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Resumo

PEREIRA, Vitor Monteiro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de 2021. Ensaio
sobre a descricao categorial de anyons. Orientador: Jakson Miranda Fonseca.

Anyons sao particulas que vivem em duas dimensoes espaciais e possuem comportamentos
estatisticos intermediarios entre férmions e bosons. Neste trabalho fazemos uma exposicao
de como anyons podem ser adequadamente descritos usando mecanica quantica basica a
partir de um processo de quantizacao adequado. Este processo revela a conexao entre as
propriedades estatisticas de anyons e as propriedades topoldgicas do espago de configura-
¢oes do sistema. Em seguida, fazemos uma introducao elementar a teoria de categorias e
a usamos para construir uma descricao categorial de anyons. A descri¢ao categorial possui
utilidades para aplicacao de anyons em computacao quantica e, nesta linha, resolvemos
um exemplo, o modelo de anyons de Fibonacci para ilustrar como esta descricdo funciona
e apontar suas aplicacdo em computacao quantica com estas particulas. Por fim, seguindo
a natureza ensaistica deste trabalho, concluimos por levantar varios topicos de pesquisa

sobre a assunto para os quais este trabalho pode servir como um ponto de partida.

Palavras-chave: Anyons. Categorias. Particulas idénticas. Anyons de Fibonacci.



Abstract

PEREIRA, Vitor Monteiro, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, April, 2021. Essay
on the categorical description of anyons. Adviser: Jakson Miranda Fonseca.

Anyons are particles that exist in two spacial dimensions and present intermediate statis-
tical behavior between that of fermions and that of bosons. In this work we present an
exposition of how anyons may be properly described using basic quantum mechanics ba-
sed on a proper quantization procedure. This procedure also reveals a connection between
the statistical behavior and the topological properties of the system’s configuration space.
Following that, we present an elementary introduction to category theory and use it to
construct a categorical description of anyons. This categorical description is useful in ap-
plications of anyons to quantum computation, and we solve an example, that of Fibonacci
anyons to show how it works and to point the applications of this description in quantum
computation with these particles. Finally, as this is an essay, we conclude by mentioning

various related research topics for which this work may serve as a stating point.

Keywords: Anyons. Categories. Identical particles. Fibonacci anyons.
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Capitulo T
Introducao

Anyons sao particulas que vivem em duas dimensoes espaciais e apenas esta mudanga
de dimensionalidade confere a elas comportamentos exéticos e bastante ricos. Natural-
mente, por conta desta condi¢do, nao é possivel encontrar anyons “fundamentais” na
natureza, no entanto, é possivel encontra-los em certos materiais. Apesar de poderem
ter havido mencgoes a ideia antes, julgamos que a historia da pesquisa em anyons comeca
realmente na década de 1970 com os trabalhos de Laidlaw e Dewitt [1] em 1971, Leinaas
e Myrheim [2] em 1977, indo para a década de 1980 com Wilczek [3, 4], Wu [5] e conti-
nuando até os dias de hoje, década de 2020 com um interesse especial nestas particulas
em sua possivel aplicacao na construcao de computadores quanticos. Em particular, em
2020 surgiram evidéncias bastante fortes da detec¢ao experimental de anyons [6, 7).

Paralelamente ao comeco de estudos sobre anyons, a fisica de sistemas bidimensionais
foi fortemente impulsionada pela descoberta do efeito Hall quantico por Klitzing, Dorda
e Pepper [8] em 1980. Pouco tempo depois Wilczek [3] mostrou, baseado nos trabalhos de
Laughlin [9] que as excitagoes presentes no efeito Hall quantico, especificamente um caso
particular chamado efeito Hall quantico fracionario, sao, teoricamente, anyons. Desde esse
momento entao, o estudo tedrico e experimental de anyons prosseguem lado a lado. Nao
trataremos, neste trabalho da questao experimental ou mesmo do efeito Hall quantico.
Para o leitor interessado, um bom ponto de partida é o artigo de Stormer e Tsui [10] sobre
0 assunto.

Como se a década de 1980 ja nao estivesse agitada o suficiente, em 1980, Paul Benioff
[11] introduziu a ideia de computadores quanticos. Essencialmente a ideia de um compu-
tador quantico ¢ usar de sistemas quanticos para realizar computacoes. Em particular,
a ideia surgiu como um método para calcular ou simular a fisica de sistemas quanticos,
baseado na ideia de que computadores que funcionam segundo as regras da mecanica
quantica, explicitamente, seriam mais eficientes em simular fenémenos quanticos. O con-
ceito foi posteriormente levado mais adiante por Feynman [12] em 1982, por Deutsch [13]
em 1985 e varios outros. Eventualmente, na década de 1990, descobriu-se, com a criacao
do algoritmo de Shor [14], que estes computadores podem ter aplica¢oes além do reino da
simulacao de fendomenos quanticos. Isto despertou interesse generalizado no assunto.

Em particular, a importancia deste algoritmo, devido a Peter Shor, é que ele resolve um
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problema, a fatoragao de inteiros em seus componentes primos em tempo polinomial. Isto
significa que o tempo gasto para fatorar um ntimero n cresce polinomialmente com n. Por
outro lado, o melhor algoritmo classico para a mesma tarefa gasta um tempo que cresce
exponencialmente com n. A significancia disto é que talvez, computadores quanticos, nao
sO sejam muito mais rapidos que computadores classicos para certas tarefas, mas sejam
superiores. Essencialmente, acontece que problemas sao classificados em termos de niveis
de complexidade, por exemplo, problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial e
problemas que nao. Se um dado problema pode ser resolvido em tempo polinomial tanto
por computadores quanticos quanto classicos, e o computador quantico é mais rapido,
entao podemos “alcancar” o computar quantico “meramente” construindo computadores
classicos mais poderosos, por exemplo, acumulando mais unidades de processamento.

Por outro lado, se um problema nao pode ser resolvido em tempo polinomial classi-
camente e pode, quanticamente, como o algoritmo de Shor sugere, entao computadores
quanticos sao, neste sentido, simplesmente superiores. Isto porque os recursos para o
algoritmo classico crescem exponencialmente, entdo mesmo se obter computadores mais
poderosos fosse simplesmente uma questao de conectar N computadores, os recursos do
planeta rapidamente seriam esgotados e atingiriamos um limite. Outro motivo pelo qual
resolver estes tipos de problema é importante é porque se for possivel resolver um, entao
todos os outros serao resolvidos e isto forneceria avangos em diversas areas. O que apre-
sentamos aqui foi uma versdo extremamente simplificada de um dos maiores problemas
abertos em ciéncia da computagao, chamado P = NP?. Mesmo hoje, que ja existem com-
putadores quanticos, ainda nao ha uma resposta definitiva sobre a capacidade destes na
perspectiva de complexidade.

Bem, ja estabelecemos que existe uma relacdo de anyons e o efeito Hall quantico.
Agora, estabelecemos a relagado de anyons com computagao quantica. A propriedade defi-
nidora de anyons é sua estatistica. Diferentemente do que ocorre em trés dimensoées, onde
particulas sdo ou férmions ou bdsons, anyons podem ter um comportamento estatistico
intermediario. Assim, se ao permutar dois férmions, a func¢do de onda adquire uma fase
igual a —1, e dois bdsons, 1, permutar anyons acrescenta uma fase igual a ¢ € C, tal que
|¢|* = 1. Esta fase depende apenas do tipo de anyon. Por exemplo, permutar dois anyons
de um dado tipo pode resultar em ¢ = 1/1/2 +7 / V2, enquanto permutar anyons de outro
tipo pode resultar em ¢ = —1. Neste sentido, o comportamento estatistico de anyons é
uma generalizacao dos comportamentos estatisticos presentes em trés dimensoes.

A origem do nome anyons deriva justamente deste comportamento, any é a palavra
inglesa para qualquer, representando qualquer estatistica e -on é um sufixo usualmente
usado para nomes de particulas. Em particular, os anyons que descrevemos sao ditos
abelianos. Existem também anyons nao abelianos. Para estes, ao invés de uma fase,
permutar dois anyons pode gerar uma rotac¢ao, ou de modo mais geral, uma transformacao

unitaria em um subespaco degenerado de estados. A conexdo com computagdo quantica
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é que podemos armazenar informacgao nos vetores deste subespago degenerado e realizar
computacoes apenas permutando os anyons entre si, pois realizar computagoes, neste
sentido, corresponde a realizar uma séries de transformagoes unitarias especificas sobre
o estado que guarda a informacdo. No entanto, anyons ainda possuem uma propriedade
extra.

Esta propriedade é comumente referida como robustez topoldgica. Essencialmente,
o comportamento estatistico de anyons é de natureza topolédgica. Isto significa, essenci-
almente, que os detalhes especificos do caminho que usamos para permutar anyons nao
importa. Dois caminhos que podem ser continuamente deformados um no outro pro-
duzirdo a mesma transformacao na funcao de onda. Isto é particularmente 1til para a
computacio quantica devido & sensibilidade de sistemas quinticos. E necessario muito
pouco para perturbar estes sistemas e isto pode introduzir inlimeros erros no processo de
computacao, se nao o destruir completamente. Isolar estes sistemas é um sério problema
técnico e neste sentido, anyons sao uma solucdo. Nao importa se o processo fisico de
permutar os anyons contenha imprecisoes, o resultado sera sempre o mesmo. A robus-
tez topoldgica ainda se revela de outras formas, como veremos. Alertamos, porém, que
nem tudo sao flores. Anyons possuem certas desvantagens, a principal delas, hoje, sendo
as enormes dificuldades experimentais para se obter anyons. Manipula-los, sera outro
problema.

A exposic¢ao anterior é uma brevissima exposicao sobre o desenvolvimento historico de
anyons e sua relagdo com computagao quantica. Passamos agora as informacgoes sobre este
trabalho. Como é de se esperar de particulas emergentes como anyons, sua descrigdo nao é
particularmente simples. Geralmente é feita por meio de teorias topologicas de campos ou
teorias de campos conformes [15]. Estas descrigoes surgem explicitamente para modelar
anyons enquanto excitagoes em um dado material. Apesar disto, os primeiro trabalhos
sobre anyons os investigavam da perspectiva de mecanica quantica basica. Essencialmente
tratando do que mudaria se alterassemos a dimensao do sistema em questao. Os trabalhos
de Laidlaw e Dewitt e Leinaas e Myrheim [1, 2] seguem esta abordagem.

Esta abordagem é particularmente interessante pois permite estudar anyons e suas
propriedades separadamente de dificuldades oriundas do fato de serem particulas emer-
gentes em um material. Assim, se presta particularmente bem, nao s6 para introduzir
anyons sem que sejam necessarios conhecimentos muito avangados. No primeiro capitulo
do desenvolvimento deste trabalho, seguiremos esta abordagem para fazer uma exposi¢ao
sobre anyons. Comegamos com uma revisao de como sistemas de particulas idénticas sdo
tratados em mecanica quantica simples — aquela presente nos estagios finais de cursos de
graduacao em fisica — e terminaremos com uma descri¢do quantica de anyons. Durante
o processo, pontuaremos falhas presentes na abordagem usual que a torna incapaz de des-
crever sistemas anyonicos. Corrigindo estas falhas, chegaremos a quantizacao de anyons,

que faremos de dois modos: um serda uma quantizacao canonica de modo a obter uma
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descricao na formulacdo de Schrodinger, baseada nos trabalhos de Leinaas e Myrheim
[2] e outra serd uma quantiza¢ao usando a formulagao de Feynman, segundo Laidlaw e
Dewitt e Wu [1, 5].

O proposito deste capitulo é descrever anyons de maneira rigorosa e capturar suas
propriedades fundamentais. Essencialmente, capturar a fenomenologia de anyons. A
partir deste ponto, existem duas escolhas possiveis: podemos ir em direcao as teorias de
campo ou podemos ir em dire¢ao a descri¢ao categorial de anyons. A descrigdo categorial
é aquela feita por meio de uma teoria matematica chamada teoria de categorias. Como
o nome do trabalho sugere, escolheremos esta opcao. Escolhemos abordar anyons por
meio de teoria de categorias porque assim como a descricao por mecanica quantica bésica
captura apenas o essencial de anyons, a teoria de categorias também o faz. Com a
vantagem que a primeira encontra dificuldades ao tentar descrever anyons nao abelianos
enquanto teoria de categorias serve igualmente bem para anyons abelianos e nao abelianos.

Em particular existe uma escassez de trabalhos que tratam de anyons nao abelianos
usando apenas mecanica quantica simples. Se isto é uma consequéncia historica do fato
da pesquisa em anyons ser muito ligada ao desenvolvimento experimental ou se ¢ uma
incapacidade inerente da formulagao quéntica, ndo esta claro. Veremos alguns resultados
que sugerem que é possivel ao menos obter anyons nao abelianos neste formalismo. Ainda
neste topico, notamos que a formulagao por teorias de campos, como dissemos, sao as
mais usuais para tratar deste assunto, em particular teorias topolégicas de campos. Em
particular acreditamos que isto se da porque é uma descricdo mais propria para atacar
problemas “praticos” sobre anyons. A formulacao categorial por outro lado é bastante
abstrata e um tanto quanto removida do reino de aplicacgoes fisicas.

Para justificar, entdo, o porqué de usar a formulacao categorial, primeiro precisamos
falar sobre o que é teoria de categorias. Teoria de categorias é uma area relativamente
jovem da matematica tendo sido criada na década de 1940 por Eilenberg e Mac Lane
[16]. Poderfamos descrever esta teoria essencialmente como uma visdo panoramica da
matematica. Olhando de longe, muitos dos detalhes deixam de ser visiveis, em particular,
realizar certos cédlculos nao é nada pratico usando teoria de categorias. Por outro lado,
a estrutura global das coisas se torna mais nitida e é possivel enxergar comunalidades
que antes nao estavam visiveis. E importante mencionar também que teoria de categorias
surgiu a partir de estudos em topologia algébrica.

Isto é importante justamente porque a descricao usual de anyons é feita por teorias
topoloégicas de campos. A descricdo categorial, entao, é uma que surgiu a partir de
estudos de natureza mais matemaética sobre as estruturas algébricas das teorias de campos
que descrevem anyons. Além disto a descricao categorial se aproveita da natureza de
teoria de categorias e essencialmente “descarta” detalhes particulares, apresentando uma
visao global de anyons. O resultado final é uma descricdo completa do comportamento de

anyons, isto é, sua estatistica que nao é afetada por detalhes particulares de como ou onde
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estes anyons surgem. Esta descricao nao é particularmente util para investigagoes fisicas
como tentar determinar em que tipo de material um dado tipo de anyon pode aparecer,
mas ¢é 1til para aplicagdes em computagao quantica com anyons.

A proépria teoria de categorias possui aplicagoes em alguns ramos de ciéncia da com-
putagao [17] como construgao de linguagens de programacao, uma tarefa necessaria para
que possamos usar computadores quanticos e estudo de algoritmos, o que pode ser inte-
ressante para estudar questoes de complexidade em se tratando de algoritmos quanticos.
Além disto, teoria de categorias tem aplicacoes em légica e teoria de tipos, que também
possuem aplicacao em ciéncia da computacao. Nao afirmamos que a descricao categorial
de anyons pode ser alavancada para todos estes assuntos, no entanto, ter uma linguagem
comum para um conjunto de problemas é bastante ttil.

Além disso, as ideias de teoria de categorias sdo relativamente simples sob certo as-
pecto. Elas sao razoavelmente simples de se compreender, mas devido ao nivel de abstra-
¢ao, sao bastante profundas. Por este motivo e, pelo fato de que este nao é um assunto
comumente presente em curriculos de fisica, dedicamos o segundo capitulo do desenvol-
vimento a introduzir o vocabulario categorial. Comegando do bésico, introduzimos os
principais conceitos necessarios para este trabalho acompanhados de alguns exemplos
para amenizar um pouco a profundidade que cada conceito categorial carrega.

Por fim, no terceiro e ultimo capitulo do desenvolvimento combinamos o conteuido
dos dois capitulos anteriores: a fenomenologia de anyons e a linguagem categérica para
obter a descri¢ao categorial de anyons. Como é de se esperar a descri¢ao categorial requer
conceitos além da teoria de categorias basica. Introduziremos estes conceitos conforme
necessario, contextualizando-os segundo sua aplicacao a descri¢ao de anyons. Por fim, so-
lucionaremos um modelo de anyons particularmente simples porém bastante rico chamado
modelo dos anyons de Fibonacci e o usaremos para apontar como a descri¢ao categorial
é 1util para propositos de computacao quantica.

Isto concluira o desenvolvimento. Para o capitulo final de conclusoes, despertaremos
a natureza ensaistica deste trabalho, como o titulo sugere. Existem dois objetivos para

este trabalho:

e Reunir um conjunto bésico de informagdes sobre anyons, desde seus fundamentos em
mecanica quantica basica até sua descricao em termos de categorias e apresenta-los

de maneira coerente.

o Realizar a tarefa acima de maneira didética e consistente. De modo que este traba-
lho possa servir como uma introducao ao assunto com pré-requisitos relativamente

minimos.

Neste sentido, acreditamos que ensaio seja o género textual mais adequado para descrever
este trabalho, pois ele ¢ uma exposigao sobre o assunto, mas nao tem pretensoes de cobrir

todos os seus aspectos e porque nao se propoem a tirar conclusoes mas levantar ainda mais
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questoes e possibilidades de pesquisa sobre o assunto. O capitulo de conclusao tratard
precisamente desa ultima parte, abordando, em particular, questoes que acreditamos ser
um grande potencial da descrigao categorica e que pretendemos investigar em pesquisas
futuras. Por fim, em concordancia com o segundo objetivo listado, existem dois apén-
dices ao final que tratam sobre topologia basica e sobre o grupo fundamental, assuntos

necessarios para a exposicao no capitulo um do desenvolvimento.
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Capitulo 2
Sobre anyons

Neste capitulo serd introduzido o conceito de anyons seguindo primeiro uma ideia de
complexificagdo gradual, isto é, comecando com uma explicagdo mais simples e entao
considerando-se nuances e explorando o conceito mais a fundo, levando a uma maior
complexidade e, segundo, uma abordagem histérica, passando por autores como Leinaas
e Myrheim, Laidlaw e DeWitt e Wu [2, 1, 5]. Felizmente estas duas abordagens sdao
aproximadamente equivalentes. Neste sentido, iniciamos com uma exposi¢do sobre a
mecanica quantica de particulas idénticas como apresentada nos livros-texto introdutorios
da disciplina [18, 19, 20]. Em seguida, explorando o que poderia-se dizer uma falha na
exposi¢ao usual, introduziremos o conceito de anyons e algumas de suas caracteristicas

fundamentais.

2.1- Estatistica quantica

Comecemos com a seguinte definigao [18]:

Definicdo 2.1: Duas particulas sao ditas idénticas se todas as suas propriedades in-
trinsecas — massa, carga, spin, etc — sao iguais. Isto é, ndo existe experimento capaz

de distinguir estas propriedades em quaisquer duas particulas.

Como, no momento da escrita, nao existe nenhum experimento capaz de distinguir um
elétron de outro, ou um préton de outro, tem-se que todos os elétrons sao idénticos, assim
como todos os protons, todos os atomos de hidrogénio e assim por diante. Note, no entanto
que duas particulas serem idénticas nao necessariamente implica que sao indistinguiveis
na pratica.

Para ver isto, considere o caso de duas particulas classicas idénticas. Suponha que
no instante inicial ¢y, a configuragdo do sistema é definida especificando-se a posicao e
velocidade das duas particulas: {rg,vo} e {r'o,v/o}. Para calcular a evolucao do sistema,
numeramos as particulas. ry e vi denotam a posicao e velocidade da particula (1) e ry e vo
denotam a posigao e velocidade da particula (2). Note que, a principio, esta numeragao

nao possui nenhuma fundamentagao fisica.
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Segue que o estado inicial pode ser descrito, matematicamente, de duas formas distin-

tas:

ri(tg) = 1o vi(to) = vo;

I'Q(to) = I'/() Vg(t0> = V/(], (21)
ou

ri(to) = 1o vi(to) = Vo;

I'Q(t()) =Ty V2<t0) = Vp. (22)

Agora, suponha que a solugao para as equagoes de movimento, tomando 2.1 como condi-

COE€S 1111Clals, s€ja:

onde r(t) e r'(t) sdo fungdes vetoriais. Como as duas particulas sdo idénticas, deve-se ter
que tanto a lagrangiana do sistema, L£(ry, vi; r2, vo) quanto a hamiltoniana, H(ry, p1; e, P2),
sao invariantes sob permutagao dos indices (1) e (2). Portanto, as solugdes para as equa-

¢oes de movimento correspondentes ao estado inicial 2.2 sao:

onde r(t) e r'(t) representam as mesmas fungoes nas solugoes para cada uma das condigoes
iniciais.

Ambas as descri¢oes do sistema fisico sdo, portanto, inteiramente equivalentes, ja que
levam as mesmas previsoes fisicas. A particula que comegou no estado {rg, vy} estd em
r(t), com velocidade v(t) = dr/dt| , no instante ¢ e aquela que comegou no estado {r', v'o}
estd em r'(t), com velocidade v/ (t) = dr’/dt| , o mesmo instante. Note que, nesta situacio,
tudo o que precisamos fazer é escolher, no instante inicial uma das descrigoes — 2.1-2.2 —
e ignorar a existéncia da outra. Ao fazer isto, tratamos ambas as particulas como se nao
fossem idénticas ou, melhor dizendo, tratamo-las como distinguiveis. Os nimeros (1) e (2)
passam a atuar como se fossem propriedades intrinsecas das particulas, efetivamente é
como se pintassemos uma particula de uma cor e a outra de outra cor. Como podemos
seguir a trajetéria de cada particula passo-a-passo, podemos determinar a posicao de cada
particula em qualquer instante.

Se usamos a trajetoria para distinguir particulas classicas idénticas, segue de imediato
que a situacao é diferente no caso de particulas quanticas ja que estas nao possuem
trajetérias bem definidas. Duas particulas quénticas idénticas, em geral, também sao
indistinguiveis. Isto se da porque, mesmo supondo que em um instante inicial, tq, os

pacotes de onda de ambas as particulas estejam completamente separados, se houver



19

algum instante posterior onde eles se misturam, isto é, houver alguma posicao, r e instante,
t, onde a probabilidade de se encontrar ambas as particulas seja nao nula, entao nao
poderemos distinguir qual das duas particulas, (1) ou (2) seria detectada 14. A excegao
ocorre quando ao longo de toda a evolucao considerada, as func¢oes de onda das duas
particulas nunca sao nao nulas na mesma posicao e no mesmo instante. Como este caso
nao costuma ser de muito interesse, geralmente, ignora-se essa possibilidade e diz-se,
prontamente que particulas quanticas idénticas sao indistinguiveis. Para estudar o caso
quantico em mais detalhes, analisemos dois exemplos concretos: o de colisao de particulas

e duas particulas de spin meio.

Colisao de particulas idénticas

Considere a colisao de duas particulas idénticas tratada no referencial do centro de
massa. Cada uma das particulas é descrita por uma colecao de nimeros quanticos, repre-
sentados por ¢; e ¢, que correspondem a um conjunto completo de observaveis. Assim, o
estado das particulas é | ¢;) e | ¢;). No instante inicial, ambas estdo completamente sepa-
radas, isto é, nao existe superposicao de suas func¢oes de onda. Deste modo, poderiamos
numeré-las (1) e (2) tal como no caso classico. Aqui surge a primeira distingdo. No caso
classico, a numeracao das particulas, que a principio é sem fundamentos, torna-se real
por ser possivel acompanhar a trajetéria de cada particula. Em outras palavras, torna-se
real devido a informacao da trajetoria. No caso quantico, nao s6é nao possuimos infor-
macao sobre a trajetoria de cada particula como também toda a informagcao possivel de
se conhecer sobre a particula esta codificada no conjunto de observaveis dados, aos quais
correspondem os estados | ¢; ) e | ¢} ). Portanto, mais que uma numeragao arbitraria, ela é,
em principio, sem significado desde o inicio, exceto no caso onde nao existe superposi¢ao
das fungoes de onda.

Apesar disso, mantém-se a numeracao como um modo de auxiliar na compreensao do
problema e assim o faremos por hora. Adiante veremos como esta numeracao introduz
alguns problemas de conceituacao e como descrever sistemas de particulas idénticas sem
mencao a rotulos deste tipo. De todo modo, assim como no caso cléssico entdo podemos
atribuir o estado |¢; ) & particula (1) e | ¢} ), a (2) ou vice-versa. Deste modo, os estados
iniciais possiveis sao:

|q2)|q2> |qz/>’%>

Aqui, a justaposicao | e )| @) é uma abreviagao do produto tensorial: |e) @ |e). Note
que, estes dois estados sao distintos a menos que tenhamos ¢; = ¢;. No instante inicial,
quando as duas particulas estao completamente separadas, podemos distingui-las e assim
escolhemos um dos dois estados acima segundo uma numeragao arbitraria. Observe que
neste instante, esta numeracao é fundamentada pelo fato de nao haver superposicao das

funcoes de onda das duas particulas, assim, poderiamos extrair a informacgao a partir de
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algum observavel. Por exemplo, poderiamos denominar as regioes onde a funcao de onda
de cada particulas é nao nula de R; e R, respectivamente. Um detector em R, detectaria
a particula que rotulamos de (1) e um na regiao Ry, a particula (2).

A situacdo muda, no entanto, apés a colisdo. A partir deste instante, deixamos o caso
de excecao e devemos encarar a indistinguibilidade das particulas. Denominando a regiao
da colisao por R, centrada na posi¢ao do centro de massa e suponha que coloquemos um
detector em algum lugar na fronteira de R. Se os estados finais das particulas, apds a
colisdo sdo | gy ) e [} ) e o detector encontrar uma particula, digamos, no estado | gy ),
nao poderemos dizer se esta particula é aquela que originalmente numeramos por (1) ou
por (2). A partir do instante que houve uma superposicao das fungoes de onda das duas
particulas, a possibilidade de distingui-las deixou de existir. Na perspectiva do exemplo
anterior, de usar a posicao para diferenca-las, por um periodo apds a colisao, nao existem
nenhuma regiao R’ onde apenas a fungdo de onda de uma particula seja nao nula. Deste
modo, nao pode-se saber se uma particula detectada nesta regido é aquela originalmente
numerada (1) ou (2).

Posteriormente, um longo tempo apés a colisao, podemos voltar a ter uma separacao
das fungbes de onda, mas mesmo assim, ndao podemos determinar os rétulos originais
atribuidos a cada particula pois “as perdemos de vista” por algum tempo apos a colisao.
Tomando a ideia de trajetérias segundo Feynman, podemos dizer que existem dois tipos

de trajetérias possiveis para as particulas, representadas na figura 2.1 seguir.

Figura 2.1: Os dois tipos de trajetérias possiveis para as duas particulas na colisao.

Podemos convencionar que o detector se encontra a esquerda da regiao R e que a
particula direcionada para a esquerda é numerada (1) e a direcionada para a direita, (2).
Assim, no primeiro tipo de trajetdria, o detector mede a particula (1) e no segundo, a (2).

Os dois estados finais possiveis sao:

lag)lay)  1dp)lar)-

Como nao é possivel extrair destes kets informacao o suficiente para determinar a

qual particula pertence cada numero, diferentemente da situagao antes da colisdo, nao
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podemos mais simplesmente escolher um destes kets. Ambos devem ser levados em conta.
Pensando segundo Feynman, todos as trajetérias possiveis contribuem, de modo que nao
podemos simplesmente ignorar uma classe de caminhos. A questdao que permanece é:
deveriamos somar as probabilidades relativas a cada uma dos dois tipos de trajetérias?
Ou deveriamos somar as amplitudes de probabilidade? Responderemos esta pergunta

mais adiante, antes, vejamos outro exemplo.

Duas particulas de spin 1/2

Considere duas particulas idénticas de spin 1/2. Confinar-nos-emos a estudar apenas
os graus de liberdade de spin. Suponha que uma particula possua, inicialmente, a com-
ponente z do spin igual a +h/2 e a outra, —h/2. Representaremos estes estados por |+ )
e | —) respectivamente. Deste modo, podemos escolher numerar as particulas e obtemos,

a depender da numeragao, duas descrigoes possiveis:

== =)

Suponha, agora, que realizdssemos uma medicao da componente z do spin das duas
particulas. Sabemos que o resultado da medida seria que uma particula possui a compo-
nente z do spin igual a +h/2 e outra igual a —h/2. No entanto ndo podemos saber se a
este estado fisico correspondem os kets |+ )| —) ou | — )|+ ), ou mesmo uma combinagao
linear:

al+)| =)+ Bl=)+)

onde a condigao de normalizacao dos kets impoe a condigao de que |a|? + |B]? = 1.

Isto se da por uma inconsisténcia em qualquer numeracdo que escolhamos e as in-
formagoes que nos sao acessiveis. Qualquer numeracao que escolhamos serd baseada no
seguinte predicado: “a particula cujo spin possui componente z positiva serd numerada
(1) e a outra (2)”. Porém, uma medi¢ao, como vimos, nao é capaz de nos revelar qual
particula é qual, por serem idénticas, qualquer uma pode estar em qualquer um destes
estados. Nossa numeracao s6 poderia ser valida se possuissemos mais informacao. Por
exemplo, se os pacotes de onda das duas particulas estivessem separados, poderiamos
afirmar, que a particula (1) estd & esquerda e a (2) a direita da origem do sistema de
coordenadas e entao, realizando uma medicao do spin, poderiamos dizer que a particula
cuja componente z do spin é positiva é aquela numerada (2), por exemplo, donde terfamos

certeza que o ket que representa o estado do sistema é:

[ =)+

Como confinamo-nos ao estudo apenas dos graus de liberdade de spin, com o propésito

de explorar mais as implicagoes da indistinguibilidade, vamos assumir, por exemplo, que
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as duas particulas estdo confinadas em uma mesma regiao de modo que nao se pode
separar suas fungoes de onda.

O desconhecimento sobre o ket correspondente ao estado fisico dos sistema produz
um fenémeno conhecido como degenerescéncia de troca. Para investigarmos este
conceito, suponha que agora desejassemos medir a componente x do spin das particulas,
em particular, que desejassemos saber qual a probabilidade das duas particulas serem
encontradas com a componente x do spin igual a +h/2. Sabe-se, dos resultados bésicos
da mecénica quintica que, na base da componente z, o ket |+ ), é escrito como:

1
|+>x=ﬁ[!+>+!—>}-

Assim, desejamos saber a probabilidade do sistema se encontrar no estado:

1

\+>m|+>xzﬁ[\+>+|—>}®\%[|+>+\—>]
= %[!+,+>+\+,—>+!—,+)+ — =) ]

Onde a notagdo |+, +) é apenas uma forma concisa de escrever |+ )|+ ). Note que a
posicao dos sfmbolos em relagdo & virgula importa. |+, —) = |+ )| — ) enquanto | —, 4+ ) =
= )+).

Segundo os postulados da mecénica quéantica e tomando como estado inicial a super-
posicao dos kets |+, —) e | —,+), a probabilidade de encontrarmos a componente = do

spin de ambas as particulas igual a +h/2 é:

2

’%(Oz—l—ﬁ) :

Ou seja, a probabilidade depende do estado que escolhemos. Deste modo, nao é possivel
descrever o sistema fisico em questao usando o ket o| +, — )+ 5| —, + ). A degenerescéncia
de troca — isto é, a existéncia de multiplos kets que descrevem a mesma situacao fisica
— deve ser removida. Em outras palavras, é necessario construir um ket que descreva

adequadamente o sistema, garantindo a boa definigdo da probabilidade.

Caso geral

Antes de prosseguirmos, no entanto, é interessante notar que o conceito de degene-
rescéncia de troca é generalizado facilmente para sistemas com mais de duas particulas.
Para tanto, consideremos um sistema de trés particulas idénticas e indistinguiveis. Seja
& o espago de estados de uma destas particulas individualmente e suponhamos que um

operador B sozinho forme um conjunto completo de observaveis compativeis em & e que
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seu espectro seja discreto, por conveniéncia. Assim, uma tal particula é descrita por kets
|b;) onde i € N.
O espaco de estados de N tais particulas juntas seria, entao, simplesmente o produto

tensorial de N copias de &:

A base deste espago de estados, consequentemente, é o produto tensorial de todos os ket

base de £ entre si N vezes:

B<5N>={®|bj>)|bj>ee<s>}

onde 7 € N e B(£) é uma base de £. Agora, é importante notar um detalhe sobre
o produto tensorial acima, especialmente porque desejaremos numerar as particulas logo
em seguida. Estritamente falando, reordenacoes distintas dos fatores do produto tensorial
do espaco de estados de uma particula fornecem espacgos que sao idénticos. Porém, quando
numeramos as particulas, numerando os espagos correspondentes, as mesmas reordenacoes
fornecem espagos distintos porém trivialmente isomorfos. Isto se da basicamente porque a
numeracao atua como uma informagao extra sobre as particulas, tratando-as efetivamente
como se fossem distinguiveis, como ja discutido.

Para ver isto, considere o caso de trés particulas por exemplo. Podemos escolher
uma numeracao arbitraria para as particulas e entdo numerar os espagos de estado cor-
respondente a cada particulas. O espaco de estados do sistema entao poderia ser, por

exemplo:
EP=¢E0xE

Neste caso, os vetores da base seriam da forma:
|1 : bZ,Q : bj,?) : bk>

onde 7,7,k € N. Este ket indica que a particula numerada 1 estd no estado b;, aquela
numerada 2 no estado b; e, 3 no estado b;. Note que este ket representaria, em principio
— pois nao podemos realmente distinguir as particulas — um estado diferente daquele
representado pelo ket

|2:0;,1:0;,3:0)

que corresponderia a um ket da base do espaco
e =

Naturalmente estes espagos sao isomorfos, como afirmado anteriormente, basta permu-
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tar os indices das particulas. Por exemplo, usando os dois kets anteriores, o isomorfismo

seria um mapa, M, tal que:

M|1:b;,2:0;,3:b)=1[1:0;,2:;,3:b)
=|2:b;,1:0;,3:0)

A importancia deste detalhe surge durante o processo de medi¢ao que abordamos
agora, retornando ao caso geral. Os autokets do observavel B formam uma base para £.
O préprio observavel B pode ser usado para definir intimeros observaveis em £V. Primeiro,
podemos simplesmente estendé-lo para £V tomando o produto tensorial de B com N — 1
vezes a identidade:

By =B®1y_;.

Onde N indica meramente que este é o operador B em £V e 1 indica que ele atua apenas
em uma particula. Pela defini¢do de B} vé-se prontamente que ele atua apenas em uma
das N particulas, em particular sobre aquela na primeira posicdo no ket em questao.
Existem N tais operadores de uma particula, um para cada posi¢ao possivel de B no

produto. No caso de N = 3, por exemplo, tem-se:
Bolel, 1B1;, 1®1®B.

Apesar destes observaveis revelarem o estado da particula que ocupa uma determi-
nada posicao dada pela ordenacao que escolhemos no produto dos espaco de estados, nao
possuem nenhuma utilidade para identificar qual particula é qual, caso contrario nao se
tratariam de particulas indistinguiveis afinal. A consequéncia disso é que ao usar qualquer
um destes operadores, podemos apenas afirmar que uma particula estd em determinado
estado.

Podemos, no entanto, usa-los em sequéncia para medir o estado de todas as particulas,

o que é equivalente a realizar uma medida do observdvel BY dado por:

A degenerescéncia de troca surge, porque mesmo que aplicassemos BY a um ket da base
de €N, por exemplo, poderiamos obter apenas a informacdo de que uma particula esté,
no estado b;, outra no estado b;, duas no estado b, e assim por diante, sem nenhuma
informacgao sobre qual é qual. Naturalmente isto era esperado, afinal se existisse algum
observavel capaz de revelar informacoes sobre qual particula é qual, segundo uma nume-
racao arbitraria escolhida, elas nao seriam indistinguiveis. No caso de N = 3 particulas,

uma medida de B3 poderia revelar o seguinte conjunto de autovalores: {b;, b;, by} aos quais
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poderiam corresponder os seguintes seis kets:

|1:06;,2:b;,3:0) |1:06;,3:b;,2:0b)
|2:6;,1:0;,3:0) |2:0;,3:b;,1:0)
|3Zbi,23bj,1ibk> |3Zbi,13bj,2ibk>

E interessante notar, no entanto, que todos estes kets sao equivalentes entre si segundo
os isomorfismos que relacionam os seis espagos de estados distintos para um sistema de
trés particulas idénticas: £123,£132 £213 £231 £321 o €312 Uma permutacao dos indices
das particulas pode levar qualquer um destes kets em qualquer outro. Isto nos sugere
abandonar a numeragao das particulas, que desde o inicio nao possui significado, ou mesmo
realidade fisica e buscar uma representacao onde todos estes seis kets, por exemplo, sejam
identificados com um tnico ket. Note que a identificacao aqui é um processo diferente
relaciona-los por via de um isomorfismo. Nao faremos isto ainda, continuaremos por mais
algum tempo usando o formalismo que é usualmente apresentado em livros didaticos,
explorando agora o papel que permutagoes desempenham na descri¢gao de um sistema de

particulas idénticas.

2.1.1- Permutacoes

O 1ultimo exemplo da secao anterior — Caso geral — deixa especialmente claro que
acao de permutar os nimeros atribuidos as particulas desempenha um papel importante
na teoria. Como veremos nesta e na proxima sec¢ao, é através de permutagoes que pode-se
construir os kets adequados para descrever sistemas de particulas idénticas e indistingui-
veis. Nesta secao abordaremos permutacoes removidas do contexto particular da meca-
nica quantica de particulas idénticas e na se¢ao seguinte abordaremos sua utilizagdo no
problema em questao.

Dado k € Z., definiremos o conjunto Cy por C, = {1,...,k}. Estes conjuntos se-
rao usados para definir e estudar permutacgoes, servindo como conjuntos arbitrarios de
k elementos. Apesar de representarmos os elementos dos conjuntos C, como 1,--- , k,
¢ interessante pensar nestes elementos como sendo arbitrarios. Por este motivo, ocasi-
onalmente poderemos representar os elementos como letras indexadas: aq,--- ,ax, por

exemplo.
Definicdo 2.2: Uma permutacao, o, é uma bijecao

o:C, — C4.
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Definigao 2.3: Uma permutacao o : C, — C,, é dita ciclica de comprimento r ou

um r-ciclo e representada por (ci,cy---¢,) se
olcr) =cy, olex)=c3 -+ olga)=c, oleg)=a

vale e todos os outros k — r elementos sao mantidos fixos. Uma transposicao é um

ciclo de comprimento dois.

O conjunto de todas as permutacao o : C, — C, para um dado k é denotado por
S;.. E possivel definir um produto em S;, dado pela composicao usual de fungoes. Assim,
dada duas permutagoes o, 7 : C, — C4, o produto delas, o7 é dado pela composicao oo,

nesta ordem, primeiro aplica-se 7 e depois o.

Proposi¢ao 2.1: O conjunto Sy equipado com o produto definido acima forma o grupo

simétrico de grau k.

Prova: A prova requer que verifiquemos se S, com o produto definido satisfaz os

quatro axiomas de grupo:

i Se 0,7 € & implica que o7 € S.

ii Existe 1 € Sy tal que para todo o € S, vale

lo = o0 =ol.

iii Para todo o € Sy, existe o~! € Sy, Unica, tal que vale

iv Para todo 0,7, p € S vale

o(tp) = (o7)p.

o Pela definicdo de permutagoes, uma permutacao é uma bijecdo em Cj, como
a composicao de duas bije¢oes também é uma bijecao, o produto de duas per-

mutacoes também é uma permutagao e vale o primeiro axioma.

o A permutacao identidade, 1 é simplesmente a funcao identidade em C;. Como
a identidade nao permuta nenhum elemento, compor qualquer permutagao com
a identidade de qualquer um dos lados resulta na permutacao original, de modo

que o segundo axioma também ¢ satisfeito.
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« Como cada permutacao é uma bijecao e toda bijecao possui uma inversa tnica,

o terceiro axioma é satisfeito.

o Para verificar o quarto axioma considere a agdo de o(rp) em um elemento

cE (Cki
lo(rp)l(¢) = al(Tp)(c)] = a(7(p(c))) = (a7)(p(c)) = [(oT)p](c)-

Como isto vale para qualquer ¢ € Cy, tem-se: o(7p) = (o7)p.

Qualquer permutacao o : C, — Cy, pode ser descrita de duas maneiras: [21]

o Como uma matriz:
o(l) o(2) --- o(k)

o Como um produto de ciclos disjuntos:
(ar-an)(by--byy) - .

Note que o fato de que permutagoes podem ser decompostas em ciclos disjuntos nao é
6bvio porém nao apresentaremos a prova desta afirmacgao aqui. Em particular, afirmamos
também sem prova que qualquer ciclo pode ser decomposto em um produto de transposi-
¢oes. Esta decomposi¢ao nao é tnica, no entanto, dada quaisquer duas decomposicoes de
um dado ciclo, ambas sao um produto ou de um niimero par ou de um nimero impar de
transposigoes [22]. Este fato sustenta a utilidade da segunda representacao e a defini¢ao

a seguir:

Definicdo 2.4: Uma permutacao o € S € dita par ou impar se é o produto de um
numero par ou impar de transposigoes, respectivamente. O sinal de uma permutacao

o, sgn o, é definido de modo que:

+1, se o for par;
sgno =
—1, se o for impar.

sgn(oT) = sgn(o)sgn(T).

para 0,7 € S.

Uma nota antes de prosseguir: apresentamos aqui a definicao da paridade de uma
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permutacao um tanto quanto desprovida dos resultados usuais no estudo de permutacoes.
O conceito de paridade é sustentado pela prova do resultado de que as fatoragoes de uma
dada permutacao sao sempre o produto ou de um niimero par ou impar de fatores. Assim,
faz-se necessario apresentar, sem prova o seguinte resultado: toda transposicao é impar
[22].

Com estas informagoes sobre permutacoes, passamos a estudar a aplicagao destes con-
ceitos na mecéanica quantica de varias particulas idénticas e indistinguiveis. Comegamos
por definir operadores de permutagdao da seguinte maneira. Considere um sistema de N
particulas idénticas e indistinguiveis e seja L£(H) o conjunto de todos os operadores line-
ares L : H — H, onde H é o espaco de Hilbert do sistema em questao. Definimos o mapa

R tal que para cada permutacdo o € Sy ¢ atribuida um operador P, = R(o) € L(H):

RSN—>£(H)
o— (P,:H—H)

Definimos dois modos de denominar os operadores em questao. Usaremos R(o) quando
estivermos interessados em falar do mapa R e usaremos P, quando estivermos interessados
em falar dos operadores. Impomos ainda, as seguintes propriedades ao mapa R e aos

operadores P,:

i Dados 0,7 € Sy, tem-se que:

R(o7) = R(0)R(7).

ii Os operadores R(0), o € S, sao bijegoes.

iii Dado um ket |1:w;,2:u;,...,N :ug) € H, onde os u; sdo multi-indices represen-

tando os nimeros quanticos relevantes das particulas e P, € R(Sy), tem-se:

Poll:u, 2wy, N iug) =|0(1) cu,0(2) s uj, ... ,0(N) tug).

As duas primeiras propriedades definem o mapa R como uma representacao do grupo
S em H, o que fornece varias propriedades titeis como veremos a seguir. A terceira propri-
edade meramente define a agao de cada um dos operadores. Eles simplesmente permutam
os indices das particulas. Como estas propriedades estao sendo impostas ¢ interessante
verificar se elas sdo compativeis. Em particular, dada a atuacdo dos operadores P, nos
kets dos espaco de Hilbert, verifiquemos se eles satisfazem as propriedades i e ii.

Primeiro, considere a aplicagao sucessiva dos operadores P, e P,, 0,7 € Sy em um
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ket arbitrario:

P,Pr|1:wi,2:uy, ..., N:ug) =Py 7(1) tu;, 7(2) tuyj, ..., 7(N) s uy)
=|o(7(1)) : wi, o(7(2)) s uj,...,0(7(N)) : ug )
=|(o7)(1) : wi, (07)(2) s wj, ..., (oT)(IV) : u )

=P 1w, 2 uj,. .. Nt uy).

Vé-se que a acao dos operadores de permutagao, como definida, é compativel com a
primeira propriedade. Verifiquemos se esta acdo fornece operadores sao bijetivos. Para
provar a injetividade, considere dois kets distintos: |1 :w;,2 :wj, ..., N tug)e|1:u,2:
uj, ..., N :uy ) pertencentes a H. Dada uma permutacio o € Sy, aplicamos o operador

P, em ambos os kets:

Pol:ui,2:uj,...,N:ug)=|0(l):u;,0(2) :uj,...,0(N) :uy);
Pl up,2:ujp,...,N:upy)=|0(1):uy,o(2):uj,...,0(N):ug).

Os kets resultantes serao iguais apenas se u; = s, uj = Uy, ..., U = Uy, OU SE€ja, apenas se
os kets iniciais forem iguais. Portante, P, é injetiva para qualquer o € Sy. Para provar a
sobrejetividade, deve-se mostrar que para cada permutacao o € Sy dado um ket arbitrario
|1:u;,2:uj,...,N :u,) € H existe pelo menos um ket |1 :uy,2:uj,..., N :up) € H

pertencentes a ‘H tal que:
Pol:wp,2:ujp,...,N:up)=|1:u;,2:uj,...,N :uy).
Tal ket existe e é dado por:
Poa|l:iu,2:uj, ..., Nug) = o 1) tu,07H(2) sy, ..., 0 H(N) sy, ).
De fato, pela propriedade i, tem-se:

Py[Poa|lius 2wy, N )| = Pylo™ (1) s w01 (2) tuy,... o (N) s uy)
= (oo™ )(1) s us, (007 1)(2) 1y, ..., (0o ) (N) uy)
=|1:u;,2:uj,...,N:ug)

Como Sy é um grupo toda permutagao o € Sy possui uma inversa, de modo que é sempre
possivel construir este ket para qualquer permutagao e qualquer ket de ‘H. Logo P, é,
também sobrejetivo e portanto, bijetivo. Ou seja, nao existe nenhuma inconsisténcia entre
as trés propriedades de modo que podemos continuar o estudo dos operadores P, .
Devido a R ser uma representacao, existem alguns resultados bastante tteis que po-

demos aproveitar.
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Proposi¢ao 2.2: Decorrem da propriedade i e ii os seguintes resultados:
e RI)=1,ondel € Sy el e L(H).

« R(o™1) = [R(o)] .

Prova: Primeiro provamos o resultado auxiliar:
R(o7™") =R(0)[R(1)]™" e R(r~'o) = [R(1)]'R(0)

Tem-se:
R(cr Y)R(7) = R[(e7~1)7] = R(0).

Como os operadores R(7) sdo bijegdes, eles possuem uma inversa unica. Assim,

multiplicando-se os dois lados por [R(7)]~:
R(er HR(M)R(T)]™" = R(o7™") = R(o)[R(7)""].
A prova do outro resultado ¢ analoga:
R(T)R(r o) = R[r(r'0)] = R(0).
O que implica que:
[R(DIT'R(T)R(e77!) = R(77"0) = [R(7)"']R(0).

Deste resultado, decorrem diretamente as afirmacoes. Tomando 7 = o, tem-se:

E tomando-se 7 = 1:

g

Além destes resultados, podemos usar o fato de que qualquer permutacao o pode ser

escrita como um produto de transposicoes para estudar os operadores P, pois, segundo a
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propriedade i, tem-se:

onde 7; sao transposicoes. Ou seja, cada operador P, pode ser escrito como um produto de
operadores FP;,. Por este motivo, os principais resultados acerca destes operadores podem
ser obtidos estudando-se apenas operadores P, onde 7 é uma transposicao. A propriedade

mais interessante de transposicoes no estudo dos operadores de permutacgao é:

Proposicao 2.3: Dada uma transposicio 7, tem-se que 72 = 1, ou seja, transposicoes

sao suas proprias inversas.

Prova: A prova é simples, considere uma transposigdo 7 = (ab). Sabemos que
7(a) = b e 7(b) = a enquanto todos os outros elementos permanecem fixos. Assim,

tem-se:

Como todos os outros elementos permanecem fixos, tem-se que 72 = 1.

g

Desta propriedade segue diretamente que [P;]?> = 1 para 7 uma transposicio. Além
disso, é simples mostrar que para toda transposi¢do 7 = (ab), P, é hermitiano. Para ver
isto, considere dois kets base de H que escreveremos, por conveniéncia, como: |a : u;, b :
Uj,...) € la:uyb:ujy,...). Note que apenas reordenamos os termos no ket por conve-
niéncia, ja que a transposicao mantem todos os outros termos inalterados. Aplicando-se

o operador P,, obtém-se:

(a:wp,brup,. . |Prla:w,biuj,...)=(a:up,bujp,...|b:u,a:uy,...)
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E, aplicando-se o operador P:

(a:up,biup, . .. |Pla:w,b:uj,...)={b:up a:uy,...|a:u,b:u,...)

Logo, P! = P,. Aliando-se a hermiticidade com o fato de que [P,]?> = 1, tem-se que P, &,
também, unitario para qualquer transposicao 7 € Sy. A hermiticidade também garante
que os autovalores de P, sejam reais. Isto, aliado novamente com [P,]*> = 1, garante que
os autovalores possiveis de P, sao +1.

Assim, dado um autoket |1) de P;, para algum 7 € Sy, tem-se:

Pol) = +1]4),
Pl) = ~1v).

Kets com autovalor +1 sao ditos simétricos e kets com autovalor —1 sao ditos antis-
simétricos. Esta propriedade ¢ chamada da paridade do ket em questdo. E importante
notar que estes valores +1 nao estao relacionados com o sinal ou paridade de uma trans-
posicdo, em particular porque qualquer transposicado é impar. Ao invés disto, trata-se
de uma propriedade do ket, ou mais especificamente, uma propriedade das particulas em
questao. Particulas fermionicas estao associadas ao autovalor —1 e particulas bosonicas
ao autovalor +1. Falaremos mais sobre isso adiante. Além disso, note que isto sé se aplica
aos autokets de P, pois existem kets que nao possuem uma paridade bem definida.
Voltamos a atencdo agora para o caso de uma permutacao arbitraria, . Como os
operadores P, podem ser escritos como um produto de operadores P, onde 7 é uma trans-
posicao, os operadores P, sao unitarios por serem um produto de operadores unitarios.
Apesar disto, ndo sdo, em geral, hermitianos pois as transposi¢oes nao necessariamente
comutam. Em particular, duas transposi¢oes que trocam elementos em comum nao co-
mutam. Para ver isto, considere 71 = (ab) e 75 = (bc) e a atuagdo dos operadores: P, e

P, em um ket: |a:w;,b:uj,cuy,. .. ):

PP, la:w,b:ujciu,...) =PFPla:u,c:u;,b:ug,...)

=|b:u,ciujacuy,...),
enquanto a aplicagdo na ordem contraria fornece:

PP la:u,b:ujciug,...) =Py,|b:u,a:u;,c:ug,...)

=|ciu,a:ujbug,. . ).

Todas as outras transposicoes, isto é, transposicoes disjuntas, geram operadores P, que

comutam entre si.
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Deste modo, os operadores de permutacao além de nao serem hermitianos, em geral
também nao comutam entre si. Portanto, nao ¢é possivel, na maioria dos casos encontrar
uma base formada pelos autovalores comuns dos operadores de permutacao. No entanto,
existem alguns kets, assim como no caso das transposicoes, que sao autokets dos ope-
radores de permutacao. Estamos particularmente interessados em kets que sao autokets
simultaneos de todos os operadores de permutacao. Chamaremos a propriedade de ser
um autoket simultaneo de todos os operadores de permutacao de simetricidade. Esta
palavra é um neologismo significando a qualidade de ser simétrico em relagdo a alguma
propriedade, aqui usaremos como a propriedade de ser simétrica sob permutagoes.

Existem dois tipos de kets simétricos satisfazendo, respectivamente a uma das duas

propriedades a seguir:

« Dado |¢) € H, se
Foly) = +1]¢)

para toda permutacao o € Sy, este ket é dito completamente simétrico.

o E, seum |¢) € H satisfaz
Fo|¢) = sgn(o)] 1)

para toda permutacao o € Sy, este ket é dito completamente antissimétrico.

Aqui existe um inconveniénte da linguagem: um ket simétrico pode se referir tanto a
propriedade de simetricidade, isto é, ser um autoket simultaneo de todos os operadores de
permutacao ou a propriedade de ser completamente simétrico como enunciada acima. Em
geral tentaremos usar a palavra “simetricidade” para tratar do primeiro caso e “simétrico”
para o segundo.

Note a aparicao do sinal da permutacao no caso de kets completamente antissimé-
tricos. Isto se da porque a condicao para ser completamente antissimétrico exige, em
particular que o ket seja antisimétrico para todas as transposicoes, ja que transposicoes
sao permutacgoes impares. Assim, para uma permutacao arbitraria, basta decompo-la
em transposi¢oes e aplicar sucessivamente os operadores correspondentes, cada um dos
quais ira contribuir com um fator de —1. Isto corresponde precisamente ao método de
determinar a paridade de uma permutacao.

Note que para que um ket seja completamente simétrico ou antissimétrico é necesséario
que seja um ket simultaneo de todas as transposi¢oes, ou, mais especificamente, de um
conjunto de transposicoes capaz de gerar o grupo simétrico de grau N. No entanto esta
condi¢do é apenas necessaria. Além disso, o autovalor do ket deve ser o mesmo para
todas as transposi¢oes. Assim, um ket que é simétrico para algumas transposicoes e
antissimétrico para outras nao sera nem completamente simétrico nem completamente
antissimétrico. Por adequagao a literatura, diremos, entdo, que estes kets também nao

satisfazem a propriedade de simetricidade que definimos.
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2.1.2 - Postulado de simetricidade

Finalmente de posse dos resultados sobre permutacoes podemos finalizar a discussao
sobre o problema da degenerescéncia de troca. Em esséncia, esta degenerescéncia surge
porque existem miiltiplos kets possiveis, matematicamente, que descrevem o mesmo estado
fisico. Como vimos, se | 1) é um ket que descreve o estado de um sistema de N particulas,
o ket P,|1) para qualquer permutagdo o € Sy também o é. Além disso, qualquer
combinagao linear de kets P, |1 ) também é uma escolha possivel para descrever o sistema.
Ou seja, existe um subespago de kets possiveis correspondentes ao mesmo estado fisico.
Além disso, o resultado de certas medigoes pode depender de qual ket é usado de modo
que nao se pode simplesmente escolher um ket do subespaco.

No entanto, pela definicao, se um ket é completamente simétrico ou antisimétrico

tem-se:

P +1] ) para |1 ) completamente simétrico;

sgn(o)| ) para |1 ) completamente antissimétrico.

Ou seja, se um ket satisfaz a propriedade de simetricidade, ele é inico a menos de uma
constante multiplicativa, isto é, o subespaco que daria origem a degenerescéncia de troca
¢ unidimensional e todos os kets possiveis sao colineares. Como neste caso o fator de fase
é inessencial, podemos simplesmente elimina-lo e afirmar que o ket em questao é aquele
que representa adequadamente o estado do sistema. Denominamos este ket de ket fisico.
Este fato sustenta o seguinte postulado, ao qual atribuimos o nome de postulado de

simetricidade:

Postulado de simetricidade

Em um sistema de N particulas idénticas e indistinguiveis, o ket que descreve o
sistema, dito ket fisico deve ser um ket simétrico. Isto é deve ser ou completamente
simétrico ou completamente antissimétrico. Particulas para as quais o ket fisico

é completamente simétrico sao chamadas bdsons e aquelas para as quais o ket fisico

é completamente antissimétrico, férmions.

Este postulado possui implicagoes que chegam aos cantos mais longinquos da fisica.
Destas, poder-se-ia dizer que a mais importante é o principio da exclusao de Pauli, obe-
decido por particulas fermidnicas. E um exercicio canonico de mecanica quantica mostrar
que a antissimetria dos kets descrevendo particulas fermidnicas da origem a uma repulsao
efetiva quando estas particulas possuem todos os ntimeros quanticos idénticos. Ou seja,
da origem ao principio de exclusao de Pauli. Além disso, o comportamento estatistico
de particulas idénticas é governado majoritariamente por sua natureza, fermidnica ou

bosonica, o que ajuda a explicar fendomenos como a supercondutividade de baixas tempe-
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raturas e condensacio de Bose-Einstein, por exemplo. E possivel até mesmo relacionar
a natureza da particula, isto é, se ela é um férmion ou um bdson com seu spin por meio
do teorema spin-estatistica, um resultado da teoria quantica de campos. Consequen-
temente relacionando-se o spin a proprieade de simetricidade imposta sobre a funcao de
onda que descreve um sistema de particulas idénticas e indistinguiveis.

Apesar disto, o postulado, ou mais precisamente, as justificativas tedricas do postu-
lado de simetricidade, além de todo o tratamento de particulas indistinguiveis exposto
anteriormente pode ser criticado, apesar desta ser a apresentacao usual presente em livros
didaticos. As primeiras criticas a este tratamento foram feitas por volta da década de
1970. [2, 23] Em particular, um dos efeitos destas criticas foi revelar que o postulado nao
se aplica a particulas em duas ou uma dimensao, apesar de ndo haver nenhuma mencao
explicita a dimensionalidade em todo o desenvolvimento mostrado para justificar o pos-
tulado. Na década de 1980, comecaram a surgir evidéncias experimentais oriundas de
estudos acerca do efeito Hall quantico que sustentam esta afirmagao. [10, 9]

Isto significa, portanto, que existem hipdteses ocultas em algum dos argumentos uti-
lizados para justificar o postulado de simetricidade. Afinal, amplas evidéncias experi-
mentais indicam que o postulado em si esta correto. Estas criticas serao reproduzidas e
discutidas na secao seguinte. Por completude, finalizaremos esta se¢ao com o modo de
construir os kets fisicos usando dos resultados acerca de permutacoes obtidos. Veremos
também que a critica do tratamento apresentado até agora (re)interpreta este método
sobre um o6tica diferente e, possivelmente, mais natural.

Como o postulado estabelece que o ket fisico deve satisfazer a propriedade de simetri-
cidade, a construcao deste ket se resume em obter um ket com simetricidade bem definida
a partir de um dos intimeros kets possiveis. Para isto definiremos dois operadores cuja
funcao é produzir um ket que seja completamente simétrico ou completamente antisi-
métrico a partir de um ket arbitrario. Estes operadores sao chamados simetrizador e

antissimetrizador respectivamente e sao definidos por:

1
S:ﬁng,

ceSN

1
A= N Z sgn(o)b,.

.UGSN

S ¢é o simetrizador e A é o antissimetrizador.

Note que a acao destes operadores é formar uma combinacao linear especifica a partir
de todas as permutacoes de indices de particula do ket original. Estes dois operadores
sao, na verdade projetores, retornando a parte do ket original que é ou completamente
simétrica ou completamente antissimétrica. Para ver isto considere primeiro o seguinte

resultado:
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Proposi¢ao 2.4: Para qualquer permutacao o € Sy, tem-se:

P,S=S=SF,;
P,A = sgn(c)A = AP,.

Prova: Primeiro, note que para quaisquer duas permutacoes o,7 € Sy, P,P, é
também uma permutacao. Isto se da pois as permutacoes formam um grupo, de
modo que o7 = p para algum p € Sy. Pela definicao dos operadores permutacao,
entao, tem-se:

P,P. =R(0)R(1) =R(o7) =R(p) = P,

Em particular este resultado junto a proposicao 2.2 garante que os operadores P,
formem um grupo. O mapa R é, na verdade um homomorfismo de grupos. Com este

resultando, tem-se que:

1 1
PS =+ > PP = i > P,

TESN TESN

Como o7 = p para algum p € Sy, tem-se que 7 = o p, assim, como o é fixo,
conforme 7 percorre todos os elementos de Sy p também o faz, possivelmente em

uma ordem distinta, de modo que podemos reescrever o somatério como:

1 1
PUS:MZPWZMZP[,:S.

TGSN pGSN

A prova de que SP, =S é analoga.
A prova para o antissimetrizador é analoga com a adi¢do de um detalhe relativo ao

sinal das permutagoes. Tem-se:

1 1
P.A = NI Z sgn(T)P, P, = NI Z sgn(T)P,,.

TGSN TGSN

Usando o mesmo argumento podemos reescrever o somatorio. Além disso, pela defi-

nigao do sinal de uma permutacao, tem-se que sgn(ot) = sgn(o)sgn(t), logo:

1 1 _
P,A = i Z sgn(t) P,y = N Z sgn(o lp)Pp

TGSN TESN
4 1
= sgn(o l)ﬁ Z sgn(p)P,
TESN

= sgn(c A,
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Por fim, como sgn(c~!) = sgn(c), pode-se ver isto pela condi¢io de que sgn (c~1o) =
sgn(1), obtém-se:
P,A = sgn(o)A.

A prova para AP, é analoga.
0

Este resultado prova que a aplicacao do simetrizador ou do antissimetrizador gera um
ket que é, respectivamente, completamente simétrico ou completamente antissimétrico.
Por fim, para mostrar que eles sdo projetores basta lembrar que o grupo Sy possui N!

elementos e considerar:

52:%2&5

1

A? = N Z sgn (o) P,A
1

ocESN

i 3 [son (o)A

’ oceSN

1
:ﬁZA

ocE€SN

=A

Note que [sgn(c)]? = 1 pois o sinal de uma permutacao sé admite os valores 4-1. As-
sim, fica demonstrado que os operadores S e A sao projetores em subespacos de kets com-
pletamente simétricos e completamente antissimétricos, respectivamente. Deste modo, a

obtenc¢ao do ket fisico de um sistema ¢é descrita nos trés passos a seguir:
i Escolha uma numeracao arbitraria para as particulas.

ii Aplique o S ou A a depender da natureza da particula. S para bdésons e A para

férmions.
iii Normalize o ket resultante.

Com isto finalizamos a exposi¢ao sobre o tratamento de particulas quanticas idénticas

e indistinguiveis como apresentado em livros-texto classicos sobre o assunto. Na secao
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que segue discutiremos uma critica a este tratamento e exploraremos um tratamento

alternativo que revelara algumas falhas ou omissdes na formulacao apresentada.

2.2 - Critica da indistinguibilidade

Nesta secao sera feita uma revisao da discussao feita nas se¢coes anteriores com o obje-
tivo de explicitar e retificar algumas falhas. Em particular, iniciamos com uma critica dos
conceitos centrais do tratamento de particulas idénticas: identidade, indistinguibilidade
e permutacao. Muitas vezes estes conceitos, especialmente o de permutacao de particulas
sao mal traduzidos matematicamente no formalismo da teoria além de muitas vezes se-
rem usados de modo a nao possuirem significado fisico ou experimental ou as vezes, sem
nenhuma carga semantica.

A critica apresentada aqui é construida, inicialmente a partir daquela apresentada por
R. Mirman em seu artigo cujo titulo, em traducao livre é: “significado experimental do
conceito de particulas idénticas”.[23] Em esséncia, a critica de Mirman surge a partir do
julgamento que as justificacoes tedricas do postulado de simetricidade sao insuficientes e
o ponto principal é que conceitos relacionados ao tratamento de particulas idénticas, em
particular o conceito de indistinguibilidade sao “mal formulados, mal relacionados com os
resultados experimentais e frequentemente usados de modo que sao experimentalmente e
as vezes, semanticamente, vazios de significado”.

Notamos aqui que Mirman diz, no artigo, que apesar de achar varias das analises
feitas sobre o assunto insuficientes, ele nao discorda dos resultados. Por exemplo, afirma
nunca ter encontrado um argumento que, utilizando somente mecanica quantica nao re-
lativistica, justifique de maneira satisfatéria que o estado de um sistema de dois elétrons,
inicialmente completamente antissimétrico permaneca completamente antissimétrico para
sempre. Aqui introduz-se outro ponto da critica: muitos dos resultados nao podem possi-
velmente estarem errados devido ou a defini¢bes demasiadamente elasticas ou por decor-
rerem, também, de resultados de teoria de campo relativisticas.

Iniciamos, entao, por considerar a seguinte situacao: em uma galaxia existe um elé-
tron e em outra, um pion. Em um dado instante, o pion decai produzindo um elétron.
Considerando-se a funcao de onda inicial do elétron e do pion, vistos como um tnico
sistema, ela ndo possui uma estado de simetria definido, pois o elétron é um férmion e o
pion, um béson. Note que a simetricidade nao ¢ exigida pois tratam-se de particulas nao
idénticas. Apods o decaimento, uma aplicacao ingénua do postulado de simetricidade nos
informa que a funcdo de onda deve, agora, ser totalmente antissimétrica. A pergunta,
entdo é: dado que a funcao de onda original nao era totalmente antissimétrica, como os
elétrons, tao distantes afetam um ao outro do modo a produzir este estado de simetrici-
dade definida? Ou, como o estado de simetricidade surge conforme as fun¢des de onda

dos dois elétrons se misturam?
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Na discussao das se¢oes anteriores nao abordamos como a simetricidade da func¢ao
de onda evolui no tempo e, a primeira vista, este problema parece ser desta natureza.
Mirman chama este problema de um “aparente paradoxo”. Como indicado pela palavra
“aparente”, este problema nao gera um paradoxo em vista de uma sutileza aqui presente.
Uma que Mirman aponta muito enfaticamente em seu artigo. Isto é, estes dois elétrons
nao sao indistinguiveis.

Se relembrarmos a defini¢ao de particulas idénticas que usamos neste trabalho, veremos
que ela informa apenas que duas particulas sao idénticas se nao é possivel diferenciar suas
propriedades intrinsecas. Por exemplo, ndo ha, no momento, nenhum experimento que
possa afirmar que a massa de um elétron é diferente da de outro, ou seu spin ou sua carga.
Isto pode parecer estranho, mas se pensarmos em objetos do dia a dia, consideramos varios
objetos idénticos mas que na verdade possuem discrepancias. Por exemplo, se comprarmos
duas canetas azuis da mesma marca, antes de usa-las podemos considera-las idénticas, no
entanto, é plenamente possivel que as massas das canetas sejam ligeiramente diferentes.
Bem, note, agora, que a definicao diz respeito apenas as propriedades intrinsecas das
particulas e nao exclui a possibilidade de existirem propriedades extrinsecas que podem
ser usadas para distingui-las.

Como discutido no exemplo sobre a colisao de particulas, se as fungoes de onda de cada
particula estao confinadas a regioes disjuntas, entao uma medida da posicao das particulas
nos permite distingui-las. Podemos chamar de particula (1) aquela na regiao R, e de (2),
aquela em Rs. Enquanto estas regides permanecerem disjuntas, estas particulas poderao
ser distinguidas. Este é justamente o caso dos dois elétrons no problema acima. Dada a
ordem de grandeza de distancias intergaldcticas é bastante razoavel supor que a fungao
de onda de cada elétron nao se estenda além da galaxia local. Em termos mais gerais,
podemos dizer que, enquanto a informacao de que um novo elétron surgiu do decaimento
do pion nao alcancar o outro, ambos podem ser distinguidos, ao menos em principio.

Frequentemente, no entanto, a distingao entre os conceitos de indistinguibilidade e
identidade de particulas ¢ mencionada apenas de modo passageiro, quando ¢ mencionada.
Alguns livros apresentam os dois conceitos como sendo o mesmo [20, 24]. Esta ultima
situacao parece estar mais alinhada com o contexto do artigo, quando foi escrito em 1973.
Veremos, no entanto que esta distingdo nos permite unificar o tratamento de particulas
idénticas com aquele de particulas nao idénticas e afrouxar um pouco a rigidez com que
se trata a indistinguibilidade de particulas quanticas.

Por exemplo, Mirman menciona que o requerimento de que um termo de interferéncia
na se¢ao de choque de um processo de espalhamento de particulas idénticas — na verdade
indistinguiveis — ¢ tido como uma hipdtese extra universalmente aceita. Investiguemos
esta afirmacdo em vista do que foi discutido até agora. Se as particulas forem indistin-
guiveis, segundo o postulado de simetricidade a funcao deve ser ou totalmente simétrica

ou totalmente antissimétrica. Suponhamos entao que apds um experimento de espalha-
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mento de duas particulas idénticas, uma foi detectada na posicdo = e outra na posicao y.

O estado final, segundo o postulado é:
[1:2,2:y)x[1:y,2:2)

a depender se as particulas sdo bosonicas ou fermionicas. A probabilidade, P, de encon-

trarmos este resultado, entao é:
P=[1:z2: ) +||1:y,2: ) £2Re[(1:2,2:y|1:9,2:2)].

O termo de interferéncia esta presente, como esperado segundo esta dita hipdtese
extra. Vejamos o que acontece no caso onde as func¢oes de onda das particulas (1) e (2)
sao diferentes de zero apenas se x € Ry e y € Ry respectivamente e Ry N Ry = (). Neste

caso, escrevendo o termo de interferéncia de forma explicita:
Re[(1:2,2:y]1:y,2:2)] = Re[(1:2]|1:y)(2:y|2:2)]
pode-se ver que ele se anula, pois |1:y) e |2: 2z ) sdo nulas. A probabilidade entao é:
2 2
P:|]1::1:,2:y)} +H1:y,2:x>| )

Que é precisamente a probabilidade em um espalhamento de duas particulas nao idénticas
se nenhuma tentativa de distingui-las é feita durante o experimento [25]. O segundo caso
pode ser questionado com base no fato de que apds o espalhamento as duas particulas nao
podem mais ser distinguidas. Mirman contesta esta afirmacao. Antes disso, gostariamos
apenas de apontar que este resultado é valido fora do contexto de espalhamento. Por
exemplo, o estado em questao poderia ser o estado descrevendo duas particulas antes do
espalhamento, por exemplo. Como vimos, a degenerescéncia de troca existe também ao
determinar o estado inicial de um sistema de particulas idénticas.

De todo modo, Mirman afirma que mesmo apds um espalhamento, duas particulas
idénticas nao sao completamente indistinguiveis, apesar de nao podermos seguir suas
trajetorias. Usualmente, a posicao onde as particulas sao detectadas é descrita em termos

de angulos. Em um caso com simetria azimutal, podemos escrever o estado acima como:
[1:60,2:m—0)+|1:m—0,2:0).

Esta fungao de onda implica que uma particula possui igual probabilidade de ser detectada
a um angulo de 0 ou . Isto ndo é necessariamente verdade. No caso do espalhamento
Coulomb, por exemplo, a amplitude de espalhamento é proporcional a sin"2(6/2) o que
fornece uma probabilidade muito maior para proespalhamento do que para retroespa-

lhamento. Assim, uma particula espalhada a pequenos angulos é muito provavelmente
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a particula incidente. Notamos que em principio isto nao removeria a indistinguibili-
dade das particulas a menos que considerassemos que para um dado angulo, ou intervalo
angular, a amplitude de espalhamento va a zero.

Analisemos agora o caso de espalhamento de duas particulas distintas, a particula
incidente ¢ e a particula alvo, t. Segundo os principios da mecéanica quantica, todas as
possibilidades devem ser levadas em conta, entao, o ket representando o estado final do
espalhamento é:

li:0,t:m—0)+eli:m—0,t:0).

onde ¢ ¢ um fator de fase arbitrario. Por simplicidade consideraremos ¢ = 0. A probabi-

lidade de detectarmos as particulas nesta configuracao, entao é:
‘|z’:9,t:7r—9>|2+ Hi:ﬂ—@,t:«9>|2—|—29‘{e[<i:0,t:7r—9\i:7r—9,t:«9>}.

Note que o termo de interferéncia esta presente. Entao observamos que existem situ-
acoes onde é teoricamente possivel que o termo de interferéncia nao esteja presente em
espalhamento de particulas idénticas e que, segundo os principios da mecanica quantica,
o termo de espalhamento estd presente para o caso de particulas nao idénticas. Assim,
podemos concluir que ao invés de tomar a presenca do termo de espalhamento como uma
hipdtese extra, ela decorre dos principios basicos da mecanica quantica e a pergunta que
deve ser respondida é: por que o termo de interferéncia nao esta presente em espalhamento
de particulas nao idénticas?

Nao entraremos a fundo nesta discussao e referimos ao artigo de Mirman, [23] e refe-
réncias la presentes. Porém, ele afirma que uma resposta possivel é que os estados para
particulas distintas sao ortogonais. Em geral isto parece ser verdade, mas sdo mencio-
nados casos casos onde isto falha. Em particular, mesmo para particulas ndo idénticas,
estados diferentes nao necessariamente sdo ortogonais e o termo de interferéncia pode
estar presente.

Agora que tratamos da nuance cercando os conceitos de igualdade e indistinguibili-
dade de particulas, vamos a segunda parte, tratando do conceito de permutacao e sua
traducao matematica. Como vimos, o conceito de indistinguibilidade junto ao postulado

de simetricidade impoe a seguinte condigao sobre os kets que descrevem o sistema:

1P 0)|" = [|¢)]

onde | ¢ ) é um ket descrevendo um sistema de N particulas indistinguiveis e o € Sy. De

modo mais explicito, usando os indices de particulas, tem-se:

o(1) i, o(2) g, o (N) ) = |1 w2 g, N )| (2.3)
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Mirman afirma que a indistinguibilidade das particulas, ao invés de exigir esta iden-
tidade, nao so esvazia-a de sentido experimental como torna a sua carga semantica nula.
De fato, aceita-se que a indistinguibilidade de particulas requer que a situagdo permaneca
inalterada caso duas particulas sejam trocadas de lugar. Além disso, é verdade que o
estado do sistema pode ser descrito por um ket cujo valor absoluto é invariante sob per-
mutacoes de indices de particulas. No entanto, a afirmacao é que: o estado fisico, nao a
funcao de onda, permanece inalterado apds a permutacao de particulas, ndo indices. Em
esséncia, a origem do problema aqui é que a indistinguibilidade das particulas impede de
atribuir qualquer significado fisico aos indices. Isto, por sua vez, faz com que a operacao
de permutacgao nao tenha nenhum significado fisico.

Para evidenciar ainda mais a situagao, considere um sistema composto por duas parti-

culas nao idénticas. Denominamos os tipos das particulas de t; e t,, assim, a quantidade:
2
Htl . Ui,tz . Uj>‘

representa a probabilidade de encontrar uma particula do tipo t; no estado u; e uma do
tipo ¢, no estado u;. Se agora, fizermos ¢; =ty = t, podemos omitir a mencao ao tipo de
particula e escrever:

11w, 2 uj)‘Q.

Esta quantidade representa a probabilidade de encontrar uma particula do tipo ¢ no estado

u; e outra particula do tipo ¢ no estado u;. Por outro lado, a quantidade:
2
||2:ui,1:uj>‘

representa a probabilidade de encontrar uma particula do tipo ¢ no estado u; e outra,
também do tipo ¢ no estado wu;.

Fica evidente, portanto que a identidade (2.3) ndo surge, realmente, devido a uma
exigéncia experimental. Ela é, na verdade redundante em vista do fato da conjuncao
logica, representada pelo conectivo “e”, ser comutativa. Isto é, na logica proposicional,

dadas duas proposigoes p e ¢, tem-se:

pPAqg=qAp.

Mirman resume isto como um caso onde as hipoteses — o sistema deve ser invariante
sob permutacao de particulas indistinguiveis — sao traduzidas em uma manipulacao sen-
sata de simbolos, segundo as regras de manipulacao de simbolos, mas que nao podem ser
enunciadas, em palavras, de nenhuma maneira que carregue significado.

Note que apesar disso a exigéncia de simetricidade sobre a funcao de onda que des-

creve um sistema de varias particulas indistinguiveis leva a consequéncias observaveis, por
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exemplo, descreve adequadamente niveis de energia. No entanto, esta discussdo nos per-
mite examinar o conceito de degenerescéncia de troca — a fonte original de dificuldades
— sob uma nova 6tica. A dificuldade criada pela degenerescéncia de troca seria ilusoria,
produto de um formalismo mateméatico inadequado que por sua vez é oriundo do uso de
conceitos que nao possuem nenhuma realidade fisica, os indices de particula, arbitrarios
desde o inicio pois nenhuma medida pode extrair informagao sobre eles.

Os sfmbolos || 1 : u;, 2 : u; >|2 e|[2:u,l:uy) ‘2 sao distintos e aparentam representar
coisas distintas mas na realidade referem-se ao mesmo objeto. Eles nao nos informam
nada sobre o comportamento de particulas indistinguiveis, apenas que a notagao usada é
redundante. O problema surge, usualmente, por serem usados como se possuissem mais
significado que realmente tém. Sobre a questao dos indices e o conceito de permutacao, a
critica de Mirman termina aqui, porém, é continuada no trabalho de Leinaas e Myrheim
[2] que é de particular interesse para este trabalho.

Leinaas e Myrheim, baseados no fato que o termo “permutagao” como usualmente uti-
lizado nao carrega nenhum significado fisico, argumentaram que um tratamento adequado
de particulas indistinguiveis requer uma descricao adequada do espaco de configuragao
destas particulas. Eles iniciam com um tratamento classico e entao quantizam o sis-
tema para obter a mecanica quantica de particulas indistinguiveis. Parte do motivo para
comecar pelo tratamento classico é a constatacao do fato que a indistinguibilidade de
particulas, ao contrario de como é muitas vezes descrita, também causa problemas no

reino classico, como constatado por Gibbs em seu famoso paradoxo.

Paradoxo de Gibbs

O paradoxo de Gibbs surge de uma entao falha da mecanica estatistica classica em
calcular a mudanga de entropia ao se misturar dois fluidos idénticos e nas mesmas con-
di¢oes de temperatura, pressao e outras possiveis propriedades relevantes. A situacao é

representada na figura abaixo.
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Figura 2.2: Recipiente contendo um fluido separado em dois compartimentos.

Considere um recipiente com paredes ideais sem qualquer tipo de troca com o exterior.

Neste recipiente é posto um fluido, por exemplo, um gas ideal. Este fluido entao é separado
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em dois compartimentos por uma parede também ideal de modo que as duas partes estao
a mesma temperatura e pressao. Este é o estado inicial. Agora, suponha que a parede
que separa os dois compartimentos seja magicamente removida e o fluido de ambas as
partes possa se misturar.

A identidade do fluido das duas partes, além do fato de ambas estarem a mesma
temperatura e pressao indica que a mudanca de entropia deve ser nula. Afinal, a mistura
é um rearranjo, uma permutagao, das moléculas que compoem o fluido. Nao ha nenhuma
alteracao na energia. Moléculas que estavam no compartimento 2 poderiam muito bem
ter estado no compartimento 1 e vice-versa quando a parede primeiro foi colocada.

No entanto, a mecéanica estatistica da época fornecia um resultado diferente. A dife-
renga de entropia entre o estado final e o inicial era ndo nula. Gibbs entao postulou que
estados que diferiam apenas por uma permutacao de particulas indénticas — para a teoria
classica, particulas idénticas sao sempre distinguiveis — nao deveriam ser contados como
distintos. Assim, se um sistema é composto de N particulas idénticas, a contagem usual
de estados contaria o mesmo estado ! vezes, fazendo-se necessario dividir o nimero de
estados por N! para corrigir a contagem.

O paradoxo de Gibbs é um problema classico presente nos livros-texto de mecéanica es-
tatistica. Nao o exploraremos mais a fundo do que isto aqui. O propoésito de apresenta-lo é
apontar que a identidade de particulas pode causar efeitos até mesmo na mecanica classica
onde é sempre possivel acompanhar a trajetéria das particulas de modo a distingui-las.
Argumentamos que em vista do tratamento estatistico usado estas particulas idénticas
se tornam efetivamente indistinguiveis. Nenhuma tentativa de distingui-las é feita pela
mecanica estatistica. De fato, o contrario é verdade, a mecanica estatistica abre mao da
individualidade de cada particula para trata-las como grupos. Por exemplo, nao impor-
tam quais particulas estdo em uma dada regido, apenas seu nimero médio, velocidade

média e assim por diante.

2.2.1- Espaco de configuracoes

O paradoxo de Gibbs nos chama atengao em particular para o espago de configuragoes
do sistema, dado que é um dos objetos fundamentais da mecénica estatistica. A identifi-
cagao de configuragdes que podem ser obtidas a partir de outra por uma permutagao dos
indices de particula, ao que indica, faz com que o espago de configuragoes de particulas
idénticas seja distinto daquele de particulas nao idénticas. Exploremos, portanto, esta
diferenca. Na discussdo que segue serao usados conceitos basicos de topologia geral e
topologia algébrica, em particular os conceitos de espagos quocientes, homotopia e grupo
fundamental. Caso nao esteja familiarizado com estes conceitos, é recomendado que leia
os apéndices A e B antes de prosseguir.

Leinaas e Myrheim comegam por estudar o espago de configuracoes de particulas
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classicas e entdo realizam um processo de quantizacao, argumentando que a descri¢cdo
adequada deste espaco leva, naturalmente ao postulado de simetricidade apds a quanti-
zagao. Usualmente, descreve-se o espacgo de configuragdes de um sistema de particulas
idénticas como o produto cartesiano do espago de configuracoes de uma tnica particula.
Mas, como vimos, este nao é o espaco mais adequado. Devemos identificar configuracoes
que podem ser obtidas a partir de uma permutacao.

Considere entao o grupo simétrico de ordem n, S,, e o espaco de configuragoes X" de
um sistema de n particulas idénticas. Denotamos por x = (x1,...,x,) os elementos de

X". Agora, defina uma operacao x : S,, x X" — X" por:
OxT = (To(1),- - Ta(n))-
Esta operagao define a acao a esquerda de S,, sobre X™. De fato, tem-se:
lxzx==x

para todo x € X™, além disso, para quaisquer 0,7 € §,, e x € X", tem-se

T % (0’*%) =T% (:L‘U(l), Ce ,l’o(n))
= (Tr(o(1))s - - » Tr(o(n)))
= (I(TJ)(l), . ,I(TU)(H)) = (TO') * XI.

A partir da operacao x, definimos a seguinte relagao, ~, em X"™:
r~Yy < do. y=o0*x.

Esta relacao sera bastante util para construir o espaco de configuragoes adequado para

um sistema de n particulas idénticas. O resultado a seguir fundamenta toda a construgao.

Lema 2.1: A relacao ~ definida acima é uma relagao de equivaléncia.

Prova: Devemos mostrar que ~ satisfaz a todas as propriedades exigidas.

 Reflexividade: para todo x, tem-se que x ~ x pois x = 1 xx, onde 1 é o

elemento identidade de S,,.

« Simetricidade: se x ~ y, entao existe o € S, tal que y = o x x. Aplicando a

acao de o1 aos dois lados obtém-se:

clxx=(c"lo)y =y
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Logo, y ~ x.

o Transitividade: se x ~ y e y ~ 2z entdo existem 0,7 € S, tais que y = o x x

e z = T x y. Substituindo-se y na segunda expressao, tem-se:
z=T1x(cxx)=(0T) * .

Portanto, z ~ z.
O

Como ~ é uma relacdo de equivaléncia, suas classes de equivaléncia particionam o

conjunto X™. Denotamos por [z] a classe de equivaléncia de z, isto é, o conjunto:
2] ={yeX"|y=0x2z, 0€8,}.

E denotamos por X"/~ o conjunto de todas tais classes de equivaléncia. Como a relagao
~ ¢ oriunda da agdo de S,, também podemos denotar este conjunto por X"/S,. Em
geral, se G é um grupo, sua acao sobre um conjunto X induz uma relacao de equivaléncia
~g em X definida de forma andloga a ~. Isto é, se x é a agdo de G sobre X, dados
x,y € X, definimos

T r~gy <= do.oy=o*2x.

onde o € G. O lema anterior mostra que ~¢ é uma relagao de equivaléncia. Para ajudar
no entendimento nos ateremos a tultima notacao neste trabalho e nomearemos o conjunto
das classes de equivaléncia de X sob ~¢g por X /G. Assim, fica sempre subentendido que
a relagdo de equivaléncia é aquela induzida pela acao de G em X.

Continuando, X" /S,, é o conjunto adequado para descrever o espaco de configuragoes
de um sistema de n particulas idénticas. notamos no entanto que ele descreve as configu-
racoes de particulas imateriais, no sentido de que, é possivel que duas ou mais particulas
ocupem a mesma posi¢ao ao mesmo tempo. Para evitar este problema, subtrair de X™ o

conjunto A, dado por:
A:{:EEX"|xi:xj paraalgumz’;ﬁj}.

O conjunto A é usualmente chamado de diagonal generalizada. Estabelecamos agora
uma notagao conveniente. Denotaremos por CZ o espago de configuracio de n particulas
em dimensdo d. Escreveremos apenas C¢ quando o niimero de particulas estiver subenten-
dido e C,, quando a dimensionalidade o estiver. O espaco de configuragao para n particulas
de nicleo duro — que nao podem atravessar uma a outra — e idénticas, independente da

dimensao, entao é C,/S,. Note que a prova que x e ~ sdo uma agao a esquerda de S, e
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uma relacao de equivaléncia em C,, é analoga.
Como descrito no apéndice A, C,,/S,, pode ser transformado em um espago quociente

se for equipado com a topologia quociente obtida a partir da sobrejecao candnica:

p:C, —C,/S,

x — [z].

Este é um detalhe importante pois, em geral, as propriedades topolégicas de C, /S, sdo
diferentes das de C,. Leinaas e Myrheim afirmam que o fato do espago de configura-
¢oes adequado ser C,, /S, é frequentemente ignorado, ou inconsciente ou deliberadamente.
No caso de particulas classicas, isto nao gera problemas pois a evolucao das particulas
dependem apenas de propriedades locais do espago de configuragoes. Em particular, a
trajetéria do sistema é uma curva continua em C,/S,. A esta curva, correspondem n!
curvas continuas em C,,. Em geral estas n! curvas em C,, nao se interceptam e mesmo que
isto ocorra, correspondendo a uma colisao de particulas, a condicao de que as derivadas
sejam continuas nos permite escolher uma tnica curva em C, e chamé-la de trajetoria do
sistema. Essencialmente, é possivel seguir as particulas ao longo da colisao mesmo que
sejam idénticas.

No caso quantico, no entanto, as propriedades globais do espaco de configuragoes se
tornam importantes. Em particular, o invariante topolégico mais importante é o grupo
fundamental do espaco de configuragoes. Primeiro, exploraremos o porqué do grupo fun-
damental ser importante para esta discussao e em seguida exploraremos alguns exemplos
de espacos de configuracoes de sistemas de particulas idénticas e seus grupos fundamen-
tais.

Recorde que Mirman [23] apontou que o termo “permutagao” é frequentemente usado
sem nenhum significado fisico, pois se refere a permutacao dos indices de particulas e
nao das particulas em si. Para corrigir isto, entao, devemos permutar fisicamente as
particulas, isto é, mover uma particula, 1 para a posi¢do da particula 2 e vice-versa.
Para evitar quaisquer outros efeitos desta movimentacao no sistema, assumimos que o
processo ¢ feito adiabaticamente. Primeiro, suponha que ao rotacionarmos uma particula
em relagao a outra, a funcao de onda do sistema adquira uma fase proporcional ao angulo

de rotagao. Por exemplo, o seguinte processo:

Figura 2.3: Rotacao adiabatica de uma particula em torno de outra.
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Faria com que a funcdo de onda deste sistema de duas particulas idénticas se trans-

formasse do seguinte modo:

¥(1,2) = ¢/(1,2) = €29(1,2).

O parametro v ¢ usualmente chamado de estatistica destas particulas. Seu significado
completo, no entanto, s6 é perceptivel quando permutamos as duas particulas. A per-
mutacao pode ser feita de dois modos distintos, rotacionando-se uma particula por um
A¢ = m ao redor da outra e entdo realizar uma translacao rigida do centro de massa.
Ou, rotacionando-se uma ao redor da outra por A¢ = —m e entao realizando-se uma
translacao rigida do centro de massa. As duas rotagoes estdao representadas na figura

abaixo.

o]

Figura 2.4: Diagrama ilustrando possiveis processos de permutacao de duas particulas.

Aqui existe uma questao importante. A hipotese é de que permutar as duas particulas

mantém o sistema inalterado. O que sugere a igualdade:
eim/ — e—im/' (24)

De fato, esta igualdade vale desde que v assuma valores 0,1 mod 2, correspondendo a
estatisticas bosonicas e fermionicas, respectivamente. No entanto, pode-se perguntar,
porque ambos os métodos de permutar as particulas sdo equivalentes. A resposta, é dada
pelo conceito de homotopia [def. B.1]. Considerando-se a trajetéria das duas particulas
como curvas em R3 parametrizadas pelo tempo, tem-se que as curvas a e @ sdo caminhos

homotépicos. Isto é, existe um mapa F : I x I — R3 tal que

F(t,0) =a(t) e F(t,1)=a(t);
F(0,s)=x), e F(1,s)=x}.
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Onde 7 e xg sdo os pontos inicial e final da particula 2 e I = [0, 1], o intervalo fechado.

Poderiamos imaginar esta homotopia como simplesmente, levantar o caminho « na terceira
dimensao, leva-lo até o caminho & e entao sobrepo6-los.

O interessante aqui é que isto s6 vale para particulas em espacgos com dimensao maior
ou igual a trés. Para particulas no espaco euclidiano de duas dimensoes, por exemplo,
nao é possivel levantar um dos dois caminhos e passar sobre a particula 1. Deste modo,
nao existe homotopia entre estes dois caminhos e eles sao inequivalentes. Isto, por sua
vez implica que nao ha motivo suficiente para supor que a igualdade 2.4 valha. Isto
significa, a principio, que particulas em duas dimensoes espaciais podem ter estatistica
arbitraria. Este resultado é consistente com o fato de que particulas em duas dimensoes
podem, também, ter spin arbitrario, dado que o grupo SO(2) é abeliano, isto é, nao
existem relagoes de comutacao a serem quantizadas. Dado que estas quantidades estao
relacionadas pelo teorema spin-estatistica em trés dimensoes, parece razoavel dizer que
sejam consistentes.

Estas particulas que vivem em duas dimensoes foram chamadas, posteriormente, de
anyons, aglutinacao da palavra any, significando qualquer e o sufixo “-on”, usualmente
usado no nome de particulas, por Frank Wilczek em seu artigo de 1982 [3]. O motivo,
naturalmente, é por poderem ter quaisquer valores de spin e estatistica. A situacao é
ainda mais dramatica se considerarmos duas particulas idénticas confinadas a uma linha.
Neste caso, ¢ impossivel permuté-las pois isto exigiria que atravessassem uma a outra e o
conceito de estatistica perde o sentido.

Note que, se permutassemos apenas os indices, ao invés de fisicamente alterar a posi-
¢ao das particulas adiabaticamente, nao seria possivel perceber como a dimensionalidade
do espaco contribui para o conceito de estatistica. Antes de passarmos a discutir anyons
propriamente, vejamos alguns exemplos de espacgos de configuragoes de sistemas de par-

ticulas idénticas e seus grupos fundamentais. Examinemos o caso de duas particulas em
R? e R3.

Duas particulas idénticas em R?

O espago de configuracoes adequado para um sistema de duas particulas idénticas
é, conforme discutido anteriormente, dado por C3/S; = (X? — A)/S,, com X? = R2
Uma maneira de escrever este espago, como argumentado por Leinaas e Myrheim [2] é
primeiro decompor Cy em um produto de um espaco correspondente as configuragoes do
centro de massa, no caso Ry e um espaco relativo, r3, que captura os graus de liberdade

remanescentes. Neste caso, escrevemos os elementos dos dois espagos como:

1
RQ—{R ’R:§(7’1+7’2), 7”1,7“26[@2}
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rgz{r|r:r1—7“2, Tl#rgéRQ}.

Note a condi¢ao r; # ry para garantir que as duas particulas ndo possam ocupar o
mesmo lugar ao mesmo tempo. A principio ndo ha nenhum motivo em particular para
excluir estes pontos, exceto possivelmente o fato de gerarem singularidades uma vez que
pontos relacionados por permutagoes sao identificados [2]. Outros argumentam que a
remocao destes pontos é importante para a discussao de estatisticas nao triviais [26].

De todo modo, o préximo passo é identificar os pontos que diferem apenas pela per-
mutagdo segundo a relagio ~. Podemos definir a agao do grupo Sy em Cy = Ry x r2

por:

ox(R,r)=(cxR,0%T1)
1

= ( 5 (To) +702): 7o) = Tot2) ) :

Onde 0 € Sy, R € Ry e r € r2. A partir desta acdo do grupo, definimos a relagio ~
como anteriormente. Note, no entanto que pela comutatividade da soma de R?, tem-se
que 0 x R = R para todo R € Ry, ou seja, Ry nao é afetado pela identificacdo segundo
~. Por outro lado, dado r € r3, tem-se que o xr = —r se o for uma transposigao e
oxr =1seoc =1 Note que S possui apenas dois elementos, uma transposicao e a
identidade. Assim, cada elemento r de r3 deve ser identificado com —r. Note que esta

relacao ¢ exatamente aquela induzida pela acao do grupo
Zo={ —1,+1}.

Deste modo, podemos usar Z; ao invés de Ss. Note que esta “substituicao” é delicada.
Ambos os conjuntos Ry e r3 sao subconjuntos de R? escritos de forma a enfatizar as
coordenadas das particulas. A acdo de S; que atua explicitamente sobre as coordenadas
das particulas nao ¢ igual & acdo de S, em R2. Por exemplo, o espaco Ry é invariante
sob a acdo de Sy, mas R? ndao o é e nem R? nem R, sdo invariantes sob a acdo de Z,. A
acao de Sy coincide com a de Z, apenas para r3, ou seja, apenas para r3 podemos fazer a
substituicao de Sy por Zs.

Note que a igualdade da agao de Z» e a de Sy em r) independe de N, a dimensio-
nalidade das particulas. Ela sempre corresponde a multiplicar um ponto 7 € r) por #1.
Do mesmo modo Ry é sempre invariante sob a a¢ao de S;. Além disso, generalizando-se
a definicio anterior, ambos sdo subconjuntos de RY, Ry = RV e r}Y = RY — A. Este

conjunto de fatos nos permite escrever o espaco de configuracao de duas particulas em
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dimensao arbitraria como:

cy ry Y o n . RY—{0}
= — R = = R _ = R —_—.
S, X Ty 7

Analisar o processo de identificagdo dos pontos de r3 é, inclusive, mais conveniente
se o escrevermos explicitamente como R? — {0} isto é, como pares ordenados r = (z,y),
z,y € R. O espago R? — {0} e o processo de identificacio estdo ilustrados na figura 2.5
a seguir. O processo de identificacdo dos pontos é similar a um processo de dobra de
um origami ou colagem e o faremos em duas partes. Primeiro, consideramos os pontos
(z,y) € R? — {0} tais que y < 0. Como dito anteriormente, a condi¢do para que dois

pontos (z,y), (z,w) € R? — {0} estejam relacionados ¢
(z,y) ~ (z,w) <= (z,w) = £(z,y).

Escrito deste modo é simples de ver que pontos pertencentes ao terceiro quadrante
sao mapeados ao primeiro e pontos pertencentes ao quarto quadrante, ao segundo. O
semieixo y negativo é mapeado no semieixo y positivo. No caso do eixo y em particular, é
como se o dobrassemos em torno do eixo z, sobrepondo precisamente cada ponto (0, —y)

sobre o ponto (0,y). Esta primeira etapa esté ilustrada no diagrama a seguir.

Y Y
(—2,w) . ¢ .
\ (@.9) ) (@.9)

—(ZL’,y)

Y

Figura 2.5: Identificacdo dos pontos no semiplano inferior com pontos do semiplano su-
perior.

A segunda etapa da identificacdo dos pontos é identificar o semieixo z negativo com
o positivo ja que (—x,0) ~ (x,0) para todo z € RT. A primeira vista a “colagem” destes
dois pontos pode nao ser muito intuitiva. Note que estes sao os tinicos pontos restantes
a serem identificados, pois nenhum ponto no segundo quadrante se relaciona com algum
ponto do primeiro segundo ~. Deste modo, podemos sobrepor as duas partes do eixo x
como se o dobrassemos em torno de eixo y. A diferenca agora é que apenas os pontos
sobre o eixo “colam” uns nos outros. Os pontos do primeiro e segundo quadrantes nao se
relacionam. Isso torna possivel “abrir” este espaco de modo similar a um filtro de café,

por exemplo. A figura 2.6 a seguir ilustra esta segunda etapa.
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Figura 2.6: Processo de identificagao do subconjunto U.

Note que o cone continua infinitamente, o corte mostrado é apenas para permitir uma
melhor visualizacdo. Note também que o cone nao possui a ponta, ja que a origem foi
excluida. Note que o subconjunto U é dado por {(—z,0),(x,0)}. A rigor, o subconjunto
U mostrado no cone ¢é, na verdade a imagem de U sob o mapa quociente. No entanto,
para facilitar o entendimento, preferimos manter o mesmo nome ao longo do processo.

Agora que sabemos um pouco sobre a topologia do espago de configuragoes Cy/Z
estudemos as curvas correspondentes a permutacao das duas particulas neste espaco.
Como permutacoes das duas particulas foram identificadas, as curvas correspondentes
a este processo correspondem a loops em Co/Zs, j4 que as configuragoes (1,2) e (2,1)

correspondem ao mesmo ponto. A figura a seguir ilustra dois loops em Cy/Z5.

Figura 2.7: Dois loops distintos em Csy/Z5.

Note que, como o cone nao possui a ponta, os loops v; e 7y sao homotopicamente dis-
tintos. Se a ponta estivesse presente, poderiamos puxar o 7; de modo que nao percorresse
toda a circunferéncia do cone e entao deforma-lo em ;. A auséncia da ponta faz com que
existem infinitos tipos de loops distintos. Isto é, existem infinitas classes de homotopia
de loops em Cy/Z,. Assim como 7; nao pode ser deformado em 77, um loop que da duas
voltas ao redor do cone nao pode ser deformado em ;. Assim, cada loop em Cy/Z5 pode
ser classificado por um nimero n € Z correspondente ao ntimero de voltas que da em
torno do cone. Um ntmero de voltas, n < 0, indica que o loop percorre a circunferéncia
no sentido contrario ao loops com n > 0.

E comum dizer que o espaco Cy / Zy é infinitamente conectado ou infinitamente conexo

[2, 26, 27]. Nestes trabalhos, um espago ser n-conexo significa que o grupo fundamental
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m (X, z9) é de ordem n, ou seja, que existem n classes de homotopia de loops distintas.
Formalmente falando, no entanto, um espaco é n-conexo quando todos os grupos de
homotopia m;(X, xy) sdo triviais para i < n. Estas duas defini¢des sao incompativeis e
mesmo que a primeira aparente ser usual em trabalhos de fisica, a evitaremos aqui para
nao causar confusao.

Neste caso foi possivel determinar o espa¢o Cy/Ss e a ordem do seu grupo fundamental
por métodos diagramaticos — o processo de identificacao de pontos de Cy. No entanto
este método nao é tao util, se ndo completamente inviavel, para espacos mais complicados,
como ¢é o caso do espaco de configuragoes de duas particulas idénticas em trés dimensoes
ou mais de duas particulas em qualquer dimensao. Lembre-se que o grupo simétrico de
ordem IV, Sy possui N! elementos. Assim, mesmo para apenas trés particulas, determinar
diagramaticamente C"/Ss3 torna-se complicado. Enunciamos a seguir um resultado que é
util para determinar C"/Ss.

Calcular o grupo fundamental de um espaco em geral nao é uma tarefa facil. Por este
motivo, é interessante verificar se o espago em questao nao é homeomorfo a algum espaco
cujo grupo fundamental ja é conhecido, pois, neste caso, seus grupos fundamentais sao
isomorfos. No caso de duas particulas, felizmente, é possivel escrever C"/S, como um

produto de espacos cujos grupos fundamentais sdo conhecidos. Usando, novamente que
FS/SQ = (]Rn — A)/ZQ

Cn R» — A Sn—l
— =R"x ——— =2 R" x R" )
S5 T BT

Onde
S ' =< (x1,...,1,) ER" fo =1
i=1

¢ a n — l-esfera de raio unitario e Rt = (0, 00) é a semirreta real, excluindo-se o 0.
Para justificar a identificacao
R*— A St

~ Rt
7y 7

considere o seguinte argumento mais ou menos rigoroso. O espago R™ — A pode ser
pensado como composto de inimeras cascas de n-esferas concéntricas. Esta visao, por
sua vez pode ser pensada como o produto de uma tinica n-esfera, de raio unitario com o
intervalo RT = (0,00). Ou seja, em cada ponto, ou dire¢ao, da n-esfera, “colocamos” a

semirreta (0, 00). Mais formalmente, podemos definir mapas
f:R*"—A R xS

1
z T n 2
1 n 2
flz,.. . xn) = (r,—, ..., — |, r= g x;
r r —
1=
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g:R" xS 1 5 R"— A

g(re,s1, ..y 8n) = (T4s1, ..., T4 8p).

Note que r como definido acima pertence a RT e

n I"Q% 1 n % r
1 o 2 _ o
PRONIEE Xl

De modo que (z1/7,...,z,/r) € 8" . Além disso, como ry € RT, tem-se que (r;s1,...,745,)

é sempre diferente de 0 € R". Estes dois mapas sao um par de bijegoes inversas. De fato,

para (z1,...,x,) € R" — A, tem-se que:

g(f(x1, ... 20)) :g(r,%,...,%)

e, para (ry,s1,...,8,) € Rt x §"71,

flg(ry,s1,..y80)) = f(rese, ..., r18,)

LSt TySn
= (ry, e = (ry,S1,.-.,8n)-

Ty Ty

Note que pela definicdo de 8™

n

Z(rJrSi)Z] =T+ [Z 512] =T+

i=1

Para que f e g sejam homeomorfismos entre estes dois espagos, é necessario que sejam
continuos. Nao provaremos a continuidade formalmente aqui, mas pode-se pensar que,
como R™ — A, RT e S"~! sdo variedades suaves, e f e g sio mapas suaves, a continuidade
fica garantida. Isto é, U C R™ — A é aberto se, somente se, f(U) C RT x 8" 0 é. Por
fim, como R é invariante sob a acao de Z, é possivel escrever

R*"—A Rt xS St

=R* .
ZQ ZQ : Z2

Além disto, o mapa In : R™ — R é um homeomorfismo entre R* e R, pois para todo
subconjunto (a,b) C R, In((a,b)) = (In(a),in(b)) C R é aberto na topologia candnica.
Similarmente, para todo subconjunto (¢,d) C R, exp((c, d)) = (ec,ed) C RT é aberto
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na topologia do subespaco. Como In e exp sao inversas, tem-se que RT™ = R. Com isto,
podemos escrever, de modo geral, o espago C,, /Sy como:
n—1

n ~ N )
C/SQ—]R x R x 22 .

Esta decomposicao é util pois R", n € N, sao espagos conhecidos e relativamente
simples, enquanto 8" /Z, é a n-esfera com pontos antipodais — diametricamente opostos
— identificados. Esta condicao é precisamente um modo de definir o espaco projetivo real

de dimensao n: RP" ou P"(R). Estes espacos também sao conhecidos e sabe-se que:

0, sen=20;
m(RP",pg) =< Z, sen=1;

Lo, sen > 1;

onde 0 é o grupo trivial com um tunico elemento. Além disto, como descrito no apéndice
B, o grupo fundamental de um produto de espacos topoldgicos é isomorfo ao produto dos
grupos fundamentais de cada espago. Usando os resultados anteriores, podemos escrever,

entio:
m (R x R x RP" (r,z,p)) = m (R, 7) x m (R, ) x m (RP", p).
No caso em questdo, onde n = 2, temos que:
m1(C*/Ss,¢) =0 x 0 x Z.

Note que como o grupo 0 possui apenas um elemento, que chamaremos de e, a projecao
pz - 0x0x Z dada por p(ey, s, z) = z é uma bijecdo. Para cada elemento z € Z existe um
tnico elemento em 0 x 0 X Z cuja imagem ¢é z. Este elemento é simplesmente (eq, e, 2).

Logo 0 x 0 X Z = Z e tem-se, finalmente, que
1 (62/82, C) = 7.

Este resultado é exatamente o resultado esperado segundo a analise diagraméatica feita
sobre o espago C?/S,, identificando explicitamente os pontos de 82 segundo a agao de S,.
Isto é, que existem infinitos tipos de loops distintos, cada um classificado por um nimero
inteiro, n € Z.

Retornando para a fisica, o fato de m; (C2 /Sa, c) = 7 tera consequéncias apos a quan-
tizacdo — lembrando que esta discussao é para o espaco de configuracoes de particulas
classicas. Como existe um nimero infinito de classes de loops — permutagoes — é ra-

zoavel supor que a condicdo de que a funcdo ganhe uma fase igual a 4+1 deixe de ser
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valida, podendo ganhar, no lugar, uma fase arbitraria ¢(n) a depender de qual classe a

permutacao realizada pertence.

Duas particulas idénticas em R?

O caso de duas particulas em trés dimensoes nao é muito diferente daquele em duas
dimensoes. A diferenca principal é que o método que usamos para determinar a ordem do
grupo fundamental do espaco de configuragoes Cs /S, ja se torna mais complicado. Como
argumentado a secao anterior, as coordenadas do centro de massa sao invariantes sob acao
de 8, de modo que precisamos determinar apenas r /S, neste caso. Além disso também
ficou estabelecido que a acao de S coincide com aquela de Z,.

O problema, no entanto é que ao invés de ter que identificar pontos pertencentes a
apenas quatro quadrantes, os pontos de R® — A estdo divididos em oito octantes. O
processo se torna significativamente mais dificil de visualizar e, como usamos um método
visual para determinar os tipos de loops possiveis, € mais recomendado procurar outro
método. Usaremos, portanto, os resultados ja obtidos e escrevemos:

C—3§R3><R><S—2:R3><R><RIP’2

So Zy
onde 8% é a 2-esfera, a esfera usual e RP? o espaco projetivo de dimenséo 2. Este espaco
é obtido a partir da esfera pela identificacdo de pontos antipodais. O hemisfério superior

de uma tal esfera estd ilustrado na figura abaixo.

S
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Figura 2.8: Loops no hemisfério superior de uma esfera com pontos antipodais identifica-

dos.

Note que todos os caminhos representados na figura, apesar de parecerem caminhos
abertos, sdo loops, pois os pontos antipodais sao identificados. Aqui surgiria uma dificul-
dade nao antecipada para o método visual que usamos para particulas em duas dimensoes:
o espaco RP? nao pode ser imerso em R?, o que significa que nao podemos visualiza-lo
completamente. Isto torna bastante dificil determinar quantas classes de loops distintas

existem.
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Usando a descricdo analitica de C3/S, e os resultados dispostos na segao anterior é

direto verificar que

T1(C?/Sa,¢) 20 x 0 X Zy = Z5.

Ou seja, existem exatamente duas classes distintas de loops em RP? e C? /Ss. Da figura,
¢ facil ver que 7y pode ser contraido a um ponto enquanto 7; e 7; parecem nao serem
contrateis. No entanto, 4y é contratil enquanto 7; nao. Acontece que se um loop ¢ nao
contratil, como 7;, tem-se que v? = ~;x; é e 0 loop 77 pode ser considerado uma caminho
intermedidrio na deformagdo de 2 a um ponto, isto é, é homotépico a 4?2 e, portanto,
contratil. Este resultado pode ser provado analiticamente mas é bastante contraintuitivo
j4 que nao podemos visualizar RP? completamente.

E interessante notar que apesar de C3 /Sy ser topologicamente distinto de R?, ele possui
exatamente dois tipos de loops o que é consistente com a divisao de particulas em trés
dimensoes em duas categorias, férmions e bosons. Isto indica que, mesmo que o argumento
utilizado anteriormente e geralmente utilizado para justificar a divisao nessas duas classes
de comportamento estatistico de particulas produza o resultado correto, o problema é
mais profundo.

Isto, inclusive, pode ser lido como um comentario mais profundo sobre a metodologia
cientifica. Usualmente diz-se que a natureza é a juiz final de todas as teorias. Argumento
que muitas vezes é usado para retroativamente justificar algumas hipdteses feitas em um
modelo, ja que assim, o resultado final sera condizente com o experimento. Essa linha de
raciocinio ja foi criticada por estudiosos de epistemologia da ciéncia, por exemplo, o livro
Contra o Método de Michael Feyerabend [28]. Mas, além disso, serve de indicativo de
que esta linha argumentativa pode levar a “problemas” como o discutido aqui. Mirman,
Leinaas e Myrheim, dentre outros apontaram as falhas nas bases tedricas da mecanica
quantica de particulas idénticas e até o momento da escrita deste trabalho, pouco mais de
quarenta anos depois destas criticas terem sido feitas, esta abordagem ainda esta presente
nos livros textos da disciplina.

Reexaminagoes critica dos fundamentos de uma teoria se fazem necessarias com o
passar do tempo, até por se constatar que as primeiras tentivas de se explicar um novo
fendmeno invariavelmente serdao “incompletas” ou “fracas”. Um exemplo histérico é o
proprio desenvolvimento da mecénica quantica. A formalizacdo da teoria quantica em
um conjunto de axiomas utilizando-se de conceitos como espacos de Hilbert e operado-
res neste espago tornou a descricdo anterior de fendomenos quanticos, alguns, inclusive,
descorrelacionados, muito mais nitida e coesa.

Esta mesma formalizagdo permitiu que intimeros mais avangos fossem realizados.
Neste sentido, pode-se entender também que argumentos nao rigorosos, fisica ou matema-
ticamente por exemplo, sao uma espécie de mina, possivelmente rica de novos fenémenos.

Por exemplo, a critica de que os operadores de permutacao, trocando apenas os indices
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das particulas e nao as trocando, fisicamente, as particulas em si foi o catalizador de toda
a discussao até aqui e, como veremos a seguir, ¢ suficiente para mostrar que o postulado
de simetricidade, justificado precisamente por necessidades experimentais, na verdade é

um resultado direto do tratamento adequado de permutacoes.

n particulas idénticas em RY

Antes de tratar da quantizacao, gostariamos de discutir brevemente o espacgo de con-
figuragoes do caso geral de n particulas em N dimensoes. Definimos o espago de configu-

racoes de modo geral por:

como anteriormente. Para particulas em dimensdo N, tem-se que X = RY. Além disso, a
separacao em termos do centro de massa e coordenadas relativas ainda é valida, a diferenca
é que o espago relativo agora possui dimensao L = nN — n. O espago correspondente ao
centro de massa continua com dimensao igual a dimensao do espaco onde as particulas
estao inseridas, no caso, N. Deste modo, escrevemos:
N r v RFE-A
C, =R, x =+ =R" X ———.
S S,
n n
O conjunto RY — A, por sua vez é homeomorfo a R x S¥~, como estabelecido an-
teriormente. No entanto, este resultado ja ndo é mais titil quanto antes pois S¥71/S,
para n > 2 nao é espago “candnico” como os espacos projetivos. No entanto, o grupo

fundamental de CJ¥ j4 foi calculado. Tem-se:

B, para N =2;
mey, =4 "
S, para N > 2;

onde B,, é o grupo trancas de n objetos e §,, é simplesmente o grupo simétrico de ordem
n. Trataremos mais do grupo B,, e de sua significAncia para anyons na se¢ao a seguir.
Por fim, alguns comentarios sobre CY no geral. Primeiro, notamos que a ele pode
ser dada a estrutura de uma variedade. Isto se da porque o produto de variedades é
uma variedade [21, 29]. Um detalhe é que o espago quociente de um espago topologico
que também é uma variedade, como RY — A em geral ndo o ¢, porém, o grupo simé-
trico satisfaz propriedades o suficiente de modo que este a este espaco também possa ser
dada a estrutura de variedade. Deste modo é possivel definir coordenadas locais em C
para especificar uma configuragdo c. Isto serd util durante a quantizagdo, assunto que

comecaremos a discutir a seguir.
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2.5 - Anyons

Nesta secao trataremos de anyons propriamente. Anyons, introduzidos anteriormente,
sao particulas em duas dimensoes e, devido a isto, sao particulas que podem possuir qual-
quer valor de estatistica. Isto é, podem ter um comportamento estatistico intermediario
entre férmions e bésons. Como discutido anteriormente, esse comportamento surge devido
as propriedades topoldgicas do espago de configuracoes de particulas idénticas.

Até agora, tratamos do espaco de configuragoes classicos, com alguns comentarios
sobre como ele influéncia a descricdo quantica do sistema. A partir de agora tratare-
mos propriamente da quantizacao do sistema classico para obter, formalmente, anyons e
também, o postulado de simetricidade para o caso de particulas em trés dimensoes. Na
secao que se segue e na proxima serao apresentados dois processos para obter a descricao
quantica adequada de particulas idénticas. Um usando a formulagdo de Feynman, se-
gundo Laidlaw e DeWitt e Wu [1, 5] e o processo de quantizagdo geométrica por Souriau
e Leinaas e Myrheim [30, 31, 2].

Notamos que o processo de quantizagao geométrica apresentado por Souriau é mais
rigoroso que aquele apresentado por Leinaas e Myrheim em seu artigo [2]. No entanto,
nos ateremos aqui ao ultimo por dois motivos. Primeiro, o artigo original de Souriau
[30] esté disponivel apenas em francés, lingua desconhecida para autor. Segundo, o livro,
cujo titulo em traducao livre é Estrutura de Sistemas Dindmicos, Uma Visdo Simplética
da Fisica [31], assim como o artigo original foram descobertos apenas na fase final de
escrita deste trabalho por acidente e alguns dos pré-requisitos necessarios estavam além
do conhecimento do autor no momento da escrita. Notamos que os trabalhos de Souriau
antecedem os de Leinaas e Myrheim e um provavel motivo pelo qual nao foram citados pela
dupla tenha sido porque eram desconhecidos a eles, ja que foram publicados originalmente

em francés e ambos noroegueses.

2.5.1- Quantizacao

Iniciaremos o processo de quantizacao de modo a obter uma descri¢do na formulacao
de Schrédinger da mecénica quéantica, segundo o artigo de Leinaas e Myrheim [2], como
mencionado. Este método de quantizacdao, no entanto é melhor explicado em um conjunto
de notas devido a Myrheim [32]. Estas notas contém, também, uma quantizagdo de modo
a obter uma descricdo na formulagdo de Heisenberg, no entanto, ndo seguiremos esta
abordagem.

O processo de quantizacao consiste, essencialmente, em construir o espaco de Hilbert

do sistema quéantico, atribuindo a cada ponto ¢ do espago de configuragoes C um espaco
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de Hilbert unidimensional, h.. Se

H=| |h=[J{c} xh

ceC ceC

entdo podemos definir um mapa II : H — C, tal que para |¢) € h., II(|¢)) = ¢, isto
é II projeta um vetor do espago quantico em sua correspondente configuracao classica.
Notamos, primeiro, que representamos o espaco de configuragoes classicos aqui por C
apenas para simplificar a notacao, ainda se trata do espaco obtido a partir da identificagao
de pontos relacionados pela acao de grupo simétrico de ordem apropriada.

Em segundo lugar, note que a uma tnica configuracao classica corresponde um espaco
unidimensional de configuragoes quanticas. Isto é de se esperar ja que, segundo os pos-
tulados da mecénica quantica, vetores que diferem apenas por uma fase correspondem
ao mesmo estado. Esta fase, a principio é arbitraria, porém o requerimento adicional de
que a norma seja igual a 1, para que seja uma probabilidade, impoem que a fase seja um
elemento do grupo unitario U(1). Por ultimo, note que o espa¢o quantico obtido corres-
ponde a representacdo no espago real, ja que as coordenadas no espaco de configuracoes
sao dadas em termos das coordenadas das particulas.

Note que sob o mapa II, o espaco h, corresponde a uma fibra, isto é: h, = II! ({c}),
onde IT~! aqui representa a imagem inversa ou pré-imagem e nao um mapa inverso. Como
todos os espacos h. sdo, por exigéncia, espacos vetoriais de dimensao 1, dizemos, por abuso
de linguagem, que H é um fibrado de linhas sobre C. O préximo passo consiste em escolher
uma base para os espacos h.. Como todos sdo unidimensionais, a base de cada espaco
consiste em apenas um vetor que denotaremos por |x.). Uma fun¢io de onda, ¥ é uma
secao do fibrado de linhas, isto é, uma inversa direita do mapa II. Assim, ¥ : C — H

atribui a cada configuragdo ¢ um vetor pertencente a fibra de ¢, isto é:

W(e) = (e) X )

e tal que
1(¥(e)) = H(6(e)| xe)) =

Note que ¥(¢) é um nimero complexo correspondente a, inica, componente do vetor em
h.. A figura 2.9 a seguir é uma representacao esquematica de um fibrado de linhas e uma
secao. Na figura, cada linha vertical corresponde a um dos espacos h. e a secao ¥ toma
um valor em cada um destes espacos.

Uma vez definida as bases, impoem-se a condi¢do que sejam normalizadas. FEsta

restricao ainda nos permite realizar mudancas de base da forma:

|XC> = |>~(0> :em(c)’Xc>



61

f_—\/\xp
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> C

Figura 2.9: Representacao esquematica do fibrado de linhas e de uma secao.

onde a : C — R ¢é uma fase. Esta transformacao da base é chamada de transformacao de
calibre — gauge — local. Naturalmente, exigimos que a fungdo de onda ¥ seja indepen-
dente da escolha de base, significando, portanto, que deve ser invariante sob mudancas

de calibre. Sob uma mudanca de base, a funcao de onda se transforma segundo:

Y| Xe) 1;| Xe) = @em(cw Xe)

Para que seja invariante, portanto, devemos ter

w _ efia(c)w.

Agora, o ultimo passo é definir uma conexdo em H. Uma conexao é essencialmente
uma regra para transporte paralelo de vetores, essencialmente, devemos responder a per-
gunta, como um vetor ¥ (cy| x., ) € levado em 9(c2)| xc, ) quando a funcao de onde W
evolui da configuracio ¢; para a configuracio ¢o. E importante recordar que o espaco de
configuragoes C em geral nao é plano como seria se fosse apenas o produto de espagos de
configuracao de particulas tnicas. A identificagdo segundo Sy junto com a remocgao de
pontos coincidentes alterou significativamente a estrutura topologica de C. Uma funcao
de onda corresponde a um campo vetorial em H, assim, dada uma evolucao do sistema —
uma curva, v em C — se desejamos saber como o vetor ¥(c) muda durante esta evolugao,
devemos transporta-lo paralelamente ao longo da curva . Isto é um transporte entre
fibras.

Definimos, portanto, operadores lineares e unitérios T'(¢ca,¢1) : he, — h., que trans-
portam vetores de h., para h., paralelamente ao longo de alguma curva . Os operadores
T, a principio, dependem da curva v, porém, segundo Leinaas e Myrheim, é suficiente

definir um transporte paralelo infinitesimal, T'(c + dc, ¢) e postulam a seguinte regra:

T(c+dc,c)|xe.) = (1 +idc'a;(c))| Xerde )
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Onde ¢! sao as coordenadas locais de C. Como foi discutido, podemos definir coordenadas
locais em C por se tratar de uma variedade. Por exemplo, no caso de C = C%/S,, isto
é, duas particulas em duas dimensoes, as coordenadas locais sao essencialmente R =
(Tem, Yem) do centro de massa e 7 = (x,y) de uma particula relativa a outra. Assim,
terfamos ¢ = (Tem, Yem, T, Y) € 08 ¢ sdo, simplesmente, as componentes de ¢ na direcao e;.

A regra infinitesimal para transporte paralelo implica que os operadores T'(cz, ¢1) sao
escritos como

(s, 1) xer ) = exp [ / déai(c) || xe)

i

onde v é a curva ao longo da qual os vetores sao transportados. Com os operadores T,
podemos definir uma derivada em H, chamada derivada covariante. A necessidade de
usar 1" para definir esta derivada retorna a questao do transporte paralelo, o processo
de derivacao é essencialmente um processo de comparacao entre os valores da fungao em
um ponto e em outro. O transporte paralelo, faz-se necessario para que os vetores W(cy)
e W(cy) possam ser comparados, por exemplo. A necessidade de uma estrutura diferen-
cial em H surge, pela necessidade de se definir o operador hamiltoniano do sistema, por
exemplo, que geralmente inclui derivadas nas coordenadas devido ao operador momento.

Definimos, entao D, a derivada covariante segundo a condi¢ao de que ela seja invariante

de calibre. Assim:
U(c+dc) =T(c+de,c)(V(c)+dc'[D;P](c))

onde D; representa a i-ésima componente de D e indices repetidos, uma soma. O operador
de translagdo paralela é necessario pois V(¢ + dc) € heiq. enquanto V(c) e [D;¥](c)
pertencem a h.. Como esté, a defini¢do é invariante de calibre pois nao faz menc¢ao a uma

base especifica. Se escolhermos uma base, no entanto, podemos escrever:
U(c+dec) =T(c+de,c)(¢(c) +dc' [Dab](c))| xe )

Note, se isto fosse uma derivada comum, obteriamos a derivada ao longo da direcao
dc, escrevendo dc = tv, onde t € Re v € C é a direcdo ao longo do qual queremos calcular
a derivada, dividirifamos por t e tomariamos o limite. Neste caso, no entanto, a curvatura
do espago gera termos extras que ficariam “sobrando” neste processo. A ideia de definir a
derivada covariante é justamente defini-la de modo a anular o efeito destes termos extras.

Para prosseguir com este processo, no entanto é mais conveniente determinar a forma de
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D para cada componente separadamente. Assim, fazemos dc = te; e escrevemos:

(e + de) = T(e+ tei, ) ((e) + HD](0))  xe)
= (¥(c > [ YOI+ ta()| o)
= [6(e) + [ias(e)(e) + [Dal(@)]t + [ia; (D)) ] I erre,)

Além disto, tem-se que

V(e +de) = ¥(c +do)| Xerre, ) = [(c) + tO](e)]| Xerac)-

Onde 0; ¢ a derivada direcional usual, lembre-se que ¢ é uma funcao de C — C. Substi-

tuindo na equacao acima:

0= [[iai(e)v(e) = [00)(e) + DOt + ias (@) DN Xerre )

Por fim, dividindo por t e tomando o limite ¢ — 0, obtém-se:
0 = [ia;(c)p(c) = [0](c) + D) (©)]] xe )
donde concluimos que, para garantir a invariancia de calibre, devemos ter
D; = 0; —ia,.

Antes de prosseguirmos, chamamos atengdo para o potencial de calibre, a e calibre
«, notando que o potencial de calibre é definido a menos de uma escolha de calibre. Se

comecarmos com uma base e(1)| y, ), tem-se que:

T(ca,c1)| Xey ) = €xp <z’a(cl) + i/dciai(c)> | Xe )-

Como possuimos liberdade para determinar o calibre, podemos escolhé-lo de modo que

a(cy) = 0 e escrever

aler) = — L dei[dal(c)

de modo que

Zli = ; — 8Z‘CY.

Onde vemos a como o potencial de calibre correspondente a uma escolha de calibre dis-
tinta, | Xe, )-
Por fim, o tultimo objeto do qual precisamos para poder utilizar este espago quantico

que construimos para particulas indistinguiveis ¢ a curvatura da conexao, F;;, dada pelo
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comutador das componentes de D:
Ej = Z[DZ, D]} = al-aj — 8j(li.

E a partir deste objeto que é possivel extrair o comportamento mais marcante de particulas
quanticas indistinguiveis. Para tal, Leinaas e Myrheim fazem uma restrigdo no estudo,
supondo que F;; seja identicamente nulo, exceto possivelmente nas singularidades, isto ¢,
os pontos que foram removidos na construcao do espaco de configuracoes. Esta hipotese,
segundo eles, é mais um restri¢cao no escopo do estudo do que uma hipétese fisica de fato.
E importante salientar, inclusive, que em geral é possivel tornar Fi; nulo simplesmente
por uma escolha adequada de calibre.

A condicao para que F;; seja identicamente nula, escrevemos F;; = 0, é que o potencial
de calibre seja o gradiente de alguma funcao escalar «, isto é, que exista um escolha de
calibre tal que a; = a; — ;o = 0. A verificacao de que @, =0 = F;; = 0 ¢ direta. Por
outro lado, temos que F;; = 0 = a; = 0 somente se a nao possuir ramificagoes, ou

seja, se nao for multivalorada. Esta condi¢ao garante que:

]{ deia; = 7{ dcid5a(c) = 0

desde que o caminho v nao circunde nenhuma singularidade. Deste modo, como estamos
supondo que F;; = 0, a s6 serd multivalorada em espagos que nao sao simplesmente
conexos e, como vimos, este nao é o caso dos espacos de configuragoes C de particulas
indistinguiveis. Note que isto nao significa que a; nao seja identicamente nula, mas sim
que o potencial de calibre «; passa a ser multivalorado, assim como o calibre a.

Por fim, as consequéncias do calibre ser multivalorado podem ser observadas considerando-
se loops no espacgo de configuracoes, correspondendo precisamente a permutacao de par-

ticulas. Neste caso, tem-se:

7.0l ) =exp (i f deai(e)) o)

g

onde cometemos um pequeno abuso de notagao ao usar ¢ também como variavel de integra-
¢do. Note que, como ~ comega e termina em ¢ o vetor | x. ) é transportado paralelamente

por 7, adquirindo uma fase, ¢(), dada por:
60) = f deai(c).
v

O valor de ¢() depende da natureza de 7y, mais especificamente, de sua classe de
homotopia pois a ¢ é invariante sob deformagcdes continuas de v e saltos de um ramo a

outro sao descontinuos. Além disso, tem-se que a fase adquirida ao se transportar o vetor
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da base por um loop 7 apds outro, ; é produto das duas fases. Escrevendo T'(7) ao invés

de T'(¢, ¢) para evidenciar o caminho, tem-se:

T(pvi) =TT (7)-

Como T'(vy) depende apenas da classe de equivaléncia de v, [], temos que os operadores
T definem, para cada ponto ¢, uma representacao do grupo fundamental de C. Deste modo,
uma funcao de onda ¥ se transforma pela acdo de uma representacao unidimensional e

unitaria de m(C, ¢) quando particulas sdo permutadas. Escrevemos entéao:
U(c)— T(v)¥(c) (2.5)

Como exemplo, considere o caso de duas particulas em trés dimensdes. O grupo
fundamental de C3 ¢é isomorfo a S, e este grupo possui apenas duas representacoes unidi-
mensionais, ambas unitérias, dadas por T'(y) =1 e T(y) = sgn([7]). Aqui [v] € m(C3, ¢)
¢ a classe de equivaléncia do loop 7. Como m(C3,c) ¢ isomorfo a S, cada loop pode
ser associado, ou a identidade ou a transposicao de S;. Por exemplo, podemos associar
os loops contréateis a identidade e os nao contrateis a transposicao. Desde modo, loops
nao contrateis sdo permutagoes impares e os contrateis permutagoes, pares. Assim, se
escolhermos a representagdo completamente simétrica, T(y) = 1, o calibre serd unica-
mente valorado e existird apenas uma base: {|x.)}. Por outro lado, se escolhermos a
representacdo completamente antissimétrica, T'(y) = sgn([7]), o calibre serd multivalo-
rado e teremos duas bases distintas para cada ponto ¢: {| x.), —| x¢)}. Vemos entdo, que
a representacao simétrica esta associada a bdsons e a antissimétrica a férmions.

No caso geral, vimos que o grupo fundamental para N particulas em mais de duas
dimensodes é o grupo simétrico de ordem N. Para qualquer N, este grupo possui apenas
duas representacoes unidimensionais, a completamente simétrica, correspodendo a bo-
sons e a completamente antissimétrica correspondendo a férmions, definidas exatamente
com antes. Note, portanto, que este processo de quantizacao produziu o postulado de
simetricidade como um resultado. Além disso, também descreve o que acontece em duas
dimensoes, onde o grupo fundamental é o grupo de trangas de n elementos. Este grupo
possui mais de duas representacoes unidimensionais e fornece fatores estatisticos interme-
diarios entre férmions e bosons. Voltaremos a tratar dele mais adiante.

Com isto, finalizamos esta secdo. Antes de passarmos para a proxima, alguns co-
mentarios sao importantes. Primeiro, vimos que, de fato, é possivel obter o postulado
de simetricidade como um resultado da quantizacao adequada de sistemas de particulas
idénticas. Note que este processo produz um espacgo que nao é simplesmente o produto de
espacos de uma tunica particula. O sistema de N particulas é quantizado como um todo.

Segundo, como mencionado antes, a abordagem de Leinaas e Myrheim e, consequente-

mente aquela reproduzida aqui carece de completude e formalidade. Por exemplo, em seu
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artigo [2] e nas notas [32] é dito que os espagos h, sao fibras no entanto, assim como neste
trabalho, nenhuma prova é fornecida para sustentar esta afirmacao, assim como o espaco
total nao é construido. Além disso, nenhum argumento é fornecido sobre a exigéncia de
que h, deve ser unidimensional. Particularmente, também consideramos que o desenvol-
vimento envolvendo a derivada covariante e especialmente a curvatura da conexao sao
apresentadas com um nivel de rigor abaixo do desejado neste trabalho. Quanto a isto,
no entanto, existem limitagoes externas e tal tratamento fica reservado para trabalhos
futuros. Passamos agora para outro método de descrever particulas quanticas idénticas,
desta vez baseado na formulacao de Feynman. Nao serao obtidos resultados novos porém

esta formulacao é especialmente util para visualizar o grupo de trancas.

2.3.2 - Formulacao de Feynman

Um pouco antes de Leinaas e Myrheim, Laidlaw e DeWitt [1] obtiveram também o
postulado de simetricidade nao como uma hipdtese mas como um resultado por meio
da formulagdo de Feynman. Apéds isto, e apds o artigo de Leinaas e Myrhaim, Wu [5]
obteve o mesmo resultado para particulas em duas dimensoes — estatistica arbitraria —
explorando mais a fundo o resultado de Laidlaw e DeWitt para este caso. Incluimos o
tratamento aqui porque a formulacdo de Feynman proporciona um modo de ver sistemas
anyonicos muito 1til e, apesar de nao seguirmos por esta abordagem neste trabalho, uma
ligacao direta com teorias de campo topoldgicas.

Tratar de anyons é, de certo modo, mais simples quando feito pela formulacao de
Feynman. Isto se da porque ela é construida explicitamente a partir de sistemas classicos.
A probabilidade de um sistema inicialmente no estado i ser encontrado no estado f é
dado por uma soma sobre todos os caminhos conectando i e f no espaco de configuracoes
do sistema. Neste sentido, a simplicidade de usar esta formulacao é que tudo que é
necessario para obter as propriedades anyonicas de particulas em duas dimensoes ¢ a
descricao adequada do espago de configuragoes.

O detalhe de usa-la, no entanto, é que, como apontado por Schulman [33], para es-
pacos cujo grupo fundamental nao é trivial, o propagador de Feynman é definido com
uma combinacao linear de amplitudes parciais, cada uma calculada sobre caminhos que
pertencem a mesma classe de homotopia. Denotemos por Il[a,b] o conjunto de todas as
classes de homotopia de caminhos que vao de a € C a b € C. Note que este conjunto
possui a estrutura de um grupoide [teorema B.2]. Se a € Il[a,b] ¢ f € o ¢ um caminho
em C, escrevemos:

K(a,to;b,t1) = Z X ()

a€ll[ij]
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onde y(a) é um nimero complexo, um peso atribuido a « e

. t1
Ke= [ Dfexp 1/ dtL
f€a h to

¢ a amplitude de transi¢cao como definida usualmente, onde £ ¢é a lagrangiana do sistema
classico.

O problema, entao é calcular os pesos y. Laidlaw e DeWitt [1] mostraram que y é
uma representacao unidimensional do grupo fundamental do espaco de configuracoes. B
interessante notar que isto vale mesmo quando nao estamos tratando de loops em C, afinal,
como mencionado, o conjunto I]a, b] é um grupoide. A conexao com o grupo fundamental
pode ser feita se escolhermos um ponto ¢ € C e escrevermos f como um produto v, x A%y,
onde 7, é um caminho de a a ¢, A um loop sitiado em ¢ e 4, um caminho de ¢ a b. A
definicao da operacao * pode ser encontrada no apéndice B, definicao B.3, mas trata-se
essencialmente de uma composicdo de caminhos. Como % é uma operacao bem definida,
também, no conjunto das classes de homotopias de caminhos, podemos entao usar esta
decomposicao para estabelecer uma bijecao entre o grupo fundamental: m1(C, ¢) e I[a, b].

Para formalizar esta ideia, denotemos por (C, a,b) o conjunto de todos os caminhos
em C de a a b. Fixamos um ponto ¢y € C e definimos um mapa M que associa a cada
ponto ¢ € C um caminho que vai de ¢y a c. Tal mapa é chamado de homotopy mesh por
Laidlaw e DeWitt. Traduziremos este termo aqui como malha homotopica, essencialmente
porque para cada ponto ¢ € C, M seleciona um caminho de Q(C, ¢y, ¢). Se considerarmos
o conjunto de todos tais caminhos, podemos imaginar M como recobrindo o espago C
com uma malha de caminhos.

Note que existem infinitos mapas M, um para cada selecao distinta de caminhos de
Q(C, cg, c). Veremos que isto ndo serd um problema, no entanto. O mapa M entao, induz

uma inje¢ao Ay, de m(C, ¢o) em Il[a, b] dada por:

Aoy 2 m(C,c) — [a, b]
(A = [M(a)] * [A] % [M(D)]

-

Onde M(b) é o caminho que comeca em b e termina em co. E simples de verificar que
A, € uma bijecao, basta lembrar das propriedades de *, teorema B.2, em especial, para

qualquer caminho v em C, tem-se:

bl =lea]l e [+ = lec]

D lea] =0 e lewo] x V] =[]

onde ¢j e ¢; sao os pontos inicial e final de 7 respectivamente e e. é o caminho constante
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sitiado em ¢. Assim, supondo
[(M(a)] * [A] * [M(D)] = [M(a)] * 1] * [M()],

para A, € m(C,c), podemos multiplicar esta igualdade pela esquerda por [M(i)] e &
direta por [M(b)] de modo a obter [A] = [u], ou seja, Ay € injetivo. Além disto, supondo
que C seja conexo por caminhos, entao A, é sobrejetiva, pois para qualquer ponto c,
existe um caminho de ¢y a c¢. Esta hipdtese corresponde fisicamente a supor que seja
possivel levar o sistema a uma configuracao ¢ a partir de qualquer configuracao ¢y, isto
é, ndo existem configuragoes inacessiveis e é bastante razoavel. Por fim, A, é compativel

com a operagao * no sentido que

Aap # e = [M(a)] # [A] 5 [M(B)] 5 [M(B)] = 1] * [M(c)]
= [M(a)] = [A# p] * [M(0)] = Aqe.

Uma vez escolhida uma malha homotoépica, portanto, podemos identificar cada am-
plitude parcial K¢, onde a € II[a, b] com K™ onde A € 71(C, ¢g) é tal que Ag(\) = av.

Assim, escrevemos o propagador de Feynman como

IC(CL,tO;b, tl) = Z X(Aab()\>)]CAab()‘)_

Aem(Cye)
Sobre o propagador impomos duas condic¢oes:

i A amplitude de probabilidade obtida deve ser independente da malha homotopica

escolhida.

ii A regra usual de composi¢ao de amplitudes deve ser satisfeita. Isto é:

’C(a,to;C,tQ) = /dblC(a,to;b,tl)lC(b,tl;c,tg).
C

Provaremos que, para as duas condi¢oes acima sejam satisfeitas, é suficiente que para
todos os pesos tenhamos x(Ag(A) = p(A) onde p : m(C,¢y) — C é uma representacao
unidimensional e unitaria do grupo fundamental de (C,cy). Para isto, consideremos pri-
meiro o que acontece se fizermos uma mudanca de malha homotdpica. Se M e N sao

duas malhas distintas tem-se:

A (N) = [M(@)] # [A] * [M(D)
= IN(@)] * | N (@)] * [M(@)]] + [\ | [M0)] N B)]] (N 0)
= V(@] [ A 0] % N B)] = Ayl x A5 ).
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Assim, sob uma mudanga de malha homotépica tem-se:

K(a, to; b, t1) Zp A) K r—>2p AR Rarlpere),

onde A, pu, v € m(C, cp) e u, v sdo fixos, determinados pelas escolha de malha.

Note, portanto, que a mudanga de malha consiste em uma possivel reordenacao das
amplitudes parciais de cada classe de homotopia. De modo que cada peso ficaria associ-
ado a amplitude parcial de uma classe de homotopia distinta. Isto nao é um problema.

Denotando p * \ x v = 3, tem-se

A=p txprrl

Se p é uma representacao unidimensional, entao podemos escrever:

K = Zp()\)lcf\ab(ﬁ) - ZP(Ml % B x 1) KA (B)
A A

N p(BKAE) = p(ut x K
B

Donde obtém-se
[ s HE] = [p(u™ v ) [|K| = [K].

Para verificar a segunda propriedade, usamos o fato de A,, ser compativel com a

operacao *. Tem-se:
= [M(a)] * [7] * [M(c)]

M(a)] * [a] ¥ [M(D)] * [M(b)] + [B] * [M(c)]
= Aab(@) * AbC(ﬁ)

para «, 5 € m(C, ¢y) tal que a % = . Com isto, tem-se:

K(a,to;c, ts) = Zp YCAae () = Zp Z/icAab JcheeB) g

axf=y

— Z Z (a * f3) /;CAab(a);CAbc(ﬁ)db

v axfB=vy

- [ ][

= /K(aa th ba tl)’C<b7 tla c, t2)db
C

Onde na passagem do segunda para a terceira igualdade usamos que, pela definicao do
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propagador de Feynman — definido para caminhos pertencentes a uma tnica classe de
homotopia —, o propagador de a a ¢ pode ser dividido naquele de a a b multiplicado pelo
de b a ¢ e somando-se sobre todos os pontos b. O fato de A, ser compativel com * garante
que este produto continue na mesma classe de homotopia. Além disso, na passagem da
segunda para a terceira linha usamos que a soma com a condigdo a * 3 = 7 torna-se uma
soma livre sobre « e 3 se somarmos sobre 7.

Fica estabelecido, portanto que é possivel descrever sistemas de particulas indistingui-

veis pela formulagao de Feynman se escrevermos o propagador como:
Klastos b, 1) = 37 pCA), (2.6
A

onde A € m1(C, ¢p), Ayp é 0 mapa induzido por uma escolha arbitraria de malha homotépica
M e p é uma representac¢ao unidimensional e unitaria de 7 (C, ¢p). E interessante notar
que o trabalho de Laidlaw e DeWitt [1] precede o de Leinaas e Myrheim [2], no entanto,
ele foi utilizado para tratar especificamente de particulas em duas dimensoes apenas por
Wu [5] alguns anos depois da publicagao do trabalho de Leinaas e Myrheim.

Com este resultado fica claro que a topologia do espaco de configuragoes tem um papel
a desempenhar na descricao quantica do sistema. Para particulas em trés dimensoes, o
espago de configuragdes adequado nao é simplesmente conexo. O grupo fundamental é
isomorfo a §,,, o grupo simétrico sobre n elementos. Em particular, este grupo possui

apenas duas representacoes unidimensionais, dadas por:
pio)=1 e p(o)=sgno

para o € §,,. Deste modo, existem duas descri¢oes distintas de particulas em trés dimen-

soes, uma para cada representacao:
K(a,to;b,t1) = > p (M)A,
A

K(a,to; b, 1) =Y p* ()K=
A

A representacido p° estd associada a estatistica de Bose-Einstein, pois independente
de qualquer permutagao, a fase relativa dos caminhos é sempre igual a 1. Por outro lado,
p? estd associada & estatistica de Fermi-Dirac, pois qualquer caminho que seja imagem,
sob Ay, de um loop associado a uma permutacao impar, como a permutacao de duas
particulas adjacentes, por exemplo, adquire uma fase relativa igual a —1. Para particulas
em duas dimensoes, o grupo fundamental é isomorfo ao grupo de trancgas e existem mais
representagoes possiveis. Ja discutimos brevemente como ele afeta o comportamento das

particulas na se¢ao anterior e a seguir iremos estuda-lo mais a fundo.
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Um tultimo comentario antes de passarmos para a proxima secdo. Foi dito que a
formulacao de Feynman fornece uma ligacao direta com teorias de campos topoldgicas.
Esta ligacao se d&, essencialmente porque o representacao do grupo fundamental que
pesa todas as amplitudes parciais pode ser escrita de modo a modificar a lagrangiana do
sistema com um termo de origem topoldgica, ja que o grupo fundamental esta diretamente
ligado a topologia do sistema. Esta linha de raciocinio pode ser encontrada nas referéncias

[26, 27], bem como no artigo de revisao [15].

2.3.5 - Representacoes e o grupo de trancas

O grupo de trancas de n elementos, note n é o nimero de elementos a serem trangados,
nao a ordem do grupo, B,, pode ser obtido a partir de n — 1 geradores 0;, 1 <7 <n — 1.
Cada gerador corresponde a trancar um fio numerado por n com o fio adjacente, n + 1
no sentido anti-horario. Este processo pode ser representado graficamente de maneira
bem simples e bastante muito convenientemente. A acao dos geradores esta ilustrada a
esquerda na figura 2.10 a seguir.

Esta representagao grafica dos elementos do grupo é ttil extremamente conveniente
porque podemos interpretar os fios como as linhas de mundo de particulas, de modo que
o a acao dos elementos de B, ¢ interpretada diretamente como sua acao na trajetéria das
particulas. Ou seja, sao precisamente os caminhos, ou pelo menos as classes de equiva-
léncia de caminhos sobre as quais as amplitudes parciais do propagador de Feynman sao
calculadas. Neste sentido, a formulagdo de Feynman fornece, literalmente, uma visuali-
zacao de sistemas de particulas bidimensionais. Neste esquema de representagao, todos
os elementos do grupo sao convencionados como trancando no sentido anti-horério e suas

inversas, no sentido horario. A agdo de o; ' est4 ilustrada & direita na figura a seguir.

t1—1 @+ 1+1 1+2 t—1 ¢ e+ 1 142

Figura 2.10: Acao do gerador o; do grupo de trangas a esquerda e seus inversos, a direita.
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Os geradores satisfazem a duas condi¢bes chamadas condi¢oes de Artin, dadas por:

0;0;4+10; = 0441030441,

0,05 = 0j0; se |i—j > 2.

A segunda condi¢do meramente indica que trancar dois pares de fios disjuntos produz o
mesmo resultado independentemente da ordem em que sdo trangados. A primeira condi-
¢ao é conhecida como relagao de Yang-Baxter. Para visualiza-la, convencionamos que o
produto de dois elementos do grupo de trancas é representado pela justaposicao vertical
de seus diagramas. Isto é o produto g.07 é representado pelo diagrama representando oo
acima daquele representando o,. Note que esta convencao significa que os elementos do

grupo atuam pela direita. A relagdo de Yang-Baxter esta representada visualmente na

\

figura abaixo.

Figura 2.11: Representacao visual da relacao de Yang-Baxter.

A partir destas relagdes vé-se prontamente que o grupo de trangas é mais complexo
que o grupo de permutagoes. Mais explicitamente, grupo simétrico de ordem n pode ser
representado por um conjunto de n—1 geradores, 7;, 1 <1 < n—1, com a condi¢ao de que
todos satisfacam 77 = 1. Este conjunto em particular de geradores sio as transposigoes de
elementos adjacentes, isto é: 7 = (ii+ 1), quando representada como um ciclo. Inclusive,

o grupo simétrico de ordem n pode ser obtido a partir do grupo de trangas em n fios
2

impondo-se a condi¢ao o; = 1 para todo i sobre geradores do grupo de trancas. Isto
evidencia a grande diferenca entre estes dois grupos: o grupo de permutagoes é finito
enquanto o de trangas nao o é. Veremos as consequéncias disso mais a frente.

Agora que o B,, esta definido, vejamos quais sdo suas representa¢oes unidimensionais
e unitarias. Pela defini¢do, o mapa p : B, — U(1) serd uma tal representacao de B,, se for
bijetivo e:

p(oio;) = ploi)p(aj).
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Entao, aplicando-se p a relacao de Yang-Baxter, obtém-se:

p(oioig10:) = p(oi)p(oiy1)p(0i).

Mas
p(0i0i110:) = p(0i+10i0i11) = p(0is1)p(03) p(0it1)-

Note que como U(1) é abeliano, obtemos:

p(oi)p(oir1)p(oi) = p(oit1)p(oi)p(oit1)
= [p(03)]*p(0is1) = [p(ois1)] (o)

= ploi) = p(oit1).

O fato de U(1) ser abeliano automaticamente garante a segunda condi¢ao. O resultado
acima implica que p(0;) = p(o;) para todo 1 <i,j < n. Representaremos o valor comum
de p para todos os geradores por:
poi) = ¢

onde 6 € [0,2n] é arbitrario. Cada escolha de 6 fornece uma representagao de B,. O
parametro € é comumente chamado de parametro estatistico, Angulo estatistico ou
simplesmente estatistica. Relembre que ja nos deparemos com este parametro anterior-
mente, denotado na ocasiao por v. Note a semelhanc¢a com o resultado obtido no processo
de quantizacao na formulagao de Schrodinger, equacao 2.5. O fato do pardmetro estatis-
tico poder tomar seu valor de um intervalo continuo indica que em duas dimensoes existe
um continuo entre bosons, § = 0, e férmions, 6 = 7.

Agora, existem duas coisas interessantes a serem notadas. Primeiro, a diferenca entre a
atuacgao do grupo de trancas e do grupo de permutacoes sobre a trajetoria das particulas.
Em particular, a diferenca devido & condi¢do 77 = 1 no grupo de permutagoes cujo
efeito é ilustrado na figura abaixo. Lembre-se que configuragoes que diferem apenas por

permutacoes de particulas estao identificadas, ou seja, representam o mesmo ponto.

Figura 2.12: Comparacio entre a aplicacdo de 0% # 1 e 72 = 1.

A acdo de ambos o grupo de trancas quando o grupo de permutacoes corresponde
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ao processo fisico de trocar duas particulas de lugar. A diferenca, como pode-se ver na
imagem ¢é que, do ponto de vista de permutacoes simples, isto é, do grupo simétrico,
permutar as mesmas duas particulas duas vezes é equivalente a nao fazer nada, enquanto
do ponto de vista do grupo de trangas, permutar as particulas duas vezes, tranca as
linhas de mundo das particulas e nao equivale a nao fazer nada. Deste modo, mesmo que
o estado final apds as duas operagoes sejam o mesmo, o ato de trancar particulas possui
um efeito dindmico que nao esta presente na permutacao simples.

Mais formalmente, considere um loop ~ sitiado em uma dada configuracao cqy. Se

evoluirmos o sistema segundo 2 = 7 * 7, segundo a equacao 2.5 obteremos o seguinte:

U(co) — p([y*7])¥(co).

onde p é uma representacao do grupo fundamental do espaco de configuracoes do sistema
em questao, m (C, cg).

Agora, antes de investigarmos mais a fundo, vejamos o que significa p ser uma repre-
sentacao unitaria. Uma representacao é, essencialmente, um homomorfismo de grupos.

Um homomorfismo de grupos é um mapa, R, entre um grupo (G, %) e (H,x) tal que:

R(g1 * g2) = R(g1) * R(g2)

onde * e * sao as operacoes de G e H, respectivamente. Para os espagos de Hilbert usuais
da mecénica quéntica, uma representac¢ao unitaria e unidimensional de um grupo (G, )
¢ um homomorfismo entre G e U(1), onde U(1) é o grupo de todos os niimeros complexos

de moédulo igual a 1. Assim, podemos escrever p como:

p:m(C,co) — U(1)

(7] — 00D

onde A([y]) € R é a menos de multiplos de 27, isto é 6([y]) € [27n, 27 (n + 1)] para algum

n € Z. Alternativamente, poderiamos evidenciar o fator de 27 e escrever p como:

P(M) — e2miv(])

onde v([7]) € [n,n + 1] para algum n € Z. Do fato de uma representagdo ser um

homomorfismo decorre que:

p(ly*71) = [p()]* = 20D,

Agora, consideremos o caso de particulas em trés dimensoes. Neste caso, o grupo

fundamental é isomorfo ao grupo simétrico de ordem n, onde n é o niimero de particulas
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do sistema. Como discutido anteriormente, para qualquer n, o grupo simétrico possui

duas representagoes unidimensionais, a completamente simétrica dada por

PP(]) =1

e a completamente antissimétrica, dada por

p* (1)) = sgn(17]).

Podemos escrever a representacao completamente simétrica na forma exponencial sim-
plesmente definindo ([7]) = v([y]) = 0 para todo loop 7. Por outro lado, o sinal de uma
permutacao define um mapa para Z», de modo que sgn([y]) € {—1,+1}. Por sua vez,
0 grupo Zs é homomorfo ao grupo Z/27. Este grupo definido identificando-se todos os

nimeros pares e todos os impares respectivamente. Escrevemos
227 = {n mod 2, n€Z} ={0,1}.

A operagao em Z/27 é a operagao de soma usual. Assim, podemos escrever a represen-

tagdo completamente antissimétrica em forma exponencial definindo:

9([7]) _ 0 se sgn(h]) =1,

T se sgn([y]) = —1.

Com estas definigoes, temos que

[PS([’Y])]Z _ 270,210 _

[pA(M)}Q =ee'm = ™ = 0.

Repare a semelhanca deste resultado com a descricao feita na secao 2.2.1, onde asso-
ciamos uma fase proporcional ao angulo no qual uma particula foi rotacionada ao redor
da outra. Uma permutacao simples corresponde a um angulo de 7 e uma fase ei™ = —1.
Permutarmos as mesmas particulas duas vezes corresponde a um angulo de 2w, trés vezes,
37 e assim por diante. Repare como esta descri¢ao é reproduzida exatamente pela repre-
sentacdo completamente antissimétrica. Ela é reproduzida também pela representacao

completamente simétrica se ao invés se escrevermos

P([’Y]) — ()

Temos liberdade para fazer isto pois 0([]) é definido a menos de multiplos de 27 como
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dito. Se definirmos um mapa m : m(C?, ¢y) — R como

() = 0 sesgn([y]) =1,

T sesgn([y]) = —1.

podemos unificar as duas representacoes como

pu(m) — m(hDv (2.7)

e v = 0 para a representacao completamente simétrica e v = 1 para representacdo com-
pletamente simétrica. Escrito desta maneira, v é o parametro estatistico ou a estatistica
das particulas. Vé-se claramente que v = 0 corresponde a bésons e v = 1 a férmions. E m
classifica a trajetéria das particulas segundo o grupo fundamental. Permutar as mesmas
particulas duas vezes é uma permutagao par, trés, ¢ uma permutacao impar. Permutar
as mesmas particulas trés vezes corresponderia a uma fase de ¥ = ™ = —1. Note
que a vantagem de usar o mapa m é que basta determinar a paridade da permutagao ao
invés de determinar todos os angulos de rotagao, o que pode ser complicado para muitas
particulas. Outra vantagem do mapa m é que podemos defini-lo de modo analogo para
sistemas de particulas em duas dimensoes e assim, obter uma descricao essencialmente
unificada.

Apesar da construcao do mapa m para particulas em duas dimensoes ser mais compli-
cada, a ideia subjacente é a mesma. Primeiro, note que para particulas com estatistica 6,
permutar duas particulas uma ao longo de um loop « tal que [y] = o;, um vez transforma

a funcao de onda da seguinte forma:
U(co) = p" (7)) W(co) = p"(03)¥(co) = € W(cy).

Similarmente:

U(c) ,09([7 * fy])\I!(co) = [pa(ai)]Z\I/(co) = ().
Agora, se considerarmos um caminho 7 € 0,0, temos:

U(co) = p" ([7]) W (co) = p%(03)p"(05)¥(co) = €W (cy).
Por fim, se v € inafj, ki, k; € Z, obtém-se:

W(co) = (1)) Wleo) = [p"(0:)]" [0 (03)] " (o) = eF R0 ().

A partir destes resultados constata-se que a fase ganha na permutacao de anyons com

estatistica # depende apenas do nimero total de permutacoes realizadas. Como o; sao
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geradores do grupo de trangas, qualquer elemento do grupo pode ser escrito como uma
palavra formada por estes geradores. Isto ¢, se G é o conjunto de todos os geradores de B,
e G~! o conjunto de todos os inversos dos geradores, entdo qualquer trancamento 7 € B,
pode ser escrito como: .
T:Hgi, geEGUG™

i=1
para algum s € N* = N — {0}. Note que podemos pensar uma tran¢a 7 como uma
sequéncia (gi,...,gs), possivelmente infinita de elementos de GU G™!. Assim, definimos

um mapa auxiliar p: GUG™! — Z por:

+1 sege€Q@G,

plg) =
~1 sege Gt

e com este mapa definimos m : B,, — Z por

m(r) =Y plg)-

geT

Note que por defini¢ao, o produto de duas trancas 71, 5 € B,, pode ser representando

simplesmente como a concatenacao das sequéncias, isto é:

T1T2 = (gla s ag.91)(hla .- 'ah32> = (917 s 79517h’l7 .. '7h52)-

Deste modo

m(m172) = ZP(Q) + Zp(h) =m(71) + m(2).

geETL hers
Ou seja, m define um homomorfismo entre B, e Z. Por fim, usamos o mapa m para

escrever a representacao p como:

P’ ([y]) = em®e, (28)

Lembrando que 71 (C2, ¢y) = B, de modo que cada classe de equivaléncia de [y] é associada
a uma unica tranca de B,,. Além disso, como 6 € [0, 27| e m([7]) € Z, o produto m([v])0
pertence ao intervalo [27n, 27(n 4 1)] para algum n € Z como requerido por p ser uma
representacao unidimensional e unitaria. Apesar de nao termos o feito, podemos eviden-
ciar o fator de 7 contribuido por cada permutacdo na expressao acima, basta redefinir
m para que o resultado seja multiplicado por 7w e # como pertencente ao intervalo [0, 2].
Deste modo a representacao do grupo fundamental para sistemas em duas dimensoes é
escrita de modo completamente andloga aquela em trés dimensoes.

Escrito desta forma, fica nitido como anyons sdo uma generalizacao do comportamento

estatistico de particulas em trés dimensoes. Desconsiderando os detalhes dos mapas m
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em duas e trés dimensoes, a imagem de ambos esta contida no conjunto dos inteiros e sdo
usados essencialmente para contar quantas vezes cada particula foi permutada ao redor
de todas as outras. Além disso, tem-se que em trés dimensoes, o parametro estatistico é
restrito a # = 0 e § = 1, enquanto que em duas 6 € [0, 27]. Fica estabelecido, portanto,
que existe um continuo de estatisticas entre as estatisticas bosonica e fermionica para
particulas em sistemas bidimensionais.

Investigamos, agora, a propriedade mais exética de anyons, chamada de fusao. Co-
mecamos com um sistema de trés particulas em posicoes 1,2 e 3 e queremos trangar
permutar a particula na posicdo 3 com as particulas nas posi¢oes 1, mantendo aquela na
posicao 2 “fixa”. O processo € tal que trocamos as particulas originalmente nas posicoes
1 e 3, passando por 2 e depois, retornamos a particula originalmente em 2, agora em 3, a
sua posicao original, permutando-a com aquela agora em 2. O resultado é que “giramos”

as particulas originalmente em 1 e 2 uma em relagao a outra, pois aquela que estava

\

originalmente em 1 agora esta a esquerda.

Figura 2.13: Trancamento de trés particulas segundo 7 = 0y0105.

Este procedimento corresponde ao trangamento 7 = 090109 mostrado na figura acima.
Supondo que estas particulas possuem estatistica @, usando a representagao 2.8 vé-se que

este processo altera a funcao de onda segundo:
(cp) = ™0 () = 3.

Este resultado ¢ curioso pois, se realizdssemos exatamente o mesmo processo em trés

dimensoes, trocando os o; pelas transposi¢oes 7;, segundo a representagao 2.7, teriamos:
U(cy) eim(T)V\If(co) =™,

Que é o mesmo resultado que obteriamos se trocassemos duas particulas adjacentes uma
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vez. Note, também que, caso permutassemos particulas adjacentes em duas dimensoes, a
fase adquirida pela funcao de onda seria apenas . Existe uma diferenca entre as duas
situacoes.

Para entender a origem desta diferenca, suponha que as duas particulas, originalmente
nas posicoes 1 e 2 formassem um estado ligado, ou, simplesmente que a distancia entre as
posicoes 1 e 3 e 2 e 3 sao muito maiores que a distancia entre 1 e 2. Neste caso, o processo
corresponderia a permutar a particula em 3 com a particula composta 1 — 2 e entao
permutar as particulas originalmente em 1 e 2, efetivamente rotacionando a particula
composta 1 — 2 por um angulo de 7. Em particular, no processo realizado, esta rotacao
é feita no sentido horario. Agora, note que podemos escrever

310 _ p(A—1)i0 _ id6 —i6

A tltima expressao por sua vez pode ser interpretada como uma particula de estatistica
sendo permutada com outra no sentido horario. E, entao, uma particula de estatistica 46
sendo permutada com outra. Assim, poderiamos entender que, permutar uma particula
de estatistica 6 com uma particula composta por duas, também de estatistica 6 acrescenta
uma fase de 46. Neste sentido, mesmo que as particulas nao sejam idénticas, permuta-
las ainda acrescenta uma fase na funcao de onda determinada por um tipo de fusao das
estatisticas de cada particula.

A rigor, para obter uma descricao adequada disto, deveriamos ter partido de varias
particulas, separadas em tipos, com particulas do mesmo tipo sendo indistinguiveis e
particulas de tipos distintos, distinguiveis e entao realizar o processo de quantizagao. No
entanto esta andlise é suficiente para ilustrar o fenémeno de fusao de anyons. Usando 6

para nomear um tipo de anyon, poderiamos escrever, heuristicamente:
0 x6=40

Onde a operacao X consiste na fusdo destes anyons, isto é, em aproxima-los de modo que
a distancia relativa entre eles seja muito menor que todas as outras. Ou formar um estado
ligado, no entanto a primeira exigéncia é suficiente e mais geral. Assim, esta particula
composta seria um anyon de outra espécia, com estatistica igual a 46.

Se quiséssemos determinar o resultado de 6 x 6 x 6, poderiamos utilizar o mesmo tipo
de andlise, permutando um anyon de tipo # com uma particula composta de trés anyons
deste mesmo tipo. Resultados sobre isto estao dispostos em [15] e notamos que a andlise
realizada aqui é essencialmente heuristica e nao rigorosa. O tltimo assunto a tratamos
neste capitulo, também estd disposto em [15] assim como em [26] e trata do conceito de
anyons nao abelianos.

Este tipo de anyons, as vezes chamado de “nonabelion” surge quando consideramos

particulas se movendo em espagos mais complicados que o espaco euclidiano R". Lembre-
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se que desde o inicio, supusemos que as particulas se moviam em R™, no entanto, a

primeira definicao do espaco de configuracoes foi:

X" —A
d_
C,= 5

onde d era a dimensionalidade do espaco X e nm o numero de particulas. Poderiamos
muito bem ter escolhido particulas restritas a uma esfera, ou um toro, por exemplo.
Como discutido em [26], se escolhermos X = §?, a esfera, entdo surgem condigoes extras
sobre os geradores do grupo de trancas e os anyons s6 podem ter estatisticas racionais.

Além disso, argumentamos, na se¢do sobre quantizacdo na formulagdo de Schrodin-
ger, secao 2.3.1, que ndo havia, no artigo de Leinaas e Myrheim [2] uma justificativa
sobre porque escolher apenas espagos de Hilbert unidimensionais. Segundo Lerda [26],
se permitirmos fungoes de onda multidimensionais, obtemos o que ele se referiu como
anyons generalizados. FEstes tipos de anyons sao conhecidos como anyons nao abelia-
nos na literatura contemporanea. O diferencial deste tipo de particulas é que o sistema
evolui com representacoes multidimensionais do grupo fundamental, o que pode levar a
comportamentos muito mais ricos, especialmente no que diz respeito a fusao.

E possivel descrever as regras de fusdo de anyons nao abelianos de maneira muito
similar a como é descrito o processo de “soma” de spin, quando se considera uma particula
composta por outras particulas com spin [15]. Neste caso, podemos escrever, para anyons

nao abelianos de tipos ¥ e ¢:

b xp=> Ny
P

onde p ¢é outro tipo de anyon nao abeliano e o somatoério é feito sobre todos os tipos
possiveis de serem obtidos a partir da fusdo de anyons dos tipos ¥ e ¢. A riqueza de
fendbmenos para anyons nao abelianos advém do fato de que representagoes unitarias de
dimensoes superiores nao sao, necessariamente, abelianas. De modo que permutar dois
anyons em uma dada ordem pode gerar uma fase diferente daquela gerada pela permutagao
na ordem contraria.

A descricao de anyons nao abelianos é mais comumente feita usando-se ferramentas
de teoria de campos, em particular teoria de campos topoldgica ou conformes. Nao
abordaremos estes assuntos aqui, o préximo capitulo é dedicado a descricado de anyons
por meio de categorias. Notamos, no entanto, que por descreverem o mesmo fendmeno,
todas estas descri¢oes sao equivalentes, ao menos aproximadamente. Discutiremos mais
sobre isto adiante. Ambas as descri¢oes via teoria de campos topoldgica e teoria de campos
conformes aparecem principalmente em trabalhos tratando de modelos especificos para a
realizagdo experimental ou utilizagdo de anyons [15, 34, 35].

Por fim, um comentario sobre o porqué de se pesquisar anyons. O principal motivo pre-

sente na literatura é a possivel utilizacdo de anyons para construir um computador quan-
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tico [15]. Como anyons nao abelianos evoluem segundo representagoes multi-dimensionais
do grupo fundamental, pode-se usar a permutacao destes anyons para realizar operacoes
no sistema quantico, como rotagoes, por exemplo. Estas operagoes por sua vez podem ser
usadas para realizar computagoes com qubits, a versao quantica do bit de computador. A
vantagem de usar anyons para isto, no entanto é que, como as operagoes sao de natureza
topologica, elas sao robustas. Por exemplo, permutar duas particulas por caminhos que
pertencam a mesma classe de homotopia ird implementar a mesma operacao, eliminando
possiveis imprecisdes no processo. Do mesmo modo, um dado estado em um sistema de
anyons s6 pode ser alterado se houver uma permutacao de anyons, um processo que difi-
cilmente serd realizado por flutuagées ambientais. Sistemas quanticos de anyons nao sao
completamente imunes a erros, no entanto. Apesar disso, um computador quantico feito
utilizando-se estas particulas seria mais robusto que computadores quanticos de outros

tipos e um grande avanco.
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Capitulo 3
Sobre categorias

Neste capitulo passaremos a tratar de um modo particular de descrever anyons ma-
tematicamente por meio de teoria de categorias. Comecamos com uma breve histéria
sobre o surgimento de teoria de categorias tratando, em particular, a ideia central que deu
origem ao ramo. Em seguida, usamos esta breve historia para justificar o porqué de usar
tal teoria para descrever anyons e quais sao as vantagens e desvantagens desta descrigao.

Teoria de categorias pode ser descrita como uma vista panordmica da matemaética [36].
De longe, os detalhes tornam-se invisiveis, porém, padroes que antes nao eram possiveis
de se observar tornam-se nitidos. Alternativamente, poderiamos dizer, em primeira apro-
ximacao, que teoria de categorias é o estudo de algebras abstratas de fungoes [37]. Do
mesmo modo que teoria de grupos é a abstracao da ideia de um sistema de permutacoes
de um conjunto ou das simetrias de um objeto geométrico, teoria de categorias surge a
partir da ideia de um sistema de fungoes entre objetos.

Lane [38], um dos fundadores da teoria escreve que: teoria de categorias surge da cons-
tatacdo que muitas propriedades de sistemas matematicos podem ser unificadas e simpli-
ficadas em uma apresentacao usando diagramas de flechas, como exemplificado abaixo.
Cada flecha corresponde a uma funcao f : X — Y no sentido usual, isto é, X e Y sao

conjuntos e f atribui a cada x € X um valor f(z) € Y.

A——— B

C

Figura 3.1: Exemplo de um diagrama de flechas.

Dizemos que o diagrama comuta se h = g o f. Pensamos entao a operagao de com-
posicdo como um tipo de produto entre fungoes e a teoria de categoria, entao, considera
as “algebras abstratas” que surgem deste produto. Como veremos, esta teoria e estes dia-

gramas se aplicam a construg¢oes mais gerais do que fungoes entre conjuntos, de modo que
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podemos pensar estas algebras como sendo compostas por objetos A, B,C, ... e mapas,
f:A— B,g: B — C,... entre estes objetos tais que sao fechados sob a operacgao de
composicao. Veremos a defini¢ao precisa adiante.

Neste sentido, ao invés de simples fungoes e conjuntos, podemos tomar os objetos A, B
e C' como sendo, por exemplo, espacos topoldgicos e f, g e h como sendo mapas continuos
entre estes espacos. Isto corresponderia a categoria de todos os espagos topologicos. Do
mesmo modo, poderiamos tomar os objetos como sendo grupos e as fungdes como homo-
morfismos, formando a categoria de todos os grupos. Neste sentido, também, podemos
dizer [37] que teoria de categorias foi inventada na tradicdo do Erlanger Programm de
Felix Klein. Isto é como um modo de estudar sistemas matematicos em termos de suas
“transformacgoes admissiveis” ou “mapas que preservam estrutura’.

E interessante notar que este ramo, que surgiu em 1945 com o artigo de Eilenberg
e MacLane [16] intitulado, em tradugao livre, “Teoria Geral de Equivaléncias Naturais”
posteriormente revelou possuir conexoes profundas com logica e por volta de 1970 comegou
a ser aplicado em ciéncia da computacdo, linguistica e filosofia. E surpreendente que
existam aplicagoes em ramos tao diversos. Como se revelou depois, teoria de categorias
serve como uma espécie de linguagem matemética universal, tal qual teoria de conjuntos
e isto nos tras de volta a questao de “fornecer uma visao panoramica da matematica”.

Vejamos o que isto quer dizer com alguns exemplos.

Produto cartesiano

Primeiro, tratemos do produto cartesiano usual entre dois conjuntos X e Y, isto é, o
conjunto X X Y que consiste de pares ordenados (z,y) onde x € X ey € Y. As projegoes
p: X XY =5 Xeq: XxY =Y, dadas por (z,y) — x e (x,y) — y respectivamente, sao
tais que qualquer fungdo h : W — X x Y é determinada unicamente pelas compostas poh
e q o h. Por outro lado, dadas fungées f: W — X e g: W — Y existe uma tnica fungao
h:W — X xY, dada por h(w) — (f(w), g(w)) que faz o diagrama abaixo comutar.

w

X+———XXxY —Y.
q p

Representando por ( f,g) os pares de fungoes de algum conjunto qualquer W para
X e Y, isto é, pares de fungoes f : W — X e g : W — Y podemos dizer que o par
(p,q) é “universal” entre estes pares. Isto porque qualquer um destes pares é fatorado
unicamente, através de h, pelo par (p,q). Esta propriedade, entao, descreve o produto

cartesiano unicamente a menos de bije¢oes. O diagrama acima, descreve igualmente bem
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o produto cartesiano de conjuntos, de espagos topoldgicos e o produto direto de grupos.
Basta trocar as funcoes pelas flechas adequadas para cada categoria: fungdes continuas
para espacos topoldgicos e homomorfismos para grupos.

Se representarmos por [X, Y] o conjunto de todas as funcdo de X — Y epor [(U, V), (X,Y)]
o conjunto de todos os pares de fungoes, ( f,g), f:U — X eg:V — Y, entdo a corres-

pondéncia h — poh X goh = f X g estabelece uma bijecao:
WX x Y] = (W), (X,Y)).

A prova de que esta correspondéncia é simples. Ja argumentamos sobre a sobrejecao: para
qualquer par ( f, g) definimos h = f X g. A injetividade também ¢é direta, dadas hy = hy
isto implica que poh; = pohy e goh; = qohsy logo os pares de fungoes, ( f1,91) e { f2,92),
fatorados por h; e hy sao iguais. Esta bijecao, inclusive, é natural pois é definida “do
mesmo modo” para todos os conjuntos W e todos os pares de conjuntos ( X,Y ). A ideia
de naturalidade é central em teoria de categorias e a formalizaremos mais adiante.

Por 1ltimo, a construgao “produto cartesiano” é chamada de funtor, outro conceito
central em teoria de categorias que também formalizaremos adiante. Ela é um funtor
pois se aplica adequadamente tanto para conjuntos quanto para fungoes entre conjuntos.

Duas fungoes k: X — X' e [:Y — Y’ possuem, como produto cartesiano, a funcao

Exl: XxY =X xY'
(2, y) = (k(2),(y)).

Note que o conjunto de um elemento, 1 = {0} serve como a identidade sob a operagao de

produto cartesiano, dado que existem bijecoes

A p
1x X s X < X x1

dadas por A(0,z) = x e p(x,0) = z. A verificagdo de que X e p sdo, de fato, bijegoes é
direta.

Antes de passarmos para o proximo exemplo, entdo, reiteramos que o produto cartesi-
ano como definido pela propriedade de que o par (p,q) seja “universal” e pelo diagrama
mostrado, vale se os objetos sdo conjuntos, espacos topolégicos, grupos ou outras estrutu-
ras. Neste sentido, esta defini¢ao é insensivel aos detalhes das estruturas em consideracao.
Note que existe, uma diferenciagdo no sentido de que, se X,Y e W forem grupos, por
exemplo, as fungdes sdo substituidas por homomorfismos. No entanto, uma vez que de-
finamos categorias, esta diferenciagdo sera absorvida na definicdo dos objetos de uma

categoria e de suas flechas.
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Monoides e grupos

Um monoide é uma estrutura

(M, *,e)

onde M é um conjunto, * ¢ uma operagao binaria em R e 1 é um elemento selecionado
de M, tais que:

(res)*xt=rx(sxt) e exr=r=rx*e

para todo r,s,t € R. Deste modo, a operacao ¢ associativa e o elemento nomeado, e,
¢ a unidade desta operacao. Usualmente omite-se o simbolo da operagao e escreve-se
simplesmente rs para o produto r x s. Note que um monoide seria um grupo se cada
elemento possuisse um inverso sob x.

A definicao acima é a defini¢do algébrica usual de um monoide, presente em livros de
algebra. Podemos, porém, “categorificar” esta defini¢ao, isto é, expressa-la em termos de
categorias. Para tal, considere a operagao x explicitamente como um mapa x : M x M —
M e definimos o mapa 7 : 1 — M que seleciona um elemento de M como a identidade.
Tem-se: n(0) = e. Seid : M — M é o mapa identidade em M, entao, usando estes mapas,

os axiomas de um monoide equivalem a a exigir que os seguintes diagramas comutem.

id x * 7 X id id x n
MxMxM—— — MxM I1xM — MxM+— Mx1
* X id * *

A P
M x M > M; M.
*

Note, 1 = {0} é o conjunto de um tunico elemento e A e p sdo as bijegdes do exemplo

anterior. Dizer que estes diagramas comutam, corresponde exatamente a dizer que

*x 0 (id X *) = %o (% X id)

xo(nxid)=X e xo(idxn) =p.

A primeira equagao corresponde a associatividade de x pois,

[x o (id x *)](r,s,t) =
[x o (* x id)|(r, s,t) =

>

(r,st)

=7rx(s*t),
(rxs,t)=(rxs)*t

*

para s,7,t € M. A igualdade, entao, informa que x é associativa em M. As duas outras
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equagoes correspondem as propriedades do elemento neutro pois:

[xo(n xid)](0,s) = *(e,s) = exs,
[xo (id x 1)](s,0) = *(s,e) = sxe.

Como \(0,s) = s e p(s,0) = s, tem-se justamente que e x s = s = s x e. Os diagramas
acima poderiam ser reescritos com os elementos em vez dos conjuntos. Os mostraremos

aqui apenas para ajudar a ilustrar como diagramas em teoria de categorias devem ser
lidos.

id x n x id id xn
(s,m,t) ——— (s,7%x1) (0,8) ———— (exs) (sxe) «— (s,0)

* % id * * *

»

(s*r,t)lﬁ(s*r*t); s;
Como dito anteriormente, um grupo é um monoide onde cada elemento possui uma
inversa, deste modo, podemos apresentar uma versao categorificada dos axiomas de grupo
se impusermos mais condi¢oes além da comutatividade dos diagramas acima. Seja ¢ : G —
G x G o mapa diagonal dado por g — (g,g). A estrutura (G, x, €) serd um grupo se, além
de satisfazer as propriedades anteriores, existir um mapa ( : G — G, tal que o seguinte
diagrama comute.

id x ¢
G——GE@xGE —— @xG

1 > (.
n

A flecha ndo nomeada ¢é a tnica flecha possivel entre G e 1, isto é, a que envia todos os
elementos de GG no tnico elemento de 1. O mapa ¢ é o mapa que atribui a cada elemento

do grupo seu elemento inverso. A comutatividade deste diagrama, entao, implica que

g x g_1 =e.
Note que este diagrama estabelece apenas a existéncia de uma inversa esquerda em G.
Isto é suficiente, no entanto pois é possivel provar que se G ¢ um monoide e a condigdao
para ( é satisfeita, entdo toda inversa esquerda é também uma inversa direita. A saber,

pela associatividade tem-se

(gxh)*j=g*(hxj)



87

Tomando h = g~' e j =[g7!7}, isto é, j é a inversa da inversa de g. Entao

(g g Dxlg T =gx(g ' *lg ") = exlg '] =gxe

1 -1

— g 'xg T =e=g"xg.

1'¢é uma inversa esquerda e direita de g. Grupos sdo um raro caso onde 0s

Ou seja, g~
axiomas usualmente usados na definicao, aqueles que incluem inversas a esquerda e a
direita, sao mais fortes do que o necessario.

Agora, note que todo este tempo trabalhamos em uma categoria onde os objetos sao
conjuntos e as flechas sao fungdes. Se mudarmos para uma categoria onde os objetos
sao espacos topologicos e as flechas sao fungoes continuas, obtemos, imediatamente e sem
qualquer alteragao, a definicao de grupo topoldogico. Pois estes grupos sdo precisamente
aqueles para os quais a operagao de multiplicagao e atribuicao de inversa sdo continuas.
Do mesmo modo, se considerarmos uma categoria onde os objetos sao variedades suaves
e as flechas sdo mapas suaves, obtemos a definicdo de grupos de Lie. Assim, tanto grupos
comuns, grupos topolégicos e grupos de Lie podem ser descritos como grupos diagrama-
ticos em uma categoria adequada. Do mesmo modo definem-se monoides topoldgicos e

monoides suaves.

Finalizamos os exemplos aqui. A generalidade de categorias leva, naturalmente, a
resultados muito mais profundos do que aqueles apresentados nestes exemplos porém,
¢ necessario mais conhecimento sobre matematica, em particular algebra abstrata e to-
pologia do que esta presente na formagao basica de estudantes de fisica e do que estd
contido no escopo deste trabalho. Assim, passaremos agora a questao de porque usar tais
categorias para tratar de anyons.

No capitulo anterior ficou estabelecido que as propriedades mais marcantes de anyons
sao sua estatistica e a capacidade de se fundirem, gerando anyons de um novo tipo es-
tatistico. Estas propriedades essencialmente tratam de como anyons se relacionam com
outros. Fusao e estatistica anyonica nao significam nada se houver apenas um anyon no
sistema. Do mesmo modo, teoria de categorias, como dito, é um ramo que foca em estu-
dar como objetos se relacionam com outros, ou seja, em mapas entre objetos. Segundo

Awodey [37] um slogan de teoria de categorias é:
Sao as flechas que realmente importam!

Sob estd oOtica, entendemos que o uso de categorias para descrever anyons ¢ util preci-
samente por capturar a estatistica e as regras de fusao, que sdo as propriedades essenciais
destas particulas. Em troca, no entanto, perde-se de vista a fisica por tras. Lembre-se

que anyons nao abelianos surgem quando consideramos que o espaco de configuracao das
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particulas é alguma variedade distinta do espaco euclidiano. A principal razao pela qual o
espaco de configuragoes tomaria a forma de uma tal variedade é devido a interagao entre
as particulas. Deste modo, poderiamos tratar de aspectos relacionados a estatistica e fu-
sao de anyons nao abelianos de modo relativamente simples usando a descri¢ao categorial,
no entanto, obter informagcoes sobre os termos de interagao a partir desta descricao é um
problema bastate mais complicado. Tratamos desta questao por dois motivos.

O primeiro é que, como veremos, na descri¢ao por categorias um sistema de anyons é
especificado completamente ao se especificar os tipos de anyons envolvidos e suas regras
de fusdao. Em particular, isto significa que podemos criar regras de fusdo de maneira ar-
bitraria exceto por algumas limitacoes relativas ao tipo de categoria que descreve estas
particulas. Esta limitacao é similar ao requerimento de que o espago de configuragoes de
um sistema quantico seja um espago de Hilbert; a menos desta limitacao ele é essencial-
mente arbitrario. Entao, se é possivel criar a vontade regras de fusao, seria interessante
que houvesse um método de traduzir estas regras e o correspondente sistema anyonico
para uma outra formulagao, uma que da énfase maior para a fisica que gera este sistema.

Segundo, anyons no mundo real sdo mais complicados do que discutido no capitulo
anterior. Em particular, pelo simples fato do mundo em que vivemos possuir trés dimen-
soes espaciais. Isto significa que nao existem anyons “puros”, qualquer anyon existente
deve viver dentro de algum material onde as interagoes sao efetivamente bidimensionais.
Isto implica, em particular que todo sistema de anyons surge de um sistema de muitas
particulas interagentes e, portanto, é bastante complicado. O efeito Hall quantico teve
um enorme peso no desenvolvimento histérico do assunto e ainda é um dos principais
candidatos para detecgdo experimental de anyons. As descrigbes que surgiram a partir
do estudo deste efeito tratam anyons em termos de teoria de campos topologica ou teoria
de campos conformes. Mencionamos brevemente como a descricao via teoria de campos
topologica pode surgir na se¢ao 2.3.2.

Como dito na introducao, nao tratamos do efeito Hall quantico justamento pois nao
¢ objetivo deste trabalho investigar as formulacoes via teorias de campo. No entanto, as
mencionamos aqui para contextualizar o uso de categorias. Além do argumento acima,
existe um outro motivo para usar categorias: certas categorias, as que descrevem anyons,
sao aproximadamente equivalente a certos tipos de teorias de campos topoldgica e certos
tipos de teorias de campos conformes. Esta equivaléncia é esperada, ja que todas as
descri¢oes tratam do mesmo fendmeno, no entanto também é de interesse para a fisica-
matematica. Ela estd ilustrada no diagrama a seguir [39, 40].

CTM <—— FM Topoldgicos 2D «—— FM Complexos Analiticos 2D

\
\
\

\
|
|
1
!

/
A

TQCT 3D TCC Racionais
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No diagrama, CTM significa categorias tensoriais modulares, FM, funtores modulares,
TQCT, teoria quantica de campos topolégica e TCC, teoria de campos conformes. Exceto
por categorias tensoriais modulares, os tipos de categorias que descrevem anyons, nao
exploraremos nenhum dos outros conceitos além da, extremamente breve, apresentacao
feita acima. As relagoes entre estes objetos é discutida por Bakalov e Kirillov em seu
livro, Ligoes sobre Categorias Tensoriais e Funtores Modulares [39] em traducao livre,
que retne os principais resultados sobre o assunto.

Como dito anteriormente, a vantagem de se usar categorias para descrever anyons é
que foco ¢é dado as regras de fusao e a estatistica e apenas estas propriedades descrevem
completamente o modelo. Veremos como isto se dé ao longo deste capitulo e porque esta
descricao ¢ interessante, em particular para computacao quantica com anyons. Come-
garemos entao, como uma exposicao sobre os conceitos basicos de categorias, definindo
precisamente o que sao categorias, funtores e o conceito de naturalidade e outros conceitos

correlatos.

3.1- Categorias

Assim como o conceito de espacos topoldgicos surgiu para sustentar o estudo de fungoes
continuas, diz-se que o conceito de categoria surgiu para sustentar o estudo de funtores e
estes, por sua vez, surgiram para sustentar o conceito de transformagoes naturais. Natu-
ralmente, agora que estes conceitos estao definidos, sao apresentados na ordem inversa.

E isto que faremos aqui, comegando por definir categorias.

Definicao 3.1: Uma categoria, C, consiste em
« Uma colecao de objetos, Ob(C);
« Para objetos A, B € Ob(C), uma colecao C[A, B] de flechas de A a B;

« Para cada objeto A € Ob(C), uma flecha id4 € C[A, B], chamada identidade

em A;

« Para objetos A, B,C € Ob(C), uma operacao

o: C[B,C] x C[A, B] — C[A,C]
(g, f) = gof,

chamado composicao,

que satisfazem aos seguintes axiomas:
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« Associatividade: para cada f € C[A, B],g € C[B,C] e h € C[C, D] tem-se
(hog)of=hol(gof);
 Identidade: para cada f € C[A, B], tem-se

foidy = f=idgo f.

Primeiro, notamos que as flechas de uma categoria também sao referidas como setas ou
morfismos. Evitaremos usar terminologia associada com morfismos aqui para distanciar
o conceito de flechas em categorias daquele de fungbes e morfismos usuais. Os motivos
para tal ficardo mais evidentes conforme avancamos. Além disso, frequentemente escreve-
se A € C para indicar que A € Ob(C), f: A — Bou A 4B para indicar f € C[A, B
e gf para indicar g o f. Se nao houver ambiguidade quanto a categoria em questao,
escreveremos apenas A, B] para indicar o conjunto de flechas de A a B. Além disto, a

definicao de categoria é tal que dada uma sequéncia
Ag B Ay By Iy g,
de flechas de C é possivel construir exatamente um mapa
Ay ——— A,

Tal mapa é dado por fifs--- f,. Existem, evidentemente, diversos modos de inserir
parénteses entre as operagoes de composicao destes n mapas, no entanto a associatividade
implica que todos sdo iguais. Para cada flecha f € C[A, B|, chamamos A de fonte ou
dominio de f e B, alvo ou contradominio de f. Dados objetos e flechas de uma

categoria, frequentemente fala-se de diagramas comutativos, por exemplo

f

A B

~

C s D
i J

E.

~

Diz-se que este diagrama comuta se gf = jih. De modo mais geral, um diagrama
comuta se quaisquer dois caminhos entre um objeto X e um objeto Y, as flechas de X
a Y obtidas por composicao das flechas ao longo de um caminho é igual a flecha obtida
pela composicao daquelas do outro caminho.

Por 1ltimo, chamamos atencao para a palavra colegao usada na definicdo. Os objetos
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de uma categoria podem ou nao formar um conjunto, assim como as flechas entre objetos
de modo que a palavra “colecao” aqui nao necessariamente possui o mesmo significado de
conjunto. Basicamente isto se da porque existem cole¢oes que sao “grandes demais” para
serem conjuntos. Isto se relaciona, por exemplo, com o paradoxo de Russel e com o fato
de que o conjunto de todos os conjuntos nao ¢ um conjunto e, de modo mais geral, com
os axiomas da teoria de conjuntos.

O paradoxo de Russel afirma que o conjunto de todos os conjuntos que nao pertencem a
si mesmos nao é um conjunto. Primeiro é importante notar que conjuntos de conjuntos sao
perfeitamente validos. A topologia de um espaco, por exemplo, é um exemplo. Segundo,
¢ simples de pensar em conjuntos que nao sao elementos de si mesmos, por exemplo
R. O conjunto dos niimeros reais nao ¢ um ntmero real. O paradoxo é uma critica a
chamada teoria de conjuntos ingénua — naive set theory — que existia antes que teoria
de conjuntos fosse formalmente desenvolvida. Seu propdsito é mostrar que s6 porque é
possivel delimitar um grupo de coisas com base em uma dada propriedade destas coisas,
isto nao torna este agrupamento de coisas um conjunto.

Similarmente, o resultado de que o conjunto de todos os conjuntos nao ¢ um conjunto
decorre do paradoxo de Cantor. Este resultado essencialmente trata da questao de que a
cardinalidade de um conjunto é estritamente menor que a cardinalidade do conjunto de
suas partes. A cardinalidade de um conjunto é essencialmente uma medida do nimero
de elementos que possui. Dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade se existe uma
bijecao entre eles.

Quando a teoria de conjuntos foi formalizada com um conjunto de axiomas, estes
paradoxos foram eliminados. Geralmente fala-se entao de classes. A defini¢ao de classe
depende do conjunto de axiomas adotados para se “definir” conjuntos. O conjunto de
axiomas mais comum ¢é o ZFC, Zermelo-Fraenkel, com o axioma da escolha. Com estes
axiomas, classe é um conceito informal que corresponde a qualquer agrupamento de coisas
segundo uma propriedade em comum. Assim, a colecao de todos os conjuntos que nao
sao elementos de si mesmos, e a colecao de todos os conjuntos formam classes. Note que
todo conjunto é uma classe.

Mais detalhes sobre o papel de classes na teoria de categorias podem ser encontradas
nas referéncias [36, 38]. A distingdo entre conjuntos e classes, no entanto, fornece a

seguinte definigao sobre categorias retirada de [36]:

Definicdo 3.2: Uma categoria, C é dita pequena quando a classe ou colecao de todas
as flechas de C é um conjunto. Ela é dita grande caso contrario. Uma categoria
é dita localmente pequena se para todo par de objetos A, B € C, C[A, B] é um

conjunto.

Notamos, por fim que esta discussao é muito mais profunda pois acontece que a lin-
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guagem categorial pode ser usada para fornecer outra axiomatizacao de conjuntos, como
descrito no capitulo trés de [36] e no artigo Repensando Teoria de Conjuntos, de Leinster
[41]. Ele argumenta que esta axiomatizagao captura as propriedades que se exigem de con-
juntos de modo muito mais intuitivo, além de estar mais alinhada com o uso cotidiano de
conjuntos, por mateméticos. Chamamos atencao para o fato de que linguagem categorial
nao quer dizer que categorias sao definidas anteriormente a esta axiomatizagdo, apesar
de isto poder ser feito [38]. Quer dizer apenas que usamos ideias oriundas de teoria de
categorias para formular estes axiomas, de modo similar a como a definicdo de continui-
dade em espacos topoldgicos é fundamentada na definicdo anterior de continuidade para
fungoes reais de modo a abrangé-la. Findado este dltimo comentario, nao discutiremos
mais sobre estas questoes de teoria de conjuntos, axiomatizagoes e usaremos simplesmente
o termo colecdes e a defini¢ao 3.2 quando for relevante. Vejamos agora alguns exemplos

de categorias.

Mon

A definicdo de monoide ja foi apresentada anteriormente, mas a repetimos aqui por

conveniénica. Um monoide é uma estrutura
(M, *,e)

onde M ¢é um conjunto, x é uma operacao binaria em M e e é um elemento selecionado
de M, tais que:

(rxs)xt=rx(sxt) e lxr=r=rxl

para todo r,s,t € M. Deste modo, a operagdo é associativa e o elemento nomeado
¢ a unidade desta operagdo. Usualmente omite-se o simbolo da operagdo e escreve-se,
simplesmente, rs para r * s.

Dados dois monoides, (M, x, ey) e (N, x, ey) um mapa
¢: M- N

¢ um morfismo de monoides se respeita a estrutura de cada monoide, isto é, se é um

mapa tal que:
P(rxs)=o¢(r)«o(s) e olen)=en

para todo r,s € R. Dados dois morfismos de monoides ¢ : M — N e ¢» : N — S entre

monoides (M, *,ep), (N, *,ey) e (L,e,er), a composta p o ¢ : M — S é, também um
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morfismo de monoides. De fato, tem-se

(0 @)(r % s) = P(P(r % s)) = (¢(r) * ¢(s))
= P(o(r)) e v(d(s)) = (Yo @) (r) & (Y 0 §)(s)

(Vo d)(em) = Y(dlenm)) = Y(en) = er.

Deste modo, se considerarmos a cole¢ao de todos os monoides e a colecao de todos os
morfismos de monoides, obtemos a categoria Mon. Cada morfismo de monoide ¢ : M — N

da origem a uma flecha entre os objetos M e N:

¢

M —— N.

A composi¢ao de morfismos de monoides da origem a composicao de flechas, que repre-

sentamos no diagrama abaixo.

N
% X
M > L.
oo

A associatividade da composicao equivale a comutitividade do seguinte diagrama:

¢

M ————— N

Yoo
L ——— 0.
X

A verificacdo que é imediata, pois pela definicdo de morfismos de monoide, para todo
s € M, tem-se:

(xow)oa)(s) = (xovod)(s) = (xo(¥og))(s).
Por fim, para cada monoide M, a identidade em M da origem a flecha

idps
M ——-->M
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tal que para toda flecha ¢ : M — N, tem-se:
poidy = ¢ =idy o ¢.

Deste modo Mon satisfaz a todos os axiomas de uma categoria.

Pos

Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, é uma estrutura
(4,2)

onde A é um conjunto e < é uma ordem parcial, isto é, uma relagado binaria que satisfaz

as seguintes condigoes:
« Reflexividade: a < q;
e Transitividade: Se a <be b = ¢, entao a < ¢;
e Antissimetricidade: Se a < be b < a, entdo a = b.

A ordem parcial < 1é-se “precede ou é igual a”, assim como qualquer ordem parcial
que surgir a partir de agora e que nao seja conhecida. Os numeros reais, R, com o
ordenamento usual, <, formam um poset. Tal poset é também linearmente ordenado pois
todos os elementos sdo comparaveis, isto é, para todo z,y € R,ouz <youy < z. O
conjunto das partes de um cojunto A, P(A) com a relacio C também forma um conjunto
parcialmente ordenado.

Dados dois posets (A, <) e (B, <), um morfismo de posets ¢ um mapa m: A — B
tal que

a=d = m(a) <m(d).

Este tipo de mapa é chamado de mapa monotonico. Fungoes f : R — R que sdo mo-
notonicamente crescentes sao morfismos de posets de R em R, por exemplo. Agora note
que para todo poset, (A, <) a fungdo identidade, id4 é um mapa monotonico de A — A.
Além disto, dados trés conjuntos parcialmente ordenados (A, <), (B, <) e (C, ) e mapas
monotonicos f : A — B e g: B — C, tem-se que a composta go f : A — C também ¢é

monotonica.

a=zd = f(a) < fla) = g(f(a)) 49(f(d))

logo
a=d = (go[f)(a)(go f)(a).

A verificagdo de que a composi¢do de mapas monotonicos é associativa e que a fungao

identidade é a unidade para a operagao de composi¢ao sao diretas e analogas ao exemplo
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anterior.

Deste modo se considerarmos a colecao de todos os conjuntos parcialmente ordenados
e a colecao de todas as fungdes monotonicas entre estes conjuntos, obtemos uma categoria,
chamada Pos. Os objetos de Pos sdo os posets e as flechas, as fun¢ées monotonicas. Em

vista dos resultados acima, Pos de fato forma uma categoria.

Set

A categoria Set é a categoria cujos objetos sdo conjuntos — todos os conjuntos — e as
flechas sao as funcoes entre estes conjuntos. A composicao de fungoes fornece a composicao
de flechas, isto ¢, dadas duas fungoes f: A — B e g: B — C, a fungdo composta é dada
por go f: A — C, definida por:

(go f)(a) = g(f(a))

para todo a € A. A operacao de composicao estd representada no diagrama a seguir.

f
A—— B
g
gof k
C.

Como se sabe, a composicao usual de fungoes, o, é associativa. Assim, considerando

mais uma fungio h : ¢ — D:
(hog)of=ho(gof)
j& que para qualquer a € A, tem-se:
((hog)o f)(a) =hl(g(f(a))) = (ho(go f))(a)

segundo a defini¢do de fungao composta. A associatividade é representada pelo seguinte

diagrama de flechas:
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Por fim, como todo conjunto possui uma func¢ao identidade:
idg : A — A,

dada por

ida(a) = a,

cada objeto de Set possui uma flecha identidade tal que
fOidA:f:idBOf.

Portanto, fungdes usuais entre conjuntos satisfazem os axiomas e Set de fato é uma
categoria. Note que é necessario apenas a operacao de composicao e unidades para en-
tender fungoes como flechas de uma categoria e o dominio e codominio destas fungoes
como objetos desta categoria. Enfatizamos que nao é necessario nenhum conhecimento
adicional sobre quais conjuntos sao esses ou informagoes extras sobre as fungoes.

Além da categoria Set, existe a categoria Setg, cujos objetos sdo todos os conjuntos
finitos e as flechas sao as fungoes entre estes conjuntos. Inclusive existem muitas categorias
obtidas a partir de restricoes dos conjuntos que serdo os objetos e das fungdes que serdao
as flechas. Por exemplo, tomando os conjuntos finitos como objetos e fungoes injetivas
como flechas, obtemos uma nova categoria, ja que a composicao de injecdes é também
uma injecao e ja que a identidade é uma injecao. Apesar da simplicidade aparente, Set é
um categoria bastante importante, nao estudaremos suas propriedades mais interessantes

mas voltaremos a nos encontrar com ela adiante.

Categorias de conjuntos estruturados

Todos os exemplos anteriores apresentaram um tipo particular de categorias, as vezes
referidas como categorias concretas. Informalmente, categorias concretas sao aquelas
cujos objetos sdo conjuntos, possivelmente munidos de estruturas extras e cujas flechas sdo
funcoes entre estes conjuntos que preservam estas estruturas. Mais exemplos de categorias

deste tipo incluem:

A categoria Grp de grupos e homomorfismos de grupos;

A categoria Vecty de espagos vetoriais sobre um corpo K e mapas lineares;

A categoria Grph de grafos e homomorfismos de grafos;

A categoria Rng de todos os anéis e homomorfismos de anéis;

A categoria Top de espagos topoldgicos e mapas continuos.
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Discutimos anteriormente que a colecao de objetos e de flechas de uma categoria nao
necessariamente formam conjuntos. Este é um ponto de divergéncia, por assim dizer,
de categorias em relagdo a outros conceitos como grupos, espacos topoldgicos e afins.
O outro ponto de divergéncia é que os objetos de uma categoria nao necessariamente
se assemelham a objetos de um conjunto usual e, mais importante, as flechas de uma
categoria podem ser bem distintas de fungoes. Vejamos agora exemplos de categorias

deste tipo.

Rel

Considere a colecao de todos os conjuntos e a colecao de todas as relagdes nestes
conjuntos. Definimos flechas
R
A—— B
entre conjuntos como uma relacdo entre eles, isto é, como um subconjunto, R C B x A.

Cada conjunto, A, possui uma flecha identidade, id 4 obtida a partir da relagao identidade.

Isto é:
idg ={(a,a) e Ax Alac A} CAx A

Além disso, dadas relagcbes R € B x A e S C C x B define-se a relacdo composta
SoRCC x A por:

(c,a) € So R <= Jb. (¢,b) € SA (b,a) € R.

Esta operacao de composicao é associativa pois, dadas trés relagoes, S C B x A,
RCCxBeTCDxC(C, tem-se:

(d,a) eTo(RoS) <= 3Fec. (d,c) e T AN(c,a) € Ro S
<= dc. (d,c) €e T AN[3b. (¢,b) € RA (b,a) € S]
<= 3b. (b,a) € SA[Tc. (d,c) € T A (c,b) € R]
= 3. (bya) € SA(db) €ToR
<= (d,a) € (ToR)oS.

Além disso, pela definicao de composicao, tem-se Roidy = R =idg o R, pois
(b,a) € Roidy <= da. (b,a) € RA (a,a) € ida.

Como para todo a € A, (a,a) € idy, tem-se que a condigdo acima é simplesmente a
definicao da relagdo R. Um argumento analogo mostra que idg o R = R de modo que a

igualdade Roidy = R = idg o R ¢é garantida.
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Deste modo, fica estabelecido que a colecao de todos os conjuntos e a colecao de todas
as relagoes nestes conjuntos de fato forma uma categoria. Tal categoria é chamada Rel e
é um exemplo de categoria onde as flechas nao sao fun¢des no sentido usual. Notamos,
inclusive, que Rel é uma “expansao” da categoria Set pois cada funcdo da origem a uma

relacao, seu grafico. No entanto, nem toda relagao pode ser associada a uma funcao.

Grupos e monoides

O exemplo anterior ilustra que as flechas de uma categoria nao necessariamente sao
funcoes. Neste, trataremos de categorias cujos objetos nao sao conjuntos. Considere a
categoria com um tunico objeto, que denotaremos por *x. Equipada com uma tnica flecha
identidade

id,
K —————— %
esta construcao forma uma categoria. Note que nao importa qual a natureza do objeto
e nem da flecha identidade. Como nao existe nenhuma outra flecha, todos os outros
axiomas sao automaticamente satisfeitos. Esta categoria é frequentemente referida como
1. Existem, no entanto, outras categorias com apenas um objeto.

Um monoide forma uma categoria com apenas um objeto. A natureza do objeto
nao importa e a estrutura do monoide é carregada pelas flechas da categoria. Assim, se
(M, *,e) é um monoide, M pode ser visto como uma categoria, M, da seguinte forma:

para cada elemento r € M, associe uma flecha

em M. A composicao de flechas r e s é a flecha associada ao produto s xr em M:

*
/ \
* > %

SOTr =8%rTr

Como * é associativa e e a unidade em M gera uma flecha identidade para M, esta
construcao de fato gera uma categoria. Tal categoria evidencia a caracteristica funda-
mental de um monoide. Como o objeto * ndo tem nenhuma estrutura, deste ponto de
vista, toda a informacao sobre um monoide é carregada pelas flechas. Essencialmente,
entao, um monoide trata de mapas de um objeto em si mesmo que nao sao necessaria-
mente reversiveis. Se, para cada flecha r de M, atribuirmos uma flecha inversa ! tal que

1

rxr~ " = e, entdo obtemos um grupo, que trata de todos os modos de mapear um objeto
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em si mesmo de maneira reversivel, isto é, das simetrias de um objeto.

Elaborando um pouco mais, considere um conjunto qualquer X. O conjunto de todas
as funcao f : X — X forma um monoide. Cada funcao f mapeia X em X mas nado o faz
necessariamente de modo reversivel. Por exemplo, se f nao for injetiva, dois elementos
originalmente distintos podem ser mapeados em um mesmo elemento. Esta funcao nao
inversivel. Por outro lado, o conjunto de todas as bije¢oes de X — X formam o bem
conhecido grupo de permutagoes. Cada bije¢ao leva X em X de tal modo que é possivel
desfazer o processo.

Por fim, note que grupos, vistos como categorias apontam para uma propriedade
interessante de flechas. Um grupo pode ser descrito como uma categoria de um elemento
onde todas as flechas sao inversiveis, isto é, onde existe, para toda flecha g uma flecha g—*

tal que
gog l=id, =g 'oy.

onde id, ¢é a flecha identidade da categoria. Pares de flechas para os quais estas pro-
priedade vale sdo chamadas de isomorfismos, g e ¢! formam um par de isomorfismos
inversos. Frequentemente, isomorfismos sao morfismos entre estruturas algébricas que
também sao bije¢oes. Um homomorfismo de grupos que é bijetivo é um isomorfismo de
grupos, por exemplo. Esta propriedade sugere que existam tipos especiais de flechas, em
particular, deve existir um analogo para flechas dos conceitos de injetividade e sobrejeti-

vidade. Trataremos disto a partir de agora.

3.1.1- Flechas especiais

Um dos lemas estabelecidos da teoria de categorias é que “as flechas sdo o que re-
almente importam”. No espirito deste lema, a descricao categoria visa descrever propri-
edades, ndo em termos de objetos, mas em termos de flechas. Por exemplo, usando-se
esta filosofia, pode-se descrever um conjunto de um elemento como o conjunto para o
qual existe exatamente uma funcao f : Y — 1, para qualquer conjunto Y. Esta funcao é
aquela que envia todos os elementos de Y no tnico elemento de 1. Note o caso particular
de Y = (), para qualquer conjunto X existe uma tnica fun¢ao f : ) — X, a funcao que
nao faz nada, ja que () ndo possui nenhum elemento.

Usaremos esta abordagem para definir algumas propriedades de interesse para flechas
nesta se¢do e para objetos na secao seguinte. A maioria das defini¢bes a seguir serdo
duais, isto é, definiremos dois conceitos simultaneamente, um a esquerda e outra a di-
reita. Eventualmente trataremos sobre como estes conceitos “duais” estao relacionados.

Comecamos com a seguinte definigao:
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Definicao 3.3: Em uma categoria C, uma flecha

B—" s A—2 B

¢ dita moénica ou épica, respectivamente, se, para cada par de flechas paralelas

f f
_ _
X B; B X
g g
tem-se:
mof=mog = f=uy; foe=goe = f=g

Uma observagao: flechas monicas e épicas sao mais comumente conhecidas como mo-
nomorfismos e epimorfismos respectivamente. Monica e épica sao neologismo que usamos
neste trabalho para traduzir os termos monic e epic que sao os adjetivos, ou as vezes
substantivos ingleses usualmente utilizados para se referir a estes conceitos. Escolhemos
esta terminologia em adequagao com a terminologia que adotamos para tratar teoria de
categorias usando o termo “flecha” ao invés de “morfismo” e por conveniéncia. Ao ler
outros textos, tenha em mente que os conceitos aqui referidos como flechas moénicas ou
épicas sao usualmente chamados, respectivamente, de monomorfismos e epimorfismos
ou em inglés, mono e epi, ou ainda, monic arrow e epic arrow. Mono e epi as vezes sao
encontrados em portugués.

Frequentemente, denotam-se flechas monicas e épicas por
B—— A e A—» B

respectivamente. Usaremos esta notacdo quando for conveniente. Pela definicdo, entéao,
ve-se que uma flecha é monica se pode ser cancelada a esquerda e épica se pode ser
cancelada a direita. Estas propriedades sao generalizagoes dos conceitos de injetividade
de sobrejetividade para categorias. Para ver isto, considere a seguinte situacao: suponha

que mo f =mo g para fungbes m: B — X e f,g: A — B. Entao, para todo a € A

m(f(a)) =m(g(a)) = fla)=gla) <= [=y

se, somente se, m for injetiva. Ou seja, uma flecha é monica em Set se, somente se, for

uma funcado injetiva. Do mesmo modo, suponha e : X — A tal que foe = goe. Tem-se:

fle(z)) = gle(x)) = [f=g

se somente se a igualdade vale para todo a = e(x) € A, ou seja, se, somente se, e for

sobrejetiva.
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Note, também, que a propriedade de ser mdnica ou épica diz respeito a capacidade
de ser cancelada pela esquerda ou direita, respectivamente. No caso de Set, esta possi-
bilidade é equivalente a existéncia de uma inversa esquerda e direita, ja que uma fungao
injetiva possui, possivelmente multiplas, inversas esquerdas e uma fung¢ao sobrejetiva pos-
sui, possivelmente multiplas, inversas direitas. O conceito de inversas também possui

uma descri¢ao categorial:

Definigao 3.4: Dado uma flecha

e um par de flechas

A ————— B;

?

se

fos=1idp e ro f=idy

entao, s € uma secao de r e r é uma retracao de s.

Note, entdao, que uma secao, s, de uma flecha f é uma inversa direita de f e uma
retracao, v, de uma flecha g, uma inversa esquerda de g. Antes de prosseguirmos, para
elucidar o porqué destes nomes, consideremos estes conceitos na categoria Set onde as

flechas sdo fungoes comuns. Tem-se:

o Uma retracao, r de uma fungao f : X — Y, isto ¢, sua inversa esquerda, tras de volta
todos os pontos mapeados por f ao longo de suas trajetorias originais, possivelmente
mapeando pontos que nao pertencem a imagem de f em pontos arbitrarios de X.
Existe uma retracao para cada escolha distinta de como mapear os pontos nao

pertencentes & f(X) em pontos de X.

o Por outro lado, uma secao, s de uma fungao g : X — Y é uma inversa direita. Assim,
a secio escolhe, para cada ponto y, um ponto z € g~ ({y}), que possivelmente possui
mais de um elemento, e mapeia y em x. Deste modo, tem-se que g(s(y)) = y. Para
cada escolha de x existe uma secao s de g. Podemos pensar s entao como escolhendo

uma se¢ao de ¢! ({y}) ou uma segio do dominio de g.

A discussao acima, também, nos indica uma relagao interessante entre secoes e flechas
monicas e retracoes e flechas épicas. Uma fungdo possui uma inversa esquerda se é uma
injecao e uma inversa direita se é uma sobrejecao. Além disto, um inversa esquerda neces-
sariamente é um sobrejecdo e uma inversa direita, uma injecao. Se o fato de uma flecha

ser monica estd relacionado com injetividade e o fato de ser épica, com sobrejetividade,
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entdo uma se¢ao daria origem a uma flecha moénica, e uma retragdo, a uma flecha épica.

De fato, este é o caso.

Proposigao 3.1: Toda secao é uma flecha monica e toda retracdo, uma flecha épica.

Prova: Sejam f, g duas flechas de A em B e s a se¢do de uma flecha h de C' em B.
Suponha, entdo que tenhamos so f = sog. Como s é uma se¢ao de h, ho s = idg.

Deste modo
f=idpof=ho(sof)=ho(sog)=idgog=g.

Ou seja, s € monica. O argumento estd ilustrado no diagrama abaixo.

f

s S
A B—C
9
h
idp
B.

Do mesmo modo, se agora f e g sao flechas de B em C' e se r for uma retracao de

uma flecha h : A — B, entao, supondo f or = gor tem-se
f=foidp=(for)oh=(gor)oh=goidp =g.

Ou seja, r é épica. O argumento estd ilustrado no diagrama a seguir.

g

Em vista deste resultado, uma secao e uma retracdo frequentemente sao chamadas
de split monic e split epic, respectivamente, apesar dos termos section e retraction tam-
bém existirem em inglés. A traducao de split para o portugués é usualmente feita como
“cinde”, do verbo cindir. Ou seja, uma secao seria uma monomorfismo que cinde, ou, na
terminologia que adotamos, uma flecha ménica que cinde. Do mesmo modo, uma retra-
¢ao seria uma flecha épica que cinde. Nao encontramos explicagoes para o uso de split na

notagao, porém, ela é conveniente quando desejamos olhar se¢oes e retragoes como flechas
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monicas e épicas, por isto, nos referiremos a estes conceitos como flechas moénicas que
cindem e flechas épicas que cindem quando for conveniente.

Antes de passarmos para o proximo conceito, notamos que toda secao é uma flecha
monica e toda retragao é uma flecha épica mas o contrario nem sempre ¢ verdade [38]. Por
exemplo, em Set é facil de ver que o contrario vale. Toda se¢do é uma injecao e, portanto,
possui uma inversa direita, de modo que pode ser cancelada a direita. Analogamente,
toda retracao ¢ uma sobrejecao e, portanto, possui uma inversa esquerda, podendo ser
cancelada a esquerda. Isto nao vale na categoria Grp de todos os grupos ou Top de todos
os espagos topoldgicos, por exemplo.

O motivo para tal é essencialmente porque, nestas categorias, uma flecha ser cancelavel
de um dos lados nao equivale a dizer que esta flecha possui uma inversa daquele lado.
Como fungoes, esta equivaléncia vale, mas, as flechas em Grp e Top sdo, além de fungoes,
homomorfismos de grupo ou fungoes continuas. Cancelabilidade a esquerda — ser monica
— 80 seria equivalente a existéncia de uma flecha inversa a esquerda — ser uma segao
— em Top se pudéssemos garantir que para qualquer injecao continua pelo menos uma
de suas inversas esquerdas é, também, continua. Experiéncia comum com célculo bésico
indica que esta é uma exigéncia que nao pode ser cumprida.

Esta discussao deixa nitida a diferenca entre os conceitos de flechas monicas e épicas e
suas contrapartes que cindem, segoes e retragoes, respectivamente. Ser monica ou ser épica
trata de ser cancelavel a esquerda e a direita enquanto ser uma secao ou uma retragao
trata de ser uma inversa direita ou esquerda, respectivamente para alguma flecha. E
neste ponto que encarar flechas como fungoes pode ser prejudicial, pois a categoria Set é
especial sob muitos aspectos e suas propriedades em geral nao sao carregadas para outras.
Além disso, lembre-se da categoria Rel, onde as flechas sao rela¢oes, ou seja, subconjuntos.
Tanto ser cancelavel quando possuir inversa nao sao conceitos que se traduzem bem em
Rel se pensarmos nas flechas como subconjuntos explicitamente. Nao h& motivo, entao,
para crer que resultados que valham em Set, que tratam de fung¢oes comuns, valham em
Rel.

Apesar de fungoes serem um tipo particular de relagdes, o modo usual de se pensar
estas duas coisas é diferente. Fungoes usualmente sao pensadas como regras aplicadas aos
elementos de um conjunto de modo a produzir os elementos de outro. Por outro lado,
relagoes sao comparacoes entre dois elementos, por exemplo, z > y, A C B. No primeiro
caso, um elemento ¢é obtido a partir de outro enquanto no segundo ambos os elementos sao
dados. Ressaltamos isto porque, como dissemos, flechas ndo necessariamente sao fungoes
e o motivo pelo qual escolhemos usar o termo “flechas” ao invés de “morfismos”, que é
mais comum, é para distanciar o primeiro da ideia de fungoes.

Notado isto, passamos ao proximo conceito, bastante familiar, o de uma flecha que
possui tanto uma inversa direita quando uma inversa esquerda. Usualmente tais flechas

sao chamadas de isomorfismos, iremos nos ater a terminologia adotada, no entanto, e nos
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referir a elas como flechas inversiveis, como feito em [38]. Vejamos a defini¢ao formal:

Definicao 3.5: Dado uma flecha

A—— B

Se existir uma flecha
f/
tal que
flof=1idy e fof =1idp

entdo dizemos que f e f’ formam um par de flechas inversas. Cada flecha é dita
inversivel. Se existe um par de flechas inversas entre objetos A e B, estes objetos

sao ditos isomorfos.

Proposigao 3.2: Dado uma flecha f, a flecha f’, que forma com f um par de flechas

inversas, quando existe, é inica. Chamamos f’ de inversa de f e escrevemos f~!.

Prova: Dada uma flecha f : A — B, suponha que existam duas flechas f{, f5 : B — A

tais que

fiof=1idy e fof =idg;
foof=1idy e folfy,=1idp.

Estas condigoes indicam que os seguintes diagramas comutam:

fi f
—_— —_—
A— B A e B A—— B
/3 /3

A partir destes diagramas, obtemos:

b !
B —1> A B A——— B
5
f 1
ldB / ldA
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Estes diagramas comutam, pela definicdo de f, fi e f5. Assim escolhendo, por

exemplo, o primeiro diagrama, tem-se:
flofofi=fr0idp = fioidp = fyoidg = fi=fa.

O mesmo resultado pode ser obtido do segundo. Note, no entanto que além disto,
o primeiro diagrama implica que f é monica e o segundo, que f é épica. Assim,
nao s6 a inversa de uma flecha, quando existe é tinica, uma flecha que é inversivel é
simultaneamente monica e épica. Isto é esperado ja que a prépria definicdo implica

que toda flecha inversivel é simultaneamente uma se¢ao e uma retragao.

g

Uma categoria onde todas as flechas sao inversiveis é chamada de um grupoide. Um
exemplo de grupoide é o grupoide fundamental de um espaco topolégico, X, definido no
apéndice B. Ele consiste de todas as classes de equivaléncia de caminhos em X sob a
relagdo de homotopia de caminhos. Os objetos do grupoide fundamental de X, 7(X) sdo
pontos de X e as flechas sao classes de equivaléncia de caminhos entre dois pontos x e y.
A composicao de flechas é o produto de caminhos, *, como definido no apéndice. Todos
os caminhos possuem um caminho inverso, mas s6 se pode formar o produto de cami-
nhos cujos pontos final e inicial coincidem. No apéndice definimos grupoides em termos
algébricos, como grupos onde a operagao binaria é defina apenas para um subconjunto de
pontos. No entanto grupoides parecem ser de maior interesse sob a perspectiva categorial.

Prosseguindo, é evidente que nem toda secao e nem toda retragdo é uma flecha in-
versivel. Mesmo em Set, uma flecha s6 é inversivel, correspondendo a ser uma func¢ao
bijetiva, se é simultaneamente injetiva e sobrejetiva. Uma se¢do, como vimos, necessari-
amente é injetiva, pois é a inversa esquerda de alguma outra funcao. Nao ha nenhuma
outra condi¢ao que imponha que ela seja, também, sobrejetiva. A situacao para retragoes
é analoga. Isto significa que a cole¢ao de todas as flechas inversiveis esta contida naquelas
de secoes e retracgoes, que por sua vez estao contidas nas colecoes de flechas monicas e
épicas respectivamente. As relacoes estao representadas no diagrama 3.2 adiante.

Como notado na legenda, o gancho nas flechas indica que sdo mapas de inclusao, ou
seja, incluem a colecao de segoes, por exemplo, na cole¢ao de flechas monicas. Sao analogas
ao mapa de inclusao para conjuntos. Agora, lembre-se que nem toda flecha moénica é uma
secao e nem toda flecha épica é uma retracao. Isto sugere perguntar se existem flechas
que sao simultaneamente monicas e épicas, mas que nao sao simultaneamente segoes ou
retracoes e, consequentemente, nao sao flechas inversiveis. A resposta para esta pergunta
é sim. Como notamos, os conceitos de “monicidade” e “epicidade” tratam da propriedade
de uma flecha ser cancelavel. Esta propriedade, por sua vez pode nao ser equivalente

a propriedade de possuir inversas. Entao, nestes termos, é perfeitamente possivel que
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Flechas
Flechas monicas Flechas épicas
Secoes Retracoes

\/

Flechas inversiveis.

Figura 3.2: Relacao entre tipos de flechas em uma categoria. A flecha com o gancho
indica inclusao.

existam flechas que sejam cancelaveis de ambos os lados mas que nao possuam um ou

outra, ou mesmo nenhuma, inversa.

Definicao 3.6: Uma flecha que é simultaneamente épica e monica é chamada de bi-

morfismo.

Notamos que no caso de bimorfismos nao ha escapatoria do *

‘“morfismo”. Alguns
sugerem que este conceito ndo é importante o suficiente para ter uma palavra prépria e
consequentemente deveria ser referidos como monic epics, que traduziriamos como “flechas
monicas-épicas”. Uma outra terminologia sugerida é bimonomorphism ou bimonic arrow,
que traduziriamos como “flecha bimoénica”. Esta ultima é inspirada pela principio da
dualidade que veremos mais adiante. Como nao encontraremos este conceito novamente
além desta secao, manteremos o termo “bimorfismo”. Este conceito, entdao, nos permite
completar o diagrama anterior, ilustrando uma espécie de hierarquia entre os conceitos
basicos que tratam de flechas em uma determinada categoria. Notamos que, o fato de

nem todo biformismo ser uma flecha inversivel, nos leva a seguinte definicao:

Definicao 3.7: Uma categoria, C é dita balanceada quando todo bimorfismo de C é

também inversivel em C.

A propriedade de uma categoria ser balanceada, fornece informacoes tteis sobre a
categoria mas, assim como bimorfismos nao sao de muita importancia, o fato de uma

categoria ser balanceada também nao recebe tanta atengdo. Assim como bimorfismos,
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esta é a tnica vez que falaremos de categorias balanceadas neste trabalho. Notamos, por
exemplo que Set é balanceada. Finalizamos entdo esta se¢do com o esquema completo

mostrando as relagoes entre flechas de uma dada categoria.

Flechas

/

Flechas monicas Flechas épicas

A A

\

Bimorfismos

AN

J U

Secoes Retragoes

\

Flechas inversiveis.

Figura 3.3: Relagdo completa entre os tipos de flechas em uma categoria.

3.1.2 - Objetos especiais

Assim como existem flechas distintas em uma categoria, também existem objetos
distintos. Em particular, tais objetos sao distintos por ocuparem posicoes “extremas”.

Assim como a definicao de flechas monicas e épicas, a definicdo a seguir é “dual”.

Definigao 3.8: Considere dois objetos I e T de uma categoria C. Se, para todo objeto

A de C existem flechas tinicas
I — A; A— > T.

entao o objeto I é dito inicial e o objeto T' é dito final ou terminal.

Objetos iniciais e finais sao familiares de matematica elementar mas geralmente nao
é lhes dado esta énfase. O motivo disto é justamente a distingdo na abordagem de teoria
de categorias em estudar objetos através de como estes se relacionam com outros. Para
ilustrar objetos finais que de fato sao conhecidos, vejamos um exemplo em Set.

Considere o conjunto 1 = {x}, o conjunto de um elemento e o conjunto vazio, (.
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Afirmamos que 1 é terminal em Set e () é inicial em Set.
A—m-— 1.

Esta flecha é dada pela tnica funcao f : A — 1 que mapeia todos os elementos de A no
unico elemento de 1. Assim, 1 é terminal em Set. Por outro lado, para todo conjunto A
existe uma tunica flecha,

) — A,

dada pela funcdo f : ) — A que nao faz nada. A existéncia desta funcao pode parece
probleméatica da primeira vez que encontrada, um argumento para sua existéncia é o
seguinte: uma funcao é definida de tal forma que para cada elemento, x, de seu dominio
existe um elemento, y, no contradominio tal que f(z) = y. Logicamente, afirmar que
“para todo elemento no dominio, existe um elemento no contradominio que é sua imagem
sob {7 é verdade por vacuidade se o dominio é o conjunto vazio, pois ele nao possui
nenhum elemento. Mais formalmente, uma funcao, f : A — B é uma relacao f C A x B
que satisfaz a esta propriedade. Como () x B = ) e o conjunto vazio é tinico, para cada
conjunto A existe uma tnica funcéo f : ) — A determinada pela relagao ) C @ x A. Deste
modo ) é inicial em Set.

Este exemplo também ilustra um fato interessante sobre objetos iniciais e finais. Note
que o conjunto vazio é iinico, no entanto o conjunto de um elemento nao o é. Existem infi-
nitos tais conjuntos, no entanto todos eles sao isomorfos entre si. Quaisquer dois conjuntos
de um tnico elemento diferem apenas em como chamamos seu elemento. Enunciamos este

resultado em geral para categorias agora.

Proposigao 3.3: Quaisquer dois objetos iniciais ou finais em uma categoria C sdo

isomorfos.

Proposicao 3.4: Considere dois objetos iniciais I; e I, por definicdo, entao, tem-se

que para todo objeto A da categoria existem flechas
L — A e I, — A

Em particular, entao, existem flechas tinicas

g
Il EEEEE— ]2 e ]2 _— ]1.

Note, portanto que as compostas go f e f o g sao flechas de I; para I; e Iy para
I, respectivamente. Mas, como I; e I, sdo iniciais, estas flechas devem ser tnicas.
Por outro lado, pelos axiomas de uma categoria, a cada elemento esta associado

uma flecha identidade, em particular, a I; estd associada id;, : [y — 1 e a Is,
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idy, : I[s = I>. Novamente, estas flechas devem ser unicas. Deste modo, concluimos
que go f =1idy, e fog =idy,. Logo f e g sao um par de flechas inversas e I; e 5 sao
isomorfos. O argumento para mostrar que objetos terminais também sdo isomorfos

¢é analogo, basta inverter a dire¢ao das flechas acima.

Objetos iniciais e finais sdo definidos em termos das flechas que saem e chegam, res-
pectivamente a eles, mas isto nao significa que nao existem flechas que cujo alvo é um
objeto inicial e cuja fonte é um objeto terminal. Estas flechas, em geral, representam
conceitos importantes. Por exemplo, a ideia de uma flecha saindo de 1 a um conjunto
A em Set pode ser usada para obter a nogao de elemento de A [41] ao usar linguagem
categorica para se definir conjuntos. Isto porque uma funcao de 1 em qualquer conjunto,
A, corresponde simplesmente a uma escolha de um elemento de A, assim, denotados o
elemento a € A pela flecha a : 1 — A.

De modo geral flechas cuja fonte sdo objetos terminais sao chamadas de elementos
globais e sao uma espécie de generalizagao do conceito de elemento de um conjunto.
Podemos ver isto se considerarmos duas flechas f,g : A — B. Se existe um elemento

global, a : T'— A, entao tem-se

f
T % ,A— B
g
Como T é terminal, obtém-se que f oa = g o a, ou seja, quaisquer duas flechas f, g
coincidem no elemento global, a. Neste sentido, entao, elementos globais sdo uma espécie
de “elemento” especial de um objeto A. Note que em Set, duas flechas que coincidem
em todos os elementos globais de um conjunto A sdo iguais, j4 que isto equivale a dizer
que f(a) = g(a) para todo a € A. Isto ndo necessariamente vale em categorias mais
complicadas. O caso de flechas cujo alvo é um objeto inicial é mais complicado e nao o
trataremos aqui.
Por fim, assim como uma flecha pode ser simultaneamente uma se¢ao e uma retracao,

ou monica e épica, também podemos ter objetos que sao simultaneamente iniciais e finais.

Definicdo 3.9: Um objeto que é simultaneamente inicial e final é um chamado objeto

nulo ou objeto zero.

Objetos nulos de uma categoria sdo usualmente representados por 0 e possuem a

seguinte propriedade: para quaisquer elementos A, B existe uma tnica flecha

A

=]

s B

isto é, a flecha de A a B obtida pela composi¢ao através de 0. Tal flecha é chamada flecha
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zero. Voltaremos a encontrar este tipo de flecha no futuro. Finalizamos esta se¢ao com
um exemplo de objeto zero.

Considere a categoria Grp cujos objetos sao grupos e as flechas, homomorfismos de
grupo. O grupo trivial 0 é um objeto zero em Grp. Primeiro tem-se que para qualquer
grupo, (G, *,e), o mapa m : 0 — G dado por m(0) = e, onde 0 é o unico elemento de 0,

¢ um homomorfismo. De fato, denotado a operacao de grupo de 0 aditivamente, tem-se
m(0+0) =m(0) =e=exe=m(0)xm(0).

Este mapa é o tnico homomorfismo de 0 em G, pois, se escolhermos qualquer outro

elemento g € G e definirmos m(0) = g, como g = hx i para algum h,i € G, tem-se:
m(0+0) =m(0) = g = hxi # m(0) *m(0).

Mesmo se h ou ¢ sejam iguais a g, os axiomas de grupo garantem que o outro elemento seréa
e e e nao pertence a imagem de m. Logo a tnica escolha que torna m um homomorfismo
¢ m(0) =e.

Por outro lado, para qualquer grupo (G, *,e), o mapa n : G — 0 dado por n(g) =0

para todo g € G é a tinica fungao possivel de G em 0. Além disso, para quaisquer g, h € G
n(gxh) =0=040=n(g) +n(h).

Logo n é o inico homomorfismo de GG em 0. Assim, fica estabelecido que 0 é um objeto
zero de Grp. Note que assim como objetos iniciais e finais, objetos zero sao definidos a

menos de um isomorfismo.

3.1.3 - Principio de dualidade

Nas se¢Oes anteriores encontramos varios conceitos que sao duais em certo sentido:
flechas monicas e épicas, segoes e retragoes e objetos inicias e finais. Esta dualidade é
originada no principio da dualidade que existe em teoria de categorias. Este principio
¢é extremamente 1til e essencialmente faz com que conceitos em teoria de categorias sejam
definidos aos pares. Informalmente, para qualquer conceito em teoria de categorias, pode-
se obter seu dual invertendo-se todas as flechas envolvidas na definicao. Por exemplo, se
um objeto inicial, I, é definido como um objeto tal que, para qualquer objeto A, exista
uma tunica flecha de I — A. Seu dual é aquele objeto T', definido como o objeto para o
qual, dado um objeto A, existe uma tnica flecha A — T. E neste sentido que os conceitos
de objeto inicial e final sao duais. Formalizaremos este principio agora.

Em termos légicos, teoria de categorias consiste em um certo conjunto de afirmacoes

Y2 que envolvem objetos e flechas. Estas afirmacoes sdo formadas a partir de afirmacoes
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atomicas correspondendo aos axiomas de teoria de categorias, isto é sentengas como “A é
o alvo de f7, “id4 é a identidade de A”, “h é a composta de f e g” e assim por diante. Em
outras palavras os axiomas servem como uma espécie de lista de propriedades as quais as
colecoes devem satisfazer para formar uma categoria. Note, entdo, que objetos e flechas
nao sao definidos, quaisquer duas colecoes de coisas podem ser objetos e flechas de uma
categoria se satisfizerem aos axiomas, a natureza destas coisas nao importa.

Uma afirmacao ¥ entao é definida como qualquer frase ou féormula bem formada
construida a partir das afirmagoes atémicas mencionadas e por meio dos conectivos légicos
usuais, “e”, “ou” e “nao”, e quantificadores usuais, “existe”, “para todo”. Assim, f: A —
B, por exemplo, é uma abreviacao para a afirmacao: A é a fonte de f e B é o alvo de f.
Uma sentenca ¢ uma afirmacao onde todas as varidveis estao quantificadas, isto é, nao
existe nenhuma variavel “livre”. Por exemplo, a sentenca “para toda flecha f, existem
objetos A e Be A é a fonte de f e B é 0 alvo de f” é uma sentenca. Esta sentenca é
um dos axiomas de uma categoria, toda flecha possui uma fonte e um alvo. A afirmacao
anterior, f : A — B, por outro lado, ndo é uma sentenca, pois f, A e B estao “livres”.

O dual, ¥* de um afirmagao, 3 em teoria de categorias é obtida ao realizar as seguintes
substitui¢coes em X: alvo é trocado por fonte e fonte é trocado por alvo e h é a composicao
de g e f é trocado por h é a composicao de f e g. Em outras palavras, flechas e compostas
sao invertidas. A légica, os conectivos e quantificadores, permanece inalterada. Note
que o dual do dual de qualquer afirmacao é igual a afirmacao original, isto é X** = ..
Além disso, o dual de uma afirmacao envolvendo diagramas ¢é a afirmacao envolvendo os
diagramas com suas flechas invertidas.

O potencial de se considerar o dual de uma afirmagdo em teoria de categorias é que
os axiomas sao autoduais, isto é, se ¥ é um axioma entao ¥* = 3. Isto significa que
dada qualquer prova valida de um resultado a partir dos axiomas, o dual desta prova é
uma prova valida para o resultado dual. Um exemplo disso é a prova da proposicao 3.3,
por exemplo, onde para se obter a prova de que todos os objetos finais de uma categoria
sao isomorfos basta inverter as flechas na prova para objetos iniciais. Inclusive, a prépria
defini¢ao de objetos inicial e final é dual.

Provemos entao que os axiomas, de fato, sdo autoduais. Faremos isto usando a cons-
trugao de categoria oposta. Dada uma categoria C, a categoria oposta a C, é a categoria
C cujos objetos sao os objetos de C e as flechas sao as flechas de C porém com a fonte
e alvo trocadas. Provar que os axiomas sao autoduais equivale a provar que C? de fato é
uma categoria. Considere entdao a correspondéncia:

*

A—" 3B +— A< B

que associa uma flecha f* em C° para cada flecha f de C. Note que f* é a mesma
flecha que f, nés apenas decidimos que em C o significado de fonte e alvo sdo trocados.

Se f fosse uma funcao, por exemplo, f* seria a mesma regra, porém com dominio e
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contradominio trocados. A composicao de em C, é a composicdo de C porém com a

ordem trocada. Como todas as flechas sao invertidas, tem-se:
B B
f g fr 9"

A > C A < C
h=gof h*=frog"

Com isto, entdo temos o suficiente para provar que C° é uma categoria. Primeiro, para
todo objeto A, a flecha identidade de A, idy : A — A é levada em id} : A — A. Note

que a flecha identidade permanece inalterada ja que seu alvo e fonte sao iguais. Assim,

tem-se que, para qualquer flecha f: A — B,
idgpof=f=foidy = froidyg=f"=id}o f~

Ou seja, todo objeto em C° possui uma flecha identidade. Além disso, dadas flechas
f:A—=>B,g:B—Ceh:C— DemC, tem-se:

(hog)of=hol(gof) = [fo(hog)" =(gof) oh™=[f"o(g 0h’)=(f"og")oh"

Ou seja, a composicao em C é associativa. Deste modo, C? de fato é uma categoria o
que implica que os axiomas de categoria sdo autoduais. Trocar a fonte e o alvo de todas
as flechas mantém inalteradas as propriedades das flechas identidades e da operacao de
composicao. Todos os outros axiomas sdo autoduais, por exemplo, o dual da afirmacao de
que toda flecha possui uma fonte e um alvo é que toda flecha possui um alvo e uma fonte.
Para nitidez, repetimos os axiomas de uma categoria de uma forma que deixa evidente

que sao autoduais:

Definicao 3.10: Uma categoria, C, consiste em
« Uma cole¢ao de objetos, Ob(C);
« Uma colegdo de flechas, Flc(C);
e Duas atribuigoes

Fon : Fle(C) — Ob(C),
Alv : Fle(C) — Ob(Q)

que associam a cada flecha f, sua fonte e seu alvo. Escrevemos, f : A — B

para a flecha cuja fonte é objeto A e o alvo, o objeto B;
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« Uma operagao, o, chamada composicao, que atribui a cada par de flechas (f, g),
tais que Alv(f) = Fon(g), uma flecha g o f onde Fon(g o f) = Fon(f) e

Alv(go f) = Alv(g);
que satisfazem aos seguintes axiomas:

o Identidade: para cada objeto A existe uma flecha id4 : A — A, chamada
identidade em A, tal que para toda flecha f: A — B, tem-se

foidg=f=idgo f.

« Associatividade: para todas as flechas f: A - B,g: B—-Ceh:C — D

tem-se

(hog)of=ho(gof).

Escrita deste modo, é evidente que os axiomas sao autoduais. Assim, enunciamos o

principio da dualidade como

Proposicao 3.5: Se uma afirmacao X vale para todas as categorias, entao a afirmacao

dual, ¥* também vale.

Note o requerimento que Y seja uma afirmacao sobre categorias que vale para todas
as categorias, isto significa que X é construida apenas com os axiomas de categoria e nao
utiliza nenhuma propriedade que pode valer para uma dada categoria mas nao para outra.
Por exemplo, o principio da dualidade nao se aplica a uma sentenca que usa do fato de
toda flecha moénica ser uma secao, pois, como vimos, isto nao vale em certas categorias.

Agora, entdo, deve ser simples de perceber que os conceitos de secao e retracao, flechas
monicas e épicas e objetos finais e iniciais sao duais. Qualquer um pode ser obtido de
sua contraparte invertendo-se todas as flechas na definicdo e teoremas que valem para
um produzem um teorema dual que vale para o outro. O principio da dualidade, entao,
fornece dois conceitos pelo prego de um e dois teoremas pelo preco de um, pois, basta
provar o teorema uma vez que o principio garante que seu dual é valido. Usaremos muito

do principio da dualidade ao tratar de limites adiante.

3.2 - Funtores

O préximo conceito fundamental em teoria de categorias é aquele de funtor ou functor.
Funtores desempenham para categorias um papel andlogo a homomorfismos de grupo para
grupos ou fungoes continuas para espagos topologicos, isto é, sdo mapas entre categorias.

Vejamos a defini¢ao formal:
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Definigao 3.11: Sejam A e B categorias. Um funtor de A em B, representado por
F: A — B, consiste em

o Uma fungao
Ob(A) — Ob(B)

escrita como A — F(A);

o Para cada par A, A’ € A, uma funcao
A[A, ATl — B[F(A), F(A)]

escrita como f — F(f),

que satisfazem

« F(f'of)=F(g)o F(f) sempre que Alv(f) = Fon(f");

o F(ida) = idp(a), para todo A € A.

Pela definicao é simples de constatar a afirmacado anterior, de que funtores sao para
categorias o que homomorfismos de grupo sdo para grupos. Funtores sdao mapas que
preservam a “estrutura” de uma categoria, isto é, a composicao de flechas e a existéncia de
flechas identidades para cada objeto. Inclusive, pode-se definir a composi¢ao de funtores
de modo andlogo a composicao de flechas e obter a categoria Cat, cujos objetos sao
categorias pequenas e cujas flechas sao funtores entre estas categorias. A restricao a
categorias pequenas é para evitar problemas similares ao paradoxo de Cantor, isto é,
aqueles encontrados quando se tenta definir o conjunto de todos os conjuntos.

Note que, apesar da definicdo acima, existem duas possibilidades para um funtor. A
definicao garante que objetos que estao relacionados em A, isto €, objetos tais que exista
uma flecha entre eles, continuam relacionados em B. No entanto, a direcdo da flecha
nao ¢é essencial para manter esta estrutura. Assim, um funtor pode preservar a direcdo
das flechas de modo que uma flecha f : A — B é levada em F(f) : F(A) — F(B), ou
pode inverter a dire¢do de modo que f é levada em F(f) : F(B) — F(A). Deste modo,

definimos dois tipos de funtores:

Definigao 3.12:

e Um funtor covariante é um funtor F': A — B tal que
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N - /\

F(C);
gof F(go f
« Um funtor contravariante é um funtor F : A — B tal que
F(C).

gof F(gof)

Repare a semelhanca de um funtor contravariante com a ideia de categoria oposta. De
fato, um funtor contravariante, F : A — B pode ser escrito como um funtor covariante:
F : A°? — B, pois as flechas de AP sao exatamente as flechas f* : B — A, para toda flecha
f: A — BemA. Deste modo, f* + F(f*): F(B) — F(A) = F(f). Em vista deste
resultado, todo funtor doravante sera covariante a menos que especificado o contrario.
Assim como homomorfismos de grupos ou fungbes continuas entre espagos topologicos,
a ideia de funtor é relativamente simples, no entanto sao ferramentas essenciais para se

estudar categorias. Vejamos entao alguns exemplos:

Grupo fundamental

Comecgamos com um exemplo relevante para este trabalho. Como discutido no B, para
cada ponto z de um espago topolégico X, pode-se atribuir um grupo, m1(X, z), o grupo
fundamental sitiado em x. Além disso, cada func¢ao continua que preserva o ponto base,
isto é, fungoes f : (X,z) — (Y,y), onde Y é outro espago topoldgico e y € Y, induz
um homomorfismo entre m(X,z) e m(Y,y). Como demostrado no teorema B.5, este
homormofismo satisfaz certas propriedades que chamamos de funtoriais. Para entender o
motivo deste nome, considere a categoria Top, de todos os espagos topoldgicos pontuados,
(X, z). Existe um funtor

m : Top, — Grp
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dado por

(X, x) = m (X, z)
(f : (X,Q?) — (Yay)) = (f* : 7T1(X7x> - 7r1(Y,y))

O teorema B.5 garante, exatamente que estes dois mapas formem um funtor pois
garante que o homomorfismo induzido preserve a composicao de mapas entre espagos
pontuados, ou seja, preserve a composicao de flechas em Top, e que preserve as flechas
identidade de Top,. Ou seja, garante que os dois mapas acima formem um funtor.

Historicamente, os primeiros exemplos de funtores surgiram em estudos de topologia
algébrica, pois 14, a estratégia para estudar um dado espaco é reunir dados sobre este
espaco de maneira inteligente, de modo a formar alguma estrutura algébrica, como o
grupo fundamental por exemplo e entao estudar esta estrutura algébrica ao invés do
espaco em si. Assim, este ramo estd repleto de funtores entre categorias de espacgos e

categorias de estruturas algébricas.

Funtores esquecimento

Funtor esquecimento ou funtor de esquecimento sao talvez os tipos mais simples de
funtores. Este é um termo informal que engloba varios funtores que possuem uma proprie-
dade em comum: a de “esquecer” estruturas. Por exemplo, existe um funtor U : Grp — Set
definido do seguinte modo: se G é um grupo, U(G) é o conjunto dos elementos de G e
se f: G — H é um homomorfismo de grupos, U(f) é a prépria fun¢ao f. Ou seja, U
essencialmente esquece as propriedades de grupo de um grupo, ele esquece que existe uma
operagao de grupo em U(G) e esquece que f é um homomorfismo de grupos. Similar-
mente, existem funtores Rng — Set e Vectx — Set que esquecem as propriedades de anel
e de espaco vetorial sobre um corpo K, respectivamente.

Funtores esquecimento nao necessariamente esquecem toda a estrutura dos objetos de
uma categoria. Por exemplo, existe um funtor U : Rng — Ab, onde Ab ¢ a categoria cujos
objetos sao grupos abelianos. Este funtor esquece multiplicacdo de um anel, deixando
apenas o grupo abeliano subjacente. Do mesmo modo, existe um funtor U : Rng — Mon
que esquece a adicao no anel, deixando apenas o monoide multiplicativo.

Por fim, também existem funtores esquecimento que se esquecem de propriedades ao
invés de estrutura. Por exemplo, o funtor U : Ab — Grp, dado por U(A) = Ae U(f) = f
onde A é um grupo abeliano e f é um homomorfismo entre grupos abelinos, se esquece
que grupos abelianos sao abelianos. A operacao de esquecer parece trivial mas por vezes
pode ser bastante util. Na fisica, por exemplo, frequentemente passa-se da interpretacao
de um espago como simplesmente um conjunto de pontos para um espaco vetorial e vice-

versa. O mesmo ocorre quando se trata de estruturas algébricas que sdao “combinagoes”



117

de outras, por exemplo, um anel, que é um grupo e um monoide.

Funtores Hom

Existem dois funtores relacionados que sdo bastante importantes, um é covariante e
o outro, contravariante. Para defini-los, considere uma categoria localmente pequena C,
isto é, uma categoria onde a colecao de flechas entre quaisquer dois objetos formam um
conjunto, e seja K um objeto de C. Para cada objeto A € C, tem-se os conjuntos de

flechas
L(A) = C[K, A] e R(A) = C[A, K].
Assim, definimos os pares de atribuicoes:
C ——— Set C ——— Set
Ar— L(A); A— R(A).

Estas sao as atribui¢oes para elementos de C. Elas mapeiam cada elemento A de C no
conjunto de flechas cujo alvo é A, L(A) e no conjunto de flechas cuja fonte é A, R(A).

Além disso, cada flecha

A—— B

de C é mapeada em

L(f) R(f)
ClK, A ——— C|K, B] C[B, K] ———— C[A, K]

T » for; [ » Lo f;

Escrevemos L(f)(r) = fore R(f)(l) = lof. Note que L é covariante e R é contravariante.
Provemos que estes conjuntos de atribuicoes realmente constituem funtores. Considere

flechas

/ g
A s B s

de C e flechas

K—"sA e A—" K

de L(A) e R(A) respectivamente. Entao
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A prova de que L(ids) = idpa) E R(ida) = idga é direta, pois para todas as flechas
re L(A)el e R(A), tem-se L(id4)(r) = r e R(ida)(l) = [, ou seja, as flechas identidades
de C s@o mapeadas nos mapas identidade em L(A) e R(A). Assim, os dois pares de
atribuicoes dados definem funtores.

Por fim, notamos que o nome funtores hom é uma traducao de Hom-Functors. Este
nome, por sua vez esta relacionado ao nome dos conjuntos C[A, B] de flechas, que também
sao chamados de Hom-sets. Esta terminologia é origindria da ideia de que flechas sdo como
homomorfismos entre estruturas algébricas no entanto nao é mais muito usado justamente
porque C[A, B] ndo necessariamente sao conjuntos, isto s vale para categorias pequenas
ou localmente pequenas. A importancia de funtores hom esta em sua relacdo com o lema
de Yoneda, um dos resultados fundamentais de teoria de categorias. Nos depararemos

com este lema mais a frente.

Categorias produto

O dltimo exemplo que trataremos nesta secao é o de produto de categorias, uma
construcao muito similar ao produto cartesiano de conjuntos e que pode ser usada para
definir “funtores de duas variaveis”, chamados bifuntores. Como dito, a construgao
do produto de categorias ¢ similar ao produto cartesiano, dadas duas categorias A e B,
podemos formar uma nova categoria A x B, chamada categoria produto de A e B.
Um objeto de A x B é um par (A, B) de objetos com A € A e B € B e uma flecha
(A,B) — (A',B"), um par ( f,g) de flechas f: A— A" e g: B— B’. A composigao de
flechas

(f.9) (f'.9")
(A,By ——— (A, By ——— (A", B")
é definda em termos das composi¢oes em A e B por

(f,9)o(f,g)=(fofgog).

Assim como existem fungoes projecao no produto cartesiano, que sdo funtores, pois
se aplicam tanto aos objetos, conjuntos, quanto as flechas, fungoes entre estes conjuntos,

aqui também definimos funtores projecao
A+——AxB — B.
A acgado dos funtores P e () é dada por

(A,B)y ——— A (A,B) B
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Assim como o produto cartesiano, esta construcao possui a seguinte propriedade “uni-

versal”: dado uma categoria C e funtores

R T
A < C

oy}

existe um unico funtor F: C - Ax Btalque PoF=Re Qo FF =T. A composicao de
funtores é definida analogamente a composicao de flechas, isto é dados funtores F; : A — B

e Fy: B — C, tem-se que Fy o F} : A— C é dado por

A propriedade universal, entao é representada no seguinte diagrama:

onde usamos a linha pontilhada para significar “existe e é Unico”. Explicitamente, este
diagrama indica que para toda flecha h de C, F'(h) = (R(h),T(h)) e, por outro lado,
esta construcao torna F um funtor com a propriedade desejada. Note a semelhanga com
o produto cartesiano, isto ocorre porque ambas as construcoes sao casos particulares de
um tipo especifico de limite em uma categoria. Trataremos deste assunto mais a frente.

Assim como o produto cartesiano define um produto de fungoes, também o produto de
categorias define um produto de funtores. Dados dois funtores U : A - A’ e V : B = B/,
definimos o produto U x V : A x B — A’ x B/ por

(A.B)y — (U(A),V(B))
(f,g) ———— (U(f),V(9))-

Alternativamente, este funtor é descrito como o unico funtor tal que o seguinte dia-

grama comute:
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Assim, o produto x é, na verdade, um par de atribuigoes: para cada par de categorias
(B, C), atribui uma categoria B x C e para cada par de funtores (U,V), um funtor
U x V. Além disso, quando as composi¢oes U’ o U e V' o V estao definidas, tem-se que
(U'xV)o(UxV)=(U0oU)x (V'oV). Assim, a operagdo x é, também, um funtor.

Mais precisamente, nos restringindo a categorias localmente pequenas, é um funtor:
x : Cat x Cat — Cat.

Por fim, esta discussao incluiu funtores F' : C — A x B para uma categoria produto.
Funtores S : A x B — C, a partir de uma categoria produto, sao chamados bifunto-
res. Tais funtores ocorrem frequentemente, por exemplo, produto cartesiano X x Y é
a atribuicao de objetos de um bifuntor Set x Set — Set. Assim, a definicdo de produto
fornece imediatamente a definicao de “funtor de duas varidveis” assim como a definicao
do produto de espagos topologicos fornece a de funcdo continua de duas varidveis, por

exemplo. Bifuntores também serdo tteis na descricao de anyons.

3.5 - Transformacoes naturais

Passamos agora ao terceiro dos conceitos bésicos em teoria de categorias: transforma-
¢oes naturais. O conceito de transformagao natural pode ser um pouco surpreendente de
inicio, pois tratam de mapas entre funtores. Na filosofia de teoria de categorias, estuda-
mos objetos a partir de como se relacionam com outros, ou seja por meio das flechas entre
estes objetos. Assim, flechas fornecem um meio de comparar objetos entre si. Similar-
mente, funtores fornecem meios de comparar categorias entre si e, agora, transformacoes
naturais fornecem meios de comparar funtores entre si.

Para entender melhor a ideia de comparar funtores, considere dois funtores F,G : A —
B, onde A é uma categoria discreta cujos objetos sao nimeros naturais, isto €, os objetos
de A sdao os numeros 0,1,2,... e as flechas sdo somente as flechas identidade para cada
elemento, e B é uma categoria arbitraria. Os funtores I’ e (G, entao, correspondem apenas
a sequéncias, (Fy, F1, Fy,...) e (G, G1,Ga,...) de objetos em B, ja que A ndo possui
nenhuma flecha além das flechas identidade. Seria razoavel, entao, definir um mapa entre

os funtores F' e G como uma sequéncia de mapas
(Fo =% Go, F1 =5 G1, F» =5 Gs,...)

Em outras palavras, comparamos, para cada objeto A € A, os objetos F/(A) e G(A)
de B. Se A possuisse flechas nao triviais, comparariamos, para cada flecha f: A — A" de
A, as flechas F(f) : F(A) — F(A") e G(f) : G(A) — G(A’) por meio dos mapas ay4 e

o, exigindo uma certa “compatibilidade” entre os mapas a4 e as flechas de A. Vejamos,
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entdo a defini¢do formal de transformacoes naturais:

Defini¢cdo 3.13: Sejam A e B categorias e F,G : A — B funtores covariantes entre
estas categorias. Uma transformagao natural a : F — G, entre os funtores F' e

G, é uma familia
QA
( F(4) G4) >AeA

de mapas em B tal que para toda flecha f: A - A" em A, o diagrama

comute. Os mapas a4 sdo chamados componentes de «.

Uma transformacao natural, a;, usualmente é representada em diagramas como:

F

S
G

Como transformagoes naturais sao mapas, pode-se perguntar se é possivel formar compo-

sigoes. A resposta é sim, dada duas transformagoes naturais, o e (:

Y DI
Nl S

formamos a composi¢ao
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definida por (S o a)s = B4 0 s para todo A € A. Além disso, também existe uma

transformacao natural identidade

para qualquer funtor F', definida por (idp)a = idpa). Assim, para quaisquer duas cate-
gorias A e B, existe uma categoria cujos objetos sao os funtores F' : A — B e cujas flechas
sao as transformagoes naturais entre estes funtores. Tal categoria é chamada de catego-
ria de funtores de A em B e é escrita [A, B] ou BA. Como transformagdes naturais sdo
flechas em uma categoria, podemos definir isomorfismos naturais, que correspondem a

transformacoes naturais que sao inversiveis. Definimos, formalmente como

Defini¢cdo 3.14: Dadas duas categorias A e B, um isomorfismo natural entre funtores
F,G : A — B é uma transformacao natural « tal que todos as componentes a4 sao

inversiveis em B.

Formalizamos, entao, o conceito de “naturalidade” de modo a significar que: uma
construcao é natural se equivale a um isomorfismo natural, como definido. Vejamos um
exemplo que trata de transformagoes naturais e o conceito de naturalidade e como apenas

a existéncia de uma transformacao natural nao fornece uma construgao que é natural.

Espacos vetoriais finitos

Considere a categoria FDVecty de espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo
K. Todo espaco vetorial, V', possui um dual, V* definido como o espago de todas os mapas
K-lineares sobre V', isto é, de todos os mapas L : V' — K, em outras palavras, V* = [V, K].
O dual, V* também é um espaco vetorial, com a mesma dimensao de V e, portanto, um

objeto de FDVecty e assim da origem a um mapa

FDVecty ——— FDVectg

Vi S VK] =V*

que leva cada espago V' em seu dual. Além disso, um mapa [ : V — W entre espagos
vetoriais, uma flecha em FDVecty, da origem a um mapa linear entre os duais de W e
V, I* : W* — V* dado por I*(m) = mol, onde m € W* = [W, K| é um covetor de W e
o, aqui, é a composicao usual de mapas entre conjuntos. Deste modo, um mapa linear [

gera o seguinte mapa entre flechas de FDVectg:
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FDVecty? ——— FDVecty

[ s [*

Podemos, entdo, agrupar estes dois mapas em um funtor contravariante, (—)* :

FDVect}? — FDVecty, tal que

Vo > V*
(:Va>W)— (I W* = V™),

Para verificar que (—)* de fato é um funtor, considere dois mapas

Iy Iy
Vv s W > 7.

Tem-se

(1 0 83)(m) = (I5(m)) = L7 (m o o)
= (mOZQ) oly
=mo(lzoly) = (lbol) (m).

Além disto, tomando Z = W e [y = idyy, tem-se, pela igualdade anterior que
(Ifoidyy) = (idwol) =14

e, similarmente, tomando W =V e [ = idy, tem-se:
(idj, o 13) = (la oidy)™ = I,

logo, id}, = idy+, de modo que (—)* é, de fato, um funtor. A agdo de (—)* estd ilustrada

nos diagramas abaixo.

w W=

ll l2 ZT l;

Z*

N
3

1%
l2 o ll (lg (¢] ll)*

Agora, definimos o funtor (=)™ como a composi¢ao (—)* o (—)*, de modo que

Vo VA
(:Voa>W)——— (I V™= W)
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onde I**(v) =vol* ewv: V* — K pertence a V**. E um resultado elementar de dlgebra
linear que existe um isomorfismo canonico entre os espacos vetoriais V e V*, isto é, existe

um mapa K-linear bijetivo, a: V — V** entre V e V**. Este mapa é dado por
V> e,

onde ev, : V* — K é o mapa que avalia elementos de V* em v, isto é:
vy : V¥ — s K
(f: V> K) — f(v).

O fato de « ser canonica corresponde justamente ao fato de ser um isomorfismo natural
entre id, o funtor identidade em FDVecty e (—)**. Para ver isto, considere o seguinte

diagrama mostrando a condigdo de naturalidade:

Vv—0—m™ ™ W
oy Ay

V** W**
l**
onde reescrevemos o como uma familia de mapas indexada pelos objetos de FDVectyg, oy .
Para mostrar que ay, V € FDVectg de fato é um isomorfismo natural, devemos mostrar
que o diagrama acima comuta. Note que ay ol :V — W* eleva v — evyy) : W* — K,
assim, sev e VeW*s f: W — K, tem-se:

(aw o ) ()(f) = [aw (1(v)](f) = eviy (f) = F(1(v))
(fol)(v) = evy(f ol) = ev, (I"(f))
(evy o 1) (f) = (I""(evy)) (f) = (I"* o ay (0)) (f) = (I** o o) (0)(f).

Como ay é um mapa K-linear bijetivo para todo V', tem-se que ay é um isomorfismo
natural entre id e (—)**.

Dissemos que o isomorfismo de espagos vetoriais a é canonico, também referido como
natural, justamente porque a familia ay de isomorfismos forma um isomorfismo natural.
Elaboremos sobre isto. Primeiro, note que os termos “natural” e “candnico” sao usados,
informalmente, desde antes do surgimento de teoria de categorias, significando algo como
“nao necessita de escolhas arbitrarias”. Por exemplo, dados dois conjuntos A e B, existe
um isomorfismo canénico entre A x B e B x A, dado por (a,b) — (b,a). Similarmente,
existe uma funcdo canénica A x B — A dada por (a,b) — a, a projecdo candnica em
A. Por outro lado, a funcao f : B — A definida por: escolha um elemento ag € A e

faga f(b) = ag para todo b € B nao é canonica, ou natural, porque envolve escolher um
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elemento de A. Peca a duas pessoas para escolherem uma funcdo f : B — A deste tipo e
provavelmente escolherao fungoes distintas. Nao existe senso em que um ag é melhor que
outro, nao existe escolha 6bvia.

A situagao é similar quando se trata de um espago vetorial V e seu dual, V*. Em
virtude de possuirem a mesma dimensao, V' e V* sdo espagos vetoriais isomorfos, porém,
qualquer isomorfismo entre V' e V* depende de uma escolha de base, de modo que qualquer
um destes isomorfismos dificilmente seria canonico. Por outro lado, quando se trata do
dual do dual, V**, existe uma escolha 6bvia, pois, para cada elemento v € V', podemos

definir a fungao

vV » K
(fv—>K)|—>f<U),

exatamente o isomorfismo de espagos vetoriais definido anteriormente, apenas reescrito
de modo a enfatizar v. Todo elemento de V** pode ser escrito como © para algum v € V.
Ja vimos que este mapa é um isomorfismo entre V e V** porém, note que diferente do
isomorfismo entre V' e V* nao é necessario especificar uma base em V para defini-lo,
podemos tratar dos vetores diretamente. A questao, entao, era: porque o segundo dual
possui este comportamento “natural” enquanto o primeiro nao? Obtivemos a resposta
acima.

O segundo dual possui este comportamento natural porque existe um isomorfismo

k%

natural entre id e (=)™, ou seja, os objetos de FDVecty, V e V** sdo naturalmente
isomorfos, isto é, além de existirem flechas inversiveis entre eles, a familia destas flechas
indexadas por objetos V' forma uma transformacao natural. Por outro lado, nao pode é
possivel que V' e V* sejam naturalmente isomorfos porque nao pode existir nem mesmo
transformagoes naturais entre os funtores id e (—)*, ji4 que sao funtores cujas categorias
fontes sao distintas, id é um funtor cuja fonte é FDVectx enquanto a fonte de (—)*
¢ FDVect?. Por este motivo, entende-se que isomorfismos naturais sdo a formalizacao
do conceito de “naturalidade” ou “canonicidade”. Mantenha em mente que exibimos
apenas um exemplo, no entanto esta conclusao foi alcancada apds se estudar diversos
casos distintos onde isto ocorre.

Por fim, notamos que apesar de ser possivel formalizar a ideia de “naturalidade”,
afinal este foi um dos motivos pelos quais teoria de categorias foi inventada, isto nao
significa que as palavras “natural” e “canonica” sao sempre usadas neste sentido rigoroso.
Além disso, uma construcao ser natural nao significa que é tinica. Se olharmos puramente
para a definicdo de isomorfismo natural, uma construgao ser natural significa que ela é
preservada sob flechas entre objetos de uma categoria. Neste sentido, entao, diz respeito
a possibilidade de ser definida apenas em termos de propriedades gerais dos objetos sob

estudo, nao dependendo de nenhuma particularidade de um ou outro objeto.
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3.4 - Universalidade e limites

Neste ponto ja introduzimos trés conceitos basicos: categorias, funtores e transfor-
macoes naturais. O Unico conceito que mencionamos e ainda nao definimos é o de uni-
versalidade, que definiremos nesta se¢do. Antes disto, no entanto, alguns comenta-
rios. Dissemos, anteriormente, que teoria de categorias surgiu para sustentar o estudo de
transformacoes naturais. Isto nao é inteiramente verdade, pode-se dizer que o estudo de
transformagoes naturais surgiu para sustentar o conceito de adjungées [37]. Nao tra-
taremos deste assunto aqui, porém mencionamos que adjungoes fornecem uma maneira
de entender o conceito de universalidade que mencionamos brevemente no inicio deste
capitulo.

Outro modo de entender universalidade é por meio de funtores representaveis e pelo
lema de Yoneda, que talvez seja o resultado mais importante em teoria de categorias
basica. Também nao trataremos deste assunto aqui, apesar de que nos depararemos
com o lema de Yoneda ao tratar de anyons. Em geral, estes dois conceitos restantes
sao os que faltam para completar um curso introdutério em teoria de categorias. No
entanto, o conceito de universalidade pode ser compreendido razoavelmente bem sem
usar nenhuma destas duas vias. O preco a se pagar é que a definicdo de universalidade
fornecida pode nao ser muito propria se estudar construgoes universais, isto ¢, determinar
se uma construcao é universal ou nao, por exemplo. Apesar disto, serd suficiente para
definir algumas estruturas que serao necessarias para tratar de anyons, por isto decidimos
que esta abordagem ¢é mais adequada.

Tratemos o conceito de universalidade junto com o de limites. Comegaremos pela
definicao de flecha universal e entdo a usamos para definir limites em uma categoria
C de modo geral. Esta definicdo é um tanto abstrata e por isto passaremos, logo em
seguida, a tratar de exemplos basicos de limites. Estes exemplos sao justamente aqueles
dos quais precisaremos no proximo capitulo além de que servirao para ilustrar porque a
ideia de universalidade que estamos tratando. Pois bem, comegemos com alguns conceitos
preliminares.

O primeiro passo é notar que existe um funtor esquecimento U : Cat — Grph, isto é,
um funtor esquecimento da categoria de todas as categorias pequenas para a categoria de
todos os grafos pequenos. Um grafo, GG, é consiste em um conjunto V de vértices ou nodos,
um conjunto A de arestas. Um aresta é simplesmente um conjunto {a, b} de vértices. Um

grafo direcionado é um grafo junto com dois mapas

Fon: A —V,
Alv: A -V

que atribuem a cada aresta uma fonte e um alvo. Note a semelhanca com uma categoria.



127

O funtor U, entao, simplesmente esquece que flechas compostas sao compostas e flechas
identidades sao identidades e produz um grafo direcionado onde os vértices sdo os objetos
da categoria e as arestas, as flechas. Abaixo indicamos uma categoria de trés objetos, 3,

e o grafo direcionado subjacente:

id
() ()
N
idCo - >ijd C. >.Q
h=gof

Figura 3.4: Grafo direcionado subjacente a categoria de trés objetos.

Note que a categoria de trés objetos possui exatamente seis flechas, as trés flechas
identidade e exatamente uma flecha entre cada um dos trés pares possiveis de elementos.
Note que a flecha h é obrigatoriamente a composicao de f e g para que tenhamos, de fato
uma categoria. Por outro lado, o grafo subjacente nao se importa com o fato de h ser ou
nao a composicao de f e g, inclusive, nem mesmo nomeamos as arestas no grafo.

Podemos, entao, pensar o grafo como o diagrama subjacente de 3. Usando esta ideia,
dado um grafo GG, podemos definir diagramas de tipo ou formato G' ou G-diagramas em
uma categoria C pela seguinte construcao: para cada vértice v, considere uma familia de
objetos D(v) € C e para cada aresta a, uma familia de flechas D(a) em C tal que, cada

aresta

a
VU ———— V2

produza uma flecha
D(a)
D(Ul) EEE— D(’Ug)
na categoria C. Note a semelhanca desta construcdo com um funtor. Por exemplo,
considerando-se o grafo P abaixo, obtemos o seguinte diagrama em uma categoria C:
D(2)
D

—_—

W N

| — D(1) —— D(3).

Dizemos que o grafo P é um modelo para o P-diagrama em C.
Com esta ideia, entao, definimos formalmente um G-diagrama em uma categoria arbi-

traria C, trocando o grafo G por uma categoria pequena G e realizando o mesmo processo
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descrito acima. Continuamos visualizando a categoria G pelo seu grafo subjacente, G,

porém, agora, um G-diagrama define um funtor, D, entre G e C. Formalmente:

Definicdo 3.15: Sejam C uma categoria arbitraria, G uma categoria pequena e G seu
grafo subjacente. Um (G-diagrama ou um diagrama de formato G em C é um
funtor D : G — C.

Note que a colecao de todos os G-diagramas em uma categoria C da origem a uma
categoria de funtores, C¥, onde os objetos sdo G-diagramas e as flechas sdo transformacoes
naturais entre estes diagramas. Note que para uma dada categoria C em geral existem
inimeros diagramas possiveis. Por exemplo, considerando a categoria P cujo grafo sub-
jacente é o grafo P anterior e uma categoria C que possui, digamos, seis objetos, entao
existem, possivelmente, cinco P-diagramas possiveis, um para cada escolha de conjuntos
de trés objetos possiveis de C. Se existirao, de fato cinco P-diagramas em C, depende das
flechas de C.

Agora podemos definir flechas universais. A seguir, apresentamos a definicao formal
de flecha universal segundo Mac Lane [38] e entdo apresentaremos uma espécie de defi-
nigao alternativa segundo Awodey [37] para conectar a primeira definicdo com a ideia de

diagramas apresentada anteriormente.

Defini¢cdo 3.16: Sejam D : G — C um funtor e C' um objeto de C. Uma flecha
universal de C' a D é um par (V, fi/), onde V é um objeto de G e fi, : C — D(V)
é uma flecha em C de C' a D(V) satisfazendo a seguinte propriedade, comumente
chamada de propriedade universal: para cada par (G, f) de objetos G € G e
flechas f : C'— D(G) de C, existe uma tnica flecha m : V' — G tal que D(m)o fy = f.

Diagramaticamente:
DV
fv/ (: ) ‘:/
C \ ' D(m) L m
/ D(G), G.

Notamos que pode-se obter uma segunda definicdo, a de uma flecha universal de
D a C, considerando-se o dual da definicdo anterior. Além disso, na definicdo acima,
mantivemos a notacdo consistente com a discussao anterior sobre diagramas. Agora,
para entender melhor esta definicao, passemos a abordagem de Awodey que acabara nos
levando a defini¢ao de limite. Segundo Awodey, todo diagrama D em uma categoria C
propoe um problema porém, usualmente estamos mais interessados na solu¢ao do que no

problema de modo que raramente falamos sobre este. Cada diagrama, inclusive, propoe
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dois problemas, relacionados por dualidade e, consequentemente, duas solucoes.

Defini¢do 3.17: Seja D : G — C um G-diagrama em uma categoria C. Uma solugao
esquerda e solucao direita correspondem, respectivamente, a um objeto C' de C e

uma familia de flechas de C:

a(V) a*(V)
C ———— D(V); D(V) ——— C
indexadas pelos objetos, V, de G — vértices de G — tal que para cada flecha,

a:V), — Vy de G — aresta no grafo subjacente — os triangulos abaixo comutam.

D(W) D(W)
QV D(Wy) a* (V1)
| \
C D(a) D(a) D(a) C.
! /
ah 1 D(Vs), v a*(Va)
D(V3), D(V5)

Uma solucao esquerda é geralmente chamada de cone e uma solucao direita de co-

cone.

Note que uma solucao é um objeto e uma colecao de flechas que “comutam” com o
diagrama D. Para cada elemento V' de G que da origem a um vértice do G-diagrama em
C e para cada aresta a : Vi — V5 de G, existem flechas o de C' a V; e V5 que comutam com
a flecha D(a) gerada pela aresta a. Além disso, um diagrama pode ter virias, uma ou
nenhuma soluc¢ao esquerda e varias, uma ou nenhuma solugao direita. Em geral nao existe
relacao entre solugoes esquerdas e direitas para um diagrama, apesar de serem conceitos
duais.

Por fim, uma solugao universal é uma solucao que é a “melhor possivel” entre as
solugoes de um dado tipo, esquerda ou direita, quando existem. Pode-se entender uma
solugao universal como o meio mais otimizado de encontrar o objeto C, quando ele existe.

Vejamos a definigao:

Defini¢cdo 3.18: Seja D : G — C um G-diagrama em uma categoria C. Uma solugao
universal esquerda, usualmente chamada de limite, e solugao universal direita,
usualmente chamada de colimite, correspondem, respectivamente, a uma solugao
particular

A(V) A (V)
L——"5 D) D(V) —— 5 L

tal que para cada solugao
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a(V) (V)
C — D(V); DV) —~C
existe uma unica flecha
C — L; L ——C

chamada de flecha mediadora, tal que para cada vértice V', os tridngulos abaixo

comutam.
D(V) D(V)
a(V) a*(V)
A(V) A (V)
C - L L T C

Para colocar em perspectiva a definicdo de limite, em particular o que a flecha media-
dora significa, é interessante considerar toda a definicado de solucao, ou cone. Em outras

palavras € interessante ter uma visao do todo, como ilustrada no diagrama abaixo:

D(W1)
a(V1)
A1)
C—m — L D(a)
A(V2)
O'/(Vé) <~
D(Vs).

Assim, um limite é uma solucao particular tal que qualquer outra solugao pode ser fatorada
por ela. Olhando para o diagrama acima, talvez vocé perceba a similaridade da defini¢ao
de produto cartesiano de conjuntos e do produto de categorias com este conceito. Dica:
ignore a flecha D(a). Caso nao, elaboraremos sobre isto adiante.

Antes de passarmos aos exemplos resta, entao, explicitar como o conceito de flecha
universal e de limite estdo relacionados. Considere entdo a categoria C¢ de G-diagramas

em C. Definimos o funtor diagonal
A:C—— CS

como aquele que envia cada objeto C' no funtor constante A(C) : G — C dado por:
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Vi — AC)(V)=C
a —— A(C)(a) = id¢

e que leva cada flecha f : C' — D de C na transformagao natural A(f) : A(C) — A(D)

que é dada pela familia

(f C— D) vea"
Diagramaticamente tem-se:
A(C)
C ——— D — G A(f) C
A(D)

onde, para dois objetos Vi, V5 de G e uma flecha a : Vi — V5, tem-se:

ide
A(C) C —C
ftw) (I
Am D———— D
idp

Note que os G-diagramas, D : G — C, sdo objetos de C%, assim, um limite ¢ uma
flecha universal de A : C — C%a D. Note que estamos usando o conceito dual da definicao
3.16, ou seja, temos um par (L, A : A(L) — D), onde u é uma transformacdo natural,
flecha de C%, tal que para qualquer transformacgdo natural o : A(C) — D de CY existe

uma unica flecha de C, m : C' — L tal que o tridngulo abaixo comute.

A(L)

/ A L
D E A(m) E m
N ¢

A(C)7

Como A(L),A(C),D : G — C sao funtores e A(m), A\, a transformagoes naturais,
podemos expandir o tridngulo acima. Porém, antes disso, note que como A(C') para
C' € C é o funtor constante, tem-se que uma transformacao natural a : A(C) — D
consiste em flechas «; : C' — D(V;) para todo objeto V; € G, isto nos permite fazer

escrever:
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aq D(Vl)
C — D(V) V
ido‘ D@ ——— ¢ D(a)

Ou seja, cada transformagao natural de A(C') — D para algum C' € C é um cone ou
uma solucao esquerda para o diagrama D. Deste modo, tem-se que a condi¢ao de um

limite seja um flecha universal, ( L, u ), corresponde precisamente ao diagrama:

D(V1)
1
A
C—m — L D(a)
A2
T2
D(V2)

que indica que o limite ( L, A) é uma solugao esquerda universal para o diagrama D, pois
é um cone como o argumento acima mostrou e, além disto, existe uma tnica m, a flecha
mediadora, para cada outro cone (C, ') tal que o diagrama acima comute, ja que ( L, \)
é um limite. A situacdo é andloga para o colimite: ele consiste em uma flecha universal
(L,A: D — A(L)) de D a A o que transforma todos os cones na argumentagao acima
em Co-cones.

Toda a discussao acima foi bastante abstrata e é dificil entender qual o objetivo de
falar de limites de G-diagramas em uma categoria, especialmente se este for teu primeiro
encontro com o assunto. Normalmente costuma-se introduzir alguns limites particula-
res primeiros e depois tratar da definicdo geral. Escolhemos o caminho contrario porque
queriamos tratar do conceito de universalidade em geral primeiro para depois ver por-
que algumas construgoes, alguns limites, correspondem a construgoes universais. Agora,
entao, finalizamos este capitulo com trés exemplos, um de universalidade apenas e dois

sobre limites e a universalidade que acompanha.

Base de um espaco vetorial

Considere a categoria Vectyx de espacos vetoriais sobre um corpo K e cujas flechas sao
mapas lineares entre espagos vetoriais. Existe um funtor esquecimento U : Vectx — Set

que envia cada espaco vetorial V' em seu conjunto subjacente. Além disso, para cada
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conjunto X, existe um espaco vetorial Vx dado pelo conjunto de todas as combinacoes
K-lineares formais de elementos x € X. A fungdo que envia cada r € X no mesmo x
visto como um elemento de V, é uma flecha j : X — U(Vx). Além disso, sabe-se que
para cada espaco vetorial W, toda fungao f : X — U(W) pode ser estendida para um

unico mapa linear [ : Vx — W. Em outras palavras tem-se

X % U(Vx) Vy
e a

/ | (1) | l

UW): w.

O resultado de que [ existe e é unico corresponde justamente a afirmar que (Vy,j) é
uma flecha universal de X a U. A interpretacao deste resultado é bastante simples. Por
combinagoes K-lineares formais, queremos dizer que Vyx é um espaco vetorial cuja base
é X, isto é, o espaco vetorial gerado por X. Assim, este resultado corresponde ao fato
bem conhecido de que para se especificar uma transformagcao linear, [, entre dois espagos
vetoriais Vx e W, basta especificar a imagem da base de Vx sob [. Por outro lado, entao,
qualquer fungao f : X — U(W) determina uma transformagao linear entre Vy e W, ja

que determina a imagem da base de Vx em W.

3.4.1- Produto e coproduto

Considere a categoria P que consiste apenas em dois objetos e suas flechas identidades.

O grafo subjacente de P é

Um P-diagrama, D : P — C, em uma categoria C consiste em dois elementos C; e
C5 de C. Vejamos qual a forma de um limite de D. Como um limite é uma flecha
universal do funtor diagonal A : C — C? a um diagrama D, que é um objeto de C?, entdo
consideramos um par ( L, A : A(L) — D). Isto significa que para qualquer objeto C' de C
e flecha a : A(C) — D em C? existe uma tnica flecha m : C' — L tal que

A(L)
= L
E A(m) i m
i ¢

A(C),
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Agora, considere a transformagao natural a. Como D e A(C') sdo funtores de P em

C, tem-se que, para os dois Uinicos elementos de P esta transformacao natural equivale a:

(03] Ol
¢ —— Cl V
ide - C
C —— CQ k&
(6%) C’Q

Onde C e (5 sao a imagem do funtor D em C. Note que isto é um cone ou uma solugao
esquerda. Os cones do digrama de formato P tem uma peculiaridade que é: como P é
uma categoria com apenas dois objetos e nenhuma flecha entre eles, entao existe flecha
entre (' e Cy em C, na perspectiva do diagrama D, ao menos, para que o triangulo
comute. Relembrando a definicao de cone, vé-se que este é apenas um caso especial onde
nao existe nenhuma flecha nao trivial na categoria que dé o formato do diagrama. Assim,
nao ha condic¢ao de comutagao nos cones de D.

Continuando com a universalidade, entao, tem-se que um limite de D é um cone:

Ch

tal que, para todo outro cone (C,a) de D, existe uma flecha m : C — L, tal que o

diagrama abaixo comute:

o (%)

C
|
m
l
L

A1 A2

Cl<

Repare a semelhanca deste diagrama com aquele descrevendo o produto cartesiano de
conjuntos ou o produto de categorias. O objeto limite, L, de D é chamado de produto
e, seguindo a notacdo, escrito como L = C7 x Cy. As fungdes \; e Ay sdo chamadas
de projegbes. Se considerarmos um P-diagrama em Set, obtemos exatamente o produto

cartesiano: trocando a notacao um pouco, tem-se:
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2N

A(—AXB—)B

Fica estabelecido, entao, em que sentido o produto cartesiano de conjuntos é universal.
Ele corresponde a um limite para diagramas do formato P em Set. Do mesmo jeito,
trocando a categoria C, obtemos o conceito de produto de espacos topoldgicos, produto
de grupos e assim por diante. Tais produtos geralmente sao chamados produtos diretos.
Lembramos, no entanto, que solugoes esquerdas nao necessariamente existem, entao nem
toda categoria possui produtos ou ainda, em uma dada categoria apenas certos pares de
objetos podem possuir produtos.

Além da universalidade, afirmamos também que o produto cartesiano em Set é natural

e, como vimos no comego, de fato existe uma bijecao
[C,Ax B]=[(C,C), (A B)]=[C,A] x [C,B].

A existéncia e naturalidade desta bijecao é garantida pelo seguinte lema que apresentamos

sem prova [38]:

Proposi¢ao 3.6: Para um funtor ' : D — C, um par (U,u : C'— F(U)) ¢ universal
de C' a F se, somente se a flecha que envia f : U — D, para D € D na flecha
F(f)ou:C — F(D), isto é, a flecha

(f:U—>D> - (F(f)ou:C—>F(D)>
estabelece um isomorfismo
D[U, D] = C[C, F(D)].

Este isomorfismo é natural. Por outro lado, dados U € D e C € C, qualquer isomor-
fismo natural deste tipo é determinado por uma unica flecha u : C' — F(U) tal que

(U,u) é uma flecha universal de C' a F.

Note que a proposicao trata de flechas de C' a F', porém limites sao flechas de F' a C.
Assim, consideramos a proposicao dual, aquela com as flechas invertidas. Como no caso
de Set, o produto é um par ( P,7), o funtor é o funtor diagonal A : Set — Set® e 0 objeto

C é o P-diagrama, D. De modo que o resultado da proposi¢ao fornece um isomorfismo
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natural entre:
[—, P] : Set — Set

[A(=), D] : Set — Set.

Note que estes funtores sao funtores hom em Set. Além disso, como o P-diagrama D é um
funtor P — Set que simplesmente seleciona dois objetos de Set, escrevemos D = ( A, B).

Como P é o objeto limite de D, P = A x B, de modo que o isomorfismo é
(= Ax Bl = [A(=), (4, B)]
ou ainda, para um dado objeto C"
[C,Ax Bl =[A(C),(A,B)]=[(C,C), (A, B) =[C,A] x [C, B].

Lembre-se que como [—, P] e [A(—), D] sao funtores, eles também atuam sobre flechas em
Set. Nos restringirmos a escrever apenas a acao destes funtores em objetos pois a notagao,
[—, P], nos parece propria para tratar de objetos mas pode gerar confusoes quando usada
para flechas, apesar desta ser a notagao usual para funtores hom.

Por fim, o iltimo tépico sobre produtos é que eles sdo tinicos a menos de isomorfismos.
Para mostrar isto, considere dois produtos, P e S em uma categoria C. Denotamos suas

projecoes por m; € 0;, 1 = 1,2, respectivamente. Tem-se:
P S
Yp) 09
T 01
Ch Cs.

Note que o produto é um corresponde a uma solucao esquerda que é universal. A con-
dicdo de universalidade garante que para qualquer outra solucao esquerda, exista uma
unica flecha mediadora que faz o cone comutar. Em particular, tomando a outra solugao

esquerda como o outro produto, tem-se:

01 09

S
|
m
l
P

™ 2

014

Este diagrama fornece as condigoes

ToOM =09 € T10Mm=—0].
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Do mesmo modo, trocando P e S de lugar, tem-se uma flecha mediadora n tal que
020N =Ty € 010N =T].
Isto implica que

(cg0on)om =0y = 030 (nom) =0y

(cion)om =0, = o10(nom) = o;.

Agora, note que a flecha n o m é uma flecha de S — S que faz o diagrama de produto

S

01 | 09
nom

l

01< S >OQ

01 02

comutar, ou seja, ¢ uma flecha mediadora e é inica. Como a flecha identidade idg também
faz este diagrama comutar, tem-se n o m = idg. Um argumento analogo, substituindo
agora o segundo par de equagoes na primeira, mostra que m on = idp. Logo as flechas
m e n formam um par de flechas inversas e os dois produtos P e S sao isomorfos.

Por este motivo entdao podemos falar d’O produto cartesiano, d’O produto direto de
grupos, d’O produto de espagos topoldgicos e assim por diante. Note, por exemplo que
para dois conjuntos A e B, existem dois produtos possiveis B x A e A X B, no entanto
existe um isomorfismo entre eles dado por (b,a) — (a,b).

Por dltimo existe o conceito dual ao de produto, chamado coproduto. Ele é obtido
invertendo-se todas as flechas em diagramas de produto e possui propriedades similares
ao produto no aspecto categérico. Isto é, a proposicao 3.6 também se aplica, desta vez a
propria, nao sua dual, e o coproduto também é tinico a menos de isomorfismos. Ele é o
colimite do P-diagrama D. Quando o produto é escrito C; x C5, o coproduto geralmente
é denotado por (' + (5, mas as vezes também denotam-se cada um por C, M Cs e Cy LICh

respectivamente. Um diagrama para o coproduto C7 U Cy é:

2N

Cl EEE— 01 |_|CQ — 02
21 22

As flechas 7 e i3 que sao as duais das projecoes sao chamadas de inclusdes can6nicas

ou insergoes ou injecoes. Este ultimo nao ¢ um bom nome pois evoca a ideia de que
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correspondem a fungoes injetivas, o que nao é necessariamente o caso. Um exemplo de
coproduto é a unidao disjunta em Set. A unido disjunta de dois conjunto A e B é obtida
marcando-se cada elemento segundo o conjunto a qual pertence. Definimos as inclusoes
1:A—AUBeiy: B— AUB por

ar (a,1) e b (b,2)

respectivamente. A unido disjunta entao é dada pela uniao das imagens destas inclusoes,
isto é

AuB={(a,1)lac A}U{(b,2)|be B}.

No capitulo 2 encontramos a uniao disjunto durante a construgao do fibrado na quanti-
zagao de anyons, secao 2.3.1. Além de Set, outro exemplo de coproduto é a soma direta
de grupos abelianos. Por fim, pode-se ter uma situagao onde o mesmo objeto, P, é tanto
o produto quando o coproduto de um par de objetos, A e B, neste caso, P é chamado de
biproduto e geralmente representado por A @ B. Nos depararemos com biprodutos na

descricao de anyons.

3.4.72 - Equalizador e coequalizador

Equalizadores e coequalizadores sao outro tipo de limite e colimite, respectivamente,
em uma categoria C. Assim, sua construcao é bastante similar a de produtos e coprodutos,
apenas alteramos o formato do diagrama em C. Para equalizadores e coequalizadores, o

diagrama é um funtor de E — C onde o grafo subjacente de E é

[ ] [
—

Deste modo, repetimos o processo que realizamos para o produto. Um E-diagrama é
um funtor D : E — C e um equalizador é uma flecha universal ( E,e : A(E) — D) do
funtor diagonal A : C — C® para o objeto D. Ou seja, para cada objeto C' € C e flecha,

a: A(C) — D, existe uma tnica flecha m : C' — E tal que o diagrama abaixo comute:

A(E)
/ A E
D EA(m) Em
N :

A(C)7

Note que como o produto, a forma do diagrama do equalizador também sé possui
dois elementos, ou seja, um F-diagrama seleciona dois elementos da categoria C. Dife-
rentemente do produto, no entanto, agora existem flechas entre estes dois elementos. A

transformacao natural o do diagrama acima produz o seguinte cone do F-diagrama D:
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(0%} Cl
C— 0 V
ide gllf ‘ C gllf
C _ 02 k ~N-
Q2 Cs.

Nomeamos as duas flechas entre os elementos C; e Cy f e g por conveniéncia. Estas
flechas sao a imagem, sob D das duas flechas nao triviais de E. Note que a condi¢ao de

comutagao deste cone implica que
foar=ay=goaq.

Dizemos que a flecha aq torna igual ou equaliza as flechas f e g. Deste modo, um cone
de um F-diagrama geralmente é apresentado como um diagrama abaixo, ja que a flecha

ag ¢ igual as duas compostas.

f

CLQ:;CQ.
g

onde « é a flecha que equaliza o par f, g.
A condicao de universalidade entdo diz que um equalizador é um par ( E,€), onde €

é uma flecha que equaliza f e g, tal que, para cada par (C,«) que equaliza f e g, existe

uma flecha mediadora m : C' = E que faz o diagrama abaixo comutar.

f
E—" o ——=0
T g

m |
! «
C

Duas propriedades importantes de equalizadores sao as seguintes: todo equalizador é
uma flecha monica e todo equalizador é inico a menos de isomorfismos, tal como produtos
e coprodutos. Para provar a primeira destas propriedades, primeiro note que a comutacao
do diagrama acima implica que

eEom = «.

Assim, supomos que € o hy = € o hy, para hy,he : C — E. Como € é um equalizador,

tem-se, em particular, o seguinte diagrama:
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/
E—" 50—
g
hy
€ohy
C

que implica que
fo(eohy)=(fo€)ohy=(go€e)oh; =go(eohy)
ou seja, € o hy equaliza o par f e g. Ou seja, existe uma Unica flecha m : C' — E tal que
eom = €0 hy.

Pela unicidade de m, tem-se m = h;. Do mesmo modo, € o hy equaliza f e g, logo temos

uma tunica flecha n : C — F tal que
eon =e€eohy
de modo que hy = m =n = hy. Logo
eohy =¢cohy =— h; = hs.

Para demonstrar a segunda propriedade, considere um par de equalizadores, ( E,€) e

(F, f) das flechas f,g: C7 — C5, como ilustrado no diagrama a seguir:

E
€
\ f
O — O
9
r f

Pela defini¢ao, para qualquer flecha « : C' — C} que equaliza o par f, g, existem flechas
m:C — Een:(C — F, Unicas, tais que eom = a e fon = a. Como ambas € e f

equalizam f e g, em particular existem m : F' — E tal que o diagrama abaixo comute.
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Ou seja, tem-se que eom = f. Do mesmo modo, existe flechan : F — F tal que fon =e.

Substituindo-se a tltima equacao na primeira, obtém-se:

(fon)om= fo(nom)=f.

Como f é uma flecha de um equalizador, tem-se que n o m = idp pois ja que f equaliza
f e g, existe uma flecha m’ : F — F| tnica, tal que fom/ = f. Como a identidade
em [ satisfaz esta relacdao, tem-se idg = m’ = n om. Do mesmo modo obtém-se que
mon =idg, logo m e n sdo um par de flechas inversas e F' e E sdo isomorfos.

A no¢ao dual de um equalizador é um coequalizador, uma flecha universal ( K,k : D —

A(K)) do E-diagrama D para o funtor diagonal A. Um cocone de D esta representado

o

C gllf

k 34

Cs.

no diagrama que comuta a seguir.

Ch

Assim como no caso do equalizador, simplificamos este diagrama como

f

C, X C,— C.
g
Novamente, dizemos que « torna igual o par f,g. Também diremos que o coequaliza o
par f,g. Um coequalizador entdo é o par ( K, r) tal que para cada flecha o : Cy — C

que coequaliza o par f, g, existe uma tnica flecha m : K — C' tal que o diagrama abaixo

comute.
! K
C,——C,—— > K
9 e
m
a! !
C.

Sendo o dual do equalizador, o coequalizador também possui propriedades similares. Em
particular, assim como o equalizador ele é inico a menos de isomorfismos e toda flecha
de um coequalizador é uma flecha épica.

Por fim, vejamos dois exemplos, o equalizador e o coequalizador em Set. O equalizador

em Set é bastante simples. Sejam f,g: A — B fungoes e S o conjunto dado por

S={acAlf(a)=ga}.
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Isto é, o conjunto de elementos nos quais f e g concordam. A inser¢ao
1
S— A

é o equalizador de f, g. Para ver isto, suponha que h : X — A equalize f e g. Neste caso,

tem-se, para todo x € X:

f(W(z)) = (f o h)(x) = (g0 h)(x) = g(h(x))

de modo que h(x) € S para todo z € X. Assim, a funcio m : X — S dada por

m(z) = h(z) é a flecha mediadora requerida. Diagramaticamente, tem-se:

; f
S%A:;B.
T g

m |
i h
X

O coequalizador em Set é um pouco mais complicado. Para isto precisamos da seguinte
construcao preliminar. Seja S um conjunto arbitrario e ~ uma relacao de equivaléncia
em S. Esta relagao particiona em S em suas classes de equivaléncia [s]. Representamos o
conjunto de todas tais classes por S/~ e a sobreje¢do canonica s — [s] por o : S — S/~.

Agora, considere uma funcao

h
S —— X.

O nucleo de h ¢é a relagdo ~ em S dada por
S1 R S <—— h(Sl) = h(Sg)

para s, so € S. Esta relacdo é, trivialmente, uma relacao de equivaléncia em S.

Agora, suponha que = inclua ~, isto é:
S1~ S = h(s1) = h(sg)
para s, S9 € S. Sob estas condigoes existe um tridngulo comutativo
o
S —— S/~

h*



143
para alguma funcdo tnica h”. Esta funcdo é dada por
h([s]) = s

para algum s € S. Ndo provaremos aqui a existéncia e unicidade de A* no entanto.
Prosseguindo, para formar um equalizador, entdo, usamos a construgdo acima. Sejam

f,g9: A— B um par de func¢oes e ~ uma relacdo em B dada por
by ~ by <= Jac€ A b = f(a) Nby = g(a)

para by,by € B e seja ~ a relacao de equivaléncia em B gerada por ~-. Esta relacao nao
é simples de se descrever, porém isto nao importa. Usando a construcao anterior, tem-se

que a sobrejecao canonica

B—2 B/~

¢é o coequalizador de f, g, pois o diagrama abaixo comuta.

f
A——=B " B/~
g
h*
h
X

Note que a condicao de que o niicleo de h contenha ~ garante, exatamente que h coequaliza

feg.
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Capitulo 4
Sobre anyons e categorias

O capitulo anterior tratou exclusivamente de categorias, sem nenhuma mencao a
anyons. Neste capitulo, finalmente, juntaremos as duas coisas para tratar de anyons
usando categorias. Antes de comecgarmos, dois comentarios sdo necessarios. Primeiro, es-
colhemos fazer o capitulo anterior como esta porque achamos necessario incluir exemplos
para auxiliar no entendimento e tentar situar onde teoria de categorias esta em relacao ao
resto da matematica. Fizemos isto porque usualmente, estudantes de fisica, para quem
este trabalho é voltado, nao costumam ter contato com teoria de categorias em geral,
especialmente dado que este trabalho visa ser uma introdugao ao assunto de anyons e sua
descricao via categorias. Deste modo, tivéssemos apenas colocado as defini¢oes e pouca
ou nenhuma discussao, sentimos que estariamos contrariando os objetivos do trabalho.

Segundo, o capitulo anterior nao é de nenhuma maneira exaustivo sobre teoria de cate-
gorias apesar de cobrir quase todos os conceitos principais da teoria basica. Em particular
isto significa que ele nao fornece prontamente todos os conceitos necessarios para a des-
cricdo de anyons. Assim, neste capitulo introduziremos mais conceitos categoriais, porém
o faremos de modo subordinado a descricdo de anyons. Pode-se pensar a discussao que
serd feita aqui como analoga a apresentacao de espacos de Hilbert em cursos de mecanica
quantica. A definicdo formal de espacos de Hilbert, em particular o espaco das fungoes
quadrado integraveis requer uma quantidade razoavel de conhecimento usualmente além
do esperado de estudantes no primeiro curso de mecanica quantica. No entanto, apenas
sabendo o que sao espagos vetoriais e a nocao de produto interno é possivel ter uma
ideia bastante boa e suficiente para o que se segue. A situagdo é andloga aqui. Todos os
conceitos apresentados podem ser obtidos a partir daqueles no capitulo anterior, porém,
agora, torna-se mais vantajoso apresenta-los concorrentemente ao seu uso na descricao de
anyons.

Antes de comegarmos, discutamos um pouco sobre o comportamento de anyons e o
que é necessario para formaliza-lo matematicamente. A primeira coisa a se notar é que
existem diferentes tipos de anyons, isto é, anyons com diferentes pardmetros estatisticos
ou cargas, como diremos neste capitulo. Assim, uma descri¢do de anyons deve ser capaz
de acomodar diversos objetos distintos. Devido a possibilidade de fusdao, um sistema

anyonico dificilmente conterd apenas um tipo de anyon. Como a palavra objeto sugere,
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categorias sao adequadas para isto. Além disto, o trancamento de anyons é parte crucial
da fisica destas particulas e, como vimos, apesar de corresponderem a loops no espago de
configuragoes, o resultado fisico ndo necessariamente permanece inalterado. Isto sugere
que precisamos de uma nocao de igualdade “mais fraca”. Em particular, é conveniente
falar de objetos isomérficos mas que nao sao necessariamente iguais, outro ponto forte de
teoria de categorias.

Além disto, uma descricao de anyons deve capturar tanto o aspecto cinematico, isto
é, o trancamento de anyons, quanto o aspecto dindmico, que requer conectar o primeiro
com as regras usuais da mecanica quantica. Formalizar o aspecto cinematico requer uma
estrutura algébrica capaz de capturar as cargas de anyons, suas regras de fusdo e suas
trajetorias em 2 + 1 dimensoes. No capitulo 2, desenvolvemos o assunto até chegar ao
grupo de trangas para descrever estas particulas. No entanto, se olharmos com atencao,
veremos que o grupo de trancgas corresponde a uma descricao parcial devido a existéncia
de regras de fusao.

Considerando o exemplo que usamos para introduzir a fusao de anyons, lembre-se que
naquele caso em particular, trancar um anyon de estatistica ou carga 6 ao redor de dois
outros de mesma carga corresponde a trancar o primeiro ao redor de um anyon de carga
46 e entao rotacionar o anyon de carga 46 por um angulo de 7. O fato de podermos
falar em rotacionar um anyon ao redor de si mesmo sugere que ele é um objeto extenso
e, deste modo, o grupo de trangas como esta nao é suficiente, pois ele trata apenas de
trancas em fios que correspondem as linhas de mundo das particulas. Para capturar a
rotacao devemos falar de “fitas de mundo”, basicamente extendendo as linhas de mundo
de modo que possamos torce-las para capturar o grau de liberdade extra.

Pode parecer estranho considerar que todos os anyons sao objetos extensos a partir
deste argumento, mas lembre-se também que o mundo em que vivemos ¢é tridimensional.
Isto significa que, até onde sabemos, anyons s6 podem ser obtidos como particulas emer-
gentes em sistemas de muitas particulas. Em outras palavras, s6 podem ser obtidos como
modos coletivos, de modo que ¢é bastante razoavel considerar que sdao objetos extensos.
O argumento fica mais plausivel quando levamos em conta a natureza topoldgica destas
particulas. As propriedades de um dado conjunto de anyons dependem das propriedades
topologicas globais do sistema em questao.

Dividiremos este capitulo em diversas se¢oes menores, cada uma abordando um as-
pecto da descri¢ao formal de anyons e ao fim trataremos de um modelo anyonico especifico
como exemplo. Este capitulo é fundamentado principalmente nos trabalhos de Pananga-
den e Paquette [40] e Blass e Gurevich [42]. Curiosamente a ordem em que estes trabalhos
construiram a descricao categoria de anyons ¢ inversa. Nos ateremos mais a abordagem
de Blass e Gurevich. Pananganden e Paquette, no entanto fornecem um resumo muito
util dos componentes da descri¢gao categorial de anyons.

A descricao categoria de anyons requer:
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o Um sistema de rétulos ou tipos para capturar a no¢ao de carga anyonica.

e Um modo de expressar a composicao de anyons, isto é, o anyon obtido através
de uma fusdo. Isto induz uma nog¢ao de produto na categoria pois obtemos um
novo objeto a partir de outros. A categoria resultante possui uma estrutura dita

monoidal.

o Uma estrutura que capture as linhas de mundo de um sistema de anyons, repre-
sentadas pelo grupo de trancas. Assim, nossa categoria monoidal deve ter uma

estrutura de trancgas.

o Uma nocgao de carga conjugada, isto é, uma carga A* tal que a fusdo de um anyon
de carga A com um de carga A* resulte na carga trivial, 1. Isto induz uma estrutura

que chamamos de estrutura rigida na categoria.

o Uma nogado capaz de capturar o fato de anyons sao objetos estendidos, como dis-
cutido é linhas de mundo ndo sdo suficientes para capturar seus movimentos, é
necessario usar fitas. A descrigao algébrica disto foi dada muito antes de matema-

ticos estarem cientes de anyons e fornece uma estrutura de fita para a categoria.

e Uma estrutura que descreva as regras de fusao e que insira todo este formalismo
algébrico no contexto de espagos de Hilbert. Isto é obtido com uma estrutura

semissimples.

Antes de prosseguirmos um comentario sobre a ideia de carga conjugada. Tratar a
estatistica de um anyon como uma espécie de carga ¢ uma ideia que surge no tratamento
via teoria topoldgica de campos [15]. A origem da relacdo de estatistica com o conceito
de carga remonta a opg¢ao que nao seguimos no processo de quantizacdo de anyons —
escolher nao anular o potencial de calibre e o tensor F. Ao usar a analogia entre estes
dois objetos com o potencial vetor e o campo eletromagnético, é possivel obter-se uma
descricao de anyons como compésitos de particulas e tubos de fluxo magnético. Esta
descricao ¢, mais propriamente, uma descri¢do sobre como obter anyons fisicamente do
que uma descrigao sobre o conceito de anyons e é devida a Wilczek [4].

Nesta abordagem de Wilczek e posteriormente via teoria topolégica de campos relaciona-
se a estatistica da particula com o quanta de fluxo magnético envolvido pelo tubo de fluxo
que, por sua vez, depende da carga elétrica da particula que forma o compoésito com o
tubo de fluxo. Desta relagao, entao, surge uma ideia de conservacao da carga topoldgica
de anyons ja que ela esta relacionada, em tultima instancia, a uma carga elétrica. Esta
discussao nao é trivial e passa por questdoes como fracionalizacdo da carga elétrica, por
exemplo. De todo modo, a apresentamos superficialmente aqui apenas para contextualizar

a ideia de carga conjugada, até agora ausente.
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Por fim, para entender a necessidade destas estruturas precisamos revisitar as regras
de fusao de anyons e estuda-las com mais detalhes. Partimos das informagoes definidoras
que fornecemos no capitulo 2. Dado um sistema com particulas anyonicas, podemos fundir
duas destas particulas de modo a obter uma particula cujo comportamento estatistico é,
de alguma forma, derivado do comportamento estatistico das duas particulas originais.
No caso de anyons abelianos, a fusao acarreta simplesmente em um novo anyon que possui
estatistica obtida de um modo simples a partir da estatistica dos anyons originais. Por
exemplo, a fusdo de dois anyons 6 gera um anyon de estatistica igual a 4. Em geral [15],

para um modelo com anyons abelianos de estatistica 6 é:
n?0 @ k*0 = (n + k)%0

com a limitacao que n?60, k0, (n + k)?0 € [0,27] e n,k € Z. Assim, n = 1 corresponde a
um unico anyon, n = 2 ao anyon obtido pela fusao de dois de estatistica 6 e assim por
diante.

O caso de anyons nao abelianos é mais complexo. Além disto, a literatura sobre este
tipo de anyons tratados em termos de mecanica quantica basica aparenta ser escassa,
beirando ao inexistente, apesar de ser, em principio, possivel como segure Lerda [26]. Por
isto, a discussao a seguir deve ser entendida mais como uma analise heuristica para enten-
der o conceito do que uma descrigao propria e formal. Isto se da, inclusive, pela questao de
que anyons s6 podem existir em nosso mundo tridimensional como particulas emergentes.
Usar mecanica quantica basica para estuda-los é um modo 1til e relativamente simples
de entender as propriedades fundamentais deste tipo de particulas mas é inadequado se
pretendemos falar de qualquer aplicacio real.

Partimos entao da discussao final do capitulo 2. Segundo Nayak et al. [15], anyons
nao abelianos sdao aqueles onde uma permutacao transforma a funcao de onda segundo
uma representagao nao unidimensional, isto é representagoes de dimensao maior ou igual a
dois, do grupo de trangas. Isto estd de acordo com a afirmacao de Lerda [26] de que: ao se
considerar fungoes de onda multidimensionais, é possivel obter anyons que se transformam
segundo representagoes de dimensoes superiores do grupo de trangas quando permutados.
O diferente sobre estes anyons, segundo Blass e Gurevich [42] é que os elementos do espago
de Hilbert que descreve este sistema nao representam configuragoes em si, mas sim modos
distintos em que pode-se fundir anyons de modo a obter uma dada configuracao.

Podemos comecgar a entender isto através do seguinte raciocinio. Suponha que no
processo de quantizacao que realizemos na secao 2.3.1, os espacos h, tivessem dimensao
maior que um. Neste caso a cada configuragdo ¢ corresponderia um espago vetorial de
dimensao n > 1 e seriam todas degeneradas. Supomos entao, em alinhamento com Lerda,
que o procedimento de quantizacao restante resultaria em fungoes de onda que evoluem

segundo uma representacao n-dimensional do grupo de trangas. Repare, no entanto que
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cada subespaco corresponde a uma tinica configuracao c. Em analogia com a representacao
da posicao, seria como se a cada autoket |z ) correspondesse um subespago degenerado.
Mas, se todos os vetores neste espaco representam uma particula na mesma configuragao
¢ — em analogia |c) —, entdo o que representam os graus de liberdade deste espago?
Seguindo a afirmacao de Blass e Gurevich, devemos concluir que estdo relacionados
a fusdo de anyons. Exceto por permutagoes, nao podemos mover os anyons, pois pas-
sarfamos de uma configuracao a outra. Lembre-se: uma configuracao ¢ guarda consigo
a posicao relativa dos anyons, se esta posicao mudar por meio de uma transformacao
que nao ¢ uma permutacao passamos a outra configuracao e, portanto, outro subespaco.
Assim, uma possibilidade é encarar estes graus de liberdade como modos distintos de
caracterizar este conjunto de anyons, em outras palavras, modos distintos de considerar
a fusdo. Para tornar as coisas um pouco mais palpaveis, fornecemos um exemplo.
Anyons de Fibonacci, sdo um modelo particular de anyons que estudaremos formal-
mente ao fim deste capitulo. O modelo consiste em um anyon nao abeliano de tipo T e o

anyon de estatistica trivial, 1. As regras de fusao deste modelo sao:

TRT=T&1;
TR1=1T=T;
1®1=1.

Considere entao um sistema de trés anyons, 7 do tipo 7. Como discutido, anteriormente,
a fusao destes anyons nao significa a formacao de uma nova particula a partir das antigas,
em particular, o sistema sempre tera os trés anyons 7. No entanto, as regras de fusao nos

dizem que um sistema de trés anyons do tipo 7 é dado por
TOTRT=Te&(Tel)=(TeT)e(Tel)=Tel+T=2T &1

No fim, este sistema corresponde a aquele com um tnico anyon de tipo 7 ou de tipo 1.
No entanto existem dois modos distintos de ver a fusao deste sistema como um anyon de
tipo 7. O primeiro processo de fusao pode ter resultado em 1 ou o primeiro pode ter
resultado em T e o segundo em 7. E a este espaco de possibilidades que corresponde o
espaco de Hilbert de anyons nao abelianos.

Note que a fusdo de anyons nao abelianos possui semelhancas formais com a combina-
¢ao de momento angular de duas particulas. Neste sentido a estatistica ou tipo ou carga
dos anyons pode ser pensado como um numero quéantico similar ao spin, por exemplo.
Quando duas particulas sdo combinadas, o momento angular da particula resultante é
transformado segundo o produto tensorial das representagoes de SU(2). Este produto nao
necessariamente é irredutivel, e é necessario, entao, decompo6-lo em uma soma de repre-

sentagoes irredutiveis. Assim, se combinarmos uma particula de spin j e outra de spin
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k, obtém-se um sistema que pode estar em um estado de spin qualquer entre |j — k| e
j + k. Por exemplo, “fundir” duas particulas de spin meio pode gerar uma particula de

spin zero ou uma particula de spin um. Formalmente poderiamos escrever o seguinte:
JK=J-K&---aJ +K.

Entenda a palavra formalmente aqui como simbolicamente e nao “de modo rigoroso”.
Na expressao acima, J ® K é o operador spin para a nova particula composta e a operacao
@ simplesmente separa as possibilidades. A situacao é similar para anyons nao abelianos.

Se A e B sao tipos de anyons, tem-se
AB=A-B&---¢& A+ B.

onde A + B e os fatores intermedidrios sao anyons de um novo tipo. No caso do mo-
mento angular, as operagoes ® e & correspondem ao produto tensorial e soma direta de
representacoes. No caso de anyons, precisamos ainda formalizar estas operagoes de modo
que capturem todas as propriedades relevantes de anyons. Isto é o que faremos usando

categorias. Comecaremos pela operagao &.

4.1- Monoidalidade

A palavra monoidalidade é um neologismo que usaremos para nos referir a algo que
possui propriedades monoidais, isto é propriedades derivadas daquelas de um monoide.
Comecemos a definir precisamente o que isto significa. No inicio do capitulo 3, apresenta-
mos uma defini¢ao categorial de grupos e de monoides. Em termos de teoria de categorias,
a vantagem de defini¢oes deste tipo é que podemos tratar de grupos, monoides e outras
estruturas algébricas grandes, isto é, estruturas cuja cole¢do subjacente de elementos nao
forma um conjunto. No nosso caso nao precisamos nos preocupar muito com isto pois
uma das condigoes que imporemos sobre as categorias representando modelos anyonicos é
que possuam um numero finito de objetos sendo, consequentemente, pequenas o pelo me-
nos essencialmente pequenas — equivalentes a uma categoria pequena. Categorias ditas

monoidais surgiram para estudar monoides em categorias. Vejamos a definicao:

Defini¢gao 4.1: Uma categoria monoidal M, formalmente (M, ®, I, o, A, p) é uma
categoria M equipada com um bifuntor ® : B x B — B, um objeto I € B, um

isomorfismo natural o dado por

aapc: A® (BeC) = (A®B)®C
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tal que o diagrama

A® (B® (C® D))

idg ® QB,C,D QA B,C®D
A® ((B®C)®D) (A® B) ® (C® D)
A BoC,D QY A®B,C,D

aapc ®idp
(A (BeC)) @D » (A®B)®C)® D

comuta para todos os objetos A, B,C, D € M e mais dois isomorfismos naturais, A e
p dados por
)\AI®A2A e pAA®IgA

tais que o diagrama triangular abaixo comute para todos os objetos A, B € M:

QALB
A® (1® B) » (A®1)®@ B

ids ® A\p pa ®idp
A® B

Esta é uma definicdo um tanto extensa mas nao é complicada. Analisemos uma parte
de cada vez. Primeiro, notamos o bifuntor ®. Salientamos que o objeto A ® B nao é um
produto ou coproduto dos objetos A e B no sentido categorial. Meramente escolhemos
algum objeto de M e para ser a imagem do par ( A, B) sob ®. Para que A ® B fosse um
produto ou coproduto seria necessario que existissem flechas projecao ou inclusao e que
satisfizessem a propriedade de universalidade. Nao exigimos nada disto aqui. Salientamos
este ponto apenas porque até agora, todos os bifuntores apresentados estavam relacionados
a um produto ou coproduto em categorias, como o produto cartesiano ou a uniao disjunta.
O simbolo x na definicao do bifuntor representa a construcao da categoria produto.

O isomorfismo natural « traduz a associatividade da operacdo ®. Ao invés de exi-
girmos que os objetos A ® (B® C) e (A® B) ® C sejam iguais, exigimos apenas que
sejam isomorfos. Se trocassemos todos os isomorfismos por igualdades estritas, terfamos
uma categoria monoidal estrita. O primeiro diagrama, chamado de identidade pen-
tagonal ou diagrama pentagonal apenas estabelece as propriedades que se espera de

uma operagao associativa. Como A ® (B® C) = (A® B) ® C, esperamos que valha
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(A (B®C))®D = ((A® B)®(C)® D e similarmente para um objeto fora dos parén-
teses a esquerda. As flechas ay pc ®idp e ida ® apc p sdo obtidas pela funtorialidade
de ®.

Por fim, o objeto I faz o papel de identidade para a operagdo ® e assim como a
associatividade, exigimos que I® A e A ® I sejam apenas isomorfos a A, donde surgem os
isomorfismos naturais A e p. O diagrama triangular entao é meramente a compatibilidade
da identidade com a associatividade de ®: se A®1 = A esperamos que (A®1)®B = A®B
e similarmente para a identidade a esquerda.

De certo modo, assumimos que um monoide é a estrutura algébrica mais basica que
nos interessa. Grupos sao monoides onde cada elemento possui um inverso com respeito
a operacao de monoide, grupos abelianos sao grupos cuja operagao é comutativa, anéis
sao grupos abelianos em uma operagao e monoides em outra e ambas as operagoes sao
“compativeis” — distributividade — e assim por diante. Enfraquecer qualquer uma das
propriedades de monoide nao nos interessa. Sendo assim, categoriais monoidais sao a base
para obtermos categorias cujas colegoes de flechas possuem estrutura. Fazemos isto pelo
processo de enriquecimento. Uma categoria, C, é M-enriquecida quando para quaisquer
objetos A e B de C, a colegao de flechas [A, B] é um objeto de M. A operagdo ® entao
fornece uma composicao adequada de morfismos.

A estrutura extra das colegoes [A, B] existe se os objetos da categoria M-enriquecida,
C, possuem esta estrutura. Por exemplo, se forem monoides. Para elucidar isto, repetimos
aqui a definicao categorial de monoide usando a operacdo ® em M. Um objeto M é um
monoide em M se existem flechas x: M @ M — M en:1— M tais que

QN MM idy @ %
MIM) @M +— MR@(MM) — MM

* QR M *

M® M s M

N ® idyy idy ®n
IoM — MM +— M®I

A M PMm
M
comutam. A partir desta estrutura para um objeto M, adicionando mais condi¢des po-
demos definir M como um grupo, um anel, um espago vetorial e assim por diante.

Bem, como dissemos, o bifuntor ® serd a formalizacao da operagao ® para anyons, isto

é, da fusdo de anyons. As propriedades exibidas por ® em uma categoria monoidal sao



162

exatamente aquelas que esperamos da fusao de anyons. Em particular a ordenacao dos
parénteses ¢ de grande importancia. Para anyons nao abelianos, a ordem de fusao importa
porque, enquanto as representacoes unidimensionais e unitarias do grupo de trancas sao
necessariamente abelianas, as representacoes de ordem superior nao necessariamente o
sao. Assim, a fusdo A ® (B ® C) nao necessariamente ¢ igual a (A ® B) ® C para anyons
de tipo A, B e C. Mas ainda esperamos que estes objetos estejam relacionados de alguma
forma, donde entra o isomorfismo natural. Em particular veremos que esta relacao é
obtida a partir de trancamento dos anyons. Denotando por 2l — esta é a letra A no estilo

fraktur — a categoria de um sistema de anyons arbitrario, enunciamos o primeiro axioma:

Axioma1: A categoria 2l ¢ uma categoria monoidal.

Ainda tratando da monoidalidade de %I, podemos esperar que a relacdo que exista
entre A® (B®C) e (A® B) ®C seja obtida a partir de trancamentos, em particular,
que o isomorfismo ay p ¢ corresponda a algum trancamento de anyons. Se ® ¢ a fusao
de anyons entao podemos supor, também que seja comutativo. Isto é, que a exista um

isomorfismo natural

ARB=B®A.

Em particular este isomorfismo corresponderia precisamente a um gerador do grupo de
trangas, aquele que troca o anyon de tipo A com o de tipo B. A existéncia deste isomor-

fismo transformaria 2l exatamente no que é chamado de categoria modular trangada.

Definicdo 4.2: Uma categoria monoidal T é dita trangada se existe um isomorfismo
natural o dado por
oap: A®B=B®A

tal que o diagrama

OA,BeC
A (B®(C) ——— (B C)® A

(A®B)®C

OA,B & ldC idB &® OA,C

(B®A)®C’f> B® (A C)
Opac
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e o mesmo diagrama trocando-se o por 0! comutam para todo A, B,C € T e

pPA
ARl —— A

041

)

Aa
I®A

comute para todo A em T.

O segundo diagrama, chamado de identidade hexagonal ou diagrama hexagonal
corresponde a uma espécie de compatibilidade entre os isomorfismos ¢ e a. Como o
corresponde a comutatividade, este diagrama nos diz que se A ® B =2 B ® A entao
devemos ter (A® B)@ C = B (C® A) = (B® (C) ® A e assim por diante. Em
outras palavras, trocar os elementos de lugar com diversas configuragoes de parénteses
ainda produz objetos isomorfos. Similarmente, a o primeiro diagrama apenas nos diz
que 1 ® A =2 A® 1. Apesar disto, estes diagramas possuem uma interpretacdo mais
interessante do que simplesmente associatividade, especialmente porque exige-se que a
identidade hexagonal também valha para as flechas inversas 0 ~!. Podemos interpretar as
flechas o como trancas.

Para ver isto, considere que os objetos A, B sdo, por exemplo fios, alinhados da es-
querda para a direita. A operagdo ® poderia ser interpretada como colocando os fios
A e B lado a lado, por exemplo. Neste as flechas o corresponderiam precisamente aos
geradores do grupo de trancas, trocando A e B de lugar. Esta troca pode ser feita no
sentido horario ou anti-horario, se escolhermos o como correspondente a troca no sentido

anti-horério, entao o~}

corresponde ao sentido horario e vice-versa. Com esta interpre-
tacao, também, as flechas « corresponderiam a alguma tranca entre trés elementos. De
fato, esta interpretagdo é sustentada por um teorema devido a Joyal e Street [40, 38].
Este teorema diz que para cada isomorfismo construido a partir da composicao dos iso-
morfismos a, A, p e o, corresponde uma tranca e estes isomorfismos sao iguais se, somente
se suas trancas associadas sao iguais. Nao provaremos este teorema aqui pois acredita-
mos que nao ha muito a se ganhar nas tecnicalidades. Diremos apenas que é esperado
ja que a ideia de categoria trancada surgiu justamente como um modo de transportar ou
generalizar as propriedades da categoria de todos os grupos de trancas, Braid, para outras
categorias. Notamos que a categoria Braid é definida como a categoria cujos objetos sao
numeros naturais n e cujas flechas sdo as trancas em n fios, n — n. Assim, os isomorfis-
mos o fornecem uma estrutura de trangamento no sentido mais genuino a uma categoria

e entao enunciamos mais um axioma:
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Axioma 2: A categoria 2 ¢ uma categoria trancada.

Exigindo que 2 sera trancada conseguimos capturar quase toda a cinematica de
anyons. O unico aspecto que ausente é a extensao destas particulas. Como vimos, em
se tratando da fusdo de anyons, é possivel que eles adquiram uma fase devido a rotacoes
em torno de seu eixo o que corresponde a permutacoes dos anyons que compoem 0 anyon
resultante. Em outras palavras, anyons possuem um grau de liberdade a mais, equivalente
a serem particulas extensas e trangar suas linhas de mundo nao ¢ suficiente para capturar

toda a sua cinematica. Lidaremos com esta questao agora.

4.2 - Rigidez e extensao

Completar a descricdo cineméatica de anyons na categoria 2 exige que revisitemos as
regras de fusdo de anyons e exploremos um pouco mais este grau de liberdade extra que
eles possuem. A discussao que fizemos no final do capitulo 2, deixa a entender que este
grau de liberdade s6 existe para anyons que sdo obtidos a partir de fusdo. Além disso,
¢ questionavel até mesmo dizer que ¢ um grau de liberdade genuino de uma particula
porque a fusao de anyons nao necessariamente forma um estado ligado, é apenas um
agrupamento de anyons segundo suas distancias relativas. Estas questoes sao resolvidas
se considerarmos a abordagem de Wilczek [4] onde anyons sdo vistos como compésitos de
cargas e tubos de fluxo magnético. Neste caso o grau de liberdade extra é a posicao relativa
da carga ao tubo de fluxo e a fase resultante é proveniente do efeito Aharonov-Bohm.

Como discutimos, esta abordagem ¢é baseada na alternativa que nao tomamos no
processo de quantizacdo — ndo tomar o potencial de calibre como nulo. Apesar disto,
vejamos se podemos espremer mais informacgao da alternativa que tomamos. Para jus-
tificar a existéncia deste grau de liberdade extra para todos os anyons, nao s6 aqueles
resultantes de fusdo, partimos da seguinte observacao sobre anyons abelianos: como o
parametro estatistico é definido a menos de soma ou subtragdo de multiplos inteiros de
2w, fusoes progressivas de anyons de estatistica # acabam “dando a volta” e retornando ao
anyon inicial de estatistica §. Para ver isto, lembre-se que as regras de fusao para anyons

abelianos sao dadas por [15]:
n*0 @ k*0 = (n + k)%0

onde n e k sdo o nimero de anyons de tipo 6 que forma os anyons sendo fundidos.
Assim, escrevamos 6 = mw/m para algum inteiro positivo m. A condicao de m ser
inteiro é meramente conveniéncia, a principio, m € [1/2,00) j4 que 6 € [0,27]. Além

disto, supondo m par, temos que o resultado da fusdo de m — 1 anyons de estatistica 7/m
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é dado por

onde = é a identificacao de que 6 é definido a menos de soma de multiplos inteiros de 27 e
na ultima igualdade usamos o fato de m ser par. Um resultado analogo pode ser obtido se
m for impar, porém é necessaria a fusdo de 2m — 1 anyons. Assim, o anyon fundamental
do nosso sistema anyonico pode, ele préprio, ser obtido a partir de fusdes sucessivas de si
mesmo. Se este é o caso, ndao podemos realmente saber se estamos falando de um anyon
realmente fundamental, se é que isto existe, ou um anyon composto. Acreditamos ser
mais logico, entao, assumir que todos os anyons envolvidos sao compostos de modo que
todos possuem este grau de liberdade rotacional.

Mais interessante que isto, é que, ainda assumindo que m é par, temos:

Ou seja, o anyon trivial, 1 — que possui estatistica bosonica — também pode ser obtido
como uma fusao de anyons . Damos este nome ao anyon com estatistica bosonica pois ele
atua, em termos matematicas como a identidade para a operacao ® e em termos fisicos

como o vacuo do sistema, pois
1® k0 =FK0=FkK0x1.

Nesta expressao fica claro porque o anyon trivial corresponde a identidade e, em termos
fisicos, o associamos com o vacuo justamente porque ele corresponde a uma “tela em
branco”. E efetivamente como se nido houvesse nenhum anyon no sistema. Isto é inte-
ressante porque temos, entao que o vacuo do sistema na verdade é resultado da fusao e
portanto, necessariamente composto de anyons. Isto nos empurra de imediato a ideia do
mar de Dirac e indica que a descricao mais adequada para anyons ¢é realmente alguma
teoria de campos. Reservaremos esta discussao para o capitulo final, no entanto.

Se adotarmos, entao a visao do mar de Dirac e dissermos que o vacuo é um mar de
anyons, podemos entao obter a ideia de um anti-anyon, ou um anyon com a estatistica
oposta. Por defini¢ao, se a é um tipo de anyon de um dado tipo, entdo seu anti-anyon
seria um a* tal que

a®a" =1=ad" ®a.

No caso de anyons abelianos de estatistica § = 7/m, isto corresponde a exigéncia que
a =n?0, a* = k0 tal que (n + k)>r/m = 0. Em virtude das restrigdes sobre 0, n e k em
geral ndo possuem uma relacao tao simples quanto n = —k. Como vimos acima, se m for
par, (m — 1)?7/m é o anti-anyon de 7/m. Apesar disto a estatistica de (m — 1)%7/m é
equivalente & de m/m. Isto, inclusive, reforga todo o tratamento categorial em termos de

isomorfismos, pois mesmo que o anyon (m — 1)20 tenha a mesma estatistica que 6 eles
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evidentemente nao sdo iguais pois 6 nao ¢é seu préprio anti-anyon.

Como esta discussao revela, havia mais informacao a ser extraida da abordagem que
adotamos. Estas informagoes, inclusive, completam o que precisdvamos para terminar de
a parte cinematica da nossa descricao categorial. Daremos continuidade a esta descricao
agora, comecando com a rotacao de anyons. Linhas de mundo nao sado suficientes para
capturar este grau de liberdade porque sao unidimensionais, nao ha como torcer uma
linha, para capturar isto é necessario estender estas linhas para fitas. Deste modo a

rotacao de um anyon ao redor é representada por uma tor¢ao na fita.

Defini¢do 4.3: Uma torgao em uma categoria monoidal trancada, C é um isomorfismo

natural 6 dado pela familia de isomorfismos
0 A A— A

para cada objeto A € C tal que o diagrama

OB
ARB ———— A® B

04 ®0p OB,A

AR B — B® A
OA,B

comuta para todos os objetos A e B de C.

Para visualizar precisamente o que este diagrama significa é interessante introduzir
uma espécie de calculo grafico. Como as flechas correspondem a transformagoes de anyons,
associamos a cada flecha uma linha de mundo representando a evolucao temporal que ela
representa. Em particular, ja vimos que as flechas o estao associadas aos geradores do

grupo de tranca. O diagrama acima esta graficamente representando na figura 4.1 adiante.

0B,A T

OAB S Oasn
9A ® GB T/ T ‘

A B A®B

Figura 4.1: Representacao visual da tor¢ao 04p5.
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Com esta representacao, é possivel ver claramente que apesar de f45p5 ser uma flecha
de A® B em A ® B, claramente é distinta da flecha identidade e de algum elemento
do grupo de trancas. Ela representa uma rotacao completa dos anyons A e B um ao
redor do outro, essencialmente rotacionando o anyon A ® B por 27. Esta transformacao
nao é necessariamente a identidade porque os anyons constituintes adquirem uma fase
conforme suas estatisticas. Em particular, o caso da rotagdo de um tunico anyon, A,
pode ser obtido se considerarmos a tor¢do €41, isto é, rotacionar A em torno do anyon
trivial, 1. Equivalentemente, podemos pensar A como composto de outros anyons, como
discutido anteriormente. A primeira alternativa é, em geral, mais conveniente. Com isto,

exigimos, entao que 2 seja equipada com uma torg¢ao:
Axioma 3: A categoria 2l é equipada com uma torc¢ao.

O préximo passo é formalizar a nogao de anti-anyon. Para isto, estabelecemos uma

operagao de conjugacao, (—)*. Esta operagao é formalizada pelo conceito de objeto dual:

Defini¢do 4.4: Seja C é uma categoria monoidal e A um objeto de C. O dual de A é
um objeto A* € C junto com duas flechas iy : I - A® A* eey : A*® A — 1 tais que

1d g+ giy 14 ®idy
AR ——— A" ® (A AY) IA ——— (A A ) ® A
0 A*QI aAx A4 OIRA o@lA*’A
I A" +———— (A" ® A) x A%, ARl +—— AR (A*® A)
e & id g idgy ® eq

comutam. Uma categoria monoidal C é dita rigida se todo objeto possui um dual.

Essencialmente as flechas i e e representam a criacao e aniquilacao de um par anyon
anti-anyon, respectivamente. Lembre-se I é a identidade da operagao monoidal ®. A
criacdo e aniquilagdo de pares estd de acordo com a ideia do mar de Dirac para anyons.
Além disso, note que como definimos a fusdo de anyons é um processo reversivel. Anyons
sdo fundidos quando se aproximam de modo que sua distancia relativa é muito menor
que suas distancias a todos os outros anyons. Do mesmo modo, se afastarmos os anyons
podemos separd-los. Assim, se o vacuo é resultado da fusdo de varios anyons, a criagao
de pares consiste em separa um anyon e um anti-anyon do vacuo. O vacuo permanece
inalterado porque a fusao do par os aniquila, essencialmente como se a “estatistica total”
do sistema fosse conservada, como uma espécie de carga.

As flechas i e e nos permitem descrever (—)* como um funtor C — C. Note que dado

uma flecha f: A — B, podemos construir uma flecha f*: B* — A* como
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idB®iA id3*®f®idA* eB®idA*

B ——————— > B ®AQA) ———— (B®B) @ A" ———— A
onde implicitamente usamos que B* 2 I® B*, B*Q(ARA*) = (B*RA)RA* e IR A* = A.
Se quiséssemos ser explicitos, deveriamos compor os mapas acima com a flecha associadora
«, especificamente com sua inversa e com as flechas, ditas unitoras, A" e A\. Com esta

construgao, definimos o funtor contravariante: (—)* : C — C pelas atribuigoes

A > A%

(f:A—)B)  — (f*:B*—)A*).

Por fim, notamos que se C possui uma estrutura de trancas e de torcao, é possivel
compatibilizar as flechas 2 e e com o e 6. Isto é obtido exigindo-se que o seguinte diagrama
comute:

A
1l ——— AR A*

A idA®8A*

ARA — AR A*

A compatibilizacao da estrutura rigida com de trangas e as torgoes gera diversos resultados
sobre uma categoria [43], em particular, implica que (A*)* = A* = A naturalmente. Ou
seja, o dual do dual de um objeto A é isomorfo a A, isto é muito similar ao que vimos
sobre espacos vetoriais. Inclusive, categorias monoidais trancadas rigidas compativeis
com torgoes sao chamadas categorias de fita e geralmente sao definidas exigindo-se um
isomorfismo natural entre A** e A que satisfaz certas propriedades. As torgoes, entdo, sao
construidas em termos deste isomorfismo [40]. Apresentaremos uma defini¢ao equivalente,

partindo de torgoes [43]:

Definicao 4.5: Uma categoria F é chamada categoria de fita se é uma categoria
monoidal trangada com uma tor¢ao e que possui uma estrutura rigida, ( (—)*,,e)

compativel.
Isto nos leva ao nosso iltimo axioma tratando da parte cineméatica de anyons:

Axioma 4: A categoria 2 é uma categoria de fita.

4.3 - Semissimplicidade

A ultima parte que falta é tratar da questao dinamica de anyons, relacionando esta

descricao categorica com a descri¢gao usual da mecanica quantica que se utiliza de espagos
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de Hilbert. Esta conexao é feita por meio do conceito de semissimplicidade de uma

categoria. Relembrando a expressao formal para a fusdao de anyons temos:
AB=A-B&---& A+ B

onde os tipos de anyons A — B, A + B e intermedidrios sao “tipos irredutiveis”. Como
dissemos, isto é em analogia com o que acontece com o momento angular de particulas
compostas que nao necessariamente é dado por uma representacao irredutivel de SU(2)
e portanto é necesséario fatora-lo. A semissimplicidade captura precisamente esta ideia e
ainda nos fornece espacos vetoriais naturalmente.

Para falarmos de semissimplicidade, no entanto, é necessario passarmos por vAarios
conceitos preliminares, cada um acrescentando uma parte da solucao final. Por este
motivo, a discussao que segue sera tao extensa quanto a discussao apresentada até agora
neste capitulo ja que ¢é necessario discutir todos os conceitos intermediarios em algum
nivel de detalhe. Comecaremos por tratar de categorias ditas pré-aditivas e aditivas.
Estas categorias essencialmente nos fornecem a operacao @ da expressao acima. Depois
trataremos, sem muitos detalhes, de categorias pré-abelianas e abelianas e por fim, de

categorias semissimples.

4.3.1- Categorias aditivas

Comecamos com a defini¢do de categorias pré-aditivas:

Defini¢cao 4.6: Uma categoria A é dita pré-aditiva ou ab se para quaisquer pares de
objetos A, B € A, a colecao de flechas [A, B] é um grupo abeliano.

Chamamos atencao para o fato de que todas as colegoes [A, B] serem grupos abelianos
nao implica que a categoria A ¢é localmente pequena pois estes grupos nao necessaria-
mente S0 pequenos, isto é, a colecao de seus elementos nao necessariamente forma um
conjunto. Grupos que nao sao pequenos podem ser definidos de modo categorial como
feito no exemplo no inicio do capitulo 3. E instrutivo explorar um pouco mais sobre como
categorias pré-aditivas podem ser construidas.

Segundo Mac Lane [38], categorias deste tipo sdo construidas do seguinte modo: con-
sidere a categoria Ab de grupos abelianos nao necessariamente pequenos, uma categoria
pré-aditiva consiste em uma colecao de objetos, para cada par de objetos A, B, um grupo
abeliano A[A, B], para cada tripla de objetos A, B, C' um homomorfismo de grupos abe-
lianos

A[B,Cl® A[A, B] — A[A, (]

chamado de composigio e para cada objeto A, um homomorfismo Z — A[A, A] de modo
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a satisfazerem as propriedades associativa e de identidade para a composi¢ao. A operacao
® é o produto tensorial de grupos abelianos. A categoria Ab é uma categoria monoidal
e a construcao descrita acima corresponde exatamente a construcao de uma categoria
enriquecida sobre Ab. Relembramos o que mencionamos brevemente quando abordamos
categorias monoidais: uma categoria enriquecida ¢é tal que suas as flechas sao objetos de
categoria monoidal onde o bifuntor ® é usado para definir a composicao de flechas. Acima,
denotamos a colegao de flechas de A a B por A[A, B] para a evidenciar como objeto de
Ab, no que segue retomamos a notagao usual, [A, B].

No caso particular de categorias pré-aditivas, a composicao obtida a partir de um
produto tensorial é bilinear. Isto é, dados f, f' € [A, B] e g,¢' € [B,C], tem-se

(g+g)o(f+f)=gof+gof +gof+gof.

Além disso cada cole¢ao [A, B] possui um elemento zero — a unidade do grupo — escrito
0: A — B chamado de flecha zero. Note que flecha zero aqui nao corresponde a flecha
zero de uma categoria que possui um elemento nulo, é simplesmente o nome da flecha
correspondente a identidade do grupo. Note que a bilinearidade da composicao implica

que a composicao com uma flecha zero é, também, uma flecha zero:
goozgo(0+0) =go0+go0) = go0=0.

Notamos que a notagdo acima esta sobrecarregada pois usamos 0 para indicar a flecha
zero entre quaisquer dois elementos A e B e é necessario manter em mente a qual grupo
de flechas pertence 0.

Categorias pré-aditivas gozam da seguinte propriedade:

Proposicao 4.1: Se O ¢ um objeto de uma categoria pré-aditiva, A, entao as seguintes

propriedades sao equivalentes:

O ¢ inicial;

O ¢ final;

ido=0:0 — O;

[0,0] =0, onde 0 é o grupo trivial.

Prova: Se O é inicial, entao existe um tinico mapa O — O, logo idp = 0 e [0, O] = 0.
Se idp = 0 entao qualquer flecha f: A — O satisfaz

f=idpof=00f=0:A—0
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de modo que existe uma unica flecha, 0 de A — O e O é final. Por dualidade, se O
é final, O é inicial. Por fim, pelos axiomas de categoria se [O,O] = 0, tem-se que

0 = idp obrigatoriamente e, se idp = 0, supomos que exista f : O — O, assim
f=idpof=00f=0:0—0.

Ou seja, idp =0 = [0, 0] = 0. Isto completa a prova.
]

Note, em particular que este resultado implica que se A é pré-aditiva e possui um
elemento inicial ou final, ela possui um elemento zero, ja que o elemento inicial serd
também final e vice-versa. Se 0 é o elemento zero de A, entao as flechas tinicas A — 0 e
0 — B sao as flechas zero de [A,0] e [0, B], isto é, sao o elemento identidade do grupo.
Além disso, a flecha 0 : A — B obtida da composta destas duas flechas zero é tinica e é a
flecha zero — elemento identidade — de [A, BJ.

A préxima propriedade sobre categorias pré-aditivas e a que mais nos interessa trata
de biprodutos em A. Mencionamos brevemente biprodutos quando tratamos de produtos
e coprodutos, secao 3.4.1. Um biproduto ¢ um produto que também ¢é um coproduto, ou
seja, dados dois objetos A, B, seu biproduto é o objeto P equipado com flechas 7, 79, i1, io

como mostrado no diagrama abaixo:

i o
P.

Além disso, algumas condicoes devem ser satisfeitas pelas projecoes e inclusoes. Estas
propriedades essencialmente asseguram a compatibilidade entre o produto e o coproduto,
lembre-se que eles sdo definidos a menos de isomorfismos. A compatibilidade consiste es-
sencialmente em garantir que o qualquer produto de objetos A e B é isomorfo a qualquer
coproduto destes mesmos objetos. Existem multiplos modos de assegurar esta compatibi-
lidade [44], porém todos sao equivalentes. Apresentaremos a versao usada quando falamos
de categorias pré-aditivas e que foi a defini¢gao original de biproduto segundo Mac Lane
[38]:

WloilzidA; WQOiQZidB; i107T1+i207T2:idp. (41)

O isomorfismo entre o produto e o coproduto que assegura a existéncia do biproduto é
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0 que nos interessa aqui pois ele produz um modo de determinar flechas entre biprodutos
finitos, isto é, biprodutos de mais de dois objetos, por meio de uma matriz de flechas entre

cada um dos objetos. Isto nos serd muito util. Vejamos entao este resultado. Primeiro:

Proposigao 4.2: Se A é pré-aditiva, entao dois objetos A e B possuem um produto
em A se, somente se, possuem um coproduto em A. Alternativamente, dois objetos

possuem um produto ou coproduto se, somente se, possuem um biproduto.

Prova: Primeiro, suponha que dois objetos A e B possuam um biproduto. Entao,
pelo diagrama de biproduto
11 19
A 7 * P B

US| Uy

~

e pelas condigoes do biproduto, equagoes 4.1, tem-se:

7rloz'2:7rloidpoi2:7rlo(ilom—i—iQOWQ)oig
:7T10i107T10i2+7T10’i207T20i2
:idAO7T10i2+7T10iQOidB

:7T10i2+7T10i2

donde 71 045 = 0. Similarmente, 7 04y = 0. Agora, considere qualquer diagrama

A < C s B.
fi fa

A soma h=iy0 fi +iy0 fy: C'— P, satisfaz

7T10h:7T10(i10f1+i20f2>
=m o0 fi+moizo fo

=idao fi+00 fo=fi

e similarmente, 7 o h = f5. Por outro lado, dado h' : C' — P tal que m; o b/ = f;

para ¢ = 1,2 entao

W =idpoh' = (ilom—i-igom)oh
:i10W10h+7:207T20h

=410 fi+ig0 fo=h.

Ou seja, para qualquer objeto C' e flechas f; : C'— A e fy : C' — B existe uma tnica
flecha h : C — P tal que o diagrama



163

S
hi | f2
L h
A « P > B
1 T2
comute. Ou seja,
A < P > B
1 T2

de fato é um produto. O mapa h +— ( fi, fo) é um isomorfismo
C,P]=][C,Ale[C, B

onde @ ¢é a soma direta de grupos abelianos. A soma direta de grupos abelianos A
e B é o grupo A & B cujo conjunto subjacente é o produto cartesiano A x B e cuja

operacao de grupo é:
(a1,b1) - (az,b2) = (a1 * az, by * by)

onde x e * sdo as operacgoes de grupo de A e B respectivamente. A soma direta,
inclusive, é um exemplo de biproduto em Ab. Continuando, se, por outro lado,
tem-se um produto

A ¢ P s B

™ 2

por definicdo existe uma tunica flecha 7; : A — P com componentes m; 041 = idy e
mo01; = 0 e uma unica flecha i3 : B — P com componentes 701y = 0 e my0iy = idp.

Estas flechas sdo exatamente as flechas mediadores para os diagramas:

A B

id A idB

i1

A < P > B; A < P > B.

™ T2 US| Uy

Note que a existéncia das flechas zero decorre do fato de A ser pré-aditiva. Assim,

tem-se

710(i107T1+i207T2):7T107:107T2+7T101'207T2:7T1+0:7T1;

720(i107T1+i207T2):7T20i107T2+7T20i207T2:0+7TQ:7T2.
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Ou seja, 11 0m +ig07my : P — P ¢é a flecha tinica com componentes 7, e 7y e portanto,

pelas propriedades de produto, é a flecha identidade idp pois tem-se:

P

T Uy

idp

A < P s B.

m Uy

Por fim, as flechas my, 79,41 e 1o formam um diagrama de biproduto e satisfazem
as condicoes 4.1, logo, se dois objetos de A possuem um produto, eles possuem um
biproduto. Note, também, que as flechas i; e i, sao justamente as inclusoes de um

coproduto.
O

Assim como o produto e o copruduto, o biproduto de dois objetos é determinado a
menos de isomorfismos. Além disso, assim como o produto e o coproduto, ele define
um bifuntor em A quando existe para todos os pares de objetos A e B de A. Considere
uma categoria C onde todos os pares de objetos possuem um produto. Representando o
produto por X, esta operacao define um bifuntor de C x C — C, onde o simbolo x em

C x C se refere ao produto de categorias. Este bifuntor é dado por:

(A, B) » Ax B

<f:A—>A’,g:B—>B’>n—> (fxg:AxA’—>B><B’>.

Tem-se o seguinte diagrama que comuta:

Uy T2
A+—— AXxB — B

/ fxg g

Al — Al X B/ _— B/
! !
™ )

ou seja, a flecha f x ¢ satisfaz:

Wio(fxg):fom e Wéo(fxg):gom.

Similarmente, uma categoria C onde quaisquer pares de objetos possuem um coproduto

também define um bifuntor, LI : C x C — C por:
(A,B) » AUB

<f:A—>A’,g:B—>B’>|—> (fl_lg:AI_IA’—>BI_IB’).
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diagramaticamente, tem-se:

l 1
A—— S AUB«— B

f fuUg g

ou seja
(fug)oiy=iiof e (fUg)oir=1i40g.

Como o biproduto é simultaneamente um produto e um coproduto, em uma categoria
pré-aditiva — para que continuemos com a mesma defini¢ao de biproduto — onde todos os
pares de objetos possuem biproduto, representado por &, ele também define um bifuntor:

@ : C x C — C. Este bifuntor leva pares de objetos em seu biproduto
(A,B) > A® B

e leva pares de flechas entre objetos em flechas entre o biproduto destes objetos. No
entanto, como o biproduto é simultaneamente um produto e um coproduto, existem duas
possibilidades: podemos usar a atribuicdo de flechas do bifuntor x ou do bifuntor LI

Correspondendo as seguintes condigoes:

mo(f®g)=fom e who(fd®g)=gom

ou
(f@g)otr=iof e (f®g)oir=150g.

Pelas propriedades do biproduto ambas sao equivalentes. Para ver isto, considere as
equagoes 4.1 e Ty 0iy = 0 e my 047 = 0, que decorrem destas equagoes. Suponha que

definamos o bifuntor como o bifuntor produto, tem-se

(feg)oir=idagp o (f@g)oir= (om+iyom)o(f@g)oi
:illowio(f@g)oil—}—igowéo(f@g)oil
:i’lofoWloil+i’20go7r20i1

=idjofoidy+inogo0=ijof.

Do mesmo modo, (f @ g) oiy = i5 o g. Por outro lado, definindo-se o bifuntor & segundo
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o bifuntor do coproduto, tem-se:

W’IO(f@g) :7T/10(f@g)OidA@B:T{'/IO(f@g)O(’i107Tl+i207T2)
=mo(f@g)oirom +mio(fDg)oizom
=mjoij0 fom + ) 0iy0gom

:idA/OfOW1+OOgO7r2:fo7r1,

Similarmente, 75 o (f @ g) = g o me. Diagramaticamente isto corresponde ao diagrama
comutativo a seguir. Note que este diagrama representa, essencialmente uma transforma-
¢ao natural entre os bifuntores & definidos como o bifuntor produto, x e como o bifuntor
coproduto, L. Além disso, como a flechas que compoem a transformacao natural sao as
flechas identidade

idaes
A®B — "5 Ao B,

esta transformacao natural é um isomorfismo natural. Eis o diagrama:
fxg
ApB — A @B
idagn idagn

ApB — s Ao B,
fug

Com este resultado podemos falar apenas d’O bifuntor @. Agora, no inicio, dissemos
que a o briproduto é a propriedade que mais nos interessa ao tratar de semissimplicidade.
Isto se da porque o biproduto fornece uma espécie de cdlculo matricial para as flechas
da categoria. Calculo aqui no sentido de “calcular” nao no sentido de cédlculo diferencial
e integral. Para ver como isto surge, basta notar que, em vista do funtor biproduto,
uma flecha para ou de um biproduto é determinada inteiramente em termos de suas

componentes. Uma flecha

C —— AeB

é determinada por suas componentes

mof=fi e mof=/f

donde podemos escrevé-la como
f= (f 1 f2> .

Do mesmo modo, uma flecha
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9
AeB ——— D

é determinada por suas componentes

goily =g, € (goiy= g

- (2)

Agora, considere uma flecha entre dois biprodutos:

de modo que escrevemos

i io

Y . Y <> > —
™ 2

f f@yg g
i i

Cc——CeD"———D
o 5

a flecha f ® g é determinada por simultaneamente por suas componentes de produto e

coproduto. Pelo diagrama tem-se:

io(f@g)oz'lsz:A%C’
5 ( )oz’lzle:A—>D
mo(f®g)ois=fio: B—C
mho (f®g)ois=fo:B—D

Com este resultado, podemos escrever, por exemplo, a flecha identidade

idA@B :i107T1+i207T2

. id, 0 0 0 id, 0
ASB ( 0 o) (0 id3> < 0 idB>

Note que a composi¢do se comporta exatamente como um produto tensorial, o que

CcOo1mo

é esperado ja que é oriunda do produto tensorial de grupos abelianos. Apesar disso,
alertamos que nem todas as propriedades usuais encontradas no produto tensorial de
espacos vetoriais podem estar disponiveis pois estamos tratando do produto tensorial
apenas em grupos. Posteriormente, equiparemos estes grupos com uma multiplicagao por
escalar de modo a obter espacos vetoriais propriamente.

Por fim, ¢ possivel iterar o biproduto e definir biprodutos de um nimero arbitrario

de elementos. Lembrando da construcao do produto e do coproduto como limites, isto
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corresponde a considerar diagramas cujo grafo subjacente possui n elementos e apenas as
arestas identidade. Assim, dados C1,...,C, em uma categoria C que possui biproduto
para todos os pares de elementos, tem-se que o biproduto de n elementos é caracterizado
por diagramas

5 g

c D, C;

Ck

para j,k=1,2,...,n e equagoes

ilom—i-”-—i-inown:id@jcj

e
. 0 se k # J;
Tk 01 = O =
idg, sek=j.
Além disso, dados Dy, D, ..., D,, em C, existe um isomorfismo [38]
Do Oof=Dlen
J k J.k

onde o ultimo simbolo & representa o produto direto de grupos abelianos. Este isomor-

fismo implica que toda flecha
f
D, C; ——— D Dx
é determinada por uma matriz m x n de componentes
fkj =7T;€Ofoij : Oj — Dy.

Desta equacao também vé-se que a composicao de flechas, entdao é dada simplesmente

pela multiplicacao das matrizes correspondente as flechas. Dado:

9
B, 0 —— B Dy ——— D F

tem-se

o /] . .
(gof)lj =m0 (gof)oi;=mogoidg, p,ofoi
o " ./ / .
—E W;ogoszWkOfozj—E Jik: © G-
k k
Agora note que, se uma categoria pré-aditiva possui os produtos finitos, isto é, para

qualquer ntimero de objetos C; o produto X, C; existe, entao ela possui todos os copro-

dutos e todos os biprodutos finitos, ja que é pré-aditiva. Além disso, ela possui um objeto
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final, dado pelo produto de zero objetos [38]. Portanto, possui também um objeto inicial

e um objeto nulo. Assim, fazemos a seguinte definigao:

Definicdo 4.7: Uma categoria A é dita aditiva se for pré-aditiva e se possuir um

objeto zero e para todos os pares de objetos, A e B de A, o biproduto A ¢ B existir.

Note que a definicao é mais forte do que o necessario, no entanto, é a definicao padrao.
Podemos agora passar para a préoxima etapa onde definimos categorias ditas categorias
abelianas. Para falar de categorias abelianas serao necessarios mais alguns conceitos
e entao trabalharemos como fizemos para categorias aditivas: primeiro exploraremos o
significado destes conceitos e entao definiremos formalmente categorias abelianas. Assim
com ono caso de categorias aditivas, categorias abelianas serao aquelas que possuem uma

propriedade 1til definida a partir destes conceitos.

4.3.2 - Categorias abelianas

O primeiro conceito preliminar e seu dual que trataremos sao, respectivamente subob-
jetos e objetos quociente. O conceito de subobjeto é essencialmente uma generalizagao
categorial do conceito de “objetos que estao contidos em outros objetos” como subconjun-
tos, subgrupos, subespagos e assim por diante. Similarmente, objetos quocientes sao uma
generalizacao do conceitos de conjuntos quocientes, grupos quocientes, espacos quocientes
e assim por diante. Naturalmente, como em teoria de categorias a estrutura interna dos
objetos nao é o que nos interessa na maioria dos casos, a definicdo destes conceitos ¢ feita

por meio de flechas. Comecamos por estabelecer uma relagao:

Definicao 4.8: Dadas duas flechas moénicas m : Ay — Aem : Ay — A de uma
categoria C, dizemos que m’ estd contida em m, representado por m’ < m se existe

u: Ay — A tal que o diagrama abaixo comute:

As

Dualmente, uma flecha épica ¢/ : A — Ay contem outra, e : A — Aj, se existe

u: Ay — A tal que o diagrama
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Ay
e
A U
e, ~
As.

comuta e escrevemos € > e.

Pela defini¢ao, uma flecha ménica, m/, esta contida em outra, m, se ela “fatora através
dela”, isto é, se existe u tal que

m' =mou.

Similarmente, uma flecha épica €’ contem outra, e, se fatora através dela, ou seja, se existe
u tal que

/
e =uoe.

As duas defini¢oes sao similares, sendo duais mas exigem um pouco de atencao, por este
motivo, reservaremos < para falar de flechas moénicas, com m’ < m significando que m’
esté contida em m e > para falar de flechas épicas com e’ > e. Evitaremos usar e < ¢’ para
significar que uma flecha épica e estd contida em e’ e similarmente para flechas moénicas
para evitar confusdo. Apesar do costume de entender < e > como “dois lados” de uma
mesma relagdo, aqui as usamos como relagoes distintas. Por fim, note que a flecha u
¢ unica. Para ver isto, suponha que tenhamos duas flechas u,v tais que m’ = mowu e

m’ = m o v, entdo podemos escrever
m =mou => mov=mou = v=u
pois m é moénica. Similarmente, se tivermos ¢ = uoe e e = wvoe, entao
¢ =uoe = voe=uoe = v=u.

Antes de prosseguirmos, note algumas propriedades tteis sobre flechas ménicas e épi-
cas. Primeiro, dadas duas flechas moénicas m : A — B em' : B — (C, a composi¢ao
m'om : A — C também é moénica. Para ver isto suponha que (m’om)o f = (m'om)og

para flechas f,g: O — A de C, entao

(m'om)o f=(m'om)og = m'o(mof)=m'o(moyg)

— mof:mog — f:g

j4 que ambas m e m’ sdo moénicas. Similarmente, se e : A - Beeée : B = C sao
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épicas, a composicdo ¢ oe : A — C também é. Dadas flechas f,g : C — D tais que

fo(eloe)=go(eoe), tem-se:

fo(doe)=go(e'oe) — (foe)oe=(goe)oe

e foelzgoel e f:g

pois e e € sao épicas. Além disso, dada uma flecha moénica m = h o u, tem-se que u

também é monica. Para ver isto, suponha que uo f = uwo g para flechas f e g de C. Entao
uof=uog = houof=houog = mof=mog — f=g

pois m é moénica. Do mesmo modo, se e = u o h é épica, entdo u é épica. Supondo

fou=gou tem-se
fou:gou — fouoh:gouoh — foe:goe — fzg
pois €’ é épica. Com estas propriedades podemos estabelecer o seguinte resultado:

Proposicao 4.3: As relagoes < entre flechas monicas e > entre flechas épicas sao

reflexivas e transitivas.

Prova:

o A reflexividade é direta, pois para qualquer flecha, f : A — B, tem-se f =
foida =idg o f. Assim, se f for moénica, f < f e se for épica, f > f.

o Para a transitividade, considere flechas moénicas m : Ay — A, m' : Ay — A e
m” : Az — A tais que m” < m’ e m’ < m entao existem flechas v : Ay — A; e
u' Az — Ay tais que m” = m/ ou’ e m’ = m o u donde tem-se que m” < m

com a flecha v =uwou : A3 — A;. De fato
mououw =m'ou =m".

A situacao é analoga para flechas épicas, e : A — A,/ : A— Ayee’ : A — A;
tais que €/ > e e e’ > €. Logo < e > sdo transitivas.

g

Com as relagoes < e > em C, definimos as seguintes relacao de equivaléncia entre as

flechas monicas e épicas de C:
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Definicao 4.9: Dadas flechas ménicas m e m’ e épicas e e €' de C, definimos relagoes
por:

m=m <= m<m Am <m

e=e <= e>e N >e.

Usaremos o mesmo simbolo, = para as duas relagoes mas mantenha em mente que
a principio tratam-se de relagoes diferentes, uma vale para flechas moénicas e outra

para flechas épicas.

As duas relagoes definidas acima sao relagoes de equivaléncia. Elas sao reflexivas e

transitivas pois < e > o sao e, ambas sao simétricas pois
m<mAm <m << m'<mAm<m

e similarmente para >. Esta definicao é equivalente a afirmar que as fontes de duas flechas
moénicas tais que m = m’ sdo isomorfas e similarmente, que os alvos de duas flechas épicas
e = ¢’ sao isomorfos. Para ver isto, lembramos que se m’ < m existe uma tnica flecha
u tal que m’ = m o u e similarmente para flechas épicas. Entao, considere m : Ay — A
em: Ay = Ataisque m’ < mem <m' entdo m' = mowu e m = m' ou para flechas

u:Ay — Ay eu : Ay — Ay tnicas. Logo
o r / . o
m =mou => m =m ou ou => idy, =u ou.

do mesmo modo obtém-se que id4, = u o v/, onde usamos o fato que m e m’ sdo flechas
moénicas. As flechas u e u/, entdo, formam um par de flechas inversas e tem-se A; = A,.

A prova para flechas épicas é analoga. Isto nos permite reescrever a definicao acima como
Definig¢ao 4.10: Dadas flechas moénicas m : A; — Aem’ : Ay — A, definimos
m=m < A = A,.
Similarmente, dadas flechas épicas e: A — A ee’ : A — A,
e=e = A A,

Como relagoes de equivaléncia, estas relagoes particionam as cole¢oes de flechas moéni-
cas e épicas de uma categoria C. As classes de equivaléncia destas flechas sdo precisamente

os subobjetos e objetos quocientes de C. Formalmente
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Definigao 4.11: Dado um objeto A de uma categoria C, um subobjeto [m] de A é uma
classe de equivaléncia de flechas moénicas, m : X — A sob a relacdo = e um objeto
quociente, [e], de A é uma classe de equivaléncia de flechas épicas, e : A — X, sob

a relacdo = em C.

As relagoes < e > se estendem para as colecoes de subobjetos e objetos quocientes,
respectivamente, definido uma ordem parcial na cole¢do de modo que podemos ordenar
subobjetos e objetos quocientes por inclusao, isto é, podemos falar de um subobjeto
contido em outro e de objetos quocientes que contém outros. Estendemos < e > para
subobjetos e objetos quocientes da seguinte forma: considere flechas moénicas m, m’ e n,n’

tais que m =m/, e n =n’ e n < m. Diagramaticamente tem-se

Al Bl Al
i A, J A ¢ u A
A2 B2 Bl

Onde 7, 7 sao isomorfismos tnicos e u é Unica. Nestas condi¢des, podemos construir os

seguintes diagramas que comutam:

A A

B, > By > Ay, B > Ay > Ao,
j u u i1
Deste diagramas concluimos que n’ < m, n < m’ e também que n’ < m/, apesar de
nao termos desenhado este diagrama. Ou seja, se n < m entdo [n] < [m] pois todos os
subobjetos estao conectados por pares de flechas inversiveis. O mesmo resultado vale para
objetos quocientes.

Para ver que < e > sao de fato ordens parciais, note que as propriedades reflexivas e
transitivas de < e > sao transportadas para subobjetos e objetos quocientes diretamente
em vista das definicoes de =. Além disso, a antissimetricidade que decorre do fato que:
se m < m’ em' < m,entdo m = m’ de modo que [m| = [m/]. Mas, se m < m/, tem-se

que [m] < [m/] e similarmente, m’ < m = [m/] < [m], logo
([m] < [m7) A ([m'] < [m]) = [m] = [n].

O mesmo resultado vale para > e objetos quocientes.
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Por fim, antes de passarmos ao proximo conceito, vejamos como subobjetos, por exem-
plo, correspondem as subestruturas que estamos familiarizados, como subconjuntos ou
subgrupos. Em Set, considere um conjunto A = {1,2,3}. O conjunto {1} é um sub-
conjunto de A, assim como {2} e {3}. Mas néao s6 isto, no sentido categorial, {4} e {d}
também sao subconjuntos de A pois todos estes sdo isomorfos ao conjunto de um elemento

{e}. Tem-se, por exemplo:

i

{}

A inclusdo de {1} em A e a fungdo s sdo injetivas e portanto representam flechas ménicas.
A fungao s simplesmente seleciona um objeto de A, s(&) e a inclusao de {1} em A pode
ser entendida como fazendo o mesmo, ela seleciona o elemento 1 € A. O isomorfismo i
entdo é meramente uma traducio: & — 1. A correspondéncia entre esta construcao e o

conceito de subconjuntos é feita através das seguintes observagoes:

i Para conjuntos finitos, dois conjuntos sdo isomorfos se, somente se, possuem o

mesmo numero de elementos.

ii O conjunto A possui quatro subconjuntos nio isomorfos, ), 1 = {e} 2 = {e e} ¢
3=1{e,0 0}

iii O objeto A possui quatro subobjetos distintos, # — A, 1 — A, 2 — Ae 3 — A.

Assim, existe uma correspondéncia bijetiva entre subobjetos e subconjuntos em Set. O
mesmo argumento funciona para subgrupos e subespacos de uma espaco vetorial, notando
agora que as flechas sao homomorfismos de grupos e operadores lineares, respectivamente.
A abstracao em falar de classes de equivaléncia de subconjuntos isomorfos surge porque
sem esta abstragdo nao seriamos capazes de capturar a ideia de subconjunto com esta
construcao, por exemplo. Nem a de subgrupos e subespacos. Essencialmente, se falds-
semos de subobjetos apenas como flechas monicas ao invés de classe de equivaléncia,
acabariamos com subobjetos demais. Por exemplo, o conjunto A = {1} possui apenas
dois subconjuntos, mas, possuiria infinitos subobjetos: {2} — A, {&} — A, {1} = A e
assim por diante. Assim, ndo teriamos uma bijecao entre subobjetos e subconjuntos em
Set.

Os préximos conceitos necessarios para falar de categorias abelianas sao o de niicleo
e contcleo respectivamente. Comecamos por definir o que é um nicleo e contcleo da

diferenca:
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Definigao 4.12: Dados dois mapas f,g : A — B em uma categoria C, dizemos que
opar (K,k: K — A) é o nicleo da diferenca de f e g se é o equalizador de f e
g. Similarmente, um par ( F,¢ : B — F') é o conticleo da diferenga de f e g se é o

coequalizador de f e g.

Primeiro notamos que esta definicdo nao afirma que o nticleo ou contucleo da dife-
renca de quaisquer duas flechas de uma dada categoria C existe. Porém, se existirem,
sabemos que a flecha do nicleo é uma flecha moénica e a flecha do contcleo, épica, em
virtude de serem um equalizador e um coequalizador respectivamente. Isto nos permite
relacionar estes dois conceitos com subobjetos e objetos quocientes. Pelas propriedades

de equalizador, para qualquer flecha h : O — A que equaliza f,g: A — B, tem-se

f
K—" s4a——B
0 g
m |
| h
19

A existéncia da flecha mediadora m implica, em particular que, para qualquer h que
equaliza f e g e também é monica, h < k. Assim, o ntucleo da diferenca de f e g
representa o maior subobjeto que equaliza f e g. Similarmente, para qualquer flecha b’
que coequaliza f e g e que também é épica, tem-se b’ > ¢ de modo que o coniicleo da
diferenca é o menor objeto quociente que coequaliza f e g. Representamos estes subobjetos
e objetos quocientes pela notacao especial [k] = Ker(f — g) e [¢] = Cok(f — g). Note que
f — g é apenas uma notacao conveniente, nao é necessario que exista qualquer operagao
como soma definida para as flechas f e g.

Se a categoria C possui um objeto zero, 0, entao para quaisquer dois elementos A e B

existe uma flecha tinica

0
A—— B

chamada flecha zero de A em B dada pela composicao

A s 0 s B.

Usando a flecha zero, definimos o nicleo e o contcleo de uma flecha f como:

Definicdo 4.13: Em uma categoria C com um objeto zero, o ntcleo de uma flecha
f: A — B é o nucleo da diferenca de f e 0: A — B e o contcleo de f é o conucleo
da diferenca de f e 0.
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Neste caso, denotamos o subobjeto representado pelo niicleo de f apenas por Ker(f) e o

objeto quociente representado pelo conticleo por Cok(f). Com estes conceitos definimos:

Definicdo 4.14: Uma categoria aditiva C é dita abeliana se
« ¢é pré-abeliana, isto é, se toda flecha f de C possui um ntcleo e um contcleo;

o toda flecha monica de C é o nicleo de alguma outra flecha de C e toda flecha

épica é o conticleo de alguma outra flecha de C.

Categorias abelianas sdo surpreendentemente ricas de resultados [38, 45]. No que segue

apresentaremos apenas os resultados relevantes para este trabalho.

4.3.3 - Categorias semissimples

Por fim, estamos em posicao de definir categorias semissimples. Comegamos por defi-

nir:

Defini¢cdo 4.15: Um objeto S de uma categoria abeliana, C é dito simples se S 2 0

e toda flecha cujo alvo é S ou é uma flecha zero ou ¢é inversivel.

Esta defini¢ao corresponde a dizer que um objeto simples nao possui nenhum subobjeto
nao trivial, ou seja, seus subobjetos sdo apenas [0 — S] e [S — S]. De fato, suponha que
S possuisse um subobjeto [m], m : X — S tal que m < [S — S|, entdo devemos ter que
m = sowu onde u : X — S porém, pela simplicidade de S, u ou é uma flecha zero ou é
um isomorfismo. Se v = 0 entdo m = 0 de modo que [m] = [0 — S]. Por outro lado, se
u for um isomorfismo, entdo X = S e [m| = [S — S]. Com isto, definimos entdo uma

categoria semissimples:

Definicao 4.16: Uma categoria abeliana S é dita semissimples se para todo objeto

A de S tem-se
A= P N;S,
jed
onde J ¢ a colegao das classes de isomorfismos de objetos simples de S, S; ¢ um objeto
simples e N; € N tal que N, # 0 apenas para uma quantidade finito de classes de

isomorfismos, j.

A semissimplicidade captura a ideia da fusao de anyons ser fatorada em uma soma
de objetos irredutiveis. Lembre-se que o spin é descrito conforme uma representacao ir-
redutivel de SU(2) e quando combinamos duas particulas, realizamos o produto tensorial

das representacoes para cada particula e a representagao resultante nao é necessariamente
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irredutivel de modo que podemos escrevé-la como uma soma direta de representagoes ir-
redutiveis. Agora, a definicdo de uma representacao irredutivel, I é uma representagao
tal que suas Unicas sub-representagoes sao a representacao trivial 0, onde todos os ele-
mentos do grupo atuam como a transformacao identidade e a propria I. Isto corresponde
exatamente a dizer que representacoes irredutiveis sao objetos simples em uma categoria
adequada.

Uma categoria semissimples, entao ¢ aquela na qual todo objeto ou é simples ou pode
ser escrito como uma soma de objetos simples. Este é precisamente o comportamento
que querfamos. Os tipos de anyons sao os objetos simples de 2. O fato de N; poder
ser diferente de zero para mais de um j indica que um anyon pode ser a soma de varios
outros anyons possiveis. Quando integrarmos esta operagdo com a operacao de fusao,
®, veremos que isto corresponde exatamente ao fato de que a fusao de dois anyons pode

possuir mais de um resultado possivel. Com isto enunciamos:
Axioma 5: A categoria 2 é semissimples.

O ultimo passo agora é integrar as operagoes ® e @ para que possamos entender como
a fusdo de anyons pode ser escrita como uma soma de objetos simples e como esta soma
se relaciona com a fatoracao dos constituintes. Ao compatibilizar estas duas operagoes,
estaremos acrescentando mais estrutura as cole¢oes de morfismos de 2 transformando-as
em espacos vetoriais que identificaremos como os espacos de Hilbert do sistema anyonico,
aqueles que guardam os diferentes modos através dos quais podemos fundir dois anyons

nao-abelianos. Temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.17: Uma categoria de fita semissimples, C é uma categoria semis-
simples equipada com uma estrutura de fita onde a unidade de ®, 1 é simples, o
bifuntor ® é bilinear e onde, para cada objeto simples S € C, [S,S] 2 K, um corpo

de caracteristica zero.

A caracteristica de um corpo é o niimero de vezes que é possivel somar-se a identidade,

1 € K de modo a obter zero, isto é, o nimero de fatores na soma
14+1+4-+1=0.

Diz que um corpo possui caracteristica zero se esta soma nunca ¢ igual a zero. O corpo
dos reais e o dos complexos possui caracteristica zero. O corpo de dois elementos, Fy =
Z/27 = {0, 1} possui caracteristica igual a dois pois nele tem-se que 1 + 1 = 0.

Por fim, note que [S, S] em um espago vetorial sobre K, pois todo corpo é, trivialmente,
um espago vetorial sobre si mesmo. Mais explicitamente, o bifuntor ® oriundo da estrutura

monoidal de C define a multiplicacao em [S, S|, pois para flechas f, g € [5, 5], podemos
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formar as flecha f ® g e g ® f, também de [S,S]. Note que estas duas flechas podem
ser relacionadas pelo isomorfismo o. Além disto, é possivel mostrar [45] que em uma

categoria de fita semissimples, tem-se:

Proposicao 4.4: Se C é uma categoria de fita semissimples existem isomorfismos

naturais tais que

AR (BoC)=2 (A®@B)® (A®C) e (A®B)@C=(A®C)a (BxaC)

(A@B) 2 A*@&B* e 1"1.

Com isto, temos o suficiente para escrever as regras de fusao pois como C é semissim-
ples, todo objeto é escrito como uma soma de objetos simples, assim, usando a distribu-

tividade de ®, temos:

AeB= A0 (P NS) =@ N(A5) =@ N;Ni(S; @ 5i) = @) NS
k k gk i
A passagem na ultima igualdade é explicada da seguinte forma: conforme os indices i, j
variam, o produto S; ® Sy resulta em um novo elemento que por sua vez pode ser fatorado
numa soma de elementos simples. Em geral, estes elementos possuirao termos em comum
em sua fatoracao. Os coeficientes N;k contam quantas vezes estes termos aparecem e
assim, podemos escrever o produto A ® B em termos da soma mostrada. Essencialmente
isto significa que o objeto S; pode aparecer na fatoragao de varios produtos S; ® S
distintos, em outras palavras, isto significa que ha multiplas maneiras de se “obter” o
objeto S;. Este comportamento é exatamente o comportamento observado na fusao de

anyons e o que queriamos formalizar, assim, enunciamos o pentltimo axioma:

Axioma6: A categoria 21 é uma categoria de fita semissimples. Além disto, para todo
objeto A € 2, tem-se que [A, A] = C.

4.4 - Modularidade

O 1ltimo axioma necessario para completar a descricdo categorial de anyons corres-
ponde a dizer que apenas certas categorias de fita semissimples correspondem a modelos
anyonicos. Tais categorias sao chamadas de categorias tensoriais modulares. Vejamos

a definicao:
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Definigao 4.18: Uma categoria, C, é dita tensorial modular se é uma categoria de

fita semissimples tal que:

o Finitude: o conjunto de indices J de classes de isomorfismos de objetos semis-

simples ¢é finito. Por convencao adotamos Sy = 1.

e Modularidade: para 7,7 € J a matriz
(S)ij = [}\10(651.@63].)O(idsi@)asj,sf ®id5;)0(idsi®0'sf,5j ®1ds]*)0(7,51®25])0)\1*1}w
é inversivel.

A definicao de categorias tensoriais modulares apesar de nao muito complexa é um
tanto dificil de justificar e pode parecer bastante artificial. Comecamos pela condicao de
finitude, ela afirma que existe apenas uma quantidade finita de classes de isomorfismos de
objetos simples na categoria. Em termos de anyons isto implica que existe uma quantidade
finita de tipos simples de anyons em um dado modelo. Panangaden e Paquette [40)]
afirmam que, a principio, ndo ha motivo para crer que isto é verdade na natureza, no
entanto, computacao quantica — talvez o principal motivador do estudo de anyons —
pode ser feita apenas com um numero finito e esta condi¢ao nos garante alguns resultados
convenientes. Por exemplo, com finitude as categorias descrevendo anyons tornam-se
equivalentes a categorias pequenas e isto nos permite usar o lema de Yoneda, como faremos
a seguir, e obter uma simplificacdo muito 1til para trabalhar com estes modelos.

Particularmente, acreditamos também que apesar de nao ser estritamente proibido, um
numero infinito de classes de isomorfismos de objetos simples distintos parece irrazoavel.
Se retomarmos a analogia com momento angular, significaria uma particula composta que
pode carregar valores de spin infinitamente altos. Porém, experiéncia mostra que o mais
comum é encontrar particulas com valores de spin 0, 1/2 e 1 na natureza, especialmente se
forem particulas fundamentais, papel que seria ocupado por anyons em duas dimensoes.
Por estes motivos, entao adotamos a finitude para categorias descrevendo anyons. A
condi¢do de modularidade é mais complicada.

Na definicdo da matriz acima, fizemos uso, implicitamente, do fato de que A™ = A
em uma categoria de fita para abreviar um pouco a definicdo da matriz s. A flecha que
define a matriz corresponde ao processo de criar dois pares anyon anti-anyon, trangar os
anyons S; e S; duas vezes segundo o e entao aniquild-los. Esta matriz corresponde ao que
é chamado de enlace de Hopf, Hopf link. Ao que tudo indica [40, 42|, a exigéncia de
modularidade surge muito mais por implicagoes algébricas do que por motivagoes fisicas.
Isto ndo significa que nao existam motivacoes fisicas, afinal, como dissemos no inicio
do capitulo 3, as teorias de campo que descrevem anyons sao equivalente a categorias

tensoriais modulares, nao categorias de fita semissimples.
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Explorar a fundo esta equivaléncia para justificar a exigéncia de modularidade estéd
além do escopo do trabalho. Mesmo estudar suas consequéncias algébricas exigiria a
introducao de varios outros conceitos que dependem de um conhecimento muito mais
aprofundado sobre teoria de categorias e suas relagoes com outras estruturas algébricas
complexas como aneis de fusdo e algebras de Verlinde, dois conceitos particularmente
relacionados com a descricao de anyons por meio de teoria de campos conformes. Nao
trataremos destes assuntos aqui, porém, apresentamos suas principais consequéncias se-

gundo o trabalho de Panangaden e Paquette [40]:

o Como dito, a estrutura tensorial modular garante a equivaléncia da descricao cate-
gérica de anyons como mostrada no diagrama do capitulo 3. Por conveniéncia, o

repetimos:

CTM <—— FM Topoldgicos 2D «+—— FM Complexos Analiticos 2D

\
\
\

\
|
|
1
!

/
\'A

TQCT 3D TCC Racionais

onde CMT representa categorias tensoriais modulares, F'M funtores monoidais,

TQCT, teoria quantica de campos topoldgica e T'C'C' teoria de campo conformes.

o Através de um teorema chamado féormula de Verlinde, estabelece-se que os coe-
ficientes de fusao Nikj podem ser completamente determinados por meio da matriz

s através de outra matriz chamada de matriz S.

o Especificar completamente a estrutura de fita semissimples de uma categoria de
anyons, isto ¢, seus objetos simples, as identidades hexagonais e pentagonal a torcao
e regras de fusdo e também a matriz S determina completamente as propriedades

topoldgicas de anyons.

Em particular, o dltimo ponto nos diz que uma vez estabelecido que anyons podem ser
descritos por categorias tensoriais modulares, se inventarmos um conjunto de tipos de
anyons e regras de fusdo entre estes anyons de modo a satisfazer as condi¢oes exigidas
acima, podemos, teoricamente, transitar entre estas equivaléncias e obter uma teoria de
campos topoldgica para este modelo de anyons.

Em particular esta possibilidade foi a principal motivadora destes trabalho e discuti-
remos isto no capitulo final. E note que especificar estas estruturas corresponde essen-
cialmente a falar que esta lista de particulas de fato sdo anyons. A lista e as regras de
fusdo a principio sao os elementos fundamentais. As identidades hexagonais e pentagonal
correspondem a dizer que estas particulas evoluem segundo o grupo de trancas sob per-

mutagoes. A torcao, como vimos captura o grau de liberdade extra gerado pela fusao de
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anyons e a matriz S é essencialmente determinada por todas estas coisas [40]. Em outras
palavras, temos uma espécie de receita para criar modelos anyonicos. Finalizamos a se¢ao
sobre modularidade aqui e guardamos as discussoes sobre esta receita para o capitulo

final. Passemos agora a um tépico um pouco mais concreto.

4.5 - Simplificagoes

A descricao categorial de anyons estd, neste ponto, concluida. A partir do que apresen-
tamos até agora ¢é possivel descrever sistemas anyonicos, significando que, especificadas
as regras os tipos de anyons e suas regras de fusao, podemos obter, por meio das res-
tricoes impostas pelas identidades hexagonais e pentagonais e da torcao na categoria,
como estes anyons evoluem sob quaisquer permutacoes e torg¢des — rotagdes em torno
de si mesmos. Especificamente, podemos calcular as transformacoes as quais a funcao de
onda esta sujeita conforme realizamos estas operagoes. Apesar disto, é possivel simplificar
toda a construcao que apresentamos até agora, em particular, colocando-a em termos de
estruturas mais familiares: espagos vetoriais.

Esta simplificacao é obtida através do lema de Yoneda. Mencionamos brevemente o
lema de Yoneda na secao 3.4, onde dissemos que ele é um dos resultados mais importantes
de teoria de categorias basica. Essencialmente, o lema de Yoneda nos diz que objetos de
uma dada categoria sdo determinados, a menos de isomorfismos, pelas flechas que tem
como alvo este objeto. Note que isto estd completamente de acordo com a filosofia geral
de teoria de categorias de que as flechas sao o que realmente importam. Determinar
um objeto desta maneira essencialmente corresponde a determinar o objeto nao por sua
estrutura interna, se ele possuir alguma, mas por sua posi¢ao em relagao a outros objetos.
Objetos finais e iniciais, sao exemplos de como objetos podem ser determinados por suas

flechas. Denotando por H# o funtor hom [A, —] : C — Set, temos, formalmente:

Lema 4.1 — Yoneda: Se C é uma categoria localmente pequena, dado um funtor
F: C — Set e um objeto A de C, existe uma bije¢ao entre as transformagoes naturais
HA — F e os objetos F(A). Isto é

Nat(H*, F) = F(A).
onde Nat(H*, F) é a colecio de transformacoes naturais de H4 e F'.

Provas do lema de Yoneda podem ser encontradas nas referéncias [36, 38]. As con-
sequéncias do lema sao vastas. Particularmente 1til é um corolario do lema quando o
funtor ' é também um funtor hom, H? para outro objeto B de C. Neste caso, o lema

nos diz que as transformacoes naturais de H4 para H? possuem uma correspondéncia bi-
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jetiva com as flechas f : B — A. Esta correspondéncia dé origem a un funtor C — Set®”
chamado imersao de Yoneda e nos informa que a categoria C é “equivalente” a cate-
goria de funtores contravariantes de C a Set. Nao exploraremos rigorosamente isto, mas
“equivalente” aqui significa que C é uma subcategoria plena de Set®”. O efeito pratico,
para nos é que cada objeto A de C é equivalente, sob a imersao de Yoneda, a um funtor
hom, [—, A].

Agora, suponha por um momento que uma categoria 2, representando algum modelo
de anyons seja localmente pequena. Entao, a cada tipo de anyon A, equivale o funtor
[—, A] que envia cada outro tipo de anyon, B no conjunto das flechas de B — A, [B, A e
todas as flechas f : B — C em flechas de [C, A] — [B, A] pela operacdao —o f de composi¢ao
com f a direita. Como 2l é semissimples, podemos simplificar esta descricao lembrando

que todo objeto A € 2l é escrito como uma soma

A= P N;sS;

jel

de objetos simples, S;. Assim, cada flecha f : A — B pode ser decomposta em uma

familia de flechas

(fj:foz‘jzsj—m)

jed

indexada por J, a colecao de classes de isomorfismos de objetos simples de 2. Alternati-
vamente, toda familia de flechas g; : S; — B produz um tnica unica flecha: g : A = B
para algum A € 2. Note que como a decomposicao em objetos simples pode conter mais
de uma instancia de um mesmo objeto, NN}, a familia de flechas pode conter mais de uma
flecha de um dado objeto S; para B [43].

Este fato simplifica grandemente a categoria Set™ pois todos os funtores hom podem
ser escritos a partir de funtores hom dos objetos simples [—, S;] onde j € J. Denotando
por & — a letra S no estilo fraktur — a subcategoria dos objetos simples de 2, podemos
dizer que 2 ¢ equivalente a Set®” [42]. Note, uma subcategoria de uma categoria C é
uma categoria cujos objetos sao uma subcolecao dos objetos de C e cujas flechas sao uma
subcolecao das flechas de C. Além disso, note que estamos preocupados apenas com as
classes de isomorfismos de objetos simples, ndo os objetos simples em si. Deste modo,
podemos substituir a categoria & por um esqueleto dela, &y cuja colecao de objetos
consiste em precisamente um representante de cada classe de isomorfismos de objetos
simples. A condi¢do de finitude de %A, garante entdao que &y é pequena e portanto,
localmente pequena, pois sua colecao de objetos forma um conjunto. Assim, mesmo se
2l nao for localmente pequena, 2 é equivalente a &g, a simplificacdo via Yoneda descrita
vale e podemos identificar 2 com SetSo .

Devido aos axiomas que impusemos sobre 2, principalmente devido a semissimplici-

dade, em &, temos que [5;,5;] = C e [S;, Si] = {0},5 # k. Assim, cada objeto A de 2
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corresponde, segundo a identificacdo de A com &g e a imersao de Yoneda, a uma familia

finita de espacos vetoriais

(Vs =1[S,A4])

SeOb(&0)

indexada pelos objetos, simples, de &y. Além disso, cada flecha A — B sao identificados
com familias arbitrarias de mapas lineares

(gg D[S, Al — [S,B])

Se0b(&g)’

O motivo da arbitrariedade na escolha da familia de mapas lineares é que as restri¢oes
sobre as flechas em & sdo suficientes para garantir que qualquer tal familia de mapas entre
os espacos vetoriais satisfaca as condigdes de comutagao para que sejam transformacoes
naturais e, portanto, flechas em Setggp. Lembre-se, como G é composta exclusivamente
por objetos simples, todas as flechas f : S; — §; sao flechas zero, ja que &, possui
exatamente um objeto simples de cada classe de isomorfismos de objetos simples de 2.
Esta é uma restricao bastante severa.

Por fim, vejamos o que estas identificagdes fazem as estruturas aditiva, @& e multipli-
cativas, ® de 2. A estrutura aditiva é trivial sob a identificacao, ela se torna a soma

direta de espacos vetoriais. Isto se dé, basicamente porque uma flecha
f : Sj ©® Sk — A

pode ser decomposta em flechas f; = foi; : S; = A, de modo que todos os elementos
f € [S; ® Sk, A] sdo escritos como

f=1®f

ou ainda, como pares (fj, fx), onde f; € [S;, Al e fi € [Sk, A]. Esta é precisamente a

definicao da soma direto de espagos vetoriais de modo que
[S; & Sk, A] = [S;, A] ® [Sk, A].

Os espagos vetoriais de uma soma arbitraria de elementos de & sao obtidos por iteragao.

A estrutura multiplicativa é mais interessante e complexa. Em particular, as flechas
associadoras « e as trancas o, apesar de serem dadas por mapas lineares sob a iden-
tificagdo, nao necessariamente possuem uma estrutura simples. A andlise da estrutura
multiplicativa, também pode ser simplificada usando da semissimplicidade de 2 e tam-
bém do fato que ® ¢é distributiva sobre €. Se soubermos como ® atua sobre objetos
simples, saberemos como atua em somas destes objetos e, pela semissimplicidade, sobre
todos os objetos. Além disto, por « e o serem naturais em 2l elas comutam com as flechas

projegdo e inclusdao do biproduto [42]. Assim, o comportamento destes isomorfismos em
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objetos arbitrarios pode ser obtido a partir de seu comportamento para objetos simples.
Mais que isto, as identidades hexagonais e pentagonal valem em geral se valerem para
todos os objetos simples.

Em resumo, entao, as estruturas aditivas e multiplicativas de 2 podem ser descritas

completamente fornecendo-se:
o uma lista completa de objetos simples nao isomorfos, incluindo a identidade, 1;
« para cada par de objetos desta lista, seu produto ® expresso em termos da soma @;
« as flechas associadoras a4 g ¢ para todos os objetos A, B e C da lista e
 as trancas o4 g para todos os objetos A e B da lista

satisfazendo as identidades hexagonais e pentagonal. Um processo de simplifica¢ao similar
pode ser feito com a estrutura de fita e a estrutura rigida de 2, porém o essencial esta nas
estruturas aditivas e multiplicativas, como vimos. Notamos que os dois primeiros pontos
em geral restringem grandemente os dois ultimos, quando nao os determinam comple-
tamente, em virtude das identidades hexagonais e pentagonal. Com isto, finalizamos a
exposicao sobre a descricao categorial de anyons. Na se¢ao seguinte, usaremos o que foi
exposto para obter uma especificacao completa de anyons de Fibonacci que mencionamos
brevemente no inicio deste capitulo.

Por ultimo mas nao menos importante, a conexao com espacos de Hilbert é obtida
através da estrutura rigida. O funtor (—)* corresponde precisamente a definigao da trans-
posicao. Isto é, para cada flecha f : A — B, este funtor atribui a flecha f* : B* — A*,
sua adjunta. Além disto, considere a flecha e4 : A* ® A — 1. Esta flecha corresponde,

em FDVeck ao mapa avaliacao evy : V* @V — K:
evy(a®v) = (a,v) = a(v).

Com este mapa, é possivel definir um produto interno em V', transformando-o em um
espaco de Hilbert, j& que possui dimensao finita. A situagdo é similar em 2A, apesar
do produto ® ser mais complicado que o produto tensorial de espagos vetoriais, como
discutimos.

A questao da estrutura de Hilbert para os conjuntos [S;,S;], onde S; € 2 é simples,
¢ mais complexa do que aparenta. Os trabalhos de Panangaden e Paquette e Blass e
Gurevich [40, 42] ndo se aprofundam neste ponto, efetivamente parando ao estabelecer que
[S;,S;] = C. Por outro lado, se tentarmos fornecer a estrutura de espago de Hilbert para
estes conjuntos desde o inicio, chegamos a uma definicao distinta de categoria tensorial
modular [46] e cuja equivaléncia com a defini¢do apresentada aqui ndo pudemos atestar.
Acreditamos que esta discussdo é necessaria porque, apesar de termos postulado que

[S;, S;] = C para qualquer objeto simples, S;, e C ser um espaco de Hilbert, ndo discutimos



185

em nenhum momento como o produto interno surge em [S;,S;]. Exploraremos um pouco

mais desta questao no exemplo da proxima se¢ao.

4.6 - Exemplo: Anyons de Fibonacci

Anyons de Fibonacci é um modelo de anyons bastante simples e bastante rico. Para
os propositos deste trabalho, consideramos anyons de Fibonacci como um “modelo de
brinquedo” pois sua simplicidade o torna um 6timo modelo para usar como exemplo e a
riqueza ainda nos permite ver como anyons podem ser usados para computacao quantica.
Apesar disto, anyons de Fibonacci sao os, ou pelo menos um dos, anyons que mais se
buscam para a construcao de computadores quanticos topolégicos por serem completa-
mente capazes de sustentar computacoes. Veremos o que isto significa ao final da secao.
Note que o fato de os tratarmos como um modelo de brinquedo nao significa que nao
h& prospectos de obtencao experimental destes anyons, suspeita-se que possam existir
sob certas condic¢oes no efeito Hall quantico fracionario, especificamente com o fator de
preenchimento v = 12/5 e existem algumas hamiltonianas propostas para sua obtengao
[47].

Seguindo o que foi discutido na se¢ao anterior, comegamos por especificar os anyons
simples do modelo. A simplicidade do modelo de anyons de Fibonacci é que possuem
apenas dois tipos de anyons simples, um dos quais ¢ o anyon trivial, o vicuo. Denotaremos
a categoria representando os anyons de Fibonacci por § — a letra F' em estilo fraktur —
e os dois tipos de anyons simples por T e 1, onde 1 é o anyon trivial. As regras de fusao

do modelo sao:

TRT=Ta1,
TR1L=1QT =T;
1®1=1.

Estes dois tipos de anyons sao seus proprios duais. A partir das regras de fusao e usando
o fato que o produto ® ¢é distributivo sobre @ pelos axiomas, podemos ver de onde surge
o nome “anyons de Fibonacci”. No que segue, representaremos uma instancia especifica

de uma anyon de tipo 7 por 7 e de 1 por 1. Considere, entao, a fusdo de trés anyons 7:
TR(TRT) =T (Tdl)=FTnNe(Tl)=(rel)dTr=2-7+ 1

Onde a notacgao k - o indica a soma de k cépias de um dado anyon o. Para quatro anyons
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T, temos:

TRITRXETERXT))=T2r®)=2-t7)®d7=2-(1@1)d7T
=2-792-1®¢7=3-702-1

Se continuarmos com isto veremos que a fusao de n anyons 7 fornece:
n _
T _fn'T@fn—l'l (42)
onde f, sdo precisamente os elementos da sequéncia de Fibonacci, definida por

0 se n = 0;
fn=141 sen =1;
foo1+ fo—2 sen > 1.

Como discutido anteriomente, § pode ser identificada com &, seu esqueleto contendo
apenas um objeto simples de cada classe de isomorfismo de objetos simples, que por sua
vez pode ser identificada, pela imersao de Yoneda com Set®". Assim, cada objeto A, nio

necessariamente simples, de § ¢ identificado com uma familia de espagos vetoriais

(Ve =[S, A])

SeOb(Go)

Como § s6 possui duas classes de isomorfismos de objetos simples, aquelas representadas

por T e 1, cada anyons de tipo A de § pode ser expresso como um par de espagos vetoriais
A (Ve = [T, A, Vi = 1, A]).

Sob esta identificagao, a operagao & corresponde a soma direta de cada uma dos espagos

vetoriais separadamente. Isto é, se temos dois tipos de anyons A e B, temos:
AeBw— ([T, Al [T,B],[1,A @ 1,8])
Em particular, temos, devido aos axiomas, que
T (C,0) e 1~ (0,C)

onde 0 é o espago vetorial trivial: 0 = {0}.
A estrutura aditiva de § é bastante simples e a discussao acima essencialmente a
determina. A expressao
T8 = £ T ® fo1- 1
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determina a aestrutura multiplicativa de § no que concerne os objetos. Porém ainda
devemos determinar como ® atua sobre flechas de §. Além disto, chamamos antegao
para o fato de que ® nao é simplesmente o produto tensorial de espacos pois se fosse,
teriamos:

Te7=(C®C,0)=(C0)=r#47®1=(C,C).

Assim como os objetos A € § sao identificados com pares de espagos vetoriais (Vr, V4), as
flechas de §, f : A — B, sao identificadas com pares de mapas lineares. Se A = (Vr, V1)
e B = (W, W), temos:

(fA=B)= (fr:Vr=Wr fi:Vi—= W)

Podemos pensar estes mapas como pares de matrizes se fixarmos bases para os espagos
vetoriais envolvidos. A escolha de base envolve um grau de arbitrariedade consideravel.
Um principio 1til, no entanto é: uma vez escolhidas bases para dois espacos usaremos a
uniao destas bases produzir uma base para o produto direto destes espacos. Chamamos
atencao, no entanto, para o fato de que um mesmo espacgo vetorial pode ser obtido como
a soma direta de varios espagos distintos. Assim, seguindo este principio, obteremos
varias bases distintas para os mesmos espagos. Devemos, entao, encontrar um modo de
relacionar estas diferentes bases.

Este principio nao nos diz nada sob bases para os anyons 7 = (C,0) e 1 = (0,C).
Como estes objetos sao simples, ndo existe nem mesmo uma flecha nao zero entre eles que
possa nos informar como relacionar suas bases. Assim, identificamos estes dois espagos
com C e tomamos o niimero 1 como o vetor base de ambos. Notamos que a identificacao
com C pode ser feita pois, os elementos de (C,0) sao (¢,0) para algum ntimero complexo
¢. Como 0 s6 possui um elemento, existe uma bije¢ao (C,0) — C. O mesmo ocorre para
(0,C). Notamos que podemos fornecer aos pares (V,, ;) a estrutura de espagos vetoriais
simplesmente interpretando-os como o produto de dois espacos. Além disso, 1 é a base
de C pensando C como um espag¢o um espaco vetorial sobre C, assim qualquer complexo
¢ pode ser obtido por ¢ = le. Se o como um espago vetorial sobre R, a base seria {1,i}.

Com esta escolha de base, automaticamente obtemos uma base para
TRT=76&1= ((C,C).
Passamos entao para o produto triplo:
T®(re®T)=2-71®1=(CaC,C)=(C*C).

Diferentemente do caso 7 ® 7, 0 caso com trés anyons carrega informacao adicional, em
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particular, que o par (C?, C) foi obtido a partir da soma
(rer)@(re®l)=(C,C)® (C,0).

O nosso principio, entao, diz que deverfamos construir a base de C? de modo a respeitar
esta decomposicao. Assim, um elemento da base deveria ser oriundo de 7 ® 7 e outro de

T ® 1. Agora, note que poderiamos escolher a outra ordem de parénteses:
rener=rTel)er=rere(ler)=(C,C)a(C,0).

Esta escolha também leva ao par (C?,C) e sugere uma base para C?, porém nio hd
garantia de que a base sugerida por esta escolha de paréntese seja igual a base sugerida
pela escolha anterior. Caso nao esteja visivel que possa haver diferenca entre estas duas

bases, lembre-se que em § exigimos, ao invés da igualdade estrita, que:
To(TeT)=(TeoT)aT

Note que existe um isomorfismo nao trivial conectando estes dois objetos, a flecha
associador a7 77 e é exatamente ela que estabelece a relagao entre as duas bases de 7%3.
Aqui, a simplicidade dos anyons de Fibonacci se torna aparente. Como mencionamos na
se¢do anterior, precisamos determinar o apenas para os objetos simples de §. Uma vez
feito isto, ela estarda determinada para todos os outros objetos. Além disso, em vista da
identificagdo T ®1 =T = 1® T devido as flechas unitoras, A e p, precisamos determinar
« apenas para os trés indices iguais a 7. Se um ou mais dos indices forem 1, o torna-se
alguma composicao da identidade com p ou A. Além disso, sob a identificagdo anterior,
ar 7.7 corresponde a dois mapas, um de C?* — C? e outro de C — C. Ou seja, a uma
matriz dois por dois e um nimero. Estes mapas estao sujeitos a identidade pentagonal
que os determina quase completamente. Uma situagao similar acontece com as trancas
o de §. Precisamos determinar apenas o7 7 e usaremos a identidade hexagonal para
determinéa-la.

Para computar os isomorfismos a7 77 e o7, os interpretaremos como matrizes
usando bases adequadas dos espagos vetoriais em questao e entao calcularemos as res-
tricoes impostas sobre estas matrizes pelas identidades hexagonal e pentagonal. Para
tanto, é 1util estabelecer uma notagao mais conveniente para as bases. Ao fazer isto, dis-
cutiremos também o que estas bases representam do ponto de vista fisico e elucidaremos
um pouco mais sobre o significado de “ para anyons, os espagos de Hilbert representam
modos distintos de fundir anyons de modo a obter uma dada configuracgao”.

Considere novamente a expressao

TR(TRT)=2-7T@ 1L
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Olhando para esta expressao do ponto de vista fisico, ela nos diz se comecarmos com trés
anyons 7 e os fundirmos progressivamente, o resultado da fusao nao é tinico. Para ver isto,
considere os parénteses. Primeiro, fundimos dois anyons 7, o resultado, pode ser outro
anyon 7 ou pode ser 1. Se o resultado for 1, entdo a fusao com o terceiro 7 resulta em 7.
Se o resultado for 7, entdao a fusdo com o terceiro pode resultar em 7 ou em 1. Ou seja,
se realizarmos este mesmo processo, é possivel que obtenhamos resultados distintos. Por
outro lado, se fixarmos o resultado final, o que equivale a afirmar que a carga topoldgica
do sistema é dada, ainda podem existir multiplos caminhos de fusdo. Por exemplo, se
fixarmos o resultado com 7, ainda exitem dois modos possiveis de se obter este resultado.
O 2 - 7 na expressao acima indica exatamente isto, que existem dois modos distintos de
se obter T nesta fusao, exatamente como discutimos na construcao heuristica inicial.

O raciocinio acima pode ser representado de modo simples por uma arvore. Por
exemplo, se fixarmos o resultado final 7® (7 ® 7) = 1, existe apenas um caminho de fusao

possivel e podemos representa-lo da seguinte forma:

T T T
\\ T
1
ou, em notagao mais compacta:

(r: (7))

1 T
Nesta notagdo, os trés 7’s e os parénteses descrevem o produto 7 ® (7 ® 7) e o simbolo
embaixo de - indica qual dos resultados possiveis escolhemos. Assim, 7 : 7 indica que
escolhemos o resultado 7 dentre as possibilidades 7 e 1. Os outros caminhos de fusao

possiveis sao

(t-(r-71)) e (T(TIT))

T T T

As arvores correspondendo a estas possibilidades estao mostradas abaixo. Daqui em di-

T T T T T T
\ _ ,
/ /
T T.
ante usaremos sistematicamente a notagdo compacta para representar a fusao de anyons.
Em geral, para anyons quaisquer x,y, a expressao (z;y), por exemplo, é avaliada primeiro

expandindo-se x e y em suas decomposi¢oes em termos de 7 e 1 depois usamos a distri-

butividade de ® e avaliamos os caminhos de fusao que resultam em 1. Note que pode



190

haver mais de um. N&ao usaremos esta notagdo quando ela nao possui significado. Por
exemplo, a expressao (7;1) ndo possui significado pois as regras de fusdo nao estabelecem
que 7 ® 1 = 7. O mesmo aconteceria com (1 : 1), por exemplo.

Agora note que esta notacao nos fornece um conjunto de simbolos muito tteis. Para

a fusdo de trés anyons 7, temos
TR(TRT)=2-7T®1

e, deste processo obtemos os trés simbolos:

Cada um destes simbolos representa um anyon 7 ou 1, o resultado da fusao, indicado pelo
subscrito do operador - mais externo. Mas além disto, este simbolo também nos informa
como este anyon foi obtido. Se olharmos para a expressao para a fusao de trés anyons 7

mais uma vez, mas agora explicitando as somas:
TREIERXT)=T(Tel)=(FTn)®d(rTel)=(el)er

vemos que estes simbolos nos informar a qual fator de soma, subespaco de 7 ® (T ® 7) =
(C?%, C) corresponde aquele anyon. Assim, o simbolo (7;(7:7)) corresponde ao subespago
1 = (0,C) oriundo do fator 7® 7, o simbolo (7:(7:7)) corresponde a 7 = (C,0), também
do fator 7 ® 7 e o simbolo (7 : (7 ; 7)) corresponde a 7 oriundo do fator 7 ® 1. Esta
é exatamente a informacao que precisamos para escrever a base de (C? C) de modo a
respeitar a decomposi¢do da soma. Nomeando os elementos da base por este simbolo,

temos que

{0} e}
forma a base de (C?, C) que precisamos, onde um elemento da base de C? é oriundo de
T®T e outro de 7 ® 1. A base correspondente a outra escolha de parénteses, (T®7)® T é
escrita de modo complemente andlogo, apenas trocando os parénteses nos simbolos acima.

Com esta notacao, estamos prontos para determinar oy 77 e o7 7. A partir de agora
trocaremos T por 7 por simplicidade. Pois bem, as duas escolhas de parénteses 7® (T ®T)
e (1 ®7) ® 7 produzem bases para (C?,C) que sio escritas, respectivamente, da seguinte

forma:

Como vimos, a, ., corresponde a dois mapas lineares, m, : C* — C? e outro de m; :
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C — C, correspondendo a mudangas de base nestes dois espacos devido as diferentes
escolhas de parénteses. Por definicao, o, ,, ¢ inversivel, por ser um isomorfismo, entao
estes mapas lineares também devem ser. Vistos como matrizes, isto indica que devem ser
matrizes inversiveis. Com, isto entao temos que m; : C — C é dado por

(r (o) e p (7))

T T 1

onde p # 0 e m, : C* — C2 ¢ dado por:

onde a matriz

é nao singular. Agora investigamos as restri¢goes impostas sobre m e p pela identidade

pentagonal.

4.6.1- Associatividade

Lembramos que a identidade pentagonal trata das diferentes escolhas de parénteses

para a fusao 7%4

e envolve termos como o g . Como 7 ® 7 = 7 @ 1, esta flecha pode
ser escrita como uma soma direta de o, ;, e ay .. Porém, como discutimos, se qualquer
um dos indices é 1, a flecha é essencialmente a identidade, devido aos isomorfismos A e p.

Para 7% a identidade pentagonal é:

T®(T®(T®T))

aT,T,T@T
Te((rer)er) (ren)e(rer) (4.3)
aT,T@T,T aT@T,T,T
(T®(T®T))®T >((T®T)®T)®T.

Or rr ® ldT

Usando a equacio 4.2, vé-se prontamente que 784 = (C3, C?). Pela identidade pentagonal
vemos que existem cinco bases distintas para este par de espacos. Precisamos, entao,

escrever todas as flechas presentes na identidade em termos de matrizes nas respectivas
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bases distintas deste espago e ainda escrever estas matrizes em termos de m, p e da
identidade como discutimos.

Comegamos entao com a flecha
Qrerrr  (TROT)R@(TRT) = (TOT)RT)RT.

O objeto 7 ® 7 pode ser escrito como 7 @ 1. Usando a distributividade de ®, podemos

escrever

TRNRTRT)=TR(TRT)D®1IR(TRT)
(rTT)RT)RT=(T37)T7a(1)7)®T.

de modo que

Orerrr = Orrr ©® a1 rr-

Para escrever o produto acima na forma matricial, voltamos nossa atengdo para os pares

de espagos e suas bases. A basede (T®7)® (T®71) é

Note que arranjamos esta base convenientemente de modo a condizer com a decomposicao
que fizemos acima. Os primeiros trés vetores correspondem aqueles onde a primeira fusao
resulta em 7 e os dois ultimos, onde resulta em 1. Esta ordenagao também preserva a
decomposigao

(C*,Cc*)=(C*C)a(C,C)

que captura a decomposicao de o, € o ., em pares de mapas. Apesar disto, perdemos
de vista a estrutura de par, (C?, C?), pois os vetores cujo resultado final ¢ 7 — indicado
pela operagao central — estao misturados com aqueles onde o resultado final é 1. Isto
nao ¢ um problema porque, como dito, podemos pensar o par (C* C?) como um espago
vetorial propriamente dito onde as operacoes sao definidas por componentes e a notagao
da base marca a qual espago cada componente pertence. Similarmente, a base para a

outra configuracao de parénteses escreve-se:

é a base para a outra configuracdo de parénteses organizada de modo a respeitar a de-
€cOmMposicao.

A utilidade desta ordenacao estd no fato de que o, ., atua apenas nos primeiros
trés vetores e o ;. atua apenas nos dois ultimos, como ¢ préprio de operadores entre

espagos obtidos a partir do produto direto. Como sabemos como « . se comporta e que
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A rr = L, pois

I(ren)=1(ral)=7d1
IN)RT=TRT=T701,

podemos determinar os elementos de matriz de o, g, ;. Primeiro, notamos que o, = 1

resulta em

((r:m) 7)) = ((7:7) - (r 2 7))

Além disso, se pensarmos o par (C?,C) nao como um par, mas como um espaco vetorial,
cujas duas bases sob consideracao sao formadas pelos trés primeiros vetores de cada,

podemos escrever a matriz que representa ., como

aT,T,T -

|
S v
O+ 3
" O O

de modo que o mapa ;g ¢ representado matricialmente por

g r 0 00
s t 000
Qrorrr=10 0 p 0 0
00010
00001

Por fim, podemos extrair os pares de mapa m, : C* — C3 e m; : C*> — C2, simplesmente
reordenando as bases acima para respeitarem explicitamente esta decomposicao. O resul-
tado disto, é simplesmente alterar a ordem das linhas e colunas na matriz acima. Neste
caso, tudo o que precisamos fazer é trocar o terceiro e quarto vetores em ambas as bases.

O resultado é:

g r 0 00
s t 000
Qrorrr=10 0 1 0 0
000 pOoO
0 00O0T1

Caso todo o processo acima, especialmente o ultimo passo tenha parecido um pouco

nebuloso, eis uma outra explicagdo do processo. Se retornamos ao inicio, podemos enxer-
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gar as decomposicoes que fizemos da seguinte forma:

TRT)R(rRT) =T (re7)dle(reT)+ (C°,C*)=(C*C)a(C,C)
(TRT)RT)RT=TRT)RTO(1RXT)RT < ((Cg,(CQ) = (C2,C)@(C,C).

Esta decomposicio é ttil, justamente pois ja sabemos como a, ., : (C* C) — (C? C)
atua. Além disto, nesta forma, sabemos também como a; ., : (C,C) — (C,C) atua, é a
identidade neste espaco. Com isto, podemos determinar explicitamente como todos os ve-
tores da base se transformam. O ultimo passo, entao, corresponde a calcular os elementos
de matriz de a,g, ., preservando a estrutura de par (C? C?), isto ¢, “desfazendo-se” a

decomposi¢ao no produto direto acima de modo a obter um par de mapas. Explicitamente:

(@rrr)r s (@ree)t) © ((Q1)r s (@1mo)1) = ((Orsrrs)e s (@rsrrs)).

.2 2 ) .3 3
com (aT,T,T)T :C* = C ) (aT,T,T)la (al,T,T)Ty (al,T,T)l :C — (Cy (a’7'®’7',7',7')7' :C = Ce
(Qrgrrr)1 : C* — C% Efetivamente, isto corresponde a agrupar as componentes 7 e as

componentes 1 de a; - - € ap 7 7. B analogo a entender (C3, (CZ) agora como a decomposicao
(C*C*)=(C%0)a (0,C*).

Mas, esta decomposicao corresponde justamente a trocar o terceiro e quarto vetor de
ambas as bases porém mantendo em mente que o terceiro vetor da base se transforma sob
(a1 7.7)r € ndo (o, ,..)1 € vice-versa para o quarto. E andlogo, porém mais complicado, a
considerar R? como composto do plano zy mais o eixo z ou como composto do plano zz
mais o eixo y. A representacao matricial de uma transformacao que afeta a componente z
sera diferente, pois em uma decomposicao z pertence a segunda parcela da decomposicao
enquanto na outra pertence a primeira.

Em resumo, o que fizemos até agora foi fixar as bases de (7®7)® (T®7) e (T®7T)®
T)®T) e determinar a representacao matricial de o, g, - - nestas bases. Note que no ultimo
passo, trocamos o terceiro e quarto em ambas as bases. Isto corresponde efetivamente a
uma mudanca de base em ambas. Como dissemos, isto equivale a trocar as linhas e colunas
da representacao de o gr . Como este mapa éde (TR7)® (T®7) = (TOT)RT) T,
trocar o terceiro e quarto vetor de lugar na base do dominio, equivale a trocar linhas
e no contradominio, colunas. Assim, o resultado é a representacdo matricial mostrada
anteriormente e as bases de ambos os espagos que escolhemos foram:

(@) () ) (7)), (7)), (7)) ) (44)

T T T T T T T T T
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para (T ® 7) ® (T ® 7) e, para

(((=m):7):7) s ((27) 7)) (7)) em), ((7e7) o 7)e7) s (737):7):7) ) (45)

para ((T®7)®7)®7. Note que nao sio as bases que escolhemos inicialmente. Restam trés
outras configuragoes de parénteses para as quais ainda nao escolhemos bases. Precisamos,
agora, fixar bases para estas trés configuragoes e determinar a representacao matricial das
outras quatro flechas.

Assim, considere agora a flecha
Qrrrgr  TRTR®(TRT)) = (TRT)® (TR T).

Novamente, faremos uso da decomposicdo 7 ® 7 = 7 @ 1, mas desta vez, o produto que é
decomposto é aquele a direita. Lembre-se que no caso anterior, decompomos o produto a
esquerda em (7 ® 7) ® (T ® 7). Isto terd consequéncias. A base para a primeira escolha

de parénteses é escrita como:

Note que, em relacao a base 4.4, o segundo, terceiro e quarto vetores estao fora de ordem.
Ao final precisaremos corrigir isto. Nestas bases, no entanto, podemos proceder de modo

analogo a como fizemos no primeiro caso e obter a seguinte representacao matricial:

g r 0 00
s t 000
Arrrer=| 0 0 p 0 0
00010
00001

Como mencionamos, como a base de (T®7)® (T®7) ja esta fixa, precisamos transformar
a base que escolhemos para determinar a representacao matricial de o, ; g, na base 4.4.

Podemos obter isto, trocando o terceiro e quarto vetores e depois o segundo e terceiro.
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Isto corresponde a trocar apenas as colunas na representacao matricial e obtemos:

Arrrr =

S O O »w K
o = O O O
oS O O =+ 3
o o3 o o
_ o O O O

Por conveniéncia, e para deixar a base de 7® (T ® (7® 7)) de acordo com a decomposigao:
(C*,C*)=(C%0)®(0,C%)
trocamos também o terceiro e quarto vetores desta base, fixando-a como:

(o)), (i), (72 () (7 (7)) (7 (7)) (46)

e obtendo o seguinte resultado final para o, - rg-:

Arrr@r =

S O O »w oK
O O = O O
S O O =+ 3
o O o O
_ o o O O

Estas duas matrizes determinam o lado curto da identidade pentagonal:

aT,T,T@T aT®T,T,T
T (T® (T®7')) _— (T®T) X (T®T) EE— ((T®7') ®7’) X T.

A estrutura abeliana de § nos diz que a composicao destes dois mapas, corresponde &

multiplicagao matricial, entao

g 0 r 00 g r 0 00 ¢ qgrr 0 0
s 0t 00 s t 000 qgs rs t 0 O
r@rrr 00, = 0 1 0 0 0 001 O0O0]=| s t 000
000po o0 00 0pOoO 0 0 0 p* 0
00001 00001 0 0 0 0 1

No lado longo, além da flecha o, ;g- -, temos as duas flechas id; ® a,,; € o, ;- ®id,.
Comegamos, entao, por determinar a flecha id, @, ;. : TR(TR(TR7T)) = TR((TOT)®T).
Escolhemos comegar com esta flecha porque ja determinamos a base de 7 ® (7 ® (T ® 7)).
Além disso, pela funtorialidade de ®, a flecha id, ® a,,, nos permite ignorar o fator

7 mais a esquerda pois o ele permanece inalterado enquanto o o, ,, atura normalmente



197

sobre o resto. Deste modo, ao invés de usarmos a decomposicao de 7 ® 7 para determinar
uma base, obter a representacao matricial nesta base e entao transformaé-la conforme
necessario, construiremos uma base de 7 ® ((7 ® 7) ® 7) a partir dos vetores linearmente
independentes da imagem de 4.6 sob id; ® o - » € entao a transformaremos, se necessario.

Lembre-se que o, relaciona as duas bases possiveis de 7%, mapeando

em

() ()7 (e 7) 7))

T T 1 T T 1

Usando isto, obtemos a seguinte base para 7 ® ((7 ® 7) ® 7) a partir de 4.6:

Com esta base, id; ® o, -, é representada matricialmente por:

g 0 00
0O p 00O
id; ®a,r7=|s 0 ¢t 00
000 qgr
000 st

Para ver porque esta ¢ a representagdo matricial, note que o segundo vetor de 4.6 se
transforma segundo (o,,)1 = [p], pois é dado por 7® (7;(7:7)). Sé existe um resultado
possivel para este produto, ja que corresponde a 7 ® 1, porém isto nao é relevante. Se
houvessem outras possibilidades, teriamos mais de um vetor se transformando segundo
(0r7.:)1. Este é o caso dos outros quatro vetores. Eles podem ser divididos em dois pares:
TR(T:(1:7)) eT® (7:(7;7)). Estes vetores se transformam segundo (o, ,), = m.

Explicitamente:

Assim, o primeiro vetor de 4.6 é levado em uma combinacao linear do primeiro e terceiro
de 4.7. Assim, como o terceiro de 4.6. Similarmente, o quarto e o quinto sao levados em
combinacoes lineares do quarto e quinto de 4.7. Resultando na representacao matricial

acima. Note que a base 4.7 respeita a decomposicao:
(C*C*)=(C%0)a (0,C?)

e assim, fixamos ela como a base de 7 ® ((T1 ® 7) ® 7).
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Continuando, a pentltima flecha é: a; g, : TR((TR7T)R7T) = (TR (T®7T))®7. Para
esta flecha, faremos como para as duas primeiras. Iremos decompor o produto central e
escrever bases para T ® ((T®7)® 1) e (T ® (T ® 7)) ® T e entdo modific-las conforme
adequado. A base de 7 ® ((7 ® 7) ® 7) é dada por

e a base de (T® (T ® 7)) ® 7 é dada por:

(o)) () ) (e (o)) m) s (7 () o 7) (7 (7)) 7)),

Com estas bases temos, novamente, a seguinte representacao matricial:

g r 0 00
s t 000
Qrrerr=1 0 0 p 0 0
00010
00001

Em relacio & base 4.7, a base que escrevemos para 7® ((T ®7) ®7) estd com o terceiro
e quarto vetores trocados. Além disso, para que a base de (T® (T®7)) ® T que escrevemos

respeite a decomposi¢ao

(Cc*,c?*)=(C%0)®(0,C%)

precisamos trocar, também, o terceiro e quarto vetores. Assim, trocamos estes vetores

em ambas as bases, fixamos a base de (7 ® (7 ® 7)) ® 7 como

e 0 obtemos:

Ar rerr =

S O O »w oK
S O O =+ 3
S O = O O
o O o O
_ o O O O

Por fim, chegamos a tltima flecha: o, ., ®id,; : (TR (7®@7)) @7 = (TR 7T)RT) R T.
As bases de ambos estes espacos ja foram escolhidas. Assim como no caso de id; ® o, -
nos aproveitaremos da funtorialidade de ® para ignorar o fator 7 mais a direita. Para
determinar a representacao matricial de o, ,, ® id,, entao, iremos escrever a base de

(T®71)®7)® 7T obtida a partir da imagem de 4.8 sob «,,, ® id, e entdo transformar
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esta base em 4.5. Temos entao:

Com esta base, obtemos a seguinte representacao matricial:

g 0 00
0O p 00O
oy ®id, = s 0t 00
000 qgr
000 st

Felizmente, esta base é exatamente a base 4.5 que fixamos para ((7®7)®7)® T, portanto
nao ¢é necessario realizar mais nenhuma transformacao. Com isto temos todos os resultados
necessarios.

O lado longo da identidade pentagonal equivale & composigao:
(aT,T,T ® 1d7’ ) o aT,T@T,T o (1d7' ® aT,T,T )

cuja representacao matricial é:

@ +rs pgr ¢*r+rt 0 0
pgs  p*t  prs 0 0
¢*s+ st prs qrs+t? 0 0
0 0 0 pg® +rs pqr+rt
0 0 0 pqs + st prs -+t

Como a identidade pentagonal comuta, igualamos o lado curto ao lado longo e obtemos

as seguintes condigoes sobre os nimeros complexos p, q, 1, s, t:

@ qgr r 0 0 @ +rs pqr ¢*r+rt 0 0
gs rs t 0 0 pgs  p*t  prs 0 0
s t 0 0 0]|=|¢?s+st prs qrs+t 0 0
0 0 0 p* 0 0 0 0 pi® +rs pgr+rt
0 0 0 0 1 0 0 0 pgs + st prs 4t

Prontamente extraimos desta igualdade as duas equacoes:

gs =pgs € pgr =dgr
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donde concluimos que p = 1. Substituindo isto em todas as outras equacoes, obtemos:

@ qr r 00 @ +rs qr ¢Pr+rt 0 0

gs rs t 0 O qs t rSs 0 0

s t 000 |=]|¢s+st rs qgrs+t* 0 0 (4.9)
0O 0 010 0 0 0 ¢ +rs qr+rt

0 0 001 0 0 0 qs+ st rs+t

Agora, temos uma equacao redundante
qs = qs

e trés equacoes

rs =1t.

A partir desta, obtemos
qrs+t2=0 = qt+t*=0 = t(g+1t)=0.

Suponha, entdao que t = 0. Neste caso, temos que r = 0 ou s = 0. Supondo r = 0,

obtemos:
¢ 0000 @ 0 ¢ 0 0
gs 0 0 0 O gs 0 0 0 O
s 000O0]=|¢ 0 0 00
0010 00 0 ¢* 0
0 001 0 0 0 g¢gs O

Donde obtemos que gs = 0 e ¢> = s o que implica que ¢ = s = 0. Isto contradiz a

(1)

seja nao singular. Portanto, devemos ter ¢ = —t.

exigéncia de que a matriz

Retornando as equagoes 4.9 com este resultado, temos ainda que
rs=1t e q2:q3+rs.
Substituindo ¢ = —t obtemos

=¢-q=¢-¢—q=0= q(@—q—1)=0.
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Seq=0,t=0ers=0,donde r =0 ous=0. Mas, temos também que
s=q¢’s+st e r=q¢r+rt

que implica que r = s = 0. Como isto contradiz a condi¢cao de que m seja invertivel,

—-1++5
5

devemos ter

Entao temos

—1++5

q=—1= 5 rs=1t=—q.

Junto com p = 1 isto satisfaz completamente o sistema de equacoes.
Para ver isto, note que existem trés equagoes rs = t e uma equagao redundante,

qs = gs. As outras equagoes sao ¢> = ¢° + rs, de onde obtivemos a solugdo para ¢ e
) (2 2
s =s(q” +1), r=r(¢°+t) e qrs+t>=0.

As duas primeiras equacoes resultam em ¢? — ¢ — 1 = 0, que é satisfeita por ¢ e a tltima

resulta em —¢? + t? = 0 que ¢é satisfeita pois ¢ = —t. As tltimas quatro equacoes sao

gs+st=0 = q=—-t e qr+rt=0 = qg=—t

PHrs=1 = ¢*—q—1=0 e rs+t’=1 = t*+t—1=0.

Como t = —q, ambas sdo iguais e o sdo satisfeitas. Portanto o conjunto solucao da

identidade pentagonal para

¢ dado por
—1x45
2

Podemos extrair mais informacao impondo que . ;. seja unitaria. Isto equivale a

p=1, q=—t rs = —q.

dizer que todos os espacos [A, B] sejam espagos de Hilbert [42]. Isto ndo é um problema
pois, como haviamos discutido, estes espagos ja carregam estrutura o suficiente para serem
espacos de Hilbert. Além disto, lembre-se que as flechas associadoras a correspondem a
trangamentos de anyons, entao, para que estas flechas representem uma evolugao temporal

genuina dos anyons, devemos realmente impor que sejam unitarias. Como p = 1, a
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unitariedade nao nos fornece novas informagoes. Porem para a matriz m, obtemos
q r q s\ [ @+ g+t (10
s t ot qs +rt t2+|s|? 01/

CHIrP=+sP=1 e q(s—r")=q(s*—7r)=0.

donde

Note que usamos o fato de ¢ ser real. Do segundo par de equagoes obtemos que r = s*.

Substituindo isto em 7s = —¢, obtemos que —¢ = |r|> > 0. Logo, devemos ter

o146

1=

s=+/—qe? e r=—q ¥

para alguma 6 real. Assim, o resultado final é

q /_qefiQ 0
Qqrrr = \/ —qeie —q 0
0 0 1

Repare que ¢ = —¢, onde ¢ é a razao aurea. A menos do parametro ¢, determinamos
completamente o, .. Se quiséssemos, poderiamos eliminar a fase aplicando rotagoes
adequadas nas bases que escolhemos [42]. Além disso, note que ndo existe uma base
candnica para os cinco espacos correspondentes as diferentes escolha de parénteses em 74,
As bases “mais canonicas” sao aquelas que diferem apenas por permutagoes das bases que
escolhemos aqui. Se escolhéssemos outras bases, obteriamos expressoes similares, afinal a
forma de a; ., ou melhor, de suas componentes (o, ,.); € ()1 ndo deve mudar. No

entanto, poderiamos obter outros valores de ¢ como

—14+5
= —5—

por exemplo. Este foi o resultado obtido no trabalho de Blass e Gurevich [42]. A tnica
diferenca deste problema para um problema usual de mecanica quantica é que nao existe
uma base natural. Porém, fixadas as bases, todas as soluc¢oes sdo equivalentes e conectadas
por transformagoes de base. O proximo passo agora é repetir todo este procedimento para
a os isomorfismos de trancamento, o e as identidades hexagonais. Felizmente o processo

é razoavelmente mais simples.
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4.6.2 - Trancamentos

A estrutura de trancas de § é dada pelos isomorfismos 0.4 5 : AQB — B®.A para todos
os objetos A, B € §. Assim como no caso das flechas associadores, os tnicos isomorfismos
que precisamos nos preocupar neste caso sao aqueles com ambos os indices iguais a 7. Ou

seja, o, € 0, ;. Se algum destes indices for 1, temos a identidade pois
Al1=A=A® L

Além disso, se os indices forem objetos nao simples de §, entao estes objetos podem ser
escritos como uma soma de objetos simples e a flecha o, consequentemente, pode ser escrita
em termos de o, , e o .. Por fim, note que 0,, ¢ uma flechade r® 7 =7®01 =7 1.
Assim, as duas componentes de o, sao unidimensionais. Como ¢ sao inversiveis, as duas

componentes sao dadas por escalares nao nulos. Escrevemos:

a 0
Orr = .
' 0 b

Para determinar a e b, usamos as duas identidades hexagonais, dadas por:

UT@T,T
7’®7‘ RXRT —mmm > 7 X 7‘®7‘

V Qr 17

T®T T®T

dr ® 07 Ald

T®T _ 7'®7'

aT,T,T
(4.10)
e o mesmo dia & -1 1 d O di t d -
grama porém com o, ; no lugar de o, .. O procedimento que devemos rea
lizar é completamente analogo, porém agora temos a vantagem que, seguindo o principio

que escolhemos, existem apenas duas bases para 7%, dadas por:

(e em), (e (rim), (77 7)) (4.11)
(7)) ()7 ()5 7)). (4.12)

Fixaremos entao estas bases para as duas escolhas de parénteses possiveis. Como ja
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sabemos que com estas escolhas o, ., ¢ dada por:

q /__qe—iH 0
aT,T,T = vV —q€i0 —q O
0 0 1

onde ¢ = —(1++/5)/2 e § € R, precisamos calcular apenas as flechas id, ® 0,.,, 0, , ®id,
€ OT®T,T'

As flechas com a identidade sdo simples de calcular, pois a identidade nos permite
ignorar o produto mais externo e considerar apenas a agdo de o,, no termo (7 ® 7)

interno. Como vimos, o, multiplica (7 :7) por a e (7 ; 7) por b. Assim, obtemos:

idq— (059 Orr = O0rr &® ldT =

o O 2
o o O
* O O

Para determinar a representacao matricial de 0, -, usamos a decomposi¢ao T®&T = 7P 1.

Com esta decomposigao, escrevemos a base de (T ® 7) ® 7 como:

Note que trocamos os dois ultimos vetores em relacao a 4.12. Nesta base, temos
Or@rr = Orr S 01,r.
Como dito, 0y, é a identidade. Assim, aplicando 0,g, . na base acima, obtemos

(e rem), (e (7))

T T 1 T T 1

e a seguinte representacao matricial:

Or@rr =

o O 2
o ot O
_ o O

Note que o segundo e terceiro vetores na base resultante também estao trocados em relagao
a 4.11. Para passarmos para as bases que escolhemos, trocamos estes vetores em ambas

as bases, resultando em:

Orerr =

o O 2
o = O
S O O
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Com isto todas as flechas estdo determinadas e podemos usar as identidades hexa-
1

T

gonais para determinar a e b. Note que a identidade hexagonal com o corresponde

simplesmente a trocar a por a~! e b por b, j4 que a matriz o, , é diagonal. No que segue

€ScCreveremnos
q r 0
Qrrr = s —q 0
0 0 1

por conveniéncia. O lado superior da identidade hexagonal corresponde a composta

047',7',7' o UT®T,T o 047',7',7'

que corresponde ao produto:

qg r 0 a 0 0 qg r 0 ag> +rs aqr—qr 0
—q 0 010 —q 0| =1 ags—¢qs ars+q¢> 0
0 0 0 0 b 0 0 1 0 0 b

Por outro lado, o lado inferior da identidade hexagonal corresponde a composta:
(UT,T ® ldT ) o aTﬂ',T o <1d7' ® UT,T )

cuja representacao matricial é:

a 0 0 q a 0 0 a*q abr 0
0 b 0 —q 0 b 0|=1]abs —b?¢ 0
0 0 a 0 0 0 0 a 0 0 a?

Como a identidade hexagonal comuta, igualamos as duas compostas e obtemos as seguin-

tes restrigcoes sobre a e b:

ag> +rs aqr—qr 0 a*q abr 0
ags —qs ars+q> 0 | =] abs —b*q 0 |. (4.13)
0 0 b 0 0 a®

A outra identidade hexagonal produz o mesmo resultado porém com a~! e b~! no lugar
de a e .

Destas equagoes, vemos prontamente que
b=a’

Além disto, sabemos que rs = —q, substituindo estes dois resultados nas equagoes acima
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obtemos:
ag> —q aqr—qr O a’q a*r 0
ags —qs ¢*—aq O =1 a®s —a*q O
0 0 a? 0 0 a?

Destas equagoes obtemos:

ag®> —q =ad’q = q(a* —aq+1)=0;
¢?—aq =-—a'q = qla*—a+q)=0.

Como sabemos que ¢ # 0, obtemos
2 _ 4 _
a—aqg+1=0 e a —a+q=0.

Além disto, temos ainda

ags —qs =a’s = a®—aq+q=0;

agr —qr =a’>r = a®* —aq+q=0.

Agora, resolvendo a equacgao quadratica para a, obtemos:

a_qi\/q2—4
==

como ¢ = —(1++/5)/2, temos que —2 < ¢ < —1, ja que 2 < v/5 < 3, temos que ¢*>—4 < 0,

logo a é imaginério e possui parte real igual a ¢/2. Além disto, escrevendo

1
azi[qzl:z'\/4—q2]

obtemos que
1
laf? = Z[q2+4—q2} ~1.

Assim, ambas as solucoes, que sao conjugadas complexas uma da outra, possuem moédulo
unitario e parte real ¢/2. Podemos escolher, arbitrariamente, qualquer uma das solugoes.
Isto corresponde, efetivamente a escolher se os geradores do grupo de trancas, o, , movem
uma tranca ao redor de outra no sentido horario ou anti-horario. Efetivamente, uma
solucao fornece o, e a outra o ;.

Apesar desta arbitrariedade, existe mais que podemos dizer sobre a e b. Temos

a’+1
—

a>—ag+1=0 = q=
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Substituindo em a® — aqg+ ¢ =0 e a* — a + ¢, obtemos

a’+1

ad—a*—1+ =0 = a*"—a*+a®*—a+1=0;

2+1a
a
=0 = a°+1=0.

at —a+
a

Ambos os resultados fornecem que —a é uma raiz primitiva quintupla de unidade, de

modo a é uma raiz primitiva décupla da unidade. Ou seja:

a = e2kmi/0 — ghmif5 p_q 9 g

com k tal que a™ # 1 paran = 1,2,...9. Existem apenas quatro tais raizes: e™/°, 37/5 ¢Tmi/5

97i/5

ee . Note que estas raizes estao relacionadas por conjugacao complexa pois
697rz/5 _ 6(10—1)7rz/5 _ 62wz€—m/5 _ 6—7r7,/5 e e77rz/5 — 6(10—3)7rz/5 — 627m€_37”/5 _ 6_37”/5.
+7i/5

Destes dois pares de raizes, apenas e possui parte real positiva. Lembre-se que a

parte real de a é igual a ¢/2, a menos de conjugacoes complexas, obtemos o resultado
final:

a = 67rz/5 e b= €2m/5.

Assim como ocorreu no caso das flechas «, as escolhas de base também podem alterar
os valores exatos de a e b. Em particular, as escolhas de base quando calculamos «
também influenciam o resultado aqui, por meio do valor de ¢q. Escolhendo outras bases

3mi/5

podemos ter que a = e a menos de conjugagdo complexa [42]. De todo modo, todos

os resultados sdo conectados por mudancas de base. Com isto, temos explicitamente:

¢ Ve 0 i
Q7 rr = v —qew —q 0 € Orr = < 0 €2m-/5 ) )
0 0 1

onde ¢ = —(14+/5)/2,0 € R e 0™ ¢ definida a menos de conjugacoes complexas. Com
isto, determinamos praticamente toda a estrutura cinematica dos anyons de Fibonacci.
Os aspectos restantes a serem calculados dizem respeito a rigidez e a estrutura de fita
de §. Nao os calcularemos aqui, porém notamos que o processo é analogo. Basta que
calculemos a torcao e as flechas i e e para 7. Em particular, lembre que 7 é seu préprio
dual. Lembrando que as condigoes que devem ser usadas nao sao somente aquelas que
definem as torgoes 6 e as flechas ¢ e e separadamente, mas sim a condi¢ao de que § possua
estrutura de fita, isto é, as tor¢oes sdo compativeis com os duais em §. De todo modo,
apenas « e ¢ sao suficientes para capturar quase completamente o comportamento de

anyons. Em particular, nos permitem ver como o anyons de Fibonacci podem ser usados
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para realizar computagoes quanticas topoldgica.

4.7 - Computacao quantica

Neste ponto, finalizamos o contetido deste trabalho. Antes de passarmos as conside-
racoes finais, olhemos novamente para o que obtivemos agora que terminamos. Primeiro,
como vimos, as flechas « e o correspondem a elementos do grupo de trancas que atuam
sobre os anyons. Em particular o, correspondem aos geradores do grupo de trancas
sobre dois anyons 7. Olhando para esta flecha, vemos que ela corresponde a uma trans-
formacgao bidimensional que atua sobre os anyons. Isto é exatamente o comportamento
que anunciamos sobre anyons nao abelianos: que permuta-los pode gerar uma rotacao
sobre a funcdo de onda e nao meramente uma fase. Além disso, se considerarmos mais
anyons, a dimensao destes operadores aumenta ainda mais. Estas transformacoes podem
ser usadas para realizar computagoes quanticas com anyons.

Posto de modo mais simples, uma computagao é uma sequéncia especifica de operagoes
que atuam sobre um conjunto inicial de informagoes, a entrada, e produz outras informa-
¢oes, a saida. Qual sequéncia de operagoes é realizada pode depender da entrada, além
de que existem entradas validas e nao validas para certas computagoes. Por exemplo, nao
podemos somar as quantidades a e b se houver uma definicao de como fazer isto. Em
computadores cldssicos, a unidade basica de informagao é armazena no conjunto {0,1} e
uma certa informagao corresponde a uma palavra formada a partir deste conjunto. Isto
é, uma sequéncia bobibs ... de elementos de {0,1}. Por exemplo, a sequéncia 1000 pode-
ria representar o nimero 8 ou poderia representar outra coisa, isto depende de como a
informagao é codificada. Outra possivel interpretacdo de 1000 poderia ser o nimero —7.

Similarmente, os detalhes de como esta informacao é armazenada fisicamente va-
riam, podendo ser na orientagoes de dominios magnéticos ou na presenca ou nao de
corrente elétrica. Também, como se realiza operagoes sobre a informacao armazenada
varia. Apesar disso, podemos pensar qualquer operagao como constituida a partir de al-
gum conjunto de operagoes bésicas. Por exemplo, denotando, {0, 1} por Fy, poderfamos
escolher como operagoes bésicas o conjunto formado por A : Fy x Fy — Fy dado por
bl/\b2:1 e 61:bgzl,\/:FQXIFQ—Hngadaporbl\/bg:O <— b=by=0¢e¢
- : Fy — F, dado por —=b = 1 — b. Estas operagoes também chamadas de portas logicas,
sao suficientes para produzir qualquer transformacgao que desejemos em uma palavras for-
madas a partir de elementos de [Fy [48]. Dizemos que s@o universais. Outros nomes para,
estas operagoes sao as portas légicas AND, OR e NOT.

Em computadores classicos, estas sao as, ou um subconjunto das operagoes bésicas
presentes. Se 1 indica a presenca de corrente elétrica e 0 a auséncia, entdo estas operacoes
sao implementadas como circuitos elétricos. A porta A é um circuito que com dois fios

de entrada e um de saida e que s6 permite a passagem de corrente na saida se houver
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corrente nas duas entradas. A porta V faz o contrario e permite passagem de corrente em
qualquer situacao exceto o caso onde nao ha corrente em nenhum dos fios de entrada. A
porta — possui um fio de entrada e um de saida e se nao ha corrente chegando, ela gera
corrente e se ha, impede sua passagem. A partir destes circuitos basicos, sao construidos
circuitos mais elaborados que realizam operagoes mais complexas.

A relevancia disto para computacdo quantica é que a situacao é andloga. Notamos
que esta conclusdao nao é tao direta quanto parece [48, 49, 50]. A unidade bésica de
informagao quantica seria um qgbit, de quantum bit. Podemos pensar um gbit como um
espaco de Hilbert bidimensional. Os vetores da base fazem o papel de 0 e 1 de Fy. Se
quisermos realizar operacoes nestes bits ou em cole¢oes de gbits, precisamos implementar
transformacoes unitarias sobre eles. A unitariedade sendo exigida pelos postulados da
mecanica quantica. Se conseguirmos obter um conjunto de transformacoes unitarias que
seja universal, assim como o conjunto {A,V, =} é para [}, entdo poderemos implementar
qualquer transformacao unitaria sobre um dado conjunto de gbits e, consequentemente,
poderemos realizar computagoes. Note F3 é o conjunto de todas as palavras formadas a
partir de Fy.

O papel de anyons nesta historia, em especial anyons de Fibonacci, é que as flechas a e
o sao suficientes para gerar um conjunto de transformacoes universal, dado que tenhamos
um certo niimero minimo de anyons no sistema [40]. O diferencial de anyons, em relagiao
a outras propostas de computagdo quantica, no entanto, é sua natureza topolégica. O
trancamento de anyons e sua fusdo decorre de propriedades topoldgicas globais do espaco,
como vimos. Assim, um sistema de anyons é muito mais robusto contra perturbagoes
externas. Em um sistema classico, podemos detectar a presenca ou auséncia de corrente
elétrica com uma interferéncia que é geralmente negligenciavel. Em um sistema quantica,
geralmente a interferéncia causada pelo processo de medicao é apreciavel. Por exemplo,
se desejarmos medir a componente de spin de uma particula, hd uma chance razoavel de
que a alteremos no processo. Por outro lado, se desejarmos saber o estado de um sistema
de anyons, devemos olhar para dois ou mais anyons presentes [15]. Nao podemos realizar
medigoes no sistema — acessar a informagdo — olhando apenas para um anyon.

Este fato confere a anyons uma robustez muito almejada. Primeiro, como o tranca-
mento de anyons depende de propriedades topologicas apenas, se durante o processo fisico
de permuta-los a “trajetoria” dos anyons sofrer pequenas perturbacoes o resultado final
nao sera afetado. Assim, os processos de computacio sao, em si, relativamente robustos.
Contraste isto com a necessidade de manter o spin de uma particula sempre na mesma
orientacdo durante uma computacdo. E uma tarefa relativamente dificil j& que flutuacoes
térmicas e outras flutuacoes externas poderiam afetar isto além da prépria interacao com
outras particulas. Além disso, para anyons, os estados da base sdo a carga topoldgica do
sistema. Isto quer dizer que fixamos um resultado de fusao para o sistema, por exemplo,

®4

fixamos 7%* = 7. Os vetores da base seriam todas as possibilidades distintas de fusao
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destes quatro anyons de se fundir em 7. Se desejarmos investigar em qual estado o sis-
tema de fato estd, devemos verificar o resultado da fusdo de todos os anyons. Assim,
¢ altamente improvavel que uma perturbagao externa realize uma medida do sistema,
interferindo com a informacao armazenada.

Paramos por aqui com esta discussao. Ha muito o que se falar e estudar sobre a com-
putagao topoldgica com anyons, mesmo se assumissemos que podemos criar e manipular
anyons a vontade. Inclusive, este é o outro lado da moeda. Todas estas propriedades
sao bastante almejadas, mas até agora provou-se dificil obter anyons experimentalmente,
quanto mais manipula-los para realizar computagoes. Além disto, sistemas de computagao
anyoOnica estao sujeitos a outros tipos de erros, como erros de vazamento [40], onde mesmo
se fixarmos a carga de um sistema, o resultado da fusao ainda pode ser correspondente a
outra carga, vazando para outro subespaco do espaco total. Por fim, a descri¢ao categorial
de anyons nos fornece uma ferramente extremamente ttil da perspectiva de computagao.
Podemos obter de modo relativamente simples as expressoes para as transformacoes as
quais estao sujeitos quando os trancamos. E obtemos esta informacgao basicamente a par-
tir da lista de anyons e de suas regras de fusdo. Neste sentido, a descricao categorial é
uma ferramenta poderosa para investigar possiveis modelos de anyons, além da sua co-
nexao com teoria de computagdo que pode ajudar a desenvolver ainda mais o aspecto

computacional.
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Capitulo b

Conclusao

Como o titulo sugere, este trabalho trata-se de um ensaio, um género textual que se
propoe mais como uma reflexdo sobre um dado assunto sem pretender esgota-lo. Neste
sentido, como pode ser observado ao longo dos trés capitulos de desenvolvimento, nao
h& muito sobre o que se concluir e, ao mesmo, tempo o capitulo de conclusoes é o mais
importante. Neste capitulo revisaremos todo o desenvolvimento feito nos trés capitulos
visando apontar precisamente os pontos que foram deixados em aberto. Assim, trataremos
de quais seriam os proximos passos de estudo e pesquisa no assunto, levantando questoes
sobre o que seriam perspectivas futuras e sobre o potencial da abordagem categorial para
a descricdo de anyons em particular.

A natureza ensaistica deste trabalho também se presta bem a uma “abordagem dida-
tica” sobre o assunto, com que entendemos que pode ser considerado como um trabalho
introdutoério sobre o assunto e que é relativamente acessivel. Em particular a apresentacao
sobre categorias no capitulo 3 é tida como um ponto forte ja que teoria de categorias nao
¢ um assunto com que se costuma ter contato em cursos de graduagao, ou mesmo pos-
graduagao em fisica. Por outro lado, é um assunto que é bastante 1til para questoes de
computagdo quantica por possuir uma interface grande com ciéncia da computacao [17]
e simultaneamente por fornecer uma descricio de modelos anyonicos, particularmente
prépria para questoes de computacao, como vimos.

Para que a discussao sobre a exposi¢ao feita no desenvolvimento tenha sentido, pre-
cisamos contextualiza-la, situando-a no contexto maior da pesquisa sobre anyons e com-
putacao quantica com anyons. Depois, tratamos das omissoes que foram feitas neste
trabalho, ja que é da natureza de qualquer trabalho académico limitar seu escopo ou
arriscar tornar-se infinito. Acreditamos que ao pontuar alguns topicos especialmente re-
levantes e que nao foram tratados aqui, fique mais nitido qual a posicao que a abordagem
categorial ocupa em relagdo ao resto da pesquisa em anyons. Apods isto, chegaremos,

finalmente, as consideragoes finais.
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H.1- Sintese

O propdsito desta secao é “tirar o zoom” deste trabalho e comentar sobre como os
varios elementos abordados em ao longo do desenvolvimento se encaixam e quais papeis
desempenham. Como cada capitulo entre em detalhes sobre um dado assunto, pode-se
perder de vista o contexto geral, especialmente se nao houver familiaridade com o assunto.

O ponto de partida é o capitulo 2, Sobre anyons. O propdésito deste capitulo é apresen-
tar o problema da indistinguibilidade e introduzir anyons a partir dele. Como discutido,
existem nuances na propria definicao de indistinguibilidade de particulas e no formalismo
matematico para lidar com tais particulas. Em particular, um tratamento ingénuo do
assunto é completamente insensivel a dimensionalidade do sistema de modo a ser incapaz
de descrever anyons.

Uma vez tratado este problema, a ideia de anyons surge naturalmente e o resto do
capitulo é dedicado a discutir alguns modos de quantizar anyons e suas propriedades
mais basicas. Assim, o capitulo 2 é a fundagao deste trabalho. Seu papel é estabelecer
a existéncia de anyons e algumas maneiras de descrevé-los quanticamente. Apesar de
nao ser estritamente necessaria, acreditamos que a discussao mais aprofundada sobre
indistinguibilidade possui valor tanto histérico quanto didatico.

No capitulo Sobre categorias, o foco é alterado para o bésico de teoria de categorias,
necessario para a descricao de anyons abordada neste trabalho. Este capitulo é essenci-
almente um apéndice, porém estd inserido no corpo do texto devido, principalmente, ao
fato de que teoria de categorias nao é um assunto comum em cursos graduagao ou pos-
graduagao em fisica. Como um apéndice, sua fungido é fornecer defini¢oes e resultados
que serao utilizados posteriormente.

O capitulo Sobre anyons e categorias é o cerne do trabalho. Neste ponto estao esta-
belecidas a existéncia e algumas propriedades de anyons e resultados basicos sobre teoria
de categorias. Neste capitulo, entao, alavanca-se o uso de categorias para construir uma
certa descricao de anyons, a chamada de descri¢cdo categorial. Nesta, anyons sao descritos
por meio de estruturas algébricas que sao, conceitualmente, bastante simples, apesar dos
detalhes técnicos poderem ser bastante complicados.

Duas coisas devem ser feitas para construir esta estrutura algébrica, primeiro, devemos
delimitar seus elementos e depois as operagoes possiveis entre elementos. Aqui se revela a
primeira vantagem de categorias. As flechas em uma categoria sao, em geral, a parte mais
relevante em seu estudo. Assim, os objetos podem ser bastante simples, possivelmente até
sem qualquer estrutura interna enquanto toda a complexidade é carregada pelas flechas.
Com isto o primeiro passo é simples: os anyons, ou melhor, tipos de anyons, sao objetos
de uma dada categoria 2.

O segundo passo, delimitar as operagoes que podem ser realizadas com estes objetos,

entao ocupa o cerne do capitulo. Como discutido, existem duas operagoes que devem ser
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definidas formalmente para anyons, a operacao de fusdo, representada por ® e a soma, @
necessaria para que faca sentido falar de decomposi¢ao de anyons em tipos irredutiveis,
em analogia com o momento angular. Além disto, é necessario também introduzir na
categoria informagoes sobre o grupo de trancas.

Cada uma destas exigéncias sao introduzidas gradualmente. Primeiro, a fusao é intro-
duzida por meio da exigéncia que a categoria 2 seja monoidal. Em seguida as informacgoes
sobre o grupo de trancas sao inseridas exigindo-se que, além de monoidal, a categoria seja
trancada. Por fim, a operagao @ é formalizada exigindo-se que a categoria 2 seja, tam-
bém, semissimples. Outras exigéncias também sao formalizadas impondo-se os demais
axiomas dispostos no capitulo.

Deste modo o trabalho realizado no capitulo 4 é essencialmente um de modelagem
fisica. Por exemplo, ao tratar de cinematica basica, uma das primeiras coisas discutidas
é que posicao, velocidade e aceleracdo sao descritas adequadamente por vetores. As
condic¢oes sobre estas quantidades sao: devem possuir modulo, direcao e sentido. Todas
estas coisas podem ser capturadas exigindo-se que estas quantidades sejam descritas por
elementos de um espago que satisfaca aos oito axiomas de um espago vetorial. A situagao
é idéntica neste trabalho. Por fim, o tltimo topico do capitulo é um exemplo para ilustrar
que os axiomas enunciados de fato sao suficientes para descrever anyons.

A sintese e o produto deste trabalho entao é esta: a construcao da descri¢ao categorial
de anyons. Novamente, ao se aprofundar nos detalhes técnicos é facil perder de vista o
todo. Acredito que esta sintese seja o suficiente para explicar como todas as partes de
encaixam e o porqué de estarem presente neste trabalho. Passemos agora a discussao

sobre o escopo.

b.2 - Sobre escopo

Comecamos por revisitar, mais uma vez, o primeiro capitulo do desenvolvimento:
Sobre anyons. O primeiro ponto da exposicao que fizemos que possui mais discussoes do

que aparenta trata da exclusao da diagonal generalizada
A= {xEX”‘xi:a:j,paraalgumiséj, i,jzl,...,n}

na construgao do espaco de configuracoes C?. Existe alguma discussdo se estes pontos
devem ser removidos ou nao [51]. Para nés, este ndo ¢ um ponto de interesse e o consi-
deramos como uma questao técnica do processo de quantizacao. Em termos classicos, é
evidente que particulas ndao podem ocupar a mesma posi¢do ao mesmo tempo, mas isto
nao ¢ verdade em termos quanticos. Em geral, a funcao de onda de duas particulas se
sobrepdem e no caso de bosons, eles podem, de fato, ocupar o mesmo estado, por exemplo,

posicao, ao mesmo tempo.
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Ainda tratando do processo de quantizagao, mencionamos brevemente que este pro-
cesso corresponde, aproximadamente ao de quantizagdo geométrica. Evitamos nos apro-
fundar em tecnicalidades do processo de quantizacao por dois motivos: o primeiro é que
as desconhecemos e o segundo é que no que diz respeito aos aspectos que conhecemos,
acreditamos que nao acrescentaria muito em termos de entender anyons. Dito isto, um
topico particularmente interessante e que nao abordamos é a quantizacao de anyons nao
abelianos. Ao final do capitulo dissemos que é possivel obter estatisticas nao abelianas
se considerarmos representacoes de dimensoes superiores do grupo de trancas. Estas
representacoes podem surgir se existirem estados degenerados no sistema.

Neste aspecto, tratar das tecnicalidades do processo de quantizacao, além de escolher
outros espagos, nao s6 o euclidiano para realiza-la pode render resultados interessantes.
Em particular, anyons nao abelianos sao descritos exclusivamente por meio de teoria de
campos ou teoria de categorias. Neste sentido, uma descricao destes anyons por meio
de mecanica quantica bésica, se possivel, seria bastante 1til, no minimo para propdsitos
didaticos. Anyons nao abelianos sdo um assunto notoriamente complexo porque exigem
ferramentas bastante avangadas, como a extensao deste trabalho sugere. Seria bastante
util se pudéssemos introduzi-los de maneira razoavelmente formal e técnica usando um
ferramental no mesmo nivel do capitulo 2, mesmo que nao houvesse muita possibilidade
de aplicagao pratica para problemas de pesquisa.

O ultimo ponto a tratar relaciona-se a escolha que fizemos de tomar a curvatura da
conexao, o tensor F como identicamente nulo. Como discutido, isso corresponde, basi-
camente, a uma escolha de calibre e nos permitiu chegar aos resultados mostrados que
capturam o comportamento estatistico de anyons. No entanto, como mencionamos poste-
riormente a outra escolha, nao zerar F, nos fornece uma perspectiva que sob certo sentido
¢ mais pratica. Em particular, elas nos permite realizar calculos “reais” sobre anyons [32]
e também se presta a uma interpretagao mais conectada com a realidade de anyons — a
de Wilczek —, como particulas emergentes em sistemas de matéria condensada.

Esta escolha tem sua origem na escolha de escopo deste trabalho. Ele é voltado para
a descricao categorial e nao a descricdo por meio de teorias de campos. A descrigao
usando teorias de campo, tanto teorias topologicas quanto teorias de campos conformes
¢ certamente o método dominante de estudar anyons. Basicamente porque, como eles
s6 podem existir em sistemas de matéria condensada, em virtude de vivermos em um
universo com trés dimensoes espaciais, esta é a abordagem mais util. Sistemas de matéria
condensada sao bem descritos por teorias de campos por sua natureza e assim, usar este
formalismo para tratar de anyons é o modo mais direto de estuda-los. O formalismo
categorial é um tanto removido do reino da praticidade neste sentido. Suas vantagens sao
outras.

Passando para o segundo capitulo do desenvolvimento, Sobre categorias, a situagao é

mais simples. Este capitulo essencialmente desempenha o papel de um apéndice. Seu pro-
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posito é introduzir o vocabulario basico de teoria de categorias. Sendo assim, é limitado ao
minimo necessario para que seja possivel acompanhar o desenvolvimento no capitulo se-
guinte. Escolhemos, no entanto por nao torna-lo demasiadamente enxuto, devido ao nivel
de abstragao presente em teoria de categorias. Por mais que as ideias possam ser relati-
vamente simples de entender, é necessario experiéncia em outros tépicos da matematica,
particularmente algebra abstrata, para entender sua real utilidade.

Por outro lado, nao abordamos outros topicos, presentes em um curso basico de teoria
de categorias como o lema de Yoneda ou a noc¢ao de adjuncao, que poderiam ser tteis,
como o lema de Yoneda foi, para nao fugir do escopo do trabalho. Um apéndice nao possui
a funcao de abarcar todo o assunto, apenas introduzir uma espécie de minimo necessario
para o trabalho. Isto nao significa que outras ideias nao possam ser tteis ou auxiliar na
compreensao. Por fim, este capitulo foi apresentado como um capitulo genuino e ndo como
um apéndice em vista da sua importancia para o trabalho. Primeiro, porque este é um
trabalho especificamente sobre a descri¢ao categorial de anyons e segundo, porque teoria
de categorias nao é um assunto presente em curriculos de graduagao ou pos-graduacao
em fisica, publico para o qual este trabalho é direcionado.

Por fim, temos o terceiro capitulo do desenvolvimento: Sobre anyons e categorias.
Como discutimos no inicio dele, seu propésito é combinar os resultados do primeiro e
segundo capitulos do desenvolvimento e obter uma descri¢ao categorial de anyons. Para
fazer isto, sao necessarios varios novos conceitos de teoria de categorias que foram in-
troduzidos e discutidos na medida do necessario. Basicamente, isto foi feito porque um
tratamento detalhado de todos estes conceitos demandaria muito mais espaco e tempo,
na forma de nimero de paginas e tempo de leitura, especialmente dado que sdo assuntos
complexos e o retorno nao seria muito significativo.

Comparamos esta situagao a como novas ideias mateméaticas sao usualmente introdu-
zidas em textos de fisica. Geralmente elas sao trabalhados conforme a necessidade surge
de modo a melhor descrever o problema fisico em questdo. Gradualmente, conforme
se estudam mais problemas ou se aprofunda mais em um dado problema, aprofunda-se
também nestes conceitos. Investigar o conceito matematico por si s6, separado de sua
aplicacao, embora possa ser divertido, nao necessariamente se traduzird em um melhor
entendimento do problema fisico. E uma situacdo andloga a como estudar andlise real,
embora melhore seus conhecimentos sobre calculo, nao necessariamente ajuda os conhe-
cimentos de fisica, especialmente fisica basica. Evidentemente, andlise pode te ajudar em
coisas mais avancadas, o que nos leva ao préximo ponto.

A apresentacao que fizemos sobre a descrigao categorial de anyons é um tanto artificial.
Assim como teoria de categorias surgiu a partir de topologia algébrica como uma forma
de tornar mais nitidas e organizar as ideias envolvidas, a descri¢cdo de anyons usando
categorias surgiu a partir das descrigoes via teorias de campos. Em particular, cresceram

a partir de estudos das estruturas algébricas envolvidas em teorias de campos de anyons.



216

Neste sentido, a exposicao feita carece de contextualizacdo de algumas ideias, em parti-
cular, do axioma de modularidade, por exemplo. Sua presenca é necessaria para que as
categorias que descrevem anyons sejam equivalentes as teorias de campos que os descre-
vem. Porém, o que ele realmente significa e porque é necessario é dificil de contextualizar,
diferente do que acontece com a estrutura de trancas, por exemplo, que esta presente para
que as transformacoes sobre os anyons, as flechas na categoria, equivalham a elementos
do grupo de trancas. Similarmente, existem outros aspectos da descricao categorial que
nao abordamos.

Deste modo a principal omissao do terceiro capitulo do desenvolvimento é este con-
texto. Evidentemente, isto é uma consequéncia da delimitacao de escopo do trabalho.
Uma introdugdo a descricao de anyons por meio de teoria de campos resultaria em um
trabalho tao extenso quanto este. Além disto, dado que um dos propositos deste trabalho
é ser introdutoério, pouco sentido ha em assumir que o leitor possua familiaridade com
teorias topoldgicas de campos anyonicos ou teorias de campos conformes. Mencionamos
isto aqui apenas para fornecer um pouco mais de contexto sobre o assunto e para apontar
ao leitor os tépicos que foram deixados de fora, ou mesmo, que existem mais coisas a
serem estudadas sobre um ponto em particular da descricao.

Com isto, finalizamos esta se¢ao tratando do escopo deste trabalho e as omissoes
que foram feitas. Notamos que apontamos as omissoes nao como uma espécie de defeito
deste trabalho, apenas como um indicativo de pontos onde existem mais coisas a serem
estudadas e mais material disponivel sobre. Como dissemos no inicio, um trabalho que
nao delimita seu escopo corre o risco de se tornar infinito, afinal, sempre ha mais o que

se estudar. Passamos entao as consideragoes finais.

5.3 - Consideracoes finais

As consideragoes finais deste trabalho consistem, essencialmente em perspectivas fu-
turas. Como dissemos, a descri¢do categoria de anyons foi algo que surgiu a partir da
descrigao via teorias de campos. Apesar disto, é uma descricao que é propria para certos
aspectos de computacao quantica, em particular por permitir calcular as transformacoes
sobre anyons de maneira relativamente simples, partindo simplesmente da lista de anyons
basicos do sistema e suas regras de fusao. Além disso, esta descricdo torna facil testar
novos modelos de anyons. Qualquer lista de anyons e qualquer conjunto de regras de
fusdo, a principio podem descrever algum modelo de anyons se satisfizerem aos axiomas
que enunciamos. Assim, podemos produzir modelos de anyons e verificar sua validade, es-
pecialmente para computacao quantica, de modo significativamente mais simples do que
fariamos se tivéssemos que construir hamiltonianas para estes modelos. Especialmente
dado que anyons sdo emergentes.

Em particular isto acontece porque, sendo particulas emergentes na realidade, nao é
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possivel garantir que um dado termo em uma hamiltoniana ird dar origem a um dado
tipo de anyon. O propdsito inicial deste trabalho e objetivo de futuras continuagoes, era
comecar a investigar, entao, o que podemos dizer a respeito da teoria de campos que
descreve um dado sistema de anyons a partir de sua descri¢do categorial. A formulacao
categorial é relativamente afastada do aspecto fisico do problema. Isto é uma desvantagem
em se tratando de resolver problemas praticos, mas como objeto de estudo pode ser uma
enorme vantagem pois ela captura apenas o essencial de anyons, suas estatisticas. Assim,
é plenamente possivel imaginar um dado comportamento estatistico e obter uma categoria
que descreve particulas com este comportamento.

Se estas particulas sdo factiveis ou nao, depende se satisfazem os axiomas ou nao.
Ao menos em principio. Sendo assim, se for possivel extrair informacoes fisicas a partir
da descricao categorial, entdao esta descricao pode se tornar uma forte ferramenta para
classificar e organizar tipos de anyons distintos. O melhor cenario possivel seria aquele
onde obtemos uma “traducao” termo a termo do comportamento estatistico em uma
hamiltoniana. O mais razoavel de se esperar, no entanto, é que possamos falar que certo
tipo de interagao pode dar origem a comportamento nao abeliano enquanto outros tipos
o proibem. Isto seria 1util na busca por materiais que sustentam a existéncia de anyons,
pois poderiamos descartar, de imediato, materiais que nao possuem uma dada interacao.

Outro tépico de interesse é se existe uma classificagdo de tipos de anyons. Segundo a
exposicao que fizemos, qualquer modelo anyonico deve satisfaz aos axiomas que enuncia-
mos. Porém, entre as categorias tensoriais modulares que descrevem anyons, existem mais
subdivisoes? Por exemplo, existem “classes” distintas de regras de fusdo? Por exemplo,
poderiamos gerar divisoes arbitrarias de tipos de regras de fusdo, como: regras de fusao
onde todos os produtos s6 possuem dois resultados possiveis. Regras onde possuem trés.
Regras onde um dos resultados é necessariamente o vacuo. H&a questao, no entanto, é
se é possivel obter alguma informacao significativa a partir de alguma classificacdo. No
melhor dos casos, poderiamos dizer, este tipo de interacao permite estes tipos de regras
de fusao e proibe estes outros tipos. Isto, novamente, ajuda na busca por materiais tteis,
por exemplo, para a construcao de computadores quanticos a base de anyons.

Aqui a natureza ensaistica deste trabalho realmente se revela. Este trabalho é, essen-
cialmente, uma plataforma a partir da qual podemos comegar a investigar se as perguntas
colocadas assim possuem respostas. Ele introduz a maior parte do ferramental necessa-
rio para entender o que significa a descrigdo categorial de anyons e como ela funciona.
Como apontamos, existem topicos mais profundos sobre esta descricao que nao aborda-
mos. Apesar disto, podemos concluir que este trabalho cumpre sua func¢ao enquanto um
ensaio sobre o assunto, uma discussao ou exposi¢ado sobre o mesmo e também como uma
introducao. Conhecimentos de algebra abstrata formam uma espécie de pré-requisito su-
ave para este trabalho, no entanto, nao é exigido realmente muito mais do que o que é

esperado que alguém no final da graduacao ou inicio da poés-graduacao ja nao saiba.
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Apéndice A
Sobre topologia

Este apéndice trata de conceitos bésicos de topologia, como o que é um espago topolé-
gico, como se define fungoes continuas neste espaco e diferentes maneiras de se construir
um espago topolégico. O contetido deste apéndice, com excecao das segoes sobre espagos
quocientes conexidade nao é estritamente necessario no corpo do trabalho. No entanto
esta sempre presente indiretamente. Por exemplo, R™ é sempre considerado em sua topo-
logia candnica, que ¢ a topologia da ordem em R e a do produto em R", para n > 1. Por
este motivo, escolhemos fazer este apéndice de modo a partir das ideias basicas até alcan-
car os resultados utilizados no trabalho. Neste sentido ele pode servir como uma breve
introducao a topologia para leitores que nao estao familiarizados com topologia bésica.

Note que a exposicao aqui feita nao é, de modo algum exaustiva, tanto no escopo
geral quando no deste trabalho. Isto é, existem conceitos que se relacionam com as ideais
dispostas no corpo do texto e que nao sao mencionados aqui por nao serem estritamente

necessarios. Dito isto, comecemos por tratar da definicao béasica de um espago topoldgico.

A.1- Espacos topoldgicos

O conceito de espagos topologicos cresceu a partir do estudo da reta real e de espagos
euclidianos e do estudo de fungoes continuas nestes espacos. A definicado de um espaco
topoldgico que hoje é padrao passou por um longo tempo de gestacao. Varios matematicos
como Fréchet, Hausdorff e outros propuseram diferentes defini¢oes por um periodo de anos
durante as primeiras décadas do século XX, mas levou um bom tempo até que se chegasse
a uma que fosse mais adequada. A questdao é que desejava-se uma definicao que fosse o
mais ampla o possivel, de modo a incluir varios casos especiais que eram tteis — espagos
euclidianos, espacos euclidianos de dimensao infinita e espagos de fungoes, por exemplo
— e ao mesmo tempo, que fosse estreita o suficiente para que os teoremas padrdes sobre
estes espacos familiares pudessem valer para espacgos topoldgicos em geral. Este é um
problema sempre que se formula um novo conceito matematico: decidir o quao geral ele
deve ser. A defini¢ao finalmente se acomodou no que parece ser uma um pouco abstrata,
mas conforme trabalha-se as varias manerias de construir espagos topologicos, adquire-se

uma intuigdo sobre o que o conceito realmente significa e sobre as ideias que abrange.
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Definigao A.1: Uma topologia em um conjunto, X, e uma colecao, 7, de subconjun-

tos de X que possui as seguintes propriedades:

i e X estaoem T;
ii A unido de elementos de qualquer subcolecao de 7 esta em T

iii A intersecgao de qualquer subcolegao finita de T estd em T.
Um conjunto X junto a uma topologia 7 ¢ dito um espago topoldgico.

Propriamente, um espago topologico é um par ordenando (X, 7) que consiste em um
conjunto X e uma topologia 7 sobre X. Frequentemente, no entanto, omite-se a mengao

a T se nao houver ambiguidade.

Definicao A.2: Se X é um espago topolégico com topologia 7, um subconjunto U € X
¢ dito um conjunto aberto, subconjunto aberto ou, simplesmente, aberto de X
seU eT.

Usando esta terminologia, pode-se dizer que um espago topoldgico é um conjunto X
junto a uma colecao de subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos, tais que () e X sao
abertos e qualquer uniao arbitraria ou intersecao finita de conjuntos abertos ¢ também um
conjunto aberta. Notamos aqui que o uso da palavra cole¢do é apenas por conveniéncia,
tendo o mesmo significado de conjunto. A utilizamos apenas para distinguir o fato de que
os elementos de uma topologia sao, também, conjuntos. Vejamos agora alguns exemplos

de topologias:

Exemplo A.1: Se X ¢é um conjunto arbitrario, a cole¢do de todos os subconjuntos de
X é uma topologia em X. Esta topologia é chamada topologia discreta. A colecao
que consiste apenas de X e () é, também, uma topologia em X, chamada topologia

indiscreta ou topologia trivial.

Exemplo A.2: Seja X um conjunto arbitrario e seja 7; a cole¢do de todos os subcon-
juntos U de X tais que X — U ¢, ou finito ou todo X. Entao, Ty ¢ uma topologia
em X, chamada topologia dos complementos finitos ou topologia cofinita.
Tem-se que ambos X e () pertencem a Tz, pois X — X é finito e X — ) é todo X.

Se {U,} é uma familia de elementos nao vazios de Ty, entdo:

XU =X -1a).

Como cada conjunto X — U, ¢ finito e a intersecao arbitraria de conjuntos finitos é
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finita, entao (J U, € Ty.

Além disto, se {U;} é uma colecao finita de elementos nao vazios de T, entéo:

n n

X - =Jx -y).

i=1 i=1
Como cada conjunto X —U; ¢é finito e a uniao finita de conjuntos finitos ¢é finita tem-se
que (U; € T;. Logo, T; satisfaz a todas as propriedades exigidas de uma topologia.
Andloga a Ty, existe também a topologia 7. de todos os subconjuntos de U de algum
conjunto X tais que X — U ou é todo X ou é contavel. 7. é chamada topologia
dos complementos contaveis ou topologia cocontavel. A demostracao para 7.

¢ andloga a de 7.

Exemplo A.3: Seja X um conjunto de trés elementos, X = {a,b,c}. Existem vérias
topologias possiveis para em X, algumas das quais estao indicadas esquematicamente
na figura a seguir. O diagrama no canto superior direito, indica uma topologia onde
os conjuntos abertos sao X, 0, {a,b}, {b} e {b,c}. A topologia no canto superior
esquerdo contem apenas X e ) e a topologia no canto inferior direito contem todos

os subconjuntos de X.

CHED T
€ HED T
OO D 6D

Figura A.1: Diferentes topologias para um conjunto de trés elementos.

Note que um conjunto de apenas trés elementos possui varias topologias possiveis,
apesar disto, nem toda colecao possivel de subconjuntos de X é uma topologia em

X. Os dois diagramas a seguir nao sao topologias de X.

Geo > D
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Figura A.2: Nenhuma destas colegoes é uma topologia para este conjunto.

Bases

Nos exemplos anteriores, foi possivel especificar a topologia ao descrever toda a colecao
T de conjuntos abertos. Geralmente, isto é muito dificil. Na maioria dos casos, especifica-
se uma colecdo menor de subconjuntos de X e define-se a topologia em termos destes

conjuntos.

Definicao A.3: Se X é um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma
colecdo B de subconjuntos de X, chamados elementos da base ou elementos

base, tais que:

i Para cada r € X, existe pelo menos um elemento base, B, tal que x € B;

ii Se x pertence a intersecao de dois elementos base B; e Bj, entdo existe um

elemento base B3 contendo x tal que By C By N Bs.

Se B satisfaz a estas duas condigoes, definimos a topologia 7 gerada por B da seguinte
maneira: um subconjunto U de X é dito aberto em X — é um elemento de 7 — se para
cada x € U, existe um elemento base B € B tal que x € B e B C U. Note que cada
elemento da base pertence a T .

Verifiquemos se esta construcao de fato gera uma topologia em X. De imediado
) € T por vacuidade. Do mesmo modo, X € T jd que para todo x € X existe pelo
menos um elemento base, B, contendo z e contido em X. Agora, considere uma familia
de subconjuntos de X, {U,}, tais que U, € T, é necessario que o subconjunto U = |J U,
pertenca a 7. Dado = € U, existe um indice « tal que x € U,. Como U, é aberto, existe
existe um elemento base B tal que x € Be B C U,. Entao, x € Be B C U, de modo que
U é aberto por defini¢do. Agora, considere dois elementos, Uy, Us € T. Devemos mostrar
que U; N U, pertence a 7. Dado x € Uy N Us, escolha um elemento base By contendo x
tal que By C U; e também, um elemento base By contendo x tal que By C Us. A segunda
condi¢ao da defini¢cao de base garante que existe um elemento base B3 contendo x tal que
B3 € By N By. Entao, x € By e By C Uy NU,, de modo que U; N U, pertence a T por

definicdo, Este argumento esta 11ustr ra abaixo.
EQ %m suporgl ha consagere uma ﬁlla %gulta e conjuntos abertos {U;} e suponha

que (., U; € T, tem-se:
n+1

ﬂ Ui = <ﬁ Ui) UUpy1.
i=1

i=1
Por hipétese (), U; € T e, pelo resultado provado anterioremente, a intersegao de dois

conjuntos que pertencem a 7 também pertence a 7. Pelo principio da indugao fica
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|

Figura A.3: By C B; N Bs.
estabelecido que qualquer intersecao finita de elementos de 7 também pertence a 7.
Deste modo, o processo descrito anterioremente gera, de fato, uma topologia em X a
partir de uma base B. Outra maneira de descrever a topologia gerada por uma base é

descrita no seguinte lema:

Lema A.1: Seja X um conjunto e seja B uma base para a topologia 7 em X. Entao,

T é a colecao de todas as unides de elementos de B.

Prova: Dada uma cole¢do de elementos de B, eles também sao elementos de T e
por 7 ser uma topologia, qualquer unido de tais elementos também esta em 7. Por
outro lado, dado U € T, escolhemos para cada x € U um elemento B, de B tal que

r € B, CU. Entao
U:UBx

zelU

de modo que U é uma uniao de elementos de B.
O

Este lema afirma que todo aberto U de X pode ser expresso como uma uniao de ele-
mentos base. Esta expressao para U, no entanto, ndo é tnica. Assim, o uso do termo
“base” em topologia difere drasticamente do uso deste termo em algebra linear, por exem-
plo, onde a expressdao de um vetor como combinagao de vetores base é tinica. Considere

agora alguns exemplos de bases para ilustrar o conceito.

Exemplo A.4: Se X ¢é qualquer conjunto, a cole¢ao de todos os subconjuntos de um

elemento de X é uma base para a topologia discreta em X.
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Exemplo A.5: Seja B a colecao de todas as regides circulares — interiores de circulos —
no plano. Entao B satisfaz as duas condigbes de uma base. A imagem abaixo ilustra
a segunda condicao. Na topologia gerada por B, um subconjunto U do plano é aberto

se todo x € U estd em alguma regiao circular contida em U.

Exemplo A.6: Seja B’ a colecao de todas as regides retangulares — interiores de retan-
gulos — no plano, onde os retangulos possuem lados paralelos aos eixos coordenados.
Entao B’ satisfaz as duas condi¢oes para uma base. A imagem abaixo ilusta a se-
gunda condi¢ao. Neste caso, a condicao é trivial pois a intersecao de quaisquer dois
elementos da base é, também, um elemento da base, ou vazia. A figura abaixo ilustra

os elementos da base de B e B'.

By By

Figura A.4: Bases Be .

Até agora, foram descritos dois modos de se determinar uma topologia a partir de uma
base. Algumas vezes, no entanto, é necessario realizar o processo inverso e determinar
uma base a partir de uma topologia. Uma maneira frequentemente usada de fazer isto é

a seguinte:

LemaA.2: Sejam X um espaco topoldgico e C uma colecao de abertos em X tal que
para cada aberto U C X e para cada x € U, existe um elemento C' € C tal que

x € C'C U. Entao C é uma base para a topologia de X.

Prova: A primeira condi¢do para uma base é simples, dado = € X, como X é um
aberto, por hipdtese deve existir um elemento C' € C tal que x € C' C X. Para
verificar a segunda condicao, considere x € C N C5y, onde C e Cy sdo elementos de
C. Como C] e (5 sao abertos, C; N Cy também o é. Portanto, existe um elemento

C3 € C tal que z € (3 C C; NCy. Agora, se T ¢é a topologia em X, resta mostrar
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que a topologia T gerada por C é igual a 7. Primeiro, note que se U € T e x € U,
entao, por hipdtese, existe um elemento C' € C tal que x € C' C U e portanto U
pertence a topologia 7'. Por outro lado, se W pertence a topologia 77, entao W é
uma unido de elementos de C, pelo lema A.1. Como cada elemento de C estd em T
e T é uma topologia, W também estd em 7.

O

Além do conceito de base, topologias também podem ser determinadas por meio de
sub-bases. Como vimos, dado uma base, B, uma topologia é gerada considerando-se uma
colecdo de unides arbitrarias de elementos de B. Por outro lado, pode-se descrever uma
topologia considerando-se também as intersecoes finitas de elementos de uma colecao, S,

de conjuntos e unioes arbitrarias destas interse¢oes. A cole¢do S forma uma sub-base.

Definicao A.4: Uma sub-base, S, de uma topologia em X é uma cole¢ao de subcon-
juntos de X cuja unido é igual a X. A topologia gerada pela sub-base S é definida

como a colecao, T, de todas as unides de intersec¢Oes finitas de elementos de S.

Verifiquemos que, de fato, a colecao gerada por unides arbitrarias de intersecoes finitas
de elementos de uma sub-base, S gera uma topologia. Para isto, basta mostrar que a
colecao B de todas as intersecoes finitas de elementos de & é uma base. Deste modo a
colecao T de todas as unides de elementos de B é uma topologia pelo lema A.1. Considere,
entdo r € X, x pertence a algum elemento de § e portanto a algum elemento de B,

satisfazendo a primeira condi¢do de uma base. Além disso, sejam
By =5N---NS, e By=8n---NnS,
dois elementos de B. A intersecao
BiNBy=(SN---NS,)N(SiN---NS.)

é também uma intersecao finita de elementos de S pertencendo, portanto, a B. Logo B é
uma base como queriamos.

Agora que estabelecemos o conceito de topologia, vejamos como construir topologias
para diferentes espagos. Por exemplo, seria conveniente um método geral para se definir
a topologia no produto X x Y a partir das topologias de X e Y, ou definir uma topologia
em um subconjunto de um espago a partir da topologia do deste espaco. Comecaremos,
no entanto, com um método que é bastante intuitivo e produz, por exemplo, a topologia
canonica da reta real. Este método utiliza relagbes de ordem em um conjunto para

construir uma topologia para o mesmo.



229

A.2 - Topologia da ordem

Definicao A.5: Uma ordem linear ou simples, < em um conjunto X é uma relacao

binaria que satisfaz as seguintes propriedades:

i Comparabilidade: para todo a, b, tal que a # b tem-se que oua < bou b < a.
ii Irreflexividade: para todo a, a 4 a.

iii Transitividade: se a < be b < ¢, entao a < c.

Para a,b,c € X. Um par (X, <), é chamado de conjunto simplesmente ordenado

ou linearmente ordenado.

Definicdo A.6: Uma ordem total, < em um conjunto X é uma relacao binaria que

satisfaz as seguintes propriedades:

i Totalidade: para todo a,b, a < bou b <X a.
ii Anti-simetricidade: se a <be b < a, entdao a = b.

iii Transitividade: se a < be b < ¢, entao a < c.

Para a,b,c € X. Um par (X, <), é chamado de conjunto totalmente ordenado

ou de cadeia.

Repare que a propriedade de totalidade implica que cada elemento de X se relaciona
com todos os outros elementos de X. Combinando a propriedade de totalidade com a de
anti-simetria, obtem-se, que, como todo elemento deve se relacionar com qualquer outro,

em particular, tomando b = a, a = a, logo uma ordem total também ¢ reflexiva.

Proposigao A.1: Dada uma ordem simples, < em um conjunto X, a relacao definida

por:

<={(a,b) € X x X|(a,b) €< Va=b)

é uma ordem total.

Prova: Deve-se mostrar que < satisfaz as trés propriedades de uma ordem total.

i Primeiro observe que para todo a € X, o par (a,a) € <. Ou seja, para todo

a € X, a=a Como < é uma ordem linear, para todo a,b € X, a # b, tem-se
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ou a < boub < a. Juntando estes dois fatos, tem-se que para todo a,b € X,
a =boub=a. Logo = étotal

ii Em seguida, note que para todo a,b,c € X coma #b# ¢,sea <beb < c,
entao a < c¢ pela propriedade transitiva de <. Portanto, o mesmo vale para <,
ja que < C <. Agora, suponha que a < beb =<c. Se a =b, entdao a < ¢ porque
b<cea=>. Do mesmo modo se b= c, entao a < c porque a X be b= c. Por

fim, se a = ¢, a < ¢ pela definicao de <. Logo =< é transitiva.

iii Por fim, note que podemos escrever < como

<==<UA,

onde A é dado por

A={(a,b)e X x X|a=0}.

Pela irreflexividade de <, tem-se que < N A = (). Se supusermos que a <X b e
b < a, devemos ter entdo que, ou a < b e b < a, ou a = b. Pela propriedade
de comparabilidade de <, se a # b, ou a < b, ou b < a, ambos nao podem
ser verdadeiros ao mesmo tempo. Portante, devemos ter que a = b. Logo <X ¢

anti-simétrica.
O

Esta proposi¢ao mostra que dada uma ordem linear em X, sempre podemos definir,
a partir dela, uma ordem total em X. O contrario também ¢é verdade, dada uma ordem
total, podemos sempre obter uma ordem linear. Apresentamos esta afirmacio sem prova,
mas basta realizar o processo inverso ao executado na prova da proposicao anterior. Isto é,
basta remover o conjunto A da ordem total para obter a ordem simples. Por este motivo,
também, nao se costuma fazer distin¢io entre ordens lineares e ordens totais, sendo usual
falar apenas de ordens totais.

Agora, dado um conjunto simplesmente ordenado, X, existe uma topologia canénica
em X, definida usando a relagdo de ordem. Esta topologia é chamado topologia da
ordem. Denotando por < a relagao de ordem simples em X, dados dois elementos a, b

em X tais que a < b, podemos definir quatro subconjuntos de X, chamados intervalos,
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determinados por a e b. Sao eles:

Onde < é a ordem total definida a partir de < segundo a proposicao A.1.

Se X = R, a noc¢ao apresentada aqui fornece os intervalos usuais da reta real. Apresen-
tada deta maneira, no entanto, os intervalos sdo definidos em um conjunto simplesmente
ordenado arbitrario. Um conjunto do primeiro tipo é dito um intervalo aberto em X.
Um conjunto do dltimo tipo é dito um intervalo fechado em X. E os dois conjuntos
intermediarios sao ditos intervalos semi-abertos ou semi-fechados. O termo “aberto”
sugere uma conexao na qual intervalos abertos em X sdo conjuntos abertos de X. Como

veremos, isto é verdade.

Definicdo A.7: Seja X um conjunto simplesmente ordenado e que possui mais de um

elemento e seja B a colecao de todos os conjuntos dos seguintes tipos:

i Todos os intervalos abertos (a,b) em X.

ii Todos os intervalos da forma [ag,b), onde ap é o menor elemento de X, se

existir.

iii Todos os intervalos da forma (a, by, onde by é 0 maior elemento de X, se existir.

A colecao B forma uma base de uma topologia em X. Esta topologia é chamada

topologia da ordem em X.

Se X nao possui um menor elemento, entao nao existem conjuntos de tipo ii em B, e
se X nao possui um maior elemento, nao existem conjuntos de tipo iii. Para X = R, por
exemplo, existem apenas conjuntos do tipo 1.

Verifiquemos se B é, de fato, uma base. Primeiro, note que todo elemento z € X
pertence a pelo menos um elemento de B. Se z é o menor elemento de X entao = pertence
a todos os conjuntos de tipo ii e se x for o maior elemento de X entao x pertence a
todos os elementos de tipo iii. Se X nao possuir nem maior nem menor elemento, entao
x pertence a algum conjunto de tipo i. Segundo, note que a intersecao de quaisquer dois
conjuntos de qualquer um dos tipos especificados ¢ um conjunto de um dos trés tipos.

Segue imediatamente da definicdo que a intersecao de um intervalo aberto com outro
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intervalo aberto ou com um intervalo semi-aberto é um intervalo aberto. A intersecao
de conjuntos do tipo ii com outro do tipo ii é também do tipo ii e a interse¢do de dois
conjuntos do tipo iii também é do tipo iii. Por fim, a intersecdo de um conjunto de tipo
ii com um de tipo iii é um intervalo aberto, ou seja, um conjunto de tipo i. Deste modo,

fica estabelecido que B é de fato uma base. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo A.7: A topologia candnica em R é simplesmente a topologia da ordem de R
sob a relacao de ordem usual <. Ou seja, a topologia canénica de R é a cole¢ao de

todos os intervalos abertos (a,b), a,b € R.

Exemplo A.8: Os inteiros positivos, Z* formam um conjunto ordenado que possui um
elemento minimo. A topologia da ordem em Z* é a topologia discreta em Z*. Para
todo conjunto de um tnico elemento, se n > 1, {n} = (n — 1,n 4+ 1) é um elemento

da base. Se n =1, o conjunto {1} = [1,2) é um elemento da base.

Exemplo A.9: Considere o conjunto X = {1,2} x Z*. Denotaremos os elementos
deste conjunto por a x b, onde a € {1,2} e b € Z*, por conveniéncia. Equipando X

com a ordem lexicogréfica, dada por
axb<ecxd <= a<cV(a=cANb<d)

Vemos que X possui um menor elemento, 1 x 1. Diferente do exemplo anterior,
no entanto, a topologia da ordem em X nao é a topologia discreta pois existe um
conjunto de um tnico elemento, {2 x 1} que nao é aberto pois todo intervalo contendo
2 x 1 é da forma

(1 xn,2xm)

onde m > 1. Este intervalo sempre contem um elemento do tipo 1 X n pois Z* nao

possui um maior elemento.

Exemplo A.10: Considere o conjunto R x R com a ordem lexicografica definida no
exemplo anterior. Este conjunto nao possui nem um menor elemento nem um maior
elemento, de modo que todos os abertos sdo intervalos da forma (a x b,c x d). As
figuras abaixo mostram intervados onde a < ¢ e onde a = c e b < d. A subcolecao

contendo apenas conjuntos do segundo tipo é, também, uma base para esta topologia.
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cxd

axb cxd

axb

Figura A.5: Exemplos de conjuntos abertos em R x R na topologia da ordem lexico-

grafica.

Definicdo A.8: Se X é um conjunto simplesmente ordenado e a é um elemento de X,

existem quatro subconjuntos de X, chamados raios, determinados por a. Sao eles:

Conjuntos dos dois primeiros tipos sao chamados raios abertos e conjuntos dos dois
ultimos sao chamados raios fechados. Novamente, o termo “aberto” sugere que raios
abertos sao conjuntos abertos de X. Isto é verdade. Considere por exemplo o raio
(a,+00). Se X possui um maior elemento, by, entdo (a,+00) coincide com o elemento
base (a,bp]. Se X nao possui um maior elemento, (a,+00) é igual a unido de todos os
elementos base da forma (a,x), para © > a. Em ambos os casos, (a,+00) é aberto. Um
argumento andlogo vale para (—oo, a).

Os raios abertos, inclusive, formam uma sub-base da topologia da ordem em X. Cada
raio aberto é aberto na topologia da ordem, de modo que a topologia gerada por eles
estd contida na topologia da ordem. Por outro lado, cada elemento base da topologia
da ordem ¢ igual a uma intersegao finita de raios abertos. O intervalo (a,b) ¢ igual a
interse¢ao de (—o00,b) e (a, +00), enquanto [ag,b) e (a, by|, se existirem, sao raios abertos.

Assim, a topologia gerada pelos raios abertos contem a da ordem.

A.3 - Topologia produto

Se X e Y sao espagos topologicos, existe um modo canénico de definir uma topologia

no produto cartesiano X x Y.
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Definicdo A.9: Sejam X e Y espacos topologicos. A topologia produto em X x Y
é a topologia cuja base é a colecao B de todos os conjuntos da forma U x V onde U

¢ um subconjunto aberto de X, e V, de Y.

Verifiquemos se B é uma base. A primeira condicao é direta dado que todo o conjunto
X XY éum elemento base. A segunda condi¢ao também segue sem complicagoes. Dados
dois elementos base Uy x Vj e Uy x Vi, tem-se (Uy x V1) N (Uy x Vo) = (U1 NUs) x (V4 X V3).
Logo, a intersecdo de dois elementos da base é também um elemento da base, ja que
U NU; e VNV, sao abertos, em X e Y respectivamente. Este argumento esta ilustrado

na figura a seguir.

Vs

~

~ U
U, ?

Figura A.6: Conjunto aberto na topologia produto.

Note que a colecao B nao é uma topologia em X x Y. A unido dos dois retdngulos
na figura acima, por exemplo, ndo é o produto de dois conjuntos, de modo que nao pode
pertencer a B, no entanto, é aberto em X x Y. Como usual ao introduzir um novo con-
ceito, ¢é 1til tentar relaciona-lo com conceitos ja conhecidos. Sendo assim, comegamos por
investigar o que pode-se dizer a respeio da topologia produto em X X Y, se as topologias

de X e Y sao dadas em termos de bases.

Teorema A.1: Sejam B uma base para a topologia de X e C uma base para a topologia
de Y. A colecao

D={BxC|BeBACeC}

¢ uma base para a topologia de X x Y.
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Prova: Usamos o lema A.2. Dado um aberto W C X XY e um ponto x x y € W,
por definicao da topologia produto, existe um elemento base U x V tal que x x y €
UxV cW. Como B e C sao bases para X e Y, respectivamente, podemos escolher
elementos B € Be C € Ctaisquex € B C Uey e C C V. Deste modo,
rxy € BxC CW. Portanto, a colecao D é, segundo o lema A.2, uma base para a
topologia produto em X x Y.

O

Exemplo A.11: A topologia candnica de R é a topologia da ordem de R. O produto
desta topologia com si mesma, é a topologia canonica de R x R = R2. Ela tem como
base a cole¢ao de todos os produtos de conjuntos abertos de R. No entanto, como o
teorema anterior provou, a colegdo muito menor de todos os produtos (a,b) x (¢, d)
de intervalos abertos em R também é uma base para esta topologia. Cada conjunto
destes pode ser visualizado como o interior de um retangulo em R?. Assim, a topologia

candnica de R? é aquela considerada no exemplo A.6.

Por vezes é til expressar a topologia produto por meio de uma sub-base. Para tal,

definimos as seguintes funcgoes:

Definicao A.10: Seja 71 : X x Y — X definida por

Wl(l'ay) =z

e seja my : X X Y — Y definida por

oz, y) = y.

Os mapas 7; e my s@o chamados projegées candnicas ou simplesmente projegoes
de X X Y em seu primeiro e segundo fatores, respectivamente. Ambas as projegoes

sao sobrejetivas.

Se U é um aberto de X, entdo o conjunto 7, (U) é precisamente o conjunto U x Y
que é aberto em X x Y. Similarmente, se V' é um aberto de Y, o conjunto 7, (V) é o
conjunto X x V', que é aberto em X x Y. A intersecdo destes dois conjuntos é o conjunto
U x V como indicado na figura abaixo.

Formalmente, temos o seguinte resultado:

Teorema A.2: Sejam Tx e Ty as topologias de X e Y, respectivamente. A colegao

S = {= ()| U e T} U {m () |V e T}
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Figura A.7: Conjunto aberto na topologia produto determinado a partir das fungoes
projecao.

¢ uma sub-base para a topologia produto em X x Y.

Prova: Sejam 7 a topologia produto em X xY e T” a topologia gerada por S. Como
cada elemento de S pertence a 7T, unioes arbitrarias e intersegoes finitas de elementos
de S também pertencem. Logo, 7' C T. Por outro lado, cada elemento base, U x V

da topologia T é uma intersecao finita de elementos de S, pois:

UxV=r'U)Nnm" (V).

Portanto, U x V pertence a 7' e entdao 7 C T'.

A.4 - Topologia do subespaco

Definigao A.11: Seja X um espaco topoldgico com topologia, 7. Se Y é um subcon-

junto de X, a colecao

Ty ={YnU|UeT}

¢ uma topologia em Y, chamada topologia do subespago. Com esta topologia, Y
¢ chamado de subespacgo de X. Os abertos de Y sao todas as interse¢oes de abertos
de X com Y.

A verificacao de que Ty é uma topologia é simples. Tem-se que () e Y pertencem a Ty
pois
D=YNh e Y=YNX
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onde (),Y € T. O fato de ser fechado sob intersecoes finitas e unioes arbitrarias segue das

seguintes propriedades das operacoes de uniao e intersecao de conjuntos:

any)n---nU,NnY)=UnNn---NnU,)NY

Jwany) = (LQJUQ> ny.

«

Lema A.3: Se B é uma base para a topologia de X, a colecao

By ={BNY |B e B}

¢ uma base para a topologia do subespaco em Y.

Prova: Dado um aberto U em X e dado y € UNY, podemos escolher um elemento
base B tal que y € B C U. Assim,y € BNY C UNY. Segue, do lema A.2 que By

é uma base para a topologia do subespaco em Y.
O

Ao lidar com um espago, X e um subespaco, Y, é necessario ter cuidado quando se
usa o termo “conjunto aberto”, pois ele pode significar tanto um elemento da topologia
de X quanto um da topologia de Y. Convencionalmente, um conjunto U é aberto em
Y se ele pertence a topologia de Y. Em particular, isto implica que U é um subconjunto

de Y. Do mesmo modo, diremos que U ¢é aberto em X se pertence a topologia de X.

Lema A.4: Seja Y um subespaco de X. Se U é aberto em Y e Y é aberto em X,

entao U é aberto em X.

Prova: Como U é aberto em Y, U =Y NV para algum V aberto em X. Como Y e

V' sao, ambos abertos em X, Y NV também é aberto em X.
O

Agora, exploremos a relacao entre a topologia de subespaco e as topologias da ordem

e do produto.

Teorema A.3: Se A é um subespago de X e B um subespago de Y, entao a topologia
produto em A x B é a mesma topologia que A x B herda como um subespaco de
X xY.
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Prova: O conjunto U x V é uma elemento base genérico de X x Y, onde U é aberto
em X e V éaberto em Y. Assim, (U x V)N (A x B) é um elemento base genérico

da topologia do subespaco A x B. Note que

(UxV)N(Ax B)=(UnNA)x (VNB).

Como UNA e VNB sao abertos na topologia do subespaco em A e B, respectivamente,
o conjunto (U N A) x (VN B) é um elemento base da topologia do produto em
A x B. Conclui-se, portanto, que as bases para a topologia do produto e topologia

do subespago sao a mesma de modo que as duas topologias também sao iguais.

g

Agora, considere um conjunto ordenado X com a topologia da ordem e seja Y um
subconjunto de X. A relagdo de ordem em X, quando restrita a Y torna ¥ um conjunto
ordenado. A topologia da ordem em Y, no entanto, nao necessariamente é a mesma

topologia que Y herda como subespaco de X. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo A.12: Considere o subconjunto Y = [0, 1] da linha real, R, com a topologia
do subespaco. A topologia do subespaco tem como base todos os conjuntos da forma
(a,b)NY, onde (a, b) sdo intervalos abertos de R. Este conjunto é de um dos seguintes

tipos:

)
(a,b) sea,bey;
(@)Y [0,b) seapenas b€ Y
a, =
(a,1] se apenas a € Y;

\You@ sea,bgy.

Por definicao todos estes conjuntos sao abertos em Y, no entanto, conjuntos do
segundo e terceiro tipos nao sao abertos em R. Agora, note que estes conjuntos, por
defini¢do, formam uma base para a topologia da ordem em Y. Assim, neste caso, a

topologia do subespaco e a da ordem sao iguais.

Exemplo A.13: Seja Y C R o conjunto dado por Y = [0,1) U {2}. Na topologia do
subespaco de Y, o conjunto {2} é aberto, porque ¢ a intersecao do aberto (3/2,5/2)
com Y. Mas, na topologia da ordem em Y, o conjunto {2} ndo é aberto em Y.

Qualquer elemento base da topologia da ordem de Y que contém 2 é da forma
{x‘xEY A a<x§2}

para algum a € Y. Tal conjunto necessariamente contem pontos de Y menores que
2.
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Exemplo A.14: Considere I = [0,1]. A ordem lexicografica em I x I é simplesmente
a restricao a I x I da ordem lexicografica no plano R x R. No entanto, a topologia
da ordem em [ x [ nao é igual a topologia do subespacgo em [ x I obtida a partir da
topologia da ordem lexicografica em R x R. Por exemplo, o conjunto {1/2} x (1/2,1]
é aberto em [ x I na topologia do subespago, mas nao o é na topologia da ordem. Em
particular, nao existe um elemento base na topologia da ordem de I x I que contenha
o ponto 1/2 e esteja inteiramente contido em {1/2} x (1/2,1]. O argumento esté

ilustrado na figura abaixo.

]

Subespaco Ordem

Figura A.8: Comparacao das topologias do subespaco e da ordem em um subespaco.

O conjunto I x I com a topologia da ordem lexicografica é chamado de quadrado

ordenado, denotado por I2.

A anomalia que ocorre nos segundo e terceiro exemplos nao ocorre para intervalos ou
raios em um conjunto ordenado, X. Dado um conjunto ordenado X, dizemos que um
subconjunto Y de X é convexo em X se para todo par de pontos a < b em Y, todo o
intervalo (a,b) de pontos de X estd contido em Y. Note que intervalos e raios em X sao

convexos em X.

Teorema A.4: Sejam X um conjunto ordenado e com a topologia da ordem e Y um
subconjunto de X convexo. Entao, a topologia da ordem em Y é a mesma topologia

que Y herda como subespaco de X.
Prova: Considere o raio (a,4+00) em X. Se a € Y, tem-se que

(a,—l—oo)ﬁY:{x‘xEY/\x>a}.

Este conjunto é um raio aberto no conjunto ordenado Y. Se a ¢ Y, entdo a é ou uma

limite inferior em Y ou um limite superior em Y, ja que Y é convexo. No primeiro
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caso, o conjunto (a,4+00)NY éigual a todo Y e no segundo caso, é o conjunto vazio.
Um argumento andlogo mostra que a interse¢ao do raio (—oo,a) com Y é ou um raio
aberto de Y ou o préprio Y ou vazio. Como os conjuntos (a, +00)NY e (—o0,a)NY
formam uma sub-base para a topologia do subespago em Y e sdo abertos na topologia
da ordem, a topologia da ordem contem a topologia do subespaco.

Para demonstrar a volta, note que qualquer raio aberto de Y ¢ igual a intersecao de
um raio aberto de X com Y, de modo que ¢é aberto na topologia do subespago em
Y. Como caada raio aberto de Y é uma sub-base da topologia da ordem de Y, esta

topologia esta contida na topologia do subespaco.
O

Usualmente, quando se considerar um conjunto ordenado X com a topologia da ordem
e um subconjunto Y de X, assume-se que a Y ¢é dada a topologia do subespaco a menos
que especificado de outro modo. Se Y for convexo em X, entdao ambas as topologias sao
iguais. Agora, faremos um breve interlidio para tratar de mais alguns conceitos basicos
de espacos topoldgicos antes de tratarmos de um tltimo método de construcao de espagos

topologicos.

A.5 - Conjuntos fechados e pontos aderentes

Além dos conjuntos abertos, existem outros conceitos bésicos associados a espacos
topologicos. Nesta secao falaremos brevemente sobre conjuntos fechados, o fecho de um
conjunto e pontos aderentes. Todos estes conceitos sao tteis para estudar aspectos de
um espaco topoldgico. Inclusive, é comum que certas propriedades formuladas apenas em
termos de abertos de um espago possam ser reformuladas de modo equivalente usando
um destes conceitos. Isto é ttil pois fornece perspectivas distintas sobre uma mesma

propriedade. Comecamos com conjuntos fechados.

Definigao A.12: Se X é um espaco topoldgico, um subconjunto A de X é dito fechado
se X — A é aberto.

Exemplo A.15: Os intervalos fechados em R, [a, b] sdo conjuntos fechados, pois:
R — [a,b] = (—o00,a) U (b, +00)

é aberto. Similarmente, [a,4+00) é fechado pois seu complemento, (—o0, a) é aberto.
Estes resultados justificam a nomenclatura: intervalo fechado e raio fechado. De fato,
a definicdo de conjunto fechado vem justamente de modo a capturar as propriedades

destes subconjuntos de R. Note que [a,b) C R ndo é nem aberto nem fechado.
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Como o exemplo anterior ilustra, assim como portas podem estar abertas ou fechadas,
subconjuntos de um espago topoldgico, podem ser abertos ou fechados. Diferentemente
de portas, por outro lado, eles também podem ser simultaneamente abertos e fechados
ou nem abertos, nem fechados. A cole¢ao de conjuntos fechados de um espaco possui

propriedades muito similares a colecao de abertos, isto é, a topologia do espaco.

Teorema A.5: Se X é um espago topoldgico, entao as seguintes condi¢oes valem:
i () e X sao fechados.
ii Intersecoes arbitrarias de subconjuntos fechados sao fechadas.

iii Uniodes finitas de subconjuntos fechados sao fechados.

Prova:

i e X sao fechados pois seus complementos sao respectivamente X e (), que sao

abertos por definicao.

ii Dada uma cole¢ao de subconjuntos fechados, {A,}, tem-se que
X -4 ={J (X -4).

Como os conjuntos X — A, sao abertos, por definicdo, e unides arbitrarias
de abertos sao abertas, também por defini¢ao, entao interse¢oes arbitrarias de

fechados sao fechadas.

iii Dada uma colegdo finita de subconjuntos fechados {A;}, tem-se que

i

X—U&:ﬂ@é&)

Por definicdo X — A; é aberto e intersecoes finitas de aberto sdo abertas. Por-

tanto, unioes finitas de subconjuntos fechados sao fechadas.

4

Note que seria perfeitamente possivel usar conjuntos fechados para definir a topologia
de um conjunto. Isto é, a topologia seria uma colecao de subconjuntos, ditos fechados
satisfazendo ao teorema acima. Os conjuntos abertos, entdo, seriam os complementos
destes conjuntos fechados. Este procedimento nao possui nenhuma vantagem particular
sobre o procedimento usual de modo que convenciona-se definir topologias em termos de

abertos. Naturalmente, subconjuntos fechados possuem outros usos no estudo de topo-
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logia. Nao os trataremos aqui. Mas, notamos que muitas defini¢oes de topologia podem
ser reformuladas em termos de produtos fechados. Isto fornece um segundo modo de ob-
ter certos resultados. Para alguns espacos, pode ser mais interessante usar subconjuntos
fechados.

Deve-se ter um cuidado especial ao falar de conjuntos fechados quando um subespaco
estd esta envolvido. Se Y é um subespaco de X, dizemos que um conjunto A é fechado
em relacao a Y se A é um subconjunto de Y e A é fechado na topologia do subespago de

Y, isto é, Y — A é aberto em Y. Tem-se, entao o seguinte resultado:

Teorema A.6: Se Y é um subespaco de X, entdao o conjunto A é fechado em Y se,

somente se é a intersecao de um conjunto fechado X com Y.

Prova: Suponha que A = C'NY onde C é fechado em X. Entao X — C é aberto
em X. Deste modo, (X — C)UY é aberto em Y pela definicio da topologia do
subespago. Mas, (X —C)NY =Y — A logo Y — A é aberto em Y de modo que A
é fechado em Y. Este argumento estd ilustrado na figura a esquerda abaixo. A &rea

hachurada indica que se trata de um conjunto aberto.

. . 70007

Y

X C X

Figura A.9: Digramas ilustrando A e sua relagdo com X e Y.

Por outro lado, se A é fechado em Y isto significa que Y — A é aberto em Y. Ou
seja, existe um aberto U de X tal que UNY =Y — A. O conjunto X — U entao
é fechado em X. Mas, Y N (X —U) = A, logo A é a intersegao de um fechado de
X com Y. Este argumento esta ilustrado na figura a direita acima onde a area nao

hachurada indica que o conjunto é fechado.
O

Este resultado sera 1util mais adiante. Passemos agora ao conceito de fecho de um

conjunto.

Definigao A.13: Dado um subconjunto A de um espaco topolégico X, o interior de A,
denotado Int A, é definido como a uniao de todos os abertos contidos em A. O fecho

de A, denotado por A é definido como a intersecao de todos os fechados contendo A.
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Vemos entao que Int A é o maior aberto contido em A e A é o menor fechado que
contém A, ou seja

IntAC AC A.

Se A é aberto, entdo A = Int A e se A é fechado, A = A. O interior de um subconjunto nao
sera muito usado, mas o fecho serd. Note que ao tratar de um espago X e um subespaco
Y C X, é necessario cautela ao falar do fecho de conjuntos. Se A C Y, o fecho de A em
Y e o fecho de A em X em geral serdo diferentes. A notacdo A geralmente fica reservada
para o fecho de A em X. O fecho de A em Y pode ser expresso em termos de A do

seguinte modo:

Teorema A.7: Seja Y um subespacgo de X e A um subconjunto de Y. O fecho de A
em Y é dado por ANY.

Prova: Denotemos por B o fecho de A em Y. O conjunto A é fechado em X de modo
que ANY é fechado em Y, segundo o teorema A.6. Como ANY contem A e, por
definicdo, B ¢ a intersecdo de todos os fechados de Y contendo 4, B C (ANY). Por
outro lado, como B é fechado, novamente pelo teorema A.6, B = CNY para algum C
fechado em X. Deste modo, C' é um fechado em Y contendo A, pois A é a intersecdo
de todos tais fechados de X. Ou seja, A C C. Entdo (ANY) C (CNY) = B.

OJ

A defini¢do de fecho de um conjunto, no entanto, nao fornece um método conveniente
de determinar, de fato, o fecho, pois a colecao de todos os subconjuntos fechados de X é,
em geral, muito grande para se trabalhar, assim como ocorre com a colecao de todos os
abertos. Existe, no entanto, uma forma mais conveniente de se descrever o fecho de um
conjunto envolvendo apenas a base da topologia de X. No que se segue, diremos que um

conjunto A intersecciona outro conjunto B se AN B # (). Deste modo tem-se:

Teorema A.8: Se A é um subconjunto de X, entao
i € A se, somente se todo aberto U contendo X intersecciona A.

ii supondo que a topologia de X seja dada por uma base, z € A se, somente se,

todo elemento base B contendo z intersecciona A.
Prova:

i Note que podemos escrever i como: x & A se, somente se, existe um aberto
U de X que nao intersecciona A. Nesta forma, a prova é simples. Se x ¢ A,
entdo, o conjunto U = X — A é um aberto contendo X, que nao intersecciona

A. Por outro lado, se existe um aberto U contendo x que nao intersecciona
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A, entdo X — U é fechado e contem A. Por definicio do fecho, A, o conjunto

X — U deve conter A e, portanto, x nao pode pertencer a A.

ii Se todo aberto contendo x intersecciona A, também o fazem todos os elementos
base B contendo z, pois os elementos base sao, também, abertos. Por outro
lado, se todo elemento base contendo x intersecciona A, também o fazem todos
os abertos U contendo x, pois U contém pelo menos um elemento base contendo

x. Mas, se todo aberto contendo x intersecciona A, por i, x € A.

g

Existe uma terminologia especifica para dizer que U é um aberto contendo z. Diz-

¢

se que U é uma vizinhanca de . Alguns matematicos definem “vizinhanc¢a” de modo
diferente. Dizem que A é uma vizinhanca de z se A contem algum aberto contendo z. E
necessario atencao a qual definicdo esta sendo usada, usaremos apenas a primeira. Por

ultimo introduzimo o conceito de ponto aderente.

Definicao A.14: Se A é um subconjunto de um espac¢o X e z um ponto de X, dizemos
que z é um ponto aderente de A se toda vizinhanca de x intersecta A em algum

ponto diferente de x.

Em outras palavras,  é um ponto aderente de A se pertence ao fecho de A — {z}.
Note que nao faz diferenca se o ponto x pode pertencer ou nao a A. Vejamos um exemplo

simples.

Exemplo A.16: Seja A = (0, 1] € R. Tem-se que 0 é um pondo aderente de A. Note
que A nao contem 0, de modo que A — {0} = A. Agora, o fecho de A é dado por
A = [0,1], pois toda vizinhanca de 0, unido de intervalos abertos, pelo menos um
dos quais contem 0, intersecciona A. Apenas para numeros x fora do intervalo [0, 1]
existem abertos contendo x que nao interseccionam A. Assim, como 0 € A, 0 é um

ponto aderente de A.

Como pode-se ver, existe uma relagdo entre o fecho de um conjunto e os pontos

aderentes deste conjunto. Esta relagao é explicitada no resultado a seguir.

Teorema A.9: Seja A é um subconjunto de um espa¢o X e A’ o conjunto de todos os

pontos aderentes de A. Entao
A=AUA.
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Prova: Se © € A’, toda vizinhanca de x intersecta A, em um ponto diferente de .
Pelo teorema A.8, entdo, z € A. Portanto, A’ C A. Como, por definicao A C A,
tem-se que AU A’ C A. Por outro lado, considere z € A. Sex € Aentdoxr € AUA'.
Sex ¢ A, como x € A, tem-se que toda vizinhanca U de z intersecta A. Como z & A,
U deve intersectar A em um ponto diferente de x. Entao = € A’ pela definicao de

ponto aderente. Logo x € AU A’ ou seja, em ambos os casos tem-se que A C AU A’.

g

Corolario A.9.1: Um subconjunto A de um espago X é fechado se, somente se, contem

todos os seus pontos aderentes.

A.6 - Funcoes continuas

O conceito de fungdo continua é fundamental para boa parte da matematica. Fun-
¢oOes reais continuas aparecem no inicio de qualquer livro de calculo, seguidas de funcoes
continuas no plano e no espago. Conforme se avanga na matematica tipos cada vez mais
gerais de funcoes continuas aparecem. Nesta secdo trataremos da definicdo e algumas

propriedades de fungoes continuas em espagos topoldgicos arbitrarios.

Definicao A.15: Sejam X e Y espacos topologicos. Uma fungao f : X — Y é continua
se para todo aberto V' C Y, a imagem inversa de V sob f, isto ¢, o conjunto f~(V)

é aberto em X.

A continuidade de uma func¢ao depende, nao somente de propria funcao, como também
das topologias do dominio e contradominio. Case deseje-se enfatizar este fato, diz-se que
f é continua relativa as topologias de X e Y.

Note que, se a topologia do contradominio é especificada por uma base B, entao para
provar a continuidade de f basta provar que a pré-imagem de qualquer elemento base é
aberta. Isto é, se B € B é um elemento base, devemos ter que f~!(B) C X ¢ aberto em

X. Esta condigao é suficiente pois todo aberto V' C Y pode ser escrito como:
V=|JB.
de modo que
vy = (Ba)

é aberto em X se cada conjunto f~!(B,) o for.
Se a topologia de Y é especificada por uma sub-base, S, para provar a continuidade

de uma funcao f, bastara, entao, provar que a pré-imagem de cada elemento da sub-base
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é aberto. Como cada elemento base B de topologia de Y é escrito como uma interse¢ao
finita de elementos S da sub-base, entao o fato da pré-imagem de cada elemento base ser

aberta segue da seguinte propriedade da operacao de intersecao

Usualmente a definicao de continuidade é apresentada usando-se a ideia de “e — ¢§”.

Vejamos como esta definicao se relaciona com a defini¢cao de continuidade apresentada.

Exemplo A.17: Considere uma funcao real f : R — R. A defini¢cao de continuidade
usando €’s e ¢’s a partir da definicao A.15 da seguinte forma. Suponha f continua

segundo a definicdo A.15. Dado zy € R e € > 0, o intervalo

V = (f(zo) — € f(x0) +¢)

é aberto no contradominio, R, de modo que f~!'(V) é aberto no dominio. Como
F~YV) contem o ponto zy, contem, também, um elemento base (a,b) tal que zq €
(a,b). Escolhendo § como sendo o menor entre os nimeros xo — a € b — xg, entao se

|z — x0| < &, o ponto z pertence a (a,b) de modo que f(x) € Ve

| f(@) = flwo) | <e

como desejado. Por outro lado, se f é continua segundo a definicao € — 9, entdo, dado

e > 0, existe 0 tal que
|f(-75)—f(1’0)|<6 —= ‘.CE—[BO|<(5.

Ou seja, qualquer aberto V' C Y que contem f(x), pode ser escrito como V =
(f(x0) — €, f(x0) + €) tal que

f_l (V) = (l'() — (5, Zo + 5)

Como f~'(V) é um intervalo aberto, f~'(V) é aberto no dominio e f é continua
segundo A.15.

O conceito de continuidade nos permite definir uma outro conceito, central para a

topologia:

Definicdo A.16: Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma bijegao. Se tanto
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f quanto sua inversa:
iy =X

forem continuas, f é chamado de homeomorfismo.

A condicao de que f~! seja continua significa que para cada aberto U C X, a pré-
imagem de U sob f~! é aberta em Y. No entanto, a pré-imagem de U sob f~! é pre-
cisamente a imagem de U sob f. A imagem abaixo ilustra esta relagdo. Deste modo,
pode-se definir um homeomorfismo como uma bijecao f : X — Y tal que f(U) é aberto

se, somente se U o é. Esta condigdo é bastante tutil.

Figura A.10: Diagrama ilustrando a relacdo entre os abertos de X e Y sob o homeomor-
fismo f.

A utilidade de um homeomorfismo entre dois espacos X e Y é que ele nos dd uma
correspondéncia univoca, nao s6 entre os elementos de X e Y como também entre as
colegoes de abertos de X e Y ou seja, entre as topologias destes dois espagos. Como
consequéncia, propriedades que sao expressas inteiramente em termos da topologia de
X sao mapeadas nas propriedades correspondentes de Y. Tais propriedades sao ditas
propriedades topolégicas ou invariantes topolégicos e sao de grande utilidade para

estudar e caracterizar espagos topologicos.

Exemplo A.18: Um exemplo simples de homeomorfismo é a funcao f : (0,1) — (1, 00)
dada por

Se tratarmos ambos os intervalos (0,1) e (1,00) na topologia do subespaco de R,
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entao uma base para a topologia de ambos sao os intervalos abertos de cada espaco.

f((a.0)) = (%é)

Como f e f~! mapeiam intervalos abertos em intervalos abertos, ambas sdo conti-

Além disso, tem-se que:

nuas e portanto, sao homeomorfismos. Isto nos diz, entdo, que o intervalo (1,00)
possui exatamente as mesmas propriedades topolégicas que o intervalo (0,1). Isto é

interessante quando consideramos o fato de que um deles é infinito e o outro nao.

No calculo existem alguns resultados uteis para construir fungoes continuas, por exem-
plo, o produto de fungdes continuas é uma fungao continua, a soma de duas funcoes
continuas é continua, a fun¢do constante é continua e assim por diante. Vejamos alguns

resultados similares na linguagem proépria da topologia.

Teorema A.10: Sejam X,Y e Z espacos topoldgicos, tem-se:

i Funcao constante: se f : X — Y mapeia todo X em um tinico ponto yy € Y,

entao f é continua.
ii Inclusao: se A é um subespaco de X, a inclusao j : A — X é continua.

iii Compostas: Se f: X =Y eg:Y — Z sao continuas, entdao go f : X — Z

também o é.

iv Restricao: Se f : X — Y é continua e A é um subespaco de X, entdo a

restrigio f|A: A — Y é continua.

v Restricao ou expansao do contradominio: Seja f : X — Y uma funcgao
continua. Se Z é um subespago de Y contendo o conjunto imagem f(X), entao
a funcao g : X — Z obtida ao restringir o contradominio de f é continua. Se Z
é um espaco que possui Y como subespaco, entdao a funcao h : X — Z obtida

ao expandir o contradominio de f ¢é continua.

vi Continuidade local: Uma funcao f : X — Y é continua se X pode ser escrito
como a uniao de abertos U, tais que restrigao de f a um aberto, f|U, é continua

para cada .

Prova:

i Seja f(x) = yo para todo x € X. Seja V aberto em Y. O conjunto f~1(V)
é igual a X ou a (), a depender se V' contém ou nao yg. Em qualquer caso, é

aberto, logo f é continua.
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ii Se U é aberto em X, entdo j~1(U) = U N A que é aberto em A pela defini¢ao
da topologia do subespaco.

iii Se U é aberto em Z, entdo ¢g~'(U) é aberto em Y e f~'(g7'(U)) é aberto em
X. Mas

F g™ U) = (g0 )~ 1(U)

segundo a teoria basica de conjuntos, logo g o f é continua.

iv A restricao de f a A, f|A é igual & composi¢ao do mapa inclusao j: A — X e

o mapa f: X — Y ambos continuos, portanto, pelo item iii, f|A é continua.

v Seja f : X — Y uma funcdo continua e seja g : X — Z a funcgdo obtida a
partir de f restringindo seu contradominio a Z com f(X) C Z C Y. Entao se
B é um aberto de Z, B = Z U U para algum aberto U C Y. Como Z contém

toda a imagem de f tem-se

Como f~1(U) é aberto, g~ *(B) também o é. Por outro lado, se h : X — Z
é a fungdo obtida expandindo-se o contradominio de f com f(z) C Y C Z,

h= foj,onde j:Y — Z é o mapa inclusao. Assim, h é continua.

vi Por hip6tese, podemos escrever X como a unidao de abertos U, tais que f|U, é

continua para todo a.. Seja V um aberto de Y. Entao

FAV)NUL = (FIU) (V)

pois ambas as expressoes representam o conjunto de pontos x € U, tais que
f(x) € V. Como f|U é continua, este conjunto é aberto em U, e, portanto,
aberto em X. Mas

v =UJuvn.)

07

de modo que f~1(V) também é aberta em X. Logo f é continua.

4

Além destes resultados existe mais um, chamado de lema da colagem que é bastante
util, especialmente no estudo de homotopias no apéndice B. Antes de enuncia-lo, no en-
tanto precisamos reformular o conceito de continuidade em termos de conjuntos fechados.

A formulacao é a seguinte:
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Teorema A.11: Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y um mapa entre estes
espacos. Este mapa é continuo se, somente se, para todo subconjunto fechado B C Y,
f~Y(B) é fechado em X.

Prova: Primeiro note que decorre da teoria basica de conjuntos que
fY =B)=X - f(B)

Como B é fechado, Y — B é aberto. Supondo f continua, entdo, tem-se que X —f~1(B)
é aberto de modo que f~!(B) é fechado. Por outro lado, como B ¢é fechado, f~1(B)
também o é, por hipdotese. Como todo aberto de Y pode ser escrito como Y — B para
algum fechado B C Y, tem-se, pela identidade acima,que f mapeia abertos Y — B
em abertos X — f~1(B). Portanto, f é continua.

O

Com isto, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema A.12 — Lema da colagem: Seja X = AU B, onde A e B sao fechados em
X esejam f: A— Y eg: B — Y fungdes continuas. Se f(x) = g(z) para todo
r € AU B entao f e g se combinam para formar uma funcao continua h : X — Y
definida por

f(z) sex €A,

g(x) sexe€ B.

h(z) =

Prova: Seja C' um subconjunto fechado de Y. Tem-se
hH(C) = fFTH(C)ugT(O).

Como f é continua, f~1(C) é fechado em A e, consequentemente, fechado em X. Do
mesmo modo g~*(C) é fechado em B e, consequentemente, fechado em X. A unido

de ambos, portanto, é fechado em X.

g

Note que se A e B forem abertos, este resultado é apenas um caso particular da
continuidade local com descrita em A.10, de modo que o lema da colagem em termos de
fechados de X ¢ um resultado mais geral. Por dltimo, provamos o seguinte resultado sobre

a continuidade de fungoes cujo contradominio é o produto cartesiano de dois espagos.
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Teorema A.13: Seja f : A — X x Y dada pela equagao
fla) = fi(a) x fa(a).
Esta funcao é continua se, somente se as funcgoes
fi:A—=X e fo: A=Y
forem continuas. Estes mapas sao chamados fungoes coordenadas de f.

Prova: Sejam 7 : X XY — X em: X XY — Y as projegoes candnicas em X e Y
respectivamente. Estes mapas sdo continuos pois 7, 1 (U) = UxY e, (V) = X xV
e estes conjuntos sao abertos na topologia do produto se U e V sao abertos em X e

Y respectivamente. Agora, note que, para todo a € A

fila) =m(f(a)) e fa) =ma(f(a)).

Se f é continua, entao f; e fy 0 sdo pois sao uma composicao de fungdes continuas.
Por outro lado, suponhamos que f; e fy sejam continuas. A base de da topologia de
X XY consistem em subconjuntos U x V', onde U é um aberto de X e V, um de Y.
Um ponto a pertence a pré-imagem f~1(U x V) se, somente se f(a) € U x V, isto &,
se, somente se fi(a) €e U e f3(a) € V. Portanto

[HUXV) = U)n fH(V).

Como ambos os conjuntos f; *(U) e f, '(V) sdo abertos, sua intersecdo também o é.
Logo f é continua.

g

Infelizmente nao existem um resultado andlogo para o caso onde o dominio é um
produto de espagos. Pode-se conjecturar que que um mapa f : A x B — X é continuo
se for continuo em cada variavel separadamente mas isto nao é verdade. De todo modo,
finalizamos aqui a discussao sobre continuidade e passamos a mais um modo de construir
espagcos topoldgicos a partir de outros e em seguida trataremos do conceito de conexidade

de um espaco.

A.7- Topologia quocientes

Dado um espago topolégico, (X, T), existem varias maneiras de gerar outros espagos

topoldgicos a partir dele. Pode-se formar um espago produto de X com outro espago
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topologico Y, como é o caso de R™, por exemplo. Pode-se considerar subespagos de
interesse, pode-se gerar uma topologia a partir de uma métrica em um conjunto Z. Uma
forma particularmente interessante de formar novos espacgos topologicos é formando o
espaco quociente. Uma das principais motivagoes para o conceito de espacgos quocientes
vem da geometria. Frequentemente gedmetras desejam formar novos objetos a partir de
operacoes de cortar e colar. Exemplos incluem a construcao de um toro, que pode ser

obtido colando-se os lados de um retangulo, como indicado na figura a seguir:

A A—>< < —>
1

Figura A.11: Processo de construcao de um toro a partir de um retangulo.

E o de uma casca esférica, obtida colapsando-se a fronteira de um disco em um tnico

@ -

Figura A.12: Processo de formacao de uma casca esférica a partir de um disco.

ponto:

A formalizacao destas construgoes requer o conceito de topologia quociente. Defi-

nimos:

Definicao A.17 — Mapa quociente: Sejam X e Y espagos topologicos e p : X — Y
um mapa sobrejetivo. Ele é dito um mapa quociente se um subconjunto U C Y

for aberto em Y se, somente se, f~1(U) for aberto em X.

Esta condicao é mais forte que simplesmente exigir que p seja continua e por vezes
é chamada de continuidade forte. Equivalentemente, esta condicao pode ser expressa
em termos de conjuntos fechados como U C Y ¢é fechado em Y se, somente se, p~*(U) for

fechado em X. A equivaléncia das duas defini¢oes é garantida pela identidade:
Y =B)=X - [7(B)

onde f: X — Y é um mapa sobrejetivoe B C Y.
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Um exemplo de mapa quociente é a projecao m : R x R — R que projeta sobre a
primeira coordenada, isto é mi(x,y) = x. m continuo e sobrejetivo e, além disso, é um
mapa aberto. Isto é para cada aberto W C R x R, (W) é aberto. Note que aqui
subentende-se que estamos usando as topologias canodnicas de R x R e R. Neste caso,
tem-se que W = U x V onde U e V sao abertos de R de modo que m(U x V) = U. Isto
mostra que 7; ¢ um mapa quociente pois a imagem inversa de um subconjunto U C R é
aberta em R X R se, somente se, U é aberto em R.

Um mapa quociente pode ser usado para construir uma topologia em um conjunto.

Definicao A.18 — Topologia quociente: Se X é um espaco topolégico e A um conjunto
esep: X — A é um mapa sobrejetivo existe exatamente uma topologia 7 em
A segundo a qual p é um mapa quociente. Esta topologia é chamada topologia

quociente induzida por p.

A topologia quociente T é definida de modo a consistir exatamente dos subconjuntos
U C A tais que p~}(U) é aberto em X. A verificacdo ¢ direta. Tem-se ) € T e A € T
pois: p1(0) = 0 e p~1(A) = X, ambos abertos em X por definicio. As outras duas

condigOes necessarias sao satisfeitas devido as igualdades:

p! (U Ua) =Upr'(Us) e p! (ﬂ Ui) =),

Um exemplo de topologia quociente é a seguinte. Considere a reta real e o conjunto

de trés elementos A = {a,b,c} e defina o mapa p por

a sex>0;
plx) =4b sex<O0;

¢ sex=0.

Tem-se que p~*({a}) = (0,+00) e p~'({b}) = (—0o0,0), ambos sdo abertos em R. Por
outro lado, p~*({c}) = {0} que nado é aberto em R. A topologia quociente de A estéd

mostrada na figura abaixo:

L

O O

Figura A.13: Representacao da topologia quociente de A.

Em esséncia o que o mapa p faz é colapsar todos os reais positivos em um ponto, a, os
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negativos em b e mapear 0 em c. Poderiamos, por outro lado, “dobrar” e colapsar a linha
real em torno do ponto zero se mapeassemos tanto os reais positivos quando os negativos
em um mesmo elemento, a.

Outra situagao onde a topologia produto ocorre com bastante frequéncia e de especial

interesse para este trabalho é o caso de espagos quocientes de um espaco topoldgico X.

Definicao A.19 — Espaco quociente: Seja X um espago topologico e X* uma particao
de X em subconjuntos disjuntos. Seja p : X — X* o mapa que leva cada elemento
x € X a elemento z* € X* que o contem. Na topologia quociente induzida por p, o

espago X* é chamado de espago quociente de X.

Dado X* existe uma relagao de equivaléncia de modo que cada elemento de X* cor-
responde a uma classe de equivaléncia. Pode-se pensar em X* como obtido a partir da
identificacdo de pares de pontos equivalentes. Por este motivo, o espago quociente X*
também é chamado espago de identificagao ou espaco de decomposicao de X.

Naturalmente, dado uma relacao de equivaléncia o inverso também vale. Se ~ é uma
relacdo de equivaléncia em X, o espago X* é simplesmente o conjunto de todas as classes
de equivaléncia, usualmente denotado por X /~ e a topologia quociente é aquela induzida
pela sobrejecao canonica, p : X — X/~ que leva cada x € X a sua classe de equivaléncia,

usualmente denotada por [z].

A.8 - Espacos conexos

Existem varias propriedades que podem ser usadas para caracterizar espagos topolo-
gicos. Estas propriedades sao ditas topoldgicas e, como discutido, espacos homeomorfos,
isto é, espacos para os quais existe um homeomorfismo entre eles, possuem propriedades
topologicas iguais. Propriedades comuns incluem compacticidade, que trata do conceito
de um espaco ser “limitado” no sentido de todos os seus pontos estarem a uma certa uns
dos outros. O intervalo fechado [a,b] C R é um exemplo de espago compacto. Metrizabi-
lidade, um espaco (X, 7T) é metrizavel se existe uma métrica em X que induz a topologia
T. Um espaco é dito Hausdorff se para quaisquer dois pontos, x1, x5 € X existem abertos
U, e Uy contendo xiexs respectivamente tais que U; N Uy = (. A lista de propriedades
continua. Nesta secao final do apéndice, trataremos da propriedade de conexidade e co-
nexidade por caminhos, pois sao extremamente importantes para tratar de homotopia,
assunto do apéndice B e essencial para este trabalho.

A definicdo de conexidade de um espaco topoldgico é bastante intuitiva. Dizemos
que um espago pode ser “separado” se pode ser divido em pedacos, isto €, subconjuntos

abertos disjuntos. Se isto nao for possivel, entao o espago é conexo. Formalmente:
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Definicao A.20 — Conexidade: Seja X um espaco topologico. Uma separagao de X
¢ um par U,V de subconjuntos abertos, disjuntos e nao vazios de X cuja uniao é X.

O espaco X ¢ dito conexo se nao existe separagao de X.

Por ser definida em termos apenas da colecao de abertos de X, isto é, da topologia
de X, conexidade ¢ uma propriedade topoldgica. Isto implica, em particular, que se um
espaco X é conexo, qualquer espaco Y homeomorfo a X também o é. Podemos, ainda,

reformular a definicao como segue:

Teorema A.14: Um espaco X é conexo se, somente, se 0s inicos subconjuntos de X

que sao simultaneamente abertos e fechados em X sao o conjunto vazio, () e X.

Prova: A demostracao é simples. Se A é um subconjunto préprio de X que é nao
vazio e simultaneamente aberto e fechado, entao, os conjuntos U = AeV =X — A
constituem uma separagao de X, pois ambos sdo abertos, disjuntos, nao vazios e
UUV = X. Alternativamente, se U e V sao uma separacao de X, entao U é nao
vazio, diferente de X e é simultaneamente aberto e fechado pois X —U =V é aberto.

O

Dado um subespago Y de X, existe outra formulacao 1til de conexidade:

LemaA.b: Se Y é um subespago de X, a separacao de Y é um par de conjuntos A, B,
nao vazios, disjuntos, cuja unidao ¢ Y e tal que nenhum deles contem pontos aderentes

do outro. O espago Y é conexo se nao possui separacao.

Prova: Suponha primeiro que A e B sdo uma separacao de Y. Entao A é tanto
aberto quanto fechado em Y. O fecho de A em Y é o conjunto ANY, onde A é o
fecho de A em X. Como A é fechadoem Y, A = ANY, isto é, A é igual ao seu fecho.
Alternativamente, AN B = ). Como A é a unidao de A com os seus pontos aderentes,
B nao contem nenhum ponto aderente de A. Um argumento andlogo mostra que
A nao contem nenhum ponto aderente de B. Por outro lado, supondo que A e B
sao conjunto nao vazio, disjuntos cuja uniao é Y e que nao contém nenhum ponto
aderente um do outro, entdio AN B =0 e ANB =0, de modo que ANY = A
e BNY = B. Assim, ambos, A e B, sio fechados em Y e como A =Y — B e
B =Y — A, sdo, também, abertos.

O

Vejamos alguns exemplos simples
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Exemplo A.19: Seja Y = [—1,0) U (0,1] C R. Os conjuntos [—1,0) e (0, 1] sdo aberto
em Y. Note que eles nao sao abertos em R no entanto. Evidentemente sao, também,
nao vazios e sua uniao é Y, por definicdo. Deste modo, formam uma separacao de
Y. Alternativamente note que nenhum deles contém um ponto aderente do outro,

apesar de possuir 0 como um ponto aderente em comum.

Exemplo A.20: Seja X = [—1,1] € R. Os conjuntos [—1,0] e (0, 1] sao disjuntos e
nao vazios, mas nao formam uma separacao de X pois o primeiro nao é aberto em
X. Alternativamente, note que o primeiro contem o ponto aderente, 0, que é um
ponto aderente do segundo. Provaremos mais adiante o resultado extremamente ttil

de que nao existe separagao de [—1,1].

Exemplo A.21: O conjunto dos racionais, Q nao é conexo. De fato, os tinicos subes-
pacos conexos de Q sao os conjuntos de um tnico ponto. Se Y é um subespaco de Q
contendo dois pontos, p e g, pode-se escolher um irracional a entre p e g e escrever

Y como a uniao dos abertos
YN(—oc0,a) e YN(a,+o0).

Vejamos agora como pode-se obter novos espacos conexos a partir de outros espago,
também conexos. Estes resultados sobre a construgdo de espagos conexos podem ser
usados para demonstrar a conexidade de alguns espagos. Em particular, mostraremos

que a reta real, R, é conexa.

Lema A.6: Se C e D sao uma separacao de X e Y é um subespaco conexo de X,

entdo Y estd contido inteiramente ou em C ou em D.

Prova: Como C' e D sao ambos abertos em X, os conjuntos C'NY e DNY sdo abertos
em Y. Estes dois conjuntos sao disjuntos e sua uniao ¢ Y. Se ambos forem nao vazios,
constituiriam uma separacao de Y, porém, como Y é conexo, tal separacao nao pode
existir e devemos ter ou CNY =0 ou DNY = ().

O

Teorema A.15: A unido de uma colecao de subespacos conexos de X que possuem um

ponto em comum é conexa.

Prova: Seja {A,} uma colegdo de subespacos conexos de X, p um ponto de (| 4, e
Y |J As. Suponha que Y = C'UD é uma separagao de Y. O ponto p, entdo, pertence
a um dos conjuntos C' ou D. Suponha que p € C. Como A, é conexo, deve estar

contido inteiramente em C' ou em D pelo lema A.6. Mas, ndo pode estar contido em
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D pois p € A, e p € C. Assim, A, C C para todo a de modo que |JA, =Y C C,
contradizendo a hipdtese de que D é nao vazio. Portanto, ndo pode haver separacao

de Y, ou seja, Y é conexo.
O

Teorema A.16: A imagem de um espaco conexo sob um mapa continuo é conexa.

Prova: Seja f : X — Y um mapa continuo e X um espago conexo. Pelo teorema
A.10, o mapa obtido pela restricdo do contradominio de f a Z = f(X) é continuo.

Assim, consideramos, um mapa sobrejetivo e continuo
g: X = Z

Suponha que Z = AU B é uma separagao de Z. Entdo, g '(A4) e ¢g7'(B) sao
conjuntos disjuntos cuja uniao é X. Além disso, pela continuidade de g, ambos sao
abertos e pela sobrejetividade sao nao vazios. Assim, formam uma separacao de X,

contradizendo a hipdtese de que X é conexo.
O

Existem mais resultados acerca da obtencao de novos espagos conexos a partir de
outros. No entanto estes dois resultados sao suficientes para a discussdo deste trabalho.
Um resultado digno de nota mas que nao provaremos aqui, no entanto é que o produto
cartesiano finito de espacos conexos também é conexo. Agora, usaremos estes resultados
para mostrar que a reta real é conexa. A conexidade da reta real e de seus intervalos
e raios. Este resultado ¢ importante pois caminhos em um espaco topologico X sao
definidos como mapas continuos de um intervalo [a,b] C R, geralmente [0, 1] em X. Em
vista do teorema A.16, isto indica que podemos usar caminhos para definir um critério de
conexidade. De fato, tal critério é chamado de conexidade por caminhos e é central para
o estudo de homotopia que, por sua vez, é central para este trabalho. Provemos entao

que R e seus intervalos sao conexos.

Definicdo A.21: Um conjunto simplesmente ordenado L com mais de um elemento é

dito um continuo linear se
i todo subconjunto Ly de L que ¢ limitado superiormente possui um supremo.

ii Se x <y, existe z tal que x < z < y.

Teorema A.17: Se L é um continuo linear com a topologia da ordem, entao L é conexo

e também o sao seus intervalos e raios.
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Prova: Lembre-se que um subespaco Y C L ¢é dito convexo se para qualquer par de
pontos a,b € Y, com a < b, todo o intervalo [a, b] de pontos de L estd contido em Y.

Suponha entao que Y é um subespaco convexo de L.

Supomos, entao que Y é a uniao de conjuntos nao vazios e disjuntos, A e B, abertos
em Y e escolhemos dois pontos, a € A e b € B. Por conveniéncia, supomos que
a < b. O intervalo [a,b] de pontos de L estd contido em Y, j& que Y, por hipétese, é

convexo. Assim, [a,b] é a unidao de conjuntos disjuntos
Ay=ANJ[a,b] e By=BnNla,b]

cada um dos quais é aberto em |[a, b] na topologia do subespaco, que coincide com a
da ordem pois [a,b] é, também, convexo. Os conjuntos Ay e By sdo nao vazios pois
a € Agebe By. Assim, Ay e By constituem uma separacao de [a, b]. Seja ¢ = sup Ay,
o supremo de Ag. Mostraremos que ¢ nao pertence nem a Ay nem a By, contradizendo
a hipétese de que [a, b] é a unido de Ay, e By. Note, visto como subconjuntos de [a, b]
que herda a propriedade do supremo de L, o supremo de qualquer subconjunto de

la, b] que ¢é limitado superiormente deve pertencer a [a, b).

o Caso 1: Suponha que ¢ € By, entdo ¢ # a de modo que ou c =bou a < ¢ < b.
Em qualquer caso, segue do fato que By é aberto em [a,b] que existe algum
intervalo da forma (d, ¢| contido em By. Se ¢ = b tem-se uma contradigdo pois
d é um limite superior de Ay menor que c¢. Se ¢ < b, notamos que (¢, b] nao

intersecta Ay, ja que ¢ é um limite superior de Ay. Entao
(d,8] = (d,c] U (c,]

nao intersecta Ag. Novamente, d é um limite superior de Ay menor que c,
contrariando o fato de ¢ ser o supremo de Ay. Este argumento estd ilustrado

no lado esquerdo da figura abaixo.

d c c e
L L rS a & \ h |
| » < 4 | 4 ® 7 1
a b a z b
d c c e
E € ¥ ] E o) 3
a b a % b

Figura A.14: Tlustragao dos conjuntos que compde [a, b].

o Caso 2: Suponha que ¢ € Ay, entdo ¢ #beouc =aoua < c < b Como

Ap é aberto em [a,b], existe intervalo da forma [c,e) contido em Ay, como
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ilustrado no lado direito da figura acima. Pela propriedade ii de uma ordem
linear, podemos escolher um ponto z € L tal que ¢ < z < e. Entao, z € Ay,

contrariando o fato de ¢ ser o supremo de Aj.

Assim, Ay e By nao podem ser uma separagao de [a, b], ou seja, nao é possivel existir
separagao de [a,b] de modo que [a,b] é conexo. Por sua vez, comoa € Aeb € B, o
intervalo [a, b] intersecta A e B. No entanto, isto contradiz o fato de que A e B sdo
uma separagao de Y, pois, segundo o lema A.6, se A e B sdo uma separacao, [a,b]
deveria estar contido inteiramente ou em A ou em B. Deste modo, ndo pode haver
separacao de Y, Y ser conexo implica que Y é convexo. Como intervalos e raios de
L, sao todos convexos, eles sao convexos. E, como os intervalos formam uma base
para a topologia da ordem, e por defini¢do, a uniao de todos os abertos é L, tem-se

que L é a uniao de conjuntos conexos e protanto é conexo pelo teorema A.15.
O

Corolario A.17.1: A reta real, R e todos os seus intervalos e raios sdo conexos.

Por fim, podemos estabelecer um critério bastante 1til para determinar se um espaco

X é conexo.

Definicdo A.22: Dado pontos z,y € X, um caminho em X de x a y é um mapa
continuo f : [a,b] — X onde [a,b] C R, tal que f(a) =z e f(b) =y. O espago X
¢ dito conexo por caminhos se todo par de pontos de X pode ser ligado por um

caminho em X.

Para ver que conexidade por caminhos implica conexidade, suponha que X = AU B
seja uma separagao de um espago X conexo por caminhos e seja f : [a,b] — X um
caminho em X. O conjunto f([a,b]) é conexo pois é a imagem, sob um mapa continuo,
de um conjunto conexo. Deste modo, f([a,b]) estd inteiramente contido ou em A ou em
B. De modo que nao existe caminho em X ligando pontos de A a pontos de B, o que
contradiz a hipdétese de que X é conexo por caminhos. O inverso nao necessariamente
vale, no entanto. Isto é, um caminho que é conexo nao necessariamente é conexo por

caminhos. Vejamos alguns exemplos de espagos conexos por caminhos.
Exemplo A.22: Defina a bola unitaria, B™ em R" por
B"={z||lz]| <1}

onde

1/2
|| = 1|21, - )| = (22 + -+ 22) 2
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A bola unitaria é conexa por caminhos, dado dois pontos z,y € B™, o caminho reto,
f:]0,1] — R™ definido por
ft) =0t +ty

pertence a B", pois, se x,y € B" e t € [0, 1]

O < =Dzl +tllyll < (T —8) +¢ < L.

Exemplo A.23: Definimos o espago euclidiano perfurado como o espago R" — {0},
onde {0} é a origem de R™. Se n > 1, este espago é conexo por caminhos. Dadso x e y
diferentes de 0, pode-se junta-los por um caminho reto entre eles se este caminho nao
passar pela origem. Caso contrario, pode-se escolher um ponto z que nao pertence a

reta ligando = e y e tomar a poligonal, formada pelas retas de z a z e de z a y.
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Apéndice B
Sobre homotopia

Este apéndice trata do conceito de grupos de homotopia, em particular o primeiro
grupo de homotopia, também conhecido como grupo fundamente e requer muitos dos
conceitos estabelecidos no apéndice A. Caso nao esteja familiarizado com conceitos ba-
sicos de topologia é recomendado que leia-o. Estes grupos surgem como um modo de
provar que dois espagos nao sao homeomorfos. Para mostrar que dois espagos X e Y nao
sao homeomorfos é necessario mostrar que pelo menos uma propriedade topologica —
conexidade, compacticidade, entre outras — difere entre os dois espacos. Isto é suficiente
para mostrar que o intervalo fechado [0, 1] ndo é homeomorfo ao intervalo aberto (0, 1)
pois o primeiro é compacto enquanto o segundo nao. Similarmente, a reta real R nao pode
ser homeomorfa ao plano real R? pois a delecio de um ponto de R? resulta em um espaco
conectado enquanto a delecao de um ponto de R, nao. Existem varios outros exemplos
deste tipo.

No entanto, as propriedades basicas de um espago topoldgico nao sao suficientes para
mostrar se certos espagos sao nao homeomorfos. Por exemplo, propriedades como compac-
ticidade, conexidade, conexidade local, metrizabilidade nao sao suficientes para mostrar
se R? e R? sdo nao homeomorfos. Do mesmo modo, ndo sao suficientes para determi-
nar se a superficie de uma 2-esfera, S, a de um toro, T e a de um toro duplo T#T
sao nao homeomorfos. Uma propriedade que pode ser usada para determinar se estas
superficies ndo sao homeomorfas é a de conexidade simples. Basicamente um espaco
é simplesmente conexo se todo caminho fechado pode ser contraido a um ponto. Por
exemplo, remover um ponto de R? resulta em um espaco que nao é simplesmente conexo,
diferente do que ocorre para R3 que permanece simplesmente conexo. Do mesmo modo,
S, € simplesmente conexa enquanto T e T#7T nao o sao. Esta propriedade nao é capaz,
no entanto, de diferenciar 1" de T#T'.

Como veremos, a conexidade simples é um caso particular de um outro conceito, o de
grupo fundamental. Um espago é simplesmente conexo quando seu grupo de homotopia
é trivial. Além disso, dois espacos homeomorfos tem grupos fundamentais isomorfos. O
grupo fundamental é capaz de distinguir T e T#7T', por exemplo. O grupo fundamental
de T é abeliano enquanto o de T#T nao o é. Deste modo nao pode haver isomorfismo

entre os dois. Como mencionamos, o grupo fundamental é o primeiro grupo de homotopia
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de um espacgo. Assim, é um caso particular de outro conceito, o de grupos de homotopia.
Nao trataremos dos grupos de homotopia superiores. Apesar disso, notamos que eles
mantém a funcao de servirem como ferramentas para mostra que duas superficies nao sao

homeomorfas. Iniciamos com o conceito de homotopia.

B.1- Homotopia de caminhos

A homotopia de caminhos é uma relacao de equivaléncia entre caminhos em um espaco
topolégico X. Algumas operagoes interessantes podem ser definidas no conjunto das
classes de equivaléncia desta relagao e estas operagoes fornecem a este conjunto a estrutura

algébrica de um grupoide.

Definicao B.1 - Homotopia: Se f e g s@o mapas continuos de um espaco topologico
X em outro, Y, diz-se que f é homotdpica a g se existe um mapa continuo F' :
X x I —Y tal que:

F(z,0) = f(z) e F(z,1)=g(z)

para todo x € X onde [ é o intervalo fechado, I = [0,1]. O mapa F é chamado
de homotopia entre f e g. Denotamos o fato de f ser homotdpico a g por f ~ g.
Se f ~ g e g ¢ o mapa constante, dizemos que f é nul-homotépica ou nulamente

homotopica.

Uma homotopia é usualmente pensada como uma familia de mapas de X em Y para-
metrizada por um parametro continuo. Se imaginarmos o parametro t como o tempo, a
homotopia F' representa uma deformacao continua do mapa f para o mapa g conforme ¢
vai de 0 a 1.

Agora, considere o caso especial onde f é um caminho em X. Isto é, f é um mapa
continuo de I — X tal que f(0) = zg e f(1) = x;. Os pontos xy e x1 sdo os pontos
inicial e final respectivamente e diz-se que f é um caminho de xq a x;. Por conveniéncia
usaremos o intervalo I como o dominio de todos os caminhos.

Se f e g sao caminhos em X, existe uma relacao mais forte que uma homotopia simples,

chamada homotopia de caminhos definida como segue.

Definicao B.2 — Homotopia de caminhos: Dois caminhos f,g : I — X sao ditos
homotdpicos se eles possuem o0s mesmos pontos inicial e final e se existe um mapa

continuo F': I x I — X tal que:
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para todo s € I e todo t € I. F' é chamada homotopia de caminhos entre f e g e
representamos a relagao entre f e g por f ~~, g. O subscrito p indica path, a palavra

inglesa para caminho.

A primeira condi¢ao nos informa que F' é uma homotopia entre f e g, ou seja, uma
deformacgao continua de f em g. A segunda condi¢do indica que todos os caminhos
intermediarios devem ter como ponto inicial g e ponto final x;. Uma representacao da

homotopia de caminhos entre f e g estd mostrada na figura a seguir.

( A

t i X
7 A

\. J

Figura B.1: Diagrama representando uma homotopia de caminhos.

Teorema B.1: As relagdes =~ e ~, sao relagdes de equivaléncia.

Prova: Verifiquemos as propriedades de uma relacao de equivaléncia.

« Reflexividade: Se f: X — Y é um mapa continuo entre espagos topoldgicos.
Tem-se que f ~ f. O mapa F : X x I — Y, dado por F(z,t) = f(x) é uma
homotopia entre f e f. Se f for um caminho, F' é uma homotopia de caminhos,
logo f ~, f.

o Simetricidade: Se f ~ g entao existe uma homotopia F entre f e g. Assim,
a homotopia G(z,t) = F(x,1 —t) é uma homotopia entre g e f, logo g ~ f.
Se f e g sdo caminhos, entdo F' é uma homotopia de caminhos e, portanto, G

também o é.

o Transitividade: Sejam f,g,h : X — Y mapas continuos entre espagos topo-
légicos. Suponha que f ~ g e g ~ h. Para mostrar que f ~ h, construimos
uma homotopia entre f e h do seguinte modo. Sejam F' e G as homotopias

entre f e g e g e h respectivamente. Definimos o mapa H : X x I — Y por:

F(x,2t) para t € [0,1/2],

H(x,t) =
) G(z,2t — 1) parat e [1/2,1].

O mapa H é bem definido pois para t = 1/2, tem-se: F(x,2t) = g(z) =
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G(z,2t — 1). Além disso, como H é continuo nos subconjuntos fechados X x
[0,1/2] e X x [1/2,1], é continuo em todo o conjunto X x I pelo lema da

colagem, A.12. Assim H é a homotopia requerida e f ~ h.

Se F' e G sao homotopias de caminhos, entdao H também o é. Neste caso tem-se
frg,h: X - Xcome H:IxI— X. Como F(0,t) = G(0,t) =x9e F(1,t) =
G(1,t) = xy para todo t € I, tem-se que H(0,t) = zg e H(1,t) = x1 para todos
os valores de t. Este resultado junto ao ja estabelecido anteriormente fazem de
H uma homotopia de caminhos. Portanto, f ~, h. Um diagrama ilustrando
o processo de construcao de H para homotopias de caminho é mostrado na

imagem a seguir.

N

Figura B.2: Processo de construcao de uma homotopia de caminho a partir duas

outras, F' e (.

g

Uma vez estabelecido que as relacoes de homotopia e homotopia de caminhos sao
relagoes de equivaléncia, o préoximo passo ¢ definir operagoes no conjunto das classes
de equivaléncia de homotopia de caminho. Note que definiremos operacoes apenas no
conjunto das classes de equivaléncia de homotopia de caminhos. Estas operagoes também
podem ser definidas para homotopia simples com os ajustes adequados, no entanto isto

nao nos interessa aqui.

Definicdo B.3: Se f é um caminho de zy a z; e g, de 1 a x5 em um espacgo topologico

X, definimos o produto f x g de f e g como o caminho h dado por:

f(2s) para s € [0,1/2];

h(s) =
g(2s —1) paras e [1/2,1].
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O mapa h é bem definido e continuo pelo lema da colagem, A.12. E um caminho de
To a o em X. Este caminho pode ser pensado simplesmente como uma colagem de f e
g, a primeira metade do caminho é f e a segunda, g.

O produto * induz uma operacao bem definida no conjunto das classes de equivaléncia

de caminhos em X. Se f,g: [ — X, esta operagdo ¢ definida por:.

[f]*[g] = [f * 9]

onde [f],[g] sdo representantes da classe de equivaléncia de f e g sob homotopia de
caminhos. Para verificar esta afirmacao, considere os caminhos em X, f, f’, g e ¢’ tais que

~, f'eg~,q. Se F e G sao as homotopias de caminho entre f e f' e g e ¢’, definimos

F(2s,t) para s € [0,1/2];

TED= G- 10y parase 21

Como F(1,t) = x1 = G(0,t) para todo t, o mapa H é bem definido. Além disso, ele é
continuo pelo lema da colagem, A.12. A verificacdo de que H é uma homotopia entre

fxge f'x¢g édireta. A figura abaixo ilustra a definicdo de H.

¢ //—> __________ \FA - N

Figura B.3: Diagrama mostrando a construcao da homotopia H entre fxge f'*¢'.
Agora, note que

F(25,0) = f(2s) para s € [0,1/2];
G(2s—1,0)=g(2s — 1) para s € [1/2,1];
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Ou seja, H(s,0) = (f*g)(s). Do mesmo modo H(s,1) = (f'*¢')(s). Assim, tem-se, que:

H(s,0) = (fxg)(s) e H(s,1)=(f"*g)(s);
H(0,t) = xg e H(1,t)=uxy;

e H de fato é uma homotopia entre f * g e f' % ¢’. Deste modo, fica estabelecido que
se fo~, ffegoy, g, entdo fxg o, f'*¢ ea operagdo * é bem definida no conjunto
de todas as classes de equivaléncia de caminhos em X. Esta operacao nas classes ho-
motopias de caminho satisfaz a propriedades muito similares as propriedades de grupo.
Elas sao chamadas propriedades grupoide de * e diferem das propriedades de grupo,
pois [f] * [g] é definida somente para as classes de caminhos tais que f(1) = ¢(0). Antes
de estabelecermos as propriedades de grupoide de %, no entanto, sao necessarios alguns

resultados preliminares.

Lema B.1 - Mapa linear positivo: Dados dois intervalos [a,b], [c,d] € R, existe um

tnico mapa p : [a,b] — [c, d] da forma
plr) =mx+k

tal que
pla)=c o p(b)=d.

Este mapa ¢ chamado mapa linear positivo de [a, b] até [c, d].

Prova: Primeiro, provamos a unicidade. Suponha que existam dois mapas p,q :
[a,b] = [c, d]:

p(z) = mz + k,
q(z) =nx +1

tais que

Entao, podemos obter os seguinte sistema de equacoes:
—1) =0,
b(m —n)+ (k—1)=0.
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Subtraindo-se uma da outra, obtém-se (a — b)(m —n) = 0. Como a # b, devemos
ter que m = n. Substituindo-se m = n em qualquer uma das equagoes resulta em
k—1=0, de modo que k =[. Assim, o mapa p é unico.
Quanto a existéncia, afirmamos que o mapa p com

d—c _ad—bc

b—a e k= b—a

satisfaz as condigoes. De fato, substituindo-se estes valores tem-se:

(z) = d—rc m_aol—bc
p \b—ua b—a

e fazendo-se * = a e x = b, obtém-se, respectivamente

=== - (=)
(ad — ac) — (ad — be) ~ (bd — bc) — (ad — be)
B b—a B b—a
:c(b—a):c :d(b—a):
b—a ' b—a

g

LemaB.2: Sejam X e Y espacos topolégicos, k£ : X — Y um mapa continuo e F' uma
homotopia entre caminhos f e f' em X. Entdo, k o F' é uma homotopia entre k o f
ekoflemY.

Prova:

A prova é direta. Note que se f e f’ sao caminhos em X, entdo tem-se sao mapas de
I — X, assim, ko f e ko f'sao mapas de I — Y. Como k, f e f’ sdo continuas, as
compostas ko f e ko f’ também o sdo, e portanto, sdo caminhos em Y. Além disso,
tem-se que (ko F)(s,t) = k(F(s,t)), logo:

(ko F)(s,0)
(ko F)(0,t) = k(F(0

k(F(s,0)) = k(f(s)) e (koF)(s,1) = (
) =k(xo) e (ko F)(1,t) = k(F(1,1)) = k(21);

onde xg, 21 € X sdo os pontos inicial e final de f e f’. Como k e F' sdo continuas, sua
composta também é continua, de modo que ko F' é uma homotopia entre os caminhos

kofekof deY. A prova estd ilustrada na figura abaixo.
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X Y ko f

_F,Q_k,

f/
ko f

(. J (. J

Figura B.4: Mapeamento de uma homotopia de caminhos de X em uma de caminhos
de Y.

t

Lema B.3: Sejam X e Y espacos topoldgicos e k : X — Y um mapa continuo. Se
fyg: I — X sao caminhos em X, com f(1) = ¢(0), entao:

ko(fxg)=(kof)x(kog).

Prova: Primeiro note que por k, f e g serem continuos, as compostas ko f e kog
também o sao, de modo que ko f e kog sdo caminhos em Y. Além disso, f(1) = ¢g(0)
garante que (ko f)(1) = (ko g)(0). A prova entao decorre da defini¢cao do produto

*. O caminho f * g é dado por:

f(2s) para s € [0,1/2];
g(2s — 1) para s € [1/2,1].

(f *9)(s) =

Portanto a composta k o (f * g) é dada por

(ko f)(2s) para s € [0,1/2];

[k o (f*g)l(s) =
(kog)(2s—1) para s € [1/2,1].

Mas, como ko f e kog sdo caminhos, esta é precisamente a defini¢do de (ko f)*(kog).
Il

Teorema B.2: A operacao * possui as seguintes propriedades:

i Associatividade: Se [f]* ([g] * [h]) esta definido, entao ([f]*[g]) * [h] também

estd e ambos os produtos sao iguais.

ii Identidades: Dado x € X, seja e, o caminho constante e, : [ — X, dado por
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e;(s) =x. Se f é um caminho em X de zy a z; entdo
[f1*lex] =[f] e [ew] * [f] = [f]-

iii Inversa: Dado um caminho f em X de x a 21, defina f como o caminho em
X tal que f(s) = f(1—s). Este caminho é chamado de caminho inverso a f

e tem-se

1] = lew] e [f1% 1] = [ea].

Prova:

Para provar este teorema usaremos os lemas B.2 e B.3. Em particular, provaremos
estas propriedades para caminhos em um espaco especifico, I e entdao usaremos os
lemas para transporta-las para um espacgo arbitrario X, interpretando um caminho
f I — X explicitamente como uma mapa de I para X. Comegamos por ii e iii.
Para verificar ii, denotaremos por ey o caminho constante em I no ponto 0, isto é,
eo : I — I, tal que eg(s) = 0. E denotamos por i : [ — I o mapa identidade, que é
um caminho em I de 0 a 1. Assim, o ey * ¢ também é um caminho em I de 0 a 1,

como mostrado na imagem abaixo:

X1

Zo

Y
V2)
-
4

Figura B.5: Caminhos em I mapeados em um tnico caminho em X por f.

Agora, note que os caminhos 7 e ey * ¢ s80 homotopicos em I. Uma homotopia entre

estes caminhos é dada por G = (1 — t)i(s) + t(eg *)(s). De fato, tem-se:

G(s,0)=1(s) e G(s,1)=(eg*1)(s)

G(0,1) = (1 — )i(0) + t(eg *4)(0)
G(1,) = (1 — £)i(1) + t(eo *9)(1) =

0;
1—t+t=1.

Esta homotopia é chamada homotopia linear e é bastante tutil. Agora note que
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foi= fe pelolemaB.3, fo(eyxi) = (foeg)*(foi)= ey *f,sdo caminhos em X,
ja que f é continua. Além disto, f o G é uma homotopia entre estes dois caminhos,

pelo lema B.2, de modo que:

ez * ] = lexo] * [f] = [f]-

A prova de que [f] * [e,,] = [f] é inteiramente andloga. Basta definir o caminho
constante ey : [ — I, dado por e;(s) = 1 e realizar o mesmo processo para i * e;.

Para provar iii, note que o caminho inverso ao caminho identidade, : em I é dado
por i(s) = i(1 —s) =1 —s. Assim, o caminho i * 7 é tal que comega e termina em 0,

assim como o caminho constante e;. A imagem abaixo ilustra estes dois caminhos.

u ( )

1 f X

T

Zo

Figura B.6: Caminhos em I mapeados no caminho constate, e,, e f * f.

Novamente, estabelecemos uma homotopia linear H entre ey e ¢ x ¢ em I, de modo

que f o H é uma homotopia entre os caminhos foey =e,, €

folixi)=(foi)*(foi)=fx]f.

De modo que

[+ f1=[f1[f] = eao].
A prova de que [f] * [f] = [es,] é completamente andloga, basta usar o fato de que
i %4 ¢ homotépico em I a e;.
Para provar i, comecamos por usar o lema B.1 para definir um produto triplo de
caminhos f,g,h : I — X. Primeiro, note que o produto * de f e g pode ser definido

usando mapas lineares positivos da seguinte forma:

(fopoi/2)(s) sesel0,1/2];

(f*g)=
(goppjey)(s) sese(l/2,1];

onde ppy : [a,b] — I denota o mapa linear positivo do intervalo [a,b] C R para
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I. Para mostrar a associatividade, entao, supomos que f(1) = g(0) e g(1) = h(0) e

definimos caminhos ky, : I — X, onde 0 < a < b < 1, do seguinte modo:

(foppq)(s) sesel0,al;
kab =9 (g0 pay)(s) ses€[ab
(hoppay)(s) sese€b1]

[}

I

Pela definigao de * é direto que f * (g * h) corresponde a a = 1/2 e b =3/4 e o caso
(f *g) * h corresponde a a = 1/4 e b =1/2. O caminho k,;, depende da escolha de a
e b, no entanto, para quaisquer a,b € I, os caminhos k,, pertencem a mesma classe

de homotopia. Para ver isto, considere o mapa p : I — I dado por:

ploa(s) ses € 0,al;
p=1{p(s) seséelab]
pie(s) se s € [b,1];

onde p{iﬁ ¢ o mapa linear positivo de [a,b] — [c,d]. Este mapa estd ilustrado na

figura abaixo.

u
1 i
u = p(s)
d i
C —
| | — s
a b 1

Figura B.7: Caminho p: I — I.
Como p([0,a]) = [0, ¢}, p([a,b]) = [c,d] e p([b,1]) = [d, 1], tem-se que:
kea op= Kab-

Além disso, o caminho p vai de 0 a 1 em [, assim como o caminho identidade, i. Se
P ¢é a homotopia linear entre estes dois caminhos, k.q o P é uma homotopia entre os

caminhos k.4 e ky em X, de modo que:

[kab] = [kcd]-



272

Escolhendo a = 1/2,b =3/4,c¢=1/4 e d = 1/2, obtém-se, por fim, que:

[fx (g*h)] = [(f *g) *h].
O

Com este teorema temos o suficiente para definir e estudar o grupo fundamental ou
primeiro grupo de homotopia. Antes disso, no entanto, abordaremos o conceito de espaco
contratil, uma propriedade bastante 1til para entender intuitivamente o grupo fundamen-

tal de um espaco.

B.2 - Grupo fundamental

O teorema B.2 estabelece que a operagao * satisfaz todas os axiomas de grupo exceto
pelo fato de nao estar definida para todos as classes de equivaléncia [f] e [g], somente
aquelas para as quais f(1) = g(0). Assim, se escolhermos um ponto x € X e considerarmos
apenas loops, isto é, os caminhos que comecam e terminam em x. entao * sempre estara
definida tanto para os caminhos quanto para suas classes de equivaléncia. Assim tem-se

a seguinte defini¢ao:

Definicdo B.4: Seja X um espaco e x € X um ponto. Um caminho em X que comecga
e termina em x é um loop sitiado em z. O conjunto de todas as classes de homotopia
de caminhos de loops sitiados em x com a operagao * forma o grupo fundamental

de X relativo ao ponto base z. O denotamos por 7 (X, z).

Notamos que um espaco X com um ponto x € X selecionado é chamado de espacgo
pontuado e escrevemos (X, z) para denotar este espago. Neste sentido, o grupo fun-
damental é definido para cada espago pontuado obtido a partir de X, isto é, para cada
escolha de ponto base, . Podemos nos perguntar entao, em que medida o grupo funda-
mental depende da escolha do ponto base. Para estudar isto definimos um mapa & para

cada caminho « de zy a x; por:

& 7T1(X,$0) — 7T1(X,l’1)

[f] = [a] * [f] * [a].

Note que como f é um loop sitiado em g, a@* f*a é um loop sitiado em x; como indicado

a seguir.



273

1

ZTo f

(. J

Figura B.8: Loop gerado pelo mapa a.

Teorema B.3: O mapa & é um isomorfismo de grupos.

Prova: Primeiro, mostramos que & é um homomorfismo.

= [a] * [f] * [g] * [o] = &([f] * [g

Em seguida, para mostrar que & é um isomorfismo, considere o mapa S onde § = &

I

o caminho inverso a «. Tem-se:

De modo que

=
*
=
*
2
SN—
*
2
!
=

].

Ou seja, & e [ sdo mapas inversos e, portanto, isomorfismos de grupos.
O

Vemos entao que se existe um caminho conectando os pontos zy e x; os grupos fun-
damentais sitiados nestes dois pontos sao isomorfos e escrevemos: (X, z¢) = m (X, x1).

Como corolario deste teorema tem-se:

Corolério B.3.1: Se X é conexo por caminhos e xg,z1 € X, entdo, m (X, z9) =
7T1<X,ZE1).

Considere, entao um espago X e seja C' uma componente de caminhos de X contendo
xg. Tem-se que m1(C, ) = m (X, x0) ja que todos os loops sitiados em xy devem, obri-
gatoriamente, estar contidos no subespago C'. Assim, o grupo fundamental sitiado em

xo depende apenas da componente de caminhos de X que contem xy. Ele nao fornece
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nenhuma informagao sobre o resto de X. Por este motivo quando se estuda o grupo
fundamental é comum fazé-lo apenas em espagos conexos por caminhos. Por sua vez, se
X é um espago conexo por caminhos todos os grupos (X, z) sdo isomorfos e é tentador
identificd-los e falar apenas de 7 (X), sem referéncia ao ponto base. O problema é que
nao existe uma maneira natural de identificar (X, z) com (X, 1) pois caminhos di-
ferentes a e § de z¢ a 1 podem gerar isomorfismos diferentes. Por este motivo, omitir o
ponto base pode levar a erros. Existe, porém, uma condi¢do sobre a qual o isomorfismo

entre 71 (X, o) e m (X, x1) é independente do caminho escolhido:

~

Teorema B.4: Seja X um espago conexo por caminhos e xg,x; € X, entdao & = (8

para cada par de caminhos o e § de xy a 7 se, somente se, w1 (X, xq) for abeliano.

Prova: Comegamos por supor que 71 (X, zg) é abeliano. Neste caso, dado dois iso-

morfismos & e 5 podemos escrever, para qualquer loop f sitiado em x:

3

(o
—~
=
SN—
I
—~
L
*
=
*
=
SN—"
*
—~

« [a])
B1) = B([f))-

*

Note que [a] *[f] *[3] e [3] * [a] sdo loops sitiados em x;. A passagem para a segunda
linha é feita baseada no fato de que se m (X, zg) é abeliano, 7 (X, z) também o é
ja que sao isomorfos por X ser conexo por caminhos. Por outro lado, se & e B sao

iguais para quaisquer « e [3, podemos escrever, para qualquer caminho [f] que:

de modo que:

Como isto vale para qualquer [f] e quaisquer pares de caminho « e 3, vale para todos
os elementos de (X, x1), logo m (X, z1) é abeliano e, portanto, m (X, zy) também
o é.

4

O grupo fundamental nos permite definir a seguinte propriedade de um espaco conexo

por caminhos:

Definicao B.5: Um espago X ¢é dito simplesmente conexo se é conexo por caminhos
e (X, zg) é o grupo trivial, o grupo com um tnico elemento e escrevemos 7 (X, zg) =
0.
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Note que devido a exigéncia de X ser conexo por caminhos, se m(X,z9) = 0 para
algum z, entao 7 (X, z) = m(X,z9) = 0 para todo z € X. Em particular, como 0 é
abeliano, podemos simplesmente escrever m1(X) = 0 em vista do teorema B.4 se X for

simplesmente conexo.

Proposicao B.1: Se X é simplesmente conexo, entao quaisquer dois caminhos pos-

suindo os mesmos pontos inicial e final sdo homotdpicos.

Prova: Sejam a e ( dois caminhos de zo a z;. O caminho a * 3 esta definido e é
um loop sitiado em z5. Como X é simplesmente conexo, este loop é homotdpico ao

caminho constante em zy, e,,. Entao:

(o B]  [B] = €] * 5]

donde concluimos que [a] = [3].
U

Intuitivamente, é simples de ver que o grupo fundamental é um invariante topologico
de um espaco. Para formalizarmos este resultado, introduzimos o conceito de homomor-
fismo induzido por um mapa continuo. Considere dois espagos pontuados (X, zg) e

(Y,y0). Se h : X — Y é um mapa continuo tal que h(xg) = yo, escrevemos
h: (X, 20) = (Y, v0)

Se f é um loop sitiado em xy entdo a composta: ho f : [ — Y é um loop em Y sitiado em

Yo. A correspondéncia f — ho f, portanto, origina um mapa de (X, zg) — m (Y, v0).
Definigdo B.6: Seja h : (X, z¢) — (Y, 7p) um mapa continuo. Definimos o mapa
hy : (X, 20) = T1(Y, 10)

pela equagao
h(1f]) = [ho f).
O mapa h, é chamado de homomorfismo induzido por h relativo ao ponto base

Zg.

O mapa h, é bem definido pois, se F' é uma homotopia de caminhos entre caminhos
fegem X, entdo h o F' é uma homotopia entre os caminhos ho f e hog em Y, como

mostrado pelo lema B.2. Além disso h, é um homomorfismo devido ao lema B.3 isto é:

(ho f)*(hog)=ho(fx*g)
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O homomorfismo h, depende nao somente do mapa h : X — Y como também do
ponto base, xg. Note que uma vez que escolhamos tanto h quanto xg, 1o fica determinado.
Mesmo que X seja conexo por caminhos, de modo que os grupos fundamentais sitiados
em dois pontos distintos, xg e 1 sejam isomorfos, eles ainda sdo grupos distintos de modo
que hy @ m (X, x9) = m (Y, y0) € distinto de h, : m (X, 1) = m1(Y,y1). Por fim, podemos

usar homomorfismo induzidos para mostrar as seguintes propriedades bastante tteis:

TeoremaB.5: Se h : (X,z9) — (Y,v0) e k : (Y,90) — (Z,20) sdo continuos, entao
(kog)y = kioh,. Sei: (X,zg) = (X,z9) é o mapa identidade, entdo i, é o

homomorfismo identidade.

Prova: A demonstracao segue da definicao. Tem-se:

(ko h).([f]) = [(koh)of]

enquanto

(kv o h) ([f]) = ku(hu([f]) = ku([ho f]) = [k o (ho f)].

Do mesmo modo: i.([f]) = [io f] = [f].
U

As duas propriedades acima sao ditas propriedades funtoriais, essencialmente porque
elas transportam a composi¢ao de mapas continuos entre espagos pontuados em compo-
sicdo de homomorfismos induzidos por estes mapas, além de levar o mapa identidade
no homomorfismo identidade. Ou seja essencialmente carregam a composi¢ao de mapas

continuos para a composicao de homomorfismos induzidos. Deste teorema segue que:

Corolario B.5.1: Se h : (X, z9) — (Y, yo) é um homeomorfismo entre X e Y, entao h.

é um isomorfismo entre m (X, z¢) e m (Y, yo).

Prova: A prova é direta. Sejam i, e j, os homomorfismos identidade de m (X, zo) e

m1(Y, tyo) respectivamente. Entao:

h;toh,=(h'oh), =i,
h, o h;l =(ho h_l)* = Js

Ou seja, h, e h;! sdo um par de isomorfismos inversos.

i

Este corolario estabelece o grupo fundamental como um invariante topolégico. Espagos
conectados por um homeomorfismo possuem grupos fundamentais isomorfos. Note que o

isomorfismo é entre os grupos fundamentais sitiados em xy e yo = h(zg), onde h : X — Y
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¢ o homeomorfismo em questao. Se ambos X e Y forem conexos por caminhos, entao os
grupos fundamentais para quaisquer pontos g, 3y sao isomorfos.

Por tltimo, estabelecemos a seguintes resultados sobre o grupo fundamental quando
tratamos de espagos que sao obtidos a partir do produto cartesiano de outros. O lema
abaixo ilustra que caminhos definidos no produto de espacos podem ser tratados essenci-

almente, como o produto de caminhos em cada um dos espagos.

LemaB.4: Sejam X e Y espacose f,g:1 — X XY caminhos em X XY de xq X 9
axy Xy. Unmnmapa F': I x [ - X x Y é uma homotopia de caminhos entre f e g
se, somente se, ' o F' for uma homotopia de caminhos entre 7t o f e 7t oge 2o F
for uma homotopia de caminhos entre 72 o f e 7% o g respectivamente. Os mapas

7 X xY = Xen?: X xY — Y sio as projecdes candnicas.

Prova: Primeiro suponha que F' seja uma homotopia de caminhos entre f e g. Como
as projecoes candnicas sao continuas, o lema B.2 estabelece que 7! o F' é uma homo-
topia de caminhos entre 7t o f e 7! 0 g e que 7% o F' ¢ uma homotopia de caminhos
entre 72 o f e w2 0 g. Por outro lado, supondo que 7! o F' e 7% o F' sdo homotopias de

caminhos, entao:

Ou seja, F' é uma homotopia de caminhos entre f e g.

g

Proposigao B.2: Se X e Y espacos entao m1(X X Y, zg X yg) é isomorfo a m (X, zg) X
US! <Y7 ?JO)

Prova: Sejam 7' : X xY — X em?: X xY — Y as projecoes canonicas. Considere
omapa ¢ : X xY — X x Y dado por ¢ = 7! x 72. Este mapa é continuo pois as

projecoes sao continuas, de modo que ¢ induz um homomorfismo:

¢s (X X Y, o X yog) = m1 (X, 20) X m1(Y, 0)
[f] = me([£1) > 72 (1£).

Verifiquemos que ¢, de fato ¢ um homomorfismo. Sejam f e g dois loops em X x Y,
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(7 0 )+ (w0 g)]] x (=20 /) + (+2 0 9)]]
= | o flx [ o g)] x (720 ] [* o g]]
[

Onde fizemos uso do lema B.3 na passagem para a terceira linha e a operacao * nas
duas tltimas linhas é aquela definida em (X, zg) x 71 (Y, o), isto é, o produto de
caminhos de X x Y é o produto de suas componentes. Por fim, note que ¢ é injetiva

e sobrejetiva, de modo que ¢, estabelece um isomorfismo entre grupos.
O
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