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Resumo

HUAMANI,7 Nelson Berrocal , M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro
de 2015. GRAFOS ASSOCIADOS AS APLICACOES ESTAVEIS DE
3-VARIEDADES FECHADAS E ORIENTADAS NO R3. Orientadora:
Catarina Mendes de Jesus.

A proposta aqui apresentada pretende estudar, do ponto de vista global, aplicacoes
de 3-variedades fechadas no R?, com grafos associados ao conjunto singular des-
tas aplicagoes que servem como invariantes topoldogicos na classificagao destas e

também como ferramenta para a construcao de aplicagoes.
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Abstract

HUAMANI,7 Nelson Berrocal , M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, decem-
ber, 2015. GRAFOS ASSOCIADOS AS APLICACOES ESTAVEIS DE
3-VARIEDADES FECHADAS E ORIENTADAS NO R3. Adiviser: Ca-
tarina Mendes de Jesus.

The proposal presented here wants to study, from a global point of view, ap-
plications of 3-manifolds closed in R?® associating graphs the single set of these
applications that serves as topological invariant in the classification of these as

well as a tool for building applications.
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Introducao

As aplicacao estaveis de uma 3-variedade no 3-espaco R?, localmente podem
ser vistas como aplicacoes do 3-espaco no 3-espago. De acordo com um resultado
cldssico de Whitney [26], o conjunto de aplicagoes estaveis f : R® — R3 for-
mam um subconjunto aberto e denso no espagco C*°(R3, R?). Para cada classe de

homotopia de uma aplicagao destas aplicagoes existe uma aplicacao estavel.

Se W é uma 3-variedade fechada e orientada e f : W — R3 é estdvel, o
conjunto singular X f consiste de uma colecao de superficies fechadas e orientadas
(mergulhadas e disjuntas em W) que separa as componentes regulares de f cujo
bordo estd em X f. O conjunto imagem do conjunto singular f(Xf), conhecido
como conjunto de ramificagao, consiste de uma colecao de superficies fechadas e
orientadas imersas em R?, com possiveis intersecoes transversais e singularidades
correspondentes a eixos cuspidais e rabos de andorinha isoladas, sendo ambas em

numero finito.

Em [7], Hacon-Mendes-Romero introduziram grafos com pesos nos vértices
associado ao conjunto singular e regular de aplicagoes estaveis entre superficies
que auxilia na classificacao destas, além de ser util na construcao das mesmas.
Em [12] e [22] estes resultados foram adaptados para aplicagdes de 3-variedades
fechadas e orientadas no 3-espaco. Em [6], Goryunov apresenta uma lista de in-
variantes locais, baseados na coorientacao do conjunto de ramificacao, ampliando

os resultados locais apresentados em [22].

Em [I], Dias dissertou sobre os grafos associados as aplicacoes estaveis de
3-variedades fechadas e orientadas no 3-espago, baseado em [12, 22]. O traba-
lho aqui proposto é um complementar ao dissertado por Dias. Baseado em [12],
[22] e [6], estudamos essas aplicagoes do ponto de vista global enfocando os con-
juntos singulares, regulares e contorno aparente, principalmente com exemplos
de aplicacoes e técnicas que auxilia o leitor na construcao de novas aplicagoes,

facilitando uma melhor compreensao sobre este tema.



Este trabalho foi dividido em capitulos da seguinte forma:

O objetivo do primeiro capitulo é introduzir algumas defini¢oes e resultados
que serao usados ao longo deste trabalho, como alguns conceitos relativos a to-
pologia de superficies e 3-variedades e nocoes basicas sobre homologia singular e

grafos.

No capitulo 2, introduziremos um tipo de decomposicao de uma 3-variedade
associado a um conjunto de superficies mergulhadas na 3-variedade e a esta
mesma decomposicao associaremos um grafo com peso, definiremos dois tipos de
cirurgias entre 2 decomposicoes e estudaremos o conjunto singular de aplicagoes

estaveis de uma 3-variedade M em R3.

No capitulo 3, estudaremos as aplicacoes de uma 3-variedade no R3, algumas
propriedades topoldgicas e nos centraremos no estudo do espago nas aplicagoes
estaveis de 3-variedades (compactas, orientadas e sem bordo) no R?, as transicoes
de codimensao 1 e no conjunto de bifurcagao (ou contorno aparente) das aplicagdes

estaveis.

No capitulo 4, associaremos grafos com pesos as aplicagoes estaveis e estu-
daremos as alteracoes destes grafos quando uma aplicacao estéavel é submetida
a transi¢oes de codimensao 1. Também definiremos dois tipos de cirurgia entre

aplicacoes estaveis e seus efeitos nos grafos associados.

No capitulo 5, definiremos quando um grafo é realizavel e realizaremos os
grafos bipartidos associados a aplicacoes f : M — R3, quando M é homeomorfo
a 53, 5%2x St e T3. Por fim, apresentaremos alguns teoremas que podem ser usados
na construcao de aplicagoes estaveis via cirurgias e transicao de codimensao 1,

dado um grafo qualquer G com pesos.

As figuras presentes nesta dissertacao foram feitas utilizando os programas
Rhinoceros [29] e Inkscape [28§].



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares ne-
cessarios para o entendimento deste trabalho, tais como: complexos regulares,
caracteristica de Euler de superficies, 3-variedades compacta (com e sem bordo)

e Teoria de Grafos.

1.1 Complexos regulares e caracteristica de Eu-

ler

Um dos problemas clédssicos em Topologia é a classificagao dos espacos to-
pologicos. Uma ferramenta importante para este propdsito sao os invariante to-
poldgicos. Tendo como pré-requisito os complexos, nesta secao apresentaremos a
caracteristica de Euler como um invariante topolégico completo para diferenciar

superficies compactas e outras aplicagoes em 3-variedades.
As referéncias utilizadas sao [8], [10], [13], [14], [15] e [19].

Definicao 1.1. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff conexo, um n-complexo

regular K em X € definido como K = J;_, K, e Ky, esta dado por:

Ky € um conjunto finito de pontos em X. Os elementos de Ky sdo chamados

de vértices ou 0-células.

Ky € um conjunto finito de arestas. Onde as arestas unem os vértices de K,

também sao chamadas 1-células.
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Ky € um conjunto finito de poligonos planos cujos bordos sao arestas de K,

também sao chamadas 2-células. Por inducao,

Ky € um conjunto objetos geométricos, cujos bordos pertencem ao conjunto

Ky_1, também sao chamadas k-células.

Observe que, Ky C K; C Ky C ... C K, tais que todos os pontos em X estao

em uma célula em algum K;, 1 =0, ...,n.

Ky K K, K3

Figura 1.1: Construcao de um 3 complexo.

Observacao 1.2. O espaco X é um conjunto de pontos, enquanto o n-complexo

K é um conjunto de células.

Definicao 1.3. Seja K um n-complexo reqular, espa¢o subjacente X de K,

denotado por | K |, é o conjunto:
|[K|={z:z€~v€ K;vy é uma célula em K}

Definicao 1.4. A caracteristica de FEuler de uma n-complexo reqular K,
denotada por x(K), € definida pela soma alternada das células do complexo K,
isto €,

X(K) = Z(—l)kcard(k‘ — célula),

k=1

onde card (k—-célula) denota o nimero de k—células do complezo K.

Exemplo 1.5. Para um 2-complexo, sejam v o nimero de vértices, a o nimero

de arestas e f o nimero de faces. A caracteristica de Euler é dada por

X(K)=v—a+ f.
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1.2 Variedades 2 e 3 dimensionais

Nesta se¢ao apresentaremos resultados de duas classes de complexos: as 2-

variedades (superficies) e as 3-variedades. As referéncias sao [8], [15],[17] e [19]

Definicao 1.6. Uma n-variedade ¢ um espaco topoldgico de Hausdorff tal que
todo ponto x possui uma vizinhanca equivalente a um disco aberto n-dimensional,

centrado em x e com raio v, B"(z,r) ={y € R" : ||z — y|| < r}.

Definicao 1.7. Uma n-variedade com bordo ¢ um espaco topoldgico tal que
todo ponto tem wuma vizinhancga topologicamente equivalente ou a um disco n-
dimensional ou a meio disco disco BY = {x = (x1,---,2,,0) € R" : [|z| <
r e x, > 0}.

Os pontos do bordo de uma n-variedade sao os pontos cuja vizinhanca é

um meio disco.

Definicao 1.8. Dados Ny, N5 variedades n-dimensionais, a soma conexa de M
com N, denotado por N1#Ns, € obtida da sequinte forma: BY C Ny e By C Ns.
Escolha um homeomorfismo h : 0BT — 0BY. entao N1# N, € o espaco quociente
de int(BY) Uint(BY), obtido identificando os pontos x e h(x), com x € OBY.

Definicao 1.9. Uma triangula¢ao de uma n-variedade N € uma subdivisao
de N em triangulos (ou tetraedros se n = 3) topoldgicos n-dimensionais (ou n

complexos tetraédricos) que se tocam em vértices ou arestas (ou caras) completas.
Dado uma 2-variedade S, um triangulo topolégico nesta 2-variedade é um

subconjunto fechado 7" C S homeomorfo a um triangulo 7" que é um 2-complexo

de 3 vértices, 3 arestas e uma face.

Propriedades basicas da caracteristica Euler

Seja X e Y n-variedades que admitem triangulacao entao:

x({ponto}) = 1.

e \(X)=x(Y), se X é homeomorfo a Y.
o \(X)=x(C)+ x(X\C), para todo fechado (ou aberto) C' C X.

o X(X xY) = x(X) xx(Y).



1.2. Variedades 2 e 3 dimensionais 6

e Se X =51US5 onde S;, Sy C X entao

X(X) = x(51) + x(S2) — x(51 N Sy).

Para mais detalhes da caracteristica Euler veja [17].

Observagao 1.10. Sejam X e Y duas variedades compacta e conexa. (a) X e
Y sdo 2-variedades homeomorfas se e, somente se x(X) = x(Y). (b) E Se X e
Y s@o 3-variedades homeomorfas entao x(X) = x(Y), a volta ndo é verdade pois
se X = S%eY =52 xS temos que x(S%) = x(S5? x S') = 0, entretanto S* e

S? x S' nao sdo homeomorfos.

1.2.1 Superficies

Definicao 1.11. Uma superficie compacta e orientada € uma 2-variedade.

Exemplo 1.12. A esfera e o k-toro sao exemplos de superficies compactas e

orientadas.

Seja M uma superficie compacta e conexa. Pode-se provar (ver [10]) que
todo 2-complexo regular K, tal que |K| é homeomorfo a M, possui a mesma
caracteristica de Euler. Este niimero comum a estes 2-complexos é entao chamado

de caracteristica de Euler da superficie M.

Exemplo 1.13. Para calcular a caracteristica de Euler do disco fechado B?, es-
fera S? e o toro T2, basta construir complexos regulares K;, Ky e K3 tais que
seus espacos subjacentes sao homeomorfos as superficies mencionadas respeti-
vamente assim como na figura seguinte, onde em K;, v = 3,a = 3 e f = 1.
Assim, x(B?) = 1. Em Ky,v = 2,a = 2 e f = 2. Assim, x(5?) = 2. Em
Kz,v=1,a=2¢ f=1. Assim, x(T?) = 0.

-

K1%B2 KQ%SQ Kg%TQ

Figura 1.2: Construgao de um 3 complexo.
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Teorema 1.14. Toda superficie com o sem bordo admite uma triangulagao finita.

Teorema 1.15. (Teorema de Classifica¢io das Superficies) Toda superficie M
compacta € homeomorfa a soma conexa de g-toros e m-planos projetivos com a
esfera, isto é:

M = S2H#gT*#mP?,

para algum g > 0 e m > 0, onde S? é a esfera, T? € o toro e P* € o plano

projetivo.

Definicao 1.16. Uma superficie S € dita orientdvel se nao contém uma faiza

de Moebius. Caso contrdario, S € nao-orientdvel.

Definigao 1.17. Dada uma superficie compacta orientdvel S = S*#4T', o niimero

g =g(S) € dito de género de S.

Teorema 1.18. Seja S uma superficie orientavel com k componentes de bordo.

A caracteristica de Euler de S é dada por
\(S) =2 — 29(M) — k.
Corolario 1.19. Se S ¢ uma superficie orientdvel sem bordo, entdao
X(5) =2 —29(M).
Corolario 1.20. Se S} e Sy sdo superficies compactas e conexas, entao
X(51U 82) = x(51) + x(S2) — x(51 N Sa).
A caracteristica de Fuler da soma conezxa de duas superficies, S1 e Sy, € dada

por x(S1#S2) = x(S1) + x(S2) — 2.

1.2.2 3-variedades

Entendemos por 3-variedade como sendo um espacgo topolégico de Hausdorft

que localmente ¢ homeomorfo a R3.

Exemplo 1.21. A S3, 5% x S! e T® podem ser apresentadas como:

o A 3-esfera S resulta da identificagao de dois B? (3-bola) pela fronteira.

e A 3-variedade S? x S! resulta ao identificar as duas fronteiras de S? x I.
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e A 3-variedade T° = S' x S! x S, pode ser obtida ao identificar um cubo
cheio pelas faces opostas. Dado o cubo C Se identificamos as primeiras 2
faces opostas obtemos uma variedade C' homeomorfa a B? x S* um toro
cheio. Ao identificar os outras 2 faces obtemos de C outra variedade C’
homeomorfa a T x I, por tiltimo ao identificar as tltimas faces de C obtemos

a variedade 1.
Teorema 1.22. [15] Toda 3-variedade pode ser triangularizdvel.

Lema 1.23. Se S € qualquer superficie fechada em R®, a regiao delimitada por

S pode subdividir-se em regioes homeomorfas a poliedros convezxos.
Corolario 1.24. [19] Toda 3-variedade compacta, conexa, orientdvel e sem bordo,

pode ser obtido a partir de um poliedro identificando suas faces por pares.

Seja M uma 3-variedade dividida em tetraedros ou outros poliedros convexos
que se tocam em vértices, arestas ou faces completas.

A caracteristica de Euler de M é

X(M)=v—a+f—p
onde, v = #vértices, a = Farestas, ¢ = #faces e p = # poliedros.

Exemplo 1.25. Seja 7% do exemplo [1.21]

Figura 1.3: T% como identificacao de um cubo cheio pelas faces opostas.

Assim (T3 =v—a+f—-p=1-3+3—-1=0.
Teorema 1.26. A caracteristica de Fuler de cada 3-variedade fechada € 0.

Corolario 1.27. Se M ¢ uma S-variedade com bordo, x(M) = $x(OM).
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Demonstragao: Seja 2M a variedade que se obtém colando duas copias de M

pelas fronteiras. Entao
0 =x(2M) = x(M) + x(M) — x(0M),

X(M) = Sx(0M).

O

Corolario 1.28. O espaco que se obtém identificando as faces de um poliedro

por pares é uma 3-variedade se e somente se sua caracteristica de Euler é 0.

Teorema 1.29. [15] Se M ¢é uma 3-variedade com bordo, entao OM é uma 2-

variedade sem bordo.

1.3 Homologia Singular

As referéncias utilizadas nesta secao sao [11], [18] e [23].

Definicao 1.30. Um subconjunto C' C R™ € convexo se, dados v e y em C,
o segmento que vai de x a y estd inteiramente contido em C. Note que uma

interseccao arbitrdria de conjuntos convexos € convexa.

Definicao 1.31. Se A C R", a enwoltoria conveza (o fecho convero) de A € a

intersecao de todos os conjuntos convexos do R™ que contém A.

Definicao 1.32. Um p-simplexo s em R™ é a envoltoria convexa de uma colegao
de (p+ 1) pontos {xo,--- ,x,} em R" no qual x1 — xo,--- ,x, — xo formam um
congunto linearmente independentes. Note que isto € independente da escolha do

ponto xy. Os elementos xg,--- ,x, sio chamados vértices de s.

Observagao 1.33. Observe que um 1-simplexo é um segmento de reta, um 2-
simplexo é um triangulo cheio (fronteira + interior), um 3-simplexo é um te-
traedro cheio (faces + interior), e assim por diante. Se aos vértices de s for
dada uma ordenacao especifica, entao s é um simplexo ordenado. Assim, s é um
simplexo ordenado com vértices xg, - - - , Zp.

Vamos denotar por o, o p-simplexo do RP*! com vértices

:COZ(LO)"' 70)7"' 7'7;1:(071707"' 70)7"' 7xp:(07“' 7071)'
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0, é chamando p-simplexo padrao com ordem natural. Os pontos
zo=(1,0,---,0),---,x; = (0,1,0,--- ,0),--- , 2, = (0,---,0,1)

sao chamados vértices de oy,

Definicao 1.34. Seja X um espaco topologico. Um p-simplexo singular em X é

uma fungao continua ¢ : 0, — X sendo o, o p-simplexo padrao.
Definicao 1.35. Se ¢ é um p-simplexo singular e i é um inteiro com 0 <1 < p,

definimos 0;(¢), um (p — 1)-simplezo singular em X, por

az(¢)(t07 e atp—l) - ¢(t0, t17 T ati—ly Ovti7 T atp—l)-
Temos que 0;(¢) € a i-ésima face de ¢.

Definigao 1.36. Se X ¢ um espago topoldgico, definimos S,(X) o grupo abeliano
livre cuja base € o conjunto de todos n-simplexos singulares de X. Um elemento

de S, (X)) é chamado uma n-cadeia singular de X se tem a forma
> 100,
¢

onde, ng € um inteiro, igual a zero para todo, exceto para um nimero finito de d's.
Como o i-ésimo operador 0; € uma funcdao do conjunto de n-simplexos singulares
no conjunto de (n — 1)-simplexos singulares, existe uma tunica extensao a um
homomorfismo

0; + Sp(X) — Sh_1(X)

dado por

¢ ¢

Definicao 1.37. O operador bordo, denotado 0, € dado pelo homomorfismo
0:S,(X) — Sp1(X)

onde,

0=00— 01+ 00—+ (=1)"0p =Y _(~1)'0;.

Proposicao 1.38. A composicio 0 09" em

Sn(X) L5 S 1 (X) 2L S a(X)
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€ a aplicacao nula.

A sequéncia

3 50 (X) -5 S, (X) L Sya(X) — - -5 Sp(X) — 0

¢ chamado de complexo de cadeias singulares associado ao espago topologico
X.

Definicao 1.39. Um elemento ¢ € S,(X) € um n-ciclo se 9(c) =0 (ou 0"(c) =
0). Um elemento d € S, (X) é um n-bordo se existe e € Syp+1(X) tal que d = J(e)
(ou d = 0" (e)). Visto que & é um homomorfismo, definimos

Zp(X) = Kerd = kerd™ ={c € S,(X) | ¢ € um n-ciclo } e

B, (X) :=1Im0 = Imo" ={d € S,(X) | d é€ um n-ciclo }.

Observacao 1.40. A Proposi¢ao anterior implica que B,(X) C Z,(X) como

subgrupo.

Definicao 1.41. Seja X um espaco topologico. Para cada n € N o grupo quoci-

ente
Zn(X)

B (X)

¢ chamado de n-ésimo grupo de homologia singular de X.

H,(X):=

Observagao 1.42. O n-ésimo grupo de homologia singular de X mede o niimero
de n-ciclos que nao sao n+1-bordos. Geometricamente, os ciclos sdo objetos (com-
binagoes lineares de n-implexos) que “comegam”e “terminam”no mesmo lugar.
Dizer que nao sao bordos (fronteira) é o mesmo que dizer que existem “bura-
cos"no espaco. O numero de gerador de H,(X) fornece o nimero de buracos

n-dimensionais de X.

Para apresentarmos alguns exemplos de determinagao dos grupos de homolo-
gia singular de certos espacos topoldgicos vamos necessitar dos seguintes resulta-
dos:

Teorema 1.43. Se X € conexo por caminhos entao Hy(X) = Z.

Demonstracao: Ver Pg. 8 de [23]. OJ

Teorema 1.44. Se X tem o mesmo tipo de homotopia de Y entio Hy(X) =
H(Y), para todo k > 0. Em particular se X é homeomorfo a' Y entio Hy(X)
H(Y), para todo k > 0.

12
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Demonstragao: Ver Pg. 16 de [23]. O

Veremos agora duas ferramentas poderosas para o calculo do grupo de homo-
logia de espagos, o Teorema de Mayer-Vietoris e o Teorema da Férmula de
Kunneth.

Teorema 1.45. (Mayer-Vietoris) Sejam U,V subconjuntos de uma espago
topoldgico X tais que X = Int(U) U Int(V). Entao, existe um sequéncia exata

longa
n n n—1
AN HUNV) S Hy(U) @ Hy(V) 25 Hy(X) 223 H, (UNV) %
onde g7 (x) = (j1.(v),75 (x)), hi(y,z) =1 (y) + 15 (2) e A € o homomorfismo
conezxao, com 31 : UNV — U; 35 :UNV —V; i : U — X; 15 :V — X,

denotado as inclusoes naturasis.

Demonstragao: Ver Pg. 108 de [9]. O

Teorema 1.46. (Férmula de Kunneth) Se X e Y sao espagos topoldgicos,

existe um isomorfismo natural

H,(X xY) (@H )& Hy(Y)) & (@Tor X), Hyp1(Y))),

para todo n.

Demonstragao: Ver Pg. 128 de [23]. O

Corolario 1.47. Se M e N sao n-variedades orientdveis sem bordo entao

W(M % N) EBH ) ® H,_(N),

para todo n.

Lema 1.48. [25] Se M € uma n-variedade com bordo, entao H;(M) = 0, para
1>n.

Exemplo 1.49. Segundo grupo de homologia para alguns espacos:

o Hy({zo}) = {0}, para todo z € X.

L] HQ(S2) =7
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o Hy(S") = {0}, paratodon >3eneN.
o HH(THXZ DL DL
o HQ(S2 X Sl) =7.

Definicao 1.50. Dado o espaco X, definimos como o r- ésimo numero de

Betti como sendo o niumero b,.(X) dado por
b (X) =dim(H,(X)),
para todo r > 0.

Exemplo 1.51. Numeros de Betti de alguns 3-variedades:

S3 T8 52 x St
Hy=7, by=1| Hy~Z bo=1 | Ho=7Z, by=1
H={0}, by=0 | H2Z®ZBZ, bj=3 | HH=7Z, b =1
Hy 2 {0}, by=0 | H,2ZDZDZ, by=3 | Hi =7, by=1
H3 =7, by=1| H327, by=1 | H3 =7, by=1

H, = {0}, assim b, = 0, para todo n > 4.

Teorema 1.52. Dado o espago topologico X, a caracteristica de Fuler de X estd

dado por

o0

X(X) =) (=1)b,(X).

r=0

Proposicao 1.53. Seja M uma 3-variedade fechada orientdavel com bordo OM .

Se OM € uma superficie fechada entdo o género de OM e dado por

g(OM) = by (M) — bo(M).

Demonstracao: Dado a 3-variedade M com bordo M, pelo Corolario [1.27
temos x(M) = x(0M)/2. Agora do Corolario se tem, [(2 —2¢g(OM)] /2 =
1 — by (M) + by(M) — 0. E pelo Corolério temos, bo(M) = 1 e b3(M) = 0.
Logo

g(OM) = by (M) — by(M).
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1.4 Grafos

Nesta se¢ao, introduziremos alguns conceitos da Teoria de Grafos necesséarios

para este trabalho.

Definicao 1.54. Um grafo G é um 1-complexo regular conexo.

Uma aresta em G conectando dois vértices u e w serd denotada pelo par [u, w]
ou simplesmente por uw, quando nao houver confusao. Neste caso, dizemos que
os vértices u e w sao adjacentes. As arestas de um vértice u sao aquelas que se

conectam a esse vértice, isto é, as arestas de G do tipo uw.

Definicao 1.55. Quando u possui uma unica aresta, u é chamado vértice ex-
tremo e neste caso, a aresta de u € dita aresta extrema. Arestas adjacentes
sao duas arestas com um estremo em comum. Um loop em G € uma aresta da

forma uu.

Defini¢ao 1.56. Um caminho em G € uma sequéncia alternada de vértices (dis-

tintos) e arestas

Vo, [Uo, U1]7U1, [U1>U2]7 Vg, -+, Ut—1, [Utfla Ut]; Ut.

O niumero natural t é chamado de tamanho do caminho. Supondo que ocorra

vy = v, neste caso o caminho serd chamado de ciclo.

a) b) c) d)
Figura 1.4: Exemplos de grafos.

Exemplo 1.57. A Figura[l.4]ilustra quatro exemplos de grafos. O grafo em (a)
nao tem ciclos, em (b) e (c¢) tem um ciclo e em (d) tem um lago (ciclo com tnica

aresta).

Definicao 1.58. O nimero de ciclos de um grafo G é chamado de nimero de
Betti de G e € denotado por bi(G).
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Lema 1.59. [10] Seja G um grafo, o nimero de ciclos é dado por

onde V e u sao, respetivamente, o numero de vértices e arestas de G.

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre o nimero de arestas. O
grafo com uma aresta e dois vértices claramente satisfaz o lema. Suponha agora
que vale para qualquer grafo com p arestas e considere um grafo G com p + 1
aresta. Se o grafo tem loop, remova uma das arestas no loop. O grafo resultante
G, tem p arestas, logo b1(G,) = p — V + 1. Se adicionarmos a aresta removida
estaremos adicionando um loop. Entao temos que b;(G) = b1(G,) +1=(u+1) —
V' +1. Se o grafo nao tem loop, remova uma aresta e vértice que nao esteja ligado
a nenhuma outra aresta (uma aresta final). o grafo resultante G, tem pu arestas
e por tanto b1(G,) = u—V,+ 1, V, =V — 1. Se adicionarmos a aresta novamente
temos que b1(G) =b01(G,) =p—V,+1=p—(V-1)+1=(p+1)-V+1.0

Definicao 1.60. Uma drvore ¢ um grafo G que nao possui ciclos.

Por exemplo, o grafo ilustrado em [1.4] (a) é uma &rvore.
Observagao 1.61. No caso em que G é uma arvore, temos V = A + 1.

Definicao 1.62. Dado que um grafo G é um 1-complexo, entdo a caracteristica

de Euler de um grafo é dada por
xX(G) =V —-A

Teorema 1.63. [1{}] Dado um grafo G, se G € uma drvore, entio x(G) = 1.

Teorema 1.64. [10] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para

grafos.

Definicao 1.65. Um grafo G € dito bipartido se é possivel atribuir sinais +
a cada um de seus vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais

opostos. Caso contrdrio, dizemos que G € nao-bipartido.

Teorema 1.66. [25] Um grafo G € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos
tém tamanho par. Caso contrdrio, se G tém um ciclo de tamanho impar, ele é

nao-bipartido. Consequentemente, toda drvore € um grafo bipartido.

Exemplo 1.67. Na figura[l.4] o grafo (b) é bipartido pois tem ciclo de tamanho

quatro, enquanto o grafo (c¢) nao é bipartido por ter um ciclo de tamanho trés.
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Definicao 1.68. Um grafo pesado é um grafo onde cada um dos seus vértices

e arestas pode ser associado um nimero natural, como na Figura 1.5

Neste trabalho, os grafos considerados sao apenas os grafos bipartidos com
pesos e sem loop, os quais a partir de agora, serao chamados apenas de grafos

pesados, (ou grafos com peso).

Figura 1.5: Grafo pesado.



Capitulo 2

Grafos associados a decomposicao

de 3-variedades fechadas

O interesse de decompor uma 3-variedade fechadas como a uniao de 3-variedades
com bordo, tem o objetivo de analisar como se colam estas pecas e assim reduzir
o estudo da variedade a problemas em variedades mais simples. Existem véarias
maneiras de fazer esta divisdo (ver [8]). Neste trabalho usaremos outro método

de acordo a nosso objetivo que esta dada pela Definigao 2.1}

Notacao: Seja T uma superficie compacta e orientada sem bordo. Denotare-
mos por T a uma 3-variedade que tem como bordo 7', junto com o espaco que

esta limitada pela superficie T em R? (T, também ¢é chamada de superficie cheia).

Definicao 2.1. Seja S uma superficie orientada mergulhada em uma 3-variedade
compacta M. Fazendo My = S, My = m entao M pode ser obtido o colar,
ou identificar, My e My pela fronteira. Denotamos por My ® My a identificacao
de My e My pela fronteira. Naturalmente S = My [\ My e My ® My = M.

Esta maneira de decompor M serd dita de decomposicao simples.

Exemplo 2.2. Dada S® a 3-esfera, o qual é uma 3-variedade compacta, e S2,

uma esfera bidimensional mergulhada na S3, entao

M, = (8%), = B®, M,=S%\(S?%),~ S*\ B%~ B

A menos de homeomorfismo, M; = B3 e My, = B?. Assim B®> ® B! = S3. Esta
¢ uma decomposicao simples de S? e coincide com uma maneira de obter S3. A

Figura d4 uma ideia desta descomposicao:

17
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e Em i) a S3 como a identificagio de dois 3-bolas pela fronteira a e o M; que

¢ uma 3-bola que resulta de mergulhar uma esfera S? na S3, cuja fronteira
éb.
e Em ii) temos M o qual é o complemento da 3-bola M; em S3 assim M, é

homeomorfa a uma 3-bola, cuja fronteira é b.

e Em iii) temos que se identificamos M; e M, pela fronteira b obtemos a S°.
Concluimos que a esfera S?, mergulhada numa S, decompoe a S® em duas
3-bolas como no Exemplo 2.2]

i) Y

Figura 2.1: Decomposicao de S3.

Em geral, dada |J;_,S; C M, uma colegao de superficies mergulhadas, orien-
tadas e disjuntas na 3-variedade compacta M, como na Definigao podemos
decompor M em n + 1 subvariedades. Se mergulhamos mais superficies nestas
novas subvariedades, ainda podemos decompor em muitas mais partes a nossa
variedade inicial M. A seguir, associaremos um grafo pesado nesta decomposicao

simples de M, que sera muito 1util mas em diante.

2.0.1 Grafo associado a decomposicao de 3-variedades

Definigao 2.3. Seja |J, S; C M wma colecao de superficies mergulhadas ori-
entadas disjuntas em uma S-variedade compacta. Definimos o grafo pesado G
associado a esta colecao de superficies em M como seque: associamos a cada
superficie S; uma aresta e a cada componente M; de M — J;_, S; um vértice.

Dado um vértice v; (correspondente a regido M;) definimos seu peso como ¢; =
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bo(M;) — s; + 1, onde s; € o numero de componentes conexas do bordo de M.
Intuitivamente, c¢; pode ser visto como o nimero de geradores de Ho(M) em M,
que nao sao determinados pelo bordo de M;. A cada aresta associamos o peso
dado pelo género g; da superficie S; que ele representa.

Chamaremos de (1 o nimero de arestas (que é o niumero de superficies S;) do

grafo e de V' o numero de vértices.

Exemplo 2.4. Do Exemplo 2.2} temos que M = S3, S; = S? e as componentes
M, = B3 e M, = B3. O grafo associado a esta variedade S® esta dado na Figura
2.2 onde ¢; = by(M;) —s1+1=0(B%) —s1+1=0—1+1=0,

Co=by(My) — 81 +1=03(B3) =5, +1=0—-1+1=0, ¢(5% =0.

B3
|
C1 (Bg)
0
9(82) = 0
0
62(33)

9(B3) =852 "

Figura 2.2: Decomposicao da S3.
Proposigao 2.5. Se M = S* entdo ¢; = 0, para todo j.

Demonstragao: Seja | J;_, S; um conjunto de superficies fechadas, compactas,
orientadas e disjuntas, considere | J;_; S; C S% e sejam M; = S%\ U, (S)s e
My = m Para calcular o segundo nimero de Betti de M;.

Observe que M; N My = U?Zl S; e M; UM, = S3. Agora considere a sequéncia

exata de Mayer-Vietoris para esta particao de S :
h3 A
e — H3<M1) D H3(M2) — H3(53) —2> HQ(MI N Mg) s

2 hZ /AN
g_> HQ(Ml) ) HQ(MQ) — H2(53) — Hl(Ml N MQ) s

COIHO Hg(Ml) = 0, Hg(MQ) = 0, Hg(S3) = HQ(S3) = 0, HQ(Ml N Mg) = Zn,
Hy(Ms) e Hi(MyN M) = 0. Substituindo na sequéncia a informagao que temos,

obtemos a seguinte sequéncia:

3 2 2
00 g B g b)) g M
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Usando o primeiro teorema do isomorfismo (ver [28]) e o fato de que a sequéncia
é exata, temos que
H3(S3) Z

= — 2 [m(y) = Ker(g? Ker(g?) = Z
K@T(Ag) 0 m( 2) 67"(9*> = 67’(9*)

Hy (M N M- "
PO M) 20 o () = Ker(hd) = Ker(h?) = 2!

Ker(g?) Z
HQ(M1> > HQ(MQ) Zb2(M1)690 N )
Ker(hz) - 7n—1 - fm(h*)

e como, Im(h?) = 0, entdo

Zbg (M1)

Por tanto, by(M;) = n — 1, pois (Z>2M)/7n=1) 22 0. Assim co(M;) = by(M;) —
para todo i. O

Observagao 2.6. Dada uma 3-variedade, os grafos associados a decomposigoes
destas nao caraterizam por completo a decomposi¢ao, como acontece no caso das
superficies (ver [7]), pois um grafo pode corresponder a decomposigoes distintas
de uma 3-variedade. Para nosso objetivo isto nao vai fazer diferenca, No préximo

exemplo damos um grafo com duas deomposicoes distintas.

Exemplo 2.7. Considere o grafo ilustrado na Figura [2.3] Ele representa dois
toros em S®. A componente do complemento entre os dois toros é uma 3-variedade
com os dois toros como fronteira, onde by é igual a 1 e seu ¢; = 0. Mas isso nao
distingue do caso onde sua componente é topologicamente 7% x I ou T24T2. O

que distingue essas duas situacoes é o segundo grupo de homotopia 7.

Figura 2.3: Decomposicao distinta com mesmo grafo.

Uma 3-variedade M pode ser decomposta em varias 3-variedades com bordo,
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como nos Exemplos : Cada uma destas decomposicoes tem associados
um grafo o qual permite reconstruir M. Daqui em diante estudaremos que tipo

de grafos resultam de decompor uma 3-variedade dada.

Decomposicao da S3

A 83 pode ser decomposta como no Exemplo Em geral dada uma colecao
de superficies fechadas orientadas (S;)!_; em S®. Mostraremos no Capitulo 4 que
o grafo G associado a estas superficies (ou decomposigao) é uma drvore e cumpre
que Z;/:l c; =0eby(S?) <> ¥ | g, onde aigualdade é alcangada quando g; = 0,

i=1,...,p (quando (5;)t_; sao esferas).

Decomposicao da S? x S!

A 3-variedade S? x S? resulta ao identificar S? x I pela fronteira.

Agora presentaremos exemplos para decompor S? x S*.

Exemplo 2.8. Seja M = S? x S!, considere um circulo S* C S? x p, em que
p € St SejaotoroT? = Stx St c §?2xSt. O grafo associado & esta decomposicao
é uma arvore, porque tem somente uma aresta, com peso 1, e dois vértices com
peso 0 (cada vértice representa um toro sélido). Como by(S? x S1) =1 (ver isto
na Figura 2.4)), onde ¢;(T?) = c3(T?) = by(T?) —1+1=0—1+1 = 0, pois

g(T?) =1 e s; = 1 correspondente a tnica componente de bordo de T2

T2

ls
1(T?) 0
9(T?) = 1
e>(T?) 0

Figura 2.4: Decomposicao da S? x S

Exemplo 2.9. Seja M = S% x S'. Podemos obter esta 3-variedade ao identificar

S? x I pela fronteira. Isto é equivalente a dizer que duas copias S? x I pode ser
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identificada o par de bordo de uma com o par de bordo da outra resultando nesta
3-variedade. Assim, o grafo associado a esta decomposicao de S? x S tem dois
vértices, com S? x I correspondente a ambos vértices e duas arestas, que ligam
estes vértices, com peso 0 (ver na Figura [2.5), onde ¢;(S? x I) = ¢p(S? x I) =
ba(S?xI)—24+1=1—2+1=0, pois s; = 2 j& que S? x I tem 2 componentes
de bordo e g(S?) = 0.

Figura 2.5: Decomposicao da S? x S?.

Decomposicao do tritoro 7% = S! x St x S!

Exemplo 2.10. A 3-variedade 7% = S' x S' x S* resulta ao identificar as duas
fronteiras de T? x I. Isto é equivalente a identificar os bordos de dois copias
de T? x I. O grafo associado a esta decomposicao de T tem dois vértices,
correspondentes e duas arestas, que ligam estes vértices, com peso 1 como ilustra
a Figura Calculando os pesos do grafo temos que ¢;(T? x I) = co(T?* x I) =
bo(T? X I)—241=1-2+1=0, pois s; =2 jd que T? x I tem 2 componentes
de bordo e g(T?) = 1.

T2 lx I
er(T? x 1) 0
9(T?) 9(1%) = 1 1
_____________ eo(T? x T) !

O(T? x 1) =T? T?=0,(T% x 1)

Figura 2.6: Uma decomposicao do T°.
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2.0.2 Cirurgias em decomposicao de 3-variedades

Introduziremos agora dois tipos de cirurgia em 3-variedades e veremos seus

efeitos no grafo associado. Chamaremos de cirurgia tipo I e cirurgia tipo II.
Cirurgia tipo I
Definimos a Cirurgia tipo I nos seguintes passos.

1) Considere M, N duas 3-variedades e sejam J;_, S; C M e J;~, S; C N,

superficies que decompoem M e N, respetivamente.
Definimos a cirurgia M#N como segue:

2) Removendo duas 3-bolas B} e B em M e N respetivamente, tais que

U, SinM = Bf e U, S;N N = B}, onde B} e B3 sao dois discos.

3) Juntamos as variedades em 0B} e B3 por um tubo S? x I (onde B} e B3

sao conectados por um tubo S* x I).

A projecao no R? deste tubo nao intersepta nenhuma parte das superficies
mergulhadas que decompoem as variedades M e N. Para poder fazer isto, as
superficies originais mergulhadas nas variedades, que tem interseccao com S? x I,
podem ser movidos para diferentes semi-espacos de R3. As superficies mergulha-

das que decompde a nova 3-variedade M#N ¢é a soma conexa | J;_, S;# U;"zl S;.

4) Seja G(M) e G(N) os grafos associados as 3-variedades M ¢ N. O efeito
desta cirurgia sobre G(M) e G(N) é mostrado na Figura[2.7]

A soma conexa das superficies mergulhadas nas variedades M e N é equivalente
a soma conexa de superficies onde o género igual a soma das duas superficies

envolvidas.

5) O peso no vértice resultante da identificagao de dois vértices, correspondente
ao peso dos vértice envolvidos, pois se M; e M; sao as regioes corresponden-
tes aos dois vértices envolvidos com pesos ¢; e ¢; e Mj, ¢ a regiao resultante,

entao temos

Cr — bQ(Mk) — Sk =+ 1= bg(MZ) + bQ(M]) — (Si + S]' — 1) + 1= C; + Cj.
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Cit1 T Cj41

Figura 2.7: Grafo da cirurgia tipo I.

S3# 53 93 .

e

Figura 2.8: Exemplo da cirurgia tipo I do grafo da S3.

Exemplo 2.11. A Figura [2.8|ilustra uma cirurgia do tipo I, entre duas decom-

posicoes da S?, correspondentes a grafos com duas arestas.
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Cirurgia tipo II

A cirurgia tipo II é construida da seguinte forma: seja S = J_, S; um con-
junto de superficies que decompoem a 3-variedade M, nao necessariamente co-
nexa. Remova duas 3-bolas B} e B5 em M, sem interseptar S. Una os bordos
de M \ B?U B3 por um tubo S? x I, com S? que separa este tubo em dois tubos
iguais. Esta cirurgia adiciona uma S? a S, e é adjacente aos dois componentes
das superficies originais, onde as duas 3-bolas foram retiradas acrescentadas com
parte do tubo. Chamaremos a 3-variedade resultante desta cirurgia de M,. As
duas regices envolvidas, apds a cirurgia, tem um novo gerador de H,. A S? é
adicionada ao conjunto S, mas as duas componentes regulares tem uma nova su-
perficie no bordo (a mesma S?), entao o peso nao varia. O grafo resultante pode

ser visto na Figura |[2.9]

Figura 2.10: Grafo da cirurgia tipo II na S3.

Exemplo 2.12. Considere a decomposicao da S® no Exemplo Primeiro
fazendo uma cirurgia do tipo 2 nesta variedade. Sabemos que S* = B} ® B3,

onde B} sdo bolas tridimensionais. Retiramos uma bola B* de cada uma das
bolas B}

7

¢ = 1,2. Unimos os bordos do complementar das bolas retiradas com
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o tubo S? x I. Esta colagem pode ser feita como na cirurgia do tipo 2. Assim, o

resultado desta cirurgia é a variedade S? x S*. Graficamente temos isto na Figura

2.10

Teorema 2.13. Qualquer grafo pesado pode ser visto como o grafo de algum par

(M, S), onde S € uma colegdo de superficies fechadas mergulhadas em M.

Demonstragao: Suponha primeiro que G é uma grafo com peso 0 em todos
seus vértices e pesos p; aleatérios em suas arestas.

Seja G; o fecho do subconjunto de G composto pelo vértice v; e todas as semi-
arestas (arestas cortadas nos seus pontos médios) incidentes a ele. Associamos
entao & G; uma 3-variedade com bordo em R* da seguinte forma: Mergulhe G; em
R* e seja R; uma vizinhanca tubular de G; em R*. Esta vizinhanca tubular pode
ser vista como a uniao de vizinhangas tubulares do vértice V;, das semi-arestas e
dos pontos finais de cada semi-aresta. Em cada um desses pontos finais podemos
considerar o bordo S?® de um 4-disco.

Esta S? pode ser decomposta como a uniao de dois p-toros orientéveis sélidos
com seus bordos convenientemente identificados, onde p é o peso da aresta cor-
respondente.

Unindo convenientemente todas essas 3-variedades pelo seu bordo, de acordo com
a distribuicao dos seus vértices no grafo, obtemos uma 3-variedade M; compacta
e com bordo e uma cole¢ao de superficies orientaveis fechadas cujo grafo associ-
ado ao par (M, S) é G.

Agora, se os vértices de G tem pesos nao nulos, precisamos apenas adicionar em
cada regiao M; da construcao anterior tantas alcas do tipo S? x I quanto indi-
cadas pelo peso do vértice correspondente pois cada alca aumenta por 1 o by e
nao altera o nimero de componentes do bordo, consequentemente o peso ¢; no

vertice v; aumenta por 1. [



Capitulo 3

Aplicacoes estaveis entre

variedades

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos da Teoria de Singularidades,
de aplicagoes estaveis entre 3-variedades. As referéncias para este capitulo sao
[6], [21], [24].

3.1 Aplicacoes Estaveis

Sejam M e N variedades diferencidveis de classe C* de dimensoes m e n,
respetivamente. Considere C>(M;N') o conjunto de todas as aplicacoes de classe
C>*® de M em N. A topologia C* de Whitney em C>®(M;N) é definida
como segue. Seja € > 0 um numero real, entao uma vizinhanca fundamental de

f € C®(M;N) éo conjunto

. 9l olel
e man: S 12T < g
la|=1

onde « percorre todas as n — uplas de niimeros naturais a = («, ..., a;,) e tal que

la] = ag + ... + ay.

Além disso,
olelf olelf
0% Ox4,..0T4,

27
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Espaco C*(M,N)

Consideremos C*(M,N) ={f : M — N, f € C*} o conjunto das aplicagoes
suaves de M em N.

Definigao 3.1. Sejam f e g elementos de C°(M,N), entao f é A-equivalente
a g se existem difeomorfismos h: M — N ek : M — N tais que o diagrama

abaizo comuta.

ML nN

AN

Defini¢ao 3.2. Uma aplicagao f € C®(M,N) € estdvel se existe uma vizi-
nhanga aberta Wy de f em C*(M,N) com a topologia C*° — W hitney, tal que
cada g € Wy € A-equivalente a f.

O conjunto das aplicagoes estaveis de C*°(M, N) é denotado por £(M,N).

Definicao 3.3. O conjunto A = C®(M,N)N\EM,N), complementar do con-
Junto das aplicagoes estdveis em C*°(M,N), € chamado de conjunto discrimi-

nante.

Definicao 3.4. Duas aplicagoes f,g € C°(M,N) sao ditas isotopicamente
estdveis se existe uma aplicagdio de classe C*°, F : M x [0,1] — N tal que

o Fy: M — N € estdvel para cada t € [0,1], sendo Fy(p) = F(p,t).
o [h=felF|=qg.

Temos F; : M — N é continua para cada t € [0, 1], sendo Fi(p) = F(p,t);
Fh=feFi =g

3.2 Aplicacoes estaveis de 3-variedade fechada

no R?

No presente trabalho, estamos interessados no estudo de aplicagoes estaveis
f: M — R3 onde M é uma 3-variedade compacta, orientavel e sem bordo. Por
essa razao, a partir de agora, a menos que facamos menc¢ao do contrario, vamos

a considerar aplicagoes estaveis deste tipo.
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Nesta seccao, vamos apresentar alguns resultados relativos a aplicacoes estaveis
em C°°(M,R?). Os teoremas apresentados nesta seccao sao devidos a Whitney
[3],[26] e [27].

Teorema 3.5. As aplicacoes estdveis f : M — R? formam um conjunto denso

no espaco das aplicagoes C(M,R?).

Definigao 3.6. Seja f € C°(M,R3) uma aplicagio suave. O conjunto sin-
gular de f, denotado por X f, é o conjunto formado pelos pontos de M, onde a
diferencial de f nao tem posto mdzimo. A imagem do conjunto singular, f(Xf),

¢ chamado de congunto de bifurcacao de f e é denotado por Bf.

Definicao 3.7. Um ponto r € M — Xf ¢é dito um ponto regular de f. Um
ponto z € R3 € chamado valor regular de f se f~1(z) contém somente pontos

requlares.

3.2.1 Conjunto singular > f e bifurcagao Bf = f(Xf)

Segundo Whitney, o conjunto singular > f de uma aplicagao estavel f consiste
de superficies disjuntas mergulhadas em M. Cada superficie consiste de pontos
de dobra, curvas de pontos cuspidais (pontos cuja imagem é um ponto de
cispide do conjunto discriminante f(Xf)), onde podem existir pontos de rabo
de andorinha isolados (ver Figura [3.1)).

Ponto dobra

‘f FE&EH =f

£

R

1.
f(p) NR?

Figura 3.1: Aplicagoes estaveis
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O conjunto de bifurcacao de f, denotado por Bf = f(Xf), consiste de um
conjunto de superficies no 3-espago, nao necessariamente disjuntas (pode ter auto-
intersegoes). A seguir, temos as formas normais dos germes desses pontos singu-

lares no conjunto de bifurcacao B f:

Ay; ponto de dobra, onde localmente podemos escrever f como (z,y,z) —

(2%, y, 2);

AZi; aresta cuspidal, composta por pontos de cuspide, ou seja, onde localmente

f tem forma normal (z,y, z) — (+2° + yx, v, 2);
AZ; pontos rabo de andorinha, onde localmente f é (z,v,2) — (£a 4+ ya? +

28,9, 2);

Por outro lado, o conjunto de bifurcagao Bf = f(3f) de uma aplicacao estavel

f pode ter auto-intersecgoes das seguintes formas:
A?; Intersegio transversal de duas superficies dobra (ao longo de curvas regu-
lares);
A3 pontos triplos isolados, obtidos pela intersecgao de superficies dobra;
A;tAl; intersecao transversais de de aresta cuspidal com uma superficie dobra.
Duas arestas cispidais de sinais opostos se encontram em um rabo de andorinha.

Um rabo de andorinha é positivo caso o flanco positivo gira para a borda negativa

sentido anti-hordrio como visto do lado piramidal da superficie (ver Figura 3.2)).

Figura 3.2: Rabo de andorinha positivo e negativo.

As componentes (superficies) do conjunto singular X f, de uma aplicacao
estavel f : M — R3, separam a 3-variedade M em regioes conexas, que sao

as componentes do complemento M — X f.
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Observacao 3.8. Existe uma maneira natural de atribuir sinais + a cada uma
das regioes do complemento M — ¥ f. Dado uma orientagao para a 3-variedade
M, uma regiao R do complemento M — X f é positiva se em R a aplicacao f

preserva a orientagao, caso contrario, se f inverte a orientacao, R é negativa.

Figura 3.3: Orientagao dos componentes de f.

Note que uma superficie de X f estd sempre separando as regioes de sinais

opostos.

Exemplo 3.9. Na Figura [3.4] temos f1, f exemplos de aplicagoes dobra da 3-
esfera S® no espaco R3. As superficies que compoem o conjunto singular (as
superficies de dobra) nao podem ser desenhadas na 3-variedade, na Figura
sao mostradas as imagens do conjunto singular que formam as superficies do
conjunto de bifurcacao (superficies mergulhadas no R?). Na aplicacido f; temos
como conjunto singular 3 superficies disjunta homeomorfas a uma S? e divide a
S3 em 4 componentes, na aplicacao f, temos 5 superficies como conjunto singular

e divide S® em 6 componentes.

Figura 3.4: Exemplos de aplicacoes dobra da S® e do tritoro 7.

Observacao 3.10. As aplicacgoes estaveis que estamos estudando, isto é, aplicacoes
estaveis de C°°(M,R?), nao sao sobrejetoras ja que seus dominios sao 3-variedades

compactas (também orientaveis e sem bordo).
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3.2.2 Aplicacoes de codimensao 1

Lembremos que A = C®(M,R3*)\E(M,R3), onde C*(M,R3) é o conjunto de
todas as aplicagoes de M em R? e £(M,R?) é o conjunto das aplicagoes estaveis

de M em R3. Consideremos uma homotopia.
F: M x[a,b — R?

(x,t) — F(x,t) = Fi(x)

entre duas aplicagoes estaveis f,h: M — R3 no conjunto £(M,R3). A medida
em que t varia no intervalo [a, b] o conjunto de bifurcagao de F, = f é deformado
no conjunto de bifurcagdo de F;, = h. Pode acontecer que para algum ¢, € [a, b] a
aplicacao Fy, estd em A. Se f e h sao A-equivalentes, entao nao necessariamente
existe o ty € [a,b] tal que F,, € A. Agora se f e h nao sao A-equivalentes entao

necessariamente existe pelo menos um t, € [a,b] tal que Fy, € A. (ver Figura
53).

Observagao 3.11. As aplicagoes estaveis em £(M,R3) tem codimengao zero
dentro do espaco C°°(M,R?) e o conjunto discriminante A estd formado pelas
aplicacoes nao estaveis de codimengao maior ou igual a 1. A codimensao de uma
aplicagao f, no espago C°°(M,R?) pode ser vista na referéncia [4] nao aprofun-
daremos em mais detalhes deste trabalho. O necessario aqui sera conhecer as

informacoes topolégicas no dominio e imagem das aplicagoes de codimensao 1.

O conjunto discriminante A pode ser visto como “paredes” (de dimensao in-
finita) formado pelas aplicagoes de codimensdo 1 e nas intersecgoes destas pare-
des estao as aplicagoes de codimensoes maiores que 1. A separa £(M,R3?) em
componentes conexas por caminhos em C*(M,R3). A Figura ilustra uma
configuracao simbdlica de C(M,R3), £(M,R3) e A que pode ser obtido pela

intersecdo se um plano com o conjunto C*°(M, R3).

Figura 3.5: C°°(M,R3), £(M,R?) e A.
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3.2.3 Transicao de codimensao 1

A Figura[3.6|mostra algumas transigoes de codimensio 1 (multi-germes) dadas
em [5]. Estas transi¢oes nao serao estudadas neste trabalho pois nao alteram o
conjunto singular de uma aplicagao. As transicoes que alteram o conjunto singular
estao dadas na Figura 3.7

R )
TA TA?"’ZJ% -

=
B
Y

o

,€

Figura 3.6: Transigoes codimencao 1 mono-germes. Estas imagens foram tiradas
do Gurynov [6].
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A Figura mostra transigoes de codimensao 1 (uni-germes). As formas nor-
mais das aplicagbes de transi¢ao sao tomadas de [5]. O sinal do parametro A real,
nas féormulas locais nos diz que:

As aplicagoes sao estaveis para A # 0 e nao estaveis para A = 0 (figuras dos extre-
mos esquerdo e direito sao estaveis e as figuras do centro sao as nao estaveis, dadas
na Figura[3.7). Visto que todas as familias tém formas normais (h(z,y, z, \), y, 2),

estamos listando apenas as funcgoes h.

o, +,+ e
A2 }Z// My

Oty
A2
y—
@
G‘ _'_
AS _
Neid
A
M-

e
.-

torcer = os

Figura 3.7: Alguns transi¢oes codimencao 1 mono-germes. Estas imagens foram

tiradas do Gurynov [6].

ATTT (2% + (y® + 22 — N)x), nascimento de um disco voador. Aqui o é o sinal

do eixo cuspidal, e os dois mais na notagao sao os sinais dos quadrados dos



3.2. Aplicacoes estdveis de 3-variedade fechada no R? 35

coeficiente de x;

ATTT £ (2® + (y? — 22 + N)a), transformacio hiperbélica de um eixo cuspidal;

AT A (2 — (y* + 2% + A\)z), morte de uma componente compacta de um eixo
cuspidal;

AS : Nascimento do labio cuspidal com dois pontos de rabo de andorinha;

Al : Bifurcagao de bicos num eixo cuspidal.

Para nosso trabalho sé precisaremos estas 5 transicoes listadas Ag’+’+, Ag*’*,
A3, AS, Ab. Outras transigoes de codimensio 1 (1 — germes e 2 — germes)
consultar [6],[21].

Observacao 3.12. Entao diremos que uma transicao tem sentido positivo, se
a transicao segue na direcao que indicam as setas “~~”, como nas Figuras e
. Agora se as transigoes seguem o sentido oposto (se as setas sao invertidas
nas Figuras e [3.7). Entao dissemos que as transigoes tem sentido negativo,

denotaremos isto com um sinal negativo frente ao simbolo da transicao.

e Se a transicdo tem sinal positivo, escrevemos: A3 ATTT AT Ag
Al

e Se a transicao tem sinal negativo, escrevemos: —Ag’+7+, —Ag’+’_, —A>,
—A§, — Al

Observagao 3.13. As classes de homotopia de C*°(M,R?) sao conexas por ca-
minhos, logo existe um caminho em C*(M,R3) que conecta duas aplicagoes em
diferentes componentes conexas de cada classe de homotopia que atravessa A,

passando somente por aplicagoes de codimensao 1.

Orientagao das superficies do conjunto de bifurcagao Bf = f(Xf)

Dada uma aplicacao f, lembremos que o conjunto de bifurcacao Bf esta
formado por superficies fechadas mergulhadas em R3. Existe uma maneira natural

de definir uma orientagao para cada uma destas superficies.

Definigao 3.14. Dada uma aplicagio f: M — R3, com T; € Bf (superficie em
R3), existe um S; € Xf tal que T; = f(S;) C R3. Definimos uma orientagdo para

a superficie T; na dire¢cao onde a 3-variedade é dobrada por f, nas vizinhancgas
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dos pontos de S;. Como T; € uma superficie, entdo sua orientacao por f € para

fora o para dentro da superficie. Denotaremos isto por uma linha “|” na dire¢ao
da orienta¢do da superficie (ver Figura @, apontando para o lado que aumenta

o numero de pré-imagem.

A orientagao definida em[3.14] é 1itil para diferenciar aplicagoes, como podemos
notar entre as aplicagdes f e hy dadas na Figura[3.§
Duas superficies no conjunto de bifurcacao Bf serao ditas que sao bordos da

mesma regiao se tem orientacoes opostas, como podemos notar nas aplicagoes ho.

S3 52 x St

Figura 3.8: Exemplos de orientacao do conjunto Bf.

3.3 Efeitos de transicoes de codimensao 1

O nosso interesse nestas transi¢oes de codimensao 1, sao aquelas que alteram o
nimero de componentes singulares de Y f e o nimero de componentes em M —3.f.
Também as que alteram na imagem o nimero de eixos cuspidais e pontos de rabo

de andorinha. As transi¢oes que fazem isto sao as 5 transi¢oes dadas na Figura
SA-. U7+a+ 07+7_ 0,—,— € h
que sao: Ay AT, AT A e A3

"% mais especificamente cria (ou remove) uma componente

e A transicao AJ
no conjunto singular, uma componente em M — X f e cria (o remove) um

eixo cuspidal no conjunto de bifurcacao f(Xf).

o A transicoes A3 e AT sentido positivo mudam o genus da superficie
no conjunto singular, se as duas componentes locais no fim da transicao
pertencem a mesma componente conexa, no outro caso cria uma nova com-

ponente em M — X f e uma superficie no conjunto singular > f.
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Na Figura temos um exemplo de transicoes de aplicacoes de h; : S3 — R3,

Vi =1,2,3,4,5 com as transicoes A3 T ATTT e AFTT,

(@(Q)-*—
-
@O0 )

Figura 3.9: Transicao da S°.

e A transigao A, cria (o remove) um labio cuspidal (rabo de andorinha) que
esta formada por dois metades de um eixo cuspidal (de sinais opostas) e

unidas por dois pontos de rabo de andorinha.

e a) A transigdio A% no sentido positivo cria um ldbio cuspidal. b) Se a
transigao A% vai no sentido oposto (negativo) entdo cria dois eixos cuspi-

dais e remove um labio cuspidal, quando os pontos de rabo de andorinha
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pertencem a um mesmo labio cuspidal. E remove uma labio cuspidal se os

pontos de rabo de andorinha pertencem a dois labios cuspidais distintos.

Na Figura temos um exemplo de transicoes de aplicacoes f; : S® — R3,

Vi =1,2,3,4,5 com as transicoes A3 ", A e Al

Figura 3.10: Transicao da S3.

Da Figura|3.10, o conjunto singular é alterado da com as transi¢oes na figura

da seguinte forma:

i) A§ cria um eixo cuspidal com dois rabos de andorinha que une curvas de
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pontos duplos. Isto nas aplicagoes f; e fs.

ii) Al cria dois eixos cuspidais ao tempo que remove um ldbio cuspidal. Isto

nas aplicagoes fo e f3.

i1i) A3 cria uma componente do conjunto singular, uma componente no
conjunto M — X f e remove um eixo cuspidal no conjunto de bifurcacao.

Isto nas aplicacoes f3 e f4.

iv) A3 cria uma componente do conjunto singular, uma componente no
conjunto M — X f e remove um eixo cuspidal no conjunto de bifurcagao.

Isto nas aplicacoes fy e fs.



Capitulo 4

Grafos associado as aplicacoes

estaveis de 3-variedades fechadas
no R3

No Teorema do Capitulo 2, vimos que todo grafo pesado (grafos com
pesos nos vértices e arestas) pode ser associado a um par (M, C), onde M é uma 3-
variedade fechada e C é um conjunto de superficies fechadas, sem auto-intersecgao
e disjuntas mergulhadas em M. Deste modo aparecem varias perguntas que

podem ser feitas:

e Existe alguma aplicacao estdvel de M sobre R3 que tenha C como conjunto

singular? Esta pergunta equivale a seguinte pergunta:

e Quais grafos com pesos inteiros nos vértices e arestas estao associados a

alguma aplicacao de M em R3?

e (Quais sao os possiveis grafos para aplicacoes estaveis de uma dada 3-variedade
fechada M em R3?

O objetivo desde capitulo é estudar como o grafo associado a uma aplicacao
estével altera quando é submetido as transicoes A3 ", A7 ATTT A e AL,
estudadas no Capitulo 3.

Apresentamos também técnicas de cirurgias de aplicagoes estaveis e seus efei-
tos nos grafos associados a estas aplicacoes. Estas técnicas sao aplicadas para

responder as perguntas acima.

40
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4.1 Grafos de aplicacoes estaveis

Dada uma aplicacao f : M — R3 onde M uma 3-variedade, X f é o conjunto
singular de f (que sao superficies orientadas mergulhadas em M). Pela Defini¢ao
m temos um grafo pesado Gy associado ao par (M, Xf). Na Figura temos

trés exemplos de aplicacoes da S no R3.

SS

Figura 4.1: Grafo associado a aplicacoes.

Proposicao 4.1. Se f : M — R? é uma aplicagao estdvel, entio Gy € bipartido,

onde Gy € o grafo associado a f.

Demonstragao: Seja f : M — R? uma aplicagao estavel e G; o grafo associado
a esta aplicacdo. Vimos na Observacao [3.8 que cada regido do complemento
M — Y f recebe um sinal +. Isto d4 uma maneira natural de atribuir sinais aos
vértices de Gy, onde cada vértice recebe o sinal da regiao correspondente. Como
> f separa regioes de sinais opostos, cada aresta de Gy conecta vértices de sinais

opostos. Com isso, Gy é bipartido. O
4.1.1 Efeito das transicoes nos grafos Gy
Vimos na Secao [3.3] do Capitulo 2, que as transi¢oes que alteram o conjunto

singular sdo A", AT e A3, sdo as mesmas que alteram o grafo G; asso-

ciado ao par (M,Xf). A Figura mostra os efeitos e sao como segue:
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Cj+1 Cj Ag,-h—l— Cj+1 Cj
I) e——e— - 7 ®
g; J
- &S 0
0
Cj+1 Cj
o, — s a) e————e—--
G+ 1 € Ay " ou Az gi—1
*———o— - ou
gj caso 1
/ ) Cj+1 ¢+l
ET5 2 2 b @ B
— N oy ]
9j
>
I7)
Cj+1 ¢j AT o ATTT
r—eo— -
gj caso 2

Figura 4.2: Efeito das transicoes nos grafos Gy.

I) A singularidade A" cria (ou remove) uma aresta com peso zero que

termina em um vértice de peso zero. Um exemplo disto ocorre na Figura
4.0l
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Figura 4.3: Efeito das transi¢oes nos grafos Gy caso I.

IT) Aqui dividimos em dois casos:
Caso 1 precisamos distinguir entre a situagdo onde a superficie (antes da
transi¢ao) é contratil no dominio principal.(Caso 1(a) ou nao Caso 1(b)).
e Caso 1(a) Neste caso, as transicoes A"~ ou A3, adiciona (ou dimi-
nui) em 1 o peso da aresta. Temos dois exemplos nas Figuras e

[C’aso 1(a) com : Ag""’_J

e

Figura 4.4: Efeito das transicoes nos grafos Gy caso 1(a) com A3~
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[Caso 1(a) com : A"’_’_

/\
00
o| £ :
OO

Figura 4.5: Efeito das transigoes nos grafos Gy caso 1(a) com A5~

e Caso 1(b) Neste caso, as transicdes A3~ ou A3~ adiciona (ou diminui)
em 1 o peso da aresta e o peso do vértice ¢;. Temos dois exemplos nas

Figuras [4.6] e 1.7 Notemos que este caso nao é para grafos que vem de
aplicacoes da S3.

[C’aso 1(b) com: A3~ ] g S2 x St g1
1y 2

Figura 4.6: Efeito das transigoes nos grafos Gy caso 1(b).
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(C’aso 1(b) com : Ag'_’_] T3

At/

Figura 4.7: Efeito das transigoes nos grafos Gy caso 1(b).

e Caso 2(a) Neste caso, a singularidade divide a superficie em duas partes (
uma nova aresta é criada). Entao o género desta superficie é dividido entre
as duas novas superficies, assim como o by de ¢, (isto é, o peso do vértice
¢ afetado). Isto precisa ser levado em conta quando be(M) = 0. Temos dois

exemplos na Figura 4.8
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[Caso 2(a) com : Ag""]

[Caso 2(a) com : Ag""’_]

83
/ K\

=3

0
2 1l \1
0 0 0

Figura 4.8: Efeito das transigoes nos grafos Gy caso 2(a).

e Caso 2(b) Este caso cumpre todas as condigoes do caso 2(a). A diferenga
¢ que a nova aresta criada une os vértices ¢4 e ¢; criando um ciclo, neste

caso ¢;j+1 # 0. Temos dois exemplos na Figura
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1
2
0
[C’aso 2(b) com : A"’_’_] 2 Sl
9
AT
L i

Figura 4.9: Efeito das transi¢oes nos grafos G; caso 2(b).

4.2 Cirurgia de aplicacoes estaveis

Introduziremos agora dois tipos de cirurgia em aplicagoes entre 3-variedades
e seus efeitos no seu grafo associado G, que chamaremos de cirurgia tipo I e

cirurgia tipo II, como um paralelo da Segao no Capitulo 2
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Cirurgia tipo I entre aplicagoes

Considere duas aplicacoes estdveis f : M — R3e g: N — R3 onde M e
N sao 3-variedades. Definimos a cirurgia tipo I f#g : M#N — R3 como
segue: comegamos removendo duas 3-bolas B} e B3 em M e N, respetivamente,
tais que suas intersegoes com o conjunto singular de f e g sdo dois discos B? e
B2 de pontos dobra ( nao interceptam curvas cuspidais ou curvas dobras duplas).
Depois conectamos as variedades M e N em 0B e B3 por um tubo S? x I, (onde
B? e B2 sao juntados por um tubo S* x I). A projecao no R? deste tubo nao
intersepta parte alguma do conjunto de bifurcacao. O conjunto de bifurcagao da
aplicagao resultante é a soma conexa dos conjuntos de bifurcagao de f e g. Sejam
Gr e G, os grafos associados as aplicacoes f e g respetivamente. O efeito desta
cirurgia sobre G e G, ¢ mostrado na Figura . A soma conexa dos conjuntos
singulares (que nao é nada mais que a soma conexa de superficies) se torna uma
superficie com género igual a soma das duas superficies envolvidas. O peso dos
vértices sao somados também, pois se M; e M; sao as regioes correspondentes aos

dois vértices envolvidos com pesos ¢; e ¢; e My, ¢ a regiao resultante, entao temos
Cr — bQ(Mk-) — Sk =+ 1= bQ(Mz) + bQ(M]) — (Si + Sj — 1) + 1= C; + Cj.

Temos exemplos na Figura e5.5

Cit+1 + Cjy1

Figura 4.10: Grafo associado a cirurgia tipo I.

Observagao 4.2. (a) Se a cirurgia tipo 1 é feita entre duas aplicagdes que sao
provenientes de duas 3-variedades separadas M e N é chamada de soma conexa
tipo 1. Um exemplo para esta observacao temos na Figura [5.5]

(b) Se a cirurgia tipo 1 é feito na mesma aplicagao da 3-variedade M, é chamada

de cirurgia tipo 1 em M.

Exemplo 4.3. Figura é um exemplo para a observagao b) dada acima.
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52 x St (S% x SH)#(S? x S

:h
-

Figura 4.11: Cirurgia tipo I na S? x S! (adicionamos a S? x S! uma asa).

Os pesos no grafo da aplicacao f, sao calculados da seguinte forma: para
comecar temos que os pesos nos dois vértices sao iguais pois a aplicagao f, é a
aplicagao projegao (que f,.(S? x S1#£5% x S1) é exatamente homeomorfa a metade
de 5% x S1#5? x S1). A componente do bordo da imagem de f, ¢ homeomorfo a
uma esfera e seu segundo numero de Betti é dado por by(Im(f,.)) = 1. Assim, os
pesos nos vértices sao ¢; = co = bo(Im(f,)) —s;+1=1—1+1=1, onde s; =1,

pois s6 tem uma componente do bordo.

Cirurgia tipo II entre aplicagoes

Seja f : M — R® uma aplicacao estdvel, onde M é uma 3-variedade nao ne-
cessariamente conexa. Remova duas 3-bolas B} e B em M, nas regices U; e Us
correspondestes aos vértices vy e v9, sem interseptar o conjunto singular X f e tais
que tenham a mesma imagem em R®. Uma das regioes preservando orientacao e
a outra aplicada revertendo orientagdo. Depois una os bordos M \ B} U B3 por
um tubo S? x I, de forma que tenha uma superficie S? com uma superficie sin-
gular, que divide em duas partes iguais o tubo cujas imagens coincidem quando
a aplicacdo é estendida sobre os mesmos. Esta cirurgia adiciona uma S? ao con-
junto singular adjacente aos dois componentes do conjunto singular da aplicacao
original de onde as duas 3-bolas foram retiradas acrescentadas com parte do tubo.
No grafo corresponde a conectar uma aresta nos vértices v; e vo. Chamaremos a

aplicagao resultante desta cirurgia de f,. As duas regioes envolvidas (correspon-
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dentes aos vértices vy e vg), apds a cirurgia, tem um novo gerador de Hs, que é
a S? adicionada ao conjunto singular. Mas as componentes regulares correspon-
dente tem uma nova superficies no bordo (a mesma S?), entdao o peso nao varia.

O grafo resultante pode ser visto na Figura [4.12] Temos um exemplo na Figura
4. 15!

soma conexa tipo 2

Figura 4.13: cirurgia tipo II (soma conexa tipo 2) entre dois aplicacoes da S3.
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Observacgao 4.4. (a) A cirurgia tipo 2 é feita entre duas aplicagoes que vem de
duas 3-variedades separadas M e N é chamada de soma conexa tipo 2. (veja
a Figura . (b) A cirurgia tipo 1 é feito na mesma aplicacao, de uma 3-
variedade M, é chamada de cirurgia tipo 2. Um exemplo para esta observagao
temos na Figura [4.14]

S3

f3
f1 fo \

S &
O &

cirurgia tipo I

Figura 4.14: cirurgia tipo II numa mesma aplicacao f3 da S3.

Corolario 4.5. [20] Seja W uma p-variedade compacta orientdvel com bordo
p = 2s+ 1. A dimensdo de H(OW;Z) € par e a dimensao do kernel de i, :
H (OW;Z) — H(W;Z) € igual a metade da dimensio de Hs(OW;Z), onde
iy : OW — W € a aplicacao inclusao.

Teorema 4.6. Dada uma 3-variedade M orientdvel e uma cole¢ao de superficies
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fechadas orientdveis (S;)_, em M, suponha que G € o grafo associado ao par
(M, S;)t_). Se G € um grafo bipartido, entao

D e +bi(G) <b(M) <Y e +bi(G)+ ) g

J=1 J=1

A igualdade ocorre quando g; =0, i =1, ..., ji.

Demonstragao: Pela Definigao , temos que Z;/:l cj+b1(G) = Z;/:l(bQ(Mj)—
s;i+1)+0(9) = Z;/Zl bo(M;) — 210+ V + b1(G), pois o grafo é bipartido. Cada
superficie é contada duas vezes ela faz fronteira com duas componentes conexas
do complemento.

Pelo Lema , temos que b1(G) = u— V + 1, o que é o suficiente para provar
que Z;/:l bo(M;) — pp+ 1 < by(M), usando a sequéncia longa exata de Mayer-
Vietoris associada a uma decomposi¢ao conveniente de M em 3-variedades com
bordo. Dado que o grafo é bipartido, o complemento do conjunto singular pode
ser separado em duas 3-variedades com bordo N; e Ny. Seja N, e N, as suas ex-
tensoes adicionando um colar seus bordos em comum. Entao podemos definir a
sequencia de Mayer-Vietoris associada a cobertura (N{, Né) de M. Claramente,
a homologia de N, coincide com a de N; e que N, N N, = N; N N,. Entdo a

sequéncia de Mayer-Vietoris pode ser escrita como
h3 A

: h3 A !
Ly Hy(Ny) & Hy(Ny) — Hy(M) =% Hi(N; N Np) 25 oo
Substituindo na sequéncia a informacao que temos, obtemos a seguinte sequéncia

h3

RN 060 ey Vi N

TH ...

g_z> ZbQ(Nl) D ZbQ(NQ) + Tl h_z> Zb2(M) + T2 i} Z2Zé‘:1 9i g_i> cee
onde g; é o género da superficie S;.
Os grupos Hy(M) e Ho(Ny) @ Ha(N2) podem ter partes de tor¢ao, que sao Ty
e T; respectivamente. Nos estamos preocupados com as dimensoes de todos os
grupos que aparecem, que dependem somente das partes livres.
Temos que 232':1 bo(N;) = Z};l bo(M;). Como a sequéncia é exata temos que
0 = Im(h?) = Ker(A,.) Pelo primeiro teorema do isomorfismo (ver [28]),

Hs(M) Z

L S A o~ — 2 2) v
KGT(AQ) 0 ]m(AQ) K@T(g*) = KGT(Q*) Z’7
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Hy(NinNo) 2" 2 2 2\~ el
T(gz) = i = Im(g*) = K@T(h*) = K@T(h*) = ZM s

2
Hy(N)) ® Hp(Ny) _ ZE==M gy o
Ker(z)  — e o imih) = Ker(A) =

dim(Ker(A Zbg —pn+1,

Hy(M)  Z20D Ty 1
= >~ Im(/\,) = K
Ker(Ay)  g¥i-1b2(Nj)—p+1 m(Aq) er(g,) =

dim(Ker(gy)) = )+p— 1

||MNJ

Como 23:1 bo(N;) = Z;/:l bo(M;) e dim(Ker(gy)) > 0, temos que

D ba(M;) = 41 < by(M),

j=1

Que é a primeira desigualdade.

Para verificar a segunda desigualdade, basta mostrar que dim(Ker(g;)) < D1, g;.
Pelo Coroldrio[4.5] temos que se W é uma 3-variedade com bordo e i : OW — W
¢ a aplicacao inclusao, entao dim(ker (i,)) = sdim(H;(OW)), onde

it Hy(OW) — Hy(W).

Dado que Ny N Ny = ON; = 9N, temos que dim(ker (gl )) = dim(ker(gl,)) =
sdim(H,(N\NN3)) = 5!, g;, onde gl = (g1, g1,). Como ker(gl) = gl Ngi,, entao
dim(ker(gl)) < ¥t g:, 0 que prova a segunda desigualdade e se g; = 0 entao vale
a igualdade para todo i. Se g! é injetiva, a primeira igualdade se cumpre. Em
este caso, dado by (M) = by(M), temos determinado a homologia de M exceto

para possiveis partes de torcao. O

As consequéncias deste teorema sao:
’ . 7/ 7/ V
Coroldrio 4.7. M = S = G é uma drvore e 3 ._, ¢; = 0.

Coroldrio 4.8. by(M) = 0= G ¢é um drvore e 22;1 ¢j = 0.

A volta disto nao é verdadeira, como pode ser visto no seguinte contra-

exemplo.

Exemplo 4.9. Seja M = S? x S'. Tomando em conta o circulo S' C S? x p, onde

p € St e seja o toro T? = St x St € 5? x S1. O grafo associado a esta situacao é
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uma arvore pois tem uma sé aresta com peso 1 e dois vértices com peso 0, pois
bQ(SQ X Sl) =1.

Observagao 4.10. O grafo G; associado a uma aplicagao f : M — R? nao
identifica completamente a variedade M, pois um grafo G pode ser associado a

aplicagoes que vem de duas 3-variedades diferentes, como na Figura

S2 x St

e
O

Figura 4.15: Aplicagoes distintas que vem de variedades nao homeomorfas mais

com grafos associados iguais.



Capitulo 5
Realizacao de grafos bipartidos

Seja M uma 3-variedade fechada e orientada f : M — R? uma aplicacao
estavel sobre R3. A construcao de grafos associados as aplicacoes estaveis entre
M e R? garante que existe um grafo G(f) bipartido e pesado (com pesos nos
vértices e arestas). Assim nosso objetivo neste capitulo é determinar quais grafos
pesados e bipartido, podem ser associado as aplicacoes estaveis entre M e R3.
Diremos que um grafos G é realizado por uma aplicacao f : M — R3 ou que a
aplicacao realiza o grafo, quando G pode ser associado ao par (M, X f).

Os resultados sao baseados nos trabalhos [12], [21] e [22]. Realizaremos os grafos
bipartidos associados a aplicacoes f : M — R3, quando M é homeomorfo a
53,52 x St e T3. Por fim, apresentaremos alguns teoremas que podem ser usados
na construcao de aplicagoes estaveis via cirurgias e transicao de codimensao 1,

dado um grafo qualquer G com pesos.

5.1 Realizacao de grafos com M = S°

Vimos no Corolario [4.8|que by(S?) = 0. Entao podemos afirmar que o grafo G
associa a uma aplicacao de S® no R? é uma arvore com Z;/:l ¢; = 0 (que todos os
vértices tem peso zero). Assim, podemos descartar todos os grafos que nao sao
arvores. Nesta secao, mostraremos de duas formas que dado uma arvore qualquer
e com Z;f:l ¢; = 0 pode ser realizado por uma aplicagdao estdvel f : % — R3.
Na Figura temos todos os grafos possiveis de aplicacoes estaveis de S® no R?

até com 3 arestas.

55
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=1 =2 H=3
0 0 40 0 §0 0 o0 o
n>0 p| /a r| s/ |+ Wz
0 0 0 0 0
a:p>0 78,6 >0 2,9,2>0

Figura 5.1: Grafos possiveis de aplicacoes estaveis de S* no R?, para pu < 3.

Teorema 5.1. [12] Qualquer drvore com ¢; =0, Vj =1,...,V pode ser realizado

como o grafo de uma aplicacdo estdvel f : S3 — R3.

Demonstracgao: A ideia é criar um caminho no espaco das aplicagoes C*(S?, R3)
entre uma aplicacao basica conhecida e outra aplicacao, cujo o grafo é o mesmo
que a arvore dada. Isto sera feito indutivamente aplicando as transi¢oes na Fi-
gura [£.2] convenientemente, de forma que mudemos o grafo da aplicagdo inicial
até chegarmos na aplicagao desejada. Podemos comecar de um grafo com uma
Unica aresta com peso zero desejarmos e assim obtemos ligando dois vértices de
peso também zero. Este grafo pode ser realizado como o grafo de uma aplicacao
cujo conjunto singular é uma simples esfera. Por exemplo, podemos pegar a
aplicagao estavel obtida por dobrar a 3-esfera em seu equador e mandar as duas
partes homeomorficamente sobre uma 3-bola em R3. Por meio das singularidades
Ag’+’+ podemos adicionar quantas arestas de peso zero desejarmos. Assim que
obtemos a arvore desejada, basta ajustar os pesos das arestas para conseguirmos,
com exatidao, o grafo que estamos buscando. Isto é feito através das singularida-
des Ag’+’_ ou das singularidades A7 "~. Como a construgao toda foi feita apenas
com cruzamentos de certos estratos de codimensao 1 em C*°(S3 R3), é claro que

a aplicacao obtida ¢ uma aplicacao estdvel de S® em R3. O

No Teorema [5.3| ¢ uma extensao do Teorema |5.1| para a prova deste, necessi-

taremos alguns resultados que daremos a seguir.

Definicao 5.2. Sejam fi, fa e f3 : S — R3, trés aplicagoes, como dadas na
Figura [{.5, para fi e fa, e na Figura [{.8, para fs. Denotamos o seus grafos

associados por Gy, Gy, e Gy, FEstes grafos sao ditos Grafos bdsicos para
G(S%) e estio ilustrados na Figura 5.4
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gf1 gfz g.f3
0 0 0 0
0 1 0| /o
0 0 0

Figura 5.2: Grafos basicos para G(S3).

Teorema 5.3. Qualquer drvore comc; = 0,Vj = 1,...,V, pode ser realizado como
o grafo de uma aplicacdio estdvel f : S? — R3, construido convenientemente a

partir dos grafos bdsicos da S® e cirurgia tipo 1.

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre o nimero de arestas em
seus respetivos pesos na arvore. A arvore com uma sé aresta, 4 = 1, e peso g
qualquer nesta é realizavel pela soma conexa tipo I entre a aplicacao f; e outras
g aplicagoes do tipo fa, onde fi e fo tem como grafos bésicos Gy, e Gy, da S?
(ilustradas nas Figuras e dada na Defini¢ao [5.2). Obtemos assim uma
aplicagao f,, : S — R? que realiza a drvore com uma Unica aresta e peso g
qualquer nesta aresta.

Suponha que vale para qualquer arvore G de u = n arestas e pesos quaisquer nas
arestas. Considere um grafo G com . = n+ 1 arestas pesos quaisquer nas arestas.
Escolhemos desta arvore uma aresta final qualquer (conectada a um vértice com
grau 1). Retiramos o peso g; desta aresta final. Assim, obtemos um novo grafo
G com g1 = n+ 1 arestas. Retiramos de G a aresta final escolhida e obtemos um
outro grafo G com p = n arestas. Por hipdtese de inducio este grafo é realizavel
por uma aplicacdo f* : S% — R? assim G o= G". Fazendo cirurgia tipo 1 entre
a aplicacdo f  com uma aplicacdo tipo a aplicacdo fs, correspondente ao grafo
bésico Gy, (ilustrada na Figura e dada na Definigao , de maneira que a
aplicacdo resultante tem uma componente a mais que f , realizamos a aresta
retirada do grafo original G para obter G . Assim, obtemos uma aplicacdo f :
S3 — R3, com Gy = G e ;. =n+ 1 no seu grafo associado Gy . Agora, fazendo
cirurgia tipo 1 entre a aplicacdo f com gj aplicacoes do tipo fs, correspondente
ao grafo bésico Gy, (ilustrada na Figura e dada na Definicao , de maneira
que a aresta acrescentada no grafo G, tem peso g, obtemos assim uma aplicagao
f:S9% — R tal que seu grafo associado é Gy = G. Logo G com yu=n+146

realizével. O
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= 1 Cirurgias tipo 1 da aplicagio f e fo
0 at€ obter o peso g do peso da aresta.

9 Assim obtemos
Jf“: M —R?

Suponhamos que para todo
grafo com n — arestas
existe uma aplicagao

f:8°—R?

Identificamos uma aresta Retiramos a aresta final identificada
g final e retiramos o peso gi g’ assim obtemos um arvore com = n g’ /
Eﬁcisto
fi8%— R3
querealiza G’
Cirurgias tipo 1 entre f’ e fo . T /"
que acrescentam os pesos i Cirurgia tipo 1 entre f ¢ I3
retirados g/ que acrescenta a aresta retirada 144
g.f h Assim obtemos f’ Assim obtemos g f’ /
fiM—R3 oM —R3

Figura 5.3: Esquema da demonstracao do Teorema [5.3

Exemplo 5.4. A Figura ilustra a construcao de uma aplicacao g : S° — R?
correspondente a drvore G, ilustrada na Figura

Gy

Figura 5.4: Arvore G-
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fa # gfs # gfz

VA

fs#fs
|
0 o ¢l
y
0

fs # f3# f2

Figura 5.5: Construgao da aplicagao ¢ : S* — R? para a arvore G,.

Como podemos ver da Figura temos uma aplicacao g para G, é g =

f3#f3#f2> assim gg ~ gf3#gf3#gf2'



5.2. Realizacao de grafos com M = S? x S* 60

5.2 Realizacao de grafos com M = S? x S!

No caso de S? x S', temos a seguinte observagao do Teorema [4.6}

Observacao 5.5. Do Teorema , temos que se o grafo G satisfaz Z;/zl cj +

b1(G) > 1, entao o grafo G nao corresponde a uma aplicagao estével de S? x S!
no R?. Se SV i1

género g > 0 no seu conjunto singular (ou seja, pelo menos uma aresta com peso

¢; +b1(G) < 1, ent@o deve haver pelo menos uma superficie com
gi > 1). Esta é a melhor caracterizagiao possivel para grafos a partir de S? x S*
no R3.

Exemplo 5.6. A Figura ilustra todos os grafos possiveis de até 3 arestas (ou

seja, 3 componentes ligados do conjunto singular).

Ly Y

i, 5, k,l,m,n,p>0 =1

o

OE’_‘
o S =)
=
— f < e
o = (=)
[V2)

OE - o
o S o

o <

0 0 0
a7b’ C7d7€7ﬁg7h7i?j’k7 l,m,n,p,q,T’,S,U,U,l’,Z,A, B? D7 FZ O t? y? C’ EZ 1

Figura 5.6: Todos os grafos possiveis de aplicacoes estaveis de S% x S! no R?

até com 3 arestas.

Lema 5.7. Qualquer grafo G bipartido com wnico ciclo com 2p arestas, para p

inteiro positivo, pode ser realizado como grafo de uma aplicacao estdvel de S? x S*

no R3.

Demonstragao: A construgio da aplicacao ilustrada na Figura[5.7]é uma prova,

mostra que o grafo dado é realizavel. O
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Figura 5.7: Realizagao dos grafos basicos G, .
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Proposicao 5.8. [22] Qualquer grafo bipartido com Zy:1 cj+01(G) = 1 pode ser

realizado como grafo de uma aplicacdo estdvel de S* x S* no R3.

Demonstracdo: A prova é feita com os argumentos construtivos na Figura

junto com o Lema [5.7] O

Agora daremos um teorema que estende a Proposicao[5.8| paralelo ao Teorema
. Mas antes de fazer isto definiremos os grafos basicos para G(S% x S1).

Definicao 5.9. Sejam G, ,Gg,. ,Ggs, Ggs> Ggops 05 grafos ilustrados na Figura .
As aplicagoes g1y, g1y, 92, G, g2p = S? X ST — R3 associadas, respetivamente aos
grafos gi,, g1y, 92, 9as Gop, Vp € N, sao chamados de grafos bdsicos para G(S* x
Sh.

p=1

gg11 gglz
0 1
1 0
0 0

p=2p

Figura 5.8: Grafos bésicos para G(S5? x S1).
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Temos na Figura[d.6) uma realizacao dos grafos G,, , Gy, e na Figura[f.9 uma
aplicacao para G,,. Agora na Figura|5.7|temos um algoritmo recursivo para poder

realizar os grafos Gy, e G, , para o inteiro p > 2.

Teorema 5.10. Qualquer grafo G, com

v ’ 3
Do Hhi(Gy) S (1(S* x SN =1) <D e +bi(Gy) + ) ui
=1 =

i=1

pode ser realizado como grafo de uma aplicagdo estdvel de S* x S no R3.

Demonstracao: A nossa prova sera por construcao. Pela Observacao 5.5, este
teorema pode ser dividida em trés casos: Caso 1, se o grafo G, ¢ uma arvore com
Zy:1 c;=0e> " g > 1 entdo este grafo ¢é realizavel. Caso 2, se o grafo G, é
uma arvore com Z;/:l c; = 1 entao este grafo é realizavel. Caso 3, se o grafo G,
tem b1(G,) = 1 (tem um ciclo) com Z;/:l ¢; = 0 entao este grafo é realizavel. Por

tanto para mostrar este teorema basta mostrar as afirmacoes nos casos 1,2,3.

Caso 1: Se grafo G, com as condigoes neste caso, este grafo ¢ uma arvore com
pesos zero nos vértices e com 25:1 g; > 1 (o grafo G, tem pelo menos uma
aresta com peso > 1). Diminuindo em 1 o peso da aresta que tem peso >
1, obtemos o grafo G'. Pelo Teorema este grafo G é realizdvel por uma
aplicacdo f : 5% — R3. Fazendo a cirurgia tipo 1 entre a aplicacdo f com uma
aplicagao tipo a aplicagdo g, correspondente ao grafo G, = (ilustrada na Figura
e dado na Definicao , de modo que a cirurgia feita acrescente em 1 o peso
da aresta que retiramos acima. Assim obtemos uma aplicacao f : S? x St — R3

correspondente ao grafo G, com seus pesos originais.

Caso 2: Dado o grafo G, com as condigoes neste caso, este grafo tem peso 1 em
algum vértice e zero no resto, retirando este peso 1 do vértice, obtemos um grafo
denotado por G com peso zero em todos os vértices. Pelo Teorema G’ pode
ser realizado por uma aplicacdo estdvel f : S% — R3. Fazendo cirurgia tipo 1
entre a aplicacio f com uma aplicacdo tipo a aplicacdo g1, correspondente ao
grafo G, (ilustrada na Figura e dado na Definicao , para acrescentar o
peso do vértice que retiramos, assim obtemos uma aplicacao f : S? x S! — R3

correspondente ao grafo G, com seus pesos originais.

Caso 3: Dado o grafo G, com as condicoes neste caso, este grafo tem um ciclo,

. . / ,

retirando uma aresta do ciclo, obtemos um grafo, denotado por G . Este grafo é
, ’ . . ~ 7

uma arvore. Pelo Teorema , G pode ser realizado por uma aplicacao estavel

' 8% — R3. Fazendo a cirurgia tipo 2 na aplicacio f , entre as regides
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correspondentes aos vértices da aresta retirada, unindo as regides de onde fora
tirada a aresta de grafo G, assim obtemos uma aplicacdo f : S® — R?® com
G" como grafo associado. Agora, fazendo cirurgia tipo 1 entre a aplicacdo f"
com o numero necessario de aplicacoes tipo a aplicacao g;, correspondente ao
grafo basico Gy, (ilustrada na Figura e dado na Definicao , obtemos uma

aplicacao f : M — R? correspondente ao grafo G, com seus pesos originais. [J

Observagao 5.11. Outra maneira de mostrar o Caso 2 e o Caso 3, da demons-
tracao no Teorema acima ¢é verificar que esse é consequéncia imediata da

Proposigao [5.8

5.3 Realizacao de grafos com M = T3
Lema 5.12. [16] m(S* x S') = Z.

O lema a seguir nos diz que o tritoro 7° pode ser obtido pela soma conexa de 3

copias de S? x S*.
Lema 5.13. Sejam as 3-variedades T3 = S* x S x S1 e 2 x S* entdo
T3 ~ 5% x S'45% x S'4#5?% x St

onde as cirurgias # sao do tipo I e nao invertem orientacao em cada uma delas.

Demonstracdo: A 3-variedade T? esta determinado completamente por seus
nimeros de Betti 8o(T?) = B3(T°) = Z, 51(T3) = Bo(T?) = ZDZ D Z e B, = 0,
paran >3 en € Z.

Assim basta mostrar que os nimeros de Betti de 3(S? x S') = % x S1#5? x
S1452 x ST coincidem com os de T°. Como 3(5? x S1) é uma 3-variedade fechada
e compacta entao By = 3, f1 = P2 e B, = 0, para o inteiro n > 3. Sabemos que

fo = Z. Entao basta calcular ;. Pelo teorema de Seifert-Van Kampen (ver [16])
e pelo Lema temos

7T1(3 — S2 X Sl) = 7T1(S2 X Sl) @D 7T1<S2 X Sl) EBﬂ'l(SQ X Sl) =AY/ @Z,

Como 71 (3(5?x S1)) é abeliano, entao 71 (3(5?x S1)) = H;(3(5?xS1)) e £1(3(S5? %
SH)) = B2(3(5?x S1)) = 3. Assim, concluimos que 7% & S? x ST#5? x S1#52x St
U
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Do Teorema temos o seguinte resultado. Uma demonstragao mais deta-

lhada serda dada no caso geral na Secao 5.4}

Teorema 5.14. Qualquer grafo G, com

¢j + bi(G,) +Zgz

=1

IIM<

v
ch + b1<gg ~ (bg T3
=1

pode ser realizado como grafo de uma aplicacao estdvel de T no R3.

Demonstragdo: Pelo Lema [5.13] por construgao usando os Teoremas [5.1],

e as cirurgias tipo 1 e tipo 2, dados na Segdo [4.2], provamos este teorema. [

5.4 Realizagao de grafos com M homeomorfo a

S3 com k asas

Lema 5.15. Seja M uma 3-variedade homeomorfa a S® com k asas (a soma
coneza de k cdpias de S* x St com S?) uma drvore G, entao existe uma aplicagdo

estdavel f: M — R? tal que G = G(f) se, e somente se

Z] 16+ 01(G) < ba(M) Szy=10j+bl( )+ 201 i

Demonstracao: A ida é dada pelo Teorema [4.6]

Mostraremos a volta por construcao. Seja o grafo G uma arvore, retirando todos
os pesos dos vértices obtemos um grafo, denotado por G', com peso zero em todos
os vértices. Pelo Teorema , G’ pode ser realizado por uma aplicacio estavel
f 8% — R3. Fazendo cirurgias tipo 1 entre f com um niimero necesséario de
aplicagoes tipo a aplicacao fs, ilustrada na Figura 5.9, obtemos uma aplicacao

f: M — R3, cujo grafo associado é o grafo G com seus pesos originais. O

Teorema 5.16. Seja M uma 3-variedade homeomorfa a S® com k asas (a soma
conexa de k cdpias de S* x ST com S?) e seja G um grafo bipartido. Entao existe

uma aplicagdo estdvel f: M — R? tal que G = G(f) se, e somente se

S e +b1(G) < bo(M) < SV ¢+ bi(G) + X0 g
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Demonstracao: A ida é dada pelo Teorema [4.6]

Na Figura temos um diagrama para provar a volta deste teorema. Mostra-
remos por construcao, dividindo em dois casos: Caso 1, quando o grafo G é uma
arvore; Caso 2, quando o grafo G tem ciclos.

Caso 1 Se o grafo G é uma arvore pelo Lema G é realizavel.

Caso 2 Se o grafo G tem ciclos, a prova ¢é feita nos seguintes 7 passos: (1) retira-
mos todos os pesos dos vértices do grafo G obtemos um novo grafo G, com peso
zero em todos seus vértices. (2) Do grafo G identificamos uma aresta y,, com seu
respetivo peso gy, retirando todos os pesos g destas arestas identificadas obtemos
o grafo G, com peso zero em todos as arestas identificadas. (3) Logo do grafo G
retiramos as arestas identificadas 1, assim obtemos o grafo G, que é uma arvore
com peso zero nos vértices e seus respetivos pesos nas arestas. (4) Pelo Teorema
G" pode ser realizado por uma aplicacao estével f~ : S® — R3, cujo grafo
associado G, ¢ igual ao grafo G". (5) Fazendo cirurgias tipo 2 na aplicacao f
cada uma entre as duas regioes correspondentes a parares de vértices incidentes a
uma das arestas retiradas 1, de G, assim obtemos uma aplicacao f~ : S® — R3,
cujo grafo associado G ¢ igual ao grafo G". (6) Fazendo cirurgias tipo 1 conve-
nientemente entre f com um ntmero necessario de aplicaces tipo a aplicacio
f1, ilustrada na Figura 5.9 que acrescentam os géneros g dos conjuntos singu-
lares correspondentes as arestas identificadas em G, obtemos assim a aplicacio
8% — R3, cujo grafo associado Gy € igual ao grafo G'. (7) Por tltimo
fazendo cirurgias tipo 1 entre f/ com um numero necessario de aplicagoes tipo a
aplicagao fs, ilustrada na Figura . Assim obtemos uma aplicacao f : M — R?

cujo grafo associado Gy ¢ igual ao grafo G, com seus pesos originais. O

S3 S2 x St
le
&
0
@ 0
#

el

Figura 5.9: Aplicacoes fi e fs.
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Figura 5.10: Esquema de realizacao de grafos bipartidos com pesos nos vértices

e arestas.



Apendice I

Neste Apéndice, vamos dar os significados dos detalhes de uma figura geral
da dissertacao e suas respetivas partes e esta dada na Figura |5.11

©

S2 x §1

-€ -

z

Figura 5.11: Partes de uma imagem 1.

1. Temos que g1, g2, g3, ga : S? x St — R3 sdo aplicacoes estaveis.

68
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2. Sao as imagens completa (ou local), do conjunto de bifurcacao Bg = g(Xg)

das respetivas aplicagoes depois de uma transicao.

3. Cortes do conjunto de bifurcagdo Bg = ¢g(Xg) com um plano fixo, neste

caso plano — xy.
4. Transi¢oes de codimensao 1 que sofre a aplicagao g; até chegar a gy.

5. Grafo associado a aplicacao estavel, grafo da esquerda corresponde as aplicacoes

g1, g2, g3 € o grafo da direita corresponde a aplicacao gy.

6. O espaco R? onde moram as imagens das aplicacdes e em particular o con-

junto de bifurcacao Bg = g(Xg).

7. Plano de corte para cortar 2 e achar 3. Neste caso plano xy.

Figura 5.12: Partes de uma imagem 2.
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8. Porcao do conjunto de bifurcacao de uma aplicagdo, onde acontecem as

transicoes.

9. Sinal que indica em que direcao esta dada a transicao, (Se a transigao é feita
na dire¢ao da defini¢do dada na Figura[d.2] o sinal é positivo e negativo no

caso contrario).
10. Sinal de orientacdo do conjunto de bifurcacao Bg = g(Xg) (superficies) ver

Definicao [3.14]

Na Figura temos um zoom em uma parte do conjunto de bifurcagao, depois

da transicio A% ( nascimento de um rabo de andorinha).
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