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Resumo

MORAES, Juliane Teixeira de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, novembro de 2020.
Estudo de séries de prevaléncia epidémica utilizando o grafo de visibilidade.
Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior.

Séries temporais emergem dos mais diversos tipos de sistemas reais. Podemos encontrar
sequéncias de dados ordenados em valores de uma agao no mercado financeiro, em me-
didas da temperatura da superficie do mar, na atividade elétrica cerebral por meio de
técnicas de imagem como a ressonancia magnética, entre muitos outro exemplos. Porém
a analise dessas séries temporais, em geral, nao é uma tarefa facil pois os dados disponiveis
nem sempre possuem qualidade e quantidade ideal. Além disso, em geral é preciso fazer a
reconstrucao do espaco de fase do sistema, exigindo a determinagao de parametros que de-
pende da habilidade do pesquisador. Um método moderno de anélise de séries temporais
é maped-las em redes complexas e analisar essas estruturas. Assim, para este trabalho uti-
lizamos a ferramenta chamada grafo de visibilidade para transformar séries temporais em
redes complexas. Esse método pode ser usado a principio para qualquer tipo de série, mas
a aplicagao que escolhemos esta relacionada a processos de disseminagao. Um exemplo é
a propagacao de epidemias, campo de estudo que ganhou ainda mais relevancia em 2020
com a pandemia de COVID-19. Conhecer a estrutura de rede em que a doenca se disse-
mina pode ser muito importante para compreender a evolucao da propagacao e elaborar
estratégias para combater a doenca. Estudamos o modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel
(SIS), usado para modelar processos de disseminagao. Simulamos esse modelo para dife-
rentes estruturas: redes quadradas, redes regulares aleatorias e redes com distribuicao de
grau em lei de poténcia. Para cada uma delas estudamos a possivel transicao de fase para
o estado absorvente ao variarmos a taxa de infecgao do modelo. Utilizando métodos quase
estacionarios, geramos as séries de prevaléncia epidémica, que sao valores da fracao de
individuos infectados na populagao em funcdo do tempo. Desta forma, mapeamos essas
séries em grafos de visibilidade e utilizamos quantidades conhecidas em anéalise de redes
complexas para estuda-los, como distribuicao de grau, coeficiente de agregacao, correla-
¢ao de grau e menor caminho médio. Através dessas analises foi possivel destacar fortes
evidéncias de que o grafo de visibilidade é capaz de diferenciar comportamentos préximo
e longe da transicao e de captar diferencas entre os mecanismos de ativacao relacionados

as redes originais em que o processo de disseminagao ocorre.

Palavras-chave: Prevaléncia epidémica. Redes complexas. Séries Temporais.



Abstract

MORAES, Juliane Teixeira de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, November, 2020.
Study of epidemic prevalence time series using the visibility graph. Adviser:
Silvio da Costa Ferreira Junior.

Time series emerge from diverse types of real systems. We can find sequences of ordered
data in the values of an exchange in financial market, in measurements of sea surface
temperature, in the brain electrical activity by means of imaging techniques such as
magnetic ressonance, and many other examples. However, time series analysis is not
an easy task, because the available data are often not ideal in quality and quantity. In
addition, reconstruction of the system phase space is usually necessary, requiring the
determination of parameters that depend on the researcher skills. A modern method of
time series analysis is to map them into complex networks and analyze these structures.
Thus, for this work, we have used a tool called visibility graph to transform time series
into complex networks. This method can be used, in principle, for any type of time series,
but the application which we have choosen is related to spreading processes. An example
is the epidemic spreading, a field that received even more attention in 2020 due to the
COVID-19 pandemic. Knowing the network structure in which the disease spreads can
be very important to understand the spreading evolution and to elaborate strategies for
combating the disease. We studied the susceptible-infected-susceptible (SIS) model, used
for modeling spreading processes. We simulate this model for different structures: square
lattices, regular random networks and networks with power-law degree distributions. For
each one, we studied the absorbing-state phase transition by varying the infection rate
of the model. Using quasistationary methods, we generate the epidemic prevalence time
series, which are the fraction of infected individuals in the population as a function of time.
Therefore, we maped these time series into visibility graphs and calculated some quantities
of complex networks analysis in order to study them, such as the degree distribution,
clustering coefficient, degree correlation and shortest average path length. By means
of these analyzes, we could present strong evidences that the visibility graph is able to
distinguish behaviors near and far from the transition, and also to discriminate between
activation mechanisms related to the original networks in which the dissemination process

takes place.

Keywords: Epidemic prevalence. Complex networks. Time series.
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| Introducao

O que um eletrocardiograma, medidas de temperatura da superficie do mar e os-
cilagoes no valor de uma acdo do mercado financeiro possuem em comum? Todos esses
sistemas reais podem ser descritos por séries temporais, um conjunto de dados ordenados
que pode ser analisado via métodos estatisticos comuns. Dados reais expressos em séries
temporais estao por toda parte. Muitos deles se tornaram um objeto interessante de
estudo em sistemas dinamicos, por apresentarem evolucao temporal complexa e previsibi-
lidade fortemente limitada devido a sensibilidade as condi¢bes iniciais que esses sistemas
podem exibir [1].

Além disso, sabe-se hoje que muitos sistemas reais em varios dominios da natu-
reza, tecnologia e sociedade podem ser descritos por estruturas de redes: conexoes entre
voos de aeroportos [2], estagdes de distribuicao de energia [3], interacdo de pessoas em
redes sociais como Facebook e Twitter [4], a atividade sincronizada de regides no cérebro
[5], metabolismo de bactérias [6], entre muitos outros exemplos. Assim, desde que seja
possivel definir os nés e as ligacdes para cada situacao, que sao os componentes de uma
rede complexa, pode-se usar de um conjunto comum de ferramentas de analise. A veri-
ficagdo dessa universalidade em redes complexas foi um dos grandes motivos para que a
area ganhasse tanta relevancia nas duas ultimas décadas - o interesse nesses sistemas é
multidisciplinar.

Destaca-se também o cardter computacional [7, 8] e estatistico da drea para estudo
de redes com grande nimero de nés e ligagoes, que s é possivel via simulacdo numeérica
e analise de propriedades globais da rede. Ja foi observado que fenémenos criticos, como
transigoes de fase [9], também ocorrem em estruturas de rede, logo, é possivel utilizar o
ferramental da Fisica Estatistica.

Séries temporais e redes complexas seguiram caminhos de pesquisa paralelos em
sistemas dindmicos e ambos sdao de grande interesse para investigacao de sistemas reais.
Porém, andlise de séries temporais envolve uma gama de métodos bastante trabalhosos
por inimeras razoes: quantidade e qualidade nem sempre ideais dos dados disponiveis,
existéncia de ruido nos dados, necessidade de se reconstruir o espaco de fase do sistema
quando as equacoes dindmicas nao sao conhecidas, determinacao de parametros para
andlise que muitas vezes depende da experiéncia do pesquisador [10], entre outros. Ja o
aparato de andlise de redes complexas tem ganhado mais robustez com grande variedade
de métodos [11].

Portanto, neste trabalho foi estudado um método de mapeamento de uma série
temporal em uma rede complexa, através do grafo de visibilidade [12]. E as séries em
questao sao de prevaléncia epidémica, geradas através de um processo de disseminacao

em uma rede.
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Diversos tipos de processos de disseminagao estao presentes na natureza, tecnologia
e sociedade. Suas propriedades podem ser estudadas por meio de redes complexas, ja que
a propagacao, seja de uma informacao ou doenca, é intermediada por algum tipo de
contato entre partes, caracterizando uma estrutura de rede. No contexto de propagacao
de virus de computador, por exemplo, verificou-se que é necessario se considerar a natureza
temporal das interagoes sociais [13]. J& para disseminacao de virus em telefones méveis,
notou-se que a transicao de fase, devido ao surgimento da componente gigante na rede,
desempenha um papel importante no sistema [14].

Outro tema muito estudado recentemente é a propagacao de informacoes em redes
sociais, ja que a movimentagdo de opinides e ideias pode impactar diretamente o curso
histérico e politico de uma sociedade [4]. Nesse tipo de sistema, o papel das comunidades
em redes complexas é evidenciado, sendo importante até para estratégias de marketing
considerando uma rede de recomendagao de produtos [15], por exemplo.

Além disso, a investigacdo de processos de disseminacao de epidemias se mostrou
ainda mais relevante no ano de 2020, com a pandemia de COVID-19 - uma doenca in-
fecciosa transmitida por meio do virus SARS-CoV-2 que até o més de outubro desse ano
ja alcancava a tragica marca de um milhao de mortes e mais de quarenta milhoes de
casos confirmados!. O estudo da propagacao de epidemias levando em conta todas as
variaveis envolvidas pode ser extremamente trabalhoso ou até inviavel, seja pela comple-
xidade ou falta de dados disponiveis. Mas é possivel tracar modelagens que se aproximam
da realidade utilizando conjuntos de parametros preestabelecidos, como por exemplo a
mobilidade humana entre cidades [16].

Muitos estudos a respeito de propagacao de epidemias evidenciam a necessidade de
se conhecer a estrutura de rede em que ele ocorre. Sabe-se hoje, que redes livres de escala
facilitam o processo de disseminagdo [17], uma caracteristica que pode ser importante nao
sO para entender como a epidemia evolui mas também para erradica-la, via estratégias
de imunizagao [18, 19]. Assim, conhecer a arquitetura da rede que representa o sistema
em estudo pode ser crucial para determinar como serd o processo de disseminacao em
questao.

Com essas motivacoes, estabelecemos a aplicacao deste trabalho. Utilizamos séries
de prevaléncia epidémica, que é a fragdo de individuos infectados da populacao em funcao
do tempo, geradas a partir de um processo de disseminagao. Para isso, simulamos a
propagagao de uma infecgdo através do modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS), um
modelo ja bastante consolidado na area [20, 21, 22, 23] que consiste em dividir os nés
em compartimentos de acordo com seu estado em relacao a infeccao: eles podem estar
suscetiveis (S) ou infectados (I) e a transicdo entre esses estados ocorre com taxas de
infeccao e cura preestabelecidas. Fizemos a implementacao do modelo SIS em diferentes

redes complexas e, utilizando métodos quase estacionarios [24], construimos as séries de

1 Dados retirados de: https://covid19.who.int/ em 29/10/2020.
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prevaléncia epidémica.

A partir disso, utilizamos uma ferramenta chamada grafo de visibilidade (GV) [12],
para mapear essas séries em redes, e assim, estudar as séries por meio das analises dos
GV gerados a partir delas. Para fazer esse estudo utilizamos quantidades conhecidas em
analise de redes complexas, tais como a distribuicao de grau, o coeficiente de agregacao,
a correlacao de grau e o menor caminho médio da rede [11, 25]. Além disso, utilizamos
diferentes tipos de rede original para simular o modelo SIS e conseguimos fortes evidéncias
de que a analise dos GV é capaz de captar as diferencas entre redes originais com diferentes
mecanismos de ativagao da epidemia.

Essa dissertagao esta dividida da seguinte forma: no capitulo II é feita uma breve
revisao de conceitos basicos em redes complexas que serao necessarios para o entendimento
do trabalho. Um desses conceitos é o de correlacao de grau em uma rede, relacionado a
um dos resultados centrais que obtivemos. No capitulo III é feita uma discussdo sucinta
sobre processos de disseminacao que ocorrem em diferentes redes complexas. Nesse capi-
tulo apresentamos a aplicacao deste trabalho: as séries de prevaléncia epidémica geradas
por meio da simulagdo computacional do modelo SIS. O grafo de visibilidade é discutido
no capitulo IV, onde é mostrado como uma série temporal pode ser mapeada em uma
rede complexa. Exemplos utilizando séries de ruido branco e de movimento Browniano
sao mostrados, bem como as proprias séries de prevaléncia epidémica para o modelo SIS
em uma rede quadrada. No capitulo V sao apresentados métodos de simulagao computa-
cional, necessarios para o estudo de processo de disseminacao em redes complexas. Por
fim, as andlises feitas neste trabalho sao discutidas no capitulo VI, onde sao exibidas
evidéncias encontradas utilizando diferentes tipos de redes complexas. No capitulo VII,

as consideragoes finais sdo apresentadas.
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Il Revisao de redes complexas

2.1 Conceitos basicos

Uma rede pode ser definida como um conjunto de pontos (nés) unidos em pares
por linhas (ligagdes) [11]. E comum também nomear esse tipo de estrutura como grafo,
porém é importante destacar que sao termos distintos: o conjunto {rede, né, ligacao}
geralmente é associado ao sistema real, por exemplo redes de transporte, redes sociais ou
biologicas, etc. J4 quando se quer referir a representacao matematica de uma rede, os
termos {grafo, vértice, aresta} podem ser utilizados [25]. Toda rede é um grafo, porém
nem todo grafo ¢ uma rede, como por exemplo, o grafo de visibilidade que sera utilizado
nesse trabalho e nao representa uma rede real. Um esquema ilustrativo a respeito dessas
terminologias é mostrado na Fig. 2.1, em que temos dois tipos diferentes de redes (a) e

(b) que podem ser representadas pelo mesmo grafo (c).

(C) aresta

®) g N )

# ]
RN
T ligacao N
" S vertice
no
Figura 2.1 — Ilustracao de redes e nomenclaturas. (a) Rede de transporte aéreo: nés sao
os aeroportos e ligagoes sdo as linhas de voos entre eles. (b) Rede social:

nods sao as pessoas e ligagoes sao as relagoes de amizade entre elas. (¢) Grafo
referente as redes (a) e (b).

Diversos sistemas podem ser descritos por redes complexas, desde que seja possivel

definir os nos e as ligagdes, como por exemplo:

Exemplo 1: Rede de regides cerebrais - Através de métodos de imageamento, como ressonancia
magnética, é possivel obter informagao sobre a atividade elétrica do cérebro. Os
dados sao coletados simultaneamente em diferentes regides (que sao os nés da rede).
Se existe dindmica sincronizada entre pares de regioes, os dois nés corresponden-
tes estardo ligados [5]. Na Fig. 2.2 sdo mostradas algumas formas de se dividir o
cérebro em diferentes setores. E necessario investigar como a maneira de fazer as di-
visoes influenciara nas caracteristicas da rede. Nem todos os parametros topologicos

permanecem quantitativamente iguais, dependendo do tipo de divisao.
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Figura 2.2 — Rede cerebral formada a partir de dados de ressondncia magnética, mos-
trando diferentes formas de dividir o cérebro em setores. Cada area sera um
no na rede gerada e as ligacoes sao feitas quando a atividade elétrica entre
elas ¢ sincronizada. Adaptado de [5].

Exemplo 2: Rede de mobilidade humana - Pode-se também construir uma rede de unidades
territoriais como mostrado na Fig. 2.3: se duas cidades possuem mobilidade de
pessoas, que pode ser pendular (em que individuos vao e voltam em curtos periodos
de tempo, para trabalhar ou estudar) ou aérea, diz-se que essas duas cidades estao
conectadas. Esse tipo de rede é especialmente importante no estudo de transmissao

de doencas infecciosas como a COVID-19 [16].

Metapopulation modeling of COVID-19 advancing into the countryside:
an analysis of mitigation strategies for Brazil (2020)
Guilherme S. Costa, Wesley Cota, Silvio C. Ferreira

Boa Vista

Q@ghscosta271, @wlcota, Osilviojrufv

Manaus
- Santarém

/ ;
¥
Petralina

Barreiras

$iVador

e ]
Vitgria da'tenfuista

Cuiaba A 2 'q}'asnl.a B

Corumba
¥ vk
Campo Grande & 388

Asuncion

Ciudad Dados de mobilidade: IBGE e ANAC
Agradecimento: Marcelo F. C. Gomes (FIOCRUZ)

; ;b!;lx_'zleg:e ﬂ G |§ C

@ santa Fe

Rosario

Figura 2.3 — Rede de mobilidade humana usada no estudo da COVID-19 no Brasil. A cor
das ligagoes esta relacionada a intensidade do fluxo entre cidade (nés); cores
mais intensas correspondem & maior mobilidade de um lugar para outro.
Adaptado de https://covidbr.github.io/pub/1
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Esses dois exemplos mostram como sao vastas as aplicagoes de pesquisas em redes
complexas. Isso porque, independentemente do tipo de sistema em estudo, seja ele bio-
l6gico, territorial, social (como Facebook e Twitter [4]) ou tecnolégico, desde que sejam
definidos os nos e as ligacoes, um conjunto de ferramentas matematicas e estatisticas pode
ser usado para sua andlise. A verificacao dessa universalidade em redes complexas foi um
dos grandes motivos para que a area ganhasse tanta relevancia nas duas ultimas décadas
25].

Alguns conceitos sao necessarios para o estudo de redes complexas [11, 25]. Aqueles

que serao usados nesta dissertacao serao definidos a seguir.
- Ntmero de nés (N): E o niimero de elementos ou tamanho da rede;
- Ntimero de ligagoes (L): E a quantidade de conexoes entre os nés.

- Menor caminho (d;;): Em redes a distancia Euclidiana entre os nés muitas vezes
nao ¢ relevante, sendo substituida pela quantidade de ligacoes que separa dois noés
em uma sequéncia ordenada de ndés conectados. Se existe mais de um caminho

possivel, d;; ¢ o menor caminho disponivel, como ilustrado na Fig. 2.4.

---- caminho 1
caminho 2

Figura 2.4 — Tlustragdo de possiveis caminhos em uma rede. A distancia entre os nés 1 e
7 pode ser medida pelos caminhos 2 e 1, sendo esse tltimo o menor caminho
d1’7 == 2

- Diametro (dpax): O maior valor de d;; possivel entre quaisquer dois nés i e j

determina o didmetro da rede. Para o exemplo de rede da Fig. 2.4 dyax = di5 = 4.

- Menor caminho médio ((d)): E a média de d;; entre todos os pares (i, j) da rede,

dada pela expressao
1
_ 2 ( 2.1

i,j=1,N
i#]
Para uma rede pequena como a da Fig. 2.4 ((d) = 2) a aplicagao da Eq.(2.1) é
simples, porém torna-se inviavel para tamanhos muito grandes. Entao, para deter-
minar todas as distancias d;; em redes com N qualquer, utiliza-se o algoritmo de

busca em largura, ou Breadth-First Search (BFS), que seréd discutido na secao 5.2.
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- Grau de um né (k;): E o nimero de ligagbes que um né ¢ possui, ou seja, o

numero de vizinhos de 7. Uma rede pode ser classificada quanto ao grau de seus
nos: serd homogénea se todos os nés possuem grau préximo do grau médio, ex. rede
quadrada (Fig. 2.5(a)) e rede regular aleatéria (RRA)! (Fig. 2.5(b)) ou heterogénea
se existem nos de grau muito diferente do grau médio, ex. lei de poténcia (discutida
na segao 2.2) (Fig. 2.5(c)).

oo

b (©

o @

(a)

Figura 2.5 — Exemplos de redes com distribuigdo de grau diferentes. (a) Rede regular

quadrada com m = 4. (b) Rede regular aleatéria com m = 4. (c) Rede com
distribui¢ao de grau (secdo 2.2) em lei de poténcia.

- Grau médio ((k)): Definido por

1 N
® =52 (22)
Na Fig. 2.5(c) temos um exemplo de rede heterogénea em que os nds estao com
tamanhos diferentes. Pois estao representados de acordo com seu grau k;. Aqueles

que possuem k; > (k) sdo chamados hubs da rede.

- Matriz de adjacéncia (A;;): Definida por

(2.3)

1, se ¢ conecta com j
Ay = (.
0, caso contrario

Portanto, cada entrada da matriz é uma possivel ligacao na rede. Um exemplo é

mostrado na Fig. 2.6.

01010
10110
5 Aj=01010
11101
00010

Figura 2.6 — Exemplo de rede nao direcionada e a matriz de adjacéncia correspondente.

1

Para RRA todos os nés possuem o mesmo grau k = m e as conexoes sdo feitas ao acaso [21].
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A matriz A;; carrega toda a informacao a respeito das ligacoes na rede. Além
disso, algumas caracteristicas também podem ser extraidas dela: quando A;; = Aj;,
ou seja, a matriz é simétrica, ela representa uma rede nao direcionada, como no
exemplo acima. Nesse caso o niimero de ligacoes é dado por

L=-%k, (2.4)

=1

N —

em que o fator 1/2 se deve justamente ao fato de que nessa soma conta-se duas
vezes a mesma ligacdo. Quando a matriz A;; é assimétrica, ou seja A;; # Aj;, a

representacao é de uma rede direcionada, como ilustrado na Fig. 2.7.

01010
00110
5 Aj=000 10
0000 1
00000

Figura 2.7 — Exemplo de rede direcionada e a matriz de adjacéncia correspondente. Para
esse tipo de rede, a direcao das ligagoes, ilustrada pelo sentido das setas na
figura, é importante: existe a ligacao (1,2) mas nao a (2,1).

2.2 Distribuicao de grau

A distribuicao de grau de uma rede é a probabilidade de que um né escolhido

aleatoriamente tenha grau k [11], ou seja,

em que N, é o nimero de nés que possuem grau k. Além disso, sendo uma probabilidade,
pr € normalizada > 77, pr = 1. Muitas propriedades da rede sao calculadas utilizando a
distribuicao de grau, como por exemplo, o grau médio e os outros momentos, definidos

por

(k) = i K. (2.6)

Para redes aleatdrias, seguindo o modelo de Erdés-Renyi [26], os N nés da rede
sao conectados em pares com uma dada probabilidade p. Como exemplo, temos a Fig.
2.8(a). A distribui¢ao de grau para redes Erdés-Renyi é do tipo binomial, porém para os
casos em que (k) < N, é possivel fazer uma aproximagcao para distribuigdo de Poisson.
Na figura Fig. 2.8(b) temos a comparacao da distribui¢do de grau de redes com mesmo

tamanho N = 10° e diferentes valores de p, logo diferentes (k).
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o p= 10'3
&8 p=510"
110" p=7.10"

2x10*

(b)

Figura 2.8 — (a) Ilustracdo de rede Erdds-Renyi com tamanho N = 50 e p = 0.25. (b)
Distribuicoes de grau para redes de Erdés-Renyi com tamanho N = 10°,
para diferentes probabilidades de conexao.

Redes de Erdos-Renyi sao um bom objeto de estudo para compreender diversos
fenomenos. Dentre eles podemos citar o chamado efeito de mundo pequeno, o qual esta-
belece que dois n6s em uma rede estao separados por uma distancia média muito menor
do que o tamanho da rede, tipicamente (d) ~ In(N) [25]. Além disso, nessas redes é
observado que uma transigdo pode ocorrer conforme (k) varia. A partir de (k) = 1, um
conjunto grande de nds de tamanho Ng conectados aparece na rede, a chamada compo-
nente gigante, e é possivel estudar os regimes existentes nessa transicao.

Temos que para redes desse tipo, se (k) < N, a dispersao é dada por o, = (k)l/Q.
Isso implica que para redes grandes a maioria dos nés terd grau da mesma ordem de (k),
sem o aparecimento de hubs . O avango da computacao e a obten¢ao dados de redes reais
possibilitaram testes da teoria prevista por Erdés-Renyi. Em 1999, A. -L. Barabasi e R.
Albert [27] observaram que redes de World Wide Web seguiam uma distribuicao de grau
do tipo lei de poténcia p, ~ k™7, muito diferente da previsao para redes de Erdés-Renyi.
Na Fig. 2.9 pode-se notar essa discordancia entre a distribuigdo de Poisson (construidas
utilizando o grau médio de cada rede) e os dados de redes reais.

A fim de se encontrar uma modelagem que descrevesse melhor as redes reais, o
modelo de Barabasi-Albert traz dois elementos importantes, que sdo o crescimento da
rede com o tempo e a ligagdo preferencial entre ndés. E assim, é possivel gerar redes
com distribuicao de grau em lei de poténcia que descrevem melhor o comportamento de
redes reais. Outro modelo que gera redes do tipo lei de poténcia (e também com outros
tipos de distribuigao de grau) é o Uncorrelated Configuration Model (UCM) [28] que sera
detalhado no capitulo V. Através dele é possivel gerar redes como a da Fig. 2.10(a) que

seguem uma distribuigdo de grau como mostrado na Fig. 2.10(b).
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Figura 2.9 — Distribuigao de grau para dados reais (simbolos roxos) e previsao pelo modelo
de Erdos-Renyi (curvas verdes) para redes de (a) Internet, (b) colaboracao
cientifica e (c) interacdo de proteinas. Retirado de [25].

Sabe-se que, para redes de Erdos-Renyi, a maioria dos nés possui grau que esta
em uma determinada variacio: k € [(k) — (k)2 (k) + (k)"?], de modo que (k) é uma
espécie de escala na rede. Para redes com distribuicao de grau em lei de poténcia, porém,
temos que se 2 < v < 3 o segundo momento (k?), e também a variancia, divergem para
N — o00. Isso indica que as flutuagoes ao redor de (k) podem ser arbitrariamente grandes
[25], de maneira que nao existe uma escala caracteristica para os graus na rede. Por isso,

esse tipo de rede é chamado [ivre de escala.

e 0
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Figura 2.10 — (a) Iustracao de rede com distribuigao de grau em lei de poténcia vy = 2.25
e N = 50 gerada pelo modelo UCM (se¢ao 5.1). (b) Distribui¢ao de grau
para rede UCM v = 2.25 e N = 103.

O estudo de redes com distribuicao em lei de poténcia com diferentes valores de ~
permite inferir uma série de propriedades sobre a rede. Uma delas é que as distancias em
uma rede mudam drasticamente: para v > 3 temos que (d) ~ In(N) (um comportamento
semelhante ao que acontece para redes de Erdos-Renyi); ja para 2 < v < 3, (d) ~

In(In(NV)), pois a presenca dos hubs gera vérios atalhos que diminuem muito o valor
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de (d), dando origem ao efeito de mundo ultra pequeno. Esse é um exemplo de como
propriedades da rede dependem de ~.

Em 2001, R. Pastor-Satorras e A. Vespgnani [17] mostraram como redes livre de
escala possuem caracteristicas que favorecem processos de disseminacao (capitulo IIT),
seja de informacoes ou doencas infecciosas. Desta forma, é notavel a importancia de se

investigar a distribuicao de grau de uma rede.

2.3 Coeficiente de agregacao

Outra quantidade importante a ser analisada em uma rede é o coeficiente de agre-
gacao, C;, definido pela probabilidade de que dois vizinhos de um né escolhidos ao acaso

estejam ligados [29]:

2L,
ki(k; — 1)

onde L; é a quantidade de ligagoes que de fato existe entre os vizinhos de i e k;(k; —1)/2 é

C; = 0<C;i<1 (2.7)

a quantidade de ligagdes possiveis entre os vizinhos de 7, obtida por meio uma combinacao
simples. Portanto, C; mede o nimero de tridngulos fechados, visto que L;, da Eq.(2.7),
é nada mais que o nimero de tridngulos em que o n6 i esta inserido [30]. Dois exemplos

sao mostrados na Fig. 2.11 para duas configuragoes de vizinhos de 1.

(a) (b)

Figura 2.11 — Exemplo de coeficiente de agregacdo de um né ¢ para duas configuracoes
de vizinhos diferentes (a) C; = 0. (b) C; =1

Na Fig. 2.11(a) os vizinhos do n6 i nao estao ligados entre si, logo segundo a
Eq.(2.7), C; = 0. Exemplificando com uma rede de amizades poderia se dizer que os
amigos de um determinado individuo (né i da rede) nao se conhecem. J& para a situagao
oposta, em que todos os vizinhos estdo conectados como na Fig. 2.11(b), o coeficiente de
agregacao ¢ maximo. O tipo de rede formada a partir dessa configuracao, em que todos
os nos entao conectados entre si, é chamado grafo completo. Pode-se ter estruturas como
a da Fig. 2.11(b) dentro de uma rede qualquer, para esse caso, em que temos um né com

todos seus vizinhos conectados entre si, esse conjunto é chamado clique.
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Pode-se dizer que o coeficiente de agregacao mede a densidade local de ligacoes
[25], quanto mais densa a vizinhanga de um n6, maior C;. Porém, em muitos casos pode
ser mais informativo observar como o coeficiente de agregacao varia com o grau, utilizando
a Eq.(2.8) :

1 N
C(k) = N, Z Ci0 i, (2.8)
i=1

com Ny sendo o nimero de nés com grau k.
Ao longo de diversos estudos em redes reais, foi observado que a topologia livre
de escala coexistia com comportamento de grande coeficiente de agregacao da rede, e que

muitas delas possufam modularidade hierdrquica [31], que é codificada na seguinte relagdo

Ck) ~ k1. (2.9)

Essa propriedade esta relacionada a estrutura de comunidades na rede. Uma comunidade
pode ser formada se um conjunto de nos tiver alta densidade de conexdes entre si, ligando-
se mais ao préoprio conjunto do que com o restante da rede. Alta modularidade pode
indicar que a rede estéd dividida em comunidades bem definidas [32]. O termo hierdrquica
pode ser entendido observando a Eq.(2.9) - nés com grau pequeno tem alto C(k) pois
residem em comunidades densas. Ja para altos valores de k o coeficiente de agregacao
tende a ser menor ja que nés com esses graus se conectam com comunidades diferentes.
Como exemplo, temos a Fig. 2.12 que mostra o comportamento delineado pela Eq.(2.9)

para uma rede de colaboracao cientifica.

100 vy

-, °
s,
O
10! ~ 1
} .0'.
[ e 3,
Ck) |
10 2
10’3 ' 2 sl . ;
100 0" K 102 103

Figura 2.12 — Coeficiente de agregacao em funcao do grau para uma rede de colaboragao
cientifica. Curva roxa sdo dados reais e a linha tracejada é C'(k) ~ k™'
Adaptado de [25].

Um fato a se destacar é que em modelos como Erdos-Renyi ou Barabési-Albert

C(k) é independente de k, logo as redes geradas a partir deles ndo possuem modularidade
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hierarquica. Entretanto essa propriedade estd constantemente presente em redes reais
[31] e também nos grafos de visibilidade (GV) que foram obtidos nesse trabalho e serdo

apresentados no capitulo IV.

2.4 Correlacao de grau

Na secao anterior, foi mostrada uma maneira de identificar como os nés estao
conectados formando padrdes na estrutura da rede. Por meio do coeficiente de agregacao
¢é possivel medir a densidade de conexao dos nés. Podemos também analisar se existe
uma relagdo entre os graus dos nos que ligam uns com os outros através do conceito
de correlagao de grau. No contexto de rede social existe um exemplo simples, porém
interessante, a ser analisado: por que celebridades se casam? Se a conexao entre pessoas
fosse governada pelo acaso, essa situagdo muito raramente ocorreria, visto que se temos
uma amostra de aproximadamente 103 celebridades em um total de 10% pessoas elegiveis
para relacionamento, a chance de ligacdo entre famosos seria da ordem de 107°! Assim,
pode-se notar que os relacionamentos em uma rede social possuem correlagao de grau -
celebridades (que seriam os hubs da rede) tendem a se relacionar com outras celebridades.

O contrario também ja foi observado em redes bioldgicas, como para uma rede
de interacao de proteinas presentes em leveduras, os hubs tendem a se conectar com noés
de grau pequeno e a nao conectarem entre si [25]. Uma consequéncia disso é que se a
expressao de uma proteina importante falha, outras delas nao serao comprometidas.

Uma forma de se mensurar a correlagdo de grau é por meio da média dos graus

dos vizinhos de um no, que pode ser escrita como

N
Knn(Z) = kjﬁ Z Aijkj7 (210)

i j=1
em que o subescrito nn significa nearst neighbors, ou seja K,,(i) é o grau médio dos
primeiros vizinhos de i. Para analisar como essa quantidade varia com o grau, utiliza-se

a o valor médio para os nés de mesmo grau k, definido como

1 X ,
Kon(k) = — > Kun ()05 s, - (2.11)
Nk iH

Em 2001, Pastor-Satorras et al [33] identificaram propriedades de correlagao nao
triviais para a Internet e propuseram que, para essa e outras redes reais, K, poderia

assumir a seguinte lei de escala
Ko (k) ~ k*, (2.12)

onde p é o expoente de correlacao e pode assumir trés comportamentos:
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- se 4 > 0 a rede é associativa, ou seja, os nos tendem a se conectar com outros de
grau semelhante. A Fig. 2.13(a) mostra um exemplo de associatividade em uma rede de
colaboracao cientifica.

- se ;1 < 0 a rede é desassociativa, isto €, os nés tendem a ter mais conexdes com outros
nés de grau diferente, como mostrado no exemplo da Fig. 2.13(b) para uma rede de
metabolismo da bactéria E. Coli.

- se = 0 a rede é neutra, nao exibe correlagdo de grau. Pois como K,(k) = ak* com a
sendo uma constante, se y = 0 Ky,(k) = a. Isso pode ser observado na Fig. 2.13(c), onde
¢ mostrado o comportamento da correlagao de grau em fungao do grau para uma rede de

distribuicao de energia.

K, (k) . J?.' | 107 ”.Mﬁ‘?“&

Random prediction —

~|0-04

il

10° 10 k 10?

(c)

Figura 2.13 — Correlacao de grau Ky, (k) em fungao do grau para diferentes redes. Os sim-
bolos roxos sdo dados reais, a linha verde tracejada é a relacao K, (k) ~ k*
e a linha preta é uma previsao tedrica do K, para uma rede cujas conexoes
sao completamente aleatérias, permitindo também auto e multiplas cone-
x0es. (a) Rede de colaboragao cientifica entre pesquisadores com p = 0.37.
(b) Rede de metabolismo da bactéria E. Coli, em que os nds sao os meta-
bélitos e as ligagoes sao reagoes quimicas. Para essa rede temos pu ~ —0.76.
(c) Rede de distribuicao de energia elétrica - os nés sao transformadores e as

ligacoes sao as conexdes cabeadas entre eles, nesse caso u ~ 0.04. Adaptado
de [25].
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Il Processos de disseminacao

Como ja discutido no capitulo I, existem varios processos de disseminagao presentes
na sociedade e tecnologia. Apesar de possuirem natureza distinta, esses fendmenos podem
ser estudados pela Fisica Estatistica. Uma das formas para isso é através dos modelos
compartimentais, em que os nos da rede sao divididos em compartimentos, de acordo
com seu estado em relagao ao processo de disseminagao. Exemplos de compartimentos
podem ser suscetivel (S) - o no esté saudével mas com possibilidade de contrair a infecgao;
infectado (I) - o né encontra-se infectado e podendo transmitir a doenca; removido ou
recuperado (R) - 0 né ndo pode ser mais infectado nem transmite a doenga ou nao faz
mais parte da rede. Esses trés compartimentos constituem os modelos mais simples para
propagagao de epidemias: suscetivel-infectado (SI), suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e
suscetivel-infectado-recuperado (SIR). Para tais sao estabelecidas taxas de infecgao e cura
a fim de se escrever equagoes diferenciais que descrevem a dindmica da disseminacao. Além
de métodos analiticos também é possivel simular computacionalmente esses processos,

como foi feito para este trabalho utilizando o modelo SIS (segoes 3.1 e 5.3).

3.1 Modelo SIS e teorias de campo médio

Um dos modelos compartimentais mais estudados é o modelo SIS, em que os
individuos sao divididos nos compartimentos suscetivel e infectado. Um né no estado
I pode transmitir a doenga para cada um dos seus contatos suscetiveis com uma taza
de infeccio A ou se curar espontaneamente com uma tara de cura p. O processo é

esquematizado na Fig. 3.1.

S
" A
L

Figura 3.1 — Diagrama ilustrando o modelo SIS. As caixas representam os compartimentos
(suscetivel e infectado) e as setas sélidas sdo as possiveis transi¢oes entre esses
dois estados. A seta pontilhada significa que a transicdo S—I depende do
contato com um individuo infectado.
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Uma quantidade relevante para esse modelo é a chamada prevaléncia epidémica,
ou densidade de infectados, definida por p = N;/N, com N; sendo o nimero de nds
infectados.

Observe na Fig. 3.2 que o modelo SIS pode apresentar o chamado estado absor-
vente com todos os nos suscetiveis. Nessa configuracao, a dindmica permanece estagnada e
nao ha evolugao do sistema, pois como nao ha aparecimento espontaneo de nés infectados

a disseminacgao termina.

(1) (1I)

@ infectado
p=1/5

@ suscetivel

-
- -

p = 4/5 p=0

Figura 3.2 — Exemplos de infecc¢ao (I) e cura (II) no modelo SIS.

Esse modelo consegue explicar os casos em que ha possibilidade de reinfecgao
pela doenga, ou seja, quando a imunidade nao é conferida ou é insuficiente [34]. Para
essas situagdes pode ocorrer a chamada fase endémica, na qual a doenca permanece em
circulagao por longos periodos de tempo [35]. A fase endémica também ocorre mesmo
com imunidade, por meio da renovagao da populacao .

Um dos motivos para que o modelo SIS seja um tema de grande interesse na area
de Fisica Estatistica é o fato de possuir caracteristicas andlogas as de sistemas de nao
equilibrio que exibem transicao de fase. Uma transicao de fase é uma mudancga abrupta
no estado de um sistema para outro e esses sao caracterizados por propriedades diferentes.
Isso é realizado variando um determinado pardmetro de controle [36].

Para um sistema de tamanho infinito, a transicao é caracterizada por um parame-
tro de ordem que tem valor zero em uma das fases e diferente de zero em outra. Temos
que, para o modelo SIS, a densidade de infectados (p) é um pardmetro de ordem e A\ um
pardmetro de controle. Para N — oo, ao variarmos A até um valor critico A. (limiar

epidémico) uma transi¢ado de fase ocorrerd, como ilustrado na Fig. 3.3, para (p).
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fase
inativa

Ac A

Figura 3.3 — Transicao de fase para o estado absorvente caracterizada pela densidade de
infectados (p) estaciondria ao variarmos A.

Para valores de A < \. o sistema decai para a configuracao absorvente com um
tempo caracteristico, sendo necessaria a utilizagao de estados quase estacionérios (se¢ao
5.4), que sdo perturbagoes na dindmica do sistema que evitam o estado absorvente. Assim,
é possivel construir séries temporais de p, que serdao tratadas na secgao 3.2, e fazer sua
média no estado estaciondario (t — o).

Para exemplificar a transi¢ao da fase sem doenca para uma fase endémica, consi-
deremos o modelo SIS numa rede quadrada de tamanho N = L2. Conforme aumentamos

L o comportamento da curva de (p) x A (Fig. 3.4) se aproxima mais da Fig. 3.3.

Figura 3.4 — Curvas de densidade quase estacionaria de infectados em fung¢do da taxa de
infecgdo, para diferentes tamanhos da rede quadrada. O destaque mostra
uma ampliagdo na regiao destacada no grafico principal.

Considerando os estados estacionarios proximos ao ponto critico A., a prevaléncia

segue um comportamento dado pela seguinte lei de escala [37]
(p) ~ (A = Ao)” (3.1)

quando N — o0, na qual 8 é um expoente critico associado ao parametro de ordem (p).
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Além disso, ainda analisando o estado estacionario, pode-se medir a variancia de p
através do cédlculo da suscetibilidade. Essa medida fornece uma estimativa das flutuacoes

de p. Para redes complexas utiliza-se a suscetibilidade dindmica () [21] dada por
2\ 2
NM. (3.2)

Devido ao aumento nas flutuagoes de p a medida que se aproxima do ponto critico,
a suscetibilidade dindmica apresenta um pico ao redor de ., para uma rede quadrada
esse valor é aproximadamente \. = 0.41225. Observe na Fig. 3.5 que, conforme se
aumenta o tamanho da rede, o pico da curva é cada vez mais evidenciado no valor do
ponto critico de forma que no limite termodindmico ocorrerd uma divergéncia em A = ..
Assim, a suscetibilidade dindmica é uma maneira de se determinar uma estimativa do
ponto critico através de simulagoes computacionais, como sera discutido no capitulo V.
Mas também é possivel estimar \. via métodos analiticos, utilizando as teorias de campo
médio. Nessas abordagens, sao feitas aproximagoes que desprezam a dependéncia entre
estados de nés distintos, ou seja, a correlagdo dinamica entre eles. De acordo com cada
tipo de aproximacao temos uma teoria de campo médio diferente, como sera tratado a

seguir.

10

L =20
L =40
L =80
- . L =160
) | L =300
10 , L =500

L =1000
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10 /
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Figura 3.5 — Curvas de suscetibilidade dinamica em funcao da taxa de infeccdo, para
diferentes tamanhos da rede quadrada.
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3.1.1 Teoria de campo médio homogénea

Considera-se que todos os nés da rede possuem o mesmo grau (k) e que a densidade
de infectados independe de caracteristicas da rede. Temos entao que p é a probabilidade

de um noé estar infectado e w a probabilidade de estar suscetivel, tal que p +w = 1.
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Desta forma é possivel construir uma equacao para a evolucao de p, dada por

d
d{j = —pp + X (k) wp. (3.3)

Vamos usar 4 = 1 para cura espontanea, definindo assim a unidade de tempo. Note que
o primeiro termo do lado direito da Eq.(3.3) se refere aos individuos que saem do com-
partimento de infectados (por isso o sinal negativo), ou seja, que sao curados. Enquanto
o segundo termo diz respeito a novas infecgoes.

Para t — oo (dp/dt = 0) temos dois estados estaciondrios possiveis: p = 0 ou
p=1- ﬁ Fazendo uma analise de estabilidade linear temos que p = 0 é estavel
se A < 1/(k) e p=1—1/A(k) é estavel se A\ > 1/(k). Logo, A = A\c = 1/(k) é o
limiar epidémico para a aproximacao de campo médio homogéneo. Assim, para A < A. a
epidemia estd numa fase absorvente, ou livre da doenca e para a solugdo A > )\, temos a
chamada fase endémica em que o ntimero de novos infectados é aproximadamente igual

ao de recuperados da doenca, logo a prevaléncia média nao muda com o tempo.

3.1.2 Teoria de campo médio heterogénea (HMF)

Como proceder quando a rede em questao tem distribuicao de grau do tipo lei de
poténcia? Para esse caso podemos considerar o sistema como sendo uma mistura hete-
rogénea e por isso o nome heterogeneous mean field (HMF). Para tanto iremos modificar
a Eq.(3.3) para que o grau dos nés infectados seja levado em conta. Porém ainda sim,
¢é necessario fazer aproximacgoes: assume-se que todos os nés de mesmo grau sao equiva-
lentes e as correlagoes dinamicas entre nés sao desprezadas, de modo que a fracao de nés
pr com grau k infectados possua dependéncia somente em k. Assim, a equacao dindmica
correspondente é [33, 36]

dpy,

= Pt k(L= ) S P(K k) py- (3.4)
k/

A prevaléncia epidémica é dada por

p= 5 pe () (3.5)
Note que o segundo termo da Eq.(3.4) foi modificado com relacdo a Eq.(3.3). Agora
considera~se o contato entre um né de grau k com um né de grau k' e P(k'|k) estd
relacionado a correlagdo de grau da rede (segao 2.4). A solucao da Eq.(3.4) ird depender
da forma de P(K'|k), ndo sendo vidvel encontrar uma solugao analitica geral. Porém é
possivel fazer uma andlise de estabilidade da Eq.(3.4) ja que o estado livre da doenga

(pr = 0) é mais uma vez uma possivel solugdo. Assim para valores pequenos de py,
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podemos linearizar a Eq.(3.4), obtendo

d
% — o+ M S P ) po. (3.6)
k/
Podemos definir a matriz Jacobiana como sendo Jyr = —dpr + AEP(K'|k). A solugao

pr seréd instavel se existir pelo menos um autovalor da matriz Jy que seja positivo [38].
Mas Jy pode ser reescrita utilizando a matriz de correlagdo Cy = kP(k|k") como Jyp =
— 0w + AChpr. Assim, como Oy representa a matriz identidade, encontrar os autovalores
de Ji € nada mais que encontra-los para Cyy. Para redes nao correlacionadas, temos

que

kk'P(K')
(k)

Utilizando a equagao de autovalores Y ;s Crpvp = Avg e verificando que um dos auto-

Chr — (3.7)

vetores de Cyy é vy = k com autovalor A, é possivel escrever, pela Eq.(3.7), a seguinte
relacao
kIQP(k/) <k’2>
Cipk = k= k = Ak, (3.8)
2wk =2

k/

de modo que A = (k?) / (k). Assim, pelo teorema de Perron-Frobenius [11], que estabelece:
"o maior autovalor de uma matriz que tem todos os elementos nao negativos (como é o
caso de Cyys) é unico e o autovetor correspondente tem todos os elementos nao negativos
e é tinico", temos que A = (k%) / (k) ¢ o maior autovalor de Ci.

Assim o maior autovalor de Ji serd —1 + AA e a solugdo p, = 0 sera instavel se

—1+ AA > 0 e o limiar epidémico para a teoria HMF é

1)
)\C = — = . .
AR (3.9)
Note que para redes livres de escala [25]
12y = [ Pk d ~ Pt~ P
— n ~ max min 3'10
() = [k PGk) o (3.10)

logo, (k%) ~ k327, Além disso, temos que o niimero de nds com grau maior que k. ¢ da

max*

ordem de 1
N [ P(k)dk ~ 1. (3.11)
ke
Assim, para P(k) ~ k™7
ko ~ N7, (3.12)

Logo, como kyax ~ ke, s¢ N — 00, temos kyax — 00 € 0 mesmo ocorre com (k?),
consequentemente, A. — 0. Mas para distribui¢oes do tipo P(k) ~ k=7 com ~ > 3,
(k?) ¢ finito, contradizendo resultados matemdticos [39] e de simulagio numérica [21]

que mostram que A. — 0 no limite termodinamico. Portanto, é necessario utilizar outra



Capitulo III. Processos de disseminag¢do 29

aproximacao, que considere a estrutura real da rede. Essa analise sera explicada em linhas

gerais a seguir.

3.1.3 Teoria de campo médio microscépica

Ainda considerando que o estado de cada né é estatisticamente independente do
estado dos vizinhos préximos e para redes estaticas (quenched networks), ou seja, nas
quais o conjunto de nos e de ligagdoes nao varia, podemos utilizar a chamada aproximacao
QMF, do inglés quenched mean field [36, 40]. Essa aproximagao também pode ser tra-
tata como de campo médio microscopica porque cada né sera analisado individualmente,
considerando sua estrutura real de ligagoes na rede por meio da matriz de adjacéncia.

Assim, analisando a probabilidade de infec¢ao para cada sitio 7, a equagao dindmica

que descreve o modelo SIS fica

dp;
o = Pt AL = pi) > Aijpj. (3.13)
i

Mais uma vez o primeiro termo do lado direito da equacao refere-se a transicdo de cura
(com g = 1) e o segundo termo é relativo ao aumento de nds infectados, considerando
agora a estrutura real de conexoes. Por meio da matriz de adjacéncia, as ligacoes de 7 sao
levadas em conta, nao apenas pelo grau como nas aproximacoes anteriores, mas conside-
rando seus vizinhos reais na rede e as respectivas probabilidades de estarem infectados
Pj-

O procedimento para obter o limiar epidémico através dessa equacao ¢ semelhante
ao utilizado na HMF. Teremos novamente uma matriz Jacobiana, dessa vez dada por J;; =
—0;;+AA;;. Como as redes estudadas nesse trabalho sao conectadas e nao direcionadas, o
teorema de Perron-Frobenius também se aplica a matriz A. Logo, por meio de analise de
estabilidade linear é possivel mostrar que A\ = 1/Ayay, em que Ap,x é 0 maior autovalor da
matriz de adjacéncia. Chung et al calcularam A, para redes aleatérias com distribuicao

em lei de poténcia [41], que leva a seguinte expressdao para o limiar epidémico [40]

Ae { <kl/ Ve, 7> 5/2 (3.14)

)/ (k%) 2<y<5/2

Assim, temos que para 2 < v < 5/2 o limiar epidémico coincide com o previsto pera
teoria HMF. Para v > 5/2, temos também \. — 0 no limite termodindmico ja que kpax

diverge com N para qualquer valore de v [21].
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3.2 Séries de prevaléncia epidémica

Na secao 3.1 vimos que a prevaléncia epidémica p é o parametro de ordem para
determinar a transigdo de fase que ocorre no modelo SIS. Utilizando o algoritmo de
Gillespie otimizado (se¢ao 5.3) e métodos quase estacionarios (se¢ao 5.4) pode-se construir

séries temporais de prevaléncia epidémica p(t).
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Figura 3.6 — (a) Densidade de infectados quase estacionédria em funcdo da taxa de infec-
cao para uma rede quadrada de tamanho N = L? com L = 500. Séries de
prevaléncia epidémica para as fases: (b) supercritica (A = 0.45), (c) subcri-
tica (A = 0.37) e (d) critica (A = 0.412), com valores de taxa de infeccao
escolhidos de acordo com a regiao enumerada em (a).

Na Fig. 3.6 temos exemplos de séries construidas simulando o modelo SIS em
uma rede quadrada. Na Fig. 3.6(a) temos uma mudanca de fase semelhante a que ocorre
na Fig. 3.3. Tomando trés regides distintas, que correspondem a diferentes valores de A,
podemos construir séries temporais quase estacionarias mostradas na Fig. 3.3(b),(c) e (d),
sendo (p) a média desses valores durante um tempo t,.q. O método quase estacionario,
em linhas gerais, consiste em evitar que ocorra o estado absorvente (aquele em que a
dindmica do sistema permanece congelada). Nessa simulagao, foi utilizado o método da
condicao de contorno refletora, no qual toda vez que o sistema visita o estado absorvente,
o né que estava suscetivel anteriormente ¢é reativado e a simulagdo continua. E também
o método de reativacao de hub [42], para o qual um dos hubs é reinfectado toda vez que

o ocorre o estado absorvente. Essa discussao serd feita na segao 5.4.
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A partir de agora, serao usados termos emprestados do jargao de fendomenos criticos
para se referir aos diferentes regimes epidémicos: as fases subcritica, critica e supercritica
como sendo abaixo, na e acima da transi¢do para o estado absorvente. E preciso fazer
essa obervagao pois nao ha garantia de criticalidade dindmica (correlagdo temporal de
longo alcance) para o modelo SIS em qualquer tipo de rede. Para cada um dos regimes

epidémicos temos uma situacao:

(I) Regime subcritico (A < A.): os valores p sdo da ordem de 1/N, ou seja, a dissemi-
nagao esta presente apenas uma fracdo muito pequena de nés na rede. Portanto, se
nao utilizamos métodos para evitar o estado absorvente para valores proximos do

ponto critico, a epidemia nao se sustenta.

(II) Regime critico (A = A¢): nesse ponto ha grande flutua¢ao no parametro de ordem

p, € ocorre uma transicao da fase inativa da doenga para a fase ativa.

(ITI) Regime supercritico (A > A.): para esses valores da taxa de infecgao a epidemia esta
de fato na fase ativa e pode se sustentar para sempre, levando a uma fase endémica

da doenga.

Também é possivel notar uma diferenca nas trés séries: a frequéncia nas fases sub e
supercritica é maior do que na fase critica, isso porque a dinamica das duas primeiras fases
¢é tal que o processo de disseminacao retorna rapidamente ao ponto de equilibrio. Para a
fase subcritica um processo de infec¢ao ocorre e logo termina. No regime supercritico, p
flutua em torno de um valor médio. E na fase critica o processo é dominado por flutuacoes
muito grandes, o que pode ser percebido observando as distancias entre os picos/vales da
série. Essas caracteristicas irdo refletir no mapeamento das séries em redes complexas,

que ¢é o objeto de estudo desta dissertacao.

3.3 Mecanismos de ativacao

Nas secoes anteriores foram expostos alguns conceitos basicos em modelagem epi-
démica. Sabe-se entao que ao variarmos o parametro de controle A\ até um dado valor
critico A¢, uma transicao de fase ocorre no limite termodindmico. Assim, a epidemia
passa de uma fase inativa - em que o nimero de infectados nao é suficiente para manter a
doenga - para uma fase ativa na qual (p) é uma quantidade extensiva, fazendo com que a
epidemia se sustente indefinidamente. Mas quais sdo as estruturas responsaveis para que
isso ocorra? Qual né deve ser infectado para a propagacao seja maxima? HEssas questoes
sdo cruciais no contexto de disseminagao. Seja no sentido de conter a propagagao (para
o caso de doengas) ou de aprimora-la para uma informagao que se deseja ser passada
adiante [36].
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Inicialmente o papel fundamental para processos de disseminacdo era dado aos
hubs. Esses nos de grau muito grande ao serem infectados irdo transmitir a doenca para
seus vizinhos e depois de um tempo ficarao suscetiveis novamente. Mas como sado muitos
ndés em sua vizinhanca, o hub logo serd reinfectado. Em [20] foi proposto o seguinte
argumento: para um valor de A > A. os hubs e seus vizinhos se tornam ativos na rede, e

essa atividade possui um tempo caracteristico 7(k, \) (ou 75

), dado por
T~ et (3.15)

Logo, temos que o tempo de atividade desse conjunto (hub e vizinhos) cresce exponencial-
mente com o grau do hub. Se esse tempo for suficientemente grande a atividade pode ser

transferida entre hubs, mesmo que estejam separados por distancias d > 1 como explicado

¢ _._._/g.’rz:

Figura 3.7 — Ativacao por hubs separados a uma distancia dyy.

a seguir.

Seguindo os passos das referéncias [43, 44], pode-se se ter uma configuragado como

a mostrada na Fig. 3.7, em que dois hubs estao conectados a uma distancia dgi € o tempo

para que o né de grau k (fonte) infecte o né de grau k' (alvo) é 7ix

w1 (N ()
Tkl;:/\< ok ) ) (3.16)

em que b=1In(1+1/\)/k ek = (k¥ / (k) — 1, ou seja, 7i2 ~ 1/)X. Assim, se a condicio

Tre¢ > vl ¢ satisfeita, a epidemia serd sustentada pela ativacio dos hubs [43].

Como ja foi discutido na secao 3.1, considerando uma aproximacao de campo
médio microscépica, o limiar epidémico para o modelo SIS em um grafo estrela pode ser
dado por A\ = 1/vkmax [45], sugerindo que os hubs sao responsdveis pela sustentacio
da epidemia de acordo com o argumento apresentado acima, pois temos 7;° > 1 para
A > 1/vEmax.

Porém olhando ainda para a Eq.(3.14), nota-se que para 2 < 7 < 5/2 temos
Ao ~ (k) [ (K*) ~ k317, ou seja a dependéncia de A\, com k. ¢ diferente daquela para

v > 5/2. Isso pode levantar a seguinte questao: existem outras estruturas que poderiam

ser responsaveis pela manutencao da epidemia na rede?
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Em 2010, Kitsak et al [46] verificaram que para algumas redes os nés com maior
poder de disseminagao se encontram em niicleos densamente conectados de determinado
grau. A identificacdo dessa estrutura é possivel através do método da decomposicao de

k-core, ilustrada na Fig. 3.8 e explicado a seguir:

(i) Identificando o 1-core: primeiro sao retirados todos os nés que possuem grau 1 da

rede, até nao sobrarem nds com esse grau (representados em azul na Fig. 3.8);
(ii) Identificando o 2-core: retira-se todos os nés que possuem grau 2 (em verde);

(iii) Identificando o $-core: retira-se todos os nés com grau 3, note que nesse passo a
rede deixa de existir apos serem retirados esses nés. Assim dizemos que o 3-core é

0 maximo k-core da rede.

Figura 3.8 — Decomposicao de k-core . Retirado de [45]

Pode-se mostrar que o limiar epidémico para o maximo k-core em uma rede livre
de escala ¢ dado por A\, ~ kJ-3 [45]. Assim, para v < 5/2, o limiar epidémico vai para
zero mais rapidamente devido a presenca do méaximo k-core do que pela influencia dos
hubs (A. ~ 1/v/kmax), indicando que para esse caso o maximo k-core sustenta a epidemia
por longos periodos de tempo e espalha a infec¢ao para o restante da rede.

Temos ainda o mecanismo de ativagao coletivo que ocorre em redes homogéneas,

para o qual todas as estruturas da rede contribuem para a sustentacao da epidemia.
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IV Mapeando séries em redes complexas

Uma série temporal pode ser definida como uma colecao de variaveis indexadas
de acordo com a ordem em que sdao obtidas no tempo [47]. A anélise de séries tempo-
rais complexas é um campo de investigacdo amplamente difundido, ji que sistemas de
diversas areas podem ser estudados através dessas estruturas [48], tais como economia,
medicina, meteorologia, engenharia, roboética, etc. O ntimero de ferramentas disponiveis
para investigar séries temporais é vasto [49] e a validade e robustez dos métodos tém
sido aprimoradas ao longo dos anos. Uma das formas de se analisar séries temporais
¢ transformando-as em redes complexas. Existem trés principais classificagoes de redes

geradas a partir de séries, sendo elas [1]:

a) Redes de proximidade - geradas a partir de semelhanga estatistica mitua ou proxi-

midade métrica entre diferentes segmentos de uma série;

b) Redes de transicdo - geradas por meio da frequéncia de transi¢do entre estados

discretos da série;

c) Grafos de visibilidade - obtidos através de um critério geométrico entre as observa-

¢oes sucessivas.

Os tipos de rede a) e b) sdo construidas utilizando o conceito de recorréncia [50].
Para isso, faz-se necesséaria a reconstrucao do atrator imerso no espago de fase da série
temporal, um procedimento introduzido por Packard et al em 1980 [51] e aprimorado ma-
tematicamente por Takens [52]. Esse método consiste em utilizar vetores m-dimensionais

& que sdo construidos a partir da série temporal {z;} (onde {z;} = z(t;),i = 1, ..., N)

& = {x(t;), x(t; + p)..a(t; + (m — 1)p)}, (4.1)

em que m é a dimensdao de imersdo do atrator e p é o passo de reconstrugao (por isso
o método é conhecido também por método de atrasos temporais). Esse procedimento
foi amplamente utilizado, pois o atrator reconstruido é topologicamente equivalente ao
original, permitindo assim o calculo de quantidades importantes a respeito da série tem-
poral como expoentes de Lyapunov [53] e dimensao de correlagao [54] . Porém, encontrar
quais os valores adequados de m e p nao é uma tarefa facil. Muitas vezes a dimensao
de imersao em que o atrator pode estar imerso é maior que trés, ja nao sendo possivel
uma inspecao visual, necessitando entao da utilizacao de outras ferramentas de andlise do
atrator. Além disso para séries pequenas, se p for grande, os dados nao serao suficientes
para grandes dimensoes de imersao e nao sera viavel observar a convergéncia da dimensao
de correlacao. Desta forma, resta o tipo de rede ¢) que somente faz uso da série temporal

para gerar o grafo de visibilidade, que sera tratado na se¢ao a seguir.
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4.1 O Grafo de Visibilidade (GV)

O conceito de visibilidade h& muito j& vinha sendo aplicado no contexto da geo-
metria computacional para estudos em robdtica ou em descrigdes topograficas do espaco
e planejamento arquitetonico [55, 56]. Mas foi em 2008 que Lacasa et al [12] adaptaram
esse conceito para séries temporais a fim de mapeda-las em redes complexas, mostrando
que a rede gerada herda caracteristicas relevantes da série. A definicao de visibilidade

para séries temporais é dada por:

Dois pontos em uma série temporal (to,ya) € (to,ys) terdo visibilidade, ou seja,
se tornarao dois nds conectados na rede associada, se qualquer valor entre eles (tc,y.)

satisfizer:
(tb - tC)
(tb - ta)

A Eq.(4.2) é o critério de visibilidade que sera utilizado para construir o algoritmo do GV.

Ye < Yo+ (Ya — W) = A (4.2)

Esse critério vem da seguinte condi¢ao geométrica: trés pontos (¢4, va),(ts, ¥s) € (te, ye) em

um plano sao colineares se

ta Ya
ty b
te Ye

=0, com t,<t.<ty (4.3)

—_ =

Assim, resolvendo o determinante da Eq.(4.3) temos a condigdo de que os trés pontos
estejam alinhados em um plano dada por y. = A, com A dado na Eq.(4.2). Desta forma,
para que os pontos ¥y, e y, possuam visibilidade, deve-se ter y. < A. Para ilustrar a
Eq.(4.2) temos a Fig. 4.1, que mostra um exemplo de série temporal com 16 valores e o
GV gerado.
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Figura 4.1 — (a) As linhas vermelhas ilustram o critério de visibilidade definido pela
Eq.(4.2), mostrando como os valores da série enxergam uns aos outros. (b)
GV gerado a partir da série em (a).
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Note que os nés da Fig. 4.1(b) possuem tamanhos diferentes, pois estao escalona-
dos de acordo com o grau. Os quatro maiores nés correspondem aos valores maiores da
coordenada gy, porém os hubs no GV nao necessariamente serao os maiores valores da série,
ja que a visibilidade depende muito mais do tamanho de y em relacdo aos seus vizinhos.
Em outras palavras, se tivéssemos um valor alto rodeado por dois pontos semelhantes a
visibilidade desse seria bloqueada pelos vizinhos.

Algumas caracteristicas do GV podem ser explicitadas a partir do critério de visi-

bilidade dado pela Eq.(4.2). Pode-se dizer que o GV sempre sera:

conectado - ja que cada né (cada valor na série) enxerga pelo menos seus vizinhos

mais proximos;

nao-direcionado - pela propria construcao do algoritmo, os nds se enxergam mutu-

almente;

invariante sob transformacoes afins na série temporal - é possivel fazer reescalo-
namentos verticais e horizontais nos dados ou até mesmo transladar e adicionar

tendéncia linear na série sem que o GV seja alterado.

Outra caracteristica que deve ser destacada é o fato de que a estrutura da série
temporal é conservada na topologia do GV. Assim, uma série periédica ird mapear em
um grafo regular, ja que foi construido através da repeticao de um padrao. Além disso
a distribuicdo de grau serd uma sequéncia de picos como seria o espectro de poténcias
de Fourier da série; Fig. 4.2(c). Na Fig. 4.2(a) temos uma série de 100 valores de uma

fungdo « de periodo 4, que dé origem ao GV mostrado na Fig.4.2(b):
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Figura 4.2 — (a) Exemplo de série periédica, (b) GV gerado (regular) a partir dela e a (c)
distribuicao de grau do GV.
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Outro tipo de série temporal é o ruido branco (RB), gerada a partir de uma
distribuigdo uniforme com valores entre 0 e 1 [57] e mostrada na Fig.4.3(a). Poderiamos
esperar que essas séries mapeassem em redes aleatérias sem nenhum tipo de correlacao,
pois a propria série nao possui qualquer correlacdo entre pontos subsequentes. Porém, o
fato da série ser um conjunto ordenado de valores aleatorios gera uma correlagao intrinseca,

pois um pico muito provavelmente nao sera seguido por outro valor alto.
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Figura 4.3 — Exemplos de série (a) do tipo ruido branco extraida de uma distribuicao

uniforme de intervalo [0,1] e (b) gerada a partir do movimento Browniano
unidimensional.

Essa correlacao estard presente no GV gerado pois a presencga de valores interme-
didrios na série compromete a visibilidade dos muito altos fazendo com que valores baixos
se conectem mais entre si e 0 mesmo para aqueles muito altos, explicando o comporta-

mento associativo mostrado na Fig.4.4(b).
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Figura 4.4 — (a) Coeficiente de agregacao e (b) grau médio dos vizinhos em fungao do
grau para o GV gerado a partir de séries de ruido branco (RB) e movimento
Browniano (MB), com tamanho ¢ = 10°. As curvas mostradas sio a média
para 10 amostras de séries de cada tipo.

Por outro lado, como a série é limitada devido a varidncia finita, existirda um
corte na visibilidade e isso ird impor um limite superior para o nimero de conexoes
que um ponto da série pode exercer. Em comparagao com o modelo Erdés-Renyi com

conexoes completamente aleatdrias entre os nés, a distribuigao de grau deve ter uma cauda
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mais pesada que a distribuigdo de Poisson (cuja cauda é Gaussiana), porém decaindo
mais rapido do que aquela para uma rede livre de escala, como as geradas por conexao
preferencial. O que se observa para o RB é uma distribuicdo exponencial que, de fato,

possui as caracteristicas relacionadas acima, como mostrado na Fig. 4.5.
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Figura 4.5 — Comparagdo entre distribui¢des de grau do GV (tamanho t = 10°) gerado a
partir de duas séries diferentes: ruido branco (RB) e movimento Browniano
(MB). As curvas mostradas sao a média para 10 amostras de séries de cada
tipo.

Séries temporais fractais estao presentes em muitas areas de estudo, caracterizando
um objeto importante de investigacao. Uma das séries fractais mais conhecidas é aquela
gerada por um movimento Browniano (MB) unidimensional [49]. O MB ocorre para uma
particula se movimentando aleatoriamente [57]. Esse processo gera séries de posi¢ao da
particula como mostrada na Fig. 4.3(b). A principio essas séries terao valores negativos.
Esses, porém, podem comprometer a implementacao do critério de visibilidade, sendo
necessario fazer uma translagao vertical dos dados tomando como referéncia o menor
valor da série, de forma que os valores fiquem todos positivos.

Um processo estocastico continuo, X (¢) = {X(t),¢ > 0}, é dito auto-similar se
X(et) =X (), t>0, (4.4)

parae > 0,e 0 < H < 1. Em que H é o parametro de auto-similaridade ou parametro de
Hurst [49]. O MB é um tipo de processo auto-similar, com H = 0.5.

A relagdo entre auto-similaridade e redes livres de escala tem sido bastante inves-
tigada [58] e isso pode levantar o seguinte questionamento: o GV captura a caracteristica
de auto-similaridade presente em uma série fractal? Aparentemente sim. Pois como mos-
trado na Fig. 4.5, e discutido em [12], a distribui¢ao de grau do GV para o MB é do tipo
lei de poténcia com expoente v ~ 2, caracterizando uma rede livre de escala. Note na Fig.
4.5 para o GV do RB, que a distribui¢ao de grau possui decaimento exponencial, como ja

discutido anteriormente. E para o GV gerado pela série de MB, a distribuicdo decai bem
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mais lentamente, mostrando a grande variedade de nés existentes na rede e evidenciando
os hubs na cauda pesada.

Na Fig. 4.4 temos o calculo de duas quantidades de interesse ja discutidas no
capitulo II deste trabalho: o coeficiente de agregagdo C'(k) e o grau médio dos vizinhos
Kun(k) para as séries de RB e MB. E possivel notar na Fig.4.4(a) que os GV gerados
por ambas as séries possuem a caracterfstica de modularidade hierarquica, C(k) ~ k™1,
comentada na se¢ao 2.3, mostrando que os nés com grau maior estao mais ligados a
comunidades diferentes da qual pertencem, enquanto que nés com graus menores estao
mais conectados em suas comunidades que sao mais densas. De certa forma, isso esta
relacionado ao comportamento associativo do Ky, (k), exibido na Fig. 4.4(b), ou seja, nds
tendem a se conectar com outros de grau semelhante. Porém, os valores extremos da série
de MB, de fato, enxergam todo tipo de ponto e por isso a associatividade fica atenuada
para graus k£ =~ 500, passando a exibir comportamento mais neutro, nao correlacionado.
Assim, as andlises de C(k) e Ky, (k) também confirmam que o RB gera um GV com alto
coeficiente de agregacao, estrutura hierarquica e correlagoes de grau. Até onde sabemos,
os resultados da Fig. 4.4 nao foram relatados na literatura ainda.

Outra andlise interessante a se fazer é a do menor caminho médio (d) em fungao
do tamanho para os GV gerados a partir das duas séries, como mostrado na Fig. 4.6.
Para ambas, temos um comportamento de (d) ~ In(t), que caracteriza o GV gerado como
sendo do tipo small-world, ou seja, com dimensao infinita!. Note que a para a série de MB
a inclinacao é um pouco menos acentuada, mas ainda sim é possivel dizer que a dimensao
do GV nao ¢ finita. Desta forma, ainda que a série de MB mapeie em uma rede cuja

distribuicao de grau é do tipo livre de escala, a rede nao é fractal, e sim small-world.
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Figura 4.6 — Menor caminho médio em funcao do tamanho do GV gerados a partir de
séries de ruido branco (RB) e movimento Browniano (MB).

1 Em redes regulares, (d) ~ N'/¢ com d sendo a dimensio da rede [25]. Se (d) ~ In(N) é como se o
expoente 1/d se aproximasse de zero, logo d — 0o.
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4.2 GV para séries de prevaléncia epidémica - exemplo em rede

quadrada

Na sec¢ao anterior foi explicitado como é possivel transformar uma série temporal
em uma rede complexa. As aplica¢des desse procedimento sao gerais, podendo-se utilizar
a principio qualquer série de dados reais ou sintéticos. A aplicagdo escolhida para este
trabalho foi a de séries de prevaléncia epidémica, ja mencionadas na se¢ao 3.2. Tomando
novamente o exemplo do modelo SIS em uma rede quadrada podemos mapear as séries
de p mostradas na Fig. 4.7 em grafos de visibilidade com distribui¢oes de grau dados pela
Fig. 4.8.
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Figura 4.7 — Séries de prevaléncia epidémica do modelo SIS numa rede quadrada, de ta-
manho N = L? com L = 500, para as fases (a) subcritica A\. = 0.37 , (b)
critica A\ = 0.41 e (c) supercritica A\, = 0.44.

E possivel notar que, devido a diferenca na escala caracteristica das flutuacoes
nas séries, as interfaces de cada uma se diferenciam. Sendo que as séries da fase sub e
supercritica sdo mais semelhantes enquanto a da fase critica possui um padrao diferente,
com picos e vales mais espacados. Essa diferenca é capturada pela distribuicao de grau
do GV como mostrado da Fig. 4.8.

Na Fig. 4.9 é mostrado o calculo de K,,(k) e C(k) para as diferentes fases epidé-
micas. Mais uma vez é possivel notar a diferenca entre as curvas sub e super da critica.
O comportamento é bastante semelhante para o coeficiente de agregacao, tendo apenas

um peso maior na cauda da curva da fase critica, evidenciando mais uma vez a presenca

de hubs no GV gerado.
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Figura 4.8 — Distribuicao de grau para os GV gerados a partir das séries de prevaléncia
da Fig. 4.7 para as diferentes fases epidémicas.

Ja para a correlagdo de grau a diferenca é um pouco mais relevante ja que as
curvas das fases sub e supercritica tem padrao puramente associativo enquanto a fase
critica apresenta mudanca de regimes, mesmo que suave, de associativa para neutra.
Note que ao compararmos as séries de prevaléncia epidémica com as de RB e MB, algumas
semelhancas sdo evidentes nessas quantidades. Como esses padroes interessantes também

ocorrem em outros tipos de rede, serd feita uma melhor discussao sobre isso no capitulo
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Figura 4.9 — (a) Grau médio dos vizinhos e (b) coeficiente de agregagao como fungoes do

grau para os GV gerados a partir das séries de prevaléncia epidémica da Fig.
4.7.
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V' Metodologia

Muitas redes reais possuem um nimero muito grande de ligagoes e nés. Redes
simuladas computacionalmente também podem ter tamanhos extremamente grandes, ja
que para muitas situagoes é interessante comparar comportamentos com o limite termo-
dindmico, em que N — oco. Assim, a maneira como sao armazenados os dados da rede
deve ser implementada cuidadosamente. Um exemplo disso é o uso da matriz de adjacén-
cia para identificar as ligagoes na rede - muitas delas sdo esparsas, ou seja, o nimero de
ligacoes que de fato existe ¢ muito menor do que seria comportado para o tamanho da
rede. Isso faz com que a matriz de adjacéncia possua muitas entradas zeradas, gerando
um grande volume de dados nao utilizados. Entao, o que se faz é substituir essa matriz
por listas, que contenham apenas informagoes sobre as ligagoes que de fato existem.

Por exemplo, na Fig. 2.6 temos uma rede nao direcionada e sua matriz de adja-
céncia. Podemos construir trés vetores que juntos permitem acessar toda a informagao

da matriz A;;, sao eles:

1. O vetor de grau (g[i]): que armazena o grau de cada né i em suas entradas, logo,

tem tamanho igual ao da rede. Para o exemplo da Fig. 2.6, temos g = {2,3,2,4,1}.

2. O vetor de adjacéncia (a[i]): nele estao contidas as ligagoes de cada né. Esse vetor
tem tamanho igual ao dobro do nimero de ligagoes da rede, ja que contamos duas

vezes a mesma ligacdo. No exemplo da Fig. 2.6, temos

a=1{2,4,1,3,4,2,4,1,2,3,5 4 }.
N S N \(3/-5/
n61 né né 3 né 4 n

(5.1)

3. O vetor auxiliar (x[i]): que marca o comego da informagao correspondente a cada né6
no vetor de adjacéncia, ou seja as ligagdes do né ¢ comecam em afz[i]] e terminam

em alz[i] + g[i]]. Para o exemplo da Fig. 2.6 seria z = {0,2,5,7,11}.

Dessa maneira ¢ possivel armazenar toda a informacao das ligagoes da rede com utilizacao

de memoria acessivel, o que nao ocorre quando armazenamos matrizes N X N.

5.1 Gerando redes complexas

Como foi mostrado em secoes anteriores redes reais possuem correlacao de grau.
Porém, sob o ponto de vista tedrico muitas vezes ¢é interessante desconsiderar essa propri-
edade e gerar redes nao correlacionadas. Uma forma de fazer isso é utilizando o modelo
de configuracoes nao-correlacionado, UCM (do inglés Uncorrelated Configuration Model)

[28]. A implementagao desse modelo segue os seguintes passos:
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a) Sortear os graus de todos os N nés seguindo uma distribuigdo de grau preestabe-
lecida e atribuir a cada né uma quantidade de pontas desconectadas (ou stubs) de
acordo com o grau. Para isso, deve-se converter uma sequéncia de nimeros aleaté-
rios ¢; (distribuicao uniforme entre 0 e 1) na sequéncia de graus desejada k;; Fig.

5.1(a). Uma forma de fazer isso é calculando a seguinte expressao [57]

€= : P(K"dk' = F(k), (5.2)
0

em que F'(k) é a distribuicao de probabilidades cumulativa associada a variavel k, kg
é o grau minimo (para esse trabalho kg = 3). k. é o corte superior da distribuigao,
ou seja, o maior grau que os nos podem ter. Note que nao necessariamente k. = kpax
mas sempre k., < k.. Assim, para obter a sequéncia de graus usamos k = F~1(e).
Para que a rede nio possua correlacoes de grau usamos k. = v/N, como explicado na
referéncia [59]. Isso garantira que a chance de ocorrerem auto ou multiplas conexdes
(Fig. 5.1(c)) é desprezivel. Além disso, a soma de todos os graus deve ser par, para

que nao sobre nenhum stub desconectado.

2) ¢ f o0

)

Figura 5.1 — Esquematizagao dos passos de implementagdo do modelo UCM. (a) Stubs
distribuidos segundo uma sequéncia de graus - g = 3,1,2,2. (b) Conexoes
entre dois nés aleatoriamente escolhidos. (c) Exemplos de auto e multipla
conexoes que sao proibidas nesse modelo.

b) Sortear aleatoriamente dois stubs e conectar os nos aos quais eles pertencem; Fig.
5.1(b). Verificar se forma auto ou multipla conexao, Fig. 5.1(c), e implementar

somente se nao for o caso.

c) Repetir o passo b) até que a rede esteja conectada. Se ao fim do processo sobrarem

stubs desconectados,descarta-se a rede e os passos sao refeitos.

O algoritmo explicitado acima foi usado para gerar redes com distribuigao P(k) ~
k=7 nesse trabalho. Na Fig. 5.2(a) temos um exemplo de distribui¢ao de grau de uma
rede gerada pelo modelo UCM, com tamanho N = 105 e v = 2.75. Veja na Fig. 5.2(b)

que essa rede é nao correlacionada.
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Figura 5.2 — (a) Distribuigao de grau em lei de poténcia para uma rede gerada pelo modelo
UCM com N = 10° nés e v = 2.75. (b) Grau médio dos vizinhos para essa
mesma rede. Note que Ky, (k) ~ k* com p ~ 0, mostrando que a rede é do
tipo neutra ou nao correlacionada (segio 2.4).

5.2 Algoritmo BFS

Na segdo 2.1 os conceitos de didmetro (dyay) € menor caminho médio ({d)) foram
apresentados. Saber como (d) varia com N é importante para avaliar se a rede apresenta
a caracteristica de mundo pequeno, em que (d) ~ In(N). O célculo de distdncias em
redes complexas pode ser uma tarefa extremamente trabalhosa para redes de tamanho
consideravel, sendo necessaria a utilizacao de um método que mega o nimero de caminhos
entre todos os nés da rede em pares. Uma das formas de se fazer isso é utilizando
algoritmos de busca em largura, que percorrem toda a extensao da rede. Nesse trabalho
utilizamos o chamado BFS, do inglés Breadth-First Search [25].

O algoritmo BFS ¢é frequentemente usado em redes complexas. Através dele é
possivel encontrar a distancia de um dado né inicial s até outro qualquer que esteja na

mesma componente! de s [11]. Para sua implementagao deve-se seguir os seguintes passos:

a) Comega-se com um né i escolhido aleatoriamente. Esse né recebe o rétulo 0. Serd
utilizado um vetor d[a], com a = 1,..., N para guardar as distdncias de todos os
noés j do né i. Deve-se atribuir inicialmente um valor negativo qualquer, —1 por
exemplo, a todas as entradas desse vetor. Além disso, d[i] = 0, ou seja a distancia

do primeiro né até ele mesmo é zero; Fig. 5.3(a).

b) Encontrar os vizinhos j do né i e verificar se a distancia deles é desconhecida (d[j] =
—1). Se sim, a eles ¢ atribuida uma distdncia d[j] = 1 e sdo rotulados com 1; Fig.
5.3(b). Esses nés sao colocados em um outro vetor Q[a] que serd uma espécie de
fila.

1 Uma componente é um sub-conjunto de nés da rede para o qual existe pelo menos um caminho entre

quaisquer pares nds que a formam.
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c) Repete-se o passo b) para cada elemento do vetor Q[a], colocando os vizinhos desses
elementos também na fila com auxilio de ponteiros para fazer a leitura. A esses nés

¢ atribuida a distancia d[j] = 2; Fig. 5.3 (c¢). E assim por diante.

d) O item c) deve ser repetido até que se atinja o n6 j para o qual se quer calcular a

distancia d;; ou até que nao restem mais distancias desconhecidas.

[
,"' ‘ .

Figura 5.3 — Tlustracdo do algoritmo BFS. Cada figura corresponde a uma rotulagdo de
vizinhos. Em (a) temos o né inicial. Pretende-se calcular a distdncias dos
outros até ele. O rétulo sempre significa a distancia até esse né. (b) Os
vizinhos do n6 com rétulo 0 recebem rétulo 1, ja que essa é a distancia deles
até o n6 inicial. (c¢) Os nds com rétulo 2 sdo os vizinhos dos com rétulo 1
que ainda nao tinham distancia marcada. (d) Os nds com rétulo 3 indicam
que essa ¢ a distancia deles até o no inicial. Retirado de [25].

Fazendo esse processo para todos os nos da rede teremos todas as distancias d;;
possibilitando o calculo de (d), através da Eq.(2.1). Note que é possivel também calcular
dmax usando o algoritmo BF'S, para isso é preciso encontrar a maior d;; que serd o diametro

da rede.

5.3 Algoritmo de Gillespie otimizado

Na secao 3.1, consideramos o modelo SIS, que é um tipo de modelo compartimental
para estudo de processos de disseminacao. Esse tipo de sistema, em que o; é o estado de
cada né e o(t) = (01(t), ...,on(t)) o estado microscopico de N néds no instante ¢, pode ser
descrito como um processo Markoviano, para o qual a probabilidade P(o,t) de um estado

o ocorrer é dada por

3]3(,(;”5) = S (Worso P(07,1) = Woy P(0, 1)), (5.3)

o—l
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em que W,._,, e W,_,, sao taxas de transicao entre os estados o e ¢’ e a evolucao pode
ser determinada totalmente a partir estado no instante t, caracterizando um processo
Markoviano [57].

Uma das primeiras abordagens para simulacao de processos Markovianos de tempo
continuo foi proposta por Gillespie em 1976 [60]. Porém na formulacao de seu algoritmo,
a cada mudancga de estado, uma lista com todos os processos esponténeos possiveis (cura,
infecgdo, perda de imunidade, etc) deveria ser atualizada, gerando um aumento na com-
plexidade? e se fazendo invidvel para redes grandes.

Na referéncia [8], foi descrita uma modifica¢ao no algoritmo de Gillespie, que reduz
consideravelmente sua complexidade. Isso se deu pela introducao dos processos fantasma
para os casos em que as transi¢coes nao levam a mudancas de estado mas contam para
incrementos no tempo. Esse novo algoritmo, chamado Algoritmo de Gillespie Otimizado
OGA (do inglés Optimized Gillespie algorithm), foi utilizado neste trabalho para simular

o modelo SIS e sua implementacao deve seguir as seguintes etapas:

a) Estabelecer uma condigao inicial para o nimero de nés infectados N; (neste trabalho
utilizamos N; = N como condigao inicial) e a soma dos graus desses nds infectados
dada por N,. Também é preciso criar um vetor /[N;| e armazenar os rétulos dos

nos infectados;

b) Escolher qual evento ird ocorrer. O evento de cura, em que um né infectado torna-se

suscetivel ocorre com probabilidade

N;

=—_" 4
Pcura Nz‘i‘)\Nn (5 )

Uma nova infec¢ao, em que um né infectado é escolhido proporcionalmente ao seu
grau e um dos vizinhos desse no ¢é escolhido aleatoriamente para ser infectado, ocorre

com a probabilidade
AN,

N; + AN,

Caso esse vizinho seja suscetivel, sera infectado. Porém, se for o contrario a si-

(5.5)

Pinfec =

mulacao prossegue e apenas o tempo sera incrementado, o que define um processo

fantasma. Note que peura + Pinfec = 1, como deve ser;

¢) Atualizar N;, N,, e I[N}];

1

d) Incrementar o tempo t como t — t + At, com At = NN

e) Iterar os passos b), ¢) e d) até um tempo maximo ty.,. Caso o estado absorvente
N; = 0 ocorra é preciso utilizar métodos quase estacionarios para que o sistema

volte a uma configuracao ativa. Esses métodos serao comentados na proxima segao.

2 Complexidade computacional ou apenas complexidade é a medida de tempo de execucdo do algoritmo.
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5.4 Meétodo quase estacionario

Existe uma grande quantidade de processos dindmicos que apresentam o chamado
estado absorvente, no qual a dindmica do sistema fica presa e nao evolui [61]. O modelo SIS
¢ um desses sistemas, em que existe um estado estacionario ativo no limite termodinamico,
mas devido a finitude do sistema real, sua dindmica sempre visitara o estado absorvente,
em que todos os individuos entao suscetiveis.

A fim de contornar esse problema utiliza-se as simulagoes quase estacionarias,
em que a dindmica do sistema é perturbada para que o estado absorvente nao ocorra,
sem que isso afete as quantidades intensivas no limite termodindmico. Para entender
como essas perturbagoes funcionam serao seguidos os passos da referéncia [24]: pode-se
definir um processo estocéstico X; para o qual ocorrem transi¢coes do tipo n — n £ 1
comn = 0,1,2,... e sendo n = 0 o estado absorvente. Definimos também um processo
semelhante X para o qual n = 0 nao é mais o estado absorvente. Para n > 0, a dinamica
de X; é a mesma de X; exceto por algumas perturbacoes que podem ser desprezadas no
limite termodinadmico. Sejam P, e P as probabilidades do sistema se encontrar no estado
n nas dindmicas original e modificada, respectivamente. Para a dindmica original temos

dP,

em que Wy, é a taxa de transicdo do estado m para n. Para a dindmica modificada
introduz-se uma fonte perturbativa de atividade de forma a remover o estado absorvente
el Z[anPm — WP+ F(Py, Py .., (5.7)

m

em que F' é um funcional que depende do método quase estacionario utilizado. Para
esse trabalho, dois desses métodos foram utilizados - para redes heterogéneas usamos a
Reativacao de Hub (RH) e para as homogéneas a Condigao de Contorno Refletora (CCR).

Ambos os métodos serdo brevemente descritos a seguir.

a) Método da Condicdo de Contorno Refletora

Umas das formas de se evitar o estado absorvente é deixar que ele ocorra no sis-
tema, mas em seguida retorne a configuracao ativa imediatamente anterior, representando
uma condigao de contorno refletora [42]. Assim, o termo de fonte perturbativa da Eq.(5.7)
é F = (01, — do,n) Py de modo que a equacdo dindmica seja

APy
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logo, no estado quase estaciondrio teremos P, = P, ja que P, = lim P Assim, o
— 00

sistema retorna sempre a configuracao pré-absorvente com a mesma taxa que o visita,

possibilitando o calculo da média de algumas quantidades quase estacionarias de interesse,

como por exemplo a densidade de infectados.

b) Método da Reativacdo de Hub

A interpretacao dese método é semelhante aquela para CCR, porém agora ao invés
de retornar a configuragao pré-absorvente o que deve ser feito é reativar o né de maior grau
da rede, ou seja um hub [42] . Caso exista mais de um hub com mesmo grau, escolhe-se
aleatoriamente entre eles. A razao para se escolher os hubs como forma de evitar o estado
absorvente esta relacionada ao seu papel nos mecanismos de ativagao da epidemia, como

ja foi discutido na se¢ao 3.3.

Assim, temos que é possivel contornar o estado absorvente, evitando que a dina-
mica do sistema seja congelada. Desta forma podemos fazer, por exemplo, médias de
interesse do modelo SIS. Uma delas é (p) no estado quase estaciondrio, necessaria para
analise de transicao entre as fases inativa e ativa. Para isso, deixamos que o processo
descrito na se¢ao 5.3 seja iterado por um tempo de relaxagao t,1, grande e calculamos a

média de p durante um tempo g, com iy + tmed = tmax como ilustrado na Fig. 5.4.
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Figura 5.4 — Ilustracdo para série de densidade de infectados (p), evidenciando os tempos
de relaxacao e de média. A densidade quase estaciondria é a média de p ao
longo de um intervalo t,eq.
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V| Resultados e discussoes

No capitulo V foram discutidos os métodos e algoritmos para gerar redes com-
plexas e implementar o modelo SIS. A partir disso, é possivel construir séries temporais
quase estaciondrias de densidade de sitios infectados na rede (prevaléncia epidémica). Foi
mostrado também no capitulo IIT que entender os diferentes regimes epidémicos é funda-
mental para que se possa compreender a transicao de fase para o estado absorvente, que
ocorre no modelo SIS. Uma forma de estudar as fases epidémicas é analisando as séries
temporais de p para cada uma delas. Para isso, utilizamos a ferramenta apresentada
no capitulo IV - o grafo de visibilidade. Os objetivos deste trabalho sao verificar se o
GV é sensivel a natureza das séries temporais para os diferentes regimes epidémicos e,
além disso, saber se o GV difere quanto ao tipo de rede original em que o processo de

disseminacao ocorre. Essas andlises sao discutidas neste capitulo.

6.1 Escolha das redes utilizadas

Sabe-se que o tipo de rede em que o processo de disseminagao acontece o influ-
encia [17], como é o caso das redes livres de escala, para as quais o limiar epidémico
do modelo SIS e outros similares tende a zero no limite termodinamico, indicando que
independentemente da taxa de infeccdo a epidemia pode se espalhar. Assim, é de parti-
cular interesse conhecer caracteristicas da rede que suporta o processo epidémico. Desta
forma, para analisar o GV das séries de p foram escolhidos dois tipos de rede complexa
ja mencionados no capitulo II. Uma delas é muito heterogénea, gerada pelo modelo UCM
com distribuicio de grau P(k) ~ k=7 e pardmetros v = 2.75, kg = 3 e ke = 2v/N. A
outra é quase homogénea, sendo uma RRA mista com uma mistura de nés com graus 6

e 7 de maneira que o (k) é ajustavel fazendo

(k) =6f+(1—f)7 (6.1)

com f € [0,1]. De acordo com o (k) desejado escolhe-se f. Isso foi feito para que
pudéssemos comparar os dois tipos de redes mas com o mesmo (k) nas segoes 6.2 e
6.3. Também serao utilizadas RRAs com m = 4 e m = 8, além de outro tipo de rede
heterogénea também gerada pelo modelo UCM, com ky = 3, k. = 2V/N e v = 2.25.
Uma razao para se analisar redes homogéneas e heterogéneas é a diferenca quanto aos
mecanismos de ativagao (se¢ao 3.3) de cada uma das redes, como sera discutido na se¢ao
6.4.

Para determinar o limiar epidémico do modelo SIS em cada uma das redes, utili-

zamos o método do calculo da suscetibilidade discutido na sec¢ao 3.1. Assim, devido a um
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aumento das flutuagdes em p nas proximidades da transicao em A\ = A, a suscetibilidade
apresenta um pico nesse ponto. Na Fig. 6.1 temos essa simulacao para diferentes tama-
nhos de rede UCM com v = 2.75 . E interessante notar que conforme aumenta-se N o
limiar epidémico diminui, em acordo qualitativo com a previsao tedrica QMF para redes
em lei de poténcia com v > 5/2, em que A\e ~ 1/v/Epax € kmax diverge com o tamanho da
rede [21].
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Figura 6.1 — Suscetibilidade dindmica para o modelo SIS em redes geradas pelo modelo
UCM com distribuicao de grau em lei de poténcia e v = 2.75 com tamanhos
diferentes.

O mesmo procedimento descrito acima foi feito para a RRA mista, mostrado na
Fig. 6.2, na qual temos um comportamento diferente do exibido para as redes hetero-
géneas: o pico da suscetibilidade converge para um valor nao nulo ao aumentarmos N.
Isso porque para esse tipo de rede nao ha hubs que promovem atividade para A < 1 e a

propagacao da epidemia é praticamente uniforme em toda estrutura.
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Figura 6.2 — Suscetibilidade dindmica para RRA mista de graus m = 6 e 7 com tamanhos
diferentes.
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6.2 Analise de tamanho finito para o GV na fase critica

Tendo escolhido quais serao as redes originais para a implementacao do modelo
SIS, dois pardmetros principais devem ser estabelecidos: o tamanho da rede original (N)
e o numero de dados da série temporal (t), que é o tamanho do GV gerado. Sabemos
que alguns efeitos em redes complexas s6 ocorrem para sistemas de tamanho infinito
[11]. Portanto é necessario entender como a modifica¢ao desses dois valores influencia nas
caracteristicas do GV a medida que N — oo e t = .

Para esse estudo utilizamos trés quantidades de interesse em anélise de redes com-
plexas: distribuigao de grau P(k) (segdo 2.2), coeficiente de agregacdo C(k) (secdo 2.3)
e grau dos vizinhos Kp,(k) (secao 2.4). Na Fig. 6.3, mostramos essas quantidades para
a rede UCM com v = 2.75 e para a RRA com m = 6 e 7, todas com tamanhos de rede
original indo de N = 10° até N = 3.10". Todas as quantidades exibidas na Fig. 6.3
foram calculadas para os GV gerados a partir das séries de prevaléncia na transicdo com
tamanho t = 10°. Isso porque as flutuacoes nessa série sao mais relevantes do que para
as outras fases epidémicas. Logo, uma possivel influéncia do tamanho da rede original
poderia ser melhor notada na transicao.

E possivel notar que para todas essas imagens as curvas de N = 107 e N = 3 x 107
coincidem, mesmo para K,,(k) em que ha uma diferenca perceptivel para N < 107. Isso
permite inferir que o GV de tamanho ¢t = 10° é pouco sensivel a diferencas no tamanho da

rede original a partir de NV = 107, sendo esse o valor a ser utilizado nas anélises a seguir.
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Figura 6.3 — Anélise de tamanho finito para as redes originais na distribuicao de grau
P(k), no coeficiente de agregagdo C(k) e no grau dos vizinhos K,,(k) do
GV. Imagens (a), (b) e (c) referem a rede UCM com vy = 2.75 ¢ (d), (e) e (f)
a RRA com m = 6 e 7. Para ambas foi utilizada a série na transi¢do com
t = 106.
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Uma anélise de tamanho finito semelhante a anterior pode ser feita para o tamanho
do GV gerado t. O estudo da influencia de ¢ na forma do GV ¢ de extrema relevancia por
razao da complexidade computacional. Temos que os algoritmos UCM e OGA possuem
baixo tempo de processamento (O(N)) [8] de maneira que é possivel utilizar tamanhos de
rede original grandes. J4 o algoritmo de mapeamento da série no GV, proposto a partir
do critério de visibilidade dado pela Eq.(4.2), possui complexidade algoritmica O(N?). O
tempo de processamento desse algoritmo para uma série de tamanho ¢ = 10° é cerca de 30
segundos, ja para t = 10° é aproximadamente 50 minutos. Mas quando utilizamos uma
série de tamanho t = 107 esse tempo vai para quase 80 horas. Portanto, mesmo fazendo
algumas otimizagoes no algoritmo, o custo computacional se torna muito alto para séries
maiores que t = 107.

Porém, um resultado que ameniza essa dificuldade é mostrado na Fig. 6.4, na qual
é feita a analise de tamanho finito do GV para as quantidades de interesse ja mencionadas.
Pode-se notar que as curvas coincidem a partir de ¢ = 10°, mostrando que o tamanho
do GV nao influencia no calculo de P(k), C'(k) e Kuu(k) a partir desse valor. Como esse
tamanho difere suavemente para a correlagao de grau da RRA com m = 6 e 7 (Fig. 6.4(f))

utilizaremos t = 10° para as andlises a seguir.
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Figura 6.4 — Andlise de tamanho finito para o GV gerado a partir da série na fase critica
utilizando a distribuicao de grau P(k), o coeficiente de agregacao C'(k) e o
grau médio dos vizinhos K,,(k) do GV. Imagens (a), (b) e (c) referentes a
rede UCM com v = 2.75 e (d), (e) e (f) 8 RRA com m = 6 e 7. Para ambas,
o tamanho da rede original utilizado foi N = 107.
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6.3 Analise do GV para diferentes fases epidémicas

Na segao 3.1 foi discutida a transigdo que ocorre no pardmetro de ordem ({p)) ao
variarmos a taxa de infec¢do (). Para cada valor de X é possivel gerar uma série temporal
de prevaléncia utilizando o método quase estacionario (segdo 5.4). Assim, para diferentes
fases epidémicas pode se escolher um valor de taxa de infeccao e analisar a série temporal
correspondente.

Uma das principais questoes que motivaram este trabalho é a seguinte: seria o ma-
peamento dessas séries temporais utilizando o GV capaz de diferenciar as fases epidémicas
no modelo SIS? Para respondé-la, calculamos para cada uma das fases as quantidades de
interesse ja citadas anteriormente - distribuicao de grau, coeficiente de agregacao e grau
dos vizinhos. Também calculamos para as trés fases o menor caminho médio (d).

A partir do célculo da suscetibilidade dindmica (segao 3.1) foram escolhidos os va-
lores de taxa de infeccao A para cada fase, mostrados na tabela 6.1. Com essas escolhas de
A estamos em regimes suficientemente longe do ponto critico nas fases super e subcriticas

permitindo diferencia-las com mais clareza da fase critica.

| UCM 7y =275 | RRAm=6¢7

subcritica 0.01 0.178
critica 0.0239 0.1821
supercritica 0.03 0.1828

Tabela 6.1 — Valores de taxa de infeccao A para cada fase epidémica do modelo SIS nas
redes UCM com v = 2.75 e RRA com m = 6 e 7 de tamanho N = 107

a) Distribuicdo de grau

Na Fig. 6.5 sdo mostradas as distribuigoes de grau (secao 2.2) dos GV gerados
a partir das séries quase estacionarias de p em cada regime epidémico. Existe uma dife-
renca evidente entre as curvas das fases sub e supercritica, que possuem comportamento
semelhante, e a fase critica para as duas redes originais.

As curvas de P(k) das fases sub e supercriticas apresentam decaimento mais rapido
e cauda leve, indicando que existem poucos hubs na rede. Além disso as duas curvas sao
bastante semelhantes. Ja a curva para a fase critica possui decaimento mais lento e um
peso maior na cauda, principalmente para a RRA mostrada na Fig. 6.5(b).

Analisar quantitativamente a distribuicao de grau pode ser uma tarefa dificil, ja
que grande parte das redes reais possuem distribuigoes de grau nao triviais [25]. Ou seja,
em geral ndo se consegue classificar seu comportamento como sendo puramente uma lei
de poténcia, por exemplo.

Uma das distribui¢gdes que geralmente ocorre em redes geradas por sistemas re-
ais ¢ a lei de poténcia com corte exponencial. Essa distribuicao possui um regime com

decaimento do tipo P(k) ~ k=7 mas para k > keoe a curva decai exponencialmente indi-
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Figura 6.5 — Distribuicao de grau do GV (¢ = 10°) para as diferentes fases epidémicas do
modelo SIS em dois tipos de rede original (N = 107): (a) Rede UCM com
v = 2.75¢e (b) RRA com m = 6 e 7. As retas tracejadas em (a) sdo uma
ilustracao de como seriam os decaimentos das curvas caso seguissem a lei de
poténcia que foi ajustada no retangulo destacado.

cando que existem menos nos de grau grande do que seria esperado para uma distribuicao
puramente em lei de poténcia.

Um esquema ilustrativo é mostrado na Fig. 6.5(a), na qual foram tragadas linhas a
partir de uma regiao com possivel decaimento em lei de poténcia. Elas servem para que se
possa ver como seriam as caudas das distribuigoes caso nao houvesse o corte exponencial.
Pode-se observar também que os expoentes da lei de poténcia na regiao destacada sao
diferentes, sendo maiores para as fases sub e supercritica do que para a fase critica.

E preciso destacar que essa andlise é qualitativa, servindo apenas para comentar
os diferentes regimes na distribuicao de grau. Para valores precisos dos expoentes v e
dos graus de corte keorte 20 necessarios o uso de técnicas mais refinadas, como o calculo
da distribuicao cumulativa e ajustes mais elaborados que nao estao no objetivo desta

dissertacao, e sim de estudos posteriores.

b) Coeficiente de agregacio

Outra quantidade analisada é o coeficiente de agregacao em fungao do grau C(k)
(secao 2.3). Para ambas as redes originais, UCM com v = 2.75 e RRA comm =6e 7
mostrado na Fig. 6.6, temos a presenca de modularidade hierarquica nos GV gerados,
para todas as fases, isto é, as curvas seguem uma lei de poténcia do tipo C(k) ~ k~!
a partir de certo grau. Logo, é possivel dizer que para todas as fases, os GV gerados
possuem uma estrutura em que nés de grau mais baixo estao mais conectados entre si em
comunidades locais mais densas enquanto que aqueles com grau maior conectam-se mais
com comunidades diferentes do que dentro daquela que pertencem.

As curvas para a fase critica, nas duas redes originais, possuem uma mudanca de

regime em um dado valor de k em que passam de um decaimento mais suave em graus
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baixos para C'(k) ~ k7', sendo deslocadas em relacdo as curvas sub e supercritica. E
interessante notar que essa mudanca de regime é muito suave nas fases sub e supercritica,
com uma rapida convergéncia para o decaimento hierarquico. Mas na fase critica existe
um regime inicial intermedidrio, entre aleatério (C'(k) ~ constante) e hierdrquico (C(k) ~
k~1). Isso pode ser entendido por conta dos valores na série para essa fase possuirem uma
visibilidade intermediaria, ou seja, os pontos de altura média conseguem enxergar os
baixos mas também os picos, de forma que nao estardo em comunidades densas no GV e

ligados a poucas comunidades diferentes.
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Figura 6.6 — Coeficiente de agregagdo do GV (t = 10°) para as diferentes fases epidémicas
do modelo SIS. Curvas em preto sao referentes a fase critica, em vermelho a

fase subcritica e em verde a fase supercritica, para dois tipos de rede original
(N =10"): (a) UCM v =2.75 (b) RRA comm =6 e 7.

c) Correlacdo de grau

A diferenca entre fases epidémicas é ainda mais evidente para a correlagdo de
grau e para essa medida existe distincao também entre as redes originais, como pode
ser observado na Fig. 6.7. Para a rede UCM com v = 2.75 as curvas das fases sub e
supercriticas mostram um regime associativo, enquanto que na fase critica a correlacao
comeca num regime associativo e para determinado valor de k passa a um quase neutro
ou fracamente correlacionado. Ja para a RRA com m = 6 e 7, as fases sub e supercriticas
também sao associativas, embora mais suavemente na fase subcritica, e a fase critica
apresenta um padrao bem diferente, comecando em um regime associativo que a partir de
um certo grau, passa a ser desassociativo. Esse comportamento serda abordado novamente
na secao 6.4.

Para todas as quantidade calculadas do GV na fase critica para a RRA com m = 6
e 7 a presenca dos hubs é mais evidenciada, com curvas de caudas mais pesadas. Enquanto
que para as redes UCM com v = 2.75, por mais que ainda seja possivel identificar os hubs,
eles ocorrem em menor quantidade e possuem grau menor. Isso sera mais discutido na

secao 6.4.
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Figura 6.7 — Grau médio dos vizinhos no GV (¢ = 10°) para as diferentes fases epidémicas
do modelo SIS. Curvas em preto sao referentes a fase critica, em vermelho a

fase subcritica e em verde a fase supercritica, para dois tipos de rede original
de tamanho N = 10": (a) UCM ~ = 2.75 (b) RRA comm =6 e 7.

Outra analise que se pode fazer em redes complexas é a respeito das distancias,
como foi discutido na secao 2.1. O menor caminho médio dos GV gerados paras as
trés fases epidémicas é mostrado na Fig. 6.8 para as duas redes originais. Em ambas
é possivel notar que a dependéncia de (d) com o tamanho ¢ do GV segue curvas que se
encontram entre os regimes (d) ~ In(t) e (d) ~ In(In(¢)). Ou seja, o comportamento do
menor caminho médio dos GV gerados esta entre aquele esperado para redes livres de
escala (efeito de mundo ultra-pequeno) e redes Erdos-Renyi (efeito de mundo pequeno).
Ainda que o comportamento das curvas seja mais proximo de (d) ~ In(t), essa evidéncia
concorda qualitativamente com a discussao feita para distribuicdo de grau do GV, que

sao do tipo lei de poténcia com corte exponencial.
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Figura 6.8 — Menor caminho médio em funcao do tamanho do GV gerados a partir das
fases subcritica, critica e supercritica. Redes originais (a) UCM com v = 2.75
e (b) RRA com m =6 e 7, para N = 10".
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6.4 GV para redes com diferentes mecanismos de ativacao

Como ja foi abordado na segdo 3.3, existem diferentes mecanismos de ativacao em
processos de disseminacao que dependem da estrutura da rede. A fim de investigar se o GV
é sensivel a diferentes mecanismos de ativacao da rede original, fizemos as comparacoes

que serao discutidas abaixo, utilizando sempre a fase critica do modelo SIS.

a) Comparacdo entre redes homogéneas:

Redes homogéneas sao nao localizadas, ou seja, em um processo de disseminacao
acontecendo nessas essas redes, cada parte delas tera a mesma importancia no calculo
de (p) e ndo apenas estruturas especificas. Logo a ativagdo ou nao da epidemia depende
apenas da taxa de infeccao, ou seja, para A > A. a rede sera ativada coletivamente. Redes
quadradas e RRAs sdo exemplos de redes homogéneas ja discutidas neste trabalho.

Na Fig. 6.9, temos uma comparacao entre RRAs com diferentes valores de grau
m na fase critica. Podemos ver em (a) que a forma das curvas é semelhante, com grandes
distancias entre os picos, gerando visibilidades estendidas. Isso culminara no aparecimento
de hubs no GV. Assim, vemos que nao é possivel distinguir entre as quantidades analisadas

para os GV gerados em redes originais homogéneas.

0,005 : :

im=4 a 1 [ T T ““‘:‘
—m=8 @ - © %00 (b) :
0,004 | —m=6e7 B s ]
1071 -
0,003}
a | <
=
0,002} ‘ ] 10°F i
“
0,001F
[ 4
O CEEEEEEN O —
| il il L

Figura 6.9 — Comparacao do GV para a fase critica do modelo SIS para trés redes ori-
ginais homogéneas, porém com grau m diferentes. (a) Série temporal. (b)
Distribuicao de grau. (c) Coeficiente de agregacao. (d) Grau médio dos
vizinhos.
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b) Comparacio entre uma rede heterogénea e outra homogénea

Podemos também comparar uma rede homogénea (RRA com m = 6 e 7) com outra
heterogénea (UCM com v = 2.75 ). Esse ultimo tipo de rede possui localizagao, ou seja,
um processo epidémico ocorrendo nela ira ser sustentado por alguma estrutura especifica,
nao necessariamente na rede toda. No caso da rede UCM com v = 2.75 essas estruturas
sdo os hubs [62]. Assim, existe um mecanismo de ativagao responsavel pela manutengao
da epidemia. Observando a Fig. 6.10(a), vemos que a diferenga entre as redes originais
ja se manifesta nas séries de prevaléncia do modelo SIS, tendo a rede homogénea uma
amplitude maior e frequéncia de oscilagoes menor em relagao a série da rede heterogénea.

Essa diferenca ¢ evidenciada nas trés quantidades calculadas, ficando muito clara
no K,,(k). Na Fig. 6.10(d) pode-se observar que o padrao associativo ocorre até certo
valor de k, ou seja, os valores com pequena visibilidade enxergam outros com essa mesma
caracteristica e da mesma forma pra valores grandes. Porém, ao passar de um certo tama-
nho, os picos comecam a enxergar com maior frequéncia os valores de menor visibilidade,

explicando porque a curva passa a ser desassociativa.
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Figura 6.10 — Comparacao do GV para a fase critica do modelo SIS para dois tipos de
redes originais: uma delas homogénea (RRA com m 6 e 7) e outra
heterogénea (UCM com v = 2.75 ), ambas com mesmo (k) = 6.5180 e
N = 107. (a) Série temporal. (b) Distribui¢ao de grau. (c) Coeficiente de
agregacao. (d) Grau médio dos vizinhos.
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c) Comparacdo entre duas redes heterogéneas

Agora sera feita a comparacao das propriedades do GV para duas redes originais
geradas pelo modelo UCM, uma com v = 2.25 e outra com vy = 2.75, ambas com para-
metros ko = 3, ke = 2v/N e N = 107. No caso da comparacdo entre essas duas redes
heterogéneas, ambas possuem localizacao, porém o mecanismo de ativagao de cada uma
delas é diferente: para redes UCM com v < 5/2 a ativacdo se dé pelo méaximo k-core e
para v > 5/2, pelos hubs. E possivel notar na Fig. 6.11(a) que as formas das séries sdo
ligeiramente diferentes, tanto na amplitude quando na frequéncia. Porém, a distribuicao
de grau e o coeficiente de agregacao dos GV gerados nao captam tao bem essa diferenca

quanto o grau médio da vizinhanca.
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Figura 6.11 — Comparacao do GV para a fase critica do modelo SIS para dois tipos de
redes: UCM com vy = 2.25 e v = 2.75. (a) Série temporal. (b) Distribuigao
de grau. (c) Coeficiente de agregacdo. (d) Grau médio dos vizinhos.

Ao olharmos especificamente para a Fig. 6.11(d) vemos que a correlacao de grau
exibe um comportamento bastante diferente para as duas redes originais. Sendo a curva
para a rede UCM com v = 2.25 mais semelhante aquela encontrada para a RRA, mostrada
na Fig. 6.10(d).

Esse comportamento é um ponto interessante, ja que indica que a correlacao de
grau do GV pode ser sensivel a diferenga nos mecanismos de ativagao das redes originais.
O motivo é que, por mais que a rede UCM com v = 2.25 possua uma estrutura responsavel

pela sustentagdo da epidemia, o maximo k-core , ela é menos localizada que a rede UCM
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com v = 2.75 , em que os hubs estdo mais isolados e a ativagdo nao é simultanea. O noés
que compoem o maximo k-core sao hubs densamente conectados entre si mas que também
se conectam com muitos nés que nao pertencem a esse subgrafo. Assim, quando esses nés
sdao ativados por meio de interagoes entre eles, varios outros nés sao ativados de modo
sincrono. Por outro lado, quando os hubs sao separados, a ativacao ocorre localmente em
torno deles e seus vizinhos e as interacoes ocorrem somente por flutuagoes que nao sao
sincronizadas. Portanto, o caso v = 2.25 tem uma atividade muito mais homogénea que
o segundo. Isso explica a maior similaridade com o caso homogéneo, apesar de ser mais
parecida estruturalmente com o caso v = 2.75, ja que ambos sao redes livres de escala.

Outra observagao interessante é que as mudangas de regime que ocorrem em todas
as quantidades calculadas na fase critica acontecem para aproximadamente o mesmo valor
de grau, ou seja, o decaimento caracteristico de modularidade hierarquica no coeficiente
de agregacao e também a mudanca no comportamento associativo da correlacao de grau
para a neutralidade na RRA e desassociatividade na rede UCM com v = 2.75 . Além
disso, o comportamento encontrado para o menor caminho médio em funcao do tamanho
do GV esta qualitativamente de acordo com as reflexdes feitas a respeito da distribuicao de
grau. Como foi discutido no capitulo IV, séries fractais mapeiam em GV com distribui¢ao
em lei de poténcia e séries aleatorias em distribuigoes com decaimento exponencial. Como
obtivemos uma espécie de jun¢ao dos dois comportamentos para as distribuig¢oes de grau
das trés fases epidémicas, poderiamos inferir que as séries de prevaléncia epidémica estao
entre os dois comportamentos.

Portanto, ainda que seja necessario uma analise quantitativa mais rigorosa, hé
fortes indicios de que o GV é sensivel as diferencas nas séries de fases epidémicas diferentes.
E que a correlagdo de grau pode ser uma boa forma de caracterizar as séries provenientes
de redes com mecanismo de ativagao diferentes. Essa tltima evidéncia é de particular
interesse na investigacao de processos de disseminacao pois, em muitos casos, os dados
do sistema de estudo estao disponiveis em forma de série temporal, ja que informacoes
sobre a rede original que suporta o processo sao escassas. Assim, o fato de se poder obter
caracteristicas dessas redes utilizando a analise das séries temporais via GV pode ser uma

ferramenta muito relevante no estudo desses sistemas.
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Séries temporais podem ser extraidas de diversos campos de pesquisa: em estudos
demograficos pode-se estar interessado em como uma determinada populagdo aumenta ou
diminui devido a taxas de natalidade e mortalidade. Em medicina, medidas de pressao
arterial podem ser feitas durante certo periodo de tempo para avaliar a eficacia de me-
dicamentos para controle de hipertensao. Nos estudos atmosféricos pode ser interessante
medir a temperatura da superficie do mar a cada dia em varios pontos do oceano, a fim de
entender melhor fendomenos como El Nino. Na area de neurociéncia é possivel obter dados
de atividade elétrica de diferentes setores do cérebro, através de técnicas de imageamento
como a ressondncia magnética. E em epidemiologia, pode se medir a fragdo do nimero
de individuos capazes de transmitir uma doenca em uma populacao em func¢do do tempo,
entre muitos exemplos. De maneira geral, dados reais ordenados em séries temporais estao
disponiveis para auxiliar na compreensao dos mais diversos fendmenos [47].

Uma das maneiras de se analisar séries temporais é fazer um mapeamento dos
dados em um grafo ou rede. Atualmente, a area da ciéncia de redes complexas vem
ganhando importancia pela robustez de seus métodos de andlise. Devido a natureza
interdisciplinar da area, é possivel visualizar um problema por diferentes angulos, por
exemplo, fazendo simula¢ées numéricas ou aplicando conceitos ja muito consolidados em
Fisica Estatistica. Assim, pode ser vantajoso, em vez de se analisar uma série temporal,
fazer a andlise da rede complexa gerada a partir dela [1].

Neste trabalho as séries temporais escolhidas foram as de prevaléncia epidémica,
que sao valores da fracao de individuos infectados em uma populagdo em intervalos de
tempo [36]. Para gerar essas séries utilizamos o modelo SIS para processos de dissemi-
nacao, no qual os individuos sdo divididos em compartimentos de acordo com seu estado
em relacao a doenga. Esses estados podem ser: suscetivel (S) ou infectado (I). A doenga
se propaga na estrutura de rede segundo taxas de infeccao e cura preestabelecidas. A
evolugao do nimero de individuos infectados pode ser representada por meio de métodos
analiticos ou simulada numericamente. Neste trabalho utilizamos o algoritmo OGA [§]
para simular o modelo SIS em diferentes redes complexas.

Assim, fizemos o mapeamento das séries de prevaléncia epidémica em grafos de
visibilidade [12] e analisamos as redes geradas. Para isso utilizamos quantidade conhecidas
em analise de redes complexas, como a distribuicdo de grau, o coeficiente de agregacao,
a correlacdo de grau e o menor caminho médio em fun¢do do tamanho da rede [25,
11]. Utilizamos diferentes redes originais em que a propagacao da infec¢do ocorre: rede
quadrada, RRA com diferentes valores de grau e redes com distribui¢do em lei de poténcia

geradas pelo modelo UCM [28].
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Sabe-se que em um processo de disseminacao uma transi¢cao para o estado absor-
vente pode ocorrer ao variarmos o parametro de controle (taxa de infec¢ao A), no limite
termodinamico. Logo, para diferentes valores de A teremos fases epidémicas distintas.
Através de métodos quase estaciondrios [61, 24] é possivel gerar as séries de prevaléncia
epidémica para cada fase e assim analisar os GVs gerados por elas. Neste trabalho ob-
servamos evidéncias de que o GV consegue diferir os regimes epidémicos por meio das
quantidades acima mencionadas, com uma assinatura distinta para a fase critica.

Outra analise que fizemos foi utilizar os GV gerados apenas a partir da fase critica,
para redes originais diferentes em que ocorre o processo de disseminacao. Foi observado
que praticamente nao ha distincao na distribuicao de grau, padroes de correlacao de grau
e coeficiente de agregacao na comparacao entre redes homogéneas de graus diferentes. Ao
contrario do que ocorre na comparagao entre uma rede homogénea e outra heterogénea:
todas as quantidades calculadas captam as diferencas entre as redes originais. Para a
comparacao entre duas redes originais heterogéneas, ambas com distribuicao de grau em
lei de poténcia geradas pelo modelo UCM, apenas diferindo no expoente v, temos um
comportamento muito interessante. Essa diferenca altera uma caracteristica importante
do processo de disseminacao que sdo os mecanismos de ativacao [43]. Observamos que a
rede UCM com v = 2.25 tinha correlacdo de grau mais semelhante ao encontrado para
a RRA com m = 6 e 7 do que para uma rede UCM com v = 2.75. Uma possivel inter-
pretacao desse resultado esta na analise dos mecanismos de ativacao para as duas redes,
que sao diferentes. Para rede UCM com ~ = 2.25 a sustentagao da epidemia é dominada
pelo maximo k-core, uma estrutura que engloba uma parte dos nés da rede, inclusive os
hubs, fazendo com que a rede seja menos localizada e os surtos da epidemia acontecam
de forma mais coletiva, uma situagao semelhante a que ocorre em uma rede homogénea.
Ja para a rede UCM com v = 2.75 os hubs estdao mais distantes entre si e a infeccao
mutua entre eles ¢ muito menor, gerando regioes de atividade muito mais localizada na
rede [44, 45]. Assim, vemos que a correlacdo de grau do GV é uma quantidade sensivel a
diferenga entre redes originais, pelo menos para aquelas em que o mecanismo de ativagao
¢ diferente, ainda que ambas sejam redes livres de escala.

O estudo de processo de disseminagao sempre foi de grande interesse, por ocorrer
em diversos contextos, seja na propagagao de informagoes em redes sociais [4], no estudo
de virus que atacam computadores ou celulares [13, 14] ou na disseminacao de doengas
infeciosas [34, 63, 64]. Esse ultimo ponto ganhou destaque no ano de 2020 com a pandemia,
de COVID-19, uma doenca respiratéria infecciosa transmitida pelo virus SARS-CoV-2.
Sendo uma das piores pandemias que o mundo ja vivenciou, a COVID-19 matou mais
de um milhao de pessoas em um periodo de aproximadamente dez meses. Isso revela
a grande importancia de se buscar compreender os processos de disseminacao, a fim de
entender melhor o avango de uma epidemia [16] e elaborar estratégias de imunizagao da
populagao que sejam mais eficientes [19].

Hoje, sabe-se que a estrutura da rede influencia em um processo de disseminagao
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ocorrendo nela [38, 17]. Assim, conhecer caracteristicas das redes originais seria de grande
ajuda na compreensao da propagacao de uma epidemia. Essa tarefa porém pode ser muito
dificil ou até inviavel para redes reais, devido a quantidade de varidveis presentes nessas
situagoes. O que se tem muitas vezes sao séries temporais de dados, por exemplo o niimero
de individuos infectados, por isso a escolha de aplicacao deste trabalho. Através das séries
de prevaléncia epidémica buscamos caracteristicas da rede original em que o processo de
disseminagao ocorre utilizando a analise dos grafos de visibilidade gerados.

Para conclusoes mais definitivas do ponto de vista quantitativo, algumas anélises
complementares ainda sao necessarias. Como por exemplo, a simulacao de outros modelos
epidémicos para obtencao das séries e o uso de outras redes homogéneas e heterogéneas
para verificar se elas ainda diferem quanto a correlacao de grau do GV. Pretendemos
também pesquisar quantidades relacionadas as séries em si e confronta-las com alguns
resultados do GV. Entretanto, é correto afirmar que as evidéncias obtidas nesse trabalho
mostram que o GV pode ser um grande aliado na andlise de séries temporais, ajudando

a caracterizar os fenomenos descritos por elas.
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