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Resumo

LOPES, Ricardo Junior Campos. M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de
2016. Análise da termodinâmica e da fenomenologia de Gelos de Spin ar-
tificiais em geometrias exóticas. Orientador: Winder Alexander de Moura-Melo .
Coorientadores: Afrânio Rodrigues Pereira e Sílvio da Costa Ferreira Júnior.

Gelos de Spin atraíram muita atenção nos últimos anos devido surgimento de excitações

coletivas que se comportam como monopolos magnéticos nestes sistemas. Podemos se-

parar os gelos de spin em dois tipos: Naturais e Artificiais. Os gelos de spin naturais,

ou somente gelos de spin, são óxidos de terras-raras, com estrutura do tipo pirocloro,

cujos principais representantes são o Titanato de Disprósio (Dy2Ti2O7) e o Titanato de

Hólmio (Ho2Ti2O7). Uma das principais características destes sistemas é a presença de

uma frustração geométrica que força o sistema a apresentar as chamadas regras do gelo,

onde em cada vértice da rede apresentam dois spins saindo e dois entrando. Violações

desta regra do gelo nestes sistemas são entendidas como monopolos magnéticos. Os ge-

los de spin artificiais são estruturas criadas com o intuito de imitar o comportamento

de seus análogos naturais. Com este objetivo, monta-se litograficamente redes com na-

noilhas magnéticas capazes de mimetizar as interações em uma rede cristalina. Neste

trabalho, além de revisitar os resultados já conhecidos para a rede quadrada, estudare-

mos quatro novas geometrias para este sistema. Durante todo o trabalho utilizaremos

simulações computacionais para obtenção dos resultados, tanto da termodinâmica quanto

da fenomenologia do sistema. Os dois principais métodos utilizados ao longo da simulação

foram os métodos de Metropolis e Wang-Landau. Os resultados para a termodinâmica

incluem possíveis transições anômalas para novas geometrias, incluindo em alguns casos,

aparente invariância da energia do sistema com o tamanho do sistema. Com respeito a

fenomenologia, observaremos excitações com comportamento monopolar que são, entre-

tanto, fisicamente inaceitáveis. Imagens das linhas de campo magnético das excitações

foram geradas como auxilio aos estudos fenomenológicos.
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Abstract

LOPES, Ricardo Junior Campos. M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2016.
Thermodynamic and phenomenology analysis of artificial Spin Ices on exo-
tic geometries. Adviser: Winder Alexander de Moura-Melo . Co–Advisers: Afrânio
Rodrigues Pereira and Sílvio da Costa Ferreira Júnior.

Spin Ice systems has attracted much attention in the last years due to the appearance

of collective excitations that behave as magnetic monopoles. We can separate the spin

ices in two types: Natural and Artificial. The natural spin ices, or just spin ice, are

rare-earth oxides with a pyrochlore structure-type, whose the main representatives are

Dysprosium Titanate (Dy2Ti2O7) and Holmium Titanate (Ho2Ti2O7). A main feature oh

these systems is the presence of geometrical frustration that enforces the system to present

the so-called ice-rules, where each vertex of the system have two spins pointing inward and

two outward. Ice-rules violations are understood as magnetic monopoles. Artificial spin

ices are structures created in order to mimic the behavior of their natural analogues. For

this purpose we construct lithographically networks with magnetic nanoislands that mimic

the interactions of a crystal lattice. In this work, we revisit the well-known results for the

square lattice and we study four new geometries for this system. Throughout the work we

use computer simulations to obtaining the result from both the thermodynamics and the

phenomenology of the system. The two major methods used throughout the simulations

were Wang-Landau and Metropolis methods. The results for the thermodynamics include

possible anomalous phase transitions, including in some cases, energy invariance with

the system size. With respect to phenomenology, we have observed excitations with

monopolar behavior that are, however, physically unacceptable. Images of the magnetic

field lines of the excitations were generated as an aid to phenomenological studies.
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Capítulo 1

Introdução

O magnetismo sempre esteve muito presente no estudo da física de materiais. E a
razão é muito simples: o magnetismo possui uma ampla área de aplicação. Como exem-
plos, podemos citar a gravação magnética, que hoje é a principal forma de armazenamento
de informações através dos discos rígidos, existem também os cartões de crédito e debito,
que guardam as informações de sua conta bancária em uma fita magnética, podemos citar
também os transformadores de voltagem, que se tornaram essenciais para o funcionamento
de grande parte dos eletrodomésticos atuais além de serem empregados em carregadores
de diversas espécies, outro importante exemplo são as bússolas, que ajudaram a impulsio-
nar as grandes navegações dos séculos XV e XVI e são empregadas até hoje na orientação
marítima, dentre outros exemplos. Além das aplicações citadas anteriormente, podemos
observar diretamente na natureza a utilização do magnetismo, como por exemplo, na ori-
entação de algumas especies de aves migratórias através do campo magnético terrestre,
tal qual uma bússola.

Mesmo sendo aplicado e estudado a centenas de anos, ainda existem problemas em
aberto no magnetismo, tal qual a supercondutividade em altas temperaturas. A super-
condutividade foi observada inicialmente por Onnes [1] onde uma amostra de mercúrio
sólido perdia repentinamente a sua resistência a temperaturas muito baixas (TC = 4.2K)
se tornando portanto, um condutor perfeito. Apenas 46 anos mais tarde, Bardeen, Cooper
e Schrieffer [2] foram capazes de explicar o fenômeno da supercondutividade a baixas tem-
peraturas (T < 30K) através da criação dos pares de Cooper entre os elétrons do material,
contudo, esta teoria é incapaz de descrever os supercondutores a altas temperaturas.

Outro problema interessante relacionado ao magnetismo vem dos sistemas chama-
dos Gelos de spin (ou spin ice). Estes sistemas, que podem ser encontrados na natureza ou
serem produzidos em laboratório com relativa facilidade através de técnicas litográficas,
e chamaram a atenção de parte da comunidade científica no últimos anos por possuirem
a interessante propriedade de exibirem excitações coletivas que se comportam como mo-
nopolos magnéticos. Entretanto, como sabemos do eletromagnetismo usual, na natureza
não existem monopolos magnéticos livres, informação esta inteiramente contida na “Lei
de Gauss do Magnetismo” (∇⃗ · B⃗ ≡ 0). A possível existência de tais monopolos e suas
implicações foram exaustivamente estudadas entre os anos de 1930 e 1980, sendo talvez,
os três principais trabalhos nessa área, dos físicos P. A. M. Dirac [3], Y. Nambu [4] e G.’t
Hooft [5] & A. M. Polyakov [6]. No primeiro caso, Dirac propôs a existência de cargas
magnéticas e exigiu que todo formalismo até então conhecido para o eletromagnetismo de
Maxwell se mantivesse, e como consequência, ele obteve uma solução singular no potencial
vetor que descreve os campos magnéticos, levando a monopolos que são conectados por
uma string neste potencial. Entretanto, a grande beleza desta teoria encontra-se quando
Dirac estudou a possível existência de estados ligados entre uma carga elétrica e uma

1



1 Introdução

carga magnética, onde o mesmo observou que a existência de monopolos magnéticos seria
capaz de explicar a quantização da carga elétrica, como observamos na natureza.

No segundo caso, Nambu estudou a interpretação de Nielsen-Olesen para strings
duais como sendo linhas de fluxo de Abrikosov e estendeu esta interpretação para o caso
onde as strings eram abertas (ou seja, possuíam início e fim) simplesmente modificando a
teoria de Dirac para monopolos magnéticos. Como resultado, ele observou que esta nova
teoria poderia descrever quarks com carga magnética, sendo que estes quarks magneti-
camente carregados seriam conectados aos pares por uma string1 energética e orientada,
dando a esta string quase o mesmo caráter da polarização em um magneto. Outro resul-
tado interessante nesta teoria, seria o fato das cargas magnéticas presentes nas extremi-
dades da string interagirem através de um campo vetorial massivo, podendo então esta
interação ser descrita por um potencial do tipo Yukawa. Além disso, a energia da string
depende diretamente de seu comprimento, portanto, para monopolos suficientemente se-
parados (ou seja, para strings suficientemente longas), o termo energético da string passa
a ser dominante, e necessitaríamos fornecer uma quantidade infinita de energia para sepa-
rar tais monopolos. Este resultado ajuda a corroborar a não observação de quarks livres
na natureza, e como os quarks magneticamente carregados seriam conectados aos pares
com cargas opostas, consegue-se explicar a não observação de cargas magnéticas isoladas.
Futuramente, discutirei as semelhanças entre as excitações que surgirão nos gelos de spin
com estes monopolos magnéticos do tipo Nambu.

Para finalizar, tratarei o terceiro e ultimo caso brevemente, uma vez que esta
solução tem uma competência quase que inteiramente dentro de teorias de gauge e do
modelo padrão. Nesta solução, conseguida por ’t Hooft e Polyakov independentemente,
o monopolo nada mais é do que um sóliton topológico que surge quando ocorre uma
quebra espontânea de simetria em uma teoria de Yang-Mills acoplada a um campo de
Higgs. Diferente dos monopolos obtidos por Dirac, esta solução não possui nenhuma
singularidade, exceto para alguns casos especiais onde o monopolo de ’t Hooft-Polyakov
se torna o monopolo de Dirac.

Mas depois de ter discutido estas três ultimas teorias, podemos fazer a pergunta:
Existe algum mecanismo ou maneira de observamos tais comportamentos sem a necessi-
dade de experimentos sofisticados? Os dois últimos casos envolvem a física das partículas
elementares, tornando difícil a sua verificação experimental direta, uma vez que necessi-
taríamos de aceleradores de partículas e detectores extremamente precisos. É aqui que
entra a física da matéria condensada.

Como o próprio nome já diz, a física da matéria condensada estuda e tenta des-
crever, através das leis físicas fundamentais, o comportamento da matéria em seu estado
condensado, ou seja, quando o número de constituintes e entes fundamentais do sistema
torna-se muito grande. Os exemplos mais claros de estados condensados da matéria são
os sólidos e os líquidos em geral. Este exemplo evidencia que os estados condensados
podem apresentar diferentes fases, mesmo sem alterar as suas interações e seus consti-
tuintes. Um clássico exemplo trata da transição de fase entre os estados líquido e sólido
da água. Note que em nenhum momento desta transição mudou-se as interações entre
as moléculas de água, que são puramente de caráter elétrico. Em resumo, podemos dizer
que a física da matéria condensada é a física que descreve os fenômenos coletivos de um
sistema, composto de um grande número de constituintes, a partir de leis fundamentais.
Entretanto, em algum casos, o comportamento do sistema em nada se assemelha ao de
seus entes fundamentais, e muitas vezes, este comportamento é descrito por leis em que
nada se assemelham a de seus constituintes fundamentais.

1Esta conexão aos pares se da sempre entre cargas de sinais opostos, ou seja, existe um monopolo
“norte” em uma extremidade da string e um monopolo “sul” na outra extremidade

2



1 Emergência.

A existência destes sistemas exóticos e anômalos, de certo atraem a atenção de
pesquisadores em geral. Inclusive, com o grande avanço tecnológico, principalmente das
nanociências e da nanotecnologia, a construção em laboratório destes sistemas exóticos
torna-se cada vez mais simples e presente. Famosos exemplos destes sistemas incluem o
grafeno, os isolantes topológicos e os próprios gelos de spin, aqui já citados. Porém, para
o entendimento destes novos sistemas faz-se necessária a compreensão de alguns conceitos
de extrema importância que são:

• Emergência;

• Fracionalização;

• Frustração.

1.1 Conceitos básicos.

1.1.1 Emergência.

De uma maneira geral, podemos definir o conceito de emergência da seguinte forma:

Seja um sistema, constituído por um grande número de elementos e descrito por um
número finito de termos em sua Hamiltoniana. Se alguma previsão realizada por este

sistema não puder ser descrita por nenhum termo de sua hamiltoniana inicial,
considera-se esta previsão como um fenômeno EMERGENTE.

Olhando para a definição acima, fica claro que o fenômeno de emergência tem
relação direta com a física da matéria condensada. Em resumo, como existe um número
muito grande de constituintes2 interagindo, estas interações podem tornar-se competitivas
em determinados regimes e levar ao surgimento de tais comportamentos exóticos. Note
a necessidade destas interações serem competitivas, uma vez que para sistemas onde
seus constituintes são completamente desacoplados, conhecemos todo seu comportamento
através da função de partição para uma única partícula isolada.

Para deixar mais claro este conceito de emergência resolverei rapidamente um
exemplo3. Adiante nesta dissertação trarei resultados, com explicações mais detalhadas,
onde torna-se-á evidente a emergência no sistema.

Exemplo:
Imagine uma cadeia unidimensional constituída de pequenos osciladores igualmente

espaçados a uma distância a entre si. Estes pequenos osciladores podem ser, por exemplo,
átomos confinados a esta cadeia. Desejamos estudar o deslocamento a partir da posição
de equilíbrio de cada partícula ou aglomerado de partículas. Para tanto, seja u(x) o
deslocamento sofrido por uma partícula ou aglomerado presente em uma posição x do sis-
tema. Existem duas possíveis abordagens para a solução deste problema, a primeira seria
uma solução direta uma vez que conhecemos o potencial de interação entre os osciladores,
partiríamos da equação de Schrödinger, quantizaríamos os osciladores e obteríamos seu
modos normais de vibração e consequentemente o deslocamento das partículas do sistema.

2Tais constituintes podem ser elétrons, átomos, moléculas, pequenos aglomerados moleculares, etc.
Para cada sistema existirá um constituinte (ou ente) fundamental cujas interações se darão através de
leis especificas, como por exemplo, elétrons ou átomos carregados interagindo de forma coulombiana ou
moléculas com momento de dipolo intrínseco levando a interações do tipo dipolo-dipolo.

3Este exemplo também é discutido na referência [7]

3



1 Emergência.

A segunda e possível abordagem baseia-se na exploração de propriedades e simetrias do
sistema, tendo um caráter mais fenomenológico. Por simplicidade, adotarei esta segunda
abordagem.

De início, vamos explorar algumas simetrias intrínsecas deste problema com o
objetivo de montar a sua hamiltoniana. Discutirei um conjunto de 3 simetrias básicas,
sendo elas a Localidade, a Estabilidade e a Invariância sob translações.

A simetria de Localidade torna-se evidente do fato de podermos assumir que a
interação entre os osciladores se dê apenas entre seus primeiros vizinhos. Isto impede
a existência de derivadas de ordem superior no hamiltoniano do sistema. A afirmação
anterior parece um pouco esquisita a primeira vista, mas tenhamos em mente a definição
de derivadas em um processo de diferenciação finita. As quatro primeiras derivadas de
qualquer função f(x), via diferenças finitas com erro de mesma ordem, ficam da forma:

df

dx
(x) =

f(x + h) − f(x − h)

2h
+ O(h2)

d2f

dx2
(x) =

f(x + h) − 2f(x) + f(x − h)

h2
+ O(h2)

d3f

dx3
(x) =

f(x + 2h) − 2f(x + h) + 2f(x − h) − f(x − 2h)

2h3
+ O(h2)

d4f

dx4
(x) =

f(x + 2h) − 4f(x + h) + 6f(x) − 4f(x − h) + f(x − 2h)

h4
+ O(h2)

Observe que, a medida que aumentamos a ordem da derivada, precisamos de pontos
cada vez mais distantes do ponto central x para calcula-las. Para ser mais preciso, a cada
2 ordens em que aumentamos na derivada, precisamos acrescentar um 1 espaçamento h
do ponto central x. Logo, para derivadas de ordem 5 e 6, precisaríamos visitar os pontos
x ± 3h, para derivadas de ordem 7 e 8, necessitamos visitar os pontos x ± 4h, e assim
por diante.4 Desta maneira fica claro que, para interações somente entre os primeiros
vizinhos, basta conhecermos as derivadas de ordem mais baixa nos campos em estudo,
que neste problema, trata-se do deslocamento u(x).

A simetria de Estabilidade advém do fato de calcularmos os deslocamentos u(x) em
torno da posição de equilíbrio (estável) do sistema. Logo, se existe uma ou mais posições
de equilíbrio para u(x), próximo a estas soluções, o Hamiltoniano não deve possuir termos
com potencias ímpares de u(x) e de suas derivadas. Isto exclui termos do tipo u(x),

[u(x)]3, . . .,
du

dx
(x),

[

du

dx
(x)

]3

, . . .. Além disso, esta simetria exige que o coeficiente que

acompanha o termo de maior potência par do hamiltoniano seja positivo. Isto garante
que em torno do ponto x, a concavidade do hamiltoniano seja positiva, tornando este um
ponto de equilíbrio estável. Outra maneira de enxergar esta condição de estabilidade seria
olhando diretamente para a função de partição do sistema; Z =

∑

exp(−βH). Se o termo
de maior potencia no Hamiltoniano H for negativo, a função de partição divergiria, e não
existiriam grandezas físicas bem definidas no problema.

Por fim, a simetria de invariância translacional talvez seja a mais fácil de compre-
endermos, uma vez que é natural imaginarmos que a energia desta cadeia de osciladores
independa de qualquer translação espacial realizada sobre a mesma. Esta simetria impede
que o hamiltoniano dependa do próprio campo de deslocamentos e de potencias do mesmo.
A razão é simples, sob translações espaciais o campo de deslocamentos se transforma da
seguinte forma: u(x) → u(x) + δ. Logo, se o hamiltoniano depender de qualquer potência

4Como regra geral, para derivadas de ordem (2n − 1) e (2n), com n = 1, 2, 3, . . ., precisamos conhecer
a função até os pontos x ± nh para calcularmos a sua derivada com erro da ordem de h2
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1 Emergência.

de u(x), a energia do sistema deixaria de ser independente de qualquer translação global
realizada e a energia dependeria diretamente do parâmetro de translação δ.

Juntando todas as informações discutidas até agora e supondo pequenos desloca-
mentos u(x), ficamos com o seguinte hamiltoniano para descrição deste sistema:

H = ρ
∫

[(

∂u

∂t

)2

+ v2

(

∂u

∂x

)2]

dx

onde ρ e v2 são os parâmetros fenomenológicos do modelo. Como supomos pequenos

deslocamentos em u(x), derivadas de ordem maior que 2,
d2u

dx2
(x),

d3u

dx3
(x), etc, tornam-se

negligenciáveis. Um fato interessante a ser notado é que o hamiltoniano anterior também
é utilizado na descrição de uma corda elástica, o que deixa nossa análise razoável, pois
estamos tratando de uma cadeia unidimensional de osciladores e no limite do número
de osciladores muito grande e do espaçamento de rede a → 0, podemos considerar esta
cadeia de osciladores com uma corda ou fio elástico.

Figura 1.1: Cadeia de osciladores espaçados por uma distância a e gráfico exemplificando
uma possível solução do deslocamento u(x) dos osciladores em relação a sua posição de
equilíbrio x. Figura removida de ref. [7]

Contudo, note que a solução para u(x) exemplificada na figura anterior possui um
comportamento oscilatório com comprimentos de onda maiores do que a, o espaçamento
de rede do sistema. Como restringimos as interações somente entre primeiros vizinhos, tal
comportamento oscilatório não era esperado. Além disso, não é difícil notarmos, através
de uma simples transformada de Fourier no hamiltoniano anterior, que existe uma relação
de dispersão do tipo ω = vκ (que admite comprimentos de onda maiores do que a para
determinados valores de ρ e K, onde K é a constante elástica associada aos osciladores).

Estas soluções não previstas (e não contidas) no hamiltoniano inicial, são conside-
radas soluções EMERGENTES. Particularmente a este modelo, estas soluções oscilatórias
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1 Frustração.

emergentes são chamadas de Fônons [7–11]. Os Fônons são peça fundamental na com-
preensão de propriedades como o calor especifico de sólidos, no entendimento da formação
de pares de Cooper em supercondutores do tipo I a baixas temperaturas, dentre outros.

Para finalizar esta discussão sobre emergência, outros exemplos de fenômenos emer-
gentes são os Magnons [9–11] que podem ser considerados como ondas de spin que surgem
em redes cristalinas compostas por elétrons. Outras excitações emergentes que podem sur-
gir em sistemas de spin e que se comportam como quasi-partículas, são os vórtices [12,13]
e os Skyrmions [14]. Estes últimos dois exemplos possuem a particularidade de serem
excitações fora do estado fundamental ordenado usual (onde todos os spins encontram-se
paralelos na rede), sendo excitações de caráter topológico.

1.1.2 Fracionalização.

Em geral, acompanhado do fenômeno de emergência, podemos observar também o
fenômeno chamado fracionalização. A ideia é relativamente simples e podemos traduzi-
la da seguinte forma:

Sempre que em um sistema, composto por um elevado número de constituintes
(elétrons, átomos, moléculas, ...), surgirem quasi-partículas que carreguem somente uma

parcela das propriedades de seus constituintes fundamentais, denominamos que nesta
emergência ocorreu a fracionalização.

Para deixar mais claro esse fenômeno, vejamos os seguintes exemplos. Primei-
ramente, em uma dimensão, imagine um fio composto por elétrons “comprimidos” e a
temperaturas muito baixas, próximas de zero absoluto. Sob tais condições controladas,
os elétrons podem separar-se em duas quasi-partículas [15, 16], o Spinon, que carrega
somente o spin do elétron e o holon, que carrega somente a carga do elétron. Dizemos
então, que o elétron sofreu uma fracionalização em duas quasi-partículas que carregam
separadamente uma parcela de suas propriedades fundamentais(o spin e a carga).

Em duas dimensões, o exemplo de fracionalização se dá do efeito Hall Quântico
Fracionário [17–20]. Aqui, surgem quasi-partículas que possuem somente uma fracão da
carga eletrônica fundamental.

Por fim, em três dimensões temos os gelos de spin, que em resumo são redes
compostas por spins (ou dipolos magnéticos) em diversas geometrias. Nestes sistemas,
observamos o surgimento de excitações que se comportam como monopolos magnéticos,
ou seja, uma fracão do spin ou momento de dipolo magnético que constitui o sistema.

1.1.3 Frustração.

Novamente começaremos com uma definição:

A frustração surge em um sistema quando o mesmo é incapaz de satisfazer e minimizar
todas as suas interações simultaneamente. Quando esta incapacidade é gerada devido a

fatores geométricos do sistema, além da própria competição entre as interações,
denominamos frustração de origem geométrica, ou somente, frustração geométrica.

Talvez o melhor exemplo de sistemas frustrados somente devido a suas interações,
independendo da geometria, seja o problema de caminhantes aleatórios auto-excludentes
com interação atrativa entre primeiros vizinhos não-consecutivos, sendo este um problema
central da mecânica estatística de equilíbrio. Outro cenário comum e fascinante para a
frustração somente devido as interações ocorre nos Vidros de spin [21–23] (Spin Glasses),
que podem ser resumidos a sistemas com spins do tipo Ising sujeitos a interações entre
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1 Frustração.

seus primeiros vizinhos onde as constantes de acoplamento são distribuídas de maneira
aleatória para o sistema5.

Nesta dissertação, voltaremos nosso foco para a frustração geométrica. Abaixo,
segue uma figura exemplificando este fenômeno.

Figura 1.2: Redes quadrada e triangular de spins do tipo Ising, sujeitos a interações
antiferromagnéticas entre primeiros os vizinhos. Note que existe uma indeterminação no
spin em verde para rede triangular.

Na figura anterior, observamos 2 tipos de redes, quadrada e triangular. Em seus
vértices, alocamos spins do tipo Ising, ou seja, podem assumir somente os estados Si = ±1.
As interações entre os spins (representadas pelas linhas tracejadas) ocorrem somente entre
os seus primeiros vizinhos e é do tipo antiferromagnética. Note que, para a rede quadrada,
conseguimos satisfazer e minimizar todas as interações do sistema, sem nenhuma inde-
terminação. Já para a rede triangular, existe uma indeterminação no spin em verde. Se
exigirmos que este spin satisfaça a interação com seu vizinho da esquerda ele não satisfará
a interação com seu vizinho superior e, se desejarmos que este satisfaça a interação com
seu vizinho superior ele não satisfará a interação com o vizinho a sua esquerda. Sendo
assim, a geometria da rede impediu que todas as interações fossem satisfeitas e minimiza-
das, logo, dizemos que esta rede triangular com spins do tipo Ising e sujeita a interações
antiferromagnéticas entre seus primeiros é geometricamente frustrada.

Se modificarmos as interações, diferentes geometrias levarão a estados frustrados.
No caso do exemplo anterior, se exigirmos que apenas uma das interações na rede qua-
drada fosse do tipo ferromagnética obteríamos agora que a rede quadrada seria geome-
tricamente frustrada. Já no caso da rede triangular, se apenas uma das interações fosse
ferromagnética, esta deixaria de ser geometricamente frustrada.

Entretanto, uma coisa em comum nos exemplos anteriores e que acompanha sis-
temas onde a frustração faz-se presente é a degenerescência. Em todos os exemplos
anteriormente aqui discutidos, o estado fundamental do sistema é degenerado. Na Figura
1.2, a rede quadrada possui uma dupla degenerescência em seu estado fundamental (po-
demos inverter todos os spins que as interações continuarão sendo satisfeitas) e, para a
rede triangular, existem 6 distintas configurações para o estado fundamental do sistema
(podemos obtê-los permutando o spin indeterminado pela rede).

Para encerrar esta discussão, a frustração pode trazer severas consequência para os
sistemas em estudo. A primeira e já discutida anteriormente trata-se do estado fundamen-

5Um detalhe importante é que esta distribuição aleatória deve possuir media nula, ou seja, se Jij for
a constante de acoplamentos entre os spins i e j, sua média deve ser nula, ⟨Jij⟩ = 0
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1 Interação Dipolar

tal altamente degenerado [23–27], que leva a consequências como a violação da terceira
lei da termodinâmica devido a uma entropia residual configuracional não-nula em T = 0.
Outra grande consequência é o possível surgimento de transições e/ou pseudo-transições
de fase não usuais para o sistema [28,29] e dinâmica muita lenta [30].

1.2 Interação Dipolar

Todo o trabalho desta dissertação foi desenvolvido utilizando a interação dipolar.
Mais a frente, discutirei a importância deste tipo de interação no estudo de gelos de spin.
A interação dipolar ocorre devido a interação entre os dipolos magnéticos que compõem
o sistema e é de origem puramente magnética. Seja −→µj o vetor de um momento de dipolo
magnético presente na posição −→rj . O campo magnético gerado por este dipolo em uma
dada posição −→ri do sistema é de fácil obtenção [31–33] e dado por é dada por:

−→
B (−→ri ) =

µ0

4π

1

r
3
ij

[

3
(−→µj · r̂ij

)

r̂ij − −→µj

]

(1.1)

Onde µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo, que no SI de unidade é igual a
4π×10−7NA−2 enquanto, r⃗ij = −→ri −−→rj é o vetor posição que conecta o dipolo localizado na
posição −→rj com o ponto localizado na posição −→ri . Agora, se trocarmos o dipolo −→µj por um
conjunto de dipolos {−→µj} localizados respectivamente nas posições {r⃗j} para j = 1, 2, 3, ...,
ficaremos com: −→

B (−→ri ) =
µ0

4π

∑

j=1

1

r
3
ij

[

3
(−→µj · r̂ij

)

r̂ij − −→µj

]

(1.2)

Esta é a expressão para o campo magnético em um posição −→ri do espaço de uma
distribuição arbitrária de dipolos magnéticos. Entretanto, também estamos interessados
na energia gerada por essa distribuição de spins no espaço. Sabemos que a energia de
um dipolo na presença de um campo magnético é dada por: E = −−→µ · −→

B . Sendo assim,
coloquemos um dipolo −→µi na posição −→ri e utilizando o campo calculado na Equação 1.2,
podemos obter a energia referente da presença deste dipolo no campo gerado pelos demais
como sendo:

E
(i)
dip =

µ0

4π
−→µi ·

∑

j=1

1

r
3
ij

[

−→µj − 3
(−→µj · r̂ij

)

r̂ij

]

(1.3)

Se quisermos a energia de toda a distribuição basta somarmos sobre todos os spins
i do sistema e dividir por dois, ou simplesmente restringir a soma em j para todos os
valores j > i. Logo, a expressão final para a energia de uma distribuição de dipolos
magnéticos será dada por:

Edip =
∑

i

E
(i)
dip =

µ0

4π

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[

−→µi · −→µj − 3
(−→µi · r̂ij

)(−→µj · r̂ij

)

]

(1.4)

Como trabalharemos apenas com spins (dipolos) do tipo Ising, que assumem so-
mente os estados up e down, podemos simplificar esta equação fazendo −→µi = µ

−→
Si onde,−→

Si = ±1(Ŝi). Além disso, com o objetivo de deixar a expressão dentro do somatório
adimensional, irei fatorar r⃗ij pelo espaçamento típico entre os spins6 que chamarei de a.

6Para redes regulares, o espaçamento típico entre os spins é simplesmente o espaçamento de rede dos
spins. Para sistemas fora da rede, geralmente defini-se o espaçamento típico como sendo o espaçamento
médio entre os spins
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1 Considerações sobre a interação dipolar

Sendo assim, a expressão final para energia de interação de uma distribuição de spins
ficará:

Edip =
µ0µ

2

4πa3

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[−→
Si · −→

Sj − 3
(−→
Si · r̂ij

)(−→
Sj · r̂ij

)

]

(1.5)

1.2.1 Considerações sobre a interação dipolar

Aqui mostrarei qual a importância da interação dipolar no estudo de gelos de spin
e porque, até o presente momento, não tratamos a respeito da interação de troca entre os
spins (ou dipolos) do sistema.

De uma maneira geral, em grande parte dos sistemas magnéticos faz-se presente a
interação de troca, que é descrita pelo hamiltoniano de Heisenberg dado por:

H = −
∑

⟨i,j⟩

Jij
−→
Si · −→

Sj (1.6)

onde Jij é a constante de acoplamento (ou constante de troca) entre os spins localizados
nas posições i e j, enquanto ⟨i, j⟩ denota que a soma é somente entre os primeiros vizinhos.

Entretanto, a origem deste hamiltoniano deve-se a sobreposição de funções de onda
para partículas idênticas (ou indistinguíveis), levando a uma “repulsão” para férmions,
que possui uma relação direta com o principio de exclusão de Pauli, e a uma tendência de
aglomeração para bósons (para informações mais detalhadas deste problema, recomendo
aos leitores as seguintes referências: [34–37]). Logo, como estamos tratando da sobreposi-
ção de funções de onda, é natural imaginar que esta interação seja de curtíssimo alcance,
não ultrapassando alguns poucos Angströns de distância. Logo, se assumirmos que as
distâncias típicas entre os spins seja de apenas alguns Angströns, o hamiltoniano total do
sistema seria:

H = −
∑

⟨i,j⟩

Jij
−→
Si · −→

Sj +
µ0µ

2

4πa3

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[−→
Si · −→

Sj − 3
(−→
Si · r̂ij

)(−→
Sj · r̂ij

)

]

(1.7)

onde o primeiro termo refere-se a interação de troca entre os spins e o segundo a interação
dipolar entre os mesmos.

Agora, um cálculo interessante a ser feito é a estimativa da energia e/ou tempera-
turas associadas a estas duas interações (de troca e dipolar). A constante de troca pode
variar de material para material, valores típicos para materiais ferromagnéticos como
Ferro (Fe) e Níquel (Ni) nos fornecem energias para interação de troca da ordem de
∼ 3, 0 × 10−21J (ver ref. [8,38]). Isto nos fornece temperaturas da ordem T ∼ 2, 0 × 102K
(a temperatura foi estimada da relação E = kBT , onde kB é a constante de Boltzmann).
Já para o caso dipolar, nestes materiais ferromagnéticos o espaçamento típico entre os
spins é da ordem de a ≃ 2 × 10Å enquanto os momentos de dipolo magnético µ são da
ordem de 1 magneton de Bohr µB

7. Isto nos leva a uma energia e temperatura da ordem
de:

Edip aprox. ≃ µ0µ
2
B

4πa3
= 1.07 × 10−24 J

Tdip aprox. ≃ 7.8 × 10−2 K

7µB = 5.788 × 10−11MeV T −1

kB = 1.380 × 10−23J K−1

Valores retirados do Particle Physics Booklet, particle data group, extraido da Review of Particle Physics,
IOP Publishing. Disponivel pela PDG em LBNL e CERN
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1 Gelos de Spin Naturais

que é 3 ordens de grandeza menor do que os valores encontrados para Fe e Ni. Sendo
assim, para este tipo de materiais, a interação de troca é muito mais relevante para o
comportamento do sistema, podendo a interação dipolar ser desprezada nestes estudos.

Entretanto, para os gelos de spin, isto já não ocorre mais. Apesar dos momentos
de dipolo típicos para os gelos de spin naturais serem da ordem de 10µB e a separação
entre spins ser da ordem de alguns poucos Angströns (de ∼ 3 a 4Å), a constante de troca
é menor (mais fraca) devido aos elementos que os compõem serem terras-raras (como o
Hólmio e o Disprósio). As temperaturas típicas para a interação de troca, agora circulam
em torno de ∼ 1K e as temperaturas para a interação dipolar também encontram-se da
ordem de ∼ 1K. Desta forma, a interação dipolar começa a se tornar relevante nos gelos
de spin naturais e ambas as interações (de troca e dipolar) devem ser levadas em conta
no estudo destes sistemas.

Em nosso caso, que estudaremos gelos de spin artificiais, os comprimentos serão
da ordem de algumas dezenas a centenas de nanômetros, fazendo com que a interação de
troca entre os dipolos possa ser completamente desprezada, sobrando somente a intera-
ção dipolar, e além disso, trataremos momentos de dipolo magnético algumas ordens de
grandeza maiores.

1.3 Gelos de Spin

1.3.1 Gelos de Spin Naturais

Gelos de spin naturais são estruturas cristalinas, apresentando uma rede do tipo
pirocloro, e sua composição são óxidos isolantes de terras-raras da forma T2A2O7, onde
o íon T +3 é um elemento magnético terra-rara e o íon A+4 é não-magnético. No caso
dos gelos de spin, os íons não-magnéticos mais comuns são o Titânio (Ti+4) e o Estanho
(Sn+4). Já os íons magnéticos terra-rara mais comuns nestes sistemas são o Hólmio
(Ho+3) e o Disprósio (Dy+3). Os compostos mais comuns e estudados na literatura são
o Titanato de Hólmio (Ho2Ti2O7) [39–41], o Estanato do Hólmio (Ho2Sn2O7) [41, 42] e
o Titanato de Disprósio (Dy2Ti2O7) [43]. Um comentário importante a ser feito é que
existem outros candidatos a gelos de spin, tais como o Titanato de Térbio (Tb2Ti2O7) e o
Estanato de Térbio (Tb2Sn2O7), contudo, além dos momentos magnéticos não serem mais
do tipo Ising nestes dois últimos casos, necessitamos de correções quânticas para descrever
estes 2 compostos [44]. No início da próxima página, segue uma figura exemplificando a
estrutura piroclórica da rede dos gelos de spin naturais.

Como havíamos dito pouco tempo atrás, as interações dipolares nos gelos de spin
naturais se tornam mais evidentes enquanto as interações de troca tornam-se mais fracas.
Mas por que isso realmente ocorre? A explicação esta na própria composição dos gelos
de spin. Os únicos elementos magnéticos nos gelos de spin são os terra-rara Disprósio
(Dy, no atômico 66) e Hólmio (Ho, no atômico 67)8. Como estamos estudando os íons
Dy+3 e Ho+3, a camada 6s2 ficará vazia, e a parte final da distribuição eletrônica será
5s2 ⊕ 4d10 ⊕ 5p6 ⊕ 4f 9 para o Dy+3 e 5s2 ⊕ 4d10 ⊕ 5p6 ⊕ 4f 10 para o Ho+3. Como a
interação de troca esta relacionada com a sobreposição das funções de onda dos elétrons,
a camada que mais contribuirá para esta interação será a camada 4f . Porém, esta camada
encontra-se blindada pelas camadas 5s e 5p, fazendo com que a interação de troca torne-se
cada vez mais fraca.

8Distribuição eletrônica completa de camadas para estes 2 elementos:
Dy : 1s2 ⊕ 2s2 ⊕ 2p6 ⊕ 3s2 ⊕ 3p6 ⊕ 4s2 ⊕ 3d10 ⊕ +4p6 ⊕ 5s2 ⊕ 4d10 ⊕ 5p6 ⊕ 6s2 ⊕ 4f10

Ho : 1s2 ⊕ 2s2 ⊕ 2p6 ⊕ 3s2 ⊕ 3p6 ⊕ 4s2 ⊕ 3d10 ⊕ +4p6 ⊕ 5s2 ⊕ 4d10 ⊕ 5p6 ⊕ 6s2 ⊕ 4f11
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1 Gelos de Spin Naturais

Figura 1.3: Imagem exemplificando a estrutura pirocloro de uma rede de gelos de spin
naturais. Esta rede nada mais é do que a composicao de tetraedros conectados por seus
vértices. Figura retirada de Ref. [45]

Já com relação a interação dipolar, os momentos magnéticos presentes na estrutura
dos gelos de spin são da ordem de 10µB e o espaçamento de rede continua sendo da ordem
de alguns poucos Angströns (de 3 a 4Å), o que torna a interação dipolar mais evidente,
e comparável a interação de troca nos gelos de spin naturais. Desta maneira, para uma
descrição correta destes sistemas, faz-se necessário os termos de Heisenberg e de interação
dipolar no hamiltoniano deste sistema, como na eq. 1.7, transcrita abaixo:

H = −
∑

⟨i,j⟩

Jij
−→
Si · −→

Sj +
µ0µ

2

4πa3

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[−→
Si · −→

Sj − 3
(−→
Si · r̂ij

)(−→
Sj · r̂ij

)

]

Algo até então não abordado é o motivo destes sistemas se chamarem “gelos” de
spin. A razão para isso tem ligação direta com o gelo do água e será explicada a seguir.
Entre os anos de 1933 a 1936, destacam-se 4 celebres trabalhos. Primeiramente, em 1933,
ao realizarem medidas de difração de raio-X para o gelo da água a baixas temperaturas
J. D. Bernal e R. H. Fowler [46], devido a limitações experimentais, seus resultados eram
capazes de determinar somente a posição dos átomos de oxigênio na rede. Entretanto,
observando que os átomos de oxigênio ficavam no centro dos tetraedros de uma rede
pirocloro, como a da figura acima, os autores suporam que os átomos de hidrogênio
localizavam-se na linha que conecta dois oxigênios consecutivos. Desta maneira, como
cada átomo de oxigênio, localizado no centro de cada tetraedro, possui 4 outros átomos de
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oxigênio vizinhos, isto levou a criação pelos autores da regra two-in two-out, também
conhecida como regra do gelo, para explicar a posição dos átomos de hidrogênio no
sistema. Isto deu-se pois sabia-se que a separação entre os átomos de oxigênio na rede era
de aproximadamente 2.7Å e que a separação para a ligação O−H era de aproximadamente
0.9Å. Desta forma, os dois hidrogênios que fazem ligação com o oxigênio localizado no
centro de um tetraedro devem ficar mais próximos que os outros dois hidrogênios, que
naturalmente fazem ligação outros dois oxigênios vizinhos. Para ficar mais claro, segue a
figura abaixo:

Figura 1.4: Figura exemplificando a estrutura do gelo da água, onde os círculos brancos
são os átomos de oxigênio, os círculos negros menores os átomos de hidrogênio, a linha
contínua representa a ligação direta entre os átomos de oxigênio e hidrogênio e a linha
tracejada representa um interação covalente entre os átomos de oxigênio e os hidrogênios
mais distantes. Nesta imagem fica claro que os átomos de hidrogênio diretamente ligados
aos átomos de oxigênio permanecem mais próximos deste em comparação aos átomos
de hidrogênio que estão ligados aos outros oxigênios vizinhos. Imagem removida das
Ref. [47,48].

Além disso, ainda em 1933, outro trabalho realizado por W. F. Giauque e M.
F. Ashley [49] apontou para a existência de uma possível entropia residual no gelo da
água quando a temperatura T → 0. Estes dois trabalhos precedentes deram o caminho
para Linus Pauling [50], em 1935, montar uma teoria que fosse capaz de descrever o
comportamento molecular do gelo da água, assim como de outros cristais, e explicar a
possível entropia residual a T = 0K e também de calcula-la. Sabendo que para cada
“ligação” do tipo O − O entre os centros da rede tetraédrica, deveria existir um átomo de
hidrogênio, que pode assumir duas possíveis posições, L. Pauling calculou o número total
de configurações para este sistema, com a restrição de que sempre deveriam existir dois
átomos de hidrogênio mais próximos e dois átomos de hidrogênio mais distantes de cada
átomo de oxigênio. Um resumo deste cálculo segue a seguir:

• Imagine que existam N átomos de oxigênio no sistema. Desta forma, devem existir
2N átomos de hidrogênio.

• Como cada átomo de hidrogênio pode assumir 2 possíveis posições entre a linha que
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conecta dois oxigênios consecutivos (ou os centros dos tetraedros), existem um total
de: 22N possíveis configurações de distribuirmos os átomos de hidrogênio ao longo
da rede.

• Para cada oxigênio presente na rede, existem quatro hidrogênios ao seu redor. Isto
nos fornece um total de 16 configurações possíveis para distribuirmos estes 4 hi-
drogênios. Entretanto, como já dissemos anteriormente, as configurações favoráveis
para o sistema devem possuir 2 átomos de hidrogênio próximos e 2 átomos de hi-
drogênio distantes. Isto nos restringe para somente 6 das 16 configurações possíveis.
Desta forma, uma estimativa para o número total de configurações do sistema é:

ΩC = 22N

(

6

16

)N

=

(

3

2

)N

• Desta maneira, a entropia configuracional para o gelo da água a baixas temperaturas
será:

SC = kB ln(ΩC) = NkB ln

(

3

2

)

≃ 0.81 Cal/deg.mol

Em conclusão a esta série de trabalhos, em 1936, W. F. Giauque e J. W. Stout [51]
determinaram experimentalmente esta entropia residual, obtendo 0.82±0.05 Cal/deg.mol.
Mesmo desprezando alguns outros fatores, é extremamente evidente a concordância entre
o resultado de L. Pauling e o resultado experimental.

Mas qual a relação de toda a teoria e experimentos anteriores com os gelos de
spin? Outra propriedade existente nos gelos de spin naturais e que não discutimos até
o presente momento, é a presença de uma anisotropia que tende a deixar paralelo os
momentos magnéticos com a linha que conecta os centros de 2 tetraedros consecutivos,
como mostra a figura abaixo:

Figura 1.5: Imagem exemplificando o comportamento dos spins na rede piroclórica dos
gelos de spin naturais. Aqui, os spins (ou momentos magnéticos), que se localizam nos
vértices dos tetraedros, são forcados a se orientar paralelos às linhas que conectam o centro
dos tetraedros. Imagem removida das Ref. [47, 48].
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Coincidentemente, a configuração que minimiza a energia deste sistema é do tipo
two-in two-out, com dois spins apontando de fora para dentro do centro do tetraedro e
dois spins apontando de dentro para fora do centro do tetraedro. É importante salientar
para a frustração geométrica em ambos os casos. No gelo da água, a frustração encontra-se
nas 6 diferentes possibilidades de distribuirmos os átomos de hidrogênio, entre os átomos
de oxigênio, estando dois hidrogênios mais próximos e dois mais distantes. No caso dos
gelos de spin, devido a interação dipolar e a anisotropia da rede, os spins tendem a ficar
paralelos entre si, porém, existem 6 possíveis e distintas configurações que minimizam a
energia, todas elas apresentando dois spins entrando no tetraedro e dois spins saindo, como
na Figura 1.5. É simples notar que, se calcularmos a entropia configuracional residual a
T = 0 para este sistema, obteremos o mesmo resultado que L. Pauling encontrou para o
gelo da água. Por isso, devido a estes dois sistemas apresentarem uma entropia residual
em T = 0 e, coincidentemente apresentarem o mesmo valor, estes sistemas passaram a
ser chamados gelos de spin em analogia ao gelo da água.

Entretanto, apesar de toda essa riqueza de comportamentos e propriedades apre-
sentadas pelos gelos de spin naturais resumidas nesta seção, a que mais chama a atenção
nestes sistemas é a verificação do primeiro caso de fracionalização em três dimensões es-
paciais [45]. Neste trabalho publicado pela Nature em 2008, mostrou-se que as primeiras
excitações que surgem no sistema comportam-se como monopolos magnéticos, ou seja,
uma fração dos dipolos magnéticos que compõem o sistema, caracterizando assim, a fra-
cionalização. A Figura 1.6, retirada do trabalho de M. J. P. Gingras [52] publicado na
revista Science em 2009 mostra este fenômeno. A Figura 1.6A exemplifica dois tetraedros
adjacentes, com os spins em seus vértices obedecendo a regra do gelo (two-in two-out).
Como esta é uma das configurações de menor energia do sistema, o estado fundamental,
ou estado de menor energia, deve ser formado apenas por tetraedros obedecendo a esta
regra. A Figura 1.6B mostra uma violação desta regra, através da inversão do spin lo-
calizado na junção dos dois tetraedros. Esta violação da regra do gelo leva a emergência
de duas excitações que se comportam como cargas magnéticas de sinais opostos, um par
monopolo-antimonopolo magnético. Por convenção, o monopolo representado pela esfera
em azul, no tetraedro que possui 3 spins apontando para fora, é definido como tendo carga
positiva ou como monopolo norte e, o monopolo representado pela esfera em vermelho, no
tetraedro possuindo 3 spins apontando para dentro, é definido como tendo carga negativa
ou como monopolo sul.

Note que, podemos separar cada vez mais os monopolos simplesmente invertendo
mais dipolos do sistema, justamente o que a Figura 1.6C representa. Nesta imagem,
uma sequência de 4 spins foi invertida, mantendo no estado fundamental os tetraedros
intermediários da inversão9, restando somente nas extremidades um tetraedro com 3 spins
saindo (posição do monopolo norte) e na outra um tetraedro com 3 spins entrando (posição
do monopolo sul). Na figura, uma linha destacada em verde representa a “string” (ou
corda) que conecta estes 2 monopolos. O caminho desta string nada mais é formado pelos
spins invertidos no processo de separação dos monopolos. Curiosamente, esta string é
não energética e os monopolos encontram-se livres neste material, de forma que podemos

descrever sua interação através de um potencial coulombiano da forma V(r⃗ij) =
µ0

4π

QiQj

rij

,

sendo r⃗ij o vetor distancia entre as cargas i e j. Pouco a frente, ao discutir os gelos de
spin artificiais, veremos que a string pode tornar-se energética, modificando o potencial
de interação entre os monopolos, deixando este de ser somente coulombiano.

9Devido a alta degenerescência do estado fundamental, consequência da frustração geométrica do
sistema, conseguimos pegar um tetraedro no estado fundamental, inverter 2 spins neste e ainda mantê-lo
no estado fundamental
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Figura 1.6: (A) Representação de dois tetraedros adjacentes em uma rede piroclórica de
gelos de spin no estado fundamental. (B) Representação do primeiro estado excitado
do sistema, após a inversão do spin que conecta os tetraedros, com o surgimento de
duas excitações do tipo monopolo magnético. (C) Separação dos monopolos magnéticos
através da inversão de sucessivos spins, mantendo-se o estado fundamental nos tetraedros
intermediários, e a formação da string que conecta os monopolos, representada em verde,
que acompanha o caminho onde os spins foram invertidos. Imagem removida da Ref. [52].

Após todas estas teorias e previsões, uma série de experimentos publicados no ano
de 2009 [52–55] foram capazes de detectar e medir estas excitações do tipo monopolo,
incluindo medidas até da corrente de monopolos. Destes trabalhos, dou um destaque
especial, e pessoal, ao trabalho realizado por S. T. Bramwell Et al. [53]. Os autores
utilizaram uma modificação da teoria de dissociação eletrolítica de Onsager para realizar
a medida das cargas e das possíveis correntes de monopolos, obtendo total acordo com
os resultados do trabalho de C. Castelnovo [45]. Na próxima subseção outros trabalhos
medindo a carga e corrente de monopolos serão visitados, porém sob a luz dos gelos de
spin artificiais.
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1.3.2 Gelos de Spin Artificiais

Como o próprio nome indica, gelos de spin artificiais são sistemas criados em labo-
ratório com o intuito de imitar o comportamento de seus análogos naturais. A construção
destes sistemas em laboratório pode nos fornecer inúmeras vantagens, como por exemplo,
controlar o espaçamento, a magnitude e a geometria entre os momentos de dipolo magné-
tico do sistema, diferente dos gelos de spin naturais, onde a estrutura atômica cristalina da
rede possui somente alguns poucos angströns, os momentos de dipolo são devido somente
aos átomos magnéticos terras-raras presente na estrutura (não ultrapassando poucas de-
zenas de magnetons de Bohr) e a geometria a que temos maior acesso trata-se da rede
pirocloro que possui uma geometria tetraédrica. Entretanto, como já vimos em discus-
sões anteriores, a frustração geométrica tem papel fundamental no possível surgimento
de comportamentos exóticos dos sistemas em estudo, logo, se possuímos controle sobre
a sua geometria, podemos construir sistemas onde a frustração geométrica e seus efeitos
tornem-se cada vez mais evidentes.

Neste sentido, vários trabalhos propuseram e estudaram diversas geometrias para os
gelos de spin artificias. Uma das primeiras realizações experimentais destes sistemas, deu-
se através da construção litográfica de uma rede quadrada e bidimensional de nanoilhas
magnéticas de domínio-único, compostas de Permalloy, construída por R. F. Wang, Et
al. [56], que segue na figura abaixo:

Figura 1.7: Rede quadrada de gelo de spin artificial construída utilizando-se técnicas
litográficas. A figura (a) foi gerada utilizando Microscopia de Força Atômica (AFM) e
a figura (b) Microscopia de Força Magnética (MFM). Na figura (b) podemos observar
os polos norte e sul das nanoilhas (um dos polos fica negro e o outro branco). Figura
removida da Ref. [56]

A escolha do Permalloy, uma liga de Ferro e Níquel na proporção aproximada
de 20%Fe − 80%Ni, na construção das nanoilhas deu-se pois este material possui uma
baixa anisotropia e uma alta permeabilidade magnética, desta forma, ao se construir
as ilhas de maneira alongada, como a figura anterior mostra, espera-se que esta torne-
se um monodomínio magnético, orientado somente ao longo de sua direção de maior
comprimento. Desta maneira, podemos aproximar estas nanoilhas por spins do tipo Ising
(com somente estados ‘up’ e ‘down’), tornando mais simples o estudo destes modelos.
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Anteriormente, na subseção anterior, vimos que devido a estrutura cristalina com
espaçamento na ordem de Angströns e momentos magnéticos de dezenas de magnetons
de Bohr, necessitávamos tanto da interação de troca quanto da interação dipolar caso
quiséssemos uma descrição mais completa e detalhada dos gelos de spin naturais. Mas e
no caso dos gelos de spin artificias, como mostrado anteriormente, faz-se necessário estas
duas interações para descrevermos o sistema?

Se olharmos para a figura anterior, podemos ver claramente que as nanoilhas pos-
suem algumas centenas de nanômetros de comprimento e que suas extremidades são sepa-
radas por algumas dezenas de nanômetros e, como discutido anteriormente, o domínio da
interação de troca encontra-se em distâncias de poucos Angströns, de forma que podemos
excluir as interações de troca para este modelo, restando somente, a interação dipolar.
Desta forma, o hamiltoniano para a interação entre os spins (ou momentos de dipolo
magnético) dos gelos de spin artificias fica da forma:

HGSA =
µ0µ

2

4πa3

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[−→
Si · −→

Sj − 3
(−→
Si · r̂ij

)(−→
Sj · r̂ij

)

]

(1.8)

Além disso, é importante analisarmos a magnitude dos novos momentos de dipolo
magnético gerados pelas nanoilhas e qual seria a influência de fatores térmicos sobre esses
sistemas. Se buscarmos na própria referência [56], veremos que o tamanho aproximado
das nanoilhas é (80nm × 200nm × 20nm) e, assumindo que para cada unidade de volume,
aproximadamente igual a (2Å × 2Å × 2Å), temos 1 magneton de Bohr, isto no leva a um
momento de dipolo magnético para cada nanoilha aproximadamente igual a µ ≃ 107µB,
ou seja, cerca de 6 ordens de grandeza superior aos momentos presentes nos gelos de
spin naturais. Com esta estimativa nos momentos magnéticos, podemos calcular também
o regime de temperaturas sob as quais os gelos de spin artificiais sofrem influência da
energia térmica do sistema, que pode levar à inversão dos monodomínios magnéticos
das nanoilhas ou até mesmo a completa desordem nos monodomínios, anulando assim,
sua magnetização. Tal qual fizemos anteriormente, vamos estimar a energia (associada
a constante de interação) e depois comparar o termo de energia de Boltzmann (kBT ).
Teremos:

Edip. aprox. GSA =
µ0µ

2

4πa3
≃ 8.598 × 10−19 J

TGSA aprox. =
Edip. aprox. GSA

kB

≃ 104 K

onde para µ usamos o valor estimado anteriormente e para a utilizamos a separação típica
nestes modelos, que é da ordem de algumas centenas de nanometros (de 100 a 200 nm),
como podemos observar na Figura 1.7. Com esta estimativa, podemos afirmar que estes
modelos de gelos de spin artificiais são inertes a flutuações térmicas uma vez que, para
começarmos a observar os efeitos da energia térmica, precisaríamos de temperaturas da
ordem de 104K, superior por exemplo, a temperatura na superfície solar. Esta propriedade
nos habilita a estudar estes sistemas a temperatura ambiente, reduzindo por este lado, a
complexidade experimental. Com o intuito de observamos os efeitos térmicos no sistema,
podemos introduzir campos externos que variam temporalmente e/ou espacialmente de
forma a reproduzir os efeitos térmicos. Seguindo esta linha, existem dois interessantes
trabalhos, um de 2006 [57] e outro de 2011 [58], onde os autores estudam a dinâmica e a
termodinâmica dos gelos de spin artificias através da aplicação de campos magnéticos.

Como também vimos na Figura 1.7, a rede quadrada possui 4 spins por vértice
de interação, igualmente aos gelos de spin naturais, que também possuem 4 spins para
cada vértice. Isto nos fornece um total de 24 = 16 configurações possíveis para cada
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vértice, entretanto, diferente das 6 configurações que minimizam a energia para os gelos de
spin naturais, aqui na rede quadrada possuímos somente 2 configurações que minimizam
a energia. Abaixo, segue uma imagem exemplificando todas as possíveis configurações
dos spins para cada vértice de interação organizados em ordem crescente de energia (da
esquerda para a direita):

Figura 1.8: Todas as (16) possíveis configurações dos spins para cada vértice em uma
rede quadrada. As configurações de (a) a (d) presentes nos quadrados, representam as
configuracoes de menor energia (a) até as configurações de maior energia (d), sendo (b)
a segunda menor energia e (c) a segunda maior energia. Note que os 6 estados de (a)
e (b) respeitam a regra two-in two-out observada nos gelos de spin naturais, entretanto
as 4 configurações de (b) possuem uma magnetização líquida enquanto (a) não possui.
Figura removida da Ref. [59]

Podemos ver na figura anterior, que o estado fundamental deste sistema também
é degenerado, possuindo 2 estados que compartilham a menor energia do sistema e, além
disso, este estado é degenerado pois não conseguimos satisfazer e minimizar todas as
interações dipolares para esta geometria quadrada, tratando-se portanto, de mais um
caso de frustração geométrica.10

Além de terem mostrado a existência de um estado fundamental degenerado, em
decorrência de uma frustração geométrica, L. Mól Et al. [59], este foi o primeiro trabalho
teórico a mostrar, com o auxilio de simulações computacionais, a existência de excitações
que se comportam como monopolos magnéticos em gelos de spin artificiais com geome-
tria quadrada. Entretanto, diferente dos gelos de spin naturais na rede pirocloro, estes
monopolos não encontram-se livres e são conectados por uma string energética. No Capí-
tulo 3, referente aos resultados, trago graficamente o comportamento do custo energético
para se criar estas excitações11, juntamente com maiores explicações. Aqui, comentarei
somente o comportamento deste potencial de criação e de interação das excitações. A
expressão para este potencial é dada logo abaixo:

V(R) =
Q

R + BX (R) + V0 (1.9)

onde R é a separação linear entre as excitações, X (R) é o comprimento da string (ou
corda) que conecta as excitações e V0 esta associada com a energia necessária para criarmos
as excitações.

10Poderíamos fazer um cálculo da entropia de ponto-zero para este sistema, de maneira análoga ao
cálculo realizado por Pauli [50]. Entretanto, existem mais restrições sobre o estado fundamental neste
problema e, para qualquer tamanho de rede, possuímos somente 2 estados que minimizam a energia
para a rede quadrada de gelos de spin. Desta forma, a entropia residual TOTAL do sistema quando
T → 0 será igual a SC q = kB ln(2), independendo do tamanho do sistema e, consequentemente, também
independendo do número de spins.

11Este gráfico é apresentado na Figura
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Esta claro que o primeiro termo desta expressão é do tipo Coulombiano, de forma
que podemos afirmar que estas excitações apresentam um comportamento do tipo mo-
nopolar. No segundo termo, a função X (R) nos fornece o comprimento da string que
conecta as excitações. Em casos simples, X (R) ∝ R, o que torna a string mais energética
quanto mais distantes as excitações se apresentarem, impedindo assim, a separação destas
excitações a grandes distâncias. Desta forma, devido a presença de excitações que apre-
sentam um comportamento do tipo monopolar e a existência de uma string que impede a
separação destas excitações, associa-se a estas excitações o caráter de monopolos mag-
néticos do tipo Nambu. Outras características também favoreceram esta associação
com os monopolos de Nambu, como por exemplo, o fato da string em ambos os casos serem
orientadas além da energia da string depender diretamente do seu comprimento. Estas
características fundamentais foram discutidas no primeiro parágrafo da pag. 2, tratando
a respeito dos monopolos de Nambu. Abaixo, segue uma imagem do comportamento das
linhas de campo e da intensidade do campo magnético para estas excitações:

Figura 1.9: Comportamento das linhas de campo e da intensidade do campo magnético
após a introdução de excitações sobre o estado fundamental do sistema. Estas excitações
foram introduzidas atraves da inversão (ou “flip”) dos spins, em relação a sua configuração
do estado fundamental. Note que as linhas de campo apresentam um comportamento
monopolar, similar ao da interação de duas cargas de sinais opostos e que, ao longo do
caminho onde os spins foram invertidos, existe um comportamento linear de interação.
Figura presente em Ref. [60]
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A figura anterior12 é gerada através de três passos:

1º Calculamos o campo magnético do sistema no estado fundamental B⃗0 e,

2º Calculamos o campo magnético do sistema após a indução das excitações B⃗sf e, por
fim,

3º Calculamos o campo magnético devido somente as excitacoes agora presentes no
sistema, através da subtracao, B⃗exc = B⃗sf − B⃗0.

Conhecendo vetorialmente o campo, somos capazes de determinar as direções, os
sentidos e as trajetórias das linhas de campo magnético, além é claro, de sua intensidade.
Ao fazer isso, fica claro na Figura 1.9 que, distante das posições onde foram induzidas as
excitações (indicadas pelos spins em vermelho), o campo tem um comportamento similar
ao de duas cargas (monopolos) de sinais opostos, localizadas nas extremidades dos spins
invertidos, interagindo entre si. Além disso, próximo das excitações, o comportamento
do campo é aproximadamente linear, indicando uma magnetização líquida que conecta
estas duas cargas, presentes nas extremidades das excitações. Isto nos ajuda a entender
a estrutura da expressão para a energia das excitações, dada pela Eq. 1.9. No capítulo 3
retomaremos esta discussão de maneira mais profunda.

Até aqui, dei um grande enfoque nos gelos de spin artificiais na rede quadrada
devido a suas facilidades de estudo e trabalho, e vimos uma riqueza de propriedades e
comportamentos neste sistema, que incluem a observação do fenômeno de frustração ge-
ométrica, juntamente com a emergência de monopolos magnéticos devido ao fenômeno
de fracionalização dos dipolos que compõem o sistema. Entretanto, existem outros estu-
dos em diferentes geometrias para os gelos de spin, alguns dos exemplos são os estudos
realizados na rede triangular [61] mostrando transições de fase ainda na classe de uni-
versalidade de Ising, tal qual na rede quadrada, e mostrando também, a existência de
excitações do tipo monopolo nestes sistemas. Outra geometria estudada foi a rede honey-
comb [62] e, neste trabalho, os autores utilizaram técnicas experimentais para a construção
da rede (utilizando Cobalto) e para e medida das excitações do tipo monopolo, além do
fluxo destas excitações, via microscopia de força magnética, tudo isto aliado a simulações
computacionais para uma maior compreensão do sistema. Outras geometrias menos con-
vencionais também foram estudadas como a rede Brickwork [63] (ou em uma tradução
livre, “parede de tijolos”) e uma propriedade interessante desta rede Brickwork é a sua
capacidade de combinar a anisotropia da rede quadrada com a topologia de vértices de
uma rede hexagonal, ou seja, essa rede apresenta uma estrutura quadrada ou retangular,
porém com a presença de 3 spins por vértice, além dos estudos das redes Shakti, Pinwheel,
Staggered Brickwork, Santa Fe, Tetris e Staggered Shakti [64].

É importante ressaltar também, a observação da mobilidade destas cargas magné-
ticas nos sistemas de gelos de spin artificiais. Em outro trabalho [65], também realizado
pelo grupo da Universidade Federal de Viçosa, os autores estudaram uma rede quadrada
unidirecional, onde monopolos surgiam como excitações sobre seu estado fundamental e
sua separação e mobilidade (magnetricidade) era realizada através da aplicação de campos
magnéticos.

12Esta foi uma das imagens geradas ainda em meus estudos na graduação, sob a orientação de L. Mól,
e foi publicada e escolhida para ficar em exibição permanente na seção Kaleidoscope da revista Physical

Review B. O link para o artigo e para a seção Kaleidoscope encontram-se na respectiva referencia [60]
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Nesta dissertação, estudarei sistemas de gelos de spin não convencionais, com geo-
metrias exóticas, como as redes Snub e Tetrakis que serão apresentadas mais tarde, além
de modelos não-planares como a rede cúbica e redes baseadas em estruturas fulerenoidais.
Este estudo incluirá análises termodinâmicas destes sistemas, com o intuito de observar-
mos possíveis transições de fase nestes sistemas além de também caracterizarmos estas
transições, caso existam. A outra parte do estudo inclui a verificação e análise do com-
portamento das excitações que surgem sobre os estado fundamental destes sistemas, além
de investigarmos se este comportamento ainda é do tipo monopolar.

Para realizarmos todos estes estudos foram utilizadas, em quase todo o trabalho,
simulações computacionais. O método computacional mais utilizado durante toda a exe-
cução do trabalho foi o Método de Monte Carlo via Algoritmo de Metropolis. Entretanto,
em alguns casos utilizei o Método de Wang-Landau. Ambos os métodos estão detalhados
no próximo capítulo, incluindo seus algoritmos.

No capítulo 3, apresentarei os resultados para cada modelo separadamente já exi-
bindo uma análise da termodinâmica e da fenomenologia destes sistemas. No capítulo 4
tecerei as conclusões sobre todo o trabalho e minhas perspectivas sobre este.
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Capítulo 2

Métodos

Podemos afirmar que o estudo de sistemas magnéticos é historicamente rico. No
inicio do sec. XX, inumeros pesquisadores tentavam buscar a resposta para uma “simples”
pergunta: “Como pode um sistema qualquer, sem mudar suas interações, ser capaz de
sofrer uma transição de fase?”. O exemplo mais clássico para esta pergunta é o gelo
da água. Se mantivermos a água sob condições ambientes de pressão, e elevarmos sua
temperatura, próximo a 100℃, a água sofrerá uma transição de fase descontínua (ou
também chamada de transição de primeira ordem) do estado líquido para o estado gasoso.
Entretanto, sabemos que em nenhum momento as interações entre as moléculas de água
se alteraram, sendo esta interação de origem elétrica. À medida que aquecemos a água
aumentando sua temperatura, seria natural esperar que o especamento livre médio entre
as moléculas aumentasse gradativa e continuamente até que a água líquida chegasse em
um estado gasoso, sem passar por nenhuma transição de fase propriamente dita.

Inúmeros cientistas e pesquisadores tentaram responder a essa pergunta partindo
para aquela que talvez fosse a abordagem mais promissora e correta, o cálculo da função
de partição do sistema. Entretanto, muitos esbarraram no problema matemático de se
calcular a função de partição para sistemas interagentes. Um dos primeiros modelos inte-
ragentes a ser resolvido foi o Modelo de Ising em 1D, assim nomeado devido a Ernst Ising,
que o resolveu em 1924 durante seu doutorado [66]. Ele observou que este sistema não
possui transições de fase e, através de um argumento errôneo, concluiu que este sistema
não possuía transições de fase em qualquer dimensão. Alguns anos mais tarde, Lev Da-
vidovich Landau veio a propor sua teoria fenomenológica para explicar o comportamento
de transições de fase, através da construção da energia livre de Helmholtz do sistema
de forma a esta respeitar as simetrias presentes no sistema. Curiosamente, esta teoria
era capaz de explicar qualitativamente o comportamento das transições de fase, porém,
errava em sua grande maioria o comportamento quantitativo do sistema, o que inclui
seus expoentes críticos e temperaturas críticas de transição. Estes erros davam-se pois
a Energia Livre de Helmholtz deste sistema era perfeitamente analítica, não possuindo
qualquer singularidade.

Alguns anos mais tarde, o modelo de Ising voltaria a entrar em cena, porém em sua
versão bidimensional. Em 1944, Lars Onsager resolveu exatamente1 o modelo de Ising em
2D [67], para uma rede quadrada com constantes de acoplamento J e J ′ diferentes nas
direções dos eixos OX e OY , mostrando que este modelo apresenta uma transição de fase
contínua (também chamada de transição de fase de segunda ordem). Com isto, mostrou-se

1Mesmo sendo de tamanha genialidade e contribuindo em diversas áreas da física, a seguinte afirmação
é atribuída a Lev Davidovich Landau:
“Sempre que me propunha a resolver um problema, eu sempre tive pelo menos uma ideia de como começar

a resolve-lo, exceto o Modelo de Ising em duas dimensões.”
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2 Métodos

que não era necessário a mudança das interações do sistema para a ocorrência de transições
de fase. Quando o sistema é interagente, naturalmente surgem singularidades na função
de partição do sistema que se refletem nas funções respostas do modelo em estudo. No
caso do modelo de Ising, a função resposta, que é dada pela suscetibilidade magnética,
diverge em cima da temperatura crítica de transição e, próximo a esta temperatura crítica,
seu comportamento segue uma lei de potência. No caso da água, a densidade sofre uma
descontinuidade em cima da temperatura crítica.

Contudo, até hoje, existem pouquíssimos modelos interagentes analiticamente so-
lúveis, sendo que o próprio modelo de Ising em 3 dimensões não possui uma solução
analítica2. Na tentativa de resolver ou de simplesmente obter os comportamentos destes
sistemas, inúmeras ferramentas e teorias foram sendo criadas ao longo dos anos seguintes.
Talvez a mais poderosa destas ferramentas seja a teoria de grupos de renormalização. Em
resumo, a teoria de grupos de renormalização utiliza o fato bem conhecido de que, sob
certas condições, alguns sistemas físicos tornam-se invariantes de escala. Explorando esta
invariância de escala do sistema, somos capazes de obter informações cruciais a respeito
das transições de fase presentes no modelo, incluindo cálculos precisos, ou até exatos, dos
expoentes críticos de alguns sistemas.

Seguindo esta linha, um de meus projetos para este trabalho tratava da realização
de cálculos analíticos sobre os sistemas de gelos de spin com interações dipolares. Ciente
do enorme desafio que seria o estudo analítico deste sistema que possui interações de longo
alcance, tentei simplificá-lo o máximo possível. Ainda mantendo as interações dipolares,
tentei calcular a função de partição para a rede quadrada unidirecional de spins, a mesma
presente na referência [65]. Meu principal objetivo era ser capaz de construir uma energia
livre de Helmholtz onde pudesse obter uma mínima aproximação para seu comportamento,
ou talvez, ser capaz de aplicar algum método bem estabelecido da teoria de grupos de
renormalização.

Contudo, em meio aos cálculos de todas as abordagens que tentei do problema,
esbarrei em um grave problema matemático ainda em aberto, denominado informalmente
de “problema dos inteiros quadráticos”, impossibilitando que realizasse uma análise satis-
fatória da energia livre do sistema. Este problema pode ser resumido da seguinte forma:
Sejam x e y ∈ Z. Desejamos conhecer o conjunto Imagem de uma variável z, ou seja, o
conjunto de valores que z pode assumir, sendo z determinado pela igualdade z = x2 + y2.
Além disso, desejamos conhecer a degenerescência dos valores de z, ou seja, para cada pos-
sível valor que z em seu conjunto imagem, desejamos saber de quantas maneiras distintas
podemos encontrar este valor assumindo os pares ordenados (x, y). Esta degenerescên-
cia denominamos de Ω[z]. Ambos os problemas, a determinação do conjunto Imagem
de z e encontrar a degenerescência para cada valor de z no conjunto imagem, ainda são
desafiadores para a comunidade de matemática discreta, inclusive devido ao fato deste
problema ser a generalização de problemas em aberto mais simples, como por exemplo,
o problema dos ternos pitagóricos. Por hora, devido as complicações matemáticas, deixei
este estudo analítico “parado”. Entretanto, nos últimos meses consegui a colaboração de
dois pesquisadores do IMPA (Instituto de Matemática Pura e Aplicada) com o intuito de
obter avanço nesta análise.

Sendo assim, a essência deste trabalho será totalmente baseada em simulações com-
putacionais. Como já vimos anteriormente, devido a limitações matemáticas, em geral
somos incapazes de resolver analiticamente sistemas interagentes. As simulações compu-

2Devido ao fato da dimensão crítica superior para o modelo de Ising ser igual a 4, para dimensões
igual ou superior a 4, seu comportamento é conhecido e descrito por teorias de campo médio. Porém,
não entrarei em detalhes nesses resultados que fogem ao objetivo desta dissertação. Caso se interesse por
mais informações, recomendo a referência [7]
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tacionais nos auxiliam nestes problemas pois conseguimos, em diversas ocasiões, estudar
sistemas interagentes com um número suficientemente grande de partículas (que podem
ser por exemplo, spins), de forma a podermos extrapolar os resultados para o limite termo-
dinâmico com o intuito de estabelecer e compreender o comportamento destes sistemas.
Porém, também existem limitações quando se trata de simulações computacionais, sendo
talvez, a principal destas limitações, o espaço de alocação de memória. Discutirei as li-
mitações em simulações computacionais de maneira mais aprofundada na última seção
desta capítulo.

Nas próximas duas seções discutirei os dois métodos computacionais utilizados
durante todo o trabalho para a obtenção dos resultados; O Algoritmo de Metropolis e
o método de Wang-Landau. Em meu caso, a principal e fundamental bibliografia para
o estudo de simulações computacionais e suas aplicações em física tratou-se do livro “A
Guide to Monte Carlo Simulations in Statistical Physics”, escrito por David P. Landau e
Kurt Binder [68], o qual recomendo a todos devido a sua excepcional qualidade e extrema
competência na discussão e aplicação de métodos computacionais em diversos modelos e
sistemas em física. Durante a explicação dos métodos, fornecerei mais referências sobre
os temas abordados.

2.1 Algoritmo de Metropolis

O Algoritmo de Metropolis é um exemplo particular de uma classe de métodos
numéricos chamados Métodos de Monte Carlo. No caso do Algoritmo de Metropolis, ge-
ramos um lista temporalmente ordenada de estados em equilíbrio onde cada novo estado
desta lista depende exclusivamente de seu estado anterior, e todos estes estados são ge-
rados seguindo uma dada probabilidade de transição. Com esta lista, somos capazes de
determinar a média de algumas grandezas físicas do sistema. Entretanto, esta lista de
amostras dos estados do sistema é gerada através da criação de cadeias de Markov,
tomando-se o cuidado de respeitarmos a chamada condição de ergodicidade para o
sistema. Para um maior entendimento desta teoria, é necessária a introdução de alguns
conceitos que seguem logo abaixo.

Seja P (n, t) a probabilidade do sistema ser encontrado em um estado n em um
dado tempo t e W (n → m) a taxa de transição com a qual o sistema sai do estado n e
vai para o estado m. O comportamento temporal desta probabilidade será descrito pela
equação mestra que é dada por:

∂P (n, t)

∂t
= −

∑

m

[

P (n, t)W (n → m) − P (m, t)W (m → n)
]

(2.1)

De uma maneira geral, podemos entender a equação mestra como sendo a repre-
sentação de uma “equação de continuidade” expressando a conservação de probabilidade
do sistema (é natural e esperado que a probabilidade do sistema se conserve ao longo de
todos os processos e para todos os tempos,

∑

n P (n, t) = 1). Contudo, podemos afirmar
que a evolução temporal de alguns sistemas possui uma “memória intrínseca”. Em re-
sumo, por memória intrínseca, quero dizer que a probabilidade de encontrarmos o sistema
em um dado estado n em um tempo tn qualquer, depende de quais estados este sistema
visitou anteriormente, ou seja, esta probabilidade agora tornou-se condicional. Exemplifi-
cando, assuma que para chegar ao estado (n, tn), o sistema tenha passado pelos seguintes
estados intermediários

(

(mn−1, tn−1), (mn−2, tn−2), (mn−3, tn−3), · · · , (m1, t1)
)

. A probabi-
lidade condicional P de verificarmos este processo será igual a:

P [(n, t) | (mn−1, tn−1), (mn−2, tn−2), (mn−3, tn−3), · · · , (m1, t1)] (2.2)

24
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Porém, se a probabilidade condicional de encontrarmos o sistema no estado (n, tn)
depender única e exclusivamente de seu estado anterior, ou seja, (mn−1, tn−1), chamamos
este processo de um processo de Markov e, além disso, a lista de estados gerados por
sucessivas aplicações deste processo chamamos de uma cadeia de Markov. Note que,
em um processo de Markov, a probabilidade condicional é a taxa de transição de sairmos
de um estado m e chegarmos em um estado n, isto é:

W (m → n) = P [(n, tn) | (m, tn−1)] (2.3)

Retornando a equação mestra (Eq. 2.1), se o sistema estiver em equilíbrio, teremos
∂P (n, t)

∂t
≡ 0. Desta forma, ambos os termos do lado direito da Eq. 2.1 deverão ser iguais

e ficaremos com:
P (n, t)W (n → m) = P (m, t)W (m → n) (2.4)

esta igualdade é conhecida como condição de balanço detalhado e qualquer taxa de transi-
ção que satisfaça esta condição é aceitável. Desta forma, evoluindo o sistema de maneira
estocástica e seguindo uma dada taxa de transição entre estados, além é claro de suas
probabilidades, esperamos ser capazes de visitar todos os demais estados do sistema,
independente do estado inicial. A esta capacidade de acessarmos todas as possíveis con-
figurações do sistema, damos o nome de condição de ergodicidade. Apesar de parecer
simples, a condição de ergodicidade é extremamente fundamental, uma vez que, para siste-
mas não-ergódicos, estaríamos favorecendo um ou mais estados em nossa lista de estados,
o que levará inevitavelmente, a resultados e médias incorretas. Mais tarde retornarei a
discutir sobre esta condição.

Agora, sabendo de todas estas informações, nos resta aplica-las ao cálculo das
médias de algumas grandezas físicas (que em nosso caso, resumirá ao cálculo de grandezas
termodinâmicas como energia, calor específico, etc.). Para um sistema em equilíbrio
descrito em um ensemble canônico, a probabilidade de observamos o estado n será dada
por:

P (n, t) =
e−En/kBT

Z (2.5)

onde Z é a função de partição do sistema, a qual, em grande maioria dos sistemas, não
temos acesso. Entretanto, como estamos gerando estados que seguem uma cadeia de
Markov, conseguimos contornar facilmente o problema de não conhecermos a função de
partição do sistema trabalhando com probabilidades relativas. Desta maneira, a função de
partição no denominador se cancela e trabalharemos somente com a diferença de energia
entre os estados. Ou seja, se gerarmos o estado (n, tn), a partir do estado (m, tn−1), a
probabilidade relativa dependerá somente de

∆E = En − Em

além é claro, da temperatura T associada ao ensemble, e como já dissemos, qualquer taxa
W que satisfaça a condição de balanço detalhado sera aceitável.

Apesar de pequenas divergências históricas, a primeira escolha para esta taxa de
transição é datada de 1953 e é atualmente atribuída a N. Metropolis, Et al. [69] e é dada
por:

W (m → n) =

{

τ−1
0 e−∆E/kBT se ∆E > 0 e,

τ−1
0 se ∆E < 0

(2.6)

onde τ0 nos fornece as unidades de tempo necessárias e está relacionado com o tempo
necessário para se realizar um passo dentro da cadeia de Markov.3

3Geralmente tomamos τ0 = 1, uma vez que estamos realizando trabalhos computacionais que inde-
pendem da escolha de τ0
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2 Algoritmo de Metropolis

Com todas essas informações, somos capazes de construir o Algoritmo de Metropo-
lis, que implementaremos computacionalmente. A estrutura do algoritmo segue abaixo:

• Algoritmo de Metropolis:

(1) Escolha um estado inicial i e calcule a sua energia Ei.

(2) Escolha aleatoriamente um spin j do sistema.

(3) Flipe o spin j e calcule a diferença de energia ∆E = Ej − Ei.

(4) Se ∆E < 0, aceite a nova configuração e retorne ao passo (2)

(5) Caso contrário, calcule p = exp(−β∆E), onde β = 1/kBT

(6) Sorteie um número aleatório (r) uniformemente distribuído entre 0 e 1.

(7) Se r < p, aceite o novo estado e retorne ao passo (2).

(8) Caso contrário, rejeite o novo estado e retorne ao passo (2).

Realizando sucessivamente este procedimento, poderemos guardar as proprieda-
des (como energia, magnetização, ...) de cada estado em uma lista que posteriormente
utilizaremos no cálculo das médias termodinâmicas do sistema. O principal cuidado a
ser tomado (e também o principal desafio) ao implementarmos o procedimento acima
descrito, é a geração de números aleatórios que sejam uniformemente distribuídos e des-
correlacionados entre si, para que possamos evitar as correlações e o favorecimento de um
dado conjunto de estados ao longo da execução do Algoritmo, pois isto novamente nos
levaria a erros nos cálculos das médias. Atualmente, não temos acesso a nenhum gerador
de números aleatórios que seja totalmente descorrelacionado, nos resta então, selecionar
o gerador com o maior período para geração destes números e que forneça a menor cor-
relação possível entre os números. Devemos definir também o chamado Tempo de Monte
Carlo da Simulação. Esta medida é baseada no chamado passo de Monte Carlo, que em
nosso caso consiste em tentar flipar todos os N spins do sistema pelo menos uma vez.
A cada passo de Monte Carlo concluído, acrescentamos uma unidade ao nosso tempo de
Monte Carlo da Simulação.

O método desenvolvido por Metropolis é, até hoje, amplamente utilizado, princi-
palmente em estudos relacionados à mecânica estatística. Porém, em última instância,
existe 1 problema fundamental com a dinâmica do algoritmo de metropolis, diretamente
relacionado com a condição de ergodicidade. Este problema ocorre exclusivamente quando
estamos a estudar um determinado sistema a temperaturas extremamente altas. Nestas
condições, a taxa W (m → n) → 1 e toda tentativa de se inverter um spin será aceita pelo
algoritmo, mesmo para ∆E > 0. Se seguirmos uma dinâmica usual, onde em cada passo
tentamos inverter todos os spins, no primeiro passo, aceitaremos todas as inversões e, no
segundo passo, novamente aceitaremos todas as inversões e o sistema retornaria ao seu
estado inicial. Desta forma, o sistema oscilaria somente entre estes dois estados, violando
claramente a condição de ergodicidade, onde devemos ser capazes de acessar todos os
estados do sistema.

Existem diversas maneiras de se contornar este problema, uma delas é a utilização
de outra taxa de transição W que satisfaça a condição de balanço detalhado e que não
viole a condição de ergodicidade. Uma nova solução para esta taxa de transição, foi dada
por R. J. Glauber em 1963 [70], e é dada por:

W (σn → σm) = (2τ0)
−1[1 + σn tanh(En/kBT )]
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2 Algoritmo de Metropolis

onde σnEn é a energia do n-ésimo spin na configuração considerada. É fácil notar que,
para esta nova taxa de transição, em altas temperaturas, a probabilidade de aceitação
de uma nova configuração será igual a 1/2, e portanto, recuperamos a ergodicidade do
problema.

Vale ressaltar que, ambas as taxas escolhidas por Metropolis e por Glauber, são
casos particulares de uma taxa de transição mais geral que podemos encontrar na página
7 do trabalho de H. Müller-Krumbhaar e K. Binder de 1973 [71].

Outra maneira de melhorarmos os resultados obtidos pelo algoritmo de Metropolis
em nosso estudo, é a composição de outro método juntamente com o usual “single-spin-
flip” descrito anteriormente. Um das opções mais utilizadas é a composição single-spin-
flip⊕Worm. Worms nada mais são do que cadeias fechadas e direcionadas de spin. A
construção dos worms se dá da seguinte forma: Inicialmente, escolhemos um vértice
qualquer da rede e vamos acrescentando novos vértices e spins a esta lista respeitando
a condição de que todos os spins estejam apontando para fora ou para dentro de seus
vértices. O sentido que escolhermos para os spins apontarem indicarão quais serão os
novos vértices da lista e consequentemente, quais serão os novos possíveis spins desta
lista. Repetimos este processo até que esta lista retorne ao vértice inicial ou feche sobre
si mesma. Feito isso, invertemos todos os spins presentes no “worm” e aplicamos as
mesmas regras de seleção descrita no algoritmo anterior. Outra possível composição é
dada por single-spin-flip⊕Cluster-spin-flip. Aqui, construímos Clusters de spins, onde
a probabilidade de se acrescentar um novo spin ao cluster depende da sua energia de
interação com seus vizinhos. Depois de tentarmos adicionar todos os spins do sistema ao
cluster, novamente invertemos todos os spins do cluster e aplicamos as regras de seleção do
algoritmo (este último método é mais aplicado em sistemas sujeitos a interações de curto-
alcance). Todas estas composições ajudam a acessarmos estados do sistema que seriam
extremamente difíceis de serem atingidos utilizando somente a dinâmica single-spin-flip.

Por fim, nos resta discutir como se dá o cálculo de médias das grandezas de inte-
resse. De uma maneira geral, se desejamos calcular o valor esperado de uma determinada
grandeza A que segue uma dada distribuição de probabilidades representada por P , o
valor esperado de A será dado por:

⟨A⟩ =

N
∑

i=1

AiPi

N
∑

i=1

Pi

(2.7)

onde N é o número total de elementos a que temos acesso no sistema, para a grandeza
A. No caso do método de Metropolis, como já discutimos anteriormente, após atingido o
equilíbrio, todos os estados visitados possuirão, aproximadamente, o mesmo peso estatís-
tico. Desta forma, o valor esperado da equação anterior se reduz a uma simples média,
ficando:

⟨A⟩ =
1

N
N
∑

i=1

Ai (2.8)

ou seja, à medida que o algoritmo evolui, após atingido o equilíbrio, simplesmente guarda-
mos todos os valores Ai visitados pelo programa e, após a sua conclusão, realizamos uma
simples media aritmética de seus valores. Note que, para cada temperatura, deveremos
levar o sistema ao equilíbrio, o que gerará um novo conjunto de valores Ai para o cálculo
das médias. E, finalizando, o erro associado a estas médias é dado por:

ϵ(A) =
√

⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 (2.9)
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2.2 Algoritmo de Wang-Landau

Este Algoritmo é um método relativamente novo (2001) [72, 73] onde partimos
para uma bordagem mais robusta e poderosa do nosso problema: O estudo da função
de partição do sistema. Entretanto, antes de começar a explicar o método, façamos uma
pequena revisão.

Na mecânica estatística, em um ensemble canônico, a função de partição de um
sistema e o valor esperado de uma grandeza A são dados por:

Z =
∑

{σi}

e−βEi (2.10)

⟨A⟩ =

∑

{σi}

Aie
−βEi

Z (2.11)

onde {σi} representa o conjunto de todas as configurações acessíveis ao sistema e β =
1/kBT . Entretanto, podemos reescrever estas expressões em termos da densidade de
estados g(E) do sistema. De uma maneira mais simples, g(E) é o número de estados que
possui uma dada energia E. Fazendo esta reescrita, ficaremos com:

Z =
∑

E

g(E)e−βE (2.12)

⟨A⟩ =

∑

E

A(E)g(E)e−βE

Z (2.13)

sendo A(E) a média microcanônica de A dada por:

A(E) =

∑

{σi}

Aσi
δ(E − Eσi

)

∑

{σi}

δ(E − Eσi
)

=

∑

{σi}

Aσi
δ(E − Eσi

)

g(E)
(2.14)

Logo, se possuirmos acesso a, respectivamente, g(E) e A(E), somos capazes de
calcular ⟨A⟩ para toda e qualquer temperatura.

O método de Wang-Landau nos fornecerá uma estimativa para o valor de g(E). Já
a média microcanônica A(E) obteremos através de uma simples média dos estados que
serão visitados ao longo do programa. A pergunta que devemos responder agora é: Como
fazemos para obter g(E)?

Acredito que, em muitas ocasiões, a primeira idéia para se obter o número de
estados de um sistema seja a realização de uma contagem exata do número de estados.
Neste cenário, primeiramente deveríamos definir um mapeamento onde sejamos capazes
de enumerar todos os estados do sistema de maneira univoca. Feito isso, visitaríamos cada
estado 1 única vez (através da lista enumerativa) calculando a energia de cada estado e
atualizando o valor de g(E) para cada passo. Neste método, obteríamos o valor exato de
g(E) para um dado tamanho do sistema, e os únicos erros associados a este cálculo seriam
os associados as relações de escala para sistemas de tamanho finito. No entanto, este é
um método inviável devido a limitações computacionais. Para explicar estas limitações,
darei um exemplo:

Imagine que desejamos realizar a contagem exata do número de estados de um
sistema composto por N spins do tipo Ising (up ou down), ou seja, existe um total de 2N

estados para este sistema. Atualmente, os processadores mais velozes (sem a utilização de
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técnicas de ultra resfriamento e overclock) possuem uma frequência de ∼ 5 Ghz, ou seja,
este processador consegue realizar 5 × 109 operações por segundo. Não satisfeito, levarei
como base para estimativa das médias, computadores com velocidades cerca de 1000 vezes
superiores a esta, ou seja, ∼ 1 Thz ∼ 240hz. Imagine novamente que conseguíssemos
converter toda a frequência do processador para a contagem de estados, realizando assim,
a contagem de 240 estados por segundo. sob estas condições, em um mundo onde os
computadores fossem 1000 vezes mais rápidos que os atuais, ainda levaríamos pouco mais
1 ano para contabilizar todos os estados de um sistema com N = 65 spins. E, ainda neste
cenário, precisaríamos somente de N = 99 spins para que a contabilização necessite de
um tempo aproximadamente igual a idade do universo conhecido. Sendo assim, podemos
afirmar que a contagem exata do número de estados do sistema é completamente inviável.

Para solucionar o problema de se determinar g(E), o método de Wang-Landau
explora o conceito da montagem de histogramas flat, que é relativamente comum em
simulações computacionais, e seu funcionamento é deveras simples. Inicialmente, “chu-
taremos” um valor inicial para g(E) que melhoraremos durante a dinâmica do programa
através da multiplicação por um parâmetro. O programa realizará um random-walk pelo
espaço de estados, onde a probabilidade de se acessar cada novo estado com energia E
será proporcional a 1/g(E), ou seja:

P(E1 → E2) = min

(

g(E1)

g(E2)
, 1

)

(2.15)

e, ao realizar este procedimento, esperamos que o random-walk gere um histograma (H)
que seja “FLAT”. Por flat, quero dizer que todos os estados serão visitados um mesmo
número de vezes. Todavia, como já vimos anteriormente, visitar todos os estados é inviável
temporalmente, desta forma, não exigiremos que o histograma seja perfeitamente flat.
Relaxaremos esta condição, exigindo que os valores de H(E) oscilem em torno de 10% a
20% em relação ao seu valor médio.

E, durante a simulação, toda vez que um estado é aceito, corrigimos o seu valor
para g(E) da seguinte forma:

g(E) −→ g(E)fi

onde fi é a constante multiplicativa mencionada anteriormente, devendo esta ser inicial-
mente maior do que 1. Realizamos este processo até o histograma ficar flat. Após isso,
atualizamos o valor de fi através de uma função monotônica, como por exemplo, da se-
guinte forma: fi+1 → √

fi . Em seguida, mantemos os valores obtidos para g(E), zeramos
o nosso histograma H(E) e repetimos todo este processo até que o valor de f tenda a 1.

Seguindo esta ordem, podemos construir o algoritmo do método de Wang-Landau
da seguinte forma:

• Algoritmo de Wang-Landau

(1) Faça g(E) = 1 para todas as energias. (Chute inicial para g(E))

(2) Dê um valor inicial para f , por exemplo, f = e1.

(3) Escolha uma configuração inicial para o sistema (1) e calcule a sua energia.

(4) Escolha uma nova configuração para o sistema (2). (Podemos por exemplo, flipar
um spin)

(5) Calcule a razão:

η =
g(E1)

g(E2)
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(6) Gere um número aleatório r entre 0 e 1.

(7) Se r < η, aceite o novo estado e faça g(E2) = g(E2) ∗ f .

(8) Do contrário, se r > η, permaneça no estado anterior e faça g(E1) = g(E1) ∗ f .

(9) Repita o procedimento de (4) a (8) até que o histograma esteja flat.

(10) Após H(E) estar flat, atualize o valor de f , fazendo f =
√

f , mantenha g(E), zere o
histograma H(E), e repita o procedimento. (A utilização da função raiz quadrada
é somente uma sugestão pois como disse, todo função monotônica pode ser usada).

(11) Repita os passos de (4)-(10) até que f esteja bem próximo de 1. No geral paramos
a simulação quando f ∼ exp(10−8).

E, como podemos observar, este é um método relativamente simples. Entretanto,
existem alguns pequenos problemas que devem ser discutidos.

Em primeiro lugar, é fácil notar que à medida que aumentamos o tamanho do
sistema, o número de estados g(E) também crescerá e rapidamente atingiremos os limites
de precisão das variáveis utilizadas nos programas. Este problema é simples de contor-
nar se trabalharmos com o logaritmo da densidade de estados, ln g(E). Desta maneira,
não mais atingiremos os limites das variáveis do programa. Em nosso caso, que utiliza-
mos FORTRAN 95/2008, e o limite superior de uma variável 128-bit, REAL(16), é de
aproximadamente 104900.

Em segundo lugar, devemos notar que para os instantes iniciais do programa, a
condição de balanco detalhado não será rigorosamente satisfeita. Fica claro observar isso
através de sua expressão:

1

g(E1)
W (E1 → E2) =

1

g(E2)
W (E2 → E1) (2.16)

todavia, esta condição sera satisfeita com uma precisão da ordem de ln(f), de forma
que, ao encerrarmos o programa em f ≃ e10−8

, o erro associado a condição de balanço
detalhado e a g(E) respectivamente, será da ordem de 10−8.

Em terceiro lugar, determinaremos g(E) a menos de uma constante multiplicativa.
Para cálculos de médias, isso não faz nenhuma influência, pois se retornarmos ao valor
esperado de A na expressão 2.13, fica claro que a constante multiplicativa se cancela.

⟨A⟩ =

∑

E

A(E)g(E)e−βE

Z (2.17)

Teremos problemas somente no cálculo de grandezas que dependam diretamente da fun-
ção de partição do sistema ou somente da densidade de estados, como a Energia Livre
de Helmholtz (F = −β−1 ln(Z)) e a entropia (S = kB ln(g(E))) respectivamente. Pode-
mos contornar esta adversidade simplesmente conhecendo g(E) para um único estado o
sistema.

Por fim, este método é extremamente aconselhável para problemas onde as energias
do sistema são discretizadas. A sua adaptação para sistemas com energia contínua é
“trabalhosa”.
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2.3 Considerações sobre otimização computacional

Dediquei esta última seção somente para tratar do problema de se realizar simu-
lações computacionais em um tempo hábil. Em geral, como já brevemente discutido na
seção anterior, apesar dos computadores modernos nos entregarem um poder de proces-
samento extremamente alto, devemos estar cientes de que este número é finito e ainda
é pequeno frente ao mundo real. Computadores modernos são capazes de entregar em
média de 2 a 3 Ghz de frequência de processamento e, se fossemos capazes de converter
toda esta frequência diretamente em análise e tratamento de dados, teríamos acesso a
aproximadamente 109 estados por segundo. O que ainda é muito pequeno perante a sis-
temas reais. Experimentos típicos para a análise de propriedades termodinâmicas de um
gás por exemplo, envolvem da ordem de 1023 partículas.

Não obstante, sofremos com outro problema. Se estamos estudando um sistema,
devemos guardar as suas informações (como por exemplo, posição das partículas, seus
estados de spin, partículas vizinhas, etc.), e naturalmente, também possuímos uma limi-
tação da quantidade máxima de informações que conseguimos armazenar de um sistema,
sendo esta limitação ditada pelo máximo de Memória RAM presente no sistema.

Sendo assim, se desejamos reduzir o tempo gasto por nossas simulações para gerar
os resultados, devemos realizar o mínimo possível de cálculos ao longo da simulação.
Fazemos isso guardando informações estáticas (que não sofrem alteração ao longo da
dinâmica computacional, como por exemplo, a posição e os vizinhos de um sistema de
spins em uma rede) e também informações dinâmicas de fácil atualização (como por
exemplo, as variações da energia, o campo gerado por spins vizinhos, pesos estatísticos,
etc.) na memória do sistema para que posteriormente, precisemos somente acessa-las e
não recalcula-las.

Porém, devemos lembrar também que ao longo da dinâmica do programa, guar-
damos mais informações, como energia, magnetização, calor específico, suscetibilidade,
dentre outras. Tudo isso, demanda cada vez mais memória computacional. Logo, para
cada otimização que realizamos, diminuímos gradativamente o número máximo de partí-
culas que conseguimos estudar no problema. Como exemplo, ao início do mestrado, com
meus programas usuais no estudo de uma rede quadrada de gelos de spin, com lado L = 64
(ou seja, um total de N = 8192 spins), era capaz de gerar um total de 108 amostras para
uma faixa de 15 diferentes temperaturas, seguindo a dinâmica do algoritmo de Metropolis,
em um prazo de aproximadamente 13 dias. Ao longo do mestrado, após inúmeras otimi-
zações, realizando a mesma dinâmica, para o mesmo número de amostras e uma faixa de
60 diferentes temperaturas, reduzi o prazo para aproximadamente 2, 5 dias. Contudo, fui
obrigado a pagar um preço no tamanho máximo do sistema que consigo atingir nas simu-
lações. Anteriormente, sem as otimizações, conseguia realizar simulações para tamanhos
da rede quadrada que se aproximavam de L = 100, e agora, após as otimizações, estou
limitado por tamanhos de rede L = 64.

Fica claro que existe uma relação inversa entre tempo computacional vs. utili-
zação de memória. Quanto menor o tempo, necessitaremos de cada vez mais memória.
Sendo esta, uma das principais questões a respeito da realização de simulações com resul-
tados de qualidade em um tempo hábil. Além de tudo, acredito que o ambiente propiciado
pelo GISC (Grupo de Investigação de Sistemas Complexos) me instigou a cada vez melho-
rar e otimizar mais meus programas, até por que, possuímos um número realmente finito
de processos (apesar de ser um montante razoável) e em determinadas épocas, realmente
há competições por processos. E, desta forma, quanto mais hábil for capaz de gerar dados
em um pequeno prazo, menos problemas terei para encontrar processos disponíveis além
de também evitar as constantes quedas de luz, tão recorrentes próximas ao verão.
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Capítulo 3

Resultados

Antes de dar início à discussão dos resultados, farei alguns breves comentários.
Inicialmente, foram estudados um total de 5 distintos modelos neste trabalho,

sendo 3 modelos para redes planares (quadrada, snub e tetrakis), e 2 modelos para redes
não-planares (cúbica e fulerenoidal). Para todos os modelos, tentamos realizar, respectiva-
mente as simulações utilizando os métodos de Metropolis e de Wang-Landau. Entretanto,
como já foi dito no capítulo anterior, a implementação do método de Wang-Landau não
é simples para sistemas com energias contínuas. Desta forma, conseguimos realizar satis-
fatoriamente as simulações via método de Wang-Landau somente para a rede quadrada.
Para os demais modelos, todas as simulações foram realizadas utilizando o método de
Metropolis.

Como também já foi discutido anteriormente, devemos tomar certos cuidados para
simulações realizadas utilizando o método de Metropolis. Primeiramente, devemos esperar
que o sistema atinja um estado de equilíbrio antes de começarmos a guardar os valores que
serão utilizados nos cálculos das médias e, segundo, devemos evitar a escolha de estados
que estejam correlacionados para o cálculo das médias.

Figura 3.1: O gráfico externo mostra o comportamento da correlação temporal dos spins
de uma rede quadrada de gelos de spin, segundo dinâmica do algoritmo de Metropolis.
Já o gráfico interno mostra a oscilação da energia depois de já atingido o equilíbrio. Em
ambos os gráficos, o eixo-x fornece a medida temporal em num. de passos de Monte Carlo.
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Sendo assim, para que possamos utilizar o algoritmo de Metropolis, devemos previ-
amente fazer uma análise da oscilação das grandezas de interesse para verificarmos se estas
já estão em equilíbrio. No caso do gráfico anterior, podemos ver a oscilação da energia
em torno de um valor médio, caracterizando desta forma, que a dinâmica para a energia
já está em equilíbrio. E, além desta análise, para o cálculo de todas as médias, devemos
escolher os valores cujo espaçamento temporal seja suficiente para garantirmos que seus
valores estejam descorrelacionados. No gráfico anterior, para tempos aproximadamente
iguais 5, 5 passos de Monte Carlo, podemos verificar que o sistema começa a tornar-se
descorrelacionado, sendo este, um espaçamento temporal apropriado para os valores das
grandezas que serão utilizados nos cálculos das médias.

A partir daqui, todas as simulações foram realizadas utilizando-se o Hamiltoniano
de interação dipolar, dado pela equação 1.8:

HGSA =
µ0µ

2

4πa3

∑

i,j
j>i

1

r
3
ij

[−→
Si · −→

Sj − 3
(−→
Si · r̂ij

)(−→
Sj · r̂ij

)

]

(3.1)

Para todos os sistemas, exceto na rede fulerenoidal, foram utilizadas condições de contorno
periódica com a única exigência de que todos os spins do sistema interajam pelo menos 1
única vez entre si. Atendo-me a todos estes cuidados, iniciarei o tratamento dos resultados,
começando pela rede quadrada de gelos de spin.

3.1 Rede Quadrada - “Toy-Model”

(a) Adaptação computacional de
uma rede quadrada de gelos de
spin, onde cada nanoilha foi subs-
tituída por um dipolo pontual.

(b) Rede quadrada de gelos de spin artificial produzida em labo-
ratório através de técnicas litográficas. A imagem da esquerda é
gerada por AFM e a da direita por MFM. Imagem removida do
trabalho [56]

Figura 3.2:

A escolha de estudar inicialmente a rede quadrada deu-se pois conhecemos muito
bem o seu comportamento, de forma que podemos, antes de iniciar o estudo dos demais
sistemas, verificar se nossos programas estão funcionando adequadamente. Os próximos
dois gráficos mostram uma comparação entre os resultados obtidos para a energia média
e para o calor específico de uma rede quadrada gelos de spin cujo lado L = 10a, sendo
a o espaçamento de rede, para o algoritmo de Wang-Landau (curva em azul) e para ao
algoritmo de Metropolis (pontos pretos).
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(a) (b)

Figura 3.3:

onde kB é a constante de Boltzmann e D é a constante de acoplamento dipolar, dada por

D =
µ0µ

2

4πa3
.

Note como o resultado obtido pelo método de Wang-Landau ajusta quase que
perfeitamente os dados obtidos pelo método de Metropolis. Além disso, como agora pos-
suímos uma estimativa para a função de partição do sistema, conseguimos construir uma
curva praticamente contínua, diferente do Metropolis, onde devemos visitar isoladamente
a cada passo, uma temperatura distinta.

Sabendo da qualidade e da confiabilidade do método de Wang-Landau para este
modelo, fizemos um breve estudo do comportamento termodinâmico do sistema. De ante-
mão, sabemos que a rede quadrada possui uma transição de fase de segunda ordem de um
estado desordenado a altas temperaturas para um estado ordenado a baixas temperatu-
ras. Esta transição ocorre para uma temperatura T ≃ 7, 2 D/kB e é caracterizada por um
pico no calor específico que se torna cada vez mais acentuado à medida que aumentamos
o tamanho do sistema. Sabemos também que o pico do calor específico cresce logaritmi-
camente com tamanho sistema, o que é um comportamento deveras usual em sistemas
de spin (principalmente do tipo Ising), sendo observado em inúmeros outros sistemas.
Entretanto, como a rede quadrada neste trabalho funciona somente como um Toy-Model
para testarmos nossos programas, não entrarei em muitos detalhes no cálculo das leis de
escala para o calor específico do sistema. Abaixo, seguem os resultados do calor específico
e da energia média por spin para diferentes tamanhos de rede:
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Figura 3.4: Gráficos para o calor específico e energia média por spin vs. Temperatura. A
linha verde demarca a temperatura estimada para a ocorrência da transição de fase.

Sabendo que o programa para o cálculo das médias termodinâmicas funcionam
adequadamente, nos resta somente o estudo da fenomenologia deste sistema, para que
possamos verificar a possível existência de excitações que se comportem como monopolos
magnéticos nestes sistemas.

Esta análise é simples e segue os seguintes passos:

(1) Após realizado os cálculos termodinâmicos, identificamos os possíveis estados fun-
damentais do sistema e os salvamos em uma lista separada.

(2) Calculamos a energia do estado fundamental E0.

(3) Introduzimos uma excitação ao estado fundamental através a inversão de um de
seus spins e calculamos a energia deste novo estado E1

(4) Calculamos a diferença entre a energia do estado excitado e o estado fundamental
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∆E = E1 − E0 e salvamos este valor, juntamente com o espaçamento referente a
excitação

(5) Repetimos o processo de excitação do estado fundamental aumentando cada vez
mais o comprimento da cadeia de spins invertidos, calculamos os novos valores de
∆E, e novamente o salvamos.

Terminado o procedimento listado acima, plotamos os valores obtidos e obtemos:

Figura 3.5: O gráfico interno mostra o comportamento da energia das excitações à medida
em que as separamos na rede. A curva vermelha é um ajuste linear e a curva azul um
ajuste não-linear, ambos seguindo as expressões dentro da caixa de legenda. O gráfico
externo é construído da subtração do ajuste não-linear pelo ajuste linear. Realizando esta
subtração podemos ver que o ajuste não-linear fornece uma excelente concordância para
os dados. Na expressão para o ajuste não-linear, devo ater que o segundo termo é do tipo
BX(r), porém, em nosso caso X(r) ∝ r, e portanto, reescrevi este termo da forma B′r

Este gráfico mostra que, para este modelo, a energia das excitações possui um termo

monopolar
−Q2

r
além de um termo linear do tipo B′r. Com base neste resultado, podemos

interpretar que as excitações sobre o estado fundamental deste sistema comportam-se
como monopolos magnéticos conectados por uma “corda” energética e direcionada (devido
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a magnetização). Por esse motivo, comumente associa-se a estes monopolos a classificação
de monopolos de Nambu. Para o caso anterior, o ajuste não-linear forneceu os seguintes
valores para as constantes:

• Q2 = 4, 0Da; Este termo esta associado com a possível carga dos monopolos inte-
ragindo atrativamente (ou seja, possuem sinais opostos).

• B′ = 14, 3
D

a
; Este termo esta associado a tensão da corda que conecta os monopolos,

sendo dominante para grandes distâncias de separação.

• Por fim, E0 = 23.3D esta associada a energia de criação de um par de monopolos
magnéticos de sinais opostos.

E novamente, os resultados gerados pelos programas concordam com os resultados
já presentes na literatura. Para finalizar, podemos corroborar ainda mais os resultados
anteriores, através do gráfico das linhas de campo magnético das excitações do sistema.

Figura 3.6: Gráfico mostrando o comportamento das linhas de campo magnético de uma
excitação sobre o estado fundamental do sistema. Distante dos spins invertidos, podemos
notar um comportamento coulombiano para interação de partículas com cargas de sinal
oposto. Próximo aos spins invertidos, um comportamento quasi-linear que acompanha o
caminho da inversão dos spins também pode ser observado.
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3.2 Rede Snub

(a) Rede snub construída via tesselação. Este rede
é formada pela composição entre quadrados e tri-
ângulos equiláteros.

(b) Adaptação computacional para a rede Snub,
onde cada aresta foi trocada por um spin do tipo
Ising.

Figura 3.7:

A rede snub nada mais é do que uma composição de quadrados e triângulos equi-
láteros em uma estrutura periódica. Este tipo de construção recebe um nome especial
em matemática chamado tesselação. Nosso interesse neste tipo de sistema dá-se devido
a possível riqueza detalhes que estes sistemas possam vir a apresentar. Como já vimos
anteriormente, a frustração de um sistema é fortemente afetada pela sua geometria (além
é claro, do tipo de interação). Ao estudarmos sistemas cuja geometria é composta por di-
ferentes unidades fundamentais (neste caso, quadrados e triângulos), esperamos observar
novos fenômenos que não apareceriam em geometrias usuais.

Porém, antes de começar o estudo da termodinâmica deste sistema, devemos res-
ponder a uma simples pergunta: Qual é, ou quais são as configurações de spins que
minimizam a energia do sistema? Anteriormente, para a rede quadrada, vimos que das
16 possíveis configurações para cada vértice, apenas 2 minimizavam a energia do sistema,
sendo elas do tipo two-in two-out. Se olharmos para cada vértice da rede snub, possuímos
5 spins por vértice, o que fornece um total de 25 = 32 configurações distintas. Calculando
a energia de todas as configurações separadamente, veremos que somente 4, das 32 pos-
síveis, minimizam a energia para o vértice de maneira isolada. Estas configurações estão
representadas abaixo (como as interações entre os spins se dão as pares, podemos inverter
todos os 5 spins de um vértice simultaneamente e ainda manter sua menor energia, por
isso mostrei apenas 2 figuras):
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(a) E seu inverso. (b) E seu inverso.

Figura 3.8: Mesmo possuindo uma magnetização residual, as duas configurações repre-
sentadas em (b) possuem a mesma energia das duas configurações representadas por (a)
que não possui magnetização residual.

Contudo, ao final das simulações, verificamos uma densidade muito maior dos dois
vértices representados pela figura Figura 3.8(a) em relação aos dois vértices representados
pela Figura 3.8(b). Conseguimos explicar este problema se, ao invés de olharmos para
energia localmente em cada vértice, olharmos para a energia da menor unidade funda-
mental que se repete no sistema. Esta unidade fundamental, que chamaremos de célula
unitária possui um total de 20 spins, ou seja, 220 = 1048576 configurações. Deste total,
somente duas configurações minimizam a energia para cada célula unitária, estando elas
representadas abaixo:

Figura 3.9: Configuração que minimiza a energia da menor célula unitária de spins que
compõem a rede Snub. Novamente, a segunda configuração é dada invertendo-se todos
os spins da rede acima.
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Podemos ver claramente que dentro desta célula unitária, existem somente vértices
com mesma topologia presente na Figura 3.8(a), evidenciando portanto, o favorecimento
dos vértices que apresentarem esta topologia. Desta maneira, já sabendo o possível com-
portamento do estado fundamental do sistema, podemos iniciar os estudos a respeito
da termodinâmica destes sistemas. Utilizando as células unitárias, construíremos redes
bidimensionais L × L, sendo o L o número de células unitárias presentes em um lado
(horizontal ou vertical) do sistema. O número total de spins neste caso será então dado
por N = 20L2. O gráfico abaixo ilustra o comportamento da energia pela temperatura
para diferentes tamanhos do sistema:

Figura 3.10: O gráfico externo mostra o comportamento da energia à medida que variamos
a temperatura para a rede Snub. O gráfico interno trata-se unicamente de um Zoom para
uma pequena faixa de temperaturas. O valor entre colchetes na legenda representa o
número total de spins para as respectivas redes.

Podemos notar no gráfico anterior para a energia (externo) e em seu Zoom (in-
terno) que, ao aumentarmos o tamanho do sistema, o seu comportamento permaneceu
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praticamente inalterado. Além disso, para maiores tamanhos de rede, as barras de erro
para as medidas de energia tornaram-se cada vez menores. Olhando para o calor especifico
do sistema, observamos um comportamento similar:

Figura 3.11: Comportamento do calor específico para diferentes tamanhos do sistema e
um Zoom (gráfico interno) para uma certa faixa de temperaturas.

E novamente, também observamos, para o calor específico, uma aparente invariân-
cia com os diferentes tamanhos do sistema além de um pico mais “largo” e “arredondado”.
Infelizmente, não possuímos uma explicação para este comportamento. Entretanto, duas
possibilidades se mostram extremamente interessantes para explicá-lo, que são:

(I) Ainda estamos passando por uma transição de fase de segunda ordem. Porém, para
os tamanhos de rede a que temos acesso, ainda não somos capazes de observar criti-
calidade no calor específico do sistema. Vale ressaltar que, nada impede que em uma
transição de fase de segunda ordem o calor específico possua criticalidade extrema-
mente lenta. Utilizamos o calor específico pois seu cálculo é extremamente simples
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em nosso problema além de que, não conhecemos nenhum parâmetro de ordem para
os gelos de spin aqui estudados. Inclusive, devido a sua lenta criticalidade em al-
guns casos, não se recomenda a utilização do calor específico para caracterização de
algumas transições de fase. Então, talvez estejamos passando por este problema de
lenta criticalidade, a ponto de não conseguirmos observar os picos característicos do
calor específico em uma transição de fase de segunda ordem.

(II) O sistema pode estar passando por um CrossOver. Aqui, entenda crossover como
sendo a mudança entre dois ou mais estados sem passar por nenhuma transição de
fase propriamente dita. O que queremos dizer é: Este sistema é capaz de sair de
um estado completamente desordenado a altas temperaturas e atingir um estado
completamente ordenado a baixas temperaturas sem passar por nenhuma transição
de fase. Um efeito similar a este ocorre no Efeito Schottky (na literatura também
descrito como defeito Schottky, que é uma marca registrada em alguns sistemas
onde as partículas constituintes podem ocupar somente um número finito de níveis
discretos de energia, para um melhor exemplo, consultar S. R. A. Salinas [37], pag.
107), onde neste efeito, uma de suas características é justamente a presença de um
pico “arredondado” em seu calor específico. Aqui, o termo crossover talvez não seja
o mais apropriado, devido a sua ampla utilização no estudo de sistemas que são
capazes de trocar sua classe de universalidade, através de parâmetros externos ou
devido a violações de simetria do sistema.

Existe ainda, uma terceira possibilidade, que seria a possível ocorrência de uma
pseudo-transição de fase. Neste cenário, devido a diversos fatores, que podem incluir a
finitude do sistema, forte presença da frustração geométrica, alta degenerescência entre
os estados, etc, o sistema pode apresentar assinaturas para diferentes tipos de transição
de fase. No entanto, este é um cenário ainda pouco conhecido na literatura e merece
um maior cuidado em sua exploração, o que inclui encontrar e estudar um maior número
grandezas além do calor específico. Um trabalho que explora muito bem este conceito de
pseudo-transição de fase foi realizado por S. Jim, Et al. [28].

Ao continuarmos os estudos, passando para a análise do comportamento das pri-
meiras excitações sobre o estado fundamental do sistema, também obtivemos uma sur-
presa. Primeiro, observando o comportamento das linhas de campo magnético destas
excitações sobre o estado fundamental, o seu comportamento se mostrou extremamente
similar ao já observado para as excitações na rede quadrada, onde as linhas de campo
suficientemente distantes das excitações (spins invertidos em vermelho na próxima figura)
aparentam ser da interação entre dois monopolos com cargas de sinais opostas e próximo
as excitações, o comportamento é aproximadamente linear, acompanhando o caminho dos
spins invertidos. Na próxima imagem, podemos visualizar o comportamento destas linhas
de campo:
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3 Rede Snub

Figura 3.12: Gráfico ilustrando o comportamento das linhas de campo magnético das ex-
citações sobre o estado fundamental de uma rede Snub. Distante das excitações, o sistema
ainda aparenta um comportamento coulombiano para interação entre dois monopolos de
sinais opostos e próximo as excitações, ainda observamos um comportamento quasi-linear
que acompanha o caminho por onde os spins foram invertidos.

Entretanto, ao fazermos a análise para a energia de formação das excitações, se-
guindo o mesmo procedimento adotado para gerar o gráfico da Figura 3.5, novamente
observamos um melhor ajuste para o fit não-linear, contudo, para o termo Coulombi-
ano, obtivemos a constante Q2 < 0. Ou seja, levando-se em conta que este termo é
proporcional as cargas dos monopolos (Q2 ∝ q2), isto nos levaria a cargas imaginárias!
Independente dos caminhos escolhidos para invertermos os spins, este resultado ocorre.
Naturalmente, este resultado se mostra fisicamente inaceitável. Desta forma, tentamos
realizar o ajuste para diversas outras funções, que podiam considerar novos termos do

tipo lei de potência
A

rϵ
, termos do tipo Yukawa

Aeµr

r
e suas variantes

Aeµr

rϵ
, dentre ou-

tros. Todavia, para todas as novas expressões, o que ofereceu melhor ajuste foi o potencial

VNL =
−Q2

r
+ BX(r) + E0 (em alguns casos, como nos ajustes com termos de Yukawa,

as expressões recaíam sobre VNL(r)). O gráfico mostrando o ajuste para VNL(r) é dado
na próxima figura:
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Figura 3.13: Gráficos interno e externo mostrando o comportamento da energia das ex-
citações à medida em que as separamos na rede (pontos) e o comportamento dos ajustes
linear (curva vermelha) e não-linear (curva verde). Como já explicado anteriormente, X(r)
nos fornece o comprimento da corda que conecta as excitações presentes nas extremidades
da cadeia de spin invertidos.

Valores típicos para as constantes do ajuste foram: Q2 = −49.6 Da, B = 41.8
D

a
e E0 = −6.8 D. Todos estes comportamentos anômalos, nos dão evidências de que estas
novas excitações não sejam mais do tipo monopolos magnéticos, como as observadas na
rede quadrada. Acreditamos que um maior entendimento a respeito da possível transição
de fase para este modelo, venha a nos ajudar na interpretação do comportamento destas
novas excitações1.

Adiantando sobre a próxima seção, observaremos o mesmo comportamento para a
rede tetrakis. Isto tornou este problema muito mais interessante de ser estudado, uma vez
que ambas as redes são construídas a partir de tesselação e suas estruturas fundamentais
são quadrados e triângulos.

1No caso da rede quadrada, além da interpretação de transição de segunda ordem do tipo ordem-
desordem, podemos interpretar como sendo do tipo confinamento-desconfinamento, ou seja, entre estados
onde as excitações encontram-se confinadas (baixas temperaturas) e desconfinadas (altas temperaturas).
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3 Rede Tetrakis

3.3 Rede Tetrakis

(a) Rede Tetrakis construída via tesselação. Esta
rede é formada pela composição entre quadrados e
triângulos retângulos.

(b) Adaptação computacional para a rede Tetra-
kis, onde cada aresta foi trocada por um spin do
tipo Ising.

Figura 3.14:

A rede tetrakis é construída através da composição de quadrados e triângulos
retângulos. Podemos também, talvez até de uma maneira mais apropriada, enxergar esta
rede como sendo a sobreposição de duas redes quadradas, defasadas por 45°, sendo que,
para uma das redes, o espaçamento entre seus vértices é

√
2 vezes maior (ou menor).

Aqui, também acreditamos na possível riqueza de comportamentos que o sistema possa
apresentar, devido a sua geometria exótica.

Nesta rede, diferente da quadrada e da snub, a conectividade em cada vértice não
é mais constante, existindo vértices com apenas 4 spins enquanto nos demais vértices
temos 8 spins. Vale notar também que, para cada vértice com 4 spins, temos outro com
8. Logo, a conectividade média da rede é igual a 6. A célula unitária que compõem a rede
tetrakis possui um total de 12 spins, o que nos leva a um total de 212 = 4096 distintas
configurações. Curiosamente, igual aos dois modelos anteriores, apenas 2 configurações
são capazes de minimizar a energia para cada célula unitária. Tais configurações estão
representadas abaixo:

Figura 3.15: Configuração que
minimiza a energia da menor cé-
lula unitária de spins que com-
põem a rede Tetrakis. A segunda
configuração é obtida invertendo-
se todos os spins da figura ao
lado.
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Como cada célula unitária possui um total de 12 spins, e a rede final será uma
composição L × L de células unitárias, ou seja, teremos L células unitárias na horizontal
e L na vertical. Desta forma, o número total de spins presente na rede será N = 12L2.
Sendo assim, tendo conhecimento da configuração que minimiza a energia do sistema,
podemos iniciar o estudo a respeito da termodinâmica do sistema. Abaixo, o gráfico da
Energia vs. Temperatura gerado através da dinâmica do método de metropolis:

Figura 3.16: Gráficos ilustrando comportamento da energia para diferentes tamanhos do
sistema (externo) e seu Zoom para uma dada faixa de temperaturas (interno). Novamente,
existe uma aparente invariância com o tamanho do sistema. O valor entre colchetes
representa o número de spins em cada rede.

Como já adiantado na seção anterior, podemos notar o comportamento similar
para a energia do sistema em ambos os modelos (snub e tetrakis). Novamente, existe uma
aparente invariância para o comportamento da energia em diferentes tamanhos do sistema,
além das barras de erro tornarem-se cada vez menores para maiores tamanhos do sistema.
O comportamento do calor específico também mostrou similaridades ao observado para a
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rede snub, como mostra o gráfico abaixo:

Figura 3.17: Comportamento do calor específico para diferentes tamanhos do sistema
(externo) e um Zoom (gráfico interno) para uma certa faixa de temperaturas na rede
tetrakis.

E, igualmente a rede snub, observamos uma aparente invariância do calor específico
com o tamanho do sistema além de um máximo mais “largo”. O calor específico para a
rede snub também apresentava um máximo mais “arredondado”, o que não observamos
aqui para a rede tetrakis. Vale ressaltar que, apesar de importantes na descrição do
comportamento do sistema, informações como a largura e a simetria (máximo arredondado
ou não), são informações secundárias na descrição da possível transição de fase que está
ocorrendo no modelo. A principal informação a que temos acesso até o momento trata-se
da invariância com o tamanho do sistema. Aqui, as 3 principais possíveis explicações para
este problema, ainda são as mesmas apresentadas na seção anterior2

2(I) Transição de segunda ordem com criticalidade super-lenta; (II) CrossOver entre estados ordenado
e desordenado; (III) Pseudo-transição de fase.
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Passando para a análise das excitações sobre o estado fundamental do sistema, e
novamente observando as linhas de campo magnético destas excitações, que são geradas
através da inversão dos spins da configuração de estado fundamental, verificamos que
distantes destas excitações, o comportamento das linhas de campo é similar a interação
coulombiana entre 2 monopolos com cargas de sinais opostas e, ao longo do caminho onde
induzimos as excitações, as linhas de campo possuem um comportamento aparentemente
linear, acompanhando o caminho dos spins invertidos. Abaixo, podemos observar este
comportamento:

Figura 3.18: Gráfico ilustrando o comportamento das linhas de campo magnético das
excitações sobre o estado fundamental de uma rede Tetrakis. Distante das excitações, o
sistema ainda aparenta um comportamento coulombiano para a interação entre dois mo-
nopolos de sinais opostos e próximo as excitações, ainda observamos um comportamento
quasi-linear que acompanha o caminho por onde os spins foram invertidos.

Porém, igualmente ao caso para a rede snub, ao estudarmos a energia de formação
das primeiras excitações sobre a configuração do estado fundamental, verificamos que

o ajuste que melhor concorda aos resultados é dado pela expressão VNL(r) = −Q2

r
+

BX(r) + E0 e também obtemos o termo Q2 < 0, que nos leva às fisicamente inaceitáveis
cargas imaginárias, como anteriormente. Os dados obtidos via simulação para a energia
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de formação das excitações e os ajustes são dados na figura a seguir:

Figura 3.19: Gráficos interno e externo mostrando o comportamento da energia das ex-
citações à medida em que as separamos na rede (pontos) e o comportamento dos ajustes
linear (curva vermelha) e não-linear (curva verde). X(r) nos fornece o comprimento da
corda que conecta as excitações presentes nas extremidades da cadeia de spin invertidos.

Os valores típicos para as constantes de ajuste foram: Q2 = −115.3Da, B =
14.9D/a e E0 = −27.9D (α = 11.1D/a, β = 20.3D).

Podemos ver então que, o comportamento das redes Snub e Tetrakis são muito si-
milares, para não dizer praticamente idênticas. Podemos associar estes comportamentos
a suas estruturas compostas através de triângulos e quadrados. Além disso, para ambos
os casos, o número total de estados para cada célula unitária é elevado, o que pode levar
a grandes degenerescências em estados com energias intermediárias, explicando parcial-
mente, o comportamento dos gráficos com máximos “alargados” para o calor específico.
Infelizmente, ainda precisamos de mais estudos sobre estes sistemas, para que tenhamos
total compreensão de todos estes processos, incluindo o comportamento das primeiras
excitações sobre o estado fundamental.
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3.4 Rede Cúbica

Figura 3.20: Estrutura funda-
mental de uma rede cúbica. Em
nosso problema, trocaremos as
arestas por spins do tipo Ising.
Imagem removida de [74]

Neste problema e no subsequente, trataremos apenas da termodinâmica dos mode-
los. Esta escolha deu-se por motivos diferentes em cada um dos modelos. Naturalmente,
nesta seção, começaremos pela rede cúbica. Esta rede é construída através da troca das
arestas de uma rede cúbica por spins do tipo Ising. Podemos enxergar esta rede como
sendo o análogo direto de uma rede quadrada em 3 dimensões espaciais. Além dos prin-
cipais interesses já apresentados nos estudos das redes de gelos de spin bidimensionais
anteriores, como por exemplo, a exploração dos efeitos de frustração geométrica sobre o
sistema, na rede cúbica, temos outro interesse diretamente ligado ao tipo de interação do
modelo. Como já sabemos, o sistema está sendo descrito através de uma interação do
tipo dipolar 3.1, que possui uma dependência com o inverso do cubo da distância de se-

paração entre os spins

(

1

r3

)

. Em modelos tridimensionais, como a rede cúbica, o número

total de spins cresce com o cubo do tamanho do sistema (L3). Desta maneira, esperamos
observar uma “competição” entre as interações do modelo e o número de spins presentes
no sistema, coisa que não observamos em modelos bidimensionais3.

Como em uma rede cúbica, temos um total de 6 arestas para cada vértice da rede,
na rede cúbica de gelos de spin também teremos 6 spins por vértice de interação. Isto
nos fornece um total de 26 = 64 distintas configurações para cada vértice de interação.
Diferente dos 3 modelos apresentados anteriormente, onde apenas 2 configurações mini-
mizavam a energia para seus vértice unitários, aqui na rede cúbica este número eleva-se
para 12 distintas configurações que são capazes de minimizar a energia para cada vértice.
Na próxima página, apresentamos 6 configurações que minimizam a energia do sistema,
as seis demais obtemos simplesmente invertendo-se os spins das aqui apresentadas:

3Nestes modelos, o número de spins cresce com o quadrado do tamanho do sistema L2. Assim sendo,
para distâncias suficientemente grandes, a influência dos spins começa a tornar-se desprezível.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 3.21: Seis (6) das doze (12) possíveis configurações que minimizam a energia para
cada vértice da rede cúbica. As seis demais são obtidas simplesmente invertendo-se os
spins das configurações anteriores.

Podemos notar que as configurações que satisfazem o estado fundamental do sis-
tema são do tipo 3-in 3-out. Além disso, os 3 spins entrando em cada vértice devem
pertencer a um mesmo plano P1 e os 3 spins saindo de cada vértice devem pertencer a
outro plano P2 ̸= P1, ademais, estes planos devem ser perpendiculares entre si (P1⊥P2).
Outra importante informação a respeito das configurações que minimizavam a energia
para cada vértice é que todas possuem uma magnetização diferente de zero, sempre apon-
tando na direção de algum dos eixos coordenados (Ox, Oy ou Oz), sendo que este eixo é
determinado pela curva de interseção entre os planos P1 e P2.

Podemos agora, após uma maior compreensão dos estados que minimizam a ener-
gia do sistema, iniciar nossos estudos em sua termodinâmica. Naturalmente, para a rede
cúbica, uma dificuldade tornar-se-á mais evidente: o acesso a grandes tamanhos do sis-
tema. Como o número de spins do sistema é dado por N = 3L3, rapidamente atingiremos
grandes números de spin para o sistema mesmo estando em pequenos tamanhos de rede,
o que nos deixa sujeitos a fortíssimos efeitos de tamanho finito. Na próxima página, apre-
sentamos um gráfico da Energia por spin vs. a Temperatura para diferentes tamanhos do
sistema:
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Figura 3.22: Gráfico ilustrando o comportamento da energia por spin vs. a temperatura
para diferentes tamanhos do sistema. Apesar de sútil, no zoom presente no gráfico interno
podemos notar uma separação entre as curvas de energia. O número entre colchetes na
legenda representa no número de spins do sistema.

Acessamos em nossas simulações, redes com lados L = 4, 6, 8, 10 e 12 de forma
que podemos notar o rápido crescimento no número de spins. Para redes tridimensionais,
estes tamanhos estudados ainda são muitos pequenos para que possamos fazer inferências
sobre o real comportamento do sistema, porém, apesar de extremamente sútil, no Zoom
podemos notar uma pequena separação entre todos os gráficos para os tamanhos de rede
estudados. Logo, para a rede cúbica, a princípio não possuímos a mesma invariância com
o tamanho do sistema observada para as redes Snub e Tetrakis.

Ao calcularmos o calor específico, utilizando os resultados obtidos para média e
para média quadrática da energia, pudemos observar um pico ligeiramente mais acentu-
ado. Contudo, o comportamento dos pontos que compõem a curva do calor específico
mostrou-se extremamente ruidoso, como podemos observar no gráfico a seguir:
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Figura 3.23: Calor específico por spin vs. Temperatura para rede cúbica.

Dentre os possíveis motivos para este comportamento ruidoso, podemos destacar
os efeitos de finitude do sistema aliado a baixa amostragem estatística. Poderíamos,
mesmo com este comportamento ruidoso, insistir na existência de uma sútil e longínqua
separação entre as curvas para diferentes tamanhos do sistema próximo ao pico do calor
específico (gráfico interno com Zoom) porém, estaríamos apelando para a interpretação
de um resultado ainda inconcluso devido a necessidade de uma maior amostragem, além
é claro, de maiores tamanhos de rede.

Devido ao tempo hábil para conclusão deste trabalho e ao fato de não termos o
acesso a redes com L > 14, não fomos capazes de realizar a análise para as primeiras
excitações sobre o estado fundamental deste sistema. No próximo capítulo, discutirei as
futuras possibilidades de continuidade para este trabalho.
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3.5 Rede Fulerenoidal

(a) Fulereno com 60 vértices e 90 ares-
tas.

(b) Fulereno com 540 vértices e 770 arestas.

(c) Representação de uma rede fulerenoidal de
gelos de spin para rede com 60 vértices (os pon-
tos cinzas representam os vértices e os verdes as
localizações dos spins na rede).

Figura 3.24: Todas as figuras, (a), (b) e (c), foram geradas via XMakeMol.

Ao início do trabalho desta dissertação, um de nossos principais objetivos era o
estudo destes modelos que seguem a mesma geometria de estruturas do tipo fulereno. Em
sua grande maioria, estas estruturas respeitam um grande número de diferentes simetrias
discretas, sendo a figura 3.24(a), chamada de buckyball, a estrutura conhecida com o
maior número de diferentes simetrias discretas e já observada na natureza. Devido a
suas estruturas naturalmente periódicas e ao grande número de simetrias, esperávamos
observar novos e interessantes comportamentos para gelos de spin que respeitassem esta
geometria.

Apesar do êxito obtido com a simulação via método de Wang-Landau para alguns
(poucos) tamanhos de rede neste modelo, a grande maioria dos resultados foi obtida
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através do método de Metropolis. Sendo assim, todos os resultados apresentados de
agora em diante foram gerados via método de Metropolis.

Como dissemos anteriormente, todas as redes fulerenoidais respeitam um grande
número de simetrias discretas. Infelizmente, para diferentes tamanhos de rede, novas
simetrias são respeitadas e inclusive, em grande parte dos casos, as simetrias observadas
na rede predecessora não são mais respeitadas, mesmo levando-se em conta o grande
número de isômeros para os novos tamanhos de rede. E como podemos ver no gráfico
abaixo para o calor específico, esta diferença na estrutura da rede (e consequentemente
nas simetrias respeitadas) teve grande influencia no comportamento do sistema:

Figura 3.25: Calor Específico vs. Temperatura para diferentes tamanhos do sistema,
respeitando diferentes simetrias. O gráfico interno mostra o comportamento para redes
do mesmo tamanho, porém com distintas simetrias.

Neste momento, devemos ressaltar que as transições de fase e outros possíveis
comportamentos críticos, em geral, estão relacionados com as simetrias do modelo em
estudo [7]. Apesar do comportamento similar para os diferentes tamanhos do sistema,
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em quase nada podemos inferir sobre criticalidade de uma possível transição de fase
neste modelo. Como exemplo, segue abaixo o comportamento do primeiro pico do calor
específico para este modelo:

Figura 3.26: Gráfico do primeiro
pico do calor específico vs. tem-
peratura de ocorrência.

Ainda na Figura 3.25, o gráfico interno exemplifica 3 redes com 30 vértices e 45
spins, onde cada rede respeita uma simetria distinta apresentada na legenda. Mesmo
para o iguais tamanhos de rede, podemos notar a grande diferença no comportamento do
sistema devido somente à mudança da simetria que o sistema obedece.

Finalizando, é fácil notar que para cada tamanho do sistema os ângulos entre os
spins mudam e, como as interações do modelo se dão através de produtos escalares (entre
os próprios spins além do produto entre um spin e o vetor que o conecta a seu vizinho),
é de certa forma, natural imaginar que o comportamento mude completamente quando
alteramos o tamanho e as simetrias do sistema. E, apesar das diversas incursões com o
intuito de estudar este modelo, não conseguimos mais informações do que as apresentadas
anteriormente.
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Capítulo 4

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho foram estudados gelos de spin artificiais em diversas geometrias
(quadrada, snub, tetrakis, cúbica e fulerenoidal), com interações exclusivamente do tipo
dipolar, através de uma abordagem computacional baseada nos métodos de Metropolis e
Wang-Landau.

Podemos considerar como satisfatória a implementação do programa que utiliza o
método de Metropolis, uma vez que conseguimos realizar simulações e gerar resultados
para todos os modelos apresentados anteriormente, inclusive de maneira otimizada. Com
relação ao método de Wang-Landau, a implementação do programa obteve sucesso em
gerar resultados somente para a rede quadrada. Para as demais, a empírica complexidade
para se encontrar os parâmetros e janelas adequadas para realização das simulações im-
pediram que fossemos capazes de implementa-lo para os demais modelos em um tempo
hábil.

Como forma de verificar se a dinâmica do programa estava correta, utilizamos a
rede quadrada de gelos de spin, cujo comportamento é bem conhecido. Desta, obtivemos
sucesso no cálculo de grandezas termodinâmicas e na caracterização de sua transição de
fase, além de uma precisa descrição do comportamento das excitações sobre o estado fun-
damental do sistema que são interpretadas como monopolos magnéticos do tipo Nambu.

Para as redes Snub e Tetrakis, várias similaridades foram observadas, incluindo a
aparente invariância da energia e do calor específico com o tamanho do sistema e o com-
portamento (a princípio) anômalo das primeiras excitações sobre o estado fundamental
do sistema, que se mostraram fisicamente inaceitáveis. Como perspectivas para traba-
lhos, na tentativa de solucionar estes problemas, pretendemos realizar simulações para
maiores tamanhos de rede para verificarmos esta aparente invariância com o tamanho
do sistema, além de um estudo mais profundo a respeito da existência ou não de uma
transição de fase nestes modelos. Já com relação as primeiras excitações que surgem
no sistema, pretendemos realizar uma estatística para estas excitações com o intuito de
verificar e compreender melhor o seu real comportamento. Desta maneira, saberemos se
estas excitações são realmente do tipo monopolo e se realmente são (ou não) fisicamente
aceitáveis.

Para a rede cúbica, também necessitamos realizar simulações para maiores tama-
nhos de rede (apesar de atualmente sermos incapazes de atingir tamanhos de rede muito
maiores aos aqui já apresentados), somente desta maneira poderemos identificar e classifi-
car corretamente a possível transição de fase para este modelo, além é claro, de podermos
realizar uma análise a respeito das primeiras excitações formadas sobre o estado funda-
mental deste sistema.

Por fim, com relação as redes fulerenoidais, podemos concluir que é inviável um
estudo completo a respeito da termodinâmica e da fenomenologia deste sistema, para
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pequenos tamanhos de rede. Entretanto, uma perspectiva para este trabalho é estuda-lo
no limite para o número de hexágonos extremamente grande, de forma que localmente,
em determinadas regiões, podemos considera-la como sendo uma rede hexagonal plana.
O objetivo aqui seria estudar os efeitos de curvatura gerados pelos 12 pentágonos fixos do
sistema, no comportamento já bem conhecido para a rede hexagonal.
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4 Conclusões e Perspectivas
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simple_cubic.svg/406px-Lattic_simple_cubic.svg.png
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