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RESUMO

PINHEIRO, Valéria Rosado, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2012.
Regressdo aleatdria na deteccdo de QTL para caracteristicas de crescimento de
suinos. Orientador: Fabyano Fonseca e Silva. Coorientadores: Cosme Damido Cruz,
Marcos Deon Vilela de Resende e Simone Eliza Facione Guimaraes.

Muitos estudos sdo voltados para a busca de QTL (locos de caracteristicas
quantitativas) que afetam caracteristicas de crescimento em suinos, sendo que a quase
totalidade tem encontrado QTL com efeitos significativos. No entanto, a maioria destes
estudos utiliza informacdes referentes a peso corporal em idades especificas ou ganho
de peso médio. Dessa forma, torna-se interessante avaliar simultaneamente todas as
informacdes de crescimento sob o enfoque de dados longitudinais. O presente trabalho
tem como objetivo utilizar modelos de regressdo aleatéria (MRA) com o intuito de
detectar QTL para caracteristicas de crescimento em suinos de uma populacdo F2 Piau x
Comercial. Para tanto, considerou-se MRAs com efeitos aleatérios poligénico, de
ambiente permanente e de QTL, sendo a matriz de covaridncia associada a este ultimo
denominada de IBD (identical-by-descent). A presenca de um QTL com efeito
significativo foi verificada mediante teste de razdo de verossimilhancas considerando o
modelo descrito como sendo o completo e 0 mesmo sem o efeito de QTL como sendo o
modelo nulo. As comparagfes entre estes modelos foram realizadas nas posi¢des dos
marcadores (6 marcadores microssatélites) e nas posi¢oes entre marcadores. Na posicao
com maior evidéncia de efeito de QTL foi calculada a herdabilidade e os valores
genéticos poligénicos e de QTL para peso em todo o periodo de crescimento estudado.
Os resultados mostraram um efeito significativo de QTL na posi¢do 65 do cromossomo
7.



ABSTRACT

PINHEIRO, Valeria Rosado, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2012.
Random regression to detect QTL for growth traits in swine. Adviser: Fabyano
Fonseca e Silva. Co-Advisers: Cosme Damido Cruz, Marcos Deon Vilela de Resende
and Simone Eliza Facione Guimarées.

Many studies are focused on the search for QTL(quantitative trait loci) that affects
growth traits in swine, and almost all studies have found QTL with significant effects.
However, most of these studies use information related to the body weight on specific
ages or average weight gain. Thus, it becomes interesting to evaluate all the growth
information with the focus on longitudinal data simultaneously. This study aims to use
random regression models (RRM) in order to detect QTL (quantitative trait loci) for
growth traits in swine from a population F2 Piau x Commercial. To this end, it was
considered a RRM with random polygenic effects, permanent environment and QTL,
being the covariance matrix associated with the latter known as IBD (identical-by-
descent). The presence of a significant QTL was found by likelihood ratio test
considering the model described above as being the complete and this same without the
QTL effect as null model. Comparisons between these models were made at the
positions of the markers (6 microsatellite markers) and at positions between markers. In
the position with greater evidence of QTL effect was calculated the heritability and the
genetic polygenic and QTL values for body weight throughout the growth period

studied. The results showed a significant effect of QTL at position 65 of chromosome 7.



INTRODUCAO

Dentre as especies de animais domésticos de interesse zootécnico, a suina €
certamente uma das que mais tem se beneficiado do grande progresso no conhecimento
do genoma, e isto tem se verificado pelos investimentos diretos em pesquisas e pela
rapida conversdo dos conhecimentos adquiridos em ferramentas aplicadas a selecéo.

Muitos estudos sdo voltados para a busca de QTL (locus de caracteristicas
quantitativas) que afetam caracteristicas de crescimento em suinos (PIRES et al., 2006,
EDWARDS et al., 2008, dentre outros), sendo que a quase totalidade tem encontrado
QTL com efeitos significativos (PIG QTL DATABASE, 2012). No entanto, a maioria
destes estudos utilizam informac6es referentes a peso corporal em idades especificas ou
ganhos de peso médio. Dessa forma, torna-se interessante avaliar simultaneamente todas
as informagdes de crescimento em diferentes tempos, ou seja, sob o enfoque de dados
longitudinais. Recentemente, Edwards et al. (2008) utilizaram a metodologia de
modelos de regressdo com coeficientes aleatorios em conjunto com informac6es
moleculares para modelar o crescimento de suinos de uma populagdo F2 composta por
animais Duroc x Pietrain, e obtiveram um total de 22 QTL identificados ao nivel de 5%
de probabilidade de erro tipo I. Tendo em vista 0 sucesso de tal metodologia, Lund et.
al. (2008) também apresentaram uma proposta de analise de QTL para caracteristicas
longitudinais baseada em modelos de regressao aleatéria com efeito aleatério de QTL.
Os autores verificaram, via simulagdo de dados, que esta abordagem longitudinal foi
capaz de ajustar as funcdes de covariancia e melhorou consideravelmente o poder de
deteccdo de efeitos QTL varidveis no tempo em comparacdo com o modelo tradicional
uni-variado (ajustado separadamente em cada tempo). Isto foi confirmado por uma
analise dos dados de produtividade de proteina em bovinos de leite, onde omodelo foi
capaz de detectar QTL com efeito elevado, quer no inicio ou no final da lactacdo, que
ndo foram detectados com um simples modelo cujo fenétipo foi o teor de proteina na
producéo total de leite aos 305 dias.

Dessa forma, o objetivo do presente trabalho foi ajustar modelos de regresséo
aleatoria (MRA) com efeito de QTL a dados de crescimento de suinos F2 Piau (raca
nativa brasileira) X comercial visando a identificacdo de genes de grande efeito. Para

tanto, considerou-se um MRA com efeitos aleatorios poligénicos, de ambiente



permanente e de QTL, sendo a matriz de covariancia associada a este Ultimo

denominada de IBD (identical-by-descent).



REVISAO BIBLIOGRAFICA

Anédlise de QTL para caracteristicas quantitativas longitudinais

QTL (quantitative trait loci) sdo locos ou segmentos cromossdmicos que
governam as caracteristicas quantitativas, mas essa definicdo refere-se apenas a uma
associacao estatistica entre uma regido do genoma e um carater fenotipico (Resende,
2008). Segundo Liu (1998), QTL sdo genes localizados no genoma com efeitos
genéticos aditivo, dominancia e, ou epistatico, significativos.

As caracteristicas longitudinais sdo aquelas que foram mensuradas vérias vezes
durante a vida do animal. Kirkpatrick & Herckman (1989) definem as caracteristicas
longitudinais como aquelas em que o fendtipo do individuo pode ser descrito por uma

funcdo, em vez de um numero finito de mensuracgoes.

Segundo Yang et a.l (2006), o mapeamento de QTL para caracteristicas
longitudinais pode ser realizado de duas maneiras: por meio de modelos multivariados
que consideram as varidveis medidas em cada tempo como variaveis diferentes, de
forma que o mapeamento seja feito para cada uma destas separadamente, ou por meio
do que o autor denomina de andlise funcional, na qual sdo usados modelos que
descrevem a trajetoria da caracteristica ao longo do tempo, fazendo-se 0 mapeamento de

QTL para parametros gque representam todas as medidas conjuntamente.

Em relacdo a analise de crescimento animal, Yang et al. (2006) comentam gque,
ao se utilizar os modelos multivariados, ndo € possivel capturar informacGes a respeito
do processo de crescimento como um todo, ficando este restrito a tempos especificos
nos quais se realizaram as avalia¢fes. Entretanto, a analise funcional pode detectar QTL
que afeta a trajetoria do crescimento em todo o periodo considerado. Segundo estes
autores, a andlise funcional pode ser realizada em duas etapas. Na primeira, ajustam-se
modelos matematicos para descrever as curvas de crescimento, 0s quais apresentam
parametros com interpretacdo bioldgica para o processo de crescimento, e, na segunda,
utilizam-se modelos lineares usuais para realizar mapeamento de QTL para estes
parametros. Dentre alguns estudos que utilizaram esta metodologia, pode-se citar
Rodriguez-Zaz et al. (2002) .

Wu et al. (2002) propuseram melhoras para a analise funcional, pois, segundo
estes autores, 0s erros na estimacdo dos parametros na primeira fase ndo sdo

considerados no modelo de identificagdo de QTL implicito na segunda fase. Tais



melhorias foram caracterizadas pela utilizacdo de métodos que possibilitaram a

estimacédo simultanea dos parametros dos modelos e dos efeitos de QTL.

Em relacdo a utilizacdo de modelos matematicos para descrever trajetorias

longitudinais de variaveis de interesse zootécnico como producdo de leite e crescimento,

Albuquergue (2004) comenta que, embora seja possivel utilizar os parametros destes
modelos como caracteristicas de selegdo, esta € uma alternativa que raramente tem sido
implementada na prética por grandes programas de melhoramento de gado de corte ou
leite.

Macgregor et al. (2005) , em trabalho pioneiro, associou a analise funcional e
QTL com modelos de regressdo aleatoria. Neste estudo os autores comparam, via
técnicas de simulacdo de dados, a qualidade deste modelo em relagdo aos modelos de
componente de variancia multivariado completo e o de repetibilidade e relataram que o
modelo de regressao aleatéria com funcdo de covariancia (MRA/FC) apresentou bons
resultados. Yang et al. (2006) compararam a metodologia proposta por Macgregor et al.
(2005) com a de Wu et al. (2002) e de acordo com resultados de simulacdo de dados,
concluiram que o modelo MRA/FC é mais geral e mais flexivel no mapeamento de

QTL para caracteristicas medidas longitudinalmente.

Lund et. al. (2008) também apresentaram uma proposta de analise de QTL para
caracteristicas longitudinais baseada em modelos de regressdo aleatéria com efeito
aleatorio de QTL. Os autores verificaram, via simulacdo de dados, que esta abordagem
longitudinal foi capaz de ajustar as fungdes de covariancia e melhorou
consideravelmente o poder de deteccdo de efeitos QTL varidveis no tempo em
comparag¢do com o modelo tradicional uni-variado (ajustado separadamente em cada
tempo). Isto foi confirmado por uma anélise dos dados de produtividade de proteina no
leite em bovinos, onde 0 modelo foi capaz de detectar QTL com efeito elevado, quer no
inicio ou no final da lactacdo, que nao foram detectados com um modelo simples cujo

fenotipo foi producéo total de proteina no leite aos 305 dias de lactacao.

Regressao aleatdria
Modelos de Regressdo Aleatéria (MRA) tém sido propostos como alternativa na
avaliacdo genética animal com dados longitudinais (Schaeffer, 2004). Em contraste com

0s modelos de componente de varidncia multivariados, que fornecem predigcdes para



determinados pontos ou idades, os modelos de regressao aleatoria permitem a predicédo
de valores genéticos para a curva de crescimento ou lactacdo como um todo, para
qualquer ponto desejado na escala de tempo utilizada e para funcdes da curva. Os MRA
também possibilitam a obtencdo de estruturas de covariancias entre as diferentes
medicdes atraves de funcdes de covariancia para os efeitos aleatorios de interesse (EI
Faro & Albuquerque, 2003).

De acordo com Albuquerque (2004) ao se utilizar o MRA, ajusta-se uma curva
de regressdo fixa para levar em conta a tendéncia média da populagéo e, no minimo,
mais duas equacbes de regressdo aleatOria, para o efeito genético direto e para o
ambiente permanente de animal, uma vez que existem medidas repetidas. A curva
genética de cada animal é predita como um desvio da curva média, considerada como
fixa. Desta forma, em lugar de valores genéticos para determinados pontos da curva
(idades padrdo), sdo obtidos valores genéticos para os coeficientes de regressao
genéticos. A partir dos coeficientes de regressdo aleatdrios, pode-se descrever a curva
de crescimento genética do animal; encontrar DEP’s ( diferenca esperada na progénie)
para qualquer idade desejada, mesmo para idades em que o animal ndo tenha sido
medido, desde que esta esteja dentro da amplitude de idades existente nos dados, e
examinar fungdes da curva de crescimento ou lactacdo como taxa de crescimento entre

duas idades ou persisténcia da lactacao.

Varios trabalhos tém sido desenvolvidos utilizando modelos de regressGes sobre
polindmios de Legendre. Estes modelos ndo requerem pressuposicdo alguma sobre a
forma da curva de crescimento, entretanto, algumas pesquisas tem reportado que 0s
mesmos requerem ajuste de alto grau, consequentemente, faz-se necessario a estimagédo
de grande nimero de parametros. Outro aspecto importante relacionado com as altas
ordens polinomiais, comumente ajustadas em analises de regressao aleatdria, € que,
notoriamente, apresentam comportamento irregular (as covariancias apresentam
superficies sinuosas), ou seja, podem resultar em estimativas irreais e problemas de
convergéncia, em particular nos limites da amplitude de idades consideradas ( Meyer,
2003). Todavia, Meyer (2004) comenta que problemas observados na estimagdo de
componentes de covariancia para modelos de regressdo aleatéria podem ser
minimizados se maior propor¢do de animais tiverem numero minimo de observacgdes

igual a ordem do polindmio a ser ajustado para os efeitos de animal.



Polindmios de Legendre

O surgimento da primeira familia de polinémios ortogonais se remonta no final do
século XVIII em relacdo as trajetorias planetarias. Legendre em 1782 descobriu a
primeira familia de polinbmios ao integrar a equacgéo para calcular o componente radial

do vigor de atracéo e verificar se poderia expressa-la mediante uma serie de potencias
de r’/r da forma r? {1+3P2(COSy)(r'/r)2+5P4(C08y)(r'/r)4+...}. As fungdes P,,P,,... sdo

funcOes racionais inteiras de  cosy, que hoje sdo conhecidas como polindbmios de

Legendre. Em 1787 Legendre fez a deducdo de algumas propriedades das funcdes

1
P,,(X) como a ortogonalidade: JPZn(X)PZm (x)dx-—-4—1+18 ~monden m=012.¢e3,,
m : ,
0

representa o simbolo do produto Kronecker das fungbes P, (x) e P,,(x). Maiores

detalhes sdo apresentados no apéndice B.

Os modelos de regressdo aleatdria utilizando polindmios ortogonais de Legendre
tém sido reconhecidos como adequados para analise de dados longitudinais no
melhoramento animal e tém sido utilizado para modelar vérias caracteristicas em
algumas especies de animais domésticos.

De acordo com Kirkpatrick et al. (1990), os polinémios ortogonais de Legendre
utilizado em modelos de regressdo aleatdria, resultaram em normalidade e
ortogonalidade, além disso, na trajetdria de crescimento, foram uteis na indicacdo para
andlise de padrdes de variacdes genéticas.

Problemas observados na estimagdo de componentes de covariancia para
modelos de regressao aleatoria podem ser minimizados se maior proporcao de animais
apresentam nimero minimo de observacdes igual a ordem do polindmio a ser ajustada
para os efeitos de animal. Neste estudo realizado por Meyer (2004) , foi possivel
quantificar o aumento na acurdcia da avaliacdo genética de bovinos de corte, pela
implementacdo de modelos de regressdo aleatoria. Foi observado que tais modelos sao
alternativa obvia e preferencial, pois remove ndo somente os limites atuais do numero
maximo de registros de desempenho por animal, como também elimina a necessidade
de correcdo de covariavel de efeito fixo pela idade, como covariancia de efeito fixo
fornecendo estimativas do mérito genético para todas as idades. Nesta analise foi

encontrado um aumento na acurécia da avaliacdo do crescimento de bovinos de corte,



quando se substituiu 0 modelo de mdltiplas caracteristicas pelos modelos de regressdo
aleatoria.

Os modelos de regressdo aleatoria estdo se tornando de uso rotineiro para tratar
caracteristicas longitudinais e tém substituido os modelos multicaracteristicos usuais

para avaliacdes genéticas (Albuquerque, 2004).



MATERIAIS E METODOS

A formacdo das familias e obtencdo dos dados fenotipicos foi realizada na
Granja de Melhoramento de Suinos do Departamento de Zootecnia da Universidade
Federal de Vicosa (UFV), em Vicosa, MG, Brasil, no periodo de novembro de 1998 a
julho de 2001. Para tanto, foram geradas duas familias provenientes do cruzamento de
18 fémeas originadas de linhagem desenvolvida na UFV (obtida do acasalamento de
animais das racas comerciais Landrace, Large White e Piétrain, selecionados para
caracteristicas de desempenho) com dois machos da raca naturalizada brasileira Piau. A
geracdo F1 nasceu entre os meses de marco e maio de 1999. Dentre os machos F1,
foram selecionados 11 varrdes provenientes de diferentes leitegadas, que foram
acasalados com 54 fémeas F1. Os acasalamentos ocorreram entre 0s meses de fevereiro
e outubro de 2000, para a producdo da geracdo F2, nascida entre junho de 2000 e

fevereiro de 2001. Assim, foram obtidos cerca de 620 animais F2.

Os animais foram submetidos a manejo padrdo da Granja de Melhoramento de
Suinos da UFV (PIRES et al. 2006), e as seguintes caracteristicas fenotipicas de
desempenho foram mensuradas na geracdo F2: peso ao nascer (PN); peso aos 21 dias
(P21); peso aos 42 dias (P42); peso aos 63 dias (P63); peso aos 77 dias (P77); peso aos
105 dias (P105); peso ao abate (PA), sendo este ultimo avaliado em torno de 150 dias

(aproximadamente 65 kg de peso vivo).

Os mapas de ligagdo, os quais contém o conjunto de estimativas das distancias
de cada marcador dentro de cada cromossomo, foram construidos por meio do software
livre CRIMAP (Lander & Green, 1987) utilizando os dados genotipicos provenientes
dos marcadores associados aos primers em questdo. No presente trabalho foram
utilizados dados genotipicos referente ao cromossomo 7 (SSC - Sus Scrofa
Chromosome), uma vez que 0 mesmo apresenta grande importancia para analise de

QTL tendo em vista caracteristicas de desempenho.

No presente estudo, o seguinte modelo foi considerado:
Kk, kp Ky
Yi=pnt Zuim(l)m (tij) + Zpimd)m (tij) + zwimq)m(tij) + € 1)
m=0 m=0 m=0

em que:



y; € o peso do animal i (i = 1,2, ..., n) no tempo j (j = 1,2,...,s), sendo este tempo
indicado por t,; p € o conjunto de efeitos fixos de grupos contemporaneos; u.., p,, €

1]

w.  sdo o0s coeficientes de regressdo aleatoria dos efeitos poligénico, ambiente

m

permanente e genético de aditivo de QTL para o animal i, sendo m o indice

correspondente ao grau de cada funcdo polinomial de Legendre, ¢, (t;), a ser avaliada;
k,.k, e k, correspondem, respectivamente, aos graus dos polindmios relacionados
com os efeitos poligénicos, de ambiente permanente e genético de QTL, e e; € o termo

de erro aleatorio.

A estrutura de covariancia para o modelo apresentado em (1) é dada por:

CovYyyi) = 30> CovUy UM (6 )0 )+ DS COVDym Py Y (M (ty)

m=0 m'=0 m=0 m'=0
Ky Ky

+ Z Z COV(Wim ’Wim')d)m (tij)¢m' (tu) + Cov(eij’eij')-
m=0 m'=0

Em notacdo matricial, o modelo (1) é dado por:
y:l"l_'_zuu_'_ZPp_'_ZWVV_'_e (2)!
em que: y € o vetor de observacdes longitudinais individuais, sendo n individuos com

S, avaliagOes (pois nimero de medidas ndo precisa ser 0 mesmo para todos os animais),

Y=o, i, Yor,. Yoo, oo Yo, Yos ) 3 B ¢ o vetor de efeitos fixos; u é o vetor de
dimensdo (k,+1)n de coeficientes de regressdo aleatéria dos efeitos poligénicos,

U= (U, Uy . Uy Uy )P € o vetor de dimensdo (kp+1)n de coeficientes de

URLERS]

regresséo aleatoria dos efeitos de ambiente, permanente p = (Pao,...,Prc, ..., Pro,...., P, ) 5
w € o vetor de dimensdo (ky,+1)n de coeficientes de regresséo aleatdria dos efeitos

w0, Wo )3 Z,, Z, € Z, S80 respectivamente

genético de QTL, w= (Wlo,...,Wlkw,...,W

matrizes de incidéncia para os coeficientes polinomiais representativos dos efeitos

poligénicos, genético de QTL e de ambiente permanente. As dimensdes de Z,, Z, e

Z, sdo dadas respectivamente por S x n(ky+1) , S x n(ky+1) e S x n(kwt+1), sendo

W

n - ’ - - - ’
S=Y's, , ou seja, a soma do nimero de medidas de todos os individuos.
i=1
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Para apresentar a matriz de covariancia de todas as observagdes inerente a este
modelo, € necessario assumir pressuposi¢des apresentadas por Macgregor et al. (2005).
Tais pressuposicOes dizem respeito as distribuicbes dos coeficientes de regressao

aleatoria, e admitem que: u~N(0,A«K,), sendo A a matriz de parentesco entre os
animais e K, uma matriz de dimenséo (k,+1) x (k,+1) de covariancias entre coeficientes
de regressdo dos diferentes graus para os efeitos poligénicos; p ~ N(O,l, e K,), sendo

I, uma matriz identidade de ordem n e K, uma matriz de dimensdo (k,+1) x (kp+1) de

n

covariancias entre coeficientes de diferentes graus para os efeitos de ambiente
permanente; w~ N(0,QeK, ), sendo Q a matriz IBD genética e K, uma matriz de
dimensao (ky+1) x (kw+1) de covariancias entre coeficientes de diferentes graus para 0s
efeitos genotipicos de QTL.

As matrizes IBD alélicas, G,, foram obtidas por meio do aplicativo
computacional QXPAK (Pérez-enciso & Misztal, 2004), que considerou metodologia
discutida a seguir. Em uma populacdo formada pelo cruzamento entre duas ragas C e D,
um individuo i apresenta em um determinado loco, respectivamente, os alelos paternos
e maternos g'e g, cujos efeitos aditivos sdo v e v". A covaridncia entre estes
efeitos, considerando o loco em questdo, provenientes de dois individuos diferentes, i e
g, é definida por:

. 1 2 2 . 1 2 2 ‘
Cov(v}, vy )= EZZP(U:‘ =y v eC)og +EZZP(D? =v, v €D)op,  (5)

h=1h'=1 h=1h'=1
em que: P(u! El)gl ! € C) é a probabilidade dos alelos g!e ggl (cujos efeitos aditivos

sdo (V' e 02 ) serem idénticos por descendéncia e provenientes da raca C; h é o indice

que representa a origem paterna (h=1) e materna (h=2) e csf: é a variancia dos efeitos

aditivos para a raca C. A mesma notacao € assumida para a raga D.
Para estimar as probabilidades P(v] = ugl h'eC) e P = ugl ! €D), o

software em questéo utiliza-se um procedimento de amostragem Gibbs, cuja descrigéo
detalhada é apresentada em Pérez-Enciso et al. (2000). Uma vez obtidas tais
estimativas, a matriz G, de dimensdo 2n x 2n, denominada de IBD alélica, é entdo

confeccionada para cada posicdo do cromossomo considerada, sendo esta dada por:



Cov(u!,vt)
[Cov(v?,v))

Cov(v},v})|  Cov(v},v})

Cov(v;,v})| Cov(vi,v})

Cov(ut,v)
Cov(v2,v))

1 1
Cov(v;,,v,)

2 .1
Cov(v;,v;)

Cov(v;,v;)

Cov(vZ,v})

Cov(vi,v2)  |Cov(vl,vb)

Cov(v20})  [Cov(vi.v))

Cov(vs,v2)|

Cov(v3.v)

Cov(vy,v7)  Cov(vy,v))

2 2 2 .1
Cov(v;,v;) Cov(v;,v,)

Cov(vy,v3)

Cov(vZ,v?)

Cov(v;,0;)
Cov(vZ,v})

Cov(vy,v;)

Cov(vZ,v})

11

Cov(v;,v?)
2 2

Cov(v;,v3)

Cov(v},v?)

Cov(v3,v;)

|C0V(1)f1 ,00)

2 1
|COV(1)n ,V,

Cov(v},v?)]

Covi?. )|

O aplicativo computacional QXPAK armazena cada matriz G, (uma para cada
posicdo k do cromossomo) em arquivos denominados zran.k, por exemplo para a
posicdo 1 esta matriz é armazenada no arquivo zran.10000, para a posicao 2 no arquivo

zran.20000, e assim continuamente até a Gltima posicdo. Dessa forma, as matrizes Q
foram obtidas por meio da equacao proposta por Nagamine (2005): Q= (]/ 2)TGUT’ de
dimensdo n x n, em que T=1®[11] e | uma matriz identidade. O pacote R (R
Development Core Team, 2011) foi utilizado para confeccionar tais matrizes apds a
importacdo dos arquivos zran gerados anteriormente pelo aplicativo computacional
QXPAK. Uma vez obtidas as matrizes Q (uma para cada posicdo), estas foram
exportadas com extensao .dat para que as mesmas fossem invertidas mediante opcéo
invert do aplicativo computacional WOMBAT (Meyer, 2006). Assim, as matrizes Q™

foram utilizadas posteriormente pela op¢do GIN (Generalized Inverse covariance
matrix) deste mesmo software, a qual possibilitou a incorporacdo de efeitos aleatorios
extras, como é o caso do efeito genotipico de QTL (w), em modelos de Regressdo
Aleatoria.

O método de estimacdo considerado foi o da Maxima Verossimilhanga Restrita
(REML), o qual visa maximizar a funcdo de verossimilhanca, restritamente aos efeitos
aleatdrios do modelo. Para tanto, o aplicativo computacional WOMBAT (Meyer, 2006)
utilizou o algoritmo de maximizagdo Al (average information) proposto por Johnson &
Thompson (1995).

Para se inferir sobre & presenca de QTL, foi empregado o teste de razdo de

verossimilhangas (RV), cuja estatistica é dada por: IogRV:-ZIn(LO/Ll), em que Lo e

L, séo, respectivamente, os valores da fungédo de verossimilhanca maximizada para 0s

modelos sem e com efeito de QTL. A distribuicdo Qui-quadrado (3°) com d graus de
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liberdade, sendo d a diferenca entre 0 nimero de pardmetros dos dois modelos, foi
utilizada para obtencdo do valor limite (threshold) aproximado via corregdo de
Bonferroni (Uemoto et al., 2008), sendo x%0s11= % 00045 O Valor correspondente a
0=0,05, uma vez que o teste estd sendo aplicado em cada uma das 11 posi¢des do
cromossomo 7 (Figura 1). Tal aproximacéo foi utilizada devido as dificuldades préaticas
de se utilizar o método de permutacdo proposto por Churchill & Doerge (1994), pois no
presente trabalho a complexidade do modelo de regressdo aleatéria inviabiliza a
aplicacdo de grande nimero de repeticdes, cada uma considerando um arquivo de dados

diferentes provenientes da aleatoriza¢do (permutacdo) sugerida.

No teste de ¥ a definicdo da quantidade d é baseada no fato de se considerar
diferentes graus (k) para os polinémios de Legendre na modelagem dos efeitos alélicos
de QTL, pois no presente estudo foi fixado os graus dos polinémios dos efeitos
poligénicos e de ambiente permanente em 3 (ou seja, ky=k,=3), conforme metodologia
proposta por Lund et al. (2008), e variou-se o grau do efeito de QTL, de forma a definir
0os modelos RAO (kyw=0), RA1l (kw=1), RA2 (ky=2) e RA3 (ky=3). Assim,
primeiramente comparou-se 0 modelo RA1 (efeito linear de QTL) com modelo RAO
(modelo 1 sem efeito de QTL, ou seja, 0 modelo nulo), e posteriormente RA2 com RA1
e RA3 com RA2.

Ainda em relacdo a estas comparacgdes, € interessante relatar que o ideal seria
que as mesmas fossem efetuadas para cada posicdo dentro do cromossomo, porém
devido a dificuldades técnicas de se realizar todas estas comparagdes, foi utilizada a
estratégia de se efetuarem comparagGes primeiramente nas posicbes em que se
encontram os marcadores e em posi¢des intermediarias entre os marcadores (Silva et al.,
2011), como ilustrado para o cromossomo 7 na Figura 1.

Uma vez que os dados de desempenho compreendem medidas de peso vivo
avaliadas aproximadamente de 21 em 21 dias, e tendo em vista que os MRA permitem
calcular a herdabilidade devida ao efeito de QTL (hZ) para pesos em idades néo
observadas, obtem-se tais valores para cada dia, até 150 dias, ou seja, t = 1, 2, ..., 150.
Como justificativa para tal procedimento, pode-se pensar que, para alguns tempos, ndo
avaliados, ou para determinadas regies da curva de crescimento, seja possivel

encontrar altos valores para h’, os quais apresentam uma grande fonte de informagéo

para a implementacdo da selecdo assistida por marcadores. Para obter a herdabilidade
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em questdo, utilizou-se a seguinte expressdo, na qual ¢, corresponde a matriz de

incidéncia dos dias de interesse:

A2
(&)

N2 Wy L A2 P A2 __ ' 5 ~2 _'15
hw_ ~ 2 ~ 2 ~ 2 ~2 em que: Gut _(I)tKud)t > Gpt _(I)th(I)t © th _(I)tKWd)t'
Gut +Gpt +GW( +Gex

Tem-se que a matriz de covariancia genética envolvendo varias idades é dada por
G=@®Kd'. A matriz ®(que contém vetoresg) é fungdo de A, a matriz dos

polindmios de Legendre. Empregando polindmios na forma normalizada (Apéndice B),

0,5
tem-se ¢n(x):(2n2+lj P.(x), sendo que ¢, (x) fornece os elementos de A . Para
k=3 tem-se:
0,7071 0 0 0
0 1,225 0 0

—0,7906 0 2,3717 0
0 — 2,806 0 4,6771
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Tabela 1 sdo apresentados os testes de razdo de verossimilhancas (RV)
relacionados com a comparacao entre 0 modelo sem QTL (nulo) e os modelos com QTL

com diferentes graus polinomiais para estes efeitos (RAO, RAL, RA2 e RA3).

De acordo com resultados apresentados na Tabela 1, nota-se que o efeito
significativo de QTL apenas foi observado para a posi¢cdo 65 cM, alem disso, nota-se
também, que tal significancia apenas foi constatada ao se comparar 0 modelo RAO com
RA1l e RA2 com RAL.

Em relacdo a posicdo 65 do cromossomo 7, pode-se dizer que esta realmente
esta localizada em uma regido sujeita a observacdo de QTL’s significativos para
caracteristicas de crescimento, uma vez que tal posicdo ja foi relatada em outros
trabalhos envolvendo caracteristicas de ganho de peso. Demeure et al. (2005) relataram
a presenca de QTL significativo para ganho de peso médio entre 70 e 150 dias na
posicdo 64 cM ao estudar uma populacdo envolvendo varios cruzamentos entre Large
White, Meishan e Landrace. Sanchez et al. (2006) detectaram QTL significativo para o
ganho de peso medio diario entre o nascimento e o abate na posi¢cdo 69 cM em uma
populacdo backcross Meishan x Large White. Koning et al. (2001) observaram QTL
significativo para a caracteristica ganho de peso médio entre 25 e 90 kg na posic¢éo 61,5
cM em uma populacéo de suinos F2 Meishan x Large White. Rohrer (2000) verificou a
presenca de QTL significativo na posicdo 60 cM para a caracteristica ganho de peso
médio diario entre 125 e 180 dias utilizando dados de uma populacdo backcross
Meishan x Large White. Quintanilla et al. (2002) relataram QTL significativo para a
caracteristica ganho de peso médio diario entre 21 e 70 dias na posi¢do 70 cM ao
estudarem um populagdo F2 Meishan x Large White.

Nota-se na Tabela 1 altos valores, embora ndo significativos, para a estatistica
logRV ao se considerar os modelos RA1 e RA2 na posi¢do 80 cM, e para esta posicéo
também se tem relatos na literatura da presenca de QTL para caracteristicas de
crescimento, podendo citar Demeure et al. (2005) para ganho de peso médio entre 70 e
150 dias na posicdo 73 cM e Nezer et al. (2002) para o0 ganho de peso médio diario entre
0 nascimento e o abate na posicdo 89 cM em uma populacgéo intercross Pietran x Large
White.
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De forma geral, torna-se relevante relatar o fato que no presente trabalho a
presenca significativa de QTL na posi¢cdo 65 cM nédo foi observada para o peso, ou
ganho de peso, em periodos especificos da curva de crescimento dos animais, mas sim
para 0 processo de crescimento como um todo ao longo do tempo. Mediante aplicacao
das funcbes de covariancias foi possivel detectar em quais regibes da curva de
crescimento a herdabilidade devida ao efeito de QTL foi maior, o que possibilita a
utilizacdo do desempenho dos animais nestas regibes como caracteristicas de interesse

na selecdo assistida por marcadores. Estas regiGes podem ser visualizadas na Figura 2.

Na Figura 2 pode ser verificada as herdabilidades devidas ao efeito de QTL calculadas
ao longo da curva de crescimento de suinos (F2 Comercial x Piau) via funcdo de

covariancia..

Nota-se na Figura 2, que a herdabilidade devida ao efeito de QTL, h%,, calculada
ao longo da curva de crescimento dos animais foi de magnitude consideravel para as
duas posicdes, 65 e 80 cM, em que logRV apresentam valores mais altos, de forma que
o valor maximo, respectivamente nessas posicdes, foi de 0,11 e 0,06. Nota-se também
que estes valores foram observados na extremidade superior, ou seja, em torno de 150
dias. Até o momento, ndo foram encontrados trabalhos na literatura relatando variacdes
da herdabilidade devido ao efeito de QTL em suinos, porém de acordo com Huisman et
al. (2002), os quais empregaram a metodologia de regresséo aleatdria via polinémios de
Legendre para estimar a herdabilidade devida ao efeito poligénico ao longo da curva de
crescimento de suinos, o0s maiores valores de herdabilidade foram observados nos
extremos inferior e superior, que no trabalho em questdo foi aos 150 dias, e em torno

dos 65 Kg de peso vivo.
De forma geral, segundo Macgregor et al. (2005), tal herdabilidade tende a

mostrar altos valores nas extremidades, e isso se deve em parte a metodologia dos
polinbmios de Legendre empregada na analise. Segundo Meyer & Hill (1997), uma
proposta seria a utilizacdo de splines em vez destes polindmios, uma vez que estas sao

mais robustas a variagcdes observadas nos extremos das trajetérias longitudinais.
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CONCLUSOES

A metodologia de Regressao Aleatoria permitiu calcular a herdabilidade devido
ao efeito de QTL (h%,) para o peso dos animais em tempos ndo observados nos dados
amostrais, fato este que caracteriza um avanco tecnologico tendo em vista a deteccao de
QTL em populagbes F2 de suinos. Dentre as posi¢des estudadas no cromossomo 7,
verificou-se que a mais provavel de se observar genes que influenciam todo o processo
de crescimento dos animais é a 65 cM, e nesta o maior valor de h? no tempo foi

observado aos 150 dias, com magnitude 0,11.

Para os efeitos de QTL um polindmio de grau 2 apresentou melhor ajuste.
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TABELAS E FIGURAS

Tabela 1. Valores de qui-quadrado associados ao teste RV para verificacdo do efeito
significativo de QTL sobre o peso corporal considerando diferentes modelos de
regressao aleatoria RAk (RAL, RA2 e RA3) em relacdo a RAO, em que k € o grau do

polindmio, para cada posigdo do cromossomo 7 de suinos.

Posicdo (cM) RA1 RA2 RA3
0 3,4567 3,1235 3,4567
15 4,5679 Nc Nc
31 4,7890 3,4567 Nc
43 4,6789 5,6789 3,4561
65 8,6413* 8,1067* 3,9451
80 6,3456 6,5678 3,4563
96 4,4567 4,6752 Nc
102 4,2347 4,4567 Nc
108 4,8967 Nc Nc
122 2,3456 Nc Nc
136 3,7865 4,2346 Nc

1 O modelo nulo utilizado para aplicacdo deste teste compreendeu um modelo de regressdo aleatéria com
os graus dos polindmios dos efeitos poligénicos e permanente de ambiente igual a 3, ou seja, k,=k,=3 no

modelo apresentado em (1).
* significativo ao nivel de 5% (equivalente a x20'0045=8,0701 de acordo com Uemoto et al. (2008))

Nc indica que o modelo adotado ndo convergiu.
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Cromossomo 7

Figura 1. Posigdes nas quais os modelos com e sem QTL foram comparados mediante

teste de razdo de verossimilhancgas. As setas indicam as posi¢fes dos marcadores.
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— 65cM T 80cM

Figura 2. Herdabilidades do carater peso corporal devidas ao efeito de QTL calculadas

ao longo da curva de crescimento de suinos (F2 Comercial x Piau) via funcdo de

covariancia, associadas ao modelo RAZ2.
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Demonstracéo da matriz IBD

Os dados utilizados para demonstracdo foram retirados do artigo de Fernando e
Grossman (1989).

Apresenta-se abaixo a tabela de pedigree com informacgdes do marcador.

Animal Pai Mée Marcador herdado a partir de:
Pai Mée

1 - - - -

2 - - - -

3 1 2 M/ M

4 1 3 - M P

Vamos assumir que o>=1 er=0,1.
Os elementos na diagonal seréo iguais para >=1.
Obs: Var(ug):cﬁzl € a variancia genética aditiva de um alelo MQTL , vf € o efeito

aditivo herdado do pai e r € a taxa de recombinacédo entre ML e MQTL.

Assim, teremos:

m m
v, v, v, v,
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Os dois primeiros individuos sdo considerados independentes, portanto, a parte

superior esquerda da submatriz 4x4 de G,, é a matriz identidade. Segue abaixo

!

ilustracéo:
oY vy ) vy v} vy v} v,
wo| 1 0 0 0
o 0 1 0 0
V) 0 0 1 0
o] 0 0 0 1
v} 1
vy 1
v} 1
o 1

Elementos da linha abaixo da diagonal podem ser obtidos pelas equacdes (a) e (b).

Segue abaixo equacéo (a)
gig,j:(l-pg)gig,j +pggism,j
Segue abaixo equacdo (b)

gig‘yj:(l-p?)gigyj-i_pgngién’j

e Paraequagdo (a) temos j=1...i}-1, onde py=r se herda M! ou pgz(l-r) se
herda M{’

e Paraequacéo (b) temos j=1...ig'-1, onde pg'=r se herda M} ou pgy'=(1-r) se
herda M

Os elementos da coluna acima da diagonal seréo obtidos por simetria.

A probabilidade da equacao abaixo
Cov (1)8 ,0b ) =Cov(vp,08 /Q0 =QP).P (Qg =Qb )
= Var(v}).P(Q} =Q} )
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quando 0 herda M? , pode ser calculada recursivamente como
P(Q5 =QF)=P(Q5 =QC).(1-r)+P(Q5 =QF).r e quando 0’ herda M, pode ser
calculada como P(Qf = Qf)=P(Q} =Q%).r+P(Qf = QF).(1-r) o desenvolvimento dessas

duas férmulas de probabilidades leva a um método tabular.

O metodo tabular para a constru¢éo de G, e semelhante ao metodo utilizado

para construir a matriz de parentesco do numerador (E. G. Henderson, 1976). Note que
0 G, tem o dobro de linhas como individuos, porque cada individuo tem dois efeitos:
um para o paterno e 1 para o alelo MQTL materna. As linhas e colunas do G, devem
ser ordenadas de forma que os correspondentes a progénie seguirdo os seus pais. Deixe
os indices de linha de G, o que corresponde para os efeitos de alelos de cada MQTL
0(v5.vf'), ser if,ig'; do seu pai s(vP.ol') ser if, if', e da mae d(vi.vy) ser if,if.
Além disso, temos elemento i j de G, sendo considerado comog;; .
Temos que:
— P — P
b gi?,j _P(QO = QS')
— p— MM
hd gism,j _P(QO = QS' )
Cada elemento da linha para vy é igual a (1-r) = 0,9 vezes o elemento de linha
correspondente para v! mais r = 0,1 vezes o elemento de linha corrspondente a v;"
De acordo com a equagao (a) temos:
g|3,J:(1-pg)g|5,1+pgg|§“,1
Vamos considerar que:
9,,7vs  (v3=linha v x coluna vy )
pi=r onde r=0,1

—.\P p_ S H
9o ;=0 onde v, =1 (v} =linha vx coluna v})

g,,=v onde v'=0 (v['=linha v x colunav})

Substituindo na equagéo (a), teremos:



vy =(1-ryof +r.v"

w2 =(1-0,1).1+0,1.0

05 =0,9+0
v5=0,9
o} vy vh vy ) Vg A v,

w | T [0 | o [ o |09
o |0 1 0 | o
w | 0 | o 1 | 0
o | 0 |0 [ o 1
vl 0,9 1
V] 1
v} 1
v, 1

Vamos considerar que:

g, =vem  (vi=linha v§ x coluna v;" )

ig.J
pi=r onde r=0,1

gig,j:Uf onde v'=0 (v, =linha v] x coluna v, )

g,,=v onde v'=l (v; =linha v xcoluna v, )

Substituindo na equacéo (a), teremos:
vy =(1-r)o] +r.v;"
vy"=(1-0,1).0+0,1.1
vy =0+0,1

Pim —
v, =0,1
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o} V] vh vy v} vy A v,
VP 1 0 0 0 | 09
ol 0 1 0 0 | o1
o 0 0 1 0
v, 0 0 0 1
W | 09 | 01 1
U, 1
A 1
v, 1
Vamos considerar que:
Oy =05 (v52=linha v x coluna v} )
pp=r onde r=0,1
g,,=v; onde vf=0 (vj =linha v} x coluna v} )
gism’j:ui” onde v"=0 (v]"=linha v]" X coluna v )
Substituindo na equagéo (a), teremos:
vy =(1-r)of +r.v;"
8 =(1-0,1).0+0,1.0
052 =0-+0
vy =0
i vy v vy v} vy v} v,
VP 1 0 0 0 | 09
o 0 1 0 0 | o1
V) 0 0 1 0 0
vy 0 0 0 1
W |09 [o1 [ 0 1
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vy 1
A 1
v, 1
Vamos considerar que:
g, =05 (v5=linha v x coluna v3')
pp=r onde r=0,1
g,,=v; onde vf=0 (v} =linha v} x coluna v; )
g,,;=v; onde v'=0 (v=linha v]" x coluna v; )
Substituindo na equagdo (a), teremos:
vy =(1-r)of +r.v;"
02 =(1-0,1).0+0,1.0
052 =0-+0
vy =0
o} vy vh vy ) Vg A v,
v} 1 0 0 0 0,9
v} 0 1 0 0 0,1
v} 0 0 1 0 0
v, 0 0 0 1 0
Vs 0,9 0,1 0 0 1
vy 1
A 1
v, 1

Cada elemento da linha para v; € igual a r = 0,1 vezes o elemento da linha
correspondente para v, mais (1- r) = 0,9 vezes o elemento da linha correspondente para
vy .

e De acordo com a equacéo (b) temos:



gag*,j:(l'p?)gig,j+p31gigﬂ,1

Vamos considerar que:

gy, =05 (v3*=linha v3'x coluna V) )

pg=l-r onde r=0,1

gigd_:ug onde v9=0 (v, =linha v; x coluna v} )
g,,=v onde vi=0 (vj=linha v x colunav})
Substituindo o valor de pg' por 1- r, temos:

Po gy, =(1-P0 )8y, P08,
gigﬂ,j:[1'(1_r)]gig,j+(l'r)gi{,“,j
giaﬂ‘j:rgisyj+(1-r)gi;n’j

Assim, temos que: vg*=r.v5+(1-r).v;
Substituindo todos os valores na equacgéo, temos:

vzt =r.v5+(1-r).vy

V™ =0,1.0+(1-0,1).0

V31 =0-+0
V3 =0
oY vy ) vy v} vy v}

v} 1 0 0 0 0,9 0
o] 0 1 0 0 | o1l
W | 0 0 1 0 0
o | 0 0 0 1 0
w | 09 [ o1 [ 0 0 1
vy 0 1
v} 1
oA




Temos que: vy =r.v5+(1-r).0}
Onder=0,1

vl = linha v] x coluna v,’

v9=0 (v}=linha v; x coluna v})

v]'=0 (v)'=linha v; X coluna v} )
Substituindo os valores na equacao, temos:

vy =r.v)+(1r).vj

o™ =0,1.0+(1-0,1).0

vy " =0+0
V"=
i vy v vy v} vy v} v,

v} 1 0 0 0 0,9 0
V] 0 1 0 0 0,1 0
W | 0 0 1 0 0
o | 0 0 0 1 0
W | 09 [ ol | o 0 1
vy 0 0 1
v} 1
o 1

Temos que: vg?=r.v5+(1-r).v;
Onder=0,1
v]? = linha v x coluna v}
v9=1 (v, =linha v) x coluna v} )
v)'=0 (v, =linha v, x coluna v} )

Substituindo os valores na equacao, temos:
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037 =r.05+(1-r).0;

v =0,1.1+(1-0,1).0

v52=0,1+0
v,2=0,1
oy vy vh vy v} vy A v,

w | T [0 [ o [ 0o |09 0
o |0 1 0o | 0 | oL | O
w8 0 0 1 0 0 | o1
o0 [0 [ o 1 | o
W | 09 | oL | 0 0 1
] 0 0 | o1 1
v} 1
o 1

Temos que: vy =r.v5+(1-r).0}
Onder=0,1
v = linha v x coluna v,
v2=0 (v; =linha v} x colunav; )
vy'=1 (v, =linha v, x coluna v, )
Substituindo os valores na equacao, temos:
vy =r.05+(1-r).0;
v;2"=0,1.0+(1-0,1).1

o =0+0,9

Mom —
v, =0,9
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o} vy vh vy ) vy A v,
VP 1 0 0 0 | 09 | O
o 0 1 0 0 | o1 | 0
w | 0 0 1 0 0 | o1
o | 0 0 0 1 0 | 09
W | 09 | 01 | O 0 1
V] 0 0 | o1 | 09 1
v} 1
o 1
Temos que: vy°=r.v+(1-r).vy
Onder=0,1
vl = linha v x coluna v}
v5=0 (v} =linha v}x colunav; )

v]'=0 (v} = linha v} x colunav; )
Substituindo os valores na equacao, temos:
037 =r.05+(1-r).0;

v =0,1.0+(1-0,1).0

v;2=0+0
v,2=0
vy vy V) vy v} Vg A v,

oy 1 0 0 0 0,9 0
vy 0 1 0 0 0,1 0
v} 0 0 1 0 0 0,1
V) 0 0 0 1 0 0,9
v} 0,9 01 0 0 1 0
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Cada elemento de linha para v} é a média r = 0,5 do elemento da linha

correspondente a v} e v/ .

De acordo com a equagao (a) temos:
—=(1-AP p
giSJ_(l Pb)e, tobey,

Vamos considerar que:

g, =} (v =linha v} x coluna v} )

IO,j

pi=r onde r=05

g,,=v; onde vf=1 (v}=linha vfx coluna vf)

g, ,=v, onde v'=0 (v]'=linha v x coluna v})

Substituindo na equacéo (a), teremos:

v =(1-r)of +r.v;"

V2 =(1-0,5).1+0,5.0

05 =0,5+0
v;=0,5
oY vy ) vy v} v, v} v,

VP 1 0 0 0 | 09 | 0 | 05
V] 0 1 0 0 0,1 0
v} 0 0 1 0 0 0,1
V) 0 0 0 1 0 0,9
v} 0,9 0,1 0 0 1 0
V] 0 0 | o1 | 09 | O 1
W | 05 1
o 1




De acordo com a equagao (a) temos:
gig,j:(l-pg )gig,j+pggig‘,j
Vamos considerar que:

= \Pim Pim — | p m
9,504 (vym=linha v} x coluna v;")

pp=r onde r=0,5

—..p _ T m
95,70 onde v'=0 (v}=linha v x colunav, )

gism,j:UT onde v'=1 (v'=linha v x coluna v")
Substituindo na equagéo (a), teremos:

v =(1-r)of +r.v;"

vPn =(1-0,5).0+0,5.1

VP =0+0,5
v =0,5
o} vy vh vy ) vy A v,

vy 1 0 0 0 0,9 0 0,5
] 0 1 0 0 0,1 0 0,5
v} 0 0 1 0 0 0,1
V] 0 0 0 1 0 0,9
v} 0,9 01 0 0 1 0
vy 0 0 0,1 0,9 0 1
W 0,5 0,5 1
o 1

De acordo com a equagdo (a) temos:

9, (1'98 )gié’J Pogp,

Vamos considerar que:



gig'j=n§2 (vf2=linha v} x coluna v} )

po=r onde r=0,5

g,,=v; onde v{=0 (vf=linha vx coluna v; )
g, =v; onde v'=0 (v;'=linha v’ x coluna v; )

Substituindo na equacéo (a), teremos:
vy =(1-r)of +r.v;"
vy =(1-0,5).0+0,5.0

vy =0-+0
v =0
o} vy ) vy ) vy v} v,

oy 1 0 0 0 0,9 0 0,5
V] 0 1 0 0 0,1 0 0,5
V) 0 0 1 0 0 0,1 0
) 0 0 0 1 0 0,9
v} 0,9 0,1 0 0 1 0
v, 0 0 0,1 0,9 0 1
A 0,5 0,5 0 1
vy 1

De acordo com a equacao (a) temos:
— p p
gigyj—(l-po)gi§1j+pogi?’j
Vamos considerar que:
g, =vy™ (v =linha v} x coluna v}')

ig
pp=r onde r=05

—..\P _ P p m
g,,=v; onde v/=0 (v, =linha v; xcoluna v, )

gi;“,j:DT onde v'=1 (v;"=linha v]" x coluna v}')
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Substituindo na equagéo (a), teremos:

v =(1-ryof +r.v"

VP =(1-0,5).0+0,5.0

v =0+0
v =0
o} V] ) v, v} vy v} vy

vy 1 0 0 0 0,9 0 0,5
V] 0 1 0 0 0,1 0 0,5
v 0 0 1 0 0 0,1 0
] 0 0 0 1 0 0,9 0
v} 0,9 0,1 0 0 1 0
vy 0 0 0,1 0,9 0 1
A 0,5 0,5 0 0 1
ol 1

De acordo com a equacao (a) temos:
=(1-AP + p B
gig,j (1 pO)giEVJ— pOgist
Vamos considerar que:
g,,=v; (v = linha vj x coluna v} )
0.
po=r onde r=05
—\P P— P=T p p
9y, =01 onde v)=0,9 (v;=linha v} X coluna v3)
—..m m__ m_ |; m p
G ;=01 onde v;'=0,1 (v;"=linha v;" x coluna v;)

Substituindo na equagéo (a), teremos:
v =(1-r)of +r.v;"
v =(1-0,5).0,9+0,5.0,1
v =0,45+0,05
v =0,5




o} V] vh vy v} vy A v,
o 1 0 0 0 0,9 0 0,5
] 0 1 0 0 0,1 0 0,5
V) 0 0 1 0 0 0,1 0
V] 0 0 0 1 0 0,9 0
o 0,9 01 0 0 1 0 0,5
vy 0 0 0,1 0,9 0 1
v 0,5 0,5 0 0 0,5 1
o 1

De acordo com a equacgao (a) temos:

9, (1'98 )gi“ Pog,

Vamos considerar que:

g

if,

po=r onde

ig

gism,j:DT onde v"=0 (v!"=linha v]" x coluna v, )

r=0,5

—nPam Pam — | p m
A (vym=linha vj x coluna vy')

Substituindo na equagéo (a), teremos:

v =(1-ryof +r.v;"

VP =(1-0,5).0+0,5.0

v =0+0

Pom —,
v, =0

g, =v, onde v’=0 (v; =linha v] x coluna vy )
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o} vy vh vy ) vy A vy
WP 1 0 0 0 | 09 | 0 | 05
o 0 1 0 0 | 01 | 0 | 05
W | 0 0 1 0 0 | 0L | 0
V) 0 0 0 1 0 0,9 0
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5
W] 0 0 | ol | 09 | 0 1 0
w | 05 | 05 | 0 0 | 05 | 0 1
vy 1

O marcador de informac@es estd disponivel para vy, de modo que cada elemento da
linha para vj' é (1- r) = 0,9 vezes a linha correspondente ao elemento v§ maisr = 0,1

vezes 0 elemento de linha correspondente a vy .
De acordo com a equacgao (b) temos:
—_ m m
g'ova_(l pO )glsﬁ—po gig‘,j
Vamos considerar que:
=v," (vy*= linha v} x coluna v} )

g

ig.]
pb=r onde r=0,1

_..p b_ By o )
g,,=v; onde v;=09 (v, =linha v; xcolunav, )
gig,,-:‘);n onde v"=0 (v] = linha v] x colunav; )

Substituindo na equagéo (a), teremos:
v, =(1-r)vf+r.v;
VI =(1-0,1).0,9+0,1.0
0]"=0,81+0
v =0,81



o} vy vh vy ) vy A v,
v} 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
o] 0 1 0 0 0.1 0 05
o 0 0 1 0 0 0,1 0
V) 0 0 0 1 0 0,9 0
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5
vy 0 0 0,1 0,9 0 1 0
v | 05 | 05 0 0 05 0 1
vy 0,81 1
De acordo com a equacgao (b) temos:
0, = (195 ) 2y POy,
Vamos considerar que:
gi,o,‘j=1)2‘l”‘ (vz =linha v} x coluna v;")
pp=r onde r=0,1
gis’j:ug onde v’=0,1 (v, =linha v x colunav; )
gismd_:1>21 onde v"=0 (v]=linha v] X colunav, )
Substituindo na equagéo (a), teremos:
v, =(1-r)vl +r.03
v, =(1-0,1).0,1+0,1.0
0 =0,09+0
oM =0,09
i vy v vy v} vy v} v,
oy 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
vy 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v 0 0 1 0 0 0,1 0




vy 0 0 0 1 0 0,9 0
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5
o 0 0 01 | 09 0 1 0
v | 05 | 05 0 0 05 0 1
v? | 081 [ 0,09 1
De acordo com a equagao (b) temos:
O, = (1P ) &, 7P0E,
Vamos considerar que:
gig'j:uj‘z (vz?=linha v x coluna v} )
pp=r onde r=0,1
g,,=v; onde v}=0 (v; =linha v; x colunav; )
gismd_:1>21 onde v"=0,1 (v] = linha v] x coluna v})
Substituindo na equagéo (a), teremos:
v, 2=(1-r)v} +r.05
072 =(1-0,1).0+0,1.0,1
VT2 =0+0,01
v,2=0,01
o} vy vh vy ) Vg v} v,
vP 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
V] 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v} 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
V) 0 0 0 1 0 0,9 0
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5
V! 0 0 01 | 09 0 1 0
v | 05 | 05 0 0 05 0 1
vy 0,81 0,09 0,01 1
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De acordo com a equacao (b) temos:
—_ m m
gigl'j_(l-po )glgd_'—po gig],j
Vamos considerar que:
g, =vy>" (v =linha v} x coluna v}')

ig.d
pi=r onde r=0,1

—..p p__ [T p m
9570 onde v;=0 (v, =linha v, x colunav, )
g, =v; onde v'=0,9 (v7=linha vy x colunav, )

Substituindo na equagéo (a), teremos:
v, 2" =(1-r)v§ +r.v5
v, =(1-0,1).0+0,1.0,9

ol =0-+0,9

V[ =0,09

vy vy’ v} vy v} v; v} v,
v} 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
V] 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v} 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
v, 0 0 0 1 0 0,9 0 0,09
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5
vy 0 0 0,1 0,9 0 1 0
w | 05 | 05 | 0 0 | 05 | 0 1
vy 0,81 0,09 0,01 0,09 1

De acordo com a equagdo (b) temos:

giova':(l-pg] )gis,j P8y,

Vamos considerar que:

—m ms — I: m p
gig‘j—uf (v,*=linha v, x coluna v; )
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pp=r onde r=0,1

—..\P _ P p p
Oy, Vs onde vf'=1 (v, =linha v, x coluna v, )

gismd_:1>21 onde v'=0 (] =linha v x colunav?)

Substituindo na equagéo (a), teremos:
v, =(1-r)v§ +1.03

v,°*=(1-0,1).1+0,1.0

VI =0,9+0
v,°=0,9
i vy v vy v} vy v} v,

oy 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
V] 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
V) 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
V) 0 0 0 1 0 0,9 0 0,09
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5 0,9
vy 0 0 0,1 0,9 0 1 0
W 0,5 0,5 0 0 0,5 0 1
vy 0,81 0,09 0,01 0,09 0,9 1

De acordo com a equacao (b) temos:
gig‘,j = (1_p(r)n )g'sl +p(r)nglg1 i
Vamos considerar que:

—1yMam M3m — i m m
g, =04 (v =linha v’ x coluna v’ )

pi=r onde r=0,1

g,,=v; onde vP=0 (v; =linha v; x colunavy')

gism’j:vg” onde vy =1 (v3 =linha v; x coluna v3')

Substituindo na equagéo (a), teremos:
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v, *" =(1-r)v§ +r.v;

o™ =(1-0,1).0+0,1.1

vl =0+0,1
v, =0,1
o} vy vh vy ) vy A v,

P 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
0] 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
v, 0 0 0 1 0 0,9 0 0,09
s 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5 0,9
o 0 0 0,1 0,9 0 1 0 0,1
v 0,5 0,5 0 0 0,5 0 1
oy 081 | 0,09 | 0,01 | 0,09 0,9 0,1 1

De acordo com a equacgao (b) temos:

giom,j = (l_p(r)n )glgj +p(r)ng-m

Vamos considerar que:

—_m m, — |; m p
gig‘j—uﬁ (vz*=linha v;' x coluna v} )

po=r onde

—..\P _ '
Oy, =Vs onde v=0,5 (vf=linha vx colunav})

gismd_:1>21 onde v"=0 (v] =linha v] x colunavf)

r=0,1

ig

Substituindo na equagéo (a), teremos:

v, ¢ =(1-r)v} +r.03

v™=(1-0,1).0,5+0,1.0
V™ =0,45+0

v, *=0,45
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o} vy vh vy ) vy A vy

P 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
of" 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
vy 0 0 0 1 0 0,9 0 0,09
s 0,9 01 0 0 1 0 0,5 0,9
o] 0 0 0,1 0,9 0 1 0 0,1
W 0,5 0,5 0 0 0,5 0 1 0,45
o 081 | 0,09 | 0,01 | 0,09 0,9 0,1 0,45 1

Demonstracao da inversa da matriz IBD

Definimos de acordo com Quaas et al. (1984) e Quaas (1988) um modelo linear para
relacionar o efeito do alelo paterno MQTL de um individuo (0) para efeitos alelos de
MQTL paterna e materna do seu pai (S)

(al)
vp=(1-ph ) vl +pho’+€p

onde gP é um efeito residual. Da mesma forma, um modelo linear para o efeito do alelo

maternal MQTL de 0 é

Vo :(I'Po )Us+Po Ly T

Pode ser mostrado que os residuos do ¢ em equagdo (a.1) e grem (a.2) tem uma
covariancia (G, ) diagonal. Agora, o vetor dos efeitos de MQTL alelos (v) pode ser

escrita como

v=P+e (D)
onde P é uma matriz em que cada linha contém apenas dois elementos ndo-zero, se 0
pai é conhecido, ou contendo apenas zeros, se 0 pai é desconhecido, e £ é um vetor de

residuos. Por exemplo, a linha j tera (1- p?) em coluna de iP e p" em coluna i, se 0

pai da i é conhecido. Da mesma forma, a linha ir ter4 (1- o) na coluna i’e pi' na
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coluna j, se a barragem de I é conhecido.
Para avangar, precisamos dos elementos da diagonal da G_. Considere, por exemplo,

variancia do ¢P. De equacéo (a), se o pai de 0 é conhecido
0

Var (ug ) =(1-p§ )2 .Var(ui’ )+(pf )2 .Var(l);“ )+2 (l-pg )pg.Cov(Uf 0y )+Var (88 )

porque os efeitos de alelos de MQTL do pai ndo estdo correlacionadas com os residuos

de seus descendentes 0 . Assim

2 2 (c)
Var (88 )=Var(ug )-(l-pg ) .Var(ugJ )-(péJ ) Var (U;“ )-2(1-p8 )pS.COV(DE 0 )

A covariancia entre os efeitos de alelos MQTL paterna e materna pode ser escrito como

d
Cov (o 7 )=Var (12 ) P(Q¢ = )Var () F,

onde o F, € aendogamia do pai s. Agora, equacao (c) pode ser escrita como

1
Var (&5 )=207 (1-p} ) pb (1-E; ) o

porque Var(v? ) =Var(v? )=Var(v")= 2, € onde (1— p? )pP = (1—r)r para pPou para
p? =(1—r). Quando o pai nao é inato: Var(gop): 252(1—r)r , se a informagéo do
marcador esta disponivel, ou Var(gop): o2 /2 , se a informacdo marcador ndo esta
disponivel.

Se 0 pai ndo é conhecido, Var(gop): o2

Da mesma forma, se barragem de 0 € conhecido, a variagdo g é

2
Var (&5 )=207 (1-p5 )p5' (1-F,) (¢2)

onde (1_p(;")p(')" =(1—r)r para p" =r ou p" =(1—r) e onde F, é a endogamia do pai
d. Quando o pai ndo é endogamico: Var(gg‘): 257 (1_ r)r marcador, se

informacao esta disponivel, ou Var(g(;"): o’ /2, se a informacao marcador nédo esta
disponivel.

Se a pai ndo é conhecido, Var(g(;n): ol.

'

Rearranjando (b), v pode ser escrito como
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V=(1-pP)s (0

para ndo-singular (I - P) , e portanto G, pode ser escrita como

G, =(1-P)'G,(1-P)* (9

1%

Partindo da equacdo(g), € evidente que um G * pode ser escrita como

Gr=(1-P)1-pP) ()
Como mostrado anteriormente, P tem uma estrutura simples, com cada linha contendo

no maximo 2 elementos ndo-zero, e G *€ diagonal.

Para obter as regras para a inversao G*, equacao (h) é escrito como

G, =QG'Q ()

onde Q=(I-P").
Assim, dadas as informacdes dos pais e marcador de um individuo, as contribui¢des

para G;*, correspondente aos efeitos alelos de MQTL paterna e materna do individuo,

séo facilmente obtidas.
Agora, para obter o inverso de G:1 teremos que:

1) calcular diagonais de G, : quando o pai € conhecido (sabido), a diagonal € dada pela
equacdo (e.1) ou (e.2), e quando o pai é desconhecido, a diagonal & 2;
2) definir G * para a matriz nula;

3) para cada um descendente 0, com o pai s € a mde d, adicione o seguinte para 0s

elementos indicados do G
Se 0 pai é conhecido, adicione (1_ p)Zd para elemento da diagonal, jP;i?
pO 19 s
((1_ p) p)d para elementos j?,i" e i, i?;
Po JPo Mip s 0 s s
_(1_pov)di§ para elementos i?, iPe i?,i?;
24 paraelemento da diagonal j™,i™;
(pop) dig’ P J sl
€ —pfd,, para elementos i, i’ € if, i";
se a mde é conhecida, adicione (; _ Y para elemento da diagonal j?, jP;
1 pO d|’n ‘ ‘
0

m m ihom m ipe
(1_p0 )Podigw para elementos i?,i"e i, if;
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(L- o )., para elementos P, i € i, if;
lo
2 M =m =m =-m =-m =
(p(r)n) d, para elemento da diagonal ", i € i, i";
0
e sempre adicionar d, para elementos j?, i?;
o

e d, paraelementos i, .
0

Considere o pedigree da tabela abaixo:

o} vy ) vy v} vy v} vy
oy 1 0 0 0 0,9 0 0,5 0,81
vy’ 0 1 0 0 0,1 0 0,5 0,09
v} 0 0 1 0 0 0,1 0 0,01
vy 0 0 0 1 0 0,9 0 0,09
v} 0,9 0,1 0 0 1 0 0,5 0,9
vy 0 0 0,1 0,9 0 1 0 0,1
A 0,5 0,5 0 0 0,5 0 1 0,45
vy 0,81 0,09 0,01 0,09 0,9 0,1 0,45 1

Para construir G, nés vamos utilizar 6> =1 er=0,1.
Como os pais dos individuos 1 e 2 ndo sdo conhecidos, os 4 primeiros elementos sobre a

diagonal de G, sdo o =1. Assim teremos:

G, =
op vy’ vh vy v} vy A v,
vf 1
oy 1
v} 1
vy 1
03




o1

Para individuos 3, cada pai € conhecido e informacdes dos marcadores esté disponivel.
Assim, a partir das equacdes

Var(ef)=2020- p§ Jod - F;)  Var(e])=202(-pf )0y - F,) ,
vamos encontrar as duas diagonais de G, , correspondente aos efeitos paternos e
maternos de alelos MQTL dos individuos 3, onde 2 (1-r) r = 0,18. Ou seja:
Var(gop)= 20y (1_ Ps )pop L-F)
Var(z?)=2*1(1-0.10.11-0)
Var(e?)=0.18

e

Val’(g(;n ) =20 (1— o )p(')“ @-F,)
Var(g]') = 2*1(1-0.1)0.1(1— 0)
Var(el')=0.18
Onde, o7 =1, pf =r=0.1

Assim teremos:

m m
Uy 0, ) V3

o 0,18

or 0,18
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Cada pai dos individuos 4 também é conhecido, mas o marcador herdado do pai nao é

conhecido. Portanto, a diagonal de G_, correspondente a VV,” é de 0,5, o que
correspondea V," €2 (1-r)r=0,18.

Var(z?)=202(1- pf )pP (1~ F;)
Ou seja: Var(z?)=2*1(1-0.10.11-0)
Var(e?)=0.18
Onde, o7 =1, pf =r=0.1
Assim teremos:
G, =

m m
Uy U, U, U3

o 0,18

o7 0,18

vl 0,5

vy 0,18

Temos que a matriz G, € diagonal, segue abaixo a prova.
Deixe-0 ser um individuo que ndo é um descendente direto de o". De equacBes
vy = (1_p0p },sp + PPV 4 gl eV = (1_/0(;n ),dp +pIvi+ g, os efeitos aditivos dos
alelos MQTL de ¢ e 0'sédo
Vi=(L-pZ NP+ pivt 45l (AD)
e
VE = (1 pf MR+ piv 45l (A2)
onde z pode assumir valorespoum, £=s quandoz = p,ou &=d, quandoz =m. Da

mesma forma, z ' pode assumir valores p ou m, £'=s"quando z' =p, ou £=d ' quando
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Z' = m. Note que, para um par arbitrario de individuos, os que ndo € descendente direto

do outro. Portanto, para provar que o G, , € diagonal, € suficiente para demonstrar a
covariancia entre gl € gl é nulo.
Nas equacdes (Al) e (A2), a covariancia entre os efeitos aditivos de MQTL alelos y? e
vgﬁ , pode ser escrita como

CovlvZ,vZ )=covlvz, (- pZ W2 + pivl + & | (A3)

= (1— pZ Jcov(vZ, v? J+ pz Cov{vz Vi )+ Cov(vE, &F )
Mas, a partir das equacdes Oy, = (1_/’0p)9i5,j +P00,, € Oy, = (1_/081)9@,1 P00,
Cov(v, v )= (1— pZ Jcov{vz, v2 )+ pi Covlvi v2) (A4)

Assim, para equacao (A3) igual a (A4), o terceiro mandato em equacao (A3),

Cov(vé, gg,), deve ser zero. O mesmo raciocinio pode ser usado para mostrar que

Cov(vg, 55,') e Cov(v?, 55,') s&0 zero. Portanto, uma vez que COV(Vé,ggf), Cov(vg, 55,') e
Cov(v;“ , ggj) s80 zero, Cov(s?, £} ) deve ser zero.

Além disso, tendo tendo O ser um pai o, o residual (ggf) na equacdo (A2)
correlacionados com vl, € com y? em equacdo (A2), porque COV(V5,55I)=0, como
mostrado acima. O resultado do efeito de cada alelo MQTL de um dos pais é ndo
correlacionados © com o residual (ggf)de seus descendentes, foi utilizada para obter a
eqUAGA0 /gy (gop ) =Var (vg’ )— (1— ol )2 Var (vsp )— (psp )2 Var (vs”‘ )— 2(1— yols )pop .Cov(vsp Vg )

Assim teremos a matriz G representada abaixo.

G,=

o} vy ) vy V) Vg v} v,
o 1 0 0 0 0 0 0 0
o] 0 1 0 0 0 0 0 0
v 0 0 1 0 0 0 0 0
A 0 0 0 1 0 0 0 0
v 0 0 0 0 0,18 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0,18 0 0




A 0 0 0 0 0 0 0,5 0
v 0 0 0 0 0 0 0 0,18
4
Fazendo a inversa da matriz G, , teremos:
G,*G, =1
o} vy v vy v} vy v} vy
v} 1 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 1 0 0 0 0 0
v} 0 0 1 0 0 0 0 0
v 0 0 0 1 0 0 0 0
2

P 0 0 0 0 0,18 0 0 0
3

" 0 0 0 0 0 0,18 0 0
3

vP 0 0 0 0 0 0 0,5 0
4

v 0 0 0 0 0 0 0 0,18
4

*

o} vy ) v, v} A v} vy
vP al a2 a3 Ad ad ab ar a8
of | bl b2 b3 B4 b5 b6 b7 b8
v} cl c2 c3 C4 c5 c6 c7 c8
vy | dl d2 d3 D4 d5 dé6 d7 ds
v} el e2 e3 E4 e e6 e7 es
vl fl f2 f3 F4 f5 f6 f7 f8
v} gl g2 g3 G4 g5 g6 g7 g8
of | hl h2 h3 H4 h5 h6 h7 h8
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vy vy v vy v} vy
oy 1 0 0 0 0 0
o |0 1 0 0 0 0
w | 0 0 1 0 0 0
|0 0 0 1 0 0
v} 0 0 0 0 1 0
V] 0 0 0 0 0 1
v} 0 0 0 0 0 0
o |0 0 0 0 0 0

Multiplicando as matrizes e igualando a matriz identidade teremos:

1*al=1
al=1

1*h2=1
h2=1

1*c3=1
c3=1

1*d4=1
d4=1

0.18 * e5=1
e5 =1/0.18 = 5,556

0.18*f6=1
f6 =1/0.18 = 5,556

05*g7=1
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g7 =1/0.5=2

0.18*h8=1
H8 =1/0.18 = 5,556

Substituindo os valores na matriz G_* temos:

G, =

vy vy b vy v} v} A A
vP 1 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 1 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 1 0 0 0 0 0
V) 0 0 0 1 0 0 0 0
s 0 0 0 0 5,556 0 0 0
V] 0 0 0 0 0 5,556 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 2 0
vy 0 0 0 0 0 0 0 5,556

Para encontrar a matriz P temos que as 4 primeiras linhas de P sdo nulas porque os pais

dos primeiros dois individuos ndo sdo conhecidos.

P=

vy vy V) vy v} Vg A A
vp 0 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0 0 0 0
03
03
0
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O pai dos individuos 3é 1,e M., foi transmitido a 3. Assim, a linha correspondente a

vy tem (1 - r) = 0,9 na coluna correspondente a v,” e r = 0.1 na coluna correspondente

m

v
P=
i vy v vy v} vy v} vy
vP 0 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 0 0
V) 0 0 0 0 0 0 0 0
v} 0,9 0,1 0 0 0 0 0 0
US
0
oA

Da mesma forma, o pai de individuos 3 é de 2, e M, foi transmitido a 3. Assim,

a linha correspondente a v;' tem r = 0.1 na coluna correspondente ao v; e (1-r)=0.9

na coluna correspondente a v, .

P=

oY vy v vy v} vy v} vy
vP 0 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 0 0
V) 0 0 0 0 0 0 0 0
v} 0,9 0,1 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0,1 0,9 0 0 0 0
0
Yy
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O pai de individuos 4 é 1, mas informag6es do marcador ndo estd disponivel. Assim, a

linha correspondente a v, tem 0,5 nas colunas correspondentes a v,” e v;".

P=

o} vy V) vy v} vy v} v,
vP 0 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 0 0
V) 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0,9 0,1 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 0,1 0,9 0 0 0 0
v} 0,5 0,5 0 0 0 0 0 0
A

O pai de 4 individuais é de 3e M/ foi transmitida a 4. Assim, a linha correspondente a

v, tem (1 -r) = 0,9 na coluna correspondente ao v/ e r = 0.1 na coluna correspondente

A
P=

o} vy Y vy ) vy v} v,

o 0 0 0 0 0 0 0 0

V] 0 0 0 0 0 0 0

v} 0 0 0 0 0 0 0 0

o7 0 0 0 0 0 0 0 0

v | 09 0,1 0 0 0 0 0 0

o7 0 0 0,1 0,9 0 0 0 0

v | 05 0,5 0 0 0 0 0 0

of 0 0 0 0 0,9 0,1 0 0

Para construir a matriz Q temos Q= (I —P").



A matriz | é a matriz identidade, tendo a matriz P encontramos a matriz P".

Tendo os valores das matrizes | e P°, teremos a resolugdo abaixo:

Q:
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v} vy v vy v} v, A v}
v} 1 0 0 0 0 0 0 0
vy 0 1 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 1 0 0 0 0 0
vy 0 0 0 1 0 0 0 0
v} 0 0 0 0 1 0 0 0
V] 0 0 0 0 0 1 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 1 0
vy 0 0 0 0 0 0 0 1

oP vy V) vy v} Vg v} A
v} 0 0 0 0 0,9 0 0,5 0
vy 0 0 0 0 0,1 0 0,5 0
vP 0 0 0 0 0 | o1 | o© 0
vy 0 0 0 0 0 0,9 0 0
v} 0 0 0 0 0 0 0 0,9
V] 0 0 0 0 0 0 0 0,1
v} 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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oP vy v} vy v} v, v} v,
o 1 0 0 0 -0,9 0 -0,5 0
of" 0 1 0 0 -0,1 0 -0,5 0
00 0 0 1 0 0 -0,9 0 0
of 0 0 0 1 0 -0,1 0 0
v} 0 0 0 0 1 0 0 -0,9
vy 0 0 0 0 0 1 0 --0,1
v 0 0 0 0 0 0 1 0
of 0 0 0 0 0 0 0 1

Como temos o valor da matriz Q podemos encontrar a matriz Q".
Q =

oP vy v} vy v} vy v} vy
P 1 0 0 0 0 0 0 0
of" 0 1 0 0 0 0 0 0
o) 0 0 1 0 0 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 0 0
v -0,9 -0,1 0 0 1 0 0 0
o 0 0 -0,1 -0,9 0 1 0 0
v -0,5 -0,5 0 0 0 0 1 0
vy 0 0 0 0 -0,9 -0,1 0 1

Para encontrar a inversa da matriz G, devemos utilizar a seguinte expressao:




-1 —

61

G, =Q*G *Q

i vy v vy v} v, v} v,
WP 1 0 0 0 | 09| 0 | -05 | 0
vy’ 0 1 0 0 -0,1 0 -0,5 0
vP 0 0 1 0 0 | 09 | 0 0
vy 0 0 0 1 0 -0,1 0 0
v} 0 0 0 0 1 0 0 -0,9
V] 0 0 0 0 0 1 0 --0,1
v} 0 0 0 0 0 0 1 0
vy 0 0 0 0 0 0 0 1

oP vy v} vy v} v, v} v,
o 1 0 0 0 0 0 0 0
o7 0 1 0 0 0 0 0 0
v} 0 0 1 0 0 0 0 0
o7 0 0 0 1 0 0 0 0
o 0 0 0 0 5,556 0 0 0
] 0 0 0 0 0 5,556 0 0
v 0 0 0 0 0 0 2 0
A 0 0 0 0 0 0 0 5,556
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oY V] v vy v} vy v} v,
o 1 0 0 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0 0 0 0
v 0 0 1 0 0 0 0 0
V) 0 0 0 1 0 0 0 0
v} -0,9 -0,1 0 0 1 0 0 0
vy 0 0 -0,1 -0,9 0 1 0 0
v} -0,5 -0,5 0 0 0 0 1 0
v} 0 0 0 0 -0,9 -0,1 0 1
)i vy v vy v} v, v} v}
o 6 1 0 0 | 05| 0 1 0
vy 1 1,556 0 0 -0,556 0 -1 0
v 0 0 1,056 0,5 0 -0,556 0 0
oD 0 0 | 05 | 55 | 0 5 0 0
v} -5 -0,556 0 0 10,056 | 0.5 0 -5
V] 0 0 -0,556 -5 0,5 5,611 0 -0,556
v | 1| 1 0 0 0 0 2 0
m 0 0 0 0 -5 -0,556 0 5,556




APENDICE B - Polinémios ortogonais de Legendre
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1-Definicdo dos polinémios ortogonais

A aparicdo da primeira familia de polinbmios ortogonais se remonta no final do
século XVIII com o intuito de estudar relacdo entre trajetorias planetarias (Rebello,
2001). Especificamente tentando resolver o problema da atracdo de um corpo por uma
esfera. Adrien Marie Legendre introduz em 1782 os polindmios hoje conhecidos como
polindmios de Legendre. Em seu artigo “Sur L’attraction dés sphéroides” de 1785,
Legendre encontrou que ao integrar a equacdo para calcular a componente radial da
forca de atracdo se podia expressar mediante uma serie de potencias de r’/r da forma:
r‘2{1+3P2(c057/)(r'/r)2+5P4(0057/)(r’/r)4+...}. As fungbes P,,P,,..sd0 fungBes
racionais inteiras de cosy que hoje sdo conhecidas como polindmios de Legendre.
Neste trabalho Legendre obteve uma formula geral para os polindmios P, de grau
arbitrario. Em um segundo artigo publicado em 1787, Legendre deduziu algumas de

suas  propriedades  das  funches PZn(x) como a  ortogonalidade:

[ P (0P (X)X = —

dm+1
Além disso, demonstrou-se também que estes polinémios satisfazem uma

nm -

equagdo diferencial linear: (1—x? )P, (x)— 2P, (x)+n(n+1)P,(x)=0.

1.1-  Ortogonalidade
De acordo com Giuliani et al (2010) temos a defini¢éo abaixo.

Definicdo 1.1.1- Sejam f,g e L%(a,b). f e g sdo ortogonais se (f,g), =0. Se, além
disso, fe g tém norma igual a 1 elas sdo ditas ortonormais.
Definigdo 1.1.2- Dizemos que uma sequéncia de fungdes {f, |”  de L% é ortogonal se

n* 'm

vn,m com n=m=(f,, f,), =0. Adicionalmente, se vk|f,|. ., =1, a sequéncia é
ortonormal.

Proposicéo 1.1.1 Dada uma fung&o peso wno intervalo (a,b), se {L X, X2,...}g L2, entdo
existe uma sequéncia ortogonal de polindmios em L2 (a,b).

Demonstrando que dado o conjunto {1 X, xz,...}, qualquer de seus subconjuntos

finitos é linearmente independente. Entdo, pelo Teorema de Gram-Schmidt, existem

constantes a,,,a,,, 8y, ay3, gy, 8yy,-.- IS qUE
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Py (X) =a,
pl(x) =8y +a,X

P, (X) =85, tap X+ a33X2

é uma sequéncia de polinémios de L2 (a,b) ortogonal.

Lema 1.1.1 Dada uma sequéncia de polindmios de L2(a,b) ortogonal {p,}”, com o

=0

grau de pk igual a k, entdo, vn [p,, p,...., B, ]= [1 x,...,x”] isto é, 0 espaco gerado por
{Py,.-r P, } € 0 espaco gerado por {1 x”}.

Dado n, {p,.p,...Pp,} podem ser obtidos por combinagdes lineares
defL,x,...x"}. Entdo {p,, py..... pyt< L x,....x"] . Como {p,,...p,} é um conjunto
ortogonal (:> I.i.) de dimensédo n , € uma base para 0 espaco em questao.

Lema 1.1.2 Numa sequéncia de polinémios ortogonal {p, }-, < L2(a,b), com grau de
p, iguala k, vn, o polinémio p, é ortogonal a todo polindmio de grau <n.

Dado n, p, é ortogonal a {p,, p,,..., P, , - Entdo, pelo lema 1, p, é ortogonal ao
espaco formado pelos polindmios de ordem até n-1. Entdo, p, é ortogonal a todo
polindmio de grau <n.

Teorema 1.1.1 Dada uma fungdo peso w , sejam {p,}’

“, € {a.r, sequéncias de

polindbmios ortogonais de L2(a,b), em que p, e g, tém grau k, entdo vk, p, =c,q,,
com c, =a, /b, ,sendo a, e b, os coeficientes principais dos polindmios p, e q,,

respectivamente.

A demonstragéo sera feita por inducéo finita. Existe c, como no enunciado

(c, = p,/q,). Sob a hipétese de que existem tais c, vk <n, seja c,, =a,,10.1/0p10m

conforme o enunciado. Ym<n,(p,, Pp.1), =0 € (Py:Gus), =0 Pelo lema 2. Entdo,

(pm! Pnia —Crialna )w =0.
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Observe que p,,-C,,0,, tem grau <n. Como o Unico polinbmio de grau <n
ortogonal a todo polindmio em {p,, p,...., P, } € 0, P = CprGnys

Teorema 1.1.2 Dada uma funcdo peso w, numa sequéncia de polindmios ortogonais
{p.}", = %(a,b), com grau de p, igual a k, vk, os zeros dos polindmios p, sdo
simples, reais, e estdo em (a,b).

Demonstragio. Fixe n>1. Vamos mostrar que p, troca de sinal nvezes em (a,b). Se

p, tivesse sinal constante em [a, b], digamos positivo, entéo

j: p, Cw(x)dx = (p,, p, ), > 0.

Mas isso contradiz a ortogonalidade (p, L p,). Logo, p(x,)=0 paraalgum x, (a,b).

Suponha que x, é zero de p, com multiplicidade maior que um. Entéo, ( pn(x))z seria
X=X,

um polindmio de grau n—2. Logo,

oz(pn,%lv {1’[(;“—(2))ﬂw .

0 que é uma contradi¢do. Portanto, cada zero de p, € simples.

Supomos agora que p, tem j zeros x,x,,..,x, € gue mais nenhum zero pertenga ao
intervalo (a,b). Entdo
P (=% x =3, hlx=x, ) = po, (=%, )2 (x=x, )2 .(x=x, )2,
onde p, , € um polindmio que ndo muda de sinal em (a,b) . Entdo,
(1, (), (x =% XX =, )..x — X, ))W =
(Pory () (=1 (x =%, P fx = x, F),

O lado direito ndo pode ser nulo, mas o lado esquerdo anula-se se j<n, de modo que
devemos ter j>n.Mas j>n €impossivel, e portanto j=n.
Agora, vamos elaborar uma relacdo de recorréncia que é valida para todas as sequéncias

de polindmios ortogonais {pk }:’:0 — L2 com grau de p, igual a k.

Iniciamos fixando c: p,(x)=cvx. p,(x)=ax+b deve ser tal que (p,, p,), =0 . Entdo

(ax+Db,c), =0
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ac(x,1), +bc(11), =0

b (x), [

a

a (1), Ib w(x)dx

a

sendo que a pode ser escolhido livremente, conforme visto no teorema 1. Para a criagdo
de novos termos na sequéncia de polinbmios ortogonais, tendo 0S n+1 primeiros

termos (py,..., p, ), fazemos da seguinte forma: o polinémio P = xp, (x) € ortogonal a

todo polindbmio de grau <n -1, devido ao lema 2 e ao fato de o produto interno ser dado
por uma integral. Ent&o para obter um polindmio ortogonal a{p,, p,...., p, }, basta tirar
de P suas componentes em

P, €€EM P, ;-

o020 p ) PoPeske

” p 2 2 pn—l

pn+l(x) = A
Lian) ” Pt Lian)
onde A pode ser escolhido livremente.

1.2 Propriedades dos Polindmios Ortogonais
Vejamos algumas das propriedades dos polinbmios ortogonais.

Propriedade 1 - Sejam ¢,(x), 4,(x), #,(x),..., polindmios ortogonais, ndo nulos, segundo

um produto escalar qualquer. Ent&o, qualquer polindmio de grau menor ou igual a n

pode ser escrito como combinacdo linear de ¢,(x), ¢,(X),..., 4, (x)

Prova: Os polindmios ¢,(x),,(x)....,4,(x) constituem uma base para o espago dos

polindmios de grau menor ou igual a n. Assim, se Q(x) € um polindmio da forma:
Q(x)=a, +ax+...+a,x",

Entdo Q(x) pode ser escrito, através de mudanca de base, como:

Q(x) = byty () + bygh (%) + ..+ by, ()

Propriedade 2 - Sejam ¢, (x), 4,(x),...,#,(x) nas condicBes da propriedade 1. Ent&o
¢,(x) é ortogonal a qualquer polinémio Q(x) de grau menor que n.
Prova: Seja Q(x), um polindmio de grau n—1. Pela propriedade anterior temos que:

Q(x)=boghy (%) + by () + .. + by iy 4 (x),

entdo:
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(Q(x), &, (x)) = (begty (X)+ by (x)+...+ b, 8, (x). 4, (X))

=Dy (¢ (%) 4, (x))+ b1 (4 (x). ¢, (X)) + ...+ b, 1 (¢, 4 (X). ¢, (X))
=0

desde que os polindmios ¢, (x), ¢,(x),...., 4,(x) sdo dois a dois ortogonais.

Propriedade 3 - Sejam ¢,(x), ¢,(x), ,(x)...., -, polindmios ortogonais segundo o produto

escalar:

(f.9)= [ w(x)f (x)g(x)ax,
Com w(x)>0 e continua em [a,b]. Entdo ¢, (x) possui n raizes (reais) distintas em
[a,b].
Prova: Para verificar a veracidade desta propriedade dividiremos a prova em trés
partes, isto €, provaremos que:

a) ¢,(x) possui algum zero em [a,b],
b) os zeros de ¢ (x) em [a,b], séo simples,

c) os n zeros de ¢, (x) estdo em [a,b].

Os trés itens serdo provados por absurdo. Assim, para provar a), vamos supor, por

absurdo, que ¢, (x)n&o possui zeros em [a,b]. Portanto em [a,b], ¢, (x)= 0. Assim:

(#,(2). 45() = [ W(x)g, (X (x)x
= Lb w(x )¢, (x)dx = 0,

desde que ¢,(x)=1,w(x)> 0, mas ndo pode ser identicamente nula, e ¢,(x)=0 em

[a,b].

Mas ¢,(x) e ¢,(x) s ortogonais, e portanto (g,(x),¢,(x))=0. Logo é um absurdo supor
que ¢,(x) ndo possui zeros em. [a, b]
Para provar b) vamos supor, por absurdo, que exista uma raiz de ¢, (x) que seja de

multiplicidade 2.Seja x, essa raiz. Portanto:



¢ (%)
(X_ X1)2 ’

é um polindmio de grau n—2. Assim, pela propriedade 2:
X
[%() ¢()J=0
(X o Xl)
Mas, usando as propriedades de produto escalar, obtemos:

) A0 |- b 0

[t ) 40

X=%)(x=x)

_ [(qﬁn(X) | %(X))) 0.

X_Xl) (X_Xl
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. JOST X P .
onde a igualdade é valida se e somente se 6 () for o polindmio nulo. Portanto é um

(X_Xl)

absurdo supor que os zeros de ¢,(x) em [a,b], ndo sdo simples.

Finalmente, para provar c) vamos supor, por absurdo, que exista apenas j zeros de

#,(x) em [a,b], com j<n.Sejam x,, x,

podemos escrever:
¢ (%) = (=, Jx = %, (= x; Jt, (%)

onde g, ; =0 em [a, b]. Assim, pela propriedade 2, segue que:

(¢n(x)= (x—x, )(x = Xz)"'(x_ X )): 0
Mas, usando as propriedades de produto escalar, temos que:

(¢n (X), (X - Xl)(x =X )(X —X;j »:
- Jjw(x)(x— xl)...(x— X; ) () x =%, )..(x =, Jx
J. w(x)x =%, F..(x = x, fq, ; (x)dx = 0.

Portanto, é um absurdo supor que os n zeros de ¢,(x) ndo estdo em [a,b].

Assim, acabamos de provar que ¢,(x) possui n zeros (reais), distintos em [a, b].

..... x, 0s zeros de ¢,(x) em [a,b]. Entéio,



Propriedade 4 - Sejam ¢,(n), ¢,(x), #,(x)...., nas condicBes da propriedade 3. Sejam
Xo, X, ..., X, asraizesde ¢ ,(x). Se f(x) & um polindémio de grau menor ou igual a

2n+1, entdo:
[P W) (x)ax = z A f(x)
onde
A J': w(x)I, (x)dx
Prova: Como x,,x, ,..., x, S0 raizes de ¢, ,(x)., podemos escrever:

¢n+1(x) = ao(x — % XX - Xl)"'(x — X, ) (11.25)
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Seja P,(x) o polindmio de interpolagéo de f(x) sobre x,,x, ,...,x, em [a,b]. Sabemos

que:
f(x)=P,(x)+ R (x)

onde R (x) é o erro na interpolagdo. Assim:

f(n+1)&)
F8)=R00)= R, (0= (o e, ) £ D)

com a<&<b e & dependendo de x.

Entdo, em vista de (11.25) e de que ¢ é funcdo de x, podemos escrever:

£ () P, ()= bygh () T 1 2HX)

" (n+1)
Como f(x) é um polinémio de grau menor ou igual a 2n+1, temos que:

IRSRIGEEIE)

(n+1)
é um polinémio de grau menor ou igual a n. Assim, podemos escrever:
f (X)_ Pn (X) =b n+l(X)q(X)' (1126)

Integrando (11.26) de a até b, com a fungéo peso w(x), obtemos que:

[ WOl () P00l = [ wixugh (<))

Pela propriedade 2, o lado direito da igualdade acima € igual a zero. Assim:

Jj w(x)[ f (x)— P, (x)ldx =0,
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ou

ﬁ w(x)f (x)dx = ﬁ w(x)P, (x )dx
o w(x)[kzz?k(x)f (x, )}dx

n b

= ; f (%, )L w(x)l, (x)dx
- AT(K)

Portanto, fica provada a relagéo (11.24).

Esta propriedade garante entdo que, para integrar um polindmio de um certo grau k,
basta trabalharmos com um polindbmio ortogonal de grau aproximadamente k/2. E

mais, descartados os erros de arredondamento, o resultado deve ser exato.

2-Tipos de Polinémios

Definicdo dos polinémios ortogonais segundo Mello (2008):
. ; . . b
Os polindmios ortogonais com relagao ao produto interno  (f,g), = L f(x)g(x)dg(x)

no intervalo (a,b) sdo chamados de polinémios ortogonais classicos se a fungdo peso

correspondente w satisfaz a seguinte equacéo diferencial

LM O] = NGwlx) - (29)
onde
1-x?,se(a,b)=(-11)
M (x)=1x,se(a,b)=(0,) :
1,se(a,b) = (~ o0, )
e N(x) é um polinémio de grau 1.
A medida dg(x)=w(x)dx, tal que satisfaz (2.9), sera aqui denominada medida
classica.
Os polindmios ortogonais tais que as funcdes pesos satisfazem (2.9) sdo os polindmios
de Jacobi (incluindo os casos especiais chamados Legendre, Chebyshev e
Gegenbauer),Laguerre e Hermite. Estes polindmios possuem muitas propriedades, mas

apresentamos as mais importantes delas que podem ser encontradas.
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Polinémios de Jacobi
Os polindmios de Jacobi denotados por P(“#), sdo ortogonais no intervalo (—1,1) relacao
a funcéo peso
wx)=1-x)*@+xY,a>-1,8>-1.
onde w satisfaz a equacdo diferencial (2.9), com
M(x)=1-x? e N(x)= B—a—-x(a+ B+2)

Estes polinémios podem ser definidos pela férmula de Rodrigues que é dada por

pe(x)= rlizﬂ(f e ;)ﬁ) B ) O xy ]

quando estdo na forma mdonica, onde
I(t)= '[:e’xx"ldx,t e C e Re(t)>0

é conhecida como funcdo Gama.

Eles também podem ser dados pela forma explicita

in’m(x){z”*“ﬂjli(”*“j(”*ﬂju—l)m(xu)"-m, .10

n ~ln-m)\m

Onde

(aJ _ T(a+1)
b) Tb+lfa-b+1)
Os polindmios de Jacobi podem, ainda, ser obtidos através da relagdes de recorr”éncia
de trés termos
R (x)= (k= B R (x) - el PGP (x)n =1,

Onde

s) _ an(n+a)n+ B)n+a+p) (2.12)
n+l (2n+a+,B_1)(2n+a+13)2(2n+a+ﬂ+1)1

(wp) _ p-a’
i = Cn+a+p+2)2n+a+p)’ (2.12)
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P)(x)=1 e pl<a:ﬁ)(x): X +ﬂ e além disso,
a+pf+2

(“0)(x)= (R, Ble) = 22 nN(n+ o+ )N+ S+ 10N+ a + S +1) (2.13)
r2n+a+p+2f(2n+a+ B +1)

Estes polindmios satisfazem a seguinte relacdo diferencial

[PP(x)] =nRr9)(x)

n

Os casos especiais dos polinbmios de Jacobi sdo

1) os polindbmios de Legendre, P,,com a=4=0,

i) os polindmios de Chebyshev de primeira espécie, T,, coma = = —

I\JlH N |-

iii) os polindbmios de Chebyshev de segunda espécie, U, , com a = =

iv) os polindmios de Gegenbauer também conhecidos como polinémios Ultrasféricos,

GY, com a:ﬂ:ﬂ—%.

Polindmios de Laguerre
Os polindmios de Laguerre, denotados por L), sdo ortogonais no intervalo (O,oo) com
relacdo a funcao peso
w(x)=x"e™, a > -1,
onde w satisfaz a equacao diferencial (2.9), com
M(x)=x e N(x)=a+1-x

Eles podem ser definidos pela formula de Rodrigues que é dada por

d n
L(a) x)= (-1 nx—aex Rl VLR
(0= (1) xer o fxee]
quando estdo na forma moénica. E, podem ser dados pela forma explicita

L) (x) = nlz 2 [n+a) o
m=0

n—-m

Estes polindmios também podem ser obtidos através da relacéo de recorréncia de trés

termos
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L) ()= (x=8,5 L (x) - 2!l (x) n 21, (2.14)
onde
a“) =n(n+a) p92n+a+1, (2.15)
L(x)=1 e L*(x)=x—(a +1) e, além disso,
Pl =nir(n+ g +1)
Os polindmios de Laguerre satisfazem, ainda, a seguinte relacéo diferencial
(L 00] = L)

e arelacdo
L0+ L) =L (0) - (217)

Polindbmios de Hermite

Os polinémios de Hermite, denotados por H, sdo ortogonais no intervalo (— o, oo) com

relacdo a funcao peso

onde w satisfaz a equacao diferencial (2.9), com

M(x)=1e N(x)=-2x

Eles podem ser definidos pela férmula de Rodrigues, que é dada por

H (0= (1 &9 ]

2" dx"

quando estdo na forma canonica. E, podem ser dados pela forma explicita

B} (1) n1x"2"
Ha(x)= “4"mi(n—2m)

n . . . n
onde [E} denota o maior inteiro menor ou igual a >

Estes polindbmios também podem ser obtidos atraves da relacdo de recorréncia de trés

termos
Hoa(x)= XHn(X)—g Hoa(x)n=1,

Com H,(x)=1e H,(x)=x, além disso,
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Os polindmios de Hermite satisfazem ainda, a seguinte relacdo diferencial

H n (X) =nH n—l(X)'
Apresentamos acima um pouco sobre 0s polinémios classicos, mas o intuito deste
trabalho é estudar os polindmios de Legendre, Po(x), P1(X),... .No item a seguir

abordaremos mais detalhes sobre este polinémio.

3- Polindbmio de Legendre

Brietzke ( 2010) em seus estudos apresenta as equacao de Legendre como:
(1— xz)yn —2xy' +p(p+1)p=0

onde p é um parametro real a ser escolhido. Vamos ver adiante que esta equacgdo e
muito importante nas aplicagbes.x, =0 é um ponto ordinario, pois as fungdes

P(x):—lz—x2 e Q(X):M sdo analiticas neste ponto. Suas séries tém raio de
~X —X

convergéncia R =1 (sdo séries geométricas de razdo x*, por
exemplo, P(x)= —2x(1+ X2+ x* + )= —2x—2x*-2x>—...). Logo a solugdo é da

forma

com raio de convergéncia R >1. Substituindo na equagéo temos

in(n ~1)a, x"

n=2 n

n(n—1)a,x" —ZZnax +p( p+1i =

n=1 n=0

M

||
N

Fazendo a mudanca de indice k =n—2 no 1° somatdrio, ele se transforma em

i k+2)k +1)a,,,x*
K=0

Podemos usar qualquer outra letra no lugar da letra k , inclusive a letra n novamente. O
2° e 0 terceiro somatorios podem ser comecados em n=0 (fazendo isto entram mais
duas parcelas para a soma, sO que sdo ambas nulas). Feito isto, podemos reunir todos 0s

termos em um Unico somatério
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> [(n+2)n+L)a,, — (n(n+1)- p(p-+1)a, )" =0
n=0
Obtemos, dai, a férmula de recorréncia
(n+2)n+21)a,,, —(n(n+1)— p(p+1))a, =0, para n=01.2,...

que pode ser reescrita como

. :n(n+1)— p(p+1)a
"2 (h+2fn+1) "

Como vamos aplicar esta formula repetidas vezes, com vistas a uma possivel

simplificacdo, convém fatorar o numerador. Considerando ncomo variavel e pcomo
constante, o trinémio
n(n+1)—p(p+1)=n®+n-p(p+1)
temraizes n,=p e n, =—p—1 e, portanto, se fatora como
(n—pYn+p+1)
Finalmente, a formula de recorréncia toma a forma

o _(n-pln+p+1)
M2 (n+2)n+1) T

Escolhendo, primeiro a, =1 e a, =0 e depois a, =0 e a, =1, obtemos

i |o(|02|+1)xz+ p(p—2)(r;+1)(p+3)x4_

Y1

(P-1fp+2) s, (P-1Ap-3)p+2[p+4) s
3 51

Yo =X—

que séo duas solucdes linearmente independentes com raio de convergéncia. R>1 Uma
observacgdo extremamente importante € que se p=n=0,1,2,3,..., entdo uma destas duas
solugdes é um polindmio de grau n. Por exemplo,

para—>n=0,y, =1

para—>n=1y, =X

para—>n=2y, =1-3x
para—n=3,y, :x—§x3

para—n=4,y, =1-10x’ +%x4
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E facil ver que estes polinémios e seus multiplos sdo as tnicas solugdes polinomiais da
equacdo de Legendre. Para padronizar uma maneira de escolher estes mudltiplos,
multiplicamos por constantes convenientes de modo a ter que o polinGmio assume

sempre o valor 1, para x=1. Normalizados desta maneira, sdo chamados de

polindmios de Legendre e denotados por P,(x). Assim P,(x)=1 e P(x)=x.

_ 2
Para n=2, y, =1—3x? satisfaz y(1)=-2. Logo P,(x)= ! 32X :gx2

1
2

Paran=3, y, =X —gx3 satisfaz y,(1)= —% e, portanto,

P,(x)= %(35x4 —~30x +3)

Forma normalizada:

=25 e 00

2

Vamos encontrar outra solucdo linearmente independente para a equacéo de Legendre

pelo método visto na 12 area.

Para n=0, procuramos outra solugéo na forma Q,(x)=v(x)P,(x). E fécil ver que v(x)

deve satisfazer

(1— x? )\/ —-2xv'=0,

que, pondo p =V, se reduz a equacdo separavel de 1* ordem

dp _ 2x
dx 1-x%’
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5 In 1+ X . Como estamos

~ 1
para a qual encontramos a solucdo p = 1

interessados em resolver a equagédo no intervalo (— 1,1), podemos dispensar 0s modulos

e, finalmente,

1

1, 1+x 1+Xx
X)==In—=| In——
QO() 2 1-x ( 1- xj

Vé-se que IirEQO( X) =400 € limQ,(x)=—o0.

X—1+

Como ja tinhamos, pelo teorema, que R >1, concluimos entéo que, para

Qo(x)’ R=1.

Conclusédo: Para n=0, a equacdo de Legendre tem duas solugdes linearmente

independentes, uma delas o polindémio P,(x)=1 e a outra a fungdo Q,(x) ilimitada no

intervalo (~11). Logo as Gnicas solugdes limitadas no intervalo (—11)sdo os multiplos

de P,(x).
Para n =1, de maneira analoga, duas solugdes linearmente independentes séo

Aqui P(x)=x e Ql(x):gl T—i—l

lirEQl(x) = lim Q,(X) = +oo

Vale, portanto, a mesma conclusdo, isto &, para a equacao de Legendre com n=1 as

Ginicas solugdes limitadas no intervalo (~11) s&o os mdltiplos de P,(x)
Continuando este mesmo procedimento, para n=2, temos
3 ) 1+x 3

1 1
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e, para n=3,

53 3 Ly _ax)initX 5,2, 2
P3(x)—§x 2X9Q3() 4(5x 3x)|n1_x X 3

Em geral mostra-se, mas isto ndo serd feito aqui, que uma segunda soluc¢do da equagéao

de Legendre é

1+x s on—4j-1
+Z (2j+1)n-

)F% 2y4(x)

j=

n-1 -1
onde s = - € 0 maior inteiro que é menor ou igual a T

Concluséo: Qualquer que seja n=0,1,2,3,..., as Unicas solucdes limitadas no intervalo

(—1,1) da equacdo de Legendre sdo os mdltiplos do polindmio P, (x).

Assim, para padronizar uma maneira de escolher um mdaltiplo para o polinémio,
multiplicamos por constantes convenientes de modo a ter que o polinbmio assume
sempre o valor 1, para x=1. Normalizados desta maneira, sdo conhecidos como

polindmios de Legendre. Podemos entdo apresentar da seguinte maneira:

P(z)

[ [ T[S [ S

632" — 702° + 15z)
2312° — 3152 + 1052” — 5)
42927 — 6932”4 3152° — 35x)
(64352° — 120122° + 6930x* — 12602* + 35)
35(121552° — 2574027 + 180182” — 46202° + 3157)
(

1461892 — 1093952° + 900902° — 30030z* + 346527 — 63)

&= =
= =

P

© 00 N oo o0~ W NP O S
—
ba
oo

[y
o
—
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Obs: Um fato verdadeiro, mas que néo ficou justificado ainda, € que para outros valores

de p, que ndo os da forma p:n(n +1), a equacdo de Legendre ndo tem solucédo
limitada no intervalo (~11), além da trivial. Os livros que ddo um tratamento mais

elementar costumam ser omissos neste ponto, mas vamos dar aqui uma justificativa,
conforme Courant-Hilbert (1989).

Afirmacdo: Se p ndo é um inteiro p >0, ndo existe solucéo que seja limitada no

intervalo (~11)para a equagdo de Legendre

(- x*)y" —2xy + p(p+1)y =0,
a ndo ser a solucéo trivial y=0.

Demonstracéo:

Comecamos notando que se Yy = f(x) € uma solucdo da equacéo de Legendre, entdo

y, = f(=x) também é. Logo as fungdes

yp(x)=5(f(x)+ f(-x)) ey, (x)=%(f(x)— f (—x)) também s&o solugdes. Mas y_(x) é

par e y,(x) é impar, com y(x)= f(x)=y,(x)+y,(x). Portanto, para provar que se p
ndo é um inteiro >0a equacdo de Legendre ndo tem solucdo ndo trivial limitada no
intervalo (—1,1), basta provar que ndo existe uma solucdo limitada que seja par ou
impar. Basta mostrar que se y for uma solugdo da equacdo de Legendre, limitada no
intervalo (~11), par ou impar, entio p=n para algum n=0123.. ¢ y é um

polindmio. Chamamos A = p(p +1). A férmula de recorréncia pode ser reescrita como

4 - nn+1)-A .
"2 (h+1)n+2) "

e, portanto,

Q (n—2)n-1)-4 .
" (n—2)n o




81

Note que o numerador nunca sera nulo. Supondo y(x) par (impar) vamos ter
.a, =0 somente para n par (impar). Vamos supor que uma dessas duas situacdes

ocorre. Aplicando a recorréncia repetidas vezes obtemos

o _(=2n-1)-2 (1-4)n-3)-2 (1-6)n-5)-2 (k+1k-2
B | | ke 2k 1)

" (n—2)n (n-3fn-2) = (n-5)n-4)

onde k é par (impar) se n for par (impar). Entéo

a. =

n

1 (h-2n-1)-2 (n-4)n-3)-2 (k+1k-4
n" (n-1n-2) ~ (n-3)n-4) 7 k(k+1)

2%[1‘(n—lﬁn—zﬂ(l‘(n—sin—zt)}"(l‘ﬁjkak

Vamos deixar n — oo, mantendo k fixo, mas suficientemente grande para que

k(k+1)> 4 e portanto 1— > 0. Para concluir o raciocinio, necessitamos um

A
(k +1)k
resultado auxiliar.

Lema 1. Paratodo t com 0<t <1, vale In(1—t)> -t

Demonstracao:

Usando a série de Taylor

t? ot
—IN@-t)=t+—+—+-—+..>t
2 3 4

paratodo t com O <t <1 e segue a desigualdade.

Lema 2. Se 0<b, <1, paratodo n, com B:=Zbn < oo, entdo

1-b)1-Db,).(1-b,)>e"®
Demonstracéo:
Pelo Lema 1, para cada fator, tem-se
’bj

1-b. >e

J
Segue que

(L—b,Y1=b, ). (1—b, )= e e ™, e =g (uibrite) 5 o8
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Aplicando o Lema 2 a desigualdade obtida acima, segue que existe uma constante ¢ >0

n .
tal que |an|2%, paratodo n>k par (impar) » a;x’
j=k

Como a série dos Zi, n par (impar) é divergente, segue que se torna arbitrariamente
n

grande para x proximo de 1 e n grande, mostrando que |im|y(x)| = o0, provando a
X—1-

afirmacéo.

Formula de Rodrigues: Vale a seguinte expressdo para os polinémios de Legendre:

P (x) =2 [t —af |

B ni2" dx"

N&o demonstraremos este fato aqui, apenas diremos que ele pode ser provado em 3

etapas:

R(X)= 9 [ -1y

T nR" dx”
Seja
12) Como (x* —1)' tem grau 2n, R,(x) tem grau n
22) Mostrar que R (x)satisfaz a equagdo de Legendre.

3%) Mostrar que R(1)=1

Como P,(x) é o Gnico polindmio que satisfaz a equagdo de Legendre e assume o valor 1

para x =1, fica entdo provado que R(x)=P,(x)

n

~ x 1 :
Funcéo Geradora: A fungéo G(x,t)= ————— satisfaz
(<t V1-2xt +1?
Gl t) = S

—— ) P(xt", para [x<1le ft|<1.
V1-2xt+t? Z? (X M !



N&o daremos propriamente uma demonstracdo deste fato. Apenas notamos que
substituindo u =t — 2xt na série binomial

1
(l+u)‘§=1—1u+gu2 135 sy
2 24 2.4.6

obtemos

1 13

G(x,t)= 1—56 —2m)+zzﬁ Coxtf - 133

5 t —2xt)3+

1

=1_E(t2 — 2xt)+§(t4 —4xt® + 4X2t2) —E(

t° - B6Xt° + 24X°t* —8x°t°) +
Agrupando os termos e colocando em evidéncia as poténcias de t obtemos

G(x,t):1+xt+(gx2—%)t2 (2 x3—§xj :iPn

n=
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A funcdo geradora encerra varias propriedades da familia dos polinémios de Legendre.

Vamos ver nos exercicios que muitas outras familias de polindmios ou fungdes também

possuem a sua funcdo geradora. Abaixo vamos mostrar como Vvarias dessas

propriedades podem ser deduzidas a partir da funcdo geradora. O mesmo tipo de

raciocinio se aplica a outras familias de funcdes.

Propriedades.
1.P@M)=1

Demonstracdo:Fazendo x =1 na funcéo geradora,

3

Gl.t)= m.m+ﬁ gp

Portanto

0 l 00
P t".
)
Comparando os coeficientes dos t" nos dois lados da igualdade, obtemos finalmente

P(1)=1

n

2. P(-x)=(~1)"P,(x), isto &, se n for par, entdo P,(x) é funcdo par (s6 envolve

poténcias de x com expoente par) e analogamente para nimpar.



Demonstracdo: A funcéo geradora G(x,t) =

1
V1-2xt +1?
Logo

SR =R x)-t) =3 (-1)

n=0 n=0 n=0

Comparando os coeficientes dos t" nos dois lados da igualdade, obtemos

P(-x)=(-1)"P,(x).

(-1)'1.35....(2n-1)

3' P2r1 (0): n|2n

e P2n+1(0)=0 '

Demonstracéo: Fazendo x =0 na fungéo geradora,

Usando a série binomial

@+s) =1+ as+%a(a—l)s2 +$a(a—1)(a— 2)s® + ..,

com s=t?e a:—%, obtemos

1 1 1.3 1.35
=1-=t* t* - t°
V1412 2" Tt Tt
~ 1
Comparando as duas expressodes para , obtemos
V1+t?
P, (0)= (-1)"1.35....(2n-1) e P, (0)=0

ni2"
Se quisermos, podemos ainda reescrever

P, (0)= (-1)"1.35...(2n-1)  (=1)'(2n} _ (-1)"(2n)

246...(2n)  (246..(2n)7  (n)f2>

1.35....(2n-3)
ni2"

4, .[:Pml(x)dx = (-2 paran>2 e

1
IOPZH(x)dx =0, para n>1
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satisfaz G(x,t) = G(- x,~t).
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1 0
Demonstragéo: Integrando G(x,t)=(1—2xt+t?)z = > P,(x}t" em relagdo a x, temos

n=0

1 x=1

Ztn.[ol P, (x)dx = J.:(l—ZXtHZ)_;dx _ _w

x=0

1
e e

2 2122 32

=1+1t—£i2t3+3¥t5—...
2 22 32

Comparando os coeficientes de t" nos dois lados, obtém-se a conclus&o.

Vejamos mais algumas propriedades simples:

5. P(-1)=(-2)

Para provar basta combinar as propriedades 1 e 2.

6. P(1)= %n(n 1)

Para provar basta fazer x =1 na equacédo de Legendre.

Vejamos agora uma propriedade importantissima dos Polinémios de Legendre.
Ortogonalidade. fl P.(x)P,(x)dx =0, para n=m, isto &, os P,(x) sdo ortogonais

em relacédo ao produto interno

Demonstragdo: Escrevendo a equagdo de Legendre para P,(x), temos
(1—x2 P! (x)— 2xP.(x)+ n(n +1)P,(x) =0
ou ainda,

d

&((1— X2 )P.(x))+ n(n +1)P,(x)=0.

Multiplicando por P, (x) e integrando, temos



n(n+D)[" B, (x)P, (x)ax =" P, (0 (1 )Pl (e

-1

Integrando por partes,
n(n+2)[* P, (x)P, (x)ix = - P, (X)P, (xb [} =P (x)P, (x)x
isto &,
n(n+1)[" P (0P, (x)dx = [ (L—x? 3 (x)P (x)ax

Trocando os papéis de n e m (que equivale a comecar com a equagdo de P, (x)e

multiplicar por P,(x)), temos, analogamente, que
m(m +1)[", P, (x)P, (x)x = [ (1 X2 s (x)P; (x)elx
Segue dai que
n(n+1)[, P, (x)P, (x)dx = m(m+1)[", P, (x)P, (x)ex
Portanto
fl P.(x)P,(x)dx =0, se n=m.

2
2n+1

Norma. J'_ll(Pn (x)fdx =

Demonstracéo:
1 0

V1-2xt +t2 B nZ?

Multiplicando a identidade P (x)}t" por si propria, obtemos

1 1 1
1-2xt+t*  J1-2xt+t2 J1-2xt+t°

= 2R 2P = 3, (R (X

n=0 m=0 n,m=0

Integrando em relacdo a x, obtemos

[ Zt [ ()P, (x)dx

1-2xt+t2 4
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Usando a ortogonalidade dos P,(x), na soma acima sobram sé as parcelas em que m=n

e, portanto,



11— 2Xt+t -

Lo =2t LR ax

Por outro lado,

:%(m(m)_|n(1_t)):%ﬂt_ﬁ+ﬁ_ﬁ+ j (t+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ ﬂ

2 3 4 2 3 4

2 4 £
=2 1+t—+t—+ => 2o
3 —=2n+1
Comparando os coeficientes de t*" nas duas séries, obtemos, finalmente,

[, (PP ax =

Obs: E facil ver que P,(x), P(x),...,P,,(x) sdo linearmente independentes no espago

2n+1

vetorial n~ dimensional dos polindmios de grau menor ou igual a. n—1 Constituem,
portanto, uma base deste espaco. Segue dai e da ortogonalidade, que para qualquer

polindmio p(x) de grau menor que n tem-se
1
[, PO)P, (x)dx =0

Em particular, fl x"P, (x)dx =0, paratodo m<n.
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APENDICE C - Programas utilizados
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1) Cddigos para o software QXPAK: calculo da matriz IBD para cada posi¢ao do

Cromossomao

Arqguivo de parametros (extensao .txt)

ML OPTION

Y

PRINT SOLUTIONS

No

PRINT RESIDUALS

No

PRINT LD

No

DATAFILE

teat orig.dat

OUTFILE

teat orig.out # arquivo em branco para armazenar Os
resultados

MARKERFILE

mark .mkr

PEDIGREEFILE

pedig.ped

MARKER POSITIONS

chr7 0 31.0 65.0 96.0 108.0 136.0
NUMBER OF MCMC ITERATIONS

1000

SCAN_ STEP

1.0

QTL

gtl 1 ran 1 chr7 all

EFFECT

infinitesimal cross 1 add animal pedig.ped
GC cross 19

TRAIT
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tl 6 GC infinitesimal

TEST
gtl 1

teat_orig.dat

gtl 1

Arquivo de dados (extensdo .dat): individuo, efeitos fixos, caracteristica.

86 111
87 111
88 211
89 211
90 211
91 212
92 112
93 112
94 112
95 112
mark .mkr

14
13
12
12
12
12
12
11
12
13

Arquivo de marcadores (extensdo .mkr): individuo, alelo 1 marcador 1, alelo 2

marcador 1, ..., alelo 1 marcador 6, alelo 2 marcador 6

chr7
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95

108
108
108
108
108
108
108
108
114
108

108
108
108
114
114
108
108
114
114
114

109
109
109
109
109
109
109
109
97
0

113
109
113
113
109
109
113
119
109
0

126
132
126
126
118
132
118
118
126
118

132
136
132
132
126
136
126
120
132
120

171
171
177
177
171
171
171
171
171
171

177
171
183
183
171
171
177
187
181
181

159
175
159
159
175
175
159
167
167
167

175
177
167
167
177
177
175
175

225
227
233
225
227
227
225
227

173 233
175 227
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227
233
233
227
233
233
233
233
233
233



92

pedig.ped

Arquivo de pedigree (extensdo .ped): individuo, pai, mae, coluna de 1, sexo.
1 0 0 1 1

2 0 0 1 1

3 0 0 1 2

OBS. As matrizes IBD foram armazenadas em arquivos com extensdo zran.10000 para

a primeira posic¢édo, zran.20000 para a segunda, e assim até a ultima.

2-) Codigos para o software WOMBAT: ajuste do modelo de regressao aleatoria
com efeito aleatério extra de QTL com matriz de covariancia sendo a IBD
calculada anteriormente pelo software QXPAK.

Arquivo de parametros (extensao .par)
COM MRR

ANAL RR
PEDS ped new.txt

DATA dataw3_new. txt
animal
sire
dam
cgroup 19
gtll 405
subject 405
tln
Y
class 53
END



MODEL
FIX cgroup
COV tln (1)
COV class (3, 1leq)
RRC class
RAN animal (3,1leg) nrm
RAN qtll(2,leg) GIN
RAN subject (3, leqg)
trait y

END MOD

VAR animal 3

29.027 16.689 -0.32514
11.312 1.3595

1.3968

VAR gqtll 2

29.027 16.689

11.312

VAR subject 3

26.973 25.202 8.3141
23.550 7.7710

2.5651

VAR residual 1 HOM 53

1 300

ped new. txt

Arquivo de pedigree: individuo, pai, mée.

1 0 O
2 0 0
3 0 0

dataw3 new. txt

Arquivo de dados: individuo, pai, mée, efeitos fixos, individuo, individuo, covariavel
(tamanho da leitegada ao desmame), caracteristica (peso), classe.

86 45 82 111 86 86 8 1.38 1

86 45 82 111 86 86 8 6.86 21
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86 45 82
86 45 82
86 45 82
86 45 82
86 45 82
87 45 82
87 45 82
87 45 82
87 45 82
87 45 82
87 45 82
87 45 82

qtll.GIN

Arquivo de valores da matriz IBD inversa (triangular superior): linha, coluna, valor

0.000
111.934476518
120.0042771766
2 21.953801409
1 3-0.031400972
2 3-0.924652854
3 31.9465404244
14-0.488709121
2 4 -0.040642394
34 -0.462223616

111
111
111
111
111
111
111
111
111
111
111
111

86
86
86
86
86
87
87
87
87
87
87
87

86
86
86
86
86
87
87
87
87
87
87
87

0 o0 o0 W 0 0 0 0 0 0 o o

9.91 42
17.03
21.42
33.05
62.05
1.12 1
5.75 21
8.86 42
20.6 63
21.7 77
36.03
64.5 146

63
77
115
148

115
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OBS. Os modelos de regressao aleatoria foram ajustados para cada uma das 11 posicdes

avaliadas (Figura 1), sendo que em cada uma delas utilizou-se uma matriz IBD

diferente. Estas foram identificadas como qt11.GIN , gtl2.GIN,

gtlll.GIN.





