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Resumo

CUNHA, Jackson Luiz Orione Rafael, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, outubro de
2020. Fluxos Anémalos de Anosov. Orientador: Enoch Humberto Apaza Calla.

D. V. Anosov [1] estudou as propriedades de sistemas especiais que representam a ideia
mais perfeita de um comportamento hiperbolico global. Desde entao, esses sistemas, que
atualmente sao conhecidos como sistemas de Anosov (fluxos e difeomorfismos de Anosov),
sao objeto de estudo de varios pesquisadores. Um exemplo muito famoso de difeomorfismo
de Anosov no toro T? = S* x S!, conhecido como mapa do gato de Arnold, é o induzido
pela aplicacao linear f(z,y) = (2x+y, z+y). Uma suspensio desse difeomorfismo produz
um fluxo de Anosov numa 3—variedade, onde o conjunto nao errante é a variedade toda,
foi conjecturado que fosse verdade para qualquer variedade que suporte um fluxo de
Anosov. Em 1974 | Verjovsky publicou o artigo [I7] dizendo que toda variedade que
suporta um fluxo de Anosov de codimensao um, possui conjunto nao errante como sendo
toda a variedade. Neste trabalho, apresentaremos os exemplos mostrados por John Franks
e Bob Williams em [7] que contradizem o artigo de Verjovski no caso especial, quando a
variedade tem dimensao 3. Esse comportamento inesperado (ou andémalo) de tais exemplos

é o que justifica, assim como no artigo de Franks e Williams [7], esta pesquisa.

Palavras-chave: Difeomorfismo de Anosov. Fluxo de Anosov. DA-difeomorfismo. Fluxos

de Anosov Intransitivos.



Abstract

CUNHA, Jackson Luiz Orione Rafael, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, October,
2020. Anomalous Anosov Flows. Adviser: Enoch Humberto Apaza Calla.

D. V. Anosov [1], studied the properties of special systems that represent the most perfect
idea of a global hyperbolic behavior. Since then, these systems that are currently known as
Anosov’s systems (flows and diffeomorphisms of Anosov), are the object of study by several
researchers. A very famous example of Anosov’s difeomorphism in the torus T? = S x S*,
known as Arnold’s cat map, is induced by the linear application f(x,y) = 2z +y,z +v).
A suspension of this diffeomorphism produces an Anosov flow in a 3—manifold, where
the non-wandering set is the entire variety. Many examples known even before 1980 had
this property. So it was conjectured that it was true for any variety that supports an
Anosov flow. In fact, Verjovsky published the article [I7] saying that in every variety
that supports a one-dimensional Anosov stream, it has a non-wandering set as being the
whole variety. In this work, we will present the examples shown by John Franks and Bob
Williams in [7] that contradict Verjovski’s article in the special case when the manifold
is 3. This unexpected (or anomalous) behavior of such examples is what motivates, as in
the article by Franks and Williams [7], the title presented.

Keywords: Anosov diphomorphism. Anosov flow. DA-diffeomorphism. Intransitive

Anosov flows.
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Introducao

Os Sistemas Dinamicos sao uma area da Matemética que, de forma breve, estuda
o comportamento evolutivo de um determinado objeto ao longo do tempo de acordo
com uma lei de formacao. Essa lei, pode se descrita como uma aplicacao, uma equacao

diferencial ou até mesmo um algoritmo.

Com essa singela caracterizacao de um Sistema Dinamico, podemos reunir uma
imensa quantidade de situacoes que se enquadram no alvo de estudo dessa area. Os
exemplos sao tao diversificados que podem se tratar de uma simples observacao do
movimento de um péndulo, ou algo mais delicado como o efeito de uma pandemia sobre

a economia mundial.

Apesar da sua rica presenca e aplicabilidade em situacoes cotidianas, os Sistemas
Dinamicos sao uma area relativamente nova. Seu surgimento ocorreu quando, no final do
século XIX, Poincaré buscou compreender a evolucao do nosso sistema solar. Até entao,

a abordagem utilizada se concentrava em resolver as equagoes diferenciais do movimento.

Devido as dificuldades encontradas, Poincaré sugeriu a utilizacao de ferramentas
vindas de outras areas, como Topologia, Geometria, Analise e Algebra, com o intuito de
obter uma descricao qualitativa do problema. Esse feito, marcou o nascimento da teoria
dos sistemas dindmicos. A partir desse momento, diversos matematicos passaram a dar

atencao a essa nova area.

No inicio da década de 60, D. V. Anosov [I] estudou as propriedades de sistemas
especiais que representam a ideia mais perfeita de um comportamento hiperbélico global.
Desde entao, esses sistemas, que inicialmente foram chamados de U-sistemas, passaram a

1"

ser objeto de estudo de varios pesquisadores. O termo "Sistemas Anosov ", que se refere

aos fluxos e difeomorfismos com caracteristicas especiais que apresentaremos a seguir,
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foi atribuido por Smale em [16], reconheceu a riqueza de suas propriedades e, com essa

notacao, designou os devidos créditos ao autor.

Um fluxo sobre uma variedade M é de Anosov se o fibrado tangente T'M em
M se decompoe em trés subfibrados E* , E* e TX. Sendo E® e E" invariantes pela
derivada do fluxo, contraindo em E*, expandindo em E* e sendo T'X tangente ao fluxo

¢'. Analogamente, é definido um Difeomorfismo de Anosov como é feito em [15].

Um exemplo muito conhecido de Difeomorfismo de Anosov no toro T? = S! x S*
¢ induzido pela aplicacdo linear f(z,y) = (2 + y,z + y). Esse difeomorfismo é chamado
de Mapa do Gato de Arnold (Arnold’s cat map), e seu nome é dado em homenagem ao
matematico Russo Vladimir Arnold, que em [2] demonstrou seus efeitos na década de

1960, usando a imagem de um gato.

Uma suspensao desse difeomorfismo produz um Fluxo de Anosov numa
3—variedade, onde o conjunto nao errante ¢ a variedade toda, ou seja, um fluxo transitivo.
Muitos exemplos conhecidos até antes de 1980 tinham essa propriedade. Por isso, foi
conjecturado que fosse verdade para qualquer variedade que suporte um Fluxo de Anosov.
Alias, Verjovsky publicou, em 1974, um artigo [17] dizendo que toda variedade que suporta
um Fluxo de Anosov de codimensao um, possui conjunto nao errante como sendo toda a

variedade.

Neste trabalho, apresentaremos os exemplos mostrados por John Franks e Bob
Williams em [7] que contradizem o artigo de Verjovski no caso especial, quando a variedade
tem dimensao 3. Ou seja, vamos construir Fluxos de Anosov que possuem conjuntos nao
errantes diferentes das variedades que habitam. Esse comportamento inesperado (que
chamaremos de comportamento anémalo) de tais exemplos é o que justifica, assim como

no artigo de Franks e Williams [7], o interesse por esta pesquisa de mestrado.

Mas antes de partimos para a construcao efetiva desses exemplos, precisamos
entender alguns conceitos essenciais de Dinamica e Variedades. Por esse motivo,
optamos por estruturar este trabalho em capitulos, organizados da seguinte forma: no
primeiro capitulo nos dedicamos, inicialmente, a apresentar ao leitor alguns conceitos
sobre variedades diferenciais, tomando o cuidado de expor exemplos e resultados
relevantes para o entendimento do trabalho. Em seguida, trazemos algumas definicoes

de dinamica discreta e continua. Apesar do nosso principal objeto de estudo envolver,
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predominantemente, a dinamica continua, optamos por apresentar alguns elementos da
dindmica discreta, por ser mais intuitiva e, consequentemente, possibilita uma melhor
? 7 ?

absorcao do contetdo.

No segundo capitulo, apresentamos os Sistemas de Anosov, ou seja, definimos o que
sao os Difeomorfismos e os Fluxos de Anosov. Aproveitamos o capitulo para estabelecer
o que sao Conjuntos Atratores e introduzir uma técnica utilizando Func¢oes Bump, que
permitem fazer, de forma continua, modificacoes em difeomorfismos. Esses difeomorfismos
modificados, conhecidos como DA-Difeomorfismos, sao a base da estratégia para a

construcao dos nossos exemplos.

Finalmente, no terceiro e tiltimo capitulo, reproduzimos a construcao dos exemplos
feita por Franks e Williams em [7], utilizando algumas modificagoes do Mapa do Gato de

Arnold, juntamente com colagens apropriadas entre variedades.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os espacos e as ferramentas necessarias para o
desenvolvimento deste trabalho. O nosso objetivo é definir e elucidar os principais
resultados preliminares com o intuito de ajudar o leitor a se familiarizar com os conceitos
e notacoes que serao abordados. Para a elaboracao desse capitulo, foram utilizados, como

principais referéncias, os textos |4l 5], [10, 12} 14] [15].

1.1 Nocoes de Variedades

Mencionamos, no capitulo introdutoério, que o objetivo deste trabalho é construir
variedades que suportam Fluxos de Anosov nao transitivos. Mas, antes disso, precisamos

esclarecer alguns conceitos sobre variedades diferenciais.

1.1.1 Variedades Diferenciaveis

O célculo diferencial é uma excelente ferramenta para obter informacgoes e
propriedades de um espago geométrico. Apesar dessa imprescindivel ferramenta ter sido
inicialmente desenvolvida para espacos euclidianos, podemos expandir os seus conceitos
para espacos mais gerais que sejam localmente parecidos com os euclidianos. Esse tipo

de estrutura recebe o nome de Variedade.

Como foi dito, as Variedades Diferenciaveis sao espagos topologicos que, a grosso

modo, se parecem localmente com espagos euclidianos. De modo geral, cada ponto de

12
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uma variedade com dimensao n possui uma vizinhanca que é homeomorfa ao espaco
euclidiano também de dimensao n. Para deixar esses conceitos mais precisos, vejamos

algumas defini¢bes que podem ser encontradas em [5], [12].
Definicao 1. Uma topologia sobre um conjunto M é uma colegao T de subconjuntos de
M, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. 0 estao em T;

2. A unidao arbitrdria de elementos de T pertence a T;

3. A intersecao finita de elementos de T pertence a T.
Um conjunto M munido de uma topologia T é chamado espago topologico. Um subconjunto
A C M € chamado de conjunto aberto do espacgo topoldgico M, quando A € T.
Exemplo 1. Seja X um conjunto qualquer.

1. A colecao formada por todos os subconjuntos de X € uma topologia sobre X

denominada Topologia Discreta, que comumente é denotada por P(X).

2. A colegao T = {0, X} é uma topologia sobre X, conhecida como Topologia Cadtica.
Observe que 0s tinicos abertos de X referentes a Topologia Cadtica sao os conjuntos

0eX.

Denominamos por vizinhanca de um elemento x pertencente ao espaco topologico
X, qualquer subconjunto A de X que contenha uma aberto V' da topologia contendo o
elemento z, ou seja, para algum V' € 7 tem-se x € V' C A. Um espaco topologico diz-se

Hausdorff quando elementos distintos possuem vizinhancas disjuntas.

Definicao 2. Diremos que uma familia 8 C 7 é uma base para 7 se dado U € 7T existe
C € B tal que
v=|J{v:vec}

Exemplo 2. Apenas de forma ilustrativa, os intervalos da forma (a,b), com a < b em R,

formam uma base para a topologia usual em R.
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Depois de definir o que é um espacgo topologico M, ¢ interessante estabelecermos
critérios para mensurar o quanto dois elementos desse espago estao proximos. Para isso,

precisamos definir o que uma métrica.

Definicao 3. Uma métrica sobre um conjunto X é uma funcao d : X x X — R que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X ao nidmero real d(z,y) satisfazendo,

para todos x,y,z € X, as sequintes propriedades:
1. d(z,x) = 0;
2. Sex #vy, entao d(z,y) > 0;
3. d(x,y) = d(y, x);
4. d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).
Um conjunto X munido com uma métrica é denominado espaco métrico.

Exemplo 3. Vejamos alguns exemplos de métricas:

1. Seja X um conjunto qualquer. A funcio d: X x X — R, dada por

d(x,z) =0

d(z,y) =1, sex #y

€ uma métrica em X, conhecida como Métrica Discreta.

2. Seja R™ das n—uplas de numeros reais. Vamos representar um elemento x € R"

por x = (x1,29,- - ,x,). Defina as aplicagées d,dgs e dy; definidas como

d(z,y) = |z —yl
ds(z,y) = Z’mz_xz‘
=1

dM(‘ray) = max{|xz _Iz|a2 € {1a27 ,TL}}

sao métricas e denominadas de Métrica Riemanniana, Métrica da Soma e Métrica

do Mdximos.
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Agora temos conceitos suficientes que nos permitem apresentar a primeira defini¢ao

sobre Variedades.

Definicao 4. Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espaco topoldgico M com as

sequintes propriedade:

1. M € um espaco topologico de Hausdorff;
2. M tem uma base enumerdvel de abertos;

3. M € localmente euclidiano: Para qualquer ponto p € M, existem abertos U C M
contendo p, A C R™ e um homeomorfismo ¢ : U — A. Em outras palavras, cada

ponto p € M possui uma vizinhanca homeomorfa a um aberto de R™.

Definicao 5. Sejam M uma variedade topoldgica e U C M aberto, tal que p € U, A C R™,
aberto e ¢ : U — A um homeomorfismo. O par (U,¢) é denominado sistema de

coordenadas local de M em p e U é denominado vizinhanca coordenada.

Quando for conveniente, indicaremos apenas por ¢ : U — A o sistema de

coordenadas local de M em p ao invés de (U, ¢).

Defini¢ao 6. Um atlas de dimensio n de M ¢é uma colecio b = {¢q : U; — Vo }ier de
homeomorfismos sendo U; uma aberto de M, V; um abeto de R" e |J, ., Ui = M. Os

acl ~1

homeomorfismos
¢5 o gb;l : gf)a(Ua N Uﬁ) cV,— qbg(Ua N Uﬁ) C Vﬁ

sao chamados de mudanc¢as de coordenadas.

Um atlas i é dito de classe C", se todas suas as mudancas de coordenadas sao de
classe C". Um sistema de coordenadas v é dito admissivel relativamente ao atlas Ll de
dimensao n e classe C" se, U U {1} também é um atlas de classe C”. Quando um atlas &

contém todos os sistemas de coordenadas admissiveis, dizemos que esse atlas é maximal.

Vale destacar que a condicao de atlas U nao ser maximal nao impede a construcao
da teoria. Isso ocorre devido ao fato de que sempre podemos acrescentar os sistemas de
coordenadas admissiveis que, por ventura, nao estao em 4, formando assim, um atlas

maximal. Diante disso, por conveniéncia, trataremos apenas de atlas maximais.
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Figura 1: Homeomorfismo mudanca de coordenadas.

Depois dessas defini¢oes, temos condicoes de apresentar a segunda concepgao sobre

variedades, que é a de variedade diferenciavel.

Definicao 7. Uma variedade diferencidvel de dimensao n e classe C", com r > 1, é um

par (M, 1), onde M € uma variedade topoldgica de dimensio n e 3 € um atlas mazimal

de dimensao n e classe C". Ou seja,

1. M € um espaco topologico de Hausdorff;
2. M tem uma base enumerdvel de abertos;
3. M eR"™ sao localmente homeomorfos;

4. € um atlas mazimal de dimensao n e classe C".

Exemplo 4. Considere a esfera S™ dada por
S"={(z1,. .., Tpy1) E R 2t fad + a2 =1}

Vamos mostrar que S™ é uma variedade de dimensao n.

Com efeito, para cada i = 1,--- ,n + 1, considere 0s semiespacos determinados

pelo hiperplano x; =0

Ht ={zx eR" 2, >0} e H;” ={z ¢ R""; z; < 0}
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e 0os conjuntos obtidos pela intersecao destes hiperplanos com a esfera unitdria

que sao abertos de S™. Observe que

n+1
U(Uz+ U UZ_) = Sn

i=1
ou seja, estes 2(n + 1) abertos sao suficientes para cobrir S™.

Agora, para verificar que S™ € realmente uma variedade, precisamos mostrar que
cada um dos abertos UZ-jE sao difeomorfos a um aberto de R"™. Para isso, tomemos a bola

aberta B™(0,1) NR™ centrada na origem e raio igual a 1, sendo que as aplicagoes qu»t 84,0

dadas por:
o Uz — B"(0,1)
(xlax%"' y Ly 7xn+1) = (xlvaa"' 7‘fi7"' ,ZL‘n)
no qual o i—ésimo termo € omitido para cada i =1,--- ,n+ 1 fizado.
Tome v = (x1,x9,  ,Tpi1) €y = (Y1,Y2, + ,Yny1) em S™.  Observe que se

¢ (z) = 6/ (y), temos que

($1,"' y Lj—1, Tig1,y " 0" ,$Un+1) = (?le‘" s Yi—1,Yit1, - ,yn+1)

Além disso, como x,y € S™ e x;,y; > 0, seque que

To= V= (@l F g e )
= VI-Wi+ o+t tunn) =

Isso mostra que x = y e, consequentemente, gzﬁj ¢ uma aplicacao injetora.

Agora considere y = (y1,Ya2, -+ ,yn) € B"(0,1) um ponto arbitrdrio da bola aberta.

Tome

*/E:(yla"'ayz?l? 1_’y‘7y177yn)esn

Observe que /1 — |y| > 0 e, consequentemente, x € U;“. Por construgcao, temos que
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o (z) =y, o que prova que ¢; € sobrejetora e, portanto, uma bije¢io sendo (¢ )~! =

dada por:

@ij_(yl, 7yn) = (?/1,“‘ y Yi—1, 1- |y|7y17 7yn)

Analogamente, podemos demonstrar o feilo acima para a aplicaciao ¢; . Note que
gzﬁli e w;t sao aplicacoes continuas e diferencidvers. Sendo assim, U = {qbzi} é um atlas de

dimensdo n de S™.

Como S™ € um espaco topologico de Hausdorff, com base enumerdvel e U é um
atlas de dimensao n, entdo S™ é uma variedade diferencidvel de dimensao n. A Figura [

wlustra a composicao do atlas que acabamos de construir para o caso especial n = 2.

275
5 ©
-

Figura 2: Atlas de S2.

Teorema 1. Sejam M uma variedade de dimensdo m e N uma variedade de dimensdo

n. Entao, M X N € uma variedade de dimensao m + n.

Demonstracao. De fato, se ¢ : V. — Vo e v : U — Uy sao cartas locais para M e N

respectivamente, entao Vo C R™ e Uy C R™. Assim a aplicacao ¢ x ¢ : V x U — Vj x U
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dada por ¢ x ¥(z,y) = (¢(x);¥(y)) é uma carta local para M x N e como Vi x Uy é um

aberto de R™*™. Isso implica que M x N é uma variedade (m + n)— dimensional.

MxN

Figura 3: Variedade M x N

Exemplo 5. O toro T? = S' x S', sequndo o teorema anterior, é uma variedade de

dimensdo 2, uma vez que vimos no Ezemplo |4, que S' é uma variedade de dimensdo 1.

Talvez, a forma mais comum de se obter um toro bidimensional seja como foi feito
no Exemplo bl ou seja, através de cartesianos de dois circulos. Mas nem sempre essa
construcao é a mais viavel. Na Secao daremos uma construgao para o toro mais

conveniente para o nosso estudo.

Agora, com a terceira e tultima definicao, fecharemos a parte inicial que estrutura

o conceito de variedades. Apresentaremos a definicao de variedade com bordo.

Definigao 8. Sejam H" = {(x1, 22, ..., x,) € R";x, > 0}. Uma variedade com bordo, de
classe O, ¢ um espaco topoldgico M, Hausdorff, com base enumerdvel de abertos, munido

de um atlas {¢; : U; — V; NH"}, cujas mudancas de coordenadas sao de classe C*.

O bordo de M, que denotaremos por dM, é o conjunto dos pontos = € M tais que



20

existe uma carta ¢; : U; — V; no atlas tal que

¢i(z) € OH" = {(21, 22, ..., 7)) € R"; 1, = 0}

Exemplo 6. O disco unitdrio D* = {(z,y) € R% 2% + y?> < 1} € uma variedade de

dimensdo dois cujo bordo ¢ dado por OD?* = S*.

Teorema 2. O produto de uma variedade sem bordo X com uma variedade Y com bordo,

€ uma outra variedade X XY com fronteira. Mais ainda,

(X xY)=X x9Y

Demonstragao. Seja (z,y) € X x Y |, como x € X e a variedade X ndo possui bordo,
existe uma parametrizacio local ¢ : U — ¢(U) C X, sendo U C RF aberto e ¢(U)
uma vizinhanga de x. Analogamente, como y € Y | existe uma parametrizagao local
YV = (V) CY ,comV C H aberto, tal que (V) é uma vizinhanga de y .
Deste modo basta tomar a parametrizacao local ¢ x ¢ : U x V. — ¢(U) x (V') sendo

UxV CRF x H Cc H*, e assim segue o resultado.

O

Exemplo 7. O toro sdlido D?* x S, sequndo os teoremas acima, ¢ um variedade de

dimensado trés cujo bordo ¢ o toro T2.

Figura 4: Toro Solido D? x S*

Para simplificar a notagao, indicaremos por M™ a variedade M de dimensao n.
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Definicao 9. Sejam M™, N" variedades de classe C", com r > 1. Dizemos que uma
aplicacao f: M — N € diferencidvel no ponto p € M se existem sistemas de coordenadas
o Up = 0a(Us) = Vo CR™ em M e 5 : Ug — Y3(Ug) = V3 C R™ em N, sendo
pelU, CMe f(U,) CUz CN tais que

Foans) = s o fooy!
é diferencidvel no ponto ¢ (p).

Observe que f(g,,4,) ¢ uma fun¢do de um subconjunto de R™ em R". Sendo
assim, ao lidarmos com a diferenciabilidade entre variedades, podemos recorrer a Teoria

do Calculo Diferencial.

s @3
/ A
L NN

Figura 5: Diferenciabilidade entre variedades.

Geralmente, chamamos f, 4, como a expressao da aplicagao f em relagiao as
cartas ¢, e 3. Na pratica, essa terminologia nao é muito empregada, pois a ideia de

diferenciabilidade entre variedades nao depende da escolha das cartas.

Para ver este fato, vamos considerar as cartas ¢/, : U, — ¢/ (U!) C R™ em M e

V5 Uy — ¢p(Us) CR™ em N, e observar que

Yo fod, = wyo(goyt)ofol(psogy')od,
— w/’goz/;ﬁo(w/;lofoqﬁg)oqﬁgloqﬁ/a
= U5 0150 flgas) © 5 © Pa
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Como ¢ 0 ¢g e ¢, 0 ¢, sdo difeomorfismos e fi4, y,) ¢ diferenciavel em ¢q(p),
segue que f(%’%) = 5o f o), & diferenciavel em ¢, (p). Isso mostra que a nogao de

diferenciabilidade entre variedades estd bem definida.

Definicao 10. Dizemos que a aplicagao f: M — N descrita como na definicao anterior
¢ diferencidvel se f € diferencidvel em cada ponto de M. Quando f, além de diferencidvel,
¢ uma bijecao diferencidvel cuja inversa € também diferencidvel, dizemos que f € um
difeomorfismo. Se f e f~1 sio de classe C*(k > 1), dizemos que f é um difeomorfismo

de classe CF, ou simplesmente, C* difeomorfismo.

Se existe um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e N dizemos

que elas sao difeomorfas.

De um modo geral, livros e artigos nos fornecem um bom ntimero de exemplos de
variedades com propriedades relativamente adversas. Entretanto, em certos momentos,
podemos estar procurando variedades com caracteristicas especificas que permitem extrair

as informacoes desejadas com estrutura o mais simples possivel.

Por esse motivo, ao longo do tempo foram desenvolvidas técnica para construir
variedades. Uma dessas técnicas é a colagem de variedades através de difeomorfismos
entre seus bordos. Simplificamos o resultado da aplicacao dessa técnica com a proxima

definicao.

Definicao 11. Sejam M e N wvariedades de classe C*° com bordos compactos OM = A e
ON = B. Seja [ : A — B um difeomorfismo de classe C™°. Entao, existe uma variedade

sem bordo denominada variedade colada, que denotaremos por M Uy N de modo que
MUy N=M/r

sendo M = MUN (unido disjunta) e 7 AUB — AUB de modo que 7|a = f eT|p = fL.

Exemplo 8. Seja M = N = D? x S' o toro sdlido. Como vimos no Ezemplo [1, o
bordo OM = ON = S' x S, que € o toro de dimensdo dois podem ser colados pelos

difeomorfismos f,qg: S* x St — S x St dadas por:

flz,y) = (z,y)  g(z,y) = (y,2).
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E possivel mostrar que M Uy N € difeomorfa a S* x 5% enquanto M U, N ¢é difeomorfa a
S8,

Figura 6: Colagem de variedades com bordo.

O Exemplo [8|ilustra o fato de que a escolha do difeomorfismo utilizado para fazer a
colagem influencia diretamente na natureza da variedade obtida. Além disso, é importante
destacar que, apesar de M Uy N ter sido apresentada em uma definigao, tal objeto tem
realmente estrutura de variedade. Uma abordagem mais completa sobre esse tema pode

ser encontrada em [IT].

1.1.2 Espaco Tangente

Seja M™ uma variedade diferenciavel de classe CF, sendo k maior ou igual a 1.
Para um ponto p qualquer de M , denotamos por C, o conjunto de todos os caminhos
a: I — M, definidos no intervalo I contendo 0 € R, tais que a(0) = p e « diferenciavel
em 0. Diremos que dois caminhos «, 8 € C, sao equivalentes, e denotaremos por a ~ 3,

quando existir uma carta local ¢ de M, tal que

(¢ 0)'(0) = (¢0B)(0).

E possivel provar que a igualdade acima nao depende da carta local ¢ escolhida.

Isso resulta que a relacao o ~ 3 é, de fato, uma relagao de equivaléncia.

O vetor velocidade & de um caminho o € C), é, por definicao, a classe de
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equivaléncia de a. Ou seja,

a={pfeCpan~p}

Portanto, dados a, 8 € C,, temos & = A se, e somente se,
(¢0a)(0) = (¢opB)(0).

O conjunto quociente T,M = C,/ ~ possui uma estrutura natural de espago
vetorial sobre R e serd chamado de espaco tangente da variedade M no ponto p. Para
o caso da variedade M C R", podemos ver T,M como o conjunto de todos os vetores

v € R™ que sao vetores velocidade, em p, de caminhos diferenciaveis contidos em M.

O cuidado que tomamos para determinar 7),M é necessario, uma vez que M nao
estd, necessariamente, contida em espacos euclidianos. Para facilitar referéncias ao longo
do texto, vamos destacar a definicao de espaco tangente aproveitando para apresentar o

fibrado tangente.

Definicao 12. O espago quociente C,/ ~ € chamado de espago tangente a variedade M

no ponto p e denotado por T,M. O conjunto

T™ = | T,M

peEM

€ chamado de fibrado tangente a variedade M .

E possivel provar que esse conjunto ¢ uma variedade diferenciavel de classe C*~1 e
de dimensao 2n. A abordagem para espacos tangentes, juntamente com a verificacao de

TM ser uma variedade, podem ser encontrados em [10].

Exemplo 9. Vamos provar que T,R™ = R™. Para isso, considere o sistema de

coordenadas ¢ = id : R™ — R™. Entao o isomorfismo id : T,R™ — R™ dada por
id(&) = (id o )'(0) = (0).

Estamos identificando, em cada p € R™, a colecio & = {f € C,; 8 ~ a}, com o vetor

v e R™ tal que 5'(0) = v para todo 5 € C,.

Agora, veremos duas categorias especiais de aplicacoes que sao as Imersoes e as
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Submersoes. Seus resultados sao de extrema relevancia para o desenvolvimento deste

trabalho.

Definicao 13. Sejam M e N wariedades diferencidveis de dimensao m e n,

respectivamente. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N é uma submersao se,

Df(p) : LM — TN
r  — Df(p)r

é sobrejetora para todo p € M.

O trabalho de analisar se D f(p) ¢ sobrejetora se resume em verificar se o posto da

matriz jacobiana Jf, é n. Para isso ocorrer, obrigatoriamente, n < m.

Exemplo 10. Dada uma decomposicao em soma direta da forma R™™™ = R™ @ R",
seja ™ a proje¢io sobre o primeiro fator, isto €, w(x,y) = x. Como 7 € linear, seque
que Dm(x,y) = w(x,y) para todo (x,y) € R™™. Logo, m é uma submersio. A matriz
jacobiana de 7 tem como linhas os m primeiros vetores da base candnica de R™™, Da
mesma forma, podemos concluir que a projecao sobre o sequndo fator também € uma

submersao.

O teorema a seguir é conhecido como Forma Local das Submersoes para variedades.
Esse teorema estabelece que, localmente, submersoes sao equivalentes a projecoes. Uma

demonstracao para esse teorema pode ser encontrada em [10]

Teorema 3. Seja f: M — N uma submersao de classe C", r > 1, num ponto p € M,
sendo M e N wvariedades diferencidveis de dimensdo m e n, respectivamente. FEntado,
existem cartas locais ¢ : U — R™, pe U e : V — R", de modo que ¢ = f(p) € V e
uma decomposicao tal que f(U) CV eto fop z,y) =z

Definicao 14. Sejam M e N wariedades diferencidveis de dimensao m e n,
respectivamente. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N é uma imersao se Df(p) :
TyM — Ty N € injetora para todo p € M. Se, além disso, f for um homeomorfismo
sobre sua imagem f(M) C N com a topologia induzida por N, dizemos que f é um
mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho, entao, M ¢é chamada

subvariedade de N.
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Note que, para f: M — N ser uma imersao, é necessario que m < n. A diferenca

(n —m) é chamada de Codimensao da Imersao f.

1.1.3 Folheacoes

Nesta secao, apresentaremos de forma sucinta a nocao de folheacdes juntamente
com os principais resultados que iremos utilizar no decorrer deste trabalho, destacando o

exemplo importante das folheacoes de Reeb.

Uma folheacao de uma variedade M, a grosso modo, é a decomposicao de M numa
uniao de subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensao chamadas folhas, as quais

se acumulam localmente como as folhas de um livro.

Figura 7: Folheacoes.

O exemplo mais natural de folheagao de dimensao n é a folheacao de

R™ =R" x R™™,

onde as folhas s@o os planos da forma R" x {c} com ¢ € R™™™.

Os difeomorfismos locais h : U C R™ — V C R™ que preservam as folhas desta
folheacdo sdo aqueles que, para cada ¢ € R™™™ com U N (R™ x {c}) # 0 , satisfazem
RUN(R"x{c})) =VN(R"x{}]), ¢ € R™ ™. Esses difeomorfismos possuem expressao

da forma

hz,y) = (hi(z,y), ha(y))

sendo (z,y) € R™ x R™™™. Agora, veremos uma definicdo mais formal do que é uma

folheacao.
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Definicao 15. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C*. Uma
folheagao de classe C" e dimensao n em M é um atlas maximal F de classe C" em M,

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Se (U,¢) € F, entao
p(U)=U; x Uy CR" x R™™"
sendo Uy e Uy discos abertos de R™ e R™™", respectivamente.
2. Se (U,9),(V,y) € F sao tais que UNV # (0. Entao, a mudanga de coordenadas

Yo t:p(UNV)—=p(UNV) €da forma

h(%, y) = (hl(xv y)a h2<y))
sendo (x,y) € R® x R™™™,
Neste caso, dizemos que M ¢é folheada por F, ou ainda, que F € uma estrutura

folheada de dimensao n de classe C" sobre M.

Teorema 4. Seja f: M™ — N" uma submersao de classe C". Entao, as curvas de nivel

f~Yc), sendo c € N, sio folhas de uma folheagio F de classe C" de M.

Demonstragao. Dados © € M e ¢ = f(x) € N, segue do Teorema da Forma Local das
Submersées, que existem cartas locais (U, ¢) em M, (V,1) em N tais que z € U, g € V

de modo que:

1. $(U) = Uy x Uy NR™™ x R™;
2. (V) = V2 D Uy;

3. m =10 fog ! sendo Ty a projecio dada por m(z,y) = y.

Vamos provar que as cartas obtidas pelo Teorema da Forma Locas das Submersoes
de M definem uma folheacao F de M. Como o primeiro item da definicao de folheacoes
é naturalmente satisfeito, para mostrar o desejado, basta verificar que a composicao do
segundo item da definicdo de folheacdes independe de . Com efeito, sejam (U, ¢) e (U, @)

cartas de M fornecidos pelo Teorema da Forma Local das Submersoes. Observe que
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mogo¢~t = Yofodlogog

Portanto,

Isso garante que a composi¢ao do item (2) da Definigao |[15|ndo depende da escolha
de x, o que prova que F é uma folheacao de classe C" de M. Por definicao, as folhas de
F estao contidas nas curvas de nivel de f. Por sua vez, isto prova que as folhas de F sao

os conjuntos de nivel de f, o que atesta o resultado.

]

O proximo exemplo descreve um importante tipo de folheagao, que é denominada

Folheacao de Reeb.
Exemplo 11. Seja f : R® — R uma aplicacdo definida por
flz,y,2) = a(r?)e®

sendo r* = 22 +y? e a : R — R wma aplicagio C*™ tal que a(0) = 1, a(1) =0 e /(t) < 0,
para todo t > 0.

Vamos primeiramente mostrar que f ¢ uma submersao. Com efeito, suponha por
absurdo que f nao seja uma submersao. Neste caso, existiria um ponto p = (x,y, z) tal

que Vf(p) =0, ou seja,
(2! (r*)xe?, 20/ (r?)ye®, a(r?)e”) = (0,0,0)

Como o/(t) <0 e e* #0, seque que
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2 = 224+ 9% O que é uma absurdo, uma vez que

De a(r?) = 0, teriamos 1 = r
x =1y = 0. Portanto, f é uma submersao. Logo, seque do Teorema |4| que as curvas de

nivel sao folhas de uma folheacao F de M.

Vamos explorar um pouco mais esse exemplo. Como vimos, as folhas dessa

folheacao sao descritas por

f(z,y,2) = a(r?)e” = c.

Se ¢ = 0, entao a(r?) = 0 o que implica que 2> + y* = 1. Portanto, neste caso, a

curva de nivel é o cilindro de raio 1 centrado na origem.

Se ¢ > 0, entao a(r?)e* = ¢ > 0. Assim, a(r?) > 0 e entdo faz sentido reescrever a

expressao da seguinte forma

z =1In(c) — In(a(r?)).

Observe que no plano y = 0, temos
z =In(c) — In(a(x?)).

Observe ainda que 2 — +o0o quando x — 11 ou x — 17. Além disso,

z = In(c) — In(a(z?))

2w/ (22
$ ZI e _#
a(z?)
Entao, 2/ = 0 se, e somente se, x = 0. Portanto, o grafico dessa expressao restrita ao
plano y = 0 se assemelha ao de uma pardbola. Consequentemente, devido a simetria de

«, concluimos que as folhas para ¢ > 0 se parecem com paraboloides.

Uma andlise analoga pode ser feita para o caso em que ¢ < 0, mas nao a faremos,
uma vez que estamos interessados apenas quando ¢ > 0. Mais detalhes sobre a exploracao

desse exemplo podem ser encontrados em [3].

Ainda explorando o Exemplo , vamos considerar a submersao restrita a D? x
[0,1]. Identificaremos os pontos (z,y,0) ~ (x,y,1) e, assim, obtemos uma variedade

quociente que é difeomorfa a D? x S'. A folheacdo F induz sobre D? x S uma folheacao
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c>0

c<0
Figura 8: Folheacao do Exemplo

R conhecida como folheacao de Reeb.

-

7

Figura 9: Folheacao de Reeb

1.2 Nocoes de Dinamica

De modo informal e intuitivo, como mencionamos na introducao, um sistema
dindmico é algo que evolui ao longo do tempo, de acordo com uma lei de formagao.
Essa lei pode se descrita como uma aplicagao, uma equacao diferencial ou até mesmo um
algoritmo. Neste trabalho, apresentaremos apenas conceitos elementares sobre dinamica

com o intuito de alcancar o nosso objetivo.
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1.2.1 DinAmica Discreta

Vamos apresentar e formalizar algumas defini¢oes e resultados que sao essenciais.

Para isso, considerem uma aplicagao f : M — M de um espago métrico M nele mesmo.

Dado um ponto = € M, como f(x) € M, é possivel obter, mediate a composicoes,

as imagens sucessivas de z. Por simplicidade, denotaremos por

n vezes
A

Ve

fie)y=fofofo--of)(x)

essa composi¢ao. No caso em que f possui inversa, faz sentido utilizar a notagao f~" para
a composicao de f~! em um ntimero n de vezes. Por convencdo, f° é a funcao identidade

Id, isto é, Id(z) = x para todo x € M.

Podemos lidar com essa lista de composicoes, que comumente sao chamadas de
interacoes, como uma sequéncia. Estudar a dinamica é, a grosso modo, tentar entender o
comportamento limite destas sequéncias. Para entender melhor esses conceitos, vejamos

algumas definicoes.

Defini¢ao 16. Denominamos como orbita futura(ou orbita positiva) de x, o conjunto
O (z) ={f"(x) : n € N}.

No caso de f for invertivel, chamaremos de drbita passada(ou drbita negativa) o conjunto
O~ (x) ={f"(z) :n € N}

e simplesmente de orbita de x o conjunto

O(x) = {f"(x) :n € Z}

Definigao 17. Dizemos que um ponto x € M é um ponto fizo de f : M — M se f(x) = x.

Se € M é um ponto fixo de f" (ou seja, f(z) = ), para algum n, entao, dizemos

que x é um ponto peridédico de f. Chamamos o menor valor natural de n satisfazendo
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esta propriedade de periodo do ponto z. Denotamos por Fiz(f) o conjunto de pontos

fixos da funcao f e por Per(f) o conjunto de pontos periodicos de f.

Definicao 18. Dizemos que um subconjunto A C M ¢é positivamente invariante em
relagio a f : M — M se f(M) C M. No caso de f ser invertivel, dizemos que
um subconjunto A C M ¢ negativamente invariante em relagio a f se f~1(M) C M.

Finalmente, um subconjunto A C M ¢é considerado invariante em relacio a [ se

F(M) = M.

Dizemos que f : M — M é uma aplicacao transitiva se, para quaisquer dois abertos
UeV de M, existe n > 0, tal que f*(U)NV # 0. No caso de M ser compacta, dizer que

M ¢é transitiva se equivale a existéncia de um p € M, cuja érbita é densa em M.

Definigao 19. Seja f: M — M uma aplicagao continua definida em um espago métrico

(M,d). Fizado € > 0, uma sequéncia {x,}nez em M é dita uma e—pseudo orbita se vale

d(f(wn), Tny1) <€

para todo n € Z. Se existe N > 0 tal que xny, = x,, para todo r € N entao a sequéncia

{Zn}nez € dita uma e—pseudo orbita periddica.

Fixado € > 0, dizemos que uma conjunto finito {xg,x1, - ,z,} é uma e—cadeia

dexayserg=uz2,=yed(f(x;), ;1) < € para todoi € {0,1,--- ,n}.

Um ponto x é chamado recorrente por cadeia se, para todo ¢ > 0, existe uma

e—cadeia de x a x. Denotaremos o conjunto dos pontos recorrentes por cadeia por CR(f).

Observe que CR(f) é fechado, pois dado y € CR(f), existe zi, € CR(f) tal que
xr, — y. Dado € > 0, pela continuidade de f, podemos tomar uma vizinhanga U de raio
d >0, comd < €/2, exy, €U tal que d(f(y), f(xg,)) < 6. Como x, € CR(f), existe

uma d—cadeia recorrente de xy, para xy,, seja {ry,, 1, , Ty} tal cadeia. Note que

d(f(y),z1) < d(f(y), [(r,)) + d(f(2hy), 71) < €/2+€/2 =€

d(f(-rn—l)ﬂ/) S d(f(xn—1)7 f(xko)) + d(mkov y) < E/2 + E/2 = €.
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Logo, {y,x1, "+ ,Zn_1,y} € uma e—cadeia recorrente para y. Como € foi tomado

de forma arbitraria, segue que y € CR(f) o que comprova que CR(f) é fechado.

Definigao 20. Os conjuntos dmega-limite wy(x) e alfa-limite of(x) de um ponto x, com

respeito a f, sao definidos como

w(x) ={y € M;y = lim f"(x)}

ap(e) ={y € M;y = lim f™"(z)}

Assim, wy(z) é o conjunto dos pontos de acumulacao da 6rbita positiva de x. E

ay(z) é o conjunto dos pontos de acumulagao da érbita negativa de .

Definicao 21. Um ponto p € M ¢ dito um ponto nao errante para a aplicacao f, se
para qualquer vizinhan¢a U de p, existir um ndmero natural n tal que f*(U) NU # .
Caso contrdrio, dizemos que ponto p € M € errante. Denotamos por QU(f) o conjunto dos

pontos nao errantes da aplicacao f.

Exemplo 12. O exemplo mais simples de um ponto ndao errante é o de um ponto fixo.
Se x € M € um ponto fizo de f, entao x € um ponto nao errante de f, uma vez que

para qualquer vizinhanca U de x e qualquer natural n, x € f(U) NU, o que garante que

fU)NU € diferente de vazio.
Proposicao 1. O conjunto dos pontos nao errantes Q(f) € fechado e positivamente

invariante. Se f é uma homeomorfismo entio Q(f) = Q(f!) e f(Q(f)) = Q(f).

Demonstracao. Considere x um ponto errante. Por definicao, existe uma vizinhanca U,
de x tal que f*(U,) NU, = 0. Em particular U, C M \ Q(f), o que mostra que M \ Q(f)
¢ aberto. Portanto, (f) é fechado.

Agora, considere x € Q(f) e U uma vizinhanca de f(x). Pela continuidade de f,
f~YU) é uma vizinhanca de z. logo, existe k tal que f*(f~Y(U) N f~1(U)) # 0. Assim,

FURFI @) ) = fruynu # 0

o que mostra que f(Q(f)) C Q(f). No caso de f ser uma homeomorfismo, temos que
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ffanu - #£0
= [RU)NU) #0
= Unfru)  #0,

o que mostra que Q(f) C Q(f~'). Analogamente, podemos mostrar que Q(f~!) C Q(f)
o que resulta na igualdade Q(f) = Q(f™1).

Finalmente, observe que
Qf) = fofHQUN) = fo f7HQU) C FQUT) = F(Q)

e portanto f(Q(f)) = Q(f).

1.2.2 DinAmica Continua

As definicoes apresentadas até o momento sao exceléncias para descrever e entender
o que é uma dinadmica. Entretanto, essa abordagem permite efetuar uma anélise apenas
discreta do nosso objeto. Muitas das vezes é interessante estudar a evolucao de um sistema

de forma continua e para isso, precisamos introduzir o conceito de fluxo.

Definicao 22. Um fluzo (ou um sistema dindmico continuo) é uma aplica¢io ¢ : Rx M —

M que, para todot,s € R e p € M, satisfaz:

1. ¢(0,p) =p

2. ¢(t,¢(s,p)) = ¢t + s, p).
Comumente denotamos ¢(t,p), simplesmente por ¢'(p), sendo ¢' : M — M.

A adaptacao das definicoes do caso discreto para o caso continuo é feita de maneira
natural. Como exemplo, vamos definir o conceito de 6rbita para o fluxo e ja aproveitaremos

para estabelecer as variedades como espago de trabalho.

Definigao 23. Seja ¢' : M — M uma fluzo sobre uma variedade compacta M e seja

p € M, dizemos que
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1. A drbita positiva de p € o conjunto Ot (p) = {¢'(p);t > 0}
2. A drbita negativa de p € o conjunto O (p) = {¢'(p);t <0}

3. A orbita de p é o conjunto O(p) = {¢'(p);t € R}

Definicao 24. Um campo de vetores de classe C", r > 1, em uma variedade M, € uma
aplicacao X : M — TM de classe C", tal que a cada ponto p € M associa o vetor
X(p) € T,M. Denotamos por X"(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C" em
M.

Exemplo 13. A aplicacio X : R? — R? dada por X (x,y) = (y,—x) € um campo vetorial
de classe C™, uma vez que para cada p = (x,y) € R? temos que X (p) = (y, —x) € T,R* =
R2.
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Figura 10: Representacao do campo de Vetores X .

Dado um fluxo ¢ de classe C*, podemos associar um campo vetorial X : M — T M,

de classe C*~1 da seguinte forma:

X(x) = %¢(ta$)|t—o.

O campo X assim definido é tal que ¢t — ¢(t, z) é a 6rbita de X que passa por z. De fato,

segue da definicao de fluxo que



36

d d d

Lol a) = S0l + a)loco = - 0(s,0(t,2) Yoo = X (0(1,2)).
Reciprocamente, se X é um campo de vetores de classe C* em M, cujas orbitas

estao definidas em R, entdo existe um tnico fluxo de classe C*, ¢ : R x M — M, tal que

t— ¢(t,z) é a orbita de X com condigao inicial de ¢(0,x) = x.

De agora em diante, ao escrevemos ¢' estaremos nos referindo ao fluxo associado

ao campo X.

Dado uma sistema dinamico discreto descrito por f sobre a variedade M, é possivel
construir um fluxo definido em um espagos de dimensao igual a dim(M) + 1. Tal fluxo
é denominado Fluxo Suspensao da aplicacao f. Descreveremos, a seguir, 0 processo que

permite a contricao desse fluxo.

Seja f : M — M uma aplicacao de classe C* e considere o produto cartesiano
M x R. Defina a relagdo de equivaléncia ~ dada por (z,s + 1) ~ (f(z),s). Assim,
obtemos o espaco quociente

Mf:MXR/N.

Com essa relagao de equivaléncia, podemos obter todos os pontos de M apenas

considerando 0 < s < 1. Por esse motivo, muitas das vezes ¢ comum utilizarmos a notacao

M % [0,1]/ ~ para Mjy.

Considere a seguinte equacao em M x R, dada por:

Esta equacao induz um fluxo ¢' em M x R que, por sua vez, induz um fluxo gb? em M;

que satisfaz
¢5(2,0) = (x,1) ~ (f(x),0).
O campo X; associado a esse fluxo é gerado pelo sistema acima. O fluxo (b’} que

acabamos de descrever é denominado fluxo suspenso de f.

Uma abordagem mais detalhada sobre a construcao do Fluxo Suspensio,

juntamente com a prova de que M, é realmente uma variedade, pode ser encontrada
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em [13].

=g wn!

(f(x),1)

K

(f(x),0) (%,0)

D

Y

Figura 11: Fluxo Suspensao



Capitulo 2

Difeomorfismos de Anosov

2.1 Conjuntos Hiperbdlicos

Definicao 25. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um subconjunto compacto e
movartante A C M tem uma estrutura hiperbdlica por f se, para cada ponto x em A,

tem-se:

1. T,M = E* ® E*;

2. FEsta decomposicao € invariante sobre a acao da derivada, ou seja,
Df.(E}) = Ejy e Dfo(E}) = Ej

3. FExistem 0 < A <1 e c> 1 independente de x tal que para todo n > 0

o | D) | < eA"|lvll, veE;
o [ DM < X[l ve By

Proposicao 2. Seja A C M um conjunto hiperbilico de f com a decomposi¢ao T, M =

E*(x) @ E*(x). Para qualquer x € A, E*(z) e E"(x) sdo caracterizados por:
E(x) ={v e T,M;|Df"(v)| = 0, quandon — +o0}

E'(z) ={veT,M;|Df "(v)| — 0, quandon — +o0}.

38
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Demonstracao. Seja A(x) = {v € T,M : |Df"(v)] = 0, quando n — +oo}. Para
qualquer x € A, queremos mostrar que E°(x) C A(x). Seja v € E*(x), segue da defini¢do

que existem 0 < A < 1e C' > 0, tais que
[Df"(v)] < CA™o.

Como 0 < A < 1, fazendo n — +o0 segue que A" — 0. Dai, |Df"(v)| — 0. Logo,

v € A(x), mostrando que E*(z) C A(z).

Agora, vejamos que A(x) C E*(x). Suponhamos que existe v € A(z), tal que
v ¢ E*(x), entdo v # 0. Logo
[Df*(v)| = o0

quando n — 400, contradizendo a definicao de A(z). Logo A(x) C E*(z). Portanto,
FE*(x) = A(x). Analogamente, podemos mostrar a caracterizacao de Fu(z).
O

Definicao 26. Seja M uma variedade. Um difeomorfismo f : M — M €é chamado de

Difeomorfismo de Anosov se toda a variedade M possui uma estrutura hiperbélica por f.

O proximo exemplo é extremamente importante para o desenvolvimento deste
trabalho. Diante disso, dedicaremos boa parte desta secao para explorar e provar suas

propriedades.

Exemplo 14. A aplicagio L, : T*> — T?, dada por La(x) = Ax, sendo

A —
11

um Difeomorfismo de Anosov chamada de Mapa do Gato de Arnold (Arnold’s cat map).

Como j4 pontuamos, esse difeomorfismo foi nomeado em homenagem ao
matematico Russo Vladimir Arnold, que em [2] demonstrou seus efeitos na década de

1960 usando a imagem de um gato, sendo assim a origem do seu nomeF_:] .

!Para o leitor interessado e curioso em ver, na prética, os efeitos desse exemplo, acesse https:
//www.jasondavies.com/catmap/.


https://www.jasondavies.com/catmap/
https://www.jasondavies.com/catmap/
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Figura 12: Mapa do Gato de Arnold.

Antes de explorar e provar que o Mapa do Gato do Arnold realmente descreve uma
difeomorfismo de Anosov, vejamos uma construcao do toro que seja mais conveniente para

0 N0sso proposito.

Nessa construgao mais conveniente, vamos ver que um toro pode ser representado
por um quadrado de lado unitario, tendo seus lados opostos identificados. Na Figura [2.1
representamos a ac¢ao do mapa linear do Exemplo 14| no quadrado unitario. O resultado
dessa acao foi representado em triangulos com tonalidades diferentes, que podem, de forma
intuitiva, ser recordados e reagrupados no quadrado unitério. Agora, vamos formalizar

essa representacao.

Vimos, no Exemplo , a obtencdo do toro T? como o cartesiano de dois circulos.
Agora, veremos uma construc¢ao um pouco mais sofisticada desse objeto. Para descrever

o toro, comecemos com o plano R2.

Considere como idénticos todos os pontos que suas coordenadas se diferem por

niimeros inteiros. De forma mais precisa, definiremos a relacio ~ em R? dada por:

(x,y) ~ (a,b) & x—a, y—beZ.

Observe que
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r—rx=0=y—y & (z,y)~ (z,y) (Reflexiva)

(‘:C7y)N(aab) A m_avy_bez

& a—x,b—yeZ < (a,b)~(z,y) (Simétrica)
(l‘,y)N(CL,b) x_avy_bEZ

=
(a,b) ~ (c,d) a—c,b—deZ

& r—cy—deZ < (zr,y)~(cd) (Transitiva)

Isso mostra que essa identificacao é uma relacao de equivaléncia. Denotaremos por

[a,b] a classe de equivaléncia do ponto (a,b).

Olhando para a representacao das classes de equivaléncia dessa relagao, podemos
observar que elas podem ser representadas no quadrado [0, 1] x [0, 1]. Os pontos da forma
[0,z] e [1, x] estao identificados. Sendo assim, obtemos com essa identificagdo um cilindro
cujo os circulos bases sdo os pontos representados por [z, 0] e [z, 1]. Tais pontos também
estao identificados e, finalmente, ao identificar os dois circulos, obtemos o desejado toro.

A figura [I3]ilustra essa construcao.

77N

N
-

~— N

Figura 13: Construgao do toro T?

Denotamos o toro que apresentamos por T?. Essa notacdo nao é aleatoria, pois
podemos adaptar a definicao da relacao de equivaléncia descrita para R™ e assim definir o
toro T™. Essa construcao em dimensoes maiores foi mencionada apenas por curiosidade,

uma vez que foge dos nossos objetivos para esse trabalho.
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Vamos nos concentrar no toro T?. Seja m a projecao natural de R? sobre T2, isto
¢ m(x,y) = [z,y]. Certos sistemas dindmicos em um toro podem ser descritos de maneira

mais eficiente no plano e, depois, projetados no toro.

R2 —F>R2

b,k

T2 _F> TQ

Agora, retomemos o Exemplo [14| trocando inicialmente T? por R2. Para isso, seja

f: R? - R?
r — Az
O intuito é demonstrar que f é um Difeomorfismo de Anosov. Em seguida, vamos utilizar

a projecao m para provar essa propriedade é transferida para L 4.

Primeiramente, vamos encontrar os autovalores de A e seus respectivos autovetores.

Para isso, observe que:

det(A — ) = 0
= 2-MN1-)N-1 = 0
= A2 —3)+1 = 0
3++5
= A = .
2
Dessa forma, A\, = 3+2‘/5 e \g = 3_2‘/5 sao os autovalores de A. Consequentemente,

podemos obter os autovetores v, = (1 ++/5,2) e vy = (1 — /5,2) referentes a \, e A,

respectivamente.

Observe que v, € v, sao linearmente independentes. Diante disso, podemos escrever
R? como soma direta dos autoespagos E,, e E, gerados por v, e v,, respectivamente.
Como, para todo ponto x € R?, o plano tangente T,R? ¢ o proprio R?, segue T,R? =

R2 = E,, ® E,,. Assim, verificamos o primeiro item da definicao.

Como f é uma transformacao linear, segue que D f = f. Diante disso, para verificar

que esta decomposicao é invariante sobre a acao da derivada, basta observar que:
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E,., = {avs;a € R}
= Df(E,,) = {aAvs;acR}

= Df(E,,) = {a\wvs;a€R}=E,,.

Analogamente, podemos mostrar que Df(F,,) = E,,, provando assim o segundo
item da definicao. Para mostramos o terceiro e tltimo item da definicao, vamos considerar

vy € E,, evs € E,,. Ou seja, v; = av, e vy = Pu, sendo a, § € R. Dessa forma,

I Dfe) || = [[An | = Jalv) | = [ Alave) [[ =X [ o]l
= D) [l = [TA™ | = [av) [l = [[Afavs) | =A% [ o]
IDf T (w) | = TA vl = B8O 0) | = 1A Bu) | =2 v
= [ Df ) | = [TAw [l = 1B w) | = A" (Bea) | = A" [ v2 ||

Tomando A = max{\,, A\, '}, obtemos

1D f"(on) [< A" [ o ]

I D (w2) [[< AT [ oz ] -

Com isso, concluimos que f é um difeomorfismo de Anosov. Para transferir essa

propriedade pada a aplicagdo L4 do Exemplo [14] basta verificar que o diagrama

R? L. R2

ke

']1*2&']1‘2

comuta. Para isso, tome (a,b) € R? de modo que a=x+ M eb=1y+ N, sendo M e N

as partes inteiras de a e b, respectivamente. Observe que:
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wo f(a,b) = mo f(x+ M,y+ N)
= 12z +y+2M+ N,z +y+ M+ N)
= 2z +y,z+y)
= La(z,y)
= Loiom(x+ M,y+ N) = Lyom(a,b),

o que mostra que Ly om = 7o f. Diante disso, finalmente concluimos que L4 é um

Difeomorfismo de Anosov.

SS

E

uu

Figura 14: Folheacao instavel

O mapa linear do Exemplo faz parte de uma classe de homeomorfismo
conhecidos como Automorfismos Torais Hiperbolicos. Esses automorfismo sao

caracterizados, em dimensao dois, pela seguinte definicao.

Definicao 27. Um Automorfismo Toral Hiperbolico é um aplicacio Ly : T?> — T?, dada

por La(z) = Az sendo A uma matriz 2 X 2 com as sequintes propriedades

1. Todas entradas inteiras;
2. det(A) = £1;
3. A € hiperbolica, ou seja, seu autovalores possuem modulo diferente de 1.

Como as entradas de A sdo inteiras, temos que L 4 esta bem definida em T. Observe

que L, é claramente diferenciavel, pois sua matriz jacobiana é simplesmente a matriz
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A. Além disso, como det(A) = £1, a inversa de A também é uma matriz inteira que
¢ hiperbolica. Portanto, A~! também induz um automorfismo toral hiperbélico que é,

obviamente, a inversa de L 4. Disto resulta que L4 é um difeomorfismo.

Assim como fizemos no Exemplo [14], podemos provar que L4 é um difeomorfismo
de Anosov. Uma demonstragao detalhada de que um automorfismo toral hiperboélico é,

de fato, um difeomorfismo de Anosov pode ser encontrada em [4].

Axioma A. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C' e M uma variedade
compacta. Dizemos que [ é Azioma A se o conjunto nao errante Q(f) € hiperbdlico e o

conjunto de pontos periddicos é denso em QU f), ou seja, Per(f) = Q(f).

Observe que se © € Per(f), existe k natural tal que f*(z) = z. Diante disso,
fEU) NU # O para qualquer vizinhanga U de z. Logo, Per(f) C Q(f). Como Q(f) é
fechado, vide Proposicao , segue que Per(f) C Q(f). Diante disso, para verificar se um

determinado difeomorfismo f é Azioma A, basta analisar se Q(f) C Per(f)

O teorema a seguir, conhecido como Teorema da Decomposicao Espectral, mostra
que se o conjunto nao-errante para um difeomorfismo f é um conjunto hiperbélico e os
pontos periddicos sdo densos no conjunto nao-errante (ou seja, f é Axioma A ). Entdo,
existe uma decomposicdo de Q(f) em componentes disjuntas, fechadas, invariantes e
transitivas por f. Essas componentes sao chamadas de pegas béasicas. Uma prova para

esse teorema pode ser encontrada em [15].

Teorema 5. Suponha quef : M — M satisfaz o Azioma A. Entao o conjunto nao-errante

Q(f) se decompoe de maneira inica como uma uniao finita e disjunta
Qf)y=AUAU---UA

sendo cada A; fechado, invariante indecomponivel e cada f : N; — A; € topologicamente

transitivo. Além disso, cada A; tem uma estrutura de produto local.

A decomposicao proveniente de teorema anterior pode apresentar indicativos
relevantes para o estudo do sistema em questao. Uma desses indicativos é o aparecimento
do que chamamos de ciclos na decomposi¢ao. Para formalizar esse conceito, considere X

um espaco métrico compacto e f: X — X um homeomorfismo.
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Sejam Aq, Ay, - -+, A conjuntos disjuntos, compactos e invariantes de f e escreva

Defina A; < A; se,
W (A;) N W2 (A;) \ A 0.

Essencialmente, A; < A; significa que existe z € X fora de A que vai de A; a A; . Note
que, quando ¢ # j, W*(A;) N W#(A;) # 0, isso implica automaticamente que A; < A,
mas isso nao ocorre quando ¢ = j. Diante disso, podemos ver que < nao ¢ uma relacao

de equivaléncia.

Definigao 28. Dizemos que Ay, Nio, -+, Ny forma um ciclo de {A;} se,

ANg K Npp < -~ € Ny € Ay

Assim, quando nenhum subconjunto de {A\;} forma um ciclo, dizemos que {A\;} € nao-ciclo

2.2  Fluxo de Anosov

Nesta se¢ao, vamos considerar M™ sendo uma variedade fechada (compacta sem
bordo) de classe C*. Denotamos por X um campo de vetores, sem singularidades, de
classe C" (r > 1) em M e fluxo associado ¢'. Denotamos por TX o sub-fibrado gerado

por X do fibrado tangente T'M.

Definicao 29. Um fluzo de Anosov de classe C" numa variedade M é um fluzo ¢* : M —

M nao singular, de classe C", r > 1 que satisfaz as sequintes propriedades:

1. O fibrado tangente T'M se escreve como soma direta de trés subfibrados

TM =FE*@®TX & E"™

tais que tanto E*5 e E** sao invariantes pela diferencial D¢t e TX € tangente ao

fluzo ¢t
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2. Existem constantes C' >0 e 0 < X < 1 tais que

o | (Dd)a(v) | < CA v, veEy

o | (Do )e(w) || < CX[w], weE"

para todo x € M e todo t > 0.

Chamaremos os fibrados E** e E"* de fibrados fortemente estaveis e fortemente
instaveis, respectivamente. Para cada p € M, definimos a variedade fortemente
estavel, fortemente instavel, fracamente estavel e fracamente instavel como sendo,

respectivamente, os conjuntos:

W (p) = {y € M; lim d(&(p), 6'(y)) = 0}
W*(p) = {y € M; lim d(¢'(p), ¢'(y)) = 0}

W (p) = W™ (¢ (p))

teR

W(p) = W (¢'(p))

teR

Apesar de estarem definidos com variedades, os conjuntos W5, W W*s e W
possuem realmente estrutura de variedades. Os resultados que comprovam este fato
podem ser encontrado em [8] e [9] . As familias F5, = {W**(2) }rens € Fiy = {W"(2) boem
formam folheacoes para M, as quais chamaremos de folheagao estavel e folheacao instéavel,

respectivamente. E além disso, tais folheacoes sao transversais.

Proposicao 3. Dado um difeomorfismo Anosov f: M — M, a suspensao ¢} de f € um

fluzo Anosov em My .

Demonstracao. Como f : M — M é um difeomorfismo de Anosov, segue que M tem uma
estrutura hiperbdlica por f. Isso significa que existe uma decomposicao EY @ E? de T, M

invariante sobre a acao da derivada, tal que
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o | D) I < CX' v, veE;

o [ DI < CX v, veEy

para 0 < A <1 e c>1independente de x .

Para provar o resultado, precisamos construir uma decomposicao
TMy=FE*@TX @ E"™

que verifica os itens da Defini¢ao , sendo My a variedade induzida pela suspensao ¢§c
de f que apresentamos na Segao [1.2]

Para isso, definimos para (z,0) € M x {0}
Ego =B e By =E"

e estendemos esse comportamento ao longo de [0, 1], ou seja, para (x,t) € M x [0,1],

definimos:

Efy = Ddly(x,0)(E;) e E(iy = Déy(z,0)(Ey)

Dessa maneira, temos uma decomposicao TM; = E* @ TX & E". Agora,
mostraremos que essa decomposicao satisfaz as condicoes da Definicao |29, Para isso,
SS

vamos analisar inicialmente E(m 1) Para to fixado. Por construcao, temos que E( =

x to)
D(bto(x 0)(E?), logo ng]?to (2, t0)(EF; ) = E;. Observe que,

qul} (I, tO) D¢t+t0 fo (‘Ta tO) D¢t+t0 (I’, tO) ' Dqﬁ;to (I7 tO)
Com isso, concluimos que:

Del(ato)| = Do (@,0)

SS
(z,tg) 2

Como esta ultima expressao vale para qualquer ¢ > 0, podemos fazer a analise da
condigao de ser Anosov em M x {0} ou seja, num ponto da forma (z,0). Para organizar,

coloquemos t = |t] + 7, sendo |t] a parte inteira de t. Assim, temos por constru¢io que
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em M x {0} a igualdade gb}ﬂ. Observe que
0 (,0) = 0" (2,0) = 0 (6 (2,0)) = 0 (/1 (@)

Portanto,

1D (2, 0)(v)]| = ch}(cb}” (, 0)) = ¢} <thJ (17)>|| < Ol (p)

para todo v € Ej e todo x € M. Podemos concluir, de forma semelhante, que também
vale para E“*. Assim, concluimos que gb? ¢ de fato um fluxo Anosov em M; . A Figura

ilustra de maneira razoavel a suspensao de um difeomorfismo Anosov.

S,
(f(x),1) | (x,1)

Figura 15: Suspensao de um difeomorfismo Anosov.

Seja um fluxo ¢' : M — M um fluxo. Diremos que ¢’ é transitivo em um conjunto
compacto invariante A C M quando existir € A de modo que sua orbita {¢'(x);t € R}

é densa em A.

Teorema 6. Seja ¢' : M — M um fluzo transitivo. Entao Q(¢') = M.

Demonstragao. Como ¢' é transitivo, existe uma orbita {¢'(z);t € R} que é densa em
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M, ou seja,

M = {¢'(x);t € R}.

Além disso, os pontos da Orbita de x sdo ndo errantes o que implica que {¢*(z);t €

R} C Q(¢"). Juntando essas informagoes com o fato de Q(¢") ser fechado, obtemos

{¢'(2);it e R} C Q(¢)
= M = {¢'(=)iteR} C Q(¢') = Q¢")
N M C Q(¢")

Por fim, como naturalmente Q(¢') C M, conseguimos a igualdade desejada.

2.3 O DA-Atrator

Nesta secao, apresentamos o exemplo de um atrator, que denominaremos de
DA-Atrator. A construcao desse exemplo sera feita através de uma perturbacao do

difeomorfismo presente no Exemplo [I4] em uma vizinhanga do seu ponto fixo.

Pretendemos perturbar o ponto fixo para torna-lo um ponto fixo repulsor. Este
novo difeomorfismo se chama Difeomorfismo Derivado de Anosov ou, simplesmente, DA-

Difeomorfismo.

2.3.1 A Funcao Bump

O suporte supp(f) de uma fungao real f em um variedade M ¢ definido como o

fecho de subconjunto de M no qual f # 0, ou seja,

supp(f) = {q € M; f(p) # 0}

Seja ¢ um ponto em M e U, uma vizinhanca de ¢g. Definimos uma funcao bump
em ¢ como qualquer fungao continua e nao-negativa p que é 1 em um vizinhanga de ¢ com

supp(p) C U,. Agora, vejamos a construcdo de dessas fungoes.
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Considere a funcao f dada por:

—1
et,sex >0

ft) =

0,sex <0

Utilizando algumas ferramentas bésicas de calculo, é possivel provar que essa

aplicacao é suave, lim; ., f(¢) = 1 e possui o seguinte esbogo de grafico.

0.8

0.6 2

04} :

Figura 16: Grafico de f.

Agora, considere a aplicacao g dada por

f@t)
@)+ fA—t)

g(t) =

Note que, para t > 1 segue da defini¢do de f que f(1 —¢) =0e f(t) # 0 uma vez
que 1 —t < 0e f(t) # 0. Portanto, se t > 1 temos

g(t) =

Ja para t < 0, segue que f(t) = 0 e f(t) # 0. Consequentemente, para t < 0

temos:
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0+ f(1—1)

Por construgao, f(t) e g(t) sao continua em (0, 1). Além disso, como lim;_,¢ g(¢) = 0

e limy;_,; g(t) = 1, concluimos que ¢(t) é continua ¢ possui o seguinte Gréafico.

0.6

0.4} :

Figura 17: Grafico de g.

Continuando nossa manipulagao, tome h(t) = g(t — 1), cujo grafico ¢ um simples

deslocamento do esbo¢o anterior. Em seguida, tome k(t) = h(|t]) cujo Grafico é dado por:

0.8} :

0.4+ :

0.2 :

Figura 18: Grafico de k.
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Por fim, a aplicagao p(t) = 1 — k(t) é a almejada Fun¢ao Bump, que podemos

descrever por:

1 ,sexe|-1,1]

p(t) =
0 ,sexR \(-2,2),
cujo Grafico é dado por:
\
1h i
0.8 A
0.6 - A
0.4 .
0.2 -
ol |
N 2 i
Figura 19: Grafico de p.
Neste caso, supp(p) = [—2,2]. Se considerarmos 0 < a < b, podemos generalizar a

construcao feita acima tomando a aplicacao p,, dada por

palt) = p(5—2 +1).

Sendo assim, py, € uma funcao suave que verifica as seguintes condigoes:

1 ,selt|<a
Pab(t) =
0 ,selt|>b

mostrando que 0 < pg < 1 e supp(pas) = [—b, b].

2.3.2 DA-Difeomorfismo

Um difeomorfismo obtido por uma modificacio de difeomorfismo de Anosov é

denominado Difeomorfismo Derivado de Anosov ou simplesmente DA-Difeomorfismo.
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Agora, vejamos a construcao de uma dessas modificagoes inspiradas, principalmente, no

livro do Robinson [15].

Seja Ly : T — T descrito no Exemplo [I14] Denotaremos por py o ponto fixo de L 4
correspondente & origem de R2, v* e v® os autovetores instéveis e estaveis da matriz A,

sendo \* e \® seus respectivos autovalores.

Considere uma vinhaga U de pg relativamente pequena. Como vimos na Secao [2.1],
v* e v° sao linearmente independentes. Diante disso, podemos representar os elementos
dessa vizinhanca em relacao & base formada por esses autovetores, ou seja, os elementos
de U serao escritos da forma

v 4 yv'.

Tome rg, suficientemente pequeno, de modo que B(pg,ro) C U. Defina uma funcao

Bump da por:

0,sex>rg
o(x) =

T
1,sex§7°

Agora, considere a equacgao diferencial:

r=0 (2.1)
7 = yo(|po — (z,y)])

Como para pontos proximos de py temos d(|po — (z,y)|) = 1, segue que a Equacao
se resume em (&, 9) = (0,y). Nessas condigoes, as solucoes desse sistema sao da forma
(x(t),y(t)) = (a,be’) sendo a,b € R. Como gostariamos que (z(0),y(0)) = (z,y), segue
que o fluxo associado & Equagao Diferencial é dado por:

¢'(x,y) = (z,y¢").

Definimos o derivado de Anosov como sendo o difeomorfismo

f=¢"og

sendo 7, suficientemente grande, de modo que A;e” > 1. Observe que:
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e, consequentemente,

Ay 0O

D fpo = Doy Dgp, =
0 e

Além disso, observe que supp(¢' — id) C U, uma vez que, se (uy,us) ¢ B(po, 7o),

entao 0(|(u1,u2)|) = 0 e portanto a Equagao [2.1| se resume em

(2.2)

logo ¢'(uy,us) = (u1,ug). Isto diz que f = fa fora de U. Como W*(p) = W*(p, f4) sdo
linhas verticais (nas coordenadas (u1,uz)) e o fluxo ¢' deixa fixo & primeira coordenada,

tem-se que ¢' preserva W?(p, f4) para todo p € T?. Portanto, f preserva cada W?(p).

Figura 20: Comportamento do DA-Difeomorfismo.

Como py corresponde & origem de R?, concluimos facilmente que p, é também
ponto fixo de f. Além disso, com a modificacao que fizemos, ocorre o surgimento de dois
novos pontos fixos p; e po. O aparecimento desses pontos vem do fato de que restrito a
W% a aplicacdo f possui inclinagdo maior que 1 numa vizinhanca de py contida em U

e fora de U, essa inclinacao é menor que 1. Logo, como f é ¢, existem pontos p; e po
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em U tais que, a inclinagao de f com essa restricdo ¢ exatamente 1. Portanto, segue do

Teorema do Valor Médio que:

f(p2) — f(po)

P2 — Do B !
= f(p2) — f(po) = p2—po
= fp2)=p0 = p2—1o
= f(p2) = D

Analogamente, podemos repetir essa estratégia para o ponto p;. A Figura [2.3.2

ilustra o que acabamos de discutir.

Figura 21: Aplicacdao f restrita W*°.

2.3.3 Conjuntos Atratores

Nesta se¢ao trazemos algumas defini¢oes para um difeomorfismo f : M — M, mas

apenas pequenas alteragoes sao necessarios para estabelecer a definicao para um fluxo.

Definicao 30. Uma regiao compacta N C M ¢é chamada de regidgo de aprisionamento
(trapping region) de f quando f(N) C int(N). Um conjunto A é chamado de conjunto de

atragao ou, simplesmente, conjunto atrator desde que exista uma regiao de aprisionamento
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N tal que A = NMgsof*(N). Dizemos que o atrator A ¢ transitivo para f, se f ¢é

topologicamente transitivo em A.

Continuaremos o processo de exploragdo do Exemplo [14} Para isso, retornaremos
ao DA-difeomorfismo f construido secao anterior. Vamos considerar como sendo V' a

vizinhanca aberta, suficientemente pequena, citada anteriormente.

Como f restrita a V possui propriedades expansivas, segue que V. C f(V) e
consequentemente f(V)¢ C v¢. Seja N = T2~ V. O conjunto N, assim definido, é

uma regiao de aprisionamento, uma vez que:

FIN) = f(T> V) = f(T>N V) C f(T?) N f(V) CT> NV = N.

Além disso, como f é continua e N compacto, segue que f*(N) formam uma

sequéncia de conjuntos encaixados. Assim, o conjunto
oo
_ k
A= ()W)
k=0

é um atrator que denominaremos como DA-atrator.

Como V' C W"(py, f), a variedade instavel W*(po, f) pode ser caracterizada por
Urm).
=0
Logo, podemos reescrever A da seguinte forma:

A = m:ozofk(N)
= T2NUZ (V) =T\ We(po, f).

Tomando ¢ € A e B, uma vizinhanga de ¢ em T?. Para enxugar a notagio, coloquemos
I =Ws9(q, f)UB,. Como f~! expande em W?(q, ), existe j suficientemente grande, de
modo que f/(I)U f(V) # 0, e consequentemente,
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) no f(v) o #0
= [7(By) N f(V) #0
= p n vy #£0
= B, N W po, f) # .0

Nesse sentido, como por construgao, T? = AUW(py, f), segue que W¥(py, f) é denso em
T2.

Muitas vezes, é ttil falar sobre a dimensao de um atrator. Como esses conjuntos
geralmente nao sao miltiplos, precisamos de um conceito mais apropriado para esse
fim, que é o de dimensao topologica. Como veremos na proxima definicao, a dimensao
topologica é sempre um niimero inteiro. Mas esse dimensionamento nao é tinico, em outros
contextos pode ser conveniente utilizarmos a dimensao fractal ou Hausdorff, que é dada
por um nimero real nao negativo. Neste trabalho, lidaremos apenas com a dimensao

topologica.

Definicao 31. Um conjunto A tem dimensdo topologica zero quando para cada ponto
p € A, existe uma vizinhanga U, arbitrariamente pequena, de p tal que O(U) N A = ().
Um conjunto A tem dimensao topologica n > 0 quando nas mesmas condicoes do caso

anterior, d(U) N A tenha dimensao n — 1.

Com essa definicao, o atrator A nao pode ter dimensao topologica dois, uma vez
que, caso fosse, (U) N A teria dimensao um. Isso resultaria que as interse¢oes O(U) N A
seriam caminhos, o que nao ocorre, pois vimos que W%(py, f) é denso em T?. Diante

disso, A tem dimensao topologica no maximo um.

Por outro lado, como p; e ps sao pontos fixos e nao pertencem a V', seque que
o
p1,pe ¢ U frv) = T? \A
k=0

isso implica que W*"(py, f), W*(pa, f) C A e, consequentemente, A ndo pode ter dimensao

topologica zero. Diante disso, concluimos que a dimensao topologica de A é um.

O teorema a seguir expressa, de maneira sucinta, a riqueza de propriedades presente

no DA-difeomorfismo f que construimos.
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Teorema 7. O DA-difeomorfismo f, descrito na Subse¢ao[2.3.3, possui Q(f) = {po} UA,
sendo pg ponto fizo repulsor e A um atrator de dimensao um. O mapa f € transitivo em

A e seu pontos periddicos sao densos em A.

A demostracao completa do Teoremal[7] assim como todo contetido desta subsegao,
pode ser encontrada de forma detalhada no sétimo capitulo do Livro do Robinson [15].

Mais detalhes sobre dimensao topolégica podem ser encontrados em [6].



Capitulo 3

A Construcao dos Exemplos

Como mencionado no capitulo introdutoério, existe um artigo publicado por
Verjovsky [17] no qual se afirma que em toda variedade que suporta um fluxo de Anosov
de codimensao um, o conjunto nao errante é a variedade toda. Mas isso nao é verdade em
dimensao 3, pois John Franks e Bob Williams exibiram, em [7], contraexemplos os quais

estudaremos neste capitulo.

3.1 O Primeiro Exemplo

Seja L, o difeomorfismo linear de Anosov no toro T? que introduzimos no
Exemplo Vamos considerar o DA-difeomorfismo f apresentado na Subsecao [2.3.2]
Resumidamente, vimos que DA-difeomorfismo f tem o formato ¢” o L4, sendo que ¢”
preserva a variedade instavel de L, em uma pequena vizinhanca V' de um ponto fixo p
de f. Essa modificacao foi feita para que o ponto fixo p de L4 se torne uma fonte de f e

ocorra o surgimento de um atrator unidimensional A que ja esbocamos na Subsecao [2.3.3|.

s

Figura 22: Difeomorfismo de Anosov e o DA-difeomorfismo

60



61

Vamos considerar a variedade M, induzida pelo fluxo suspensao no toro 72, isto
¢, M; = T?> x R/ ~ . Essa suspensao induz um fluxo ¢' em M;, que tem uma Orbita

periodica repelente ©, que ilustramos na Figura |3.23(a)), correspondente & fonte p em T2

Ao excluir uma vizinhanca tubular J em torno de © em M, isso resulta em uma
variedade M cujo o boro B = M é homeomorfo ao toro T? e um fluxo (que também

chamaremos de ¢') que é interiormente transversal, em seu bordo.

A Figura|3.23(b)[é uma ideia de representacao do bordo OM que possui uma érbita
repulsora O, esbocada na Figura [3.23(a)| em seu interior.

A}%\N ? %
Cf//‘l//\w’/

(a) Orbita repelente ©. (b) Bordo oM.

Figura 23: Elementos de M.

Devido as propriedades da relacao de equivaléncia que constréi M;, podemos
considerar a suspensao apenas no intervalo [0, 1]. Diante disso, um exemplo de vizinhanga

tubular para a orbita © poderia ser dado por D? x [0, 1].

A escolha da vizinhanca tubular J ¢ muito natural, mas delicada, que
descreveremos em detalhes. Por simplicidade, utilizaremos coordenadas polares em D? e
para preservar a construcao de M; como quociente, estabeleceremos a relagao, préoximo

da vizinhanca J, da seguinte forma

(r,0,0) ~ (cr,0,1),

sendo ¢ > 1.

Para a obtencao de .J, vamos considerar os pontos da forma (ee*,,t), sendo
A = Inc. Observe, inicialmente, que para ¢ = 0 os pontos sao da forma (e,6,0) e para
t = 1 os pontos sao da forma (ec,0,1), o que mostra que os pontos estdo identificados

pela relacao ~ . Com a escolha de um € > 0 conveniente, determinamos o bordo toral
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B = 0M de M como a regiao descrita acima.

Como mencionamos em Secao , as folhas da folheacdo instaveis F** de T? sao
dadas por linhas paralelas. Quando essas folhas sao submetidas & acao da suspensao,
ocorre o surgimento de planos paralelos que, sem perda de generalidade, podem ser
considerados como horizontais que dao origem a folheacgao instavel fraca F* de M;. Deste
modo, ao retirarmos a vizinhanca tubular J para a construcao da variedade M, podemos
observar que esses planos, com a exce¢ao de apenas um, cruzam o bordo B de M em
curvas semelhantes a parabolas, sendo que o cruzamento excepcional consiste em duas

linha horizontais, como indicado na Figura [24]

Figura 24: BN F".

Como mencionamos, o bordo B é homeomorfo ao toro T2. Sendo assim, podemos
transformar B juntamente com a intersecao da folheacao instavel fraca no toro. Logo,
apos a identificacao (r,6,0) ~ (er,0, 1), a foliagao é familiar a duas componentes de Reeb,

como ilustrado na Figura

P, /

Al

Figura 25: F*N B.
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Analogamente, as folhas da folheacdo estavel F*¢ de T? também sao dadas por
linhas paralelas. Além disso, essas linhas sao ortogonais em relacdo as folhas instaveis.
Por esse motivo, obtemos que a intersecao F* N B da foliacao instavel fraca com o bordo
B, assim como F" N B, é familiar & duas componentes de Reeb que estao desfasadas em

um angulo de Srad em relagao a F* N B.

N

'
'
'
'
'
\ /\
'
'

Figura 26: F° N B.

f

Apesar da ortogonalidade dessas folhas ser observada de forma natural, devido a

nossa construcao, vamos verificar algebricamente este fato.

Um plano horizontal a uma distancia d da reta » = 0 tem a equagao rsinf = d,
d

sin6”

observado na Figura 27]

ou seja r = A equacao desse plano pode ser deduzida de forma direta, conforme

YN

0

Figura 27: Circulo centrado em ©.

Como B & dado por (e, 0,t), segue que a regiao dada pela intersecio F* N B é

dada por:

eeM = ——. (3.1)

De modo anélogo, podemos expressar a intersecao F° N B levando apenas em

consideracao que as folhas estaveis fracas agora sao verticais. Para isso, basta tomar a
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Equagao , trocando 6 por = 0 + 5. Diante disso, segue que a equagao de tal plano ¢é

dada por:
d
)\t pu— e
“ sin ¢
B d _d
sin(0 +Z)  cosd
Ou seja,

d
e = cos 6 (3.2)

Com o intuito de deixar tais expressoes mais simplificadas, vamos aplicar a funcao
logaritmo em ambas Equagoes 3.1 e[3.2] Feito isso, obtendo uma nova representagao para
as regioes F°NBe F'NB.

Ine+ A —Ind + In(sinf) = —At + In(sinf) + C =0 (3.3)

Ine+ At —Ind + In(cos ) = =t + In(cosf) + C' =0 (3.4)

sendo C' = Ine — Ind. Observe que o diferencial da Equacao resulta em:

sin 6

Adt — do

cos 6

= \Ndt—tg 0 do.

Ja o diferencial da Equagdo [3.4] resulta em:

cos

Adt + do

sin
= Adt+cotg 0 do

Como —tg(0) e cotg(f) sdo defasadas em um angulo de gmd, segue que as

intersecoes F“ N B e F° N B nunca sao paralelas, ou seja, transversais. Em particular,
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como o angulo de defasagem é Frad, concluimos que F* e F* sao sempre ortogonais. A

|
w

Figura [28|ilustra a intersecao do bordo B com essas folheacoes.

i

i 'z“ I

Figura 28: F" e F“ em B.
Feito isso, além de concluirmos a construcao da variedade M também obtemos

o comportamento das folheacoes instaveis fraca e estéveis fraca em seu bordo. Com o
objetivo de deixar a notagdo mais precisa, de agora em diante indicaremos por (M, ¢) a

variedade M equipada com o fluxo ¢'.

Agora, vamos construir uma nova variedade. Para isso, vamos considerar uma
copia M de M equipada com o fluxo inverso ¢! de ¢! . Essa nova variedade M, assim

como M, também possui um bordo B que é homeomorfo ao toro T2.

Como consideramos o fluxo inverso, enquanto M possui um atrator, M possui um
repulsor. Além disso, as folheagoes instaveis fraca e estaveis fraca de (M, ¢') dao origem

as as folheagoes estaveis fraca e instéaveis frada de (M, ¢~"), respectivamente.

A Figura ¢ uma ideia de representacdo das variedades M e M. Tal esboco,
que deixa a desejar em alguns aspectos, tem o objetivo de destacar o comportamento das

folheagoes no bordo dessas variedades.
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Figura 29: Representacio de M e M.

Podemos efetuar a colagem de M e M pelos bordos B e B através de um
difeomorfismos h : B — B. Essa colagem, por exemplo, poderia ser efetuada com o
difeomorfismo identidade, mas como estamos interessados em obter uma variedade que

suporta um Fluxo de Anosov, precisamos tomar alguns cuidados.

As variedades (M, ¢') e (M, ¢?), apesar de terem sido modificadas, possuem
estrutura hiperbdlica em seu interior, uma vez que sao obtidas por uma suspensao de um
difeomorfismo de Anosov. Diante disso, utilizando uma colagem apropriada, conseguimos
conectar as folhas estaveis (assim como as instéveis) das variedades e obter uma nova

variedade colada com estrutura hiperbdlica.

Esse difeomorfismo apropriado é obtido de forma natural devido a estrutura que

construimos. Para auxiliar a visualizacao, vamos destacar a intercessao das respectivas

folhas instaveis com os bordos B = M e B = M na Figura .

\

0

Figura 30: F* em OM e OM
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Observe que essas folhas intersectam os bordos apenas com a diferenca de um

us

deslocamento de 5

rad. Diante disso, o difeomorfismo h : B — B, que leva r — 7 e
00— 5, cumpre, perfeitamente, essa desejada conexao entre as folhas. Intuitivamente,
o difeomorfismo h rotaciona o bordo B em um angulo de Zrad. Sendo assim, a colagem

é a sobreposi¢ao dos bordos B e o B (rotacionado).

Denotaremos a variedade colada por M = Muhﬂ. Essa variedade, por

construcao, é compacta e suporta um Fluxo de Anosov intransitivo.

Mas, antes de verificar que M realmente suporta um fluxo de Anosov, precisamos

visualizar o comportamento do fluxo em M.

oM

0

Figura 31: Fluxo ¢' em M.

Basicamente, os fluxos no interior das variedades M e M sao mantidos e a tnica
alteracao é a identificacao, através do difeomorfismo h, dos pontos de seus bordos. Agora,

vamos analisar essa situacao formalmente.

Vamos estabelecer o fluxo 1! sobre a variedade M. Para isso, considere um ponto
x € M. Caso a érbita de x permaneca inteiramente contida no interior de M, segundo
@', definimos ¢*(z) = ¢'(x). Analogamente, se a orbita de z permanece inteiramente
contida no interior de M, segundo ¢, definimos ¥*(z) = ¢~*(z). Como M e M, em seu
interior, sao obtidas através de uma suspensao de um difeomorfismo de Anosov, segue da

Proposicao 3| que M e M possuem estrutura hiperboélica em seus interiores.
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No caso da orbita de x estar presente em M e M, precisamos tomar um certo
cuidado. Por construcao, existe tg € R de modo que y = ¢ (z) € IM, que esta
identificado com h(y) € OM. Diante disso, para estabelecer o fluxo para o caso em
questdo, basta construir 1) para os elementos da fronteira. Com efeito, considere y € OM

e defina ¥'(y) da seguinte forma:

o t(h(y)) ,set <0
V() =< y~hly) ,set=0
Py) ,set>0

Com o fluxo estabelecido, afim de que v seja uma fluxo de Anosov, precisamos que
o fibrado tangente TM se decomponha em trés subfibrados E* , E* e T X. Sendo E® , E*
invariantes pela derivada do fluxo, contraindo em E?, expandindo em E" e T'X tangente

ao fluxo .

Assim como o fluxo ) em M, a obtencao da decomposicao de TM ¢é feita de forma
natural e proveniente das variedades M e M. Vamos considerar E° , E* ¢ TX como
sendo a decomposicio de M e, analogamente, £5 , E% e TX como sendo a decomposicio

de M. Diante disso, para cada ponto # € M, os espacos E2 e EY sdo dados por:

E? ,se v € M
E. =4 Ei~E;, ,sexcdM
\ Ff: ,Semeﬂ

r
EY ,sex € M
E; =1 BEy~E}, ,sexecdM
Ev ,sex €M

Observe que as caracteristicas de expansividade de E* e contracao de E® sao
herdadas de E*, E° E% e E* quando associadas a colagem extremamente apropriada,
dada pelo difeomorfismo h. Com isso, de forma extremamente construtiva, mostramos

que o fluxo ¥ é um Fluxos de Anosov sobre a variedade M.

E importante destacar que a maneira como é feita a colagem, nesse caso, é

primordial para a obtencao da estrutura hiperbdlica. Destacando os bordos das variedades
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ilustradas na Figura , de forma intuitiva, podemos visualizar que ao rotacionarmos 0. M

em um angulo de 7 radianos, tornamos as representacgoes das Figuras [3.32(a)| e |3.32(b))|

idénticas. Dessa forma, podemos lidar com a colagem como a sobreposicao das Figuras

13.32(a)| e [3.32(b)|rotacionado), garantindo a estrutura hiperbolica do sistema.

OM

0 Y s 0 o, T
(a) F* e F° em B. (b) F“ e F* em B.

Figura 32: Elementos de M e M.

Como destacamos no capitulo introdutério, até antes de 1980, os exemplos
conhecidos de Fluxos de Anosov eram transitivos. Isso motivou Verjovsky a publicar,
em 1974, o Artigo [I7] dizendo que toda variedade que suporta um Fluxo de Anosov de
codimensao um, possui conjunto nao errante como sendo toda a variedade, ou seja, um

Fluxo de Anosov transitivo.

Agora, veremos que o fluxo ¢ em M que acabamos de construir nao é transitivo,

ou seja, 2(¢)) # M. Para isso, vamos retornar a construgao de (M, 1)).

Vimos anteriormente que (M, ¢) possui um atrator A e, consequentemente, por
construcio, (M, ¢~!) possui uma repulsor que vamos chamar de A. Segue diretamente da
definicdo de conjunto de pontos nao errantes que A Z Q(¢). Diante disso, como AcCM,

concluimos que

Q) # M.

Isso mostra que o fluxo ¢ nao é transitivo. Nesse sentido, destacaremos as

propriedades de toda a construgao feita nessa se¢ao com a seguinte proposi¢ao.
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Proposicao 4. O fluzo ¥ que acabamos de construir sobre M é um Fluzo de Anosov,
cujo conjunto de pontos nao errantes nao € toda a variedade M, ou seja, ¥ € uma Fluzo

de Anosov intransitivo.

A Proposicao aponta um contra exemplo para o resultado publicado no
Artigo [17] que Verjovsky, erroneamente, acreditava ser verdadeiro. Na proxima secio,

apresentaremos mais um exemplo de fluxo de Anosov intransitivo.

3.2 O Segundo Exemplo

Tendo em conta o exemplo da segao anterior, é natural perguntar se é possivel
construir um Fluxo de Anosov sobre uma 3—variedade como mais de dois conjuntos basicos
ou com conjuntos basicos de dimensao um. Ambas as indagacoes serao respondidas de
forma afirmativa, como veremos adiante. Vamos propor um exemplo em que o conjunto
nao errante tenha 4 pecas bésicas: dois atratores, um repulsor e uma o6rbita fechada

isolada.

A ideia é produzir um fluxo f! na variedade S'x D, sendo D um disco bidimensional
que possui dois furos. Esse fluxo, de forma intuitiva, entraria em uma das componentes
de bordo e sairia nas demais e possuiria uma tnica 6rbita fechada, ou seja, todas as outras

possuem pontos fora da variedade.

Figura 33: Ilustraciio de D.

Fazendo isso de forma adequada, somos capazes de colar duas copias de (M, @)
e uma copia de (M, ") nessa variedade para obter um fluxo de Anosov, assim como
fizemos no primeiro exemplo. Para essa construgio, consideremos o disco D como sendo
o disco bidimensional D?, com dois furos, sendo Ay, A, e Ay suas componentes de bordo,

como ilustrado na Figura
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Figura 34: Representacao do fluxo ¢'

Vamos definir um fluxo ¢! em D com um tnico ponto p hiperbdlico em seu centro,
de modo que a variedade estavel W**(p) & vertical e variedade instavel W"*(p) ¢ horizontal.
O restante do fluxo é como esbocado na Figura [34] e é construido para ser simétrico em

relagao as reflexdes em torno de W**(p) e W"*(p).

Como mencionamos na ideia geral da construcao, o fluxo ¢' entra na componente
de bordo Ag e sai em A; ou Ay. Devido a simetria do nosso sistema, é suficiente estabelecer
condicoes apenas no primeiro quadrante de D, que denotaremos por D", uma vez que

o restante serd herdado pela simetria.

Observe que Ag em D, que indicaremos por Aj™, possui um arco de § rad. Ja
AT (respeitando a notagao estabelecida), possui um arco de 7 rad. Por esse motivo, para

r € Af™, & natural adotarmos que o mapa de saida r(x) € A7 " de z, satisfaga a relagao
200 (z) = 61(r(z)),

sendo 0;(z) o angulo que, o segmento de reta com extremidades em x e o centro de A},

faz com a horizontal, como ilustrado na Figura [35|

Observe que r(z) é indefinido se x € W*°. Ajustando a parametrizagao do fluxo,
podemos providenciar que, para z € A§ " proximo de W*, o tempo de saida para A; seja

dado por:

(@) = —In (5 —fola)).

ou seja, ¢7@(x) € AfT. Isso é possivel uma vez que podemos assumir que o fluxo vem
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0 (x)

-
-

Figura 35: Representacao da relacao r.

de campos vetoriais lineares proximos de W**(p) e W**(p) .

Denotaremos por X o campo vetorial associado ao fluxo que acabamos de descrever.
Queremos construir um campo vetorial em Dt x S o que faremos construindo em
D*t x R de tal maneira que esse fluxo seja periodico com periodo 1 em ¢ € R. Para isso,

definimos a em D+ dado por:

a: DY 5 R

v o () =5~ fy),

sendo y € A" o tinico ponto da mesma orbita de z. No caso de x € W*(P), vamos

considerar o(z) = 0.

Tomando ag > 0, considere uma bump funcdo p(s) > 0 definida em [0, ap] de
modo que p = 1 em uma vizinhanca de 0 e p = 0 em uma vizinhanca de «y. Além disso,
—p(s)In(s) seja concava para cima, ou seja, sua segunda derivada é ndo negativa.

Agora, definimos o campo Y desejado em D+ x R dado por: X + p(a(z)) £ sendo

xr € D™ eseR. O fluxo gerado por Y é dado por

f'(z,5) = (¢'(x), s + tp(a())).

O tratamento dado para as componentes de bordo seré precisamente idéntico ao
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—p@B)Ins

—
I

2%

Figura 36: Esbogo de —p(s)In(s).

que empregamos no exemplo da Sec¢ao |3.1, ou seja, a intersecao entre as folhas instaveis

com a componente de bordo referente a Aj" ¢ dada por:

At d

€ee =

sinf’

exatamente como foi apresentado na dedugao da Equacao [3.I Devido a forma que
definimos o tempo de saida em A]" de pontos de Aj " sobre a agiao do fluxo, é conveniente

que coloquemos a = 7 — 6. Sendo assim, a regiao de intersegao pode ser dada por:

d

sin 8

eeM =

d

5 — Q)

sin(

d
= = dseca.
cos «

Como fizemos no primeiro exemplo, aplicando a fungao logaritmo na expressao

anterior, obtemos a seguinte maneira de descrever a regiao de intersecao:

t =A"'In(seca) +C (3.5)
sendo C' = A7'(Ind — In¢). Estendendo Y, por simetria, para todo D x S', obtemos o
fluxo f! desejado.

Aproveitando a construgao das variedades M e M produzidas na Segio Vamos

construir uma nova variedade M colando duas copias de M e uma copia de M em D x S*.
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Figura 37: Representacao de D xR

Essas colagens sdo feitas através de difeomorfismos entre os bordos OM e A; x S1(Ayx St),
ja M é anexada a D x S por um difeomorfismo entre os bordos M e Ay, como ilustrado

na Figura

Estamos interessados na foliagao de A; x S* (ou A; x R), que pode ser obtida pela
imagem sobre o mapa Aj" x R — A; x R obtido pelo fluxo ao longo de 6rbitas de YV
(junto com a folha especial WY (p x R)). Usando a formula para f* e o fato de que o
tempo de saida para © € Ay é —In(a(z)) calcula-se que as folhas sdo das pela familia de
equacoes

t = At In(sec(a)) — p(a)In(a) + C
sendo C uma constante. Por simetria, a foliacao na outra metade de A; x R é a mesma.

Com essa construgao, as curvas t = A\~ !In(sec(a)) — p(a) In(a) sdo convexa e temos
assintotas verticais em a = 0, 7 e temos uma foliagao Reeb de A; x § ! com duas folhas
de Reeb como componentes. As folhas sdo precisamente a intersecao de A! x S! com
a variedade instavel. Assim como no exemplo da secao anterior, podemos costurar uma
copia do M com o fluxo ¢' em A; x S! de forma a preservar a transversalidade das
variedades estéveis e instaveis. A construcao e analise para o caso A; x S é exatamente
a mesma. A prova que o fluxo resultante é um fluxo de Anosov é exatamente a mesma

feita na secao anterior.
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Figura 38: Representacio de M.

S
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