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Resumo

SILVA, Diogo Henrique da, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, fevereiro de 2016.
Efeito de mobilidade no limiar epidêmico da dinâmica SIS em redes livres

de escala. Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marcelo
Lobato Martins e Márcio Santos Rocha.

Neste trabalho foram realizados estudos analíticos e computacionais do modelo
Suscetível-Infectado-Suscetível (SIS) incluindo o processo de difusão de agentes in-
fectados em redes complexas com distribuição de grau em lei de potência, P (k) ∼ k−γ.
Consideramos casos em que a difusão é simples ou preferencial. No modelo, cada vér-
tice infectado da rede transmite a infecção para um de seus vizinhos com uma taxa
constante λ e torna-se espontaneamente suscetível com uma taxa µ. O processo de
difusão simples corresponde a uma troca de um agente infectado localizado em um
vértice i com um agente localizado em um vértice j escolhido, aleatoriamente, em sua
vizinhança. Na difusão preferencial, esta troca ocorre, preferencialmente, com o vértice
de maior grau na vizinhança do vértice contendo o agente infectado. A análise teórica
realizada com a aproximação de campo médio HMF (Heterogenous Mean Field) mostra
que para a difusão simples o limiar epidêmico independe do coeficiente de difusão, d,
para qualquer valor de γ. Além disso, os resultados conhecidos para o SIS são mantidos,
sendo que para γ > 3 temos um limiar finito. A teoria QMF (Quenched Mean field)
prevê o mesmo comportamento da teoria HMF no limite termodinâmico para γ < 2.5.
Quando γ > 2.5 a teoria QMF prevê que o limiar se anula no limite termodinâmico.
O decaimento do limiar com tamanho da rede difere daquele previsto para o modelo
SIS na ausência de difusão. As diferenças entre as previsões HMF e QMF são mais
evidentes quando mantemos o tamanho da rede fixo e variamos d. Nela observamos
uma redução do valor do limiar epidêmico para d baixo e um aumento para d elevado
na teoria QMF. Foi observado um bom acordo da teoria QMF com as simulações.
Também estendemos a teoria BCPS (Boguña, Castellano e Pastor-Satorras) ao modelo
incluindo difusão simples, considerando a dinâmica em um hub aproximada por um
grafo estrela modificado. Ela nos fornece uma boa descrição qualitativa dos resultados
obtidos. Na difusão preferencial temos um bom acordo entre as teorias HMF, QMF e
simulações sendo verificado que a difusão leva a um limiar correspondente ao de uma
estrela, para γ < 3. Vimos que para γ > 2.5, a transição de fase é destruída devido
a ausência de surtos epidêmicos nos hub, eliminando as flutuações na densidade de
vértices infectados.
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Abstract

SILVA, Diogo Henrique da, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, february of 2016.
Effects of mobility in the epidemic threshold of the SIS dynamics in scale-

free networks. Advisor: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-advisors: Marcelo
Lobato Martins and Márcio Santos Rocha.

In the present work, we performed simulations of the SIS model including mobility of
infected individuals on networks with a power law degree distribution, P (k) ∼ k−γ.
We considered biased and standard diffusion. In the SIS model, an infected vertex
infects each neighbor with a constant rate λ and spontaneously turns into susceptible
with a rate µ. The standard diffusion process corresponds to exchange an infected
agent localized at a vertex i with other agent localized at vertex j choosen randomly
among its neighbors. In the biased diffusion, the exchange is done preferentially to
vertices with larger degree. The theoretical analysis performed using the heterogenous
mean field (HMF) theory for a standard diffusion shows that the threshold does not
dependent on the diffusion coefficient, d, irrespective of the value of γ. Therefore, the
results previously known for SIS are obtained including a finite threshold for γ > 3. The
quenched mean field (QMF) theory exhibits the same behavior in the thermodynamic
limit for γ < 2.5. When γ > 2.5, QMF predicts a null threshold in the thermodynamic
limit. The scaling with size of the threshold vanishing is different from the SIS without
diffusion. The difference between HMF and QMF predictions is more evident for a fixed
network size and varying d. One can see a reduction of the threshold value for small d
and an increase for large d. Comparison between theoretical predictions and simulations
yields a better agreement with QMF theory. We applied the BCPS theory (Boguña,
Castellano e Pastor-Satorras) to our model with standard diffusion. We considered the
approximated hub dynamics on a modified star graph. It provides a good qualitative
description of the simulations. In biased diffusion, we have a good agreement between
HMF and QMF theories, for γ < 3, predicting that diffusion enhances the epidemic
spreading with threshold corresponding to that of a star centered in the most connected
vertex of the network. For γ > 2.5, we observed that the epidemics outbreaks are
absent, eliminating the fluctuation of the order parameter and leading to the absence
of a phase transition.
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Capítulo 1

Introdução

Como organizar um grupo de amigos em uma estrutura que possibilite analisar

a relação entre eles? A hierarquia na relação presa-predador? Podemos construir redes

complexas. De uma forma geral, uma rede complexa é qualquer sistema que admite

uma representação matemática abstrata, cujos vértices são os elementos do sistema e as

arestas, conexão entre eles, representam a presença de uma relação ou interação entre

esses elementos [1]. Redes complexas têm atraído muita atenção por facilitar a análise

de vários sistemas, altamente, complexos com muitos elementos interagindo de forma

não linear, tais como, a rede de citações de artigos científicos [2–5], a teia alimentar [6]

e a Internet [7,8], entre muitos outros [6].

A caracterização dessas redes é realizada a partir da definição e medida de várias

grandezas, sendo apresentadas nesta dissertação, aquelas essências ao entendimento de

nosso trabalho. O grau de conectividade de um vértice é o número de conexões reali-

zadas por um vértice. A distribuição de graus da rede é uma medida da ocorrência de

vértices com um dado grau k na rede. O grau médio dos vizinhos de um vértice [7,9]

permite distinguir os tipos de mistura na rede. As misturas podem ser associativas,

quando vértices com mesmo grau estão conectados entre si ou dissociativas se vértices

de grau elevado estão conectados a vértices com grau pequeno e até mesmo não correla-

cionadas, quando estes mecanismos competem entre si sem que haja um vencedor. Um

caminho é uma rota de arestas ligando dois vértices. Podem existir vários caminhos

ligando dois vértices mas, geralmente, são de interesse aqueles em que a distância é

1



1 Introdução

menor. A menor distância média é a média da menor distância entre todos os pares

de vértices da rede. Para a maioria das redes complexas aleatórias, a menor distância

média cresce com logN significando que quaisquer dois pares de vértices na rede estão

separados por uma pequena distância. Isto caracteriza o efeito de mundo pequeno [10].

O coeficiente de cluster, nos fornece a ideia de quão próximos os vizinhos de um vértice

estão [10,11], a partir da medida da quantidade de caminhos fechados formados por

três vértices existentes na rede.

Tão importante quanto a caracterização das redes complexas, tornaram-se os

processos dinâmicos tendo essas redes como substrato. Um problema de muito inte-

resse na física estatística, a caminhada aleatória, é um dos alvos de investigação. Um

caminhante, neste tipo de rede, tem como destino mais provável os vértices com maior

grau [12]. O entendimento dos mecanismos de difusão nessas redes é essencial já que

eles estão relacionados com os mecanismos de pesquisa de páginas na internet, como o

usado pelo Google [1]. Uma revisão das propriedades de rede será apresentada na seção

2.1 enquanto o processo de difusão é estudado na seção 2.2. O espalhamento de um

rumor é outro processo de interesse, pois possibilita à realização de experimentos como

o apresentado em [13]. Estes experimentos mostram como as propriedades topológicas

dessas redes são fatores determinantes para a dinâmica. Outro processo dinâmico de

interesse é o espalhamento de epidemias. Dentre as várias modelagens para a disse-

minação de uma epidemia em uma rede complexa destacamos o processo de contato

(PC) [14–16], os modelos suscetível-infectado-removido (SIR) [6], suscetível-infectado-

removido-suscetível (SIRS) [17], e aquele escolhido como alvo de nossos estudos, o

modelo suscetível-infectado-suscetível (SIS) [18].

O modelo SIS vem sendo bastante estudado [19–24], pois apesar de sua aparente

simplicidade, os resultados relacionados a ele são intrigantes. As abordagens de campo

médio propostas para o modelo, Heterogenous Mean Field, (HMF) [25,26] e Quenched

mean Field (QMF) [21], levam a limiares epidêmicos bastante distintos em redes com

distribuição de grau P (k) ∼ k−γ , com γ > 3 sendo finito de acordo com a abordagem

HMF [21] e nulo na abordagem QMF [21]. O aparecimento de múltiplas transições

[20], além do papel dos hubs (vértices com grau de conectividade alto) na localidade

2



1 Introdução

[22,23] ou endemicidade epidêmica [24,27] são questões recentemente discutidas. Neste

contexto ocorreu a emergência da teoria BCPS (Boguñá, Castellano e Pastor-Satorras)

[24]. Nela, um hub é aproximado por uma estrela e são computados o tempo de vida

que uma estrela permanece infectada e o tempo que uma estrela infectada leva para

infectar outra separada por uma distância d. A comparação entre estes tempos nos

permite concluir se o limiar é nulo ou finito, além da endemicidade. Nas seções 3.1 e

3.2, serão apresentados estes resultados de uma forma mais ampla, focando nas teorias

de campo médio e em outras abordagens que visam incluir mais características do

sistema ao entendimento teórico do espalhamento epidêmico para o modelo SIS.

A proposição dessas modelagens tem como consequência a seguinte pergunta: é

possível aplicá-las em casos de surtos epidêmicos reais? A reposta é sim, e estas mo-

delagens vão além de epidemias. Recentemente, em [28] foi proposta uma modelagem

aplicando a dinâmica SIS para entender a resposta do cérebro a estímulos. No campo

epidêmico, os surtos de ebola [29] e do vírus H1N5 [30] foram estudados a partir de

modelagens um pouco mais complexas, em que os indivíduos podem assumir outros

estados além de suscetível e infectado. Abordagens análogas podem ser utilizadas para

estudar o atual surto de Zika vírus e dengue que atinge toda a América, a fim de guiar

quais políticas públicas seriam mais eficientes para conter tal surto. No campo tecnoló-

gico, o crescente uso de smartphones, tablets, torna cada vez mais comum as epidemias

virtuais , que também poderiam ser alvo de estudo a partir destas modelagens.

Um dos fatores essenciais para o sucesso desses modelos no estudo de epidemias

reais é a inclusão da difusão de elementos entre os vértices da rede. Isto torna possí-

vel o entendimento de como as epidemias, inicialmente, localizadas conseguem ter um

alcance tão grande. A introdução da difusão à dinâmica epidêmica é realizada no con-

texto de metapopulações [31–33], em que cada vértice possui várias partículas (modelo

bosônico), e pode trocá-las com seus vizinhos. Aqui propomos um modelo incluindo

difusão a dinâmica SIS, com uma única partícula por vértice (modelo fermiônico).

Nosso modelo será abordado de duas maneiras: via simulações computacionais

e aplicações das teorias de campo médio e BCPS. As ferramentas utilizadas para imple-

mentação computacional do modelo são apresentadas no capítulo 4 no qual expomos o

3



1 Introdução

método quasi-estacionário [34] utilizado aqui como meio de contornar os possíveis pro-

blemas com o estado absorvente durante as simulações. No capítulo 5, apresentamos

e discutimos os resultados encontrados nas abordagens HMF e QMF para determi-

nação do limiar para a nova dinâmica. No caso da difusão simples, desenvolvemos

uma abordagem especialmente voltada ao grafo estrela, que é uma rede com um vér-

tice central conectado a outros k vértices. Também apresentamos no capítulo 5 as

simulações discutindo sua concordância ou não com as previsões das teorias de campo

médio. Encerramos nosso trabalho, com um resumo de todos os resultados obtidos e

as perspectivas a cerca deles no capítulo 6.

4



Capítulo 2

Redes Complexas

2.1 Propriedades de rede

Alguns sistemas envolvem tamanha complexidade que parecem impossíveis de

serem estudados. Mas a escolha de uma boa ferramenta pode tornar possível a extração

de informação sobre este sistema. Então, como representar relações complexas como as

interações proteína-proteína em um organismo [35], as relações sociais como a amizade

entre um grupo de indivíduos ou mesmo o tráfego aéreo entre aeroportos mundiais

[36]? Um caminho viável passa pela representação destes sistemas utilizando redes

complexas. Por exemplo na Fig. 2.1(a) o estudo da interação proteína-proteína da

(a) (b)

Figura 2.1: Representação esquemática utilizando redes complexas para a interação
proteína-proteína da Saccharomyces cerevisiae [35]. (b) Ligação aérea de passageiros nos
aeroportos brasileiro no ano de 2010. Fonte:IBGE (Mapa 1-Ligações aéreas de passageiros-
2010)
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2 Redes complexas

Saccharomyces cerevisiae mostrou que as proteínas que interagem com um número

maior de proteínas são essenciais. A ausência destas proteínas poderia acarretar em

mutações e morte da célula [35]. Na Fig. 2.1(b) é representado o tráfego aéreo brasileiro

centrado, principalmente, nas grande capitais da região sudeste. Nestes locais, em que o

fluxo de pessoas é maior, temos linhas com cores mais intensas. Naturalmente, algumas

perguntas emergem, imediatamente. Como caracterizar estas redes? Como elas se

formam? Como se comportam dinâmicas tendo como substrato redes complexas? Bem,

vamos nos focar inicialmente nas duas primeira perguntas.

Consideremos um grupo de pessoas e a relação de amizade entre elas, como mos-

tra a Fig. 2.3. As pessoas representam os elementos da rede, denominados vértices. A

existência da relação de amizade entre duas pessoas participantes do sistema é repre-

sentada por uma aresta que as ligam. De uma forma geral, a existência de algum tipo

de interação entre dois elementos da rede, os vértices, é representada por uma aresta.

Paulo

Pedro

 Eu

Paulo

Pedro

(a)

(b)

(c)

Figura 2.2: Exemplos de arestas
apresentados em uma rede complexa

Note que as arestas podem receber diferentes pe-

sos, sendo assim, arestas ponderadas. Por exem-

plo, Pedro é o melhor amigo de Paulo, então pode

ser atribuído a esta aresta um valor maior do que a

aresta que representa a amizade entre Pedro e Ra-

fael, pois eles não são melhores amigos. Arestas

ponderadas foram utilizadas na Fig. 2.1(b). As

arestas mais escuras representam uma rota em que

o tráfego aéreo é maior. As arestas também po-

dem ser direcionadas. Por exemplo Pedro é amigo

de Paulo, mas Paulo pode não pensar da mesma

forma, assim uma aresta em forma de seta saindo

de Pedro apontaria para Paulo, indicando que Pe-

dro considera Paulo seu amigo, mas não existiria

uma aresta na direção oposta, Fig. 2.2(a). Você

pode pensar que você é o seu melhor amigo, o

que configuraria uma autoconexão, as extremida-

6



2 Redes complexas

des das arestas saem e chegam ao mesmo vértice, Fig. 2.2(b). Neste trabalho, são

consideradas redes em que cada aresta possui o mesmo peso e não são direcionadas.

Não são permitidas autoconexões ou múltiplas arestas (arestas que conectam o mesmo

par de vértices mais de uma vez). As redes são conectadas (logo veremos o que isto

significa). Uma rede com estas características é conhecida como grafo simples [6]. As

definições a seguir são válidas para este tipo de grafo, mas podemos encontrar genera-

lizações para elas na literatura [1,6].

Paulo Pedro Lauro Mateus Rafael
Paulo 0 1 1 0 1
Pedro 1 0 0 0 1
Lauro 1 0 0 1 0
Mateus 0 0 1 0 1
Rafael 1 1 0 1 0

Pedro

Lauro

Mateus

Paulo

Rafael

Figura 2.3: Rede de amizades.

Uma representação matemática para o sistema é a matricial, como mostra a

Fig. 2.3. Podemos definir a matriz de adjacência

Aij =

{
1, se há uma aresta entre os vértices ij

0, caso contrário.
(2.1)

A matriz de adjacência carrega toda a informação sobre a rede. O grau de conectividade

de um vértice é igual ao número de conexões realizadas por ele. Verificamos que Paulo

possui três amigos, sendo este seu grau de conectividade. Matematicamente, definimos

o grau de um vértice i por

ki =
∑

j

Aij. (2.2)

Ao escolhermos um vértice, aleatoriamente, na rede mostrada na Fig. 2.3, a probabili-

dade de escolhermos um vértice em que k = 3 é 0.4, pois temos dois vértices com k = 3

(Paulo e Rafael) e o número total de vértices na rede é 5. Então, a probabilidade de

encontrarmos um vértice com um grau k em uma rede é dada por

7



2 Redes complexas

P (k) =
Nk

N
, (2.3)

em que Nk é o número de vértices com grau k e N é o número total de vértices. Esta

medida se torna de bastante interessante já que pode ser computada para muitos

sistemas reais como os mostrados na Fig. 2.4. A partir da definição acima podemos

escrever os momentos da distribuição

〈kα〉 =
∑

k

kαP (k). (2.4)

Em um número enorme de sistemas reais temos P (k) ∼ k−γ [37]. Este tipo de distribui-

ção de grau pode decorrer de um mecanismo de ligação preferencial entre os vértices.

Por exemplo: na relação de amizade, temos uma tendência de nos relacionarmos com

Figura 2.4: Distribuição de grau para rede de (a) aeroportos mundial e (b) atores de cinema.
Figura adaptada de [1].

pessoas que conhecem muitas pessoas, pois elas, geralmente, são mais atrativas. Como

proposto no modelo clássico Barabási-Albert [38], um pequeno grupo de m vértices,

conectados entre si, formam a condição inicial. Stubs, que são vértices com arestas não

conectadas, com um grau inicial k0 < m, são adicionados a rede realizando uma cone-

xão com probabilidade proporcional ao grau do vértice que recebe a aresta, resultando

em uma distribuição de grau em que P (k) ∼ k−3, no limite de redes muito grandes.

O mecanismo de ligação preferencial destaca outro fator interessante, o das mis-

turas. Existem pessoas que só fazem amizade com pessoas do mesmo meio social, por

exemplo. Isto caracteriza uma mistura associativa. Enquanto outras fazem amizades

com pessoas de classes sociais, completamente, diferentes caracterizando uma mistura

dissociativa. Como analisar se os vértices se conectam a vértices com graus parecidos,

8
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10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

k

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

P
P~k

-2.89

Figura 2.5: Distribuição de grau obtida com o modelo clássico Barabási-Alberst [38]. Ado-
tamos N = 105, k0 = 3 e m = 5.

constituindo uma mistura associativa, graus diferentes, sendo uma mistura dissociativa

ou mesmo uma rede não correlacionada, em que as ligações ocorrem de forma comple-

tamente aleatória? Para responder esta pergunta, vamos introduzir o grau médio dos

vizinhos de um sítio dado por

Knn,i =
1

ki

∑

jǫν(i)

kj, (2.5)

em que a soma é realizada sobre a vizinhança ν do vértice i. Considerando que vértices

com mesmo grau possuem mesmas propriedades, podemos agrupá-los, escrevendo a

equação [7,9]

Knn(k) =
1

Nk

∑

i/ki=k

Knn,i (2.6)

em que a soma é realizada sobre todas os vértices i com grau k. Por exemplo, para

Paulo e Rafael, na Fig. 2.3, Knn,Paulo = Knn,Rafael = (2 + 2 + 3)/3 = 2, 33 e Knn(k =

3) = 2, 33.

Esta definição nos permite caracterizar uma rede quanto à mistura baseada em

9
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(a) (b) (c)

Figura 2.6: Possíveis comportamentos de Knn(k), nos indicando mistura (a) associativa, (b)
dissociativa e (c) não correlacionada.

conectividade, simplesmente, analisando o seu comportamento como função de k. Se a

rede apresenta uma mistura associativa, os vértices com, aproximadamente, o mesmo

grau conectar-se-ão entre si. Desta forma Knn será uma função crescente de k, como

mostra a Fig. 2.6(a). Quando vértices de grau pequeno são conectados a vértices

de grau elevado temos que Knn é uma função decrescente de k, caracterizando uma

mistura dissociativa como mostra a Fig. 2.6(b). Em redes não correlacionados, estes

mecanismos competem de tal forma que Knn é uma função constante de k Fig. 2.6(c).

Esta grandeza também pode ser apresentada da seguinte forma

Knn(k) =
∑

k′

k′P (k′ | k) (2.7)

em que P (k′ | k) é a probabilidade de que um vértice de grau k esteja conectado a um

vértice de grau k′. Para compreendermos P (k′ | k) melhor, devemos fazer uma análise

baseada nas arestas e para isto definiremos a matriz de elementos

Ekk′ =







N o de arestas ligando vértices de grau k e k′, se k 6= k′

2N o de arestas ligando vértices de mesmo grau k, se k = k′
(2.8)

desta forma Ekk′ é simétrica e possui um valor igual a duas vezes o número de arestas

na diagonal. A partir desta definição, temos

∑

k′

Ekk′ = kNk (2.9)

∑

kk′

Ekk′ = 〈k〉N = 2E (2.10)

em que o resultado em Eq.(2.9) nos fornece o número total de arestas emanando dos
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vértices de grau k. O resultado na Eq.(2.10) representa duas vezes o número total de

arestas, E. Finalmente, podemos escrever

P (k′ | k) = Ekk′

kNk

(2.11)

Qual seria a probabilidade de escolhermos uma aresta, aleatoriamente, tal que

ela conecte vértices de grau k e k′? A resposta é dada pela definição da probabilidade

de grau conjunta

P (k, k′) =
Ekk′

〈k〉N . (2.12)

É possível relacionar P (k′ | k) com P (k, k′). Rearranjando as equações Eq.(2.11) e

Eq. (2.12), escrevemos

P (k′ | k) = 〈k〉P (k, k′)
kP (k)

ou P (k | k′) = 〈k〉P (k′, k)
k′P (k′)

. (2.13)

Observando que para uma rede não direcionada P (k′, k) = P (k, k′), encontramos a

relação

k′P (k′)P (k | k′) = kP (k)P (k′ | k) (2.14)

que configura a condição de balanceamento detalhado [25], em que no número de

arestas saindo de k e chegando em k′ é igual ao número de arestas saindo de k′ e

chegando em k. Para uma rede não correlacionada P (k | k′) não depende de k′,

resultando em
∑

k P (k | k′) = 1. Logo realizando uma soma em k em ambos os lados

da Eq.(2.14) obtemos

P (k′ | k) = k′P (k′)

〈k〉 (2.15)

que ao ser substituído na Eq. (2.7) resulta em

Knn(k) =
〈k2〉
〈k〉 (2.16)

11



2 Redes complexas

que é um valor constante independente do grau.

Outra forma de determinarmos qual tipo de correlação de grau uma rede pode

apresentar é dada pela medida do coeficiente de Pearson, definido como

Pedro

Rafael

Pedro

Paulo

Rafael

Pedro

Paulo

Lauro

Mateus

Rafael

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Pedro

Paulo

Rafael

(f)

Figura 2.7: (a), (b) e (c),
possíveis caminhos entre Pe-
dro e Rafael; (d) rede desco-
nectada; (e) ciclo; (f) exemplo
de grafo completo.

r =

∑

ij(Aij − kikj/〈k〉N)kikj
∑

ij(kiδij − kikj/〈k〉N)kikj
(2.17)

desta forma, temos

• se 0 < r < 1 ⇒ mistura associativa

• se r = 1 ⇒ rede não correlacionada

• se −1 < r < 0 ⇒ mistura dissociativa

Consideremos novamente a rede mostrada na

Fig. 2.3. Suponhamos que Pedro deseja entregar uma

encomenda para Rafael. Ele mesmo poderia entregá-la

para Rafael, assim a encomenda percorreria somente

uma aresta, Fig. 2.7 (a). Mas naquele dia Pedro estava

ocupado e não iria ver Rafael, então pediu a Paulo

que fizesse este favor, assim a encomenda poderia ser

recebida por Rafael passando por duas arestas, Fig.

2.7 (b). Se Paulo também tivesse problemas, outra

solução seria Paulo pedir para Lauro entrar em contato

com Mateus fazendo com que finalmente a encomenda

chegasse a Rafael, passando por quatro arestas, Fig. 2.7

(c). Então, um caminho é uma rota através das arestas

da rede ligando um vértice a outro. Consequentemente,

o comprimento de um caminho é igual ao número de

arestas pelas quais passamos. Se existisse em nossa rede

um vértice que não possuísse nenhuma aresta ligando-o a qualquer outro vértice,

12



2 Redes complexas

como mostra a Fig. 2.7 (d), a distância entre ele e qualquer outro vértice da rede

seria infinita. Isto não acontece, pois estamos considerando redes conectados que

são aquelas redes em que sempre existe pelo menos um caminho para um dado

vértice, caso contrário temos uma rede desconectada. Note também a existência de

caminhos fechados, também conhecidos como ciclos, como por exemplo na Fig. 2.7

(e). Geralmente, estamos interessados na menor distância entre dois vértices i e j que

denotaremos por lij, que nos permite definir a menor distância média

〈l〉 = 1

N(N − 1)

∑

ij

lij. (2.18)

Em um grafo completo, Fig. 2.7 (f), em que todos os vértices estão ligados ao centro e

entre si, 〈l〉 = 1, já para uma rede regular hipercúbica 〈l〉 ∼ N1/d, em redes aleatórios

geralmente 〈l〉 ∼ log(N), que é um crescimento muito mais lento que o apresentado em

uma rede regular hipercúbica. Os vértices das redes aleatórias estão a uma distância

muito pequena uns dos outros configurando o efeito de mundo pequeno.

 i

Figura 2.8: Estruturas que
procuramos a fim de calcular
o coeficiente de cluster.

Na Fig. 2.3, vemos que Paulo é amigo de Rafael e

Pedro, mas Pedro e Rafael são amigos entre si. Podemos

definir uma medida relacionada a quantidade de cami-

nhos fechados, laços, como estes na rede. Destacamos

que estes laços poderiam ter quatro vértices como o for-

mado por Paulo, Rafael, Mateus e Lauro (Fig. 2.3), ou

qualquer outro tamanho desejado [6]. Aqui consideramos

laços formados por três vértices. Definimos o coeficiente de cluster de um vértice i como

Ci =
ei

ki(ki − 1)/2
(2.19)

em que ei é o número de estruturas como a mostrada na Fig. 2.8 na vizinhança de um

dado vértice i e no denominador temos o número máximo de conexões entre k vértices

em um grafo completo. Assim, como foi feito para Knn,i, considerando que vértices de

mesmo grau possuem o mesmo comportamento, segue que
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C(k) =
1

Nk

∑

i/ki=k

Ci. (2.20)

Por estas definições vemos que CPaulo = CRafael = 0.33, CPedro = 1 e C(k = 3) = 0.33.

Vamos considerar o coeficiente de cluster para uma rede não correlacionada aleatória.

Suponhamos que temos um vértice i de grau k. A probabilidade de que arestas saindo

de i cheguem a j e a l que possuem graus k′ e k′′, respectivamente, é P (k′, k′′ | k). Ela

pode ser decomposta para uma rede não correlacionada aleatória em P (k′, k′′ | k) =

P (k′ | k)P (k′′ | k), pois a probabilidade de um vértice de grau k estar conectado a um

vértice de grau k′ ou de grau k′′ são independentes. Já a existência de uma aresta entre

os vértices j e l é dada por P (k′, k′′) = (k′ − 1)(k′′ − 1)/〈k〉N , em que no numerador

temos o número total de arestas possíveis entre j e l descontando aquela existente entre

eles e o vértice i.

Sendo assim no caso de uma rede não correlacionada a probabilidade de ser for-

mado um ciclo com estes três vértices é dado pelo produto destas três probabilidades.

Mas isto é equivalente a definição de coeficiente de cluster. Então podemos reescrever

a Eq.(2.20) da seguinte maneira

C(k) =
∑

k′k′′

P (k′ | k)P (k′′ | k)(k
′ − 1)(k′′ − 1)

〈k〉N (2.21)

ao substituirmos o resultado na Eq.(2.15) na Eq.(2.21), obtemos

C(k) =
(〈k2〉 − 〈k〉)2

〈k〉3N (2.22)

o coeficiente de cluster em função do grau é uma função constante do grau para uma

rede aleatória não correlacionada [39]. Destacamos que C(k) → 0 em redes aleatórias

não correlacionadas, para tamanhos de rede grandes. Na Fig. 2.9 apresentamos a

distribuição de graus, o grau médio dos vizinhos mais próximos de um vértice e o

coeficiente de cluster em função do grau, para o grafo Erdós-Renin [40]. Neste modelo,

dois vértices são conectados com probabilidade p, levando a uma distribuição de graus

na forma de uma distribuição Gaussiana no limite de N grande e pN = 〈k〉 constante.
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Figura 2.9: (a) Distribuição de graus; (b) grau médio dos vizinhos mais próximos e (c)
coeficiente de cluster em função do grau, para o grafo Erdós-Renin, com p = 0.1 e N = 104.

Como podemos verificar na Fig. 2.9, os valores do grau médio dos vizinhos e do

coeficiente de cluster em função do grau são constantes como previsto pela teoria,

além de termos obtido um valor baixíssimo para este último.

2.2 Difusão em redes complexas

O processo de difusão apresenta uma relação com o espalhamento de epidemias,

já que os hospedeiros da infecção se movem pela rede, infectando outros indivíduos,

como no caso do ebola e do vírus H1N5 difundindo pela rede de aeroportos mundial

[29,30], os vírus de celular na rede de contatos telefônicos (lista telefônica e Bluetooth)

[41].

Figura 2.10: Representação esquemática do modelo de metapopulação para o modelo SIS.
Figura adaptada de [32]

Na literatura, o processo de difusão é comumente incluído em processos epidê-

micos no contexto de metapopulações [31–33]. Neste tipo de modelo, cada vértice da

rede possui várias partículas, caracterizando um modelo bosônico. Cada partícula as-
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sume os estados correspondentes a dinâmica epidêmica em estudo, como por exemplo

na dinâmica SIS (que será estudada mais adiante), as partículas assumiriam os estados

suscetível ou infectado, como mostra a Fig. 2.10. Neste modelo, tanto as partículas in-

fectadas quanto as suscetíveis se movem pela rede, realizando difusão simples, trocando

de sítio.

O modelo aqui proposto para a inclusão da difusão ao SIS considera que cada

vértice da rede será ocupado apenas por uma partícula, sendo um modelo fermiônico.

Inicialmente, faremos um estudo considerando a difusão simples, em que a infecção

(a)

i, k

j,k

l,k

m,k

i

j

l

m

d/k

d/k

d/k

i

i

i

(b)    l, k

   j, k

l

j

i, k
i

dk
m /C

dkl /C

  dk /Cj

   m, km

Figura 2.11: Em (a), o mecanismo de difusão simples que independe do grau dos vizinhos
do vértice infectado, enquanto em (b) é apresentado o mecanismo de difusão preferencial em
que a taxa de difusão da infecção para um dado vértice depende do seu grau.

move-se de forma aleatória dentro da vizinhança de um sítio infectado, como mostra

a Fig. 2.11 (a). Em um segundo momento, introduziremos o mecanismo de difusão

preferencial na direção de vértices com maior grau, favorecendo o fluxo da infecção

na direção dos hubs, Fig. 2.11 (b). Os resultados apresentados nesta seção serão

ferramentas essenciais para a compreensão dos resultados apresentados nas seções 5.1

e 5.5.

2.2.1 Caminhada aleatória em redes complexas

Consideremos a caminhada aleatória em um grafo conectado não ponderado

de tamanho N. Adotarmos este tipo de grafo garante a existência de pelo menos um

caminho entre qualquer par de vértices da rede. O caminhante realiza passos discretos

nesse substrato. Um caminhante em um vértice i no tempo t seleciona um de seus
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ki vizinhos com igual probabilidade para o qual ele salta no passo, t + 1. Assim

a probabilidade de transição de um vértice i, para j é Aij/ki. A probabilidade de

encontrarmos um caminhante partindo no tempo t = 0 de um vértice i no vértice j,

em um tempo t é

Pij(t) =
∑

j1...jt−1

Aij1

ki

Aj1j2

kj1
· · · Ajt−1j

kjt−1

, (2.23)

em que a soma é realizada de j1 até jt−1, pois em t = 1, o caminhante deve saltar

de i para um de seus vizinhos j1, enquanto para t = t − 1, ele deve estar localizado

em um vértice jt−1 na vizinhança de j, para que ele possa alcançá-lo. Comparando as

expressões para Pij e Pji temos

kiPij(t) = kjPji(t), (2.24)

que é consequência de lidar com uma rede não direcionada. No estado estacionário,

temos que a distribuição estacionária é dada por P∞
j = limt→∞ Pij(t), por se tratar

de um processo Markoviano (a configuração atual do sistema depende somente do

estado no passo anterior), que ao ser substituída na Eq.(2.24) produz kiP∞
j = kjP

∞
i ,

resultando em

P∞
i =

ki
N〈k〉 . (2.25)

Esta abordagem proposta em [12], mostra que quanto maior o número de co-

nexões de um vértice, maior é a probabilidade de encontrarmos um caminhante nessa

posição.

Partindo da hipótese de que vértices de mesmo grau k, possuem as mesmas

propriedades estatísticas, podemos obter tal resultado. Esta abordagem é conhecida

como HMF (Heterogenous Mean Field). Nela podemos escrever

Wk =
1

Nk

∑

i|ki=k

Wi, (2.26)

em que Nk é o número de vértices com grau k e a soma é realizada sobre todos
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os vértices i de grau k. A variável Wk representa o número de caminhantes que

se encontram em vértices de grau k. Neste contexto, a dinâmica do número de

caminhantes em um vértice de grau k, é dada por

d

dt
Wk(t) = −dWk(t) + k

∑

k′

P (k′|k)Dk′kWk′(t). (2.27)

O termo Dk′k possui a forma d/k′. Considerando que a rede em estudo é não

correlacionada, podemos utilizar os resultados apresentados na seção 2.1 para P (k′|k).
Substituindo os resultados acima na Eq.(2.27) obtemos

d

dt
Wk(t) = −dWk(t) +

dk

〈k〉
∑

k′

P (k′)Wk′(t) (2.28)

que no estado estacionário, resulta em

Wk =
k

〈k〉
∑

k′

P (k′)Wk′ =
k

〈k〉
W

N
, (2.29)

em que
∑

k′ P (k
′)Wk′(t) = W/N é o número médio de caminhantes por vértice, que é

constante. Isso nos permite determinar a probabilidade de encontrar o caminhante em

um vértice de grau k no estado estacionário

Pk =
Wk

W
=

k

〈k〉
1

N
. (2.30)

Este resultado mostra que os vértices com maior grau são os destinos mais

prováveis dos caminhantes, para uma rede não correlacionada [1]. Observamos que para

redes correlacionadas, não podemos reescrever a Eq.(2.27) como feito, anteriormente,

e não temos o mesmo resultado, o que difere do que foi encontrado na abordagem

anterior, em que utilizamos a matriz de adjacência nos cálculos, garantindo que este

resultado é válido mesmo para redes correlacionadas.
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2 Redes complexas

2.2.2 Difusão preferencial

Os processos difusivos reais em sua maioria, apresentam uma tendência

que pode, por exemplo, ser uma direção preferencial durante a realização de um

deslocamento. As células do sistema imunológico, por exemplo, se movem em resposta

a um sinal químico sendo direcionadas para regiões onde é apresentada alguma

enfermidade [42]. Os seres humanos também apresentam um padrão de mobilidade

associado ao local onde moram e trabalham [43]. Os processos epidêmicos tem uma

relação com a mobilidade das pessoas, sendo assim, as caminhadas tendenciosas são

importantes para entendermos esses processos. Na caminhada preferencial estudada,

o caminhante terá uma tendência de se locomover para os vértices de maior grau na

sua vizinhança Um caminhante localizado em um vértice i irá difundir para um dos

seus vizinhos j com taxa

Dij =
dkj

∑

l∈νi
kl

(2.31)

que pode ser reescrita utilizando a definição do grau médio dos vizinhos mais próximos

dada na Eq. (2.5)

Dij =
dkj

kiKnm,i

, (2.32)

em que Knm,i, é o grau médio dos vizinhos do vértice i. Aplicando novamente uma

abordagem de campo médio HF, obtemos a equação para a dinâmica do número de ca-

minhantes em um vértice de grau k, dada pela Eq.(2.28), com o termo Dk′k assumindo a

forma dk/(k′Knn(k)). Ao assumirmos que a rede em estudo é não correlacionada, temos

d

dt
Wk(t) = −dWk(t) +

dk2

〈k2〉
∑

k′

P (k′)Wk′(t) (2.33)

que no estado estacionário, se reduz a

Wk =
k2

〈k2〉
W

N
→ Pk =

Wk

W
=

k2

N〈k2〉 . (2.34)
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2 Redes complexas

Este resultado mostra que o provável destino de um caminhante são os vértices

com maior grau, como na difusão simples. Neste caso esta tendência é ainda mais

intensa, crescendo com k2 ao invés de k como observado anteriormente.
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Capítulo 3

Modelos epidêmicos

O recentemente surto de ebola foi estudado pelo MobsLab, Laboratory for the

Modeling Biological an Socio-Technical Systems, dos Estados Unidos, usando modela-

gem. As diferentes taxas de infecção relacionadas às formas de transmissão da doença

eram atualizadas constantemente a partir de dados reais. A conclusão obtida foi de que

a política pública de impedir voos para as regiões de risco não impediria a propagação

da epidemia, apenas provocaria um atraso [29]. Como neste exemplo, modelos epidê-

micos podem ser ferramentas para investigar a eficiência de políticas públicas contra

surtos epidêmicos [44]. Além de epidemias, outros tipos de processos podem ser mape-

ados nestes modelos. Um exemplo seria o recente uso da dinâmica SIS no entendimento

do tempo de resposta a um estímulo dado a rede cerebral humana [28].

Vários modelos foram propostos com a finalidade de reproduzir o comporta-

mento de uma doença [18]. O suscetível-infectado-removido-suscetível (SIRS) [17]

apresenta um comportamento cíclico para uma epidemia. O indivíduo suscetível está

propício a adquirir a doença tornando-se infectado. O infectado pode ser curado, pas-

sando para o estado removido e permanecendo assim por algum tempo e novamente

volta a ser suscetível. Neste modelo a transição R → S corresponde a uma perda gra-

dativa da imunidade do indivíduo. O modelo suscetível-infectado-removido (SIR) [6]

apresenta uma diferença fundamental em relação ao SIRS: um indivíduo removido não

pode mais se tornar suscetível, correspondendo a uma imunização permanente ou a

morte do indivíduo. Isto provoca a inexistência de uma fase estacionária ativa no
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3 Modelos epidêmicos

modelo SIR, ao contrário do que é apresentado no modelo SIRS.

No processo de contato (PC), cada vértice da rede representa um indivíduo, que

pode estar infectado ou suscetível. Um vértice infectado i de grau ki, envia a epidemia

para cada um de seus vizinhos suscetíveis j a uma taxa λ/ki, apresentada na figura

3.1 (a). Assim um vértice suscetível i, mudará seu estado a uma taxa de transição

total λ
∑

j(Aijσj)/kj, em que σj é 1 se o vértice está infectado e 0 caso contrário. O

valor máximo para a taxa de transição total é igual a λ. Um vértice infectado torna-se

(a)

λ

λ/3

/3
λ/3

(b)

λ

λ
λ

Figura 3.1: Diferenças entre as taxas de infecção, para um vértice com 3 arestas: (a) PC;
(b) SIS.

espontaneamente suscetível, com uma taxa µ que independe do seu grau ou do estado

de seus vizinhos, tornando-se, novamente, um possível alvo da epidemia [14–16]. No

modelo suscetível-infectado-suscetível (SIS), o processo de cura correspondente a tornar

um vértice infectado suscetível ocorrendo da mesma forma que no PC. No processo de

infecção cada vértice infectado dissemina a doença com uma taxa λ para cada um de

seus vizinhos, como mostra a figura 3.1 (b). Um vértice i suscetível, com grau ki e ninf

vizinhos infectados, recebe a infecção com taxa total λninf . O valor máximo que esta

taxa pode atingir é λki. Desta forma, os indivíduos infectados apresentam um poder

maior de disseminação da epidemia na dinâmica SIS do que no PC.

De uma forma geral, os modelos epidêmicos apresentam um estado absorvente,

em que todos os elementos estão suscetíveis à epidemia. Para µ = 1, sem perda

de generalidade, a partir de um dado valor da taxa de infecção λ = λc, no limite

termodinâmico o sistema apresentará uma probabilidade não nula de ser encontrado

em uma fase ativa. Assim o sistema apresenta uma transição de fase entre um estado

ativo, no qual a atividade epidêmica persiste indefinidamente. E um inativo, no qual
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3 Modelos epidêmicos

Figura 3.2: Densidade de infectados em função da taxa de infecção para modelos como o
PC e o SIS, no limite termodinâmico. O parâmetro λc divide a dinâmica em uma fase sem
epidemia e uma fase endêmica. Figura editada de [18].

a epidemia é erradicada, tendo como parâmetro de ordem a densidade de infectados e

como parâmetro de controle a taxa de infecção, como indicado na Fig. 3.2. O ponto

que separa as duas fases é chamado de limiar epidêmico.

3.1 Teoria de campo médio

A teoria de campo médio apresenta-se como uma maneira simples de obtermos

uma aproximação para o limiar epidêmico. Na aproximação utilizando a teoria de

campo médio, as correlações dinâmicas e da rede são desprezadas, ou seja, temos uma

independência do estado do sítio i em relação ao estado dos seus vizinhos e da estrutura

da rede.

3.1.1 Campo médio homogêneo

A primeira aproximação possível é considerarmos que todos os vértices da rede

tem na média o mesmo grau e a densidade de infectados independe das propriedades

da rede, ou seja, um sistema homogêneo. Logo, a equação para dinâmica da densidade

de infectados no modelo SIS é
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3 Modelos epidêmicos

dρ

dt
= −ρ+ λ〈k〉ρ(1− ρ). (3.1)

O primeiro termo a direita da igualdade representa a cura de vértices infectados,

com uma taxa µ = 1. O segundo termo representa a infecção de vértices suscetíveis

por meio do contato com vértices infectados. Estamos interessados em soluções para

tempos longos da Eq. (3.1). Uma solução trivial é ρ = 0. Uma análise da estabilidade

linear [45] nas vizinhas desta solução desprezando termos de ordem maior do que ρ,

nos permite escrever

dρ

dt
= −ρ+ λ〈k〉ρ, (3.2)

que tem como solução ρ(t) ∼ e(−1+λ〈k〉)t. A solução será estável se −1 + λ〈k〉 < 0

enquanto para −1+ λ〈k〉 > 0, a solução é instável. Assim, o limiar epidêmico previsto

nesta aproximação para o modelo SIS ocorre em λc = 1/
〈
k
〉
.

No PC a equação dinâmica para a densidade de infectados apresenta uma única

diferença que seria a ausência do grau médio no termo referente a infecção, devido a

definição taxa de transição total.

dρ

dt
= −ρ+ λρ(1− ρ) (3.3)

Realizando procedimento análogo ao feito para o SIS, obtemos λc = 1 como limiar

epidêmico.

3.1.2 Teoria de campo médio heterogênea (HMF)

Naturalmente, a estrutura da rede tem papel relevante na determinação

do limiar epidêmico. Por exemplo, uma pessoa que interage com muitas pessoas,

possivelmente, irá disseminar uma informação ou uma doença com mais facilidade.

Como introduzir esta dependência com a topologia da rede à aproximação de campo

médio? Para realizar esta aproximação, foi proposta a teoria de campo médio HMF

(Heterogenous Mean Field). Nela, consideramos que a densidade de infectados depende
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3 Modelos epidêmicos

do grau dos vértices da rede, desprezando correlações dinâmicas e a localização do

vértice na rede [18]. A equação dinâmica para densidade de infectados com grau k no

modelo SIS, é [25]

dρk
dt

= −ρk + λk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′ (3.4)

O primeiro termo à direita da igualdade na equação representa a cura de vértices

infectados de grau k. O segundo termo representa a taxa de infecção de vértices

suscetíveis com grau k. Destacamos a presença da probabilidade P (k′ | k) de que o

vértice de grau k tenha um vizinho de grau k′, que torna explícita a correlação existente

com a estrutura da rede. Realizando uma análise de estabilidade linear na vizinhança

da solução ρk = 0 no estado estacionário, encontramos

dρk
dt

=
∑

k′

Jkk′ρk′ (3.5)

em que

Jkk′ = −δkk′ + λkP (k′ | k) (3.6)

Jkk′ é a matriz Jacobiana do sistema. A dinâmica nas proximidades do ponto crítico

é dominada pelo maior autovalor da matriz Jacobiana (ρk ∼ exp(−Λmt)). Para es-

tabelecermos o maior autovalor de Jkk′ precisamos determinar o maior autovalor da

matriz de correlação para o modelo SIS Ckk′ = kP (k′ | k) [25]. No caso de redes não

correlacionadas P (k′ | k), assume a forma apresentada na Eq.(2.15) e a matriz Ckk′ tem

como um de seus autovetores vk = k, com autovalor associado Λ = 〈k2〉/〈k〉. Como

a matriz Ckk′ é positiva e simétrica ela atende as condições de aplicação do teorema

Perron-Frobenious [6], que garante que o maior autovalor de uma matriz com estas

características é positivo e não degenerado e seu autovetor associado possui todas as

componentes positivas. Portanto, o teorema Perron-Frobenius garante que este é o

maior autovalor de Ckk′ . Logo o limiar epidêmico ocorre para λc = 〈k〉/〈k2〉. Em

redes livres de escala , P (k) ∼ k−γ, o valor de 〈k〉 é finito para γ > 2 enquanto 〈k2〉
é finito somente para γ > 3. Isto implica que λc → 0 para 2 < γ < 3 e é finito,
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para γ > 3. Vale ressaltar que para 2 < γ < 3 o limiar epidêmico é nulo mesmo para

redes correlacionadas [46]. Em suma, a teoria HMF, prevê que λc → 0 para redes não

correlacionadas com P (k) ∼ k−γ e 2 < γ < 3, enquanto um limiar finito é esperado

para γ > 3, no limite termodinâmico. Este resultado é reforçado por simulações do

modelo em redes annealed [19] que tem como característica mudarem sua estrutura de

rede, constantemente, e o fazem mais rápido que o tempo caraterístico da dinâmica,

destruindo a correlação da rede, tornando a teoria HMF exata [47].

No processo de contanto o limiar epidêmico pode ser obtido considerando

dρk
dt

= −ρk + λk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′
k′

(3.7)

que ao executarmos uma análise de estabilidade linear na vizinhança do ponto ρk = 0,

tem como jacobiana a matriz de elementos

Jkk′ = −δkk′ + λ
kP (k′ | k)

k′
(3.8)

A matriz de correlação de grau dos vértices no PC , assume a forma Ckk′ = kP (k′ |
k)/k′. Ela tem como maior autovalor Λ = 1 e autovetor associado com elementos vk =

k. Novamente este resultado é garantido pelo Teorema Perron-Frobenius [6]. Note que

esta é uma solução geral, pois não fizemos nenhuma hipótese sobre as propriedades da

rede. Então, o limiar crítico é λc = 1, como obtido ao considerarmos a rede homogênea.

Simulações confirmam um limiar finito, mas λc & 1. Uma aproximação de campo médio

realizada a partir da aproximação de pares [15] é capaz de melhorar este resultado.

3.1.3 Teoria de campo médio quenched (QMF)

A teoria de campo médio QMF (Quenched Mean Field), introduz à aproximação

de campo médio a estrutura da rede através da matriz de adjacência que aparece,

explicitamente, na equação dinâmica da densidade de infectados para um vértice i, ρi.

No modelo SIS, temos a seguinte equação dinâmica
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dρi
dt

= −ρi + λ(1− ρi)
∑

j

Aijρj. (3.9)

Uma solução para Eq.(3.9), é ρi = 0, sendo assim um ponto fixo do sistema.

Realizando uma análise de estabilidade linear na vizinhança de ρi = 0

dρi
dt

=
∑

j

Jijρj (3.10)

com

Jij = −δij + λAij (3.11)

a matriz Jacobiana Jij. Portanto, para obtermos o limiar epidêmico devemos

determinar o maior autovalor da matriz Jacobiana e verificar em que condições este é

zero [45], assim

ΛJ
max = −1 + λcΛ

A
max = 0 → λc =

1

ΛA
max

(3.12)

em que ΛA
max é o maior autovalor da matriz adjacência. A matriz de adjacência satisfaz

as condições de aplicação do teorema Perron-Frobenius, o que nos garante que o seu

maior autovalor e autovetor associado são não degenerados e positivos. Para uma rede

com distribuição de grau P (k) ∼ k−γ, o maior autovalor da matriz de adjacência foi

determinado em [48], levando ao seguinte resultado para o limiar [21]

λc ∼







〈k〉/〈k2〉, se 2 < γ < 5/2

1/
√
kc, se γ > 5/2

como veremos no capítulo 3, seção 4.2, o grau de corte kc, escala com tamanho da rede

kc ∼ N
1

γ−1 , logo, o limiar vai a zero no limite termodinâmico em ambos os casos. Note

que este resultado é diferente do encontrado, anteriormente, na aproximação HMF, em

que tínhamos um limiar finito, para γ > 3.

No processo de contato, a equação para a dinâmica da densidade de infectados

é dada por
dρi
dt

= −ρi + λ(1− ρi)
∑

j

Aij

kj
ρj. (3.13)
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Realizando uma análise de estabilidade linear em torno da solução ρi = 0, somos

conduzidos a seguinte jacobiana

Jij = −δij + λ
Aij

kj
(3.14)

assim nosso problema é determinar o maior autovalor da matriz de elemento Lij =

Aij/kj que é positiva satisfazendo a condição de aplicação do teorema Perron-Frobenius.

Logo, o maior autovalor de Lij é ΛL
max = 1, com autovetor associado vj = kj. No PC

o limiar epidêmico obtido novamente é λc = 1.

Até o momento, acompanhamos a previsão dos limiares para o PC e para o

SIS, pelas teorias de campo médio homogêneo, HMF e QMF. Observamos que o limiar

epidêmico previsto para o PC em todas as aproximações é o mesmo. Para o SIS, isto

não ocorre e nas aproximações HMF e QMF, o limiar depende das características da

rede. Fazendo uma análise do comportamento das previsões do limiar em redes com

distribuição de grau P (k) ∼ k−γ no limite termodinâmico, verificamos que na região

2 < γ < 5/2, tanto a teoria HMF quanto a QMF, tem seu comportamento dado por

〈k〉/〈k2〉. Como o segundo momento diverge nesta faixa de γ enquanto 〈k〉 é finito,

temos um limiar nulo. Para 5/2 < γ < 3, 〈k〉 continua finito enquanto 〈k2〉 diverge

com k3−γ
c o que leva a λc ∼ kγ−3

c pela teoria HMF. Enquanto para o caso QMF,

nesta mesma faixa de valores de γ λc ∼ 1/
√
kc. Portanto, ambas teorias preveem um

desaparecimento do limiar, mas com escalas diferentes em relação ao tamanho da rede.

Isto fica, ainda, mais claro considerando por exemplo o caso de uma rede gerada com

o modelo UCM, em que kc = N1/2, como veremos adiante no capítulo 3, secção 4.2.

Neste contexto temos λHMF
c ∼ N (γ−3)/2 enquanto λQMF

c ∼ N−1/4. Quando γ > 3 esta

comparação se torna ainda mais interessante, já que nesta faixa de valores de γ, 〈k2〉
é finito, assim o limiar é finito pela teoria HMF, enquanto ele continua desaparecendo

pela teoria QMF, com λc ∼ N−1/2(γ−1).
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3.1.4 Aproximação de Pares: Teoria QMFP

Como resolver este impasse entre as previsões HMF e QMF? Podemos propor

melhorias as teorias existentes. Uma destas melhorias a ser incluída as teorias de campo

médio HMF e QMF é a consideração das correlações dinâmicas, o que pode ser feito

através da aproximação de pares. Para entendê-la melhor, aplicamos a aproximação de

campo médio QMF de pares, Pair Quenched Mean Field (PQMF), ao modelo SIS como

apresentado em [49]. Destacamos que os resultados aqui apresentados para o cálculo do

limiar do grafo estrela, serão utilizados nos estudos apresentados no capítulo 5, seção

5.3.

Temos a seguinte equação dinâmica

dρi
dt

= −ρi + λ
∑

j

Aijφij (3.15)

em que φij (veja tabela 3.1) representa a interação entre os vértices i e j, que tem como

equação dinâmica

dφij

dt
= −φij − λφij + ψij + λ

∑

l ∈ ν(j)

l 6= i

[0i0j1l]− λ
∑

l ∈ ν(i)

l 6= j

[1l0i1j] (3.16)

com as somas sendo realizadas nas respectivas vizinhanças dos sítios j e i. O termo

[0i0j1l] representa a probabilidade de que na vizinhança de um vértice j suscetível,

tenhamos um vértice i suscetível e um vértice l infectado. Já [1l0i1j] simboliza a

probabilidade de encontrarmos na vizinhança de um vértice i suscetível, os vértices l e

Tabela 3.1: Notação na PQMF

símbolo probabilidade de um vértice de grau i estar
[1i] = ρi infectado.
[0i] = 1− ρi suscetível.
[0i1j] = φij suscetível conectado a um vértice j infectado.
[1i0j] = φij infectado conectado a um vértice j suscetível.
[1i1j] = ψij infectado conectado a um vértice j infectado.
[0i0j] = ωij suscetível conectado a um vértice j suscetível.
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j infectados. Expandindo os termos que aparecem na Eq.(3.16) a partir da aproximação

de pares padrão [50,51]

[AiBjCl] ≈
[AiBj][BjCl]

[Bj]
(3.17)

produzindo os resultados

[0i0j1l] ≈
[0i0j][0j1l]

[0j]
=

ωijφjl

(1− ρj)
(3.18)

[1l0i1j] ≈
[1l0i][0i1j]

[0i]
=

φilφij

(1− ρi)
(3.19)

nos possibilitando escrever a equação da dinâmica de φij , ao utilizarmos as relações

de clausura na tabela 3.2, da seguinte forma

dφij(t)

dt
= −φij(2 + λ) + ρk′ +

∑

l

ωijφjl

(1− ρj)
(Ajl − δjl)− λ

∑

l

φijφil

(1− ρi)
(Ail − δil) (3.20)

que ao realizarmos uma análise de estabilidade linear em torno do ponto fixo

ρi = φij = 0, na aproximação quase-estática produz

φij ≈
(2 + λ)ρj − λρi

2 + 2λ
(3.21)

tal resultado ao ser substituído na Eq.(3.15), nos leva a Jacobiana

Jij = −
(

1 +
λ2ki
2λ+ 2

)

δij +
λ(2 + λ)

2(λ+ 1)
Aij (3.22)

então o problema se reduz a determinar o maior autovalor da matriz Jacobiana acima.

Como exemplo, consideremos o caso especial em que temos um grafo estrela no qual

Tabela 3.2: Relações de clausura

ψij + φij = ρj ψij + φij = ρi
ωij + φij = 1− ρi ωij + φij = 1− ρj
ψij = ψji;ωij = ωji φij = φji

i = 0 é o centro conectado a i = 1, 2, ..., N , folhas. A matriz de adjacência desse grafo

estrela é A0i = Ai0 = 1, para i = 1, 2, ..., N e Aij = 0, caso contrário. Os elementos da
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diagonal da matriz jacobiana são

Jii = 1− λ

2λ+ 2
[(N − 1)δi0 + 1] (3.23)

enquanto para i 6= j

Jij = −λ(2 + λ)

2λ+ 2
(δ0i + δ0j) (3.24)

Ao aplicarmos a equação de autovalor Jv=Λv

−
(

1 +
λN2

2λ+ 2

)

v0 +
λ(2 + λ)

2λ+ 2

N∑

j=1

vj = Λv0, i = 0 (3.25)

λ(2 + λ)

2λ+ 2
vo −

(

1 +
λ2

2λ+ 2

)

vi = Λvi, i = 1, 2, ..., N (3.26)

isolando vi na Eq.(3.26) e substituindo na Eq.(3.25), obtemos dois autovalores

diferentes. Tomando o maior deles e verificando onde ele se anula, obtemos

λc =

√
2N − 1 + 1

N − 1
⋍

√

2

N
(3.27)

As curvas na Fig. 3.3 mostram um excelente acordo entre o limiar previsto

pela teoria PQMF para um grafo estrela e as simulações. A teoria QMF apresenta o

mesmo comportamento para o limiar λc ∼ 1/
√
N [19,52], não capturando o prefator.

Este resultado será revisitado na seção 5.3, em que iremos compará-lo com o limiar

em uma estrela modificada. O resultado anterior levanta a questão: será mesmo a

aproximação de pares o caminho? A resposta é que ela não é capaz de resolver o

impasse entre as teorias HMF e QMF aplicadas ao SIS, em redes livres de escala, mas

ao contrário, confirmou o desaparecimento do limiar epidêmico para qualquer faixa

de γ [49] no limite termodinâmico. Então, a solução seria propor outras abordagens.

Um resultado matemático apresentado em [27], demonstra rigorosamente que o limiar

epidêmico é nulo para grafos aleatórios com distribuição de grau em lei de potência no

limite termodinâmico.

O possível desaparecimento do limiar leva a outras perguntas: Qual seria o me-
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Figura 3.3: Suscetibilidade (definição na seção 4.3) em função da taxa de infecção para o
grafo estrela para diferente tamanhos. Na figura interna é apresentado o limiar obtido em
função do tamanho encontrados a partir dos picos da suscetibilidade (λp) e previsto pelas
teorias PQMF e QMF.

canismo responsável por sustentar a epidemia? O mecanismo que sustenta a epidemia

para γ < 2/5 seria a formação de um núcleo responsável por disseminar a epidemia,

enquanto para γ > 5/2 a epidemia seria sustentada por hubs presentes na rede [21].

Na referência [22], a partir de uma decomposição espectral tendo como base os

autovetores da matriz de adjacência, foi encontrado que ρi ∼ vi na teoria QMF, em

que vi é o autovetor principal da matriz de adjacência. Foi mostrado que o autovetor

é localizado para γ > 5/2 e para γ < 5/2 o autovetor é não localizado. A densidade de

infectados é finita para λ > λQMF
c , para γ < 5/2 mas é localizado para γ > 5/2. Em

outras palavras, o sistema está ativo, mas somente nos hubs e em suas vizinhanças,

não constituindo um estado endêmico verdadeiro.

Outro tipo de abordagem foi proposta em [23], baseando-se no tempo de vida

da atividade em um hub, τ(k, λ), que depende de λ e do seu grau. Quando hubs

estão diretamente conectados a epidemia poderia ser transmitida entre eles, assim

acima de λQMF
c a rede seria capaz de sustentar a epidemia, mas quando hubs não estão

diretamente conectados a epidemia estaria confinada a domínios da rede, o que levaria a

necessidade de atingirmos um valor de λ, suficientemente, grande para que a epidemia

não fosse mais localizada, tendo uma fase endêmica verdadeira. Nesta abordagem
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para γ < 3 temos o desaparecimento do limiar enquanto para γ > 3, teríamos um

limiar finito. A hipótese dos hubs estarem diretamente conectados é um fator essencial

para esta proposta. Logo, uma maneira de testá-la foi proposta. Por que não estimar o

tempo de vida de uma estrela e compará-lo ao tempo que ela levaria para infectar outra

estrela separada por uma distância d? Esta é a proposta da teoria BCPS (Boguñá,

Castellano, Pastor-Satorras) [24], que será estudada na seção seguinte.

3.2 A teoria BCPS

Nós propomos uma discussão incluindo a difusão que poderá ser simples ou pre-

ferencial à dinâmica SIS, verificando seus efeitos sobre o limiar. Para esta investigação

utilizaremos as ferramentas aqui apresentadas.

Vamos estimar o tempo de vida da epidemia em um hub aproximando-o por

uma estrela. Utilizaremos a proposta apresentada em [17], que é uma generalização

da teoria BCPS [24]. Consideraremos uma dinâmica SIS aproximada. A dinâmica da

  t=0   t=1/μ   t=2/μ

Figura 3.4: Ciclo da dinâmica SIS em uma estrela.

cura será um processo discreto, tal que a cada passo de tempo t = 1/µ, que define

nossa unidade de tempo básica, os indivíduos que estavam infectados no passo de

tempo anterior na estrela serão curados. A infecção é um processo contínuo que ocorre

de acordo com uma distribuição de Poisson, assim a densidade de probabilidade de

infecção em cada conexão durante o tempo t = 1/µ é ρλ(t) = λ exp(−λt), em que λ

é a taxa de infecção. No tempo t0 = 0, o centro da estrela está infectado enquanto

as folhas estão suscetíveis, como apresentada na Fig. 5.6. Depois de decorrido um
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passo de tempo t1 = 1/µ, o centro se tornará suscetível, mas ele também pode ter

infectado suas folhas, atingindo uma configuração como a apresentada no segundo

passo da Fig. 5.6. A partir da densidade de probabilidade de infecção, podemos

calcular a probabilidade de infectarmos cada folha durante este intervalo que é dada por

q =

∫ 1
µ

0

ρλ(t)dt = 1− exp

(−λ
µ

)

≈ λ/µ, (3.28)

para λ/µ << 1. Considerando que a estrela tem N = k + 1 vértices, em que k é

o grau do centro, a probabilidade de termos n vértices infectados em t = 1/µ é dada por

P (n|k) =
(
k

n

)

qn(1− q)k−n (3.29)

Novamente, após a dinâmica ter decorrido mais um passo de tempo, atin-

gindo t2 = 2/µ, desejamos determinar a probabilidade de que o sistema tenha

voltado a sua configuração inicial. Para que isso ocorra, devemos ter que pelo

menos uma das folhas infectadas tenha conseguido retransmitir a infecção para o

centro. A probabilidade com que a folha infecta o centro, é a mesma com que o

centro infecta a folha, sendo dada pela Eq.(3.28). Logo a probabilidade de que

não se tenha sucesso é dada por (1 − q). Então a probabilidade de que um destes

n vértices infectados reinfecte o centro, (isto pode ocorrer mais de uma vez) é dada por:

Pc =
k∑

n=1

[1− (1− q)n]P (n|k) =
k∑

n=1

[1− (1− q)n]

(
n

k

)

qn(1− q)k−n (3.30)

note que a probabilidade P (n|k) aparece na Eq.(3.30), devido ao terceiro estar sujeito

ao segundo passo. Isto também reflete no somatório que é iniciado de 1, já que se n = 0,

não teríamos nenhum vértice infectado e a dinâmica teria sido finalizada no segundo

passo de tempo. Resolvendo o somatório acima, encontramos Pc = 1− exp(−kλ2/µ2),

no limite λ/µ << 1. Para finalizarmos a estimativa do tempo de vida de uma estrela,

consideramos a probabilidade que a dinâmica sobreviva S realizações do processo dado

pelos três passos anteriores é PS = P S−1
c (1− Pc), assim o tempo de vida médio é dado
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por

τk =
2

µ
〈S〉 = 2

µ

∞∑

S=1

SP S−1
c (1− Pc) =

2

µ

1

1− Pc

=
2

µ
exp

(

k
λ2

µ2

)

(3.31)

este resultado mostra que o tempo de vida cresce exponencialmente com o aumento da

estrela.

Agora determinaremos o tempo que um hub de grau k leva para infectar outro

hub de grau k′ separado por uma distância d. Para isso consideraremos que um hub

funciona como uma fonte de epidemia, mantendo o vértice a sua esquerda sempre

infectado, que pode ser justificado pois 〈τ〉 → ∞ para k >> µ2

λ2 como indicado na

Fig. 3.5. Então um novo surto epidêmico é iniciado em i = 1 a cada 1/λ unidades de

k'  k 

Fonte Alvo

d-1d-21 d

Figura 3.5: Estrela infectada separada por uma distância d de uma estrela suscetível.

tempo. Consideramos rotas epidêmicas onde os vértices sempre transmitem a infecção

para seu vizinho a direita antes de se tornar suscetível. Assim a probabilidade de

transmissão da epidemia em cada aresta é q = λ/(λ + µ). A probabilidade de que a

infecção partindo de i = 1 alcance o hub em d, é dada por qd−1, consequentemente a

taxa de transmissão é λkk′ = λqd−1. Para uma rede aleatória não correlacionada com

N vértices, a distância média entre os vértices de grau k e k′ é [53]

d = 1 +
ln(N〈k〉/kk′)

lnκ
(3.32)

em que κ = 〈k2〉/〈k〉 − 1, o que resulta em um tempo de infecção

τkk′ =
1

λkk′
=

1

λ

(

N〈k〉
kk′

)b(λ)

(3.33)

com b = ln(1 + µ/λ)/ lnκ. O tempo de infecção τkk′ , estimado acima é uma cota

superior para o tempo de infecção real. Isto decorre de estarmos desprezando outras
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rotas possíveis para sairmos da fonte e chegarmos ao alvo, subestimando a taxa λkk′ e,

consequentemente, superestimando o tempo τkk′ . Ao compararmos os tempos τkk′ e τk,

vemos que o tempo que uma estrela permanece realizando seu ciclo interno cresce muito

mais rápido com o seu tamanho do que o tempo necessário para que uma estrela ative

outra. Isto permite concluirmos que os hubs são capazes de infectar uns aos outros e

sustentar a epidemia na rede, o que leva a um limiar epidêmico nulo [24].
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Capítulo 4

Modelagem computacional

Em meio a um surto epidêmico, como definir se uma política pública de saúde

é eficiente? A necessidade de uma resposta ágil muitas vezes é inviável, via processos

experimentais, e observação do comportamento de um paciente. Um exemplo recente

disso foram os surtos epidêmicos de ebola e H1N5, que tiveram políticas públicas estu-

dadas a partir de modelos computacionais [29,30]. A América latina passa, atualmente,

por um surto de Zika vírus e dengue, porque não utilizar tal ferramenta para definir

estratégias de combate a tais doenças, antes mesmo de aplicá-las? Outro tipo de dinâ-

mica que vem sendo estudado via simulações, é a de espalhamento de vírus em telefones

celulares [43], seu entendimento pode prover ferramentas de prevenção mais eficientes.

Destacamos a importância de um trabalho em conjunto da modelagem computacional

e outros centros de informação. Uma das chaves para o bom funcionamento de um

modelo computacional é a determinação dos parâmetros utilizados. No caso de epide-

mias, a manutenção de um banco de dados atualizado para estabelecer taxas de infeção

e de cura pelos órgãos de saúde pública são essenciais para o sucesso da aplicação da

modelagem. Entretanto, modelos simplificados incluindo separadamente mecanismos

específicos permitem o entendimento mais profundo dos fenômenos relevantes para a

disseminação da epidemia.

Em geral, os modelos epidêmicos incluindo o processo de difusão são comuns

no contexto de metapopulações [31–33], como visto na secção 2.2. Aqui adotaremos

um processo de difusão um pouco diferente em que um vértice é ocupado por apenas
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4 Modelos epidêmicos

um elemento. A implementação do modelo SIS, computacionalmente, se dará fazendo

adaptações nas estratégias apresentadas em [19,20] devido a presença da difusão. A

existência de um estado absorvente, (todos os vértices suscetíveis), é um problema que

pode ser contornado utilizando por exemplo o método do lifespan proposto por [24].

Este método consiste em contabilizar o tempo de vida médio de uma amostra em função

da taxa de infeção, partindo da condição inicial de apenas um indivíduo infectado, um

exemplo de sua aplicação pode ser visto em [54]. Este método é, computacionalmente,

ineficiente, principalmente, nas regiões vizinhas e acima do ponto crítico. Nesta disser-

tação, adotamos o método quase-estacionário [34], principalmente, pela sua eficiência.

Sua proposta é apresentada a seguir.

4.1 O método quasi-estacionário

Sistemas com estados absorventes no limite de tamanho infinito podem apresen-

tar uma probabilidade não nula de no estado estacionário serem encontrados em uma

fase ativa. Mas os sistemas que somos capazes de simular computacionalmente, apesar

de grandes, acabam visitando o estado absorvente. Para estudarmos estes problemas

a distribuição quase-estacionária (QS) é uma ferramenta poderosa. Esta distribuição

recebe este nome, pois o único estado estacionário real, para sistema finitos, é o estado

absorvente, e iremos construí-la a partir de uma média de realizações do sistema que

não atingiram o estado absorvente. Um método eficiente para obter numericamente a

distribuição QS foi proposto em [34]. Aqui seguiremos seus passos.

10 2 3 4 n n+1

Figura 4.1: Caminhada com estado absorvente unidimensional.

Como ilustração do método, consideremos uma caminhada aleatória unidimensi-

onal (ou processo de um passo [55]) com estado absorvente em x = 0, como apresentado

na figura 4.1. O caminhante dá passos discretos de comprimento unitário, partindo de

uma posição inicial x0 6= 0. A probabilidade de encontrar o caminhante no instante t
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em xt = n, é denotada por pn(t). A equação mestra para o processo é dada por

dpn(t)

dt
=
∑

m

wn,mpm(t)−
∑

m

wm,npn(t), (4.1)

em que wn,m representa a taxa de transição da posição do caminhante de m para n.

A probabilidade de encontrarmos o caminhante fora do estado absorvente é

dada por

Ps(t) =
∑

n≥1

pn(t) = 1− p0. (4.2)

No limite de t→ ∞, definimos a distribuição quase-estacionária como

P n = lim
t→∞

pn(t)

Ps(t)
(n ≥ 1). (4.3)

e P 0 = 0, pois estamos considerando somente as caminhadas que não visitaram o

estado absorvente. Da Eq.(4.3), P n está devidamente normalizada para n 6= 1.

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4

P w P w P w
1 2 30 0 0

P w
04

Figura 4.2: Representação esquemática do funcionamento do método quasi-estacionário.

Vamos propor uma caminhada modificada de tal forma que a distribuição

estacionária referente a ela seja equivalente a distribuição quase-estacionária da

caminhada original. Para isso, estabelecemos que a nova caminhada ao passar pelo

ponto x = 0, será direcionada a uma posição x, anteriormente visitada, de acordo com

o seu peso na caminhada, como mostra a figura 4.2. Esta nova caminhada apresenta

a seguinte equação dinâmica
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dqn
dt

=
∑

m 6=n

wn,mqm(t)−
∑

m 6=n

wm,nqn(t) +
∑

m

w0,mqm(t); n 6= 1 (4.4)

que não é uma equação mestra por não ser um processo markoviano. O último termo

na Eq.(4.4) equivale a uma redistribuição da probabilidade da caminhada ficar presa no

estado absorvente entre os demais estados, proporcionalmente, a probabilidade de ocor-

rência dos estados não absorventes. Desta forma, podemos mostrar que a distribuição

estacionária, solução da Eq.(4.4) no estado estacionário, é equivalente a distribuição

quase-estacionária da Eq.(4.1), pois a caminhada modificada possui a mesma dinâmica

da caminhada original para n > 0. A caminhada aleatória com estado absorvente é um

processo Markoviano de tempo contínuo Xt, que assume os valores n = 0, 1, 2, ..., K,

sendo n = 0 um estado absorvente. Nos processos Markovianos com estas caracte-

rísticas, o método proposto pode ser aplicado para determinar a distribuição quase-

estacionária de Xt.

O procedimento realizado nas simulações computacionais segue a trilha

anterior. Simulamos o processo original que contêm o estado absorvente. Uma

lista é utilizada para armazenar configurações do passado do sistema, podendo uma

configuração da lista ser trocada pela atual com probabilidade predt, em que pre é

um parâmetro. Ao visitar o estado absorvente, uma das configurações da lista é

recuperada aleatoriamente, e a dinâmica é retomada a partir dela. Após um tempo de

relaxação trel, computamos a contribuição de cada uma das configurações excluindo

o estado absorvente para a distribuição QS, adicionando a ela o passo de tempo dt

que representa o peso da configuração. Uma grandeza de interesse que é possível

determinar a partir da probabilidade QS é o tempo de duração da dinâmica antes que

ela vá para o estado absorvente (lifespan). Considerando a possível existência de um

estado absorvente, vemos que taxa de transição do sistema para ele, seria dada pela

taxa de transição 1 → 0. A Eq.(4.3) nos permite escrever p1 = P 1Ps, enquanto da

Eq.(4.2) extraímos a relação dp0/dt = −dPs, que ao ser substituída na Eq.(4.1) produz

dPs

dt
= −P 1Ps. (4.5)
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Desta maneira o lifespan é dado pelo tempo característico τ = 1/P (1).

4.2 O modelo de rede UCM

Para construir redes aleatórias não correlacionadas com P (k) ∼ k−γ, sem que

a rede apresente múltiplas e autoconexões, teremos que realizar algumas restrições

ao maior grau que um vértice pode apresentar, o grau de corte kc. Como definido

por Dorogovtsev et al [56], kc é o valor do grau para qual acima dele não esperamos

encontrar mais do que alguns vértices na rede, então

N

∫ ∞

kc

P (k)dk ∼ 1 (4.6)

que para uma rede em que P (k) ∼ k−γ, obtêm-se

kc ∼ N1/(γ−1) (4.7)

conhecido como grau de corte natural. A existência do corte natural impossibi-

lita a construção de uma rede não correlacionada sem múltiplas e autoconexões,

Figura 4.3: Representação geométrica de
rkk′ , no plano k′ × k, extraída de [57].

devido a esta imposição restringir a aleato-

riedade das conexões. Para contornar este

problema foi proposto em [57] um grau de

corte estrutural ks, tal que ks ∼ N
1
2 . Para

averiguar este resultado vamos seguir os pas-

sos proposto na referência [57]. Inicialmente,

definimos a razão rkk′ , entre o número de

arestas entre vértices de grau k e k′ dados

pelos elementos de matriz Ekk′ definida na

Eq.(2.8), e o valor máximo permitido para

um elemento Ekk′ , representado por mkk′ .

Portanto,
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rkk′ =
Ekk′

mkk′
, (4.8)

sendo rkk′ ≤ 1 por construção. Permitindo múltiplas conexõesmkk′ = min{kNk, k
′Nk′},

pois todas as arestas saindo de vértices de grau k ou de grau k′ podem ser conectadas

somente entre estes dois tipos de vértices, sendo limitados somente pela quantidade

de cada um dos tipos de vértice. Mas, ao incluirmos o vínculo de impedir arestas

múltiplas, o número de combinações possíveis entre o número de vértices de grau k

e k′, dado por NkNk′ , passa a ser outro fator capaz de limitar a forma de arranjar

as arestas, fazendo com que mkk′ = min{kNk, k
′Nk′ , NkNk′}. Da Eq.(2.12), podemos

escrever Ekk′ = N〈k〉P (k, k′), finalmente

rkk′ =
N〈k〉P (k, k′)

min{kNk, k′Nk′ , NkNk′}
(4.9)

Na Fig. 4.3, temos as regiões em que rkk′ < 1 e rkk′ > 1 separadas pela fronteira em

que rkk′ = 1, no plano k − k′. Definimos o grau de corte estrutural ks, como sendo o

grau que delimita a maior região quadrada em que rkk′ ≤ 1, ou seja

rksks = 1. (4.10)

Para uma rede não correlacionada temos que

P (k, k′) =
kk′P (k)P (k′)

〈k〉2 (4.11)

mas, ainda precisamos determinar o valor de mkk′ . Observe que para valores de k e k′

pequenos Nk e Nk′ são grandes, enquanto para valores de k e k′ grandes, temos uma

quantidade pequena de vértices com estes graus, e assim Nk e Nk′ possuem valores

pequenos. Logo, para valores grandes de k e k′, regime de nosso interesse, os produtos

kNk e k′Nk′ são maiores do que NkNk′ , então mkk′ = NkNk′ . Substituindo mkk′ e o

resultado da Eq.(4.11) na Eq.(4.9), e utilizando a definição de P (k), temos

rkk′ =
kk′

〈k〉N (4.12)
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assim para k = k′ = ks, temos para o grau de corte estrutural

ks = (〈k〉N)
1
2 (4.13)

independente da distribuição de grau. Destacamos que para uma rede com distribuição

de grau P (k) ∼ k−γ, quando γ > 3 o corte estrutural é maior que o corte natural sendo

equivalentes par N → ∞. Enquanto para γ < 3, o corte natural é maior que o

corte estrutural sendo necessário a adoção do último para obtenção de uma rede não

correlacionada.
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Figura 4.4: (a) Distribuição de graus; (b) coeficiente de cluster em função do grau; (c)
grau médio dos vizinhos em função do grau, obtidos utilizando o modelo UCM. Adotamos
N = 106.

Para criarmos as redes não correlacionadas, seguimos o algoritmo proposto

em [39]. Geramos o grau de cada vértice obedecendo a distribuição de grau desejada,

neste caso P (k) ∼ k−γ, sendo que para γ < 3 os valores possíveis para o grau,

são limitados pelo grau de corte estrutural ks = N
1
2 . Realizamos as conexões das

arestas de forma aleatória, evitando as múltiplas e autoconexões, obtendo a lista de

adjacência. Podemos verificar que as redes obtidas são não correlacionadas medindo

o coeficiente de cluster e o grau médio dos vizinhos em função do grau, como mostra

a Fig. 4.4. Estas funções devem ser constantes para redes não correlacionadas como

demonstrado na seção 2.1.
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4.3 Implementação da dinâmica SIS com difusão

Para implementarmos a dinâmica SIS, utilizando o método quasi-estacionário,

precisamos definir algumas estratégias. Para que tenhamos uma simulação otimizada,

nos concentramos nos vértices infectados e nas arestas que emanam deles. Para isso,

temos uma lista em que armazenamos quais os vértices estão infectados, que pode ser,

facilmente, manipulada. Ao ocorrer cura, o último vértice na lista passa a ocupar a

posição que era ocupada pelo vértice que foi curado na lista, diminuindo o número de

infectados (Ninf) em uma unidade e atualizando o número de arestas (Ne) que emanam

do sítio infectado. Enquanto, no processo de infecção, atualizamos Ninf , Ne e o novo

vértice infectado é adicionado ao final da lista. Neste trabalho temos um processo

adicional que é o de difusão. Ele não altera o tamanho da lista, mas ao ocorrer a troca

de posição da infecção na rede, a lista é atualizada trocando também o vértice na lista.

Para o modelo proposto aqui, adaptamos a estratégia apresentada em [19], para

incluir o processo de difusão. A cada passo de tempo, tentamos realizar um dos três

processos, cura, infecção e difusão. Com probabilidade

Pcura =
Ninf

(1 + d)Ninf + λNe

, (4.14)

um vértice infectado escolhido aleatoriamente torna-se suscetível. Enquanto que com

probabilidade

Pinf =
λNe

(1 + d)Ninf + λNe

, (4.15)

um vértice infectado é escolhido aleatoriamente e é aceito com probabilidade pro-

porcional ao seu grau. Então escolhemos um dos seus vizinhos aleatoriamente,

tornando-o infectado (se ele estiver suscetível). Já com probabilidade complementar,

Pdif = 1−Pcura −Pinf , um dos vértices infectados é escolhido aleatoriamente. O prová-

vel destino da epidemia está sujeito ao tipo de difusão implementado. Para a difusão

simples, um dos vizinhos desse vértice é escolhido com igual chance, já para a difusão

preferencial o destino mais provável será o vértice com o maior grau na vizinhança do

vértice infectado. Após a escolha, a troca da posição da epidemia é realizada. Nos dois
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4 Modelos epidêmicos

últimos processos, mesmo que não tenhamos sucesso, devido ao vértice escolhido para

receber a epidemia já estar infectado, não deixamos de atualizar a passagem de tempo.

Então, com o Ne e o Ninf atualizados, incrementamos o tempo em

dt =
1

(1 + d)Ni + λNe

(4.16)

Esta implementação nos permite computar a probabilidade quase-estacionária, e
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Figura 4.5: Suscetibilidade χ, em função da taxa de infeção λ, para o modelo SIS com
diferentes tamanhos de rede e γ = 2.75.

utilizá-la para medir as grandezas de interesse. Uma das medidas que realizamos é

a suscetibilidade modificada [19], utilizada para determinar o limiar epidêmico em re-

des complexas. Ela é dada por

χ = N
〈ρ2〉 − 〈ρ〉2

〈ρ〉 (4.17)

em que 〈ρ〉, 〈ρ2〉 são os valores médios da densidade de infectados e da densidade de

infectados quadrática, respectivamente. A figura 4.5 mostra exemplo de curvas da

suscetibilidade em função da taxa de infecção λ em que a posição do máximo da curva,

corresponde ao limiar epidêmico.
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Capítulo 5

Mobilidade aplicada ao modelo

epidêmico SIS

A inclusão da mobilidade a modelos epidêmicos é necessária para torná-los mais

realísticos, já que os hospedeiros de um vírus ou bactéria se movem. As pessoas in-

fectadas pelo ebola e pelo vírus H1N5 podiam difundir pela rede de aeroportos mun-

dial [29,30] os vírus de celular que podem ser transmitidos por Bluetooth ou wireless [43]

percorrem todos os locais onde seus proprietários estiveram.O modelo aqui proposto

para a inclusão de mobilidade ao SIS, considera que cada vértice da rede é ocupado

apenas por uma partícula. Consideraremos a difusão simples, em que o indivíduo in-

fectado se move de forma aleatória dentro de sua vizinhança e uma difusão preferencial

na direção de vértices com maior grau, favorecendo o fluxo da infecção na direção dos

hubs.

5.1 Mobilidade simples

Consideremos a difusão simples que ocorre de modo aleatório com mesma pro-

babilidade entre os vizinhos de um sítio infectado i de grau ki. Logo, a taxa de difusão

do vértice i para j assume a forma:

Dij =
d

ki
. (5.1)
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidêmico SIS

Vamos aplicar a aproximação de campo médio heterogênea (HMF) em que con-

sideramos os estados de dois vértices independentes, tal que:

[0k, 1k′ ] ≈ [0k][1k′ ] = (1− ρk)ρk′ . (5.2)

A equação para a dinâmica da densidade de vértices de grau k infectados é

dρk
dt

= −ρk − dρk
∑

k′

P (k′ | k)(1− ρk′) + dk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)
k′

ρk′ + λk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′

(5.3)

em que os dois primeiros termos, à direita da igualdade, representam a cura espontânea

de vértices de grau k e a difusão do agente infectado para vértices de graus k′, respec-

tivamente. Enquanto, o terceiro e o quarto termos representam, respectivamente, o

aumento de ρk pela difusão do agente infectado para vértices de grau k e pela infecção

deles por seus vizinhos de grau k′.

Podemos fazer uma linearização em torno do ponto fixo ρk = 0 que reduz a

Eq.(5.3) a

dρk
dt

=
∑

k′

Jkk′ρk′ , (5.4)

em que identificamos a matriz Jacobiana

Jkk′ = −(1 + d)δkk′ +

(

λ+
d

k′

)

kP (k′ | k). (5.5)

O limiar epidêmico será determinado ao encontrarmos o maior autovalor da matriz

Jacobiana. Para isso, definimos a matriz

Ckk′ =

(

λ+
d

k′

)

kP (k′ | k). (5.6)

Considerando que a rede é não correlacionada, temos que Ckk′ é positiva e um de seus

autovetores é uk = k > 0, com autovalor associado

Λ1 = λ〈k2〉/〈k〉+ d. (5.7)
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidêmico SIS

O teorema Perron-Frobenius nos garante que este autovalor é único e é o maior. Logo,

o limiar epidêmico é

λc =
〈k〉
〈k2〉 . (5.8)

Portanto, o limiar epidêmico previsto pela teoria HMF para redes não correlacionadas

não é afetado pela difusão simples. Para 2 < γ < 3 o limiar se anula, enquanto ele

é finito para γ > 3, no limite termodinâmico. Este resultado pode ser visto como

uma consequência da difusão não alterar o número total de partículas infectadas e

suscetíveis, dentro de uma aproximação de um vértice. Em uma aproximação de pares

a dependência com d aparece, mas o resultado qualitativo não muda. A aproximação

não permitiu obtermos uma expressão fechada como na Eq.(5.8) e a diagonalização

da matriz Jacobiana foi feita, numericamente. Por esse motivo, optamos por não

apresentar os resultados. No limite de coeficientes de difusão infinito é esperado que

a rede quenched passe a se comportar como uma rede annealed, levando ao limiar

previsto pela teoria HMF. Na rede quenched os elementos da matriz de adjacência

são fixos, em relação ao tempo característico da dinâmica (τd). Enquanto isso, a rede

annealead muda, constantemente, sua estrutura com um tempo característico τr tal

que, τr << τd. Isto faz com que apenas P (k) e P (k | k′) sejam mantidos [47]. Assim,

no limite de d→ ∞, um agente infeccioso trocaria de posição na rede várias vezes antes

de realizar o processo de infecção ou cura, tornando relevantes somente as grandezas

P (k) e P (k | k′), justificando a analogia com uma rede annealead.

Vamos aplicar também a aproximação QMF. Temos a seguinte equação para a

probabilidade que o vértice i esteja infectado

dρi
dt

= −ρi − dρi
∑

j

Aij

ki
(1− ρj) + d(1− ρi)

∑

j

Aij

kj
ρj + λ(1− ρi)

∑

j

Aijρj . (5.9)

Novamente ρi = 0 é uma solução da Eq.(5.9). A análise de estabilidade linear em

torno deste ponto fixo fornece a Jacobiana:

Jij = −(1 + d)δij +

(

λ+
d

kj

)

Aij. (5.10)

O limiar epidêmico é obtido quando o maior autovalor da matriz Jacobiana se anula.
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidêmico SIS

Não obtivemos uma expressão analítica, portanto, o maior autovalor foi calculado,

numericamente, utilizando o método da potência [6] juntamente com o método da

bisseção.

Foram feitas simulações computacionais do modelo proposto para diferentes

faixas de γ e d, comparando-os com os resultados previstos pelas teorias HMF e QMF.

Iniciaremos nossa análise para redes sem escala com γ = 2.25 e γ = 2.75.

5.2 Análise para γ = 2.25 e γ = 2.75
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Figura 5.1: Limiar epidêmico em função do coeficiente de difusão para N = 107, (a) γ = 2.25
e (b) γ = 2.75. Em ambas as inserções temos a suscetibilidade em função da taxa de infecção
para alguns dos valores de d estudados.

As simulações realizadas mostram que para γ = 2.25 e γ = 2.75, o limiar

epidêmico em função do coeficiente de difusão, λc(d), para um tamanho fixo (N = 107),

Fig. 5.1, apresenta um comportamento que é bem descrito, qualitativamente, pela

teoria QMF, podendo ser dividido em regiões. Para valores de coeficiente de difusão

baixos o espalhamento da epidemia na rede é favorecido, existindo um ponto onde

ocorre o menor limiar epidêmico. O aumento do coeficiente de difusão reduz a eficiência

deste processo, levando o limiar a se aproximar de um valor constante, cada vez mais

próximo daquele previsto pela teoria HMF. Este comportamento também pode ser

verificado no deslocamento do máximo da curva da suscetibilidade em função de λ,

mostrada nas inserções da Fig. 5.1.
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Figura 5.2: Análise de tamanho finito do limiar epidêmico para γ = 2.25 para d = 0 e
d = 30.

Para γ = 2.25, as simulações e as previsões teóricas, HMF e QMF, apresentam

uma boa concordância. Ambos preveem o desaparecimento do limiar com, pratica-

mente, 〈k〉/〈k2〉, independente da difusão. A Fig. 5.2 mostra dois casos extremos,

d = 0 e d = 30, apresentando uma pequena diferença que diminui a medida que o

tamanho do sistema aumenta. No caso γ = 2.75, temos que as previsões QMF, apre-

sentam uma dependência com o coeficiente de difusão, Fig. 5.3 (a). Para coeficientes

de difusão baixos, o comportamento do limiar com o tamanho se aproxima daquele

previsto pela teoria QMF para a dinâmica SIS, dado por λc ∼ 1/
√
kc = N−0.25. Lem-

brando que estamos considerando que a rede foi gerada com o modelo UCM em que

kc ∼ N1/2, seção 4.2. Vemos que este comportamento para o limiar em função do

tamanho é, exatamente, obtido quando d = 2.5. Para valores grandes de d é apresen-

tada uma redução no expoente com que λc escala com o tamanho da rede em relação

àquele obtido no SIS. Existe uma tendência do limiar previsto pela teoria QMF de se

aproximar daquele previsto pela HMF neste limite. Isto pode ser verificado na curva

para qual d = 30. Comportamento análogo é obtido via simulação, como mostra a Fig.

5.3 (b). Este resultado para a análise de tamanho finito assim como o resultado para a

curva λ(d), para N fixo, podem ser, qualitativamente, entendidos da seguinte maneira.

Para difusão baixa favorecemos a ocupação dos hubs já que conforme discutido na se-
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Figura 5.3: (a) Previsão teórica para o limiar obtidas pelas aproximações HMF e QMF para
diferentes valores de d e (b) análise de tamanho finito para diferentes valores de coeficiente
de difusão obtidos via simulação, com γ = 2.75. A curva em que λ ∼ N−0.25, representa o
comportamento previsto para o SIS (d = 0) pela teoria QMF.

ção 2.2 a difusão favorece os vértices com grau maior, consequentemente favorecendo a

disseminação da epidemia. Entretanto, se a difusão é muito alta, indivíduos infectados

ficam pouco tempo nos hubs perdendo portanto sua capacidade de infectar. Isto ficará

ainda mais claro no estudo da previsão QMF para o limiar e na análise do tempo de

vida médio da dinâmica para a estrela modificada, proposta a seguir, visando também

esclarecer os resultados para γ = 3.5 em uma rede com ausência de um corte rígido.

5.3 O grafo estrela modificado

5.3.1 Teoria QMF

Consideremos um grafo estrela em que o centro i = 0, possui i = 1, 2, ..., N

folhas, sendo assim seu grau é kc = N . A fim de entender o que ocorre na dinâmica

SIS com difusão simples, consideraremos uma aproximação em que as folhas possuem

um grau, k0, igual ao grau médio, k0 = 〈k〉. Esta escolha para o grau das folhas é jus-

tificada pelo fato de que a maioria dos vértices de uma rede aleatória com distribuição

de grau com P (k) ∼ kγ apresenta grau próximo ao valor do grau médio. A pre-

sença destas arestas corresponde a uma taxa de difusão para o centro, dada por d/〈k〉.
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Figura 5.4: Estrela modificada
em relação a difusão nas folhas.

Além disso, não permitimos outro tipo de interação

da estrela com o exterior, assim partículas externas

não podem difundir para ou infectar folhas da estrela.

Este arranjo permite utilizar a matriz de adjacência de

um grafo estrela convencional, em que A0j = Ai0 = 1,

para i, j 6= 0, e 0 caso contrário, alterando a taxa

de cura nas folhas. Desta maneira, temos a seguinte

equação para a densidade de infectados no vértice

i

dρi
dt

= −ρi − (1− δi0)d

(

1− 1

〈k〉

)

ρi
︸ ︷︷ ︸

fluxo para fora das estrelas

− d

ki
ρi
∑

j

Aij(1− ρj) + d(1− ρi)
∑

j

Aij

kj
ρj

+λ(1− ρi)
∑

j

Aijρj, (5.11)

onde ρi = 0 é uma solução para esta equação. Fazendo uma análise de estabilidade

linear em torno deste ponto, obtemos a seguinte matriz Jacobiana

Jij = −(1 + d)δij +

(

λ+
d

kj

)

Aij (5.12)

que pode ser reescrita da seguinte maneira

Jii = −(1 + d) , se i = j

J0j = λ+ d/〈k〉, se i 6= j

Ji0 = λ+ d/N , se i 6= j

(5.13)

usando o resultado acima, vamos calcular os autovalores da matriz jacobiana. Da

equação de autovalor,
∑

j Jijvj = Λvi, temos

− (1 + d)v0 + (λ+ d/〈k〉)
k=N∑

j=1

vj = Λv0, se i = 0 (5.14)

− (1 + d)vi + (λ+ d/N)v0 = Λvi, se i 6= 0. (5.15)
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Isolando vi na Eq.(5.14) e substituindo na Eq.(5.15), obtemos

− (1 + d) +

(

λ+
d

〈k〉

)
Nλ+ d

Λ + (1 + d)
= Λ (5.16)

que com alguma manipulação algébrica, resulta no maior autovalor de Jij abaixo

Λ = −(1 + d) +
1

√

〈k〉
√

(λ〈k〉+ d)(λN + d). (5.17)

Determinando onde ele se anula, estabelecemos:

λc =
1

2〈k〉N

{

− d(N + 〈k〉) +
√

d2(〈k〉+N)2 + 4N〈k〉(〈k〉(1 + d)2 − d2)

}

(5.18)

ao tomarmos d = 0 na Eq.(5.18), recuperamos o comportamento do limar epidê-

mico para o SIS, λc ∼ 1/
√
N . Considerando o caso em que N >> 〈k〉 e d >> 1 obtemos

λc ∼ − d

2〈k〉 +
d

2〈k〉

[

1 +

(

4〈k〉(〈k〉 − 1)

N

)] 1
2

, (5.19)

que pode ser expandida em série. Desprezando os termos de ordem superior em 1/N ,

λc ∼
d

N
. (5.20)

A presença da difusão é capaz de alterar o limiar epidêmico, levando a um decaimento

mais rápido do que aquele observado para o SIS. Atribuímos isto ao fato de que no

processo de difusão simples a probabilidade de encontrar um caminhante em um vértice

é proporcional ao seu grau, o que facilitaria a difusão da infecção para o centro da

estrela, facilitando que ela fique ativa.

Ao compararmos os resultados obtidos nas simulações computacionais em uma

estrela com as previsões via aproximações de campo médio QMF, para todos os valores

de d estudados, foi constatado um bom acordo entre elas, diferindo apenas no fator

multiplicado encontrado. Esta diferença poderia vir a ser captada caso utilizássemos

por exemplo uma aproximação de pares para realizar os cálculos. A curva da susceti-

bilidade em função da taxa de infecção para valores tais que d 6= 0, não apresenta um
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Figura 5.5: Na figura principal apresentamos a curva da suscetibilidade em função da taxa
de infecção, enquanto na figura inserida, temos o limiar em função do tamanho da rede para
o grafo estrela, para (a) d = 0 e (b) d = 10. Adotamos 〈k〉 = 3.

crescimento do valor da suscetibilidade para tamanhos diferentes de rede indicando que

não temos uma transição de fase, mas apenas uma passagem do estado inativo para o

ativo. Na dinâmica SIS convencional, temos que o centro da estrela infecta algumas

folhas e torna-se curado. Durante um intervalo de tempo, ele permanece nesse estado

e ao ser infectado novamente provoca um novo surto da epidemia infectando as folhas.

Isto provoca flutuações na densidade de infectados. A presença da difusão encurta

o tempo que o centro da estrela fica suscetível, reduzindo a ocorrência de surtos na

estrela e, consequentemente, diminuindo as flutuações da densidade de infectados, o

que justificaria esse resultado.

Com a finalidade de concluir nossos estudos sobre o grafo estrela, vamos reali-

zar uma abordagem baseada na generalização da teoria BCPS [24] proposta em [17],

verificando se a difusão altera o tempo de vida das estrelas e a comunicação entre elas,

tendo como consequência o mecanismo de ativação por hubs ou uma ativação global,

como responsável por sustentar a epidemia na rede.

5.3.2 Teoria BCPS incluindo difusão simples

Para determinarmos o tempo de vida de uma estrela na dinâmica SIS incluindo

difusão, novamente, vamos considerar uma estrela um pouco modificada. As folhas

passam a ter grau igual a 〈k〉, o que permitirá a epidemia escapar da estrela a partir do
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processo de difusão, por estas arestas. Além do processo de cura espontânea que ocorre

com taxa µ, o processo de difusão também poderá exercer este papel. Portanto, teremos

uma taxa efetiva de cura total dada por µ+ d e um passo de tempo t = 1/(µ+ d). O

   t =0
0

t =1/( +d)1 t =2/( +d)2

Figura 5.6: Representação esquemática do ciclo de vida de uma estrela, em nossa dinâmica
aproximada de passos discretos contendo a difusão.

processo de infecção que ocorre com taxa λ, também poderá ser realizado pela difusão

com taxa d/k′, em que k′ é o grau do vértice infectado. A densidade de probabilidade

de infecção é dada por

ρλ(t) = (λ+ d/k′) exp[−(λ+ d/k′)t]. (5.21)

Partiremos da condição inicial, em que apenas o centro da estrela está infectado

como mostra a Fig. 5.6, para t0. Após um passo de tempo t = 1/(µ + d), o centro se

tornará suscetível, podendo ter infectado suas folhas. A probabilidade de infectarmos

cada folha durante este intervalo de tempo é

qc =

∫ 1
µ+d

0

ρλ(t)dt = 1− exp

(

− λ+ d/k

µ+ d

)

≈ λ+ d/k

µ+ d
, (5.22)

para (λ+ d/k)/(µ+ d) << 1, em que k é o grau do centro da estrela. A probabilidade

de termos n vértices infectados na estrela é dada por

P (n|k) =
(
k

n

)

qnc (1− qc)
k−n. (5.23)

No instante t = 2/(µ+d), determinamos a probabilidade de que o sistema tenha
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voltado a sua configuração inicial. Para que isso ocorra, pelo menos uma das folhas

infectadas tem que conseguir retransmitir a infecção para o centro. A probabilidade

com que uma folha infecta o centro é

ql =

∫ 1
µ+d

0

ρλ(t)dt = 1− exp

(

− λ+ d/〈k〉
µ+ d

)

≈ λ+ d/〈k〉
µ+ d

, (5.24)

para (λ + d/〈k〉)/(µ + d) << 1. Destacamos o aparecimento do fator d/〈k〉, devido

a essa ser a parcela correspondente a difusão para o centro no grafo modificado. A

probabilidade de que o centro não seja infectado por uma folha é dada por (1 − ql).

Se temos n folhas infectadas a probabilidade total de que o centro não seja infectado

por uma folha é (1 − ql)
n. Como os eventos de infecção ou não do centro são

complementares, e a reinfecção do centro está sujeita a existência de folhas infectadas,

a probabilidade de que pelo menos um destes n vértices infectados reinfecte o centro é

dada por

Pciclo =
k∑

n=1

[1− (1− ql)
n]P (n|k) =

k∑

n=1

[1− (1− ql)
n]

(
n

k

)

qnc (1− qc)
k−n. (5.25)

A série binomial

(x+ y)k =
k∑

n=0

(
k

n

)

xk−nyn, (5.26)

nos permite reescrever a Eq.(5.25) da seguinte maneira

Pciclo = 1− [1− qlqc]
k = 1− exp[k ln(1− qlqc)]. (5.27)

Como ql e qc são duas probabilidades, assumimos que qlqc << 1. Isto nos permite

expandir a função logaritmo acima, tendo como resultado

Pciclo = 1− 1

A0

exp

[

− kλ

(µ+ d)2

(

λ+
d

〈k〉

)]

, (5.28)

em que
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A0 = exp

[

λd+ d2/〈k〉
(µ+ d)2

]

(5.29)

é um fator constante e finito para quaisquer valores de d e λ. A dinâmica sobrevive

a S realizações do ciclo, dado pelos passos anteriores, com uma probabilidade PS =

P S−1
ciclo (1− Pciclo). Assim, o tempo de vida médio é dado por

〈τ〉 = 2

µ+ d
〈S〉 = 2

µ+ d

∞∑

S=1

SP S−1
ciclo (1− Pciclo) (5.30)

portanto

〈τ〉 = 2

(µ+ d)
A0 exp

[

kλ

(µ+ d)2

(

λ+
d

〈k〉

)]

(5.31)

mostrando que o tempo de vida cresce, exponencialmente, com o aumento do tamanho

da estrela.

Consideremos os limites da Eq.(5.31):

• Para d = 0, recuperamos os resultados apresentados na seção 3.2,

〈τ〉 ∼ exp

(

kλ2

µ2

)

→ λc ∼
1√
k

(5.32)

ou seja, para λ & λc o tempo de vida é muito grande.

• Para d >> µ >> λ, podemos aproximar os termos λ + d/〈k〉 ≈ d/〈k〉 e µ +

d ≈ d, que ao considerarmos onde o argumento da exponencial possui um valor

significativo, obtemos:

〈τ〉 ∼ exp

(

kλ

d〈k〉

)

→ λc ∼
d

k
. (5.33)

Desta forma recuperamos o resultado obtido a partir das teoria QMF, para o

limiar na estrela modificada.

• Para d, k grandes mas a razão d/k finita, podemos realizar as mesmas aproxima-

ções anteriores, levando ao mesmo λc, que neste contexto é um valor constante.
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Consequentemente 〈τ〉 ∼ 1/d.

Ao compararmos os resultados para d = 0 e d 6= 0 mantendo λ fixo, a difusão

pode introduzir um prolongamento (redução) da fase inativa dos hubs para valores altos

(baixos) de d. O tempo de vida médio em função do tamanho da estrela, representa

(a) (b)

Figura 5.7: Deslocamento da fase ativa dos hubs na presença de difusão para (a) difusão
baixa e (b) difusão alta. Linhas pontilhadas representam a dinâmica SIS sem difusão e as
sólidas com difusão.

bem este comportamento. Para d < 1/λ, Fig. 5.7 (a), estrelas de tamanho menores

que se encontravam inativas na dinâmica SIS passam a estar ativas o que proveria uma

redução do limiar. Enquanto para d > 1/λ, Fig. 5.7 (b), vemos um deslocamento da

curva indicando que estrelas que se encontravam ativas no SIS, não se apresentam mais

ativas, aumentando o limiar epidêmico. Esta mudança de comportamento para valores

de d pequenos e grandes, nos sugere a existência de um coeficiente de difusão ótimo

para o espalhamento da epidemia.

k'  k 

Fonte Alvo

1 2 3 SS-1S-2

Figura 5.8: Representação da propagação da epidemia de um hub infectado (fonte) para um
hub suscetível (alvo) em nossa aproximação.

Para determinaremos o tempo necessário para que a epidemia partindo de um

hub de grau k, alcance um hub de grau k′, a uma distância s, consideramos que o vértice

a esquerda do hub funciona como fonte da epidemia, sempre estando infectado. O
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tempo em que um novo surto epidêmico é iniciado em i = 1 é igual a 1/λ. Consideramos

rotas epidêmicas nas quais os vértices sempre transmitem a infecção para seu vizinho

à direita, por simplicidade, o que também pode ocorrer agora através do processo de

difusão. Assumimos que os vértices ao longo das rotas possuem grau igual ao grau

médio da rede, isto nos leva a seguinte probabilidade de transmissão da epidemia em

cada aresta

qdif = (λ+ d/〈k〉)/(λ+ µ+ d). (5.34)

A taxa de transmissão da epidemia de um hub para outro passa a ser λkk′ = λqs−1
dif , em

que s é a distância entre as estrelas de grau k e k′. Ao tomarmos o resultado em [53]

para distância entre dois vértices em uma rede aleatória, apresentado na Eq.(3.32),

obtemos o tempo de infecção

τkk′ =
1

λkk′
=

1

λ

(
N〈k〉
kk′

)b(λ,d)

, (5.35)

em que

b(λ, d) =

ln

(

λ+µ+d
λ+d/〈k〉

)

lnκ
. (5.36)

Note que τkk′ fornece uma cota superior para o tempo de infecção pois estamos des-

prezando todas as rotas epidêmicas exceto uma.

Façamos uma análise do comportamento de τkk′ em redes com distribuição de

grau P (k) ∼ k−γ. Para d = 0, recuperamos o resultado obtido para o SIS na seção

3.2, para qualquer valor de γ. Tomando γ < 3, temos que κ ∼ k3−γ
c . Considerando

k = k′ = kc = N
1
2 , devido ao modelo UCM e levando este resultado na Eq.(5.36)

e na Eq.(5.35), obtemos um tempo de infecção finito. O tempo de vida médio dos

hubs é divergente, logo o mecanismo de reinfecção de um hub irá funcionar levando

ao desaparecimento do limiar epidêmico na dinâmica SIS com difusão nesta faixa de

γ. Para γ > 3, encontramos um crescimento do tempo de infecção mútuo de forma

algébrica. O expoente permanece como uma função do coeficiente de difusão, sendo

que para d = 0 recuperamos o comportamento observado no SIS. Para d >> µ >> λ,

temos b(λ, d) = ln〈k〉
lnκ

, que depende apenas das propriedades da rede.
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Para os casos apresentados, o crescimento do tempo de infecção mútuo ainda

é mais lento do que o crescimento exponencial apresentado pelo tempo de vida médio

da estrela, sendo assim, o limiar será controlado pela dinâmica nos hubs, levando a um

limiar nulo. Existe uma exceção para o caso em que d e k são muito grandes e sua

razão é finita. Neste caso, temos que 〈τ〉 decresce com aumento de d, mas τkk′ continua

sendo um crescimento em lei de potência, o que nos permite concluir que uma estrela

se torna inativa antes de se comunicar com outra, inibindo o mecanismo de ativação

por hubs, levando a um limiar finito em acordo com a teoria HMF.
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Figura 5.9: (a)Tempo de infecção de vértice de grau k′ em uma rede com N = 105 vértices
onde a epidemia começa em um vértice de grau k = 102, que nunca é curado. A linha sólida
representa o valor teórico da Eq.(5.35). Em (b), temos o tempo de vida médio da dinâmica
SIS em um grafo estrela com k folhas para λ = 0.05, µ = 1 e diferentes valores de d. Os
símbolos representam o resultado obtido via simulação da dinâmica no grafo estrela, enquanto
as linhas sólidas são os resultados obtidos via integração da Equação Mestra para o sistema.

A Fig. 5.9 (a) apresenta uma simulação em que foi estimado o tempo de infecção

de vértices de variados graus sendo encontrado uma lei de potência para todos os

valores de d estudados, concordando com as previsões feitas acima. O tempo de vida

da dinâmica SIS no grafo estrela também foi computado via simulação da dinâmica

na estrela e pela integração da equação mestra (veja Apêndice A), Fig. 5.9 (b), sendo

obtido um crescimento exponencial para os valores de d investigados. Vemos que a

divergência das curvas são deslocadas com o aumento de d concordando com a teoria,

como mostrado na Fig. 5.10 em que a inclinação da reta obtida a partir da curva

ln〈τ〉× k, aumenta para valores pequenos d, enquanto diminui para valores grandes de

d. Este resultado se assemelha ao obtido para as curvas λ(d) com N fixo, apresentados

60



5 Mobilidade aplicada ao modelo epidêmico SIS
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Figura 5.10: Inverso da inclinação da reta obtida a partir da curva 〈τ〉(k) apresentada na
Fig. 5.9(b), em função do coeficiente de difusão.

nas Figs. 5.1 e 5.12.

5.4 Análise para γ = 3.5

Iniciamos nossa análise destacando a ocorrência de múltiplas transições [20],

como mostra a Fig. 5.12 (a). Isso introduz a necessidade de adotarmos um critério para

determinarmos qual dos picos da suscetibilidade utilizarmos durante nossas análises.

Aqui adotaremos aquele correspondente ao ponto onde o lifespan calculado através do

método quase-estacionário, como apresentado na seção 4.1, diverge.
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5
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lifespan

Figura 5.11: A curva em preto representa a suscetibilidade já a curva em vermelho o lifespan.
Os parâmetro adotados foram d = 10 e N = 105.

Ao aumentarmos a difusão alguns picos de suscetibilidade deixam de ser obser-
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vados, como mostra a Fig. 5.12 (a). Se os valores de d são, suficientemente, grandes

passamos a observar apenas um pico na curva de suscetibilidade indicando que múl-

tiplas transições podem deixar de ocorrer. A justificativa para isso se dá através do

resultado mostrado na Fig. 5.7 (b). O alto valor de d desloca o tamanho necessário para

que uma estrela se encontre na fase ativa, fazendo com que estrelas menores ativas,

anteriormente, passem a estar inativas. Consequentemente, as transições correspon-

dentes a elas deixam de ocorrer, levando ao desaparecimento das múltiplas transições

para d, suficientemente, grandes.
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Figura 5.12: (a) Suscetibilidade e (b) limiar em função do coeficiente de difusão para N =
107 e γ = 3.5.

Na curva de λ(d) para o tamanho N = 107 apresentada na Fig. 5.12 (b),

identificamos regiões com comportamentos distintos. Para valores baixos de d, há um

deslocamento do limiar para valores menores do que o obtido na dinâmica SIS sem

difusão. Enquanto, para valores grandes de d, observamos um deslocamento do limiar

para valores acima daquele encontrado para o SIS sem difusão. Este comportamento é,

qualitativamente, capturado pela aproximação QMF, que apresenta as mesmas regiões.

A existência dessas regiões corresponde à análise da Fig. 5.7, obtida pela estimativa do

tempo de vida médio da dinâmica SIS com difusão na estrela modificada. Para valores

baixos de d, os hubs menores que antes se encontravam inativos passam a estar em sua

fase ativa, parte (a) da Fig. 5.7, favorecendo o espalhamento da epidemia, reduzindo o

limiar. Já para d maiores, observamos um deslocamento do limiar para valores acima

do encontrado para o SIS sem difusão, correspondendo a Fig. 5.7 (b), onde os hubs que
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antes estavam ativos passam a estar inativos, dificultando o espalhamento da epidemia,

deslocando o limiar para valores maiores. Poderia inclusive ser alcançado o limiar finito

previsto pela teoria HMF nestas redes, para d suficientemente grandes. Neste regime,

a difusão seria tão intensa que a estrutura da rede passaria a ser irrelevante, levando o

sistema a se comportar como uma rede annealed.

Na Fig. 5.13(a), apresentamos os resultados para o limiar QMF obtidos a partir

da determinação do autovalor da Jacobiana Eq.(5.10), juntamente, com a previsão

HMF. Vemos que a teoria QMF prevê o mesmo comportamento observado para a

estrela modificada. Para verificar isso consideremos o comportamento de uma estrela

de tamanho correspondente ao maior hub da rede. Na seção 4.2, vimos que o maior

grau possível para um vértice nesta rede é dado por kc ∼ N1/(γ−1) = N0.4 (para

γ = 3.5), que ao ser combinado com o resultado na Eq.(5.20) leva a λc ∼ N−0.4,

que corresponde ao comportamento de todos os valores de d 6= 0 estudados. Já para
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Figura 5.13: Em (a) temos as previsões da teoria QMF, para diferentes valores de d e a
previsão da teoria HMF. A análise de tamanho finito para diferentes coeficientes de difusão
com γ = 3.5 (b), obtidos via simulação. A curva em que λc ∼ 1/kc = N−0.4 corresponde
ao limiar para o maior hub da rede previsto no estudo da dinâmica da estrela modificada,
enquanto a curva λc ∼ N−0.2 corresponde a previsão para o SIS na ausência de difusão.

d = 0, temos λc ∼ 1/
√
kc = N−0.2. Logo, a teoria QMF indica que a presença da

difusão na dinâmica SIS favorece o espalhamento da epidemia juntamente com um

desaparecimento do limiar para qualquer valor de d . A análise de tamanho finito

apresentada na Fig. 5.13(b), não equivale a previsão da teoria QMF para os tamanhos

de rede investigados quando d 6= 0.
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Para d = 2.5 e d = 10, vemos que a inclinação dos últimos três pontos da curva

do limiar epidêmico em função do tamanho é mais acentuada do que para d = 0. Já

para d = 30, esta mesma inclinação se apresenta menor do que para d = 0. Apesar de

termos o desaparecimento do limiar para os valores de d apresentados, a disseminação

da epidemia não é favorecida pela presença da difusão para todos os valores de d nesta

faixa de tamanhos estudados, como preve a teoria QMF. Esta aparente discordância

é atribuída ao efeito de tamanho finito, já que como previsto na teoria BCPS para a

estrela modificada, os tamanhos que as estrelas devem ter para estar em seu estado

ativo devem ser cada vez maiores ao ser aumentado o coeficiente de difusão, implicando

na necessidade de tamanhos de rede maiores para que tenhamos tais estrelas. Em suma,

o comportamento é qualitativamente associado ao deslocamento da fase ativa de uma

estrela, sendo que para d pequeno, estrelas menores se encontram ativas facilitando

a difusão da epidemia, enquanto para valores elevados de d somente estrelas muito

grandes estão ativas, o que dificultaria o espalhamento da epidemia, aumentando o

limiar.

De uma forma geral, para γ = 2.25 verificamos uma independência do limiar

com a difusão, no limite termodinâmico, mantendo o valor previsto na teoria HMF.

Os resultados encontrados para γ = 2.75 e γ = 3.5, são, qualitativamente, justificados

pelo cálculo do tempo de vida médio da estrela modificada. A Fig. 5.7, retrata o

comportamento visto na curva λ(d) e na análise de tamanho finito, em que a difusão

baixa favorece o espalhamento da epidemia devido a hubs menores que se encontravam

inativos na ausência de difusão, se apresentarem ativos na presença dela. Enquanto

isso, para valores elevados de difusão o espalhamento da epidemia é prejudicado pela

inativação de hubs que se encontrariam ativos. Isto também justifica o desaparecimento

das múltiplas transições. Ressaltamos que estes resultados são válidos somente para

os tamanhos de rede estudados, já que a própria teoria utilizada para justificar tais

resultados, prevê efeitos de tamanho finito.
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5.5 Mobilidade preferencial

A equação para a dinâmica da densidade de infectados na aproximação QMF é

dρi
dt

= −ρi − ρi
∑

j

Aij(1− ρj)Dij + (1− ρi)
∑

j

AijρjDji + λ(1− ρi)
∑

j

Aijρj (5.37)

A mobilidade será dada nesta aproximação por

Dij =
dkj

∑

lAilkl
=

dkj
kiknn,i

. (5.38)

Dij representa a difusão de um agente infectado localizado no vértice i para um vértice

j em sua vizinhança. Ao escrever o termo de difusão desta forma, é favorecido o

deslocamento da epidemia em direção aos hubs. Além disso, o fator de normaliza-

ção no denominador garante que para um vértice i a difusão total,
∑

jǫν(i)Dij = d,

é constante e igual ao coeficiente de difusão. Desta maneira a Eq.(5.37), assume a forma

dρi
dt

= −ρi −
dρi

kiknn,i

∑

j

kjAij(1− ρkj ) + dki(1− ρi)
∑

j

Aij

kjknn,j
ρj + λ(1− ρi)

∑

j

Aijρj .

(5.39)

A linearização da Eq.(5.39), para o estudo nas vizinhanças da solução ρi = 0,

nos conduz a matriz Jacobiana

Jij = −(1 + d)δij +

(

dki
kjknn,j

+ λ

)

Aij. (5.40)

Na aproximação HMF a equação para dinâmica da densidade de sítios infectados, em

que consideramos um termo difusivo generalizado é

dρk
dt

= −ρk − ρkk
∑

k′

P (k′ | k)(1− ρk′)Dkk′ + k(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′Dk′k

+λk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′ . (5.41)

Este termo difusivo assume a seguinte forma,
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Dkk′ =
dk′

kknn(k)
(5.42)

sendo derivada da Eq.(5.38), mantendo a mobilidade preferencial na direção dos hubs

da rede. Substituindo a Eq.(5.42) na Eq.(5.41)

dρk
dt

= −ρk −
dρk

knn(k)

∑

k′

k′P (k′ | k)(1− ρk′) + dk2(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)
k′knn(k′)

ρk′

+λk(1− ρk)
∑

k′

P (k′ | k)ρk′ . (5.43)

Ao ser realizada a linearização em torno deste ponto ρk = 0 fixo, obtemos

dρk
dt

=
∑

k′

[

− (1 + d)δkk′ +

(

dk

k′knn(k′)
+ λ

)

kP (k′ | k)
]

ρk′ . (5.44)

Para uma rede não correlacionada, recuperamos os resultados apresentados na

seção 2.1, em que knn(k) = 〈k2〉/〈k〉 e P (k′ | k) = k′P (k′)/〈k〉, o que nos permite

escrever a Jacobiana:

Jkk′ = −(1 + d)δkk′ +
dk2P (k′)

〈k2〉 +
kk′P (k′)

〈k〉 λ. (5.45)

Portanto, em ambas as aproximações, nossa tarefa para estabelecermos o limiar

epidêmico é determinar o maior autovalor das respectivas matrizes Jacobina e onde

eles se anulam. Para isso utilizamos o método da potência, juntamente, com o método

da bisseção.

5.5.1 Resultados para γ = 2.25 e γ = 2.75

Os resultados das simulações apresentados nas curvas de preto das Figs. 5.14

(a) e (b), de λc(d), para N fixo, mostram que o limiar reduz seu valor, rapidamente,

para taxas de difusão baixa, se aproximando de um valor constante próximo de zero
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para valores altos de difusão. Este comportamento é capturado por ambas as teorias.

Relacionamos este resultado ao favorecimento da difusão para vértices com grau elevado
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Figura 5.14: Comportamento do limiar λ, em função de d para (a) γ = 2.25 e (b) γ = 2.75
, N = 107. Em ambas as curvas, vemos que o limiar decresce, rapidamente, se aproximando
de um valor constante próximo de zero.

ainda mais forte do que na difusão simples, como mostrado na seção 2.2, mantendo os

hubs sempre ativos, levando a queda brusca do limiar. Para difusão elevada este efeito

é tão intenso que todos os hubs da rede estariam infectados todo o tempo, levando a

um limiar muito próximo de zero para um tamanho fixo de rede.

A análise de tamanho finito mostra que a presença da difusão facilita a disse-

minação da epidemia em relação ao SIS (d = 0) para os valores de d e γ estudados.

Quando γ = 2.25, a difusão preferencial introduz uma mudança no comportamento do

limiar previsto pelas teorias de campo médio, Figs. 5.15 (a) e (b). Se d = 0, o limiar é

dado por 〈k〉/〈k2〉 em ambas as teorias, enquanto para d 6= 0 ele passa a se comportar

com 1/kc, com kc = N0.5 para a rede UCM. O mesmo acontece para γ = 2.75, Fig.

5.16 (a), em que para d = 0, a teoria HMF prevê um limiar dado por 〈k〉/〈k2〉 e a QMF

um limiar tal que λc ∼ 1/
√
kc = N−0.25, sendo observado λc ∼ N−0.5, para d 6= 0.

Este resultado pode ser justificado considerando o processo de difusão simples

em uma estrela convencional. Isto seria equivalente a mapearmos a difusão simples na

estrela modificada possuindo folhas de grau k0 na difusão somente para o centro, já

que a probabilidade da difusão para o centro da estrela é muito maior do que a difusão

para fora dela, no caso de difusão preferencial. Então, fazendo k0 = 1, na Eq.(5.18) e

tomando o limite em que k >> 1 e d >> 1, obtemos λc ∼ 1/k, em que k é o tamanho

67



5 Mobilidade aplicada ao modelo epidêmico SIS

(a)
10

3
10

4
10

5
10

6
10

7

N

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

λ
c

d=0 (<k>/<k
2
>)

d=2.5
d=10

~N
-0.5

(b)
10

3
10

4
10

5
10

6
10

7

N

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

λ
c

d=0 (<k>/<k
2
> )

d=2.5
d=10

~N
-0.5

(c)
10

3
10

4
10

5
10

6
10

7

N

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

λ
c

d=0 (<k>/<k
2
>)

d=2.5
d=10

~N
-0.5

Figura 5.15: Previsão das teorias (a) HMF e (b) QMF para o limiar epidêmico em função
tamanho para a difusão preferencial considerando γ = 2.25. (c) Análise de tamanho finito
para o limiar epidêmico realizada via simulações. A curva λc ∼ 1/kc = N−0.5, corresponde a
previsão para o limiar epidêmico em uma estrela para o SIS com difusão preferencial.

da estrela.

A suscetibilidade em função da taxa de infecção para diferentes tamanhos não

apresenta um crescimento significativo para γ = 2.75, Fig. 5.16 (a), indicando que não

temos uma transição de fase. Isso se deve a difusão eliminar os surtos provocados pelos

hubs na rede como discutido, anteriormente, mas com efeitos mais fortes na difusão

preferencial.

O comparativo entre as curvas da suscetibilidade em função da taxa de infecção

para a mesma rede, apresentado na Fig. 5.17 (a), mostram que o comportamento para a

difusão simples e a difusão preferencial são bastante distintos. Para γ = 2.25 vimos que

o limiar independe de d, na difusão simples tanto nas previsões HMF e QMF, prevendo

um desaparecimento do limiar, concordando bem com as simulações. Já para a difusão

preferencial mesmo para este valor de γ a difusão influencia as previsões HMF e QMF,
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Figura 5.16: Em (a) apresentamos a suscetibilidade em função da taxa de infecção, para
diferentes tamanhos de rede e em (b) análise de tamanho finito para o limiar epidêmico e
previsões HMF e QMF. Em ambas as curvas temos d = 10 e γ = 2.75 (outros valores de d
foram omitidos devido a apresentarem o mesmo comportamento).

produzindo um desaparecimento mais rápido do limiar, do que o observado na dinâmica

SIS sem a difusão. Quando γ = 2.75 a difusão simples introduz alterações sobre as

previsões QMF, mas sem alterar a HMF, enquanto na difusão preferencial ambas as

teorias são influenciadas pela difusão. Foi observado até mesmo um valor constante do

máximo da suscetibilidade para tamanhos diferentes indicando a ausência de transição

de fase. Além disso, o decaimento rápido do limiar paraN fixo, na curva λ(d) na difusão

preferencial, para ambos os valores de γ = 2.25 e 2.75, contrasta com o comportamento

observado na difusão simples em que temos uma redução suave do limiar seguida de

um crescimento para valores de d grandes como mostra a Fig. 5.17. Vemos que mesmo

para γ < 3 as diferenças entre os dois regimes difusivos são representativas.

5.5.2 Resultados para γ = 3.5

Para este valor de γ, observamos comportamentos, aparentemente, distintos

dos anteriores. A ausência do corte rígido permite que tenhamos vértices com um grau

muito maior do que o apresentado pelos demais vértices da rede, como mostra a Fig.

5.18(c). A difusão preferencial transforma estes hubs em atratores de agentes infec-

tados que passam por sua vizinhança. Então, ao aproximarmos os hubs por estrelas,

verificamos que a dinâmica SIS, que possui flutuações na densidade de infectados rela-

cionada a mudança de estado do centro, passaria a não apresentá-las, devido o centro
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ambas as curvas foram adotados N = 107 e γ = 2.75.

não alterar seu estado, destruindo a transição, como mostra a curva da suscetibilidade,

na Fig. 5.18 (a). Estes valores baixos para a suscetibilidade se repetem para todos

os tamanhos estudados. As curvas correspondentes a aquelas que apresentam vértices

com grau muito elevado sentem mais este efeito, como pode ser visto em uma análise

conjunto das Figs. 5.18 (a) e (c). Uma hipótese para as diferenças com os casos em que

γ < 3 pode ser a existência de um número grande de transições envolvendo epidemias

localizadas pois a ativação das estrelas variam muito rapidamente com o grau e, as-

sim, mesmo gaps pequenos na distribuição de graus gerariam ativações independentes

nos hubs. No caso de γ < 3, o modelo UCM não permite tais gaps devido ao corte

estrutural.

Ressaltamos a importância de mais investigações do modelo para esta faixa de

γ. Uma abordagem mais ampla, propondo uma aproximação para o tempo de vida de

uma estrela e a comunicação entre elas, além de um estudo em outros tipos de rede que

permitam um controle maior sobre os hubs, permitiriam conclusões mais consistentes

além de um aprofundamento das discussões.
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Figura 5.18: (a) Suscetibilidade em função da taxa de infecção, (b) A densidade de infectados
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Capítulo 6

Considerações finais

Nesta dissertação destacamos a presença de sistemas que podem ser represen-

tados e estudados no contexto de redes complexas. Fizemos uma revisão de algumas

propriedades utilizadas para caracterizar uma rede funcionando como ferramenta em

nossas análises. Destacamos a distribuição de grau, o coeficiente de cluster e o grau

médio de um vértice, que foram essenciais no estudo do modelo UCM que constituiu

a base para construção das redes aleatórias não correlacionadas usadas em nossos es-

tudos. Esta última propriedade ainda reapareceu em nossa proposta para o modelo

de difusão preferencial, sendo que resultados conhecidos sobre ela foram essenciais as

nossas aproximações de campo médio.

Uma revisão de modelos epidêmicos foi realizada dando foco ao modelo SIS que

é o objeto de investigação aqui. As teorias de campo médio ganharam um destaque

especial, devido ao seu papel como instrumento para determinar o limiar epidêmico.

Os resultados encontrados na literatura mostram que as abordagens HMF e QMF,

apresentam divergências. Estas divergências tornaram as discussões mais intensas,

sendo apresentadas propostas de refinamento das teorias de campo médio e um possível

efeito de localização da epidemia. Assim, perturbações da dinâmica SIS podem ajudar

no entendimento da robustez dos resultados e métodos teóricos conhecidos.

Propomos um modelo de dinâmica SIS incluindo processo de difusão que pode

ser simples ou preferencial, tratando o problema de forma analítica e computacional-

mente. Para esta última abordagem, devido o modelo SIS apresentar um estado absor-
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6 Considerações finais

vente foi necessário a introdução do método quase-estacionário, ferramenta poderosa

utilizada para este tipo de modelagem.

A aplicação da teoria HMF à dinâmica SIS com difusão simples levou a uma

independência do limiar em relação ao coeficiente de difusão d, assumindo o mesmo

valor encontrado para a dinâmica SIS sem difusão. Já a teoria QMF apresenta um

limiar que possui uma dependência com d, quando γ > 2.5, sendo que para γ > 3, ele

é tal que λc ∼ N−1/(γ−1) para todos os valores de d 6= 0. As simulações do modelo

mostraram que o limiar desaparece para γ < 3, apresentando um excelente acordo com

as previsões de ambas as teorias para γ < 2.5. Para 2.5 < γ < 3 a teoria QMF foi

capaz de captar o comportamento qualitativo, em que valores baixos de difusão favore-

cem o espalhamento epidêmico enquanto para valores elevados ele é dificultado. Para

γ > 3 os efeitos da difusão ficam mais evidentes. O limiar em função do coeficiente de

difusão para um tamanho fixo da rede mostrou que no regime de baixa difusão o limiar

epidêmico é reduzido, enquanto no regime de difusão alta ele aumenta podendo atingir

valores próximos do previsto pela teoria HMF, comportamento que é bem capturado

pela aproximação QMF. Na análise de tamanho finito este comportamento é confir-

mado, juntamente, com o desaparecimento do limiar para os valores de d estudados

contradizendo a teoria HMF que prevê um limiar finito. A teoria QMF, aparentemente,

não foi capaz de captar os resultados observados para a faixa de tamanhos estudados,

já que sua previsão de que a difusão sempre favorece a disseminação da epidemia não

foi averiguada. Este resultado é consequência do efeito de tamanho finito, já que a

própria teoria BCPS com difusão prevê que ao aumentarmos o valor de d, somente

hubs muito grandes estariam ativos demandando redes cada vez maiores para que eles

sejam observados. Um estudo do tempo de vida médio da estrela e do tempo necessário

para que elas infectem umas às outras, forneceram um embasamento para justificar os

comportamentos observados, já que encontramos que para d baixos, estrelas menores

que se encontravam inativas na dinâmica SIS, passam a estar ativas facilitando o espa-

lhamento da epidemia e, consequentemente, reduzindo o limiar. Para valores elevados

de d, estrelas que se encontravam ativas no SIS, passam a estar inativas dificultando o

espalhamento da epidemia, levando a um aumentando do limiar.
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O mecanismo de difusão preferencial possui um comportamento mais compli-

cado. Tanto para γ = 2.25 quando para γ = 2.75 o comportamento do limiar é

modificado pela difusão, sendo previsto pelas teorias HMF e QMF e observado nas

simulações λc ∼ 1/kc, correspondente ao limiar em um grafo estrela. sendo que para

γ = 2.75 perdemos a transição já que o máximo da suscetibilidade não cresce com o

aumento do tamanho da rede. Para γ = 3.5, vemos uma redução drástica do valor da

suscetibilidade, indicando que as flutuações são reduzidas, e não temos transição de

fase, assim como em γ = 2.75. Associamos este efeito a presença de hubs muito gran-

des que atrairiam a infecção para sua vizinhança e manteriam seus centros localmente

infectados.

Como perspectivas para este trabalho esperamos terminar nossas investigações

sobre a difusão preferencial quando γ > 3, propondo um estudo para a dinâmica

em uma estrela e aplicação do modelo em redes que permitam um maior controle no

aparecimento de hubs com grau muito elevado. Realizar a implementação da difusão

preferencial ao PC, já que neste modelo os expoentes críticos são bem conhecidos [15,16]

possibilitando a verificação de mudanças neles. Além de uma implementação da difusão

preferencial a dinâmica de metapopulações.
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Apêndice A

A.1 Equação mestra para o SIS com difusão simples

em um grafo estrela

A equação mestra para o modelo SIS com difusão simples aplicada a estrela

apresenta simetria, já que quais folhas estão infectadas não é relevante para o sistema.

Então as variáveis relevantes são o número de folhas infectadas (n) e o estado do centro

σ, que pode ser infectado (1) ou suscetível (0). Assim temos que a probabilidade de

uma configuração é representada por P (n, σ) . Logo temos as seguintes equações:

dP (n, 0)

dt
= βP (n, 1) + β(n+ 1)P (n+ 1, 0)− βnP (n, 0)− λnP (n, 0)− ndP (n, 0)+

d

k
P (n− 1, 1)(k − n+ 1) +

d(k0 − 1)

k0
(n+ 1)P (n+ 1, 0)

dP (n, 1)

dt
= −βP (n, 1)− βnP (n, 1) + β(n+ 1)P (n+ 1, 1) + λ(k − n+ 1)P (n− 1, 1)−

λ(k − n)P (n, 1) + λnP (n, 0)− (k − n)
d

k
P (n, 1) + (n+ 1)

d

k0
P (n+ 1, 0)−

d

k0
(k0 − 1)nP (n, 1),
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sujeitas as condições de contorno:

dP (0, 0)

dt
= β[P (0, 1) + P (1, 0)] +

d

k0
(k0 − 1)P (1, 0)

dP (0, 1)

dt
= β[P (1, 1)− P (0, 1)]− λkP (0, 1) +

d

k0
P (1, 0) +

d(k0 − 1)

k0
P (1, 1)− dP (0, 1)

dP (k, 0)

dt
= βP (k, 1)− kP (k, 0)− λkP (k, 0)− dkP (k, 0) +

d

k
P (k − 1, 1)

dP (k, 1)

dt
= −β(k + 1)P (k, 1) + λP (k − 1, 1) + λkP (k, 0)− d(k0 − 1)

k0
kP (k, 1).

A integração numérica foi realizada a partir do método Runge-Kutta de 4a

ordem, com o parâmetro dt = 10−4. Ao obtermos a distribuição P (n, σ), calculamos

a probabilidade de sobrevivência PS = 1 − P (0, 0). A partir dela podemos calcular

a distribuição quase-estacionário P . Integramos a equação mestra até obtermos uma

precisão para P da ordem de 10−5. Então calculamos o tempo de vida médio da

epidemia, proposto na Eq.(4.5)

τ =
1

P (0, 1) + P (1, 0)
. (A.1)

Desta maneira obtemos, a curva τ em função de k via integração numérica da equação

mestra.
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