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Resumo

SILVA, Diogo Henrique da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2016.
Efeito de mobilidade no limiar epidémico da dinamica SIS em redes livres
de escala. Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marcelo
Lobato Martins e Marcio Santos Rocha.

Neste trabalho foram realizados estudos analiticos e computacionais do modelo
Suscetivel-Infectado-Suscetivel (SIS) incluindo o processo de difusdo de agentes in-
fectados em redes complexas com distribui¢ao de grau em lei de poténcia, P(k) ~ k~7.
Consideramos casos em que a difusao é simples ou preferencial. No modelo, cada vér-
tice infectado da rede transmite a infeccao para um de seus vizinhos com uma taxa
constante A e torna-se espontaneamente suscetivel com uma taxa pu. O processo de
difusao simples corresponde a uma troca de um agente infectado localizado em um
vértice ¢ com um agente localizado em um vértice j escolhido, aleatoriamente, em sua
vizinhanga. Na difusao preferencial, esta troca ocorre, preferencialmente, com o vértice
de maior grau na vizinhanca do vértice contendo o agente infectado. A analise teérica
realizada com a aproximagcao de campo médio HMF (Heterogenous Mean Field) mostra
que para a difusao simples o limiar epidémico independe do coeficiente de difusao, d,
para qualquer valor de . Além disso, os resultados conhecidos para o SIS sao mantidos,
sendo que para v > 3 temos um limiar finito. A teoria QMF (Quenched Mean field)
prevé o mesmo comportamento da teoria HMF no limite termodinamico para v < 2.5.
Quando v > 2.5 a teoria QMF prevé que o limiar se anula no limite termodinamico.
O decaimento do limiar com tamanho da rede difere daquele previsto para o modelo
SIS na auséncia de difusao. As diferencas entre as previsoes HMF e QMF sao mais
evidentes quando mantemos o tamanho da rede fixo e variamos d. Nela observamos
uma redugao do valor do limiar epidémico para d baixo e um aumento para d elevado
na teoria QMF. Foi observado um bom acordo da teoria QMF com as simulacoes.
Também estendemos a teoria BCPS (Boguna, Castellano e Pastor-Satorras) ao modelo
incluindo difusao simples, considerando a dindmica em um hub aproximada por um
grafo estrela modificado. Ela nos fornece uma boa descrigao qualitativa dos resultados
obtidos. Na difusao preferencial temos um bom acordo entre as teorias HMF, QMF e
simulagoes sendo verificado que a difusao leva a um limiar correspondente ao de uma
estrela, para v < 3. Vimos que para v > 2.5, a transicao de fase é destruida devido
a auséncia de surtos epidémicos nos hub, eliminando as flutuacoes na densidade de
vértices infectados.
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Abstract

SILVA, Diogo Henrique da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, february of 2016.
Effects of mobility in the epidemic threshold of the SIS dynamics in scale-
free networks. Advisor: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-advisors: Marcelo
Lobato Martins and Marcio Santos Rocha.

In the present work, we performed simulations of the SIS model including mobility of
infected individuals on networks with a power law degree distribution, P(k) ~ k7.
We considered biased and standard diffusion. In the SIS model, an infected vertex
infects each neighbor with a constant rate A and spontaneously turns into susceptible
with a rate p. The standard diffusion process corresponds to exchange an infected
agent localized at a vertex ¢ with other agent localized at vertex j choosen randomly
among its neighbors. In the biased diffusion, the exchange is done preferentially to
vertices with larger degree. The theoretical analysis performed using the heterogenous
mean field (HMF) theory for a standard diffusion shows that the threshold does not
dependent on the diffusion coefficient, d, irrespective of the value of v. Therefore, the
results previously known for SIS are obtained including a finite threshold for v > 3. The
quenched mean field (QMF) theory exhibits the same behavior in the thermodynamic
limit for v < 2.5. When v > 2.5, QMF predicts a null threshold in the thermodynamic
limit. The scaling with size of the threshold vanishing is different from the SIS without
diffusion. The difference between HMF and QMF predictions is more evident for a fixed
network size and varying d. One can see a reduction of the threshold value for small d
and an increase for large d. Comparison between theoretical predictions and simulations
yields a better agreement with QMF theory. We applied the BCPS theory (Boguna,
Castellano e Pastor-Satorras) to our model with standard diffusion. We considered the
approximated hub dynamics on a modified star graph. It provides a good qualitative
description of the simulations. In biased diffusion, we have a good agreement between
HMF and QMF theories, for v < 3, predicting that diffusion enhances the epidemic
spreading with threshold corresponding to that of a star centered in the most connected
vertex of the network. For v > 2.5, we observed that the epidemics outbreaks are
absent, eliminating the fluctuation of the order parameter and leading to the absence
of a phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

Como organizar um grupo de amigos em uma estrutura que possibilite analisar
a relacao entre eles? A hierarquia na relacao presa-predador? Podemos construir redes
complexas. De uma forma geral, uma rede complexa é qualquer sistema que admite
uma representacao matematica abstrata, cujos vértices sao os elementos do sistema e as
arestas, conexao entre eles, representam a presenga de uma relagao ou interagao entre
esses elementos [1]. Redes complexas tém atraido muita atengao por facilitar a anélise
de varios sistemas, altamente, complexos com muitos elementos interagindo de forma
nao linear, tais como, a rede de citagoes de artigos cientificos [2-5], a teia alimentar [6]
¢ a Internet 78], entre muitos outros [6].

A caracterizagao dessas redes é realizada a partir da definicdo e medida de varias
grandezas, sendo apresentadas nesta dissertacao, aquelas esséncias ao entendimento de
nosso trabalho. O grau de conectividade de um vértice é o ntimero de conexoes reali-
zadas por um vértice. A distribuicdo de graus da rede é uma medida da ocorréncia de
vértices com um dado grau k na rede. O grau médio dos vizinhos de um vértice |7,9]
permite distinguir os tipos de mistura na rede. As misturas podem ser associativas,
quando vértices com mesmo grau estao conectados entre si ou dissociativas se vértices
de grau elevado estao conectados a vértices com grau pequeno e até mesmo nao correla-
cionadas, quando estes mecanismos competem entre si sem que haja um vencedor. Um
caminho é uma rota de arestas ligando dois vértices. Podem existir varios caminhos

ligando dois vértices mas, geralmente, sao de interesse aqueles em que a distancia é
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menor. A menor distancia média é a média da menor distancia entre todos os pares
de vértices da rede. Para a maioria das redes complexas aleatérias, a menor distancia
média cresce com log N significando que quaisquer dois pares de vértices na rede estao
separados por uma pequena distancia. Isto caracteriza o efeito de mundo pequeno [10].
O coeficiente de cluster, nos fornece a ideia de quao proximos os vizinhos de um vértice
estao |10J11], a partir da medida da quantidade de caminhos fechados formados por
trés vértices existentes na rede.

Tao importante quanto a caracterizacao das redes complexas, tornaram-se os
processos dinamicos tendo essas redes como substrato. Um problema de muito inte-
resse na fisica estatistica, a caminhada aleatoria, é um dos alvos de investigacao. Um
caminhante, neste tipo de rede, tem como destino mais provavel os vértices com maior
grau [12|. O entendimento dos mecanismos de difus@o nessas redes é essencial ja que
eles estao relacionados com os mecanismos de pesquisa de paginas na internet, como o
usado pelo Google [1]. Uma revisao das propriedades de rede seré apresentada na segao
enquanto o processo de difusao é estudado na segao O espalhamento de um
rumor ¢é outro processo de interesse, pois possibilita a realizacao de experimentos como
o apresentado em [13]. Estes experimentos mostram como as propriedades topologicas
dessas redes sao fatores determinantes para a dinamica. Outro processo dinamico de
interesse ¢ o espalhamento de epidemias. Dentre as varias modelagens para a disse-
minagao de uma epidemia em uma rede complexa destacamos o processo de contato
(PC) [14H16|, os modelos suscetivel-infectado-removido (SIR) [6], suscetivel-infectado-
removido-suscetivel (SIRS) [17], e aquele escolhido como alvo de nossos estudos, o
modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) [1§].

O modelo SIS vem sendo bastante estudado [19-24], pois apesar de sua aparente
simplicidade, os resultados relacionados a ele sao intrigantes. As abordagens de campo
médio propostas para o modelo, Heterogenous Mean Field, (HMF) [25,26] e Quenched
mean Field (QMF) [21], levam a limiares epidémicos bastante distintos em redes com
distribuigao de grau P(k) ~ k=7 , com 7 > 3 sendo finito de acordo com a abordagem
HMF |21] e nulo na abordagem QMF [21]. O aparecimento de multiplas transigoes

[20], além do papel dos hubs (vértices com grau de conectividade alto) na localidade
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[22,23] ou endemicidade epidémica [24,27] sdo questoes recentemente discutidas. Neste
contexto ocorreu a emergéncia da teoria BCPS (Boguné, Castellano e Pastor-Satorras)
[24]. Nela, um hub é aproximado por uma estrela e sdo computados o tempo de vida
que uma estrela permanece infectada e o tempo que uma estrela infectada leva para
infectar outra separada por uma distancia d. A comparagao entre estes tempos nos
permite concluir se o limiar é nulo ou finito, além da endemicidade. Nas secoes e
3.2 serao apresentados estes resultados de uma forma mais ampla, focando nas teorias
de campo médio e em outras abordagens que visam incluir mais caracteristicas do
sistema ao entendimento teérico do espalhamento epidémico para o modelo SIS.

A proposicao dessas modelagens tem como consequéncia a seguinte pergunta: é
possivel aplicé-las em casos de surtos epidémicos reais? A reposta é sim, e estas mo-
delagens vao além de epidemias. Recentemente, em [28| foi proposta uma modelagem
aplicando a dindmica SIS para entender a resposta do cérebro a estimulos. No campo
epidémico, os surtos de ebola [29] e do virus HIN5 [30] foram estudados a partir de
modelagens um pouco mais complexas, em que os individuos podem assumir outros
estados além de suscetivel e infectado. Abordagens analogas podem ser utilizadas para
estudar o atual surto de Zika virus e dengue que atinge toda a América, a fim de guiar
quais politicas publicas seriam mais eficientes para conter tal surto. No campo tecnolo-
gico, o crescente uso de smartphones, tablets, torna cada vez mais comum as epidemias
virtuais , que também poderiam ser alvo de estudo a partir destas modelagens.

Um dos fatores essenciais para o sucesso desses modelos no estudo de epidemias
reais ¢ a inclusao da difusao de elementos entre os vértices da rede. Isto torna possi-
vel o entendimento de como as epidemias, inicialmente, localizadas conseguem ter um
alcance tao grande. A introdugao da difusao a dindmica epidémica é realizada no con-
texto de metapopulagoes [31-33], em que cada vértice possui vérias particulas (modelo
bos6nico), e pode troca-las com seus vizinhos. Aqui propomos um modelo incluindo
difusdo a dindmica SIS, com uma tunica particula por vértice (modelo fermionico).

Nosso modelo sera abordado de duas maneiras: via simulagoes computacionais
e aplicagoes das teorias de campo médio e BCPS. As ferramentas utilizadas para imple-

mentagao computacional do modelo sao apresentadas no capitulo 4 no qual expomos o
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método quasi-estacionario [34] utilizado aqui como meio de contornar os possiveis pro-
blemas com o estado absorvente durante as simulacoes. No capitulo 5, apresentamos
e discutimos os resultados encontrados nas abordagens HMF e QMF para determi-
nacao do limiar para a nova dinamica. No caso da difusao simples, desenvolvemos
uma abordagem especialmente voltada ao grafo estrela, que é uma rede com um vér-
tice central conectado a outros k vértices. Também apresentamos no capitulo 5 as
simulagoes discutindo sua concordancia ou nao com as previsoes das teorias de campo
médio. Encerramos nosso trabalho, com um resumo de todos os resultados obtidos e

as perspectivas a cerca deles no capitulo 6.



Capitulo 2

Redes Complexas

2.1 Propriedades de rede

Alguns sistemas envolvem tamanha complexidade que parecem impossiveis de
serem estudados. Mas a escolha de uma boa ferramenta pode tornar possivel a extragao
de informagcao sobre este sistema. Entao, como representar relacoes complexas como as
interagoes proteina-proteina em um organismo [35], as relagoes sociais como a amizade
entre um grupo de individuos ou mesmo o trafego aéreo entre aeroportos mundiais
? Um caminho viavel passa pela representacao destes sistemas utilizando redes

complexas. Por exemplo na Fig. a) o estudo da interacao proteina-proteina da

(a) 2 (b)

Figura 2.1: Representacao esquematica utilizando redes complexas para a interagao
proteina-proteina da Saccharomyces cerevisiae [35]. (b) Ligacao aérea de passageiros nos
aeroportos brasileiro no ano de 2010. Fonte:IBGE (Mapa 1-Ligagoes aéreas de passageiros-
2010)
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Saccharomyces cerevisiae mostrou que as proteinas que interagem com um nimero
maior de proteinas sao essenciais. A auséncia destas proteinas poderia acarretar em
mutagoes e morte da célula [35]. Na Fig. [2.1(b) € representado o trafego aéreo brasileiro
centrado, principalmente, nas grande capitais da regiao sudeste. Nestes locais, em que o
fluxo de pessoas é maior, temos linhas com cores mais intensas. Naturalmente, algumas
perguntas emergem, imediatamente. Como caracterizar estas redes? Como elas se
formam? Como se comportam dinamicas tendo como substrato redes complexas? Bem,
vamos nos focar inicialmente nas duas primeira perguntas.

Consideremos um grupo de pessoas e a relagao de amizade entre elas, como mos-
tra a Fig. 2.3l As pessoas representam os elementos da rede, denominados vértices. A
existéncia da relacao de amizade entre duas pessoas participantes do sistema é repre-
sentada por uma aresta que as ligam. De uma forma geral, a existéncia de algum tipo
de interacao entre dois elementos da rede, os vértices, é representada por uma aresta.
Note que as arestas podem receber diferentes pe-
sos, sendo assim, arestas ponderadas. Por exem- (@)
plo, Pedro é o melhor amigo de Paulo, entao pode
ser atribuido a esta aresta um valor maior do que a @
aresta que representa a amizade entre Pedro e Ra-
fael, pois eles nao sao melhores amigos. Arestas

ponderadas foram utilizadas na Fig. [2.1(b). As

(b)
arestas mais escuras representam uma rota em que
o trafego aéreo é maior. As arestas também po-
dem ser direcionadas. Por exemplo Pedro ¢ amigo
de Paulo, mas Paulo pode nao pensar da mesma
forma, assim uma aresta em forma de seta saindo ©

de Pedro apontaria para Paulo, indicando que Pe-

dro considera Paulo seu amigo, mas nao existiria @

uma aresta na dire¢ao oposta, Fig. [2.2a). Vocé

pode pensar que vocé é o seu melhor amigo, o Figura 2.2: Exemplos de arestas

apresentados em uma rede complexa
que configuraria uma autoconexao, as extremida-
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des das arestas saem e chegam ao mesmo vértice, Fig. [2.2(b). Neste trabalho, sao
consideradas redes em que cada aresta possui o mesmo peso e nao sao direcionadas.
Nao sao permitidas autoconexoes ou multiplas arestas (arestas que conectam o mesmo
par de vértices mais de uma vez). As redes sdo conectadas (logo veremos o que isto
significa). Uma rede com estas caracteristicas ¢ conhecida como grafo simples [6]. As

defini¢oes a seguir sao validas para este tipo de grafo, mas podemos encontrar genera-

lizagoes para elas na literatura [146].

Paulo Pedro Lauro Mateus Rafael

Paulo 0 1 1 0 1

Pedro 1 0 0 0 1

Lauro 1 0 0 1 0
Mateus 0 0 1 0 1
Rafael 1 1 0 1 0

Figura 2.3: Rede de amizades.

Uma representagao matemaética para o sistema é a matricial, como mostra a

Fig. 2.3l Podemos definir a matriz de adjacéncia

1, se ha uma aresta entre os vértices 7j
Aij = (2.1)

0, caso contréario.

A matriz de adjacéncia carrega toda a informagao sobre a rede. O grau de conectividade
de um vértice é igual ao nimero de conexoes realizadas por ele. Verificamos que Paulo
possui trés amigos, sendo este seu grau de conectividade. Matematicamente, definimos

o grau de um vértice ¢ por

ki= > Ay (2.2)

Ao escolhermos um vértice, aleatoriamente, na rede mostrada na Fig. [2.3] a probabili-
dade de escolhermos um vértice em que k = 3 ¢ 0.4, pois temos dois vértices com k = 3
(Paulo e Rafael) e o niimero total de vértices na rede é 5. Entao, a probabilidade de

encontrarmos um vértice com um grau k£ em uma rede é dada por

7



2 Redes complexas

P(k) = —& (2.3)

em que N, é o nimero de vértices com grau k e N é o nimero total de vértices. Esta
medida se torna de bastante interessante ji que pode ser computada para muitos
sistemas reais como os mostrados na Fig. 2.4 A partir da defini¢do acima podemos

escrever os momentos da distribuicao

(k%) =) k*P(k). (2.4)

k
Em um ntimero enorme de sistemas reais temos P (k) ~ k=7 [37]. Este tipo de distribui-
¢ao de grau pode decorrer de um mecanismo de ligacao preferencial entre os vértices.

Por exemplo: na relagao de amizade, temos uma tendéncia de nos relacionarmos com

1[‘)0f T L B A T L e e e T ™y T T
T T2 o $0 2009
E ®e E
—_ 10725 .\* <= 104F
) E -
[ 103 F "ﬁ.w il L .....
F o%0s, 1071 *e
1074 F rede de aeroportos N atores .
10°E il el ‘.- 10_3_ T I OEY| RS TT ..
10° 10’ 102 10° 10’ 10? 10°
k k
(a) (b)

Figura 2.4: Distribui¢do de grau para rede de (a) aeroportos mundial e (b) atores de cinema.
Figura adaptada de [1].

pessoas que conhecem muitas pessoas, pois elas, geralmente, sao mais atrativas. Como
proposto no modelo classico Barabési-Albert [38], um pequeno grupo de m vértices,
conectados entre si, formam a condicao inicial. Stubs, que sao vértices com arestas nao
conectadas, com um grau inicial ky < m, sao adicionados a rede realizando uma cone-
xao com probabilidade proporcional ao grau do vértice que recebe a aresta, resultando
em uma distribui¢ao de grau em que P(k) ~ k=3, no limite de redes muito grandes.
O mecanismo de ligagao preferencial destaca outro fator interessante, o das mis-
turas. Existem pessoas que s6 fazem amizade com pessoas do mesmo meio social, por
exemplo. Isto caracteriza uma mistura associativa. Enquanto outras fazem amizades
com pessoas de classes sociais, completamente, diferentes caracterizando uma mistura

dissociativa. Como analisar se os vértices se conectam a vértices com graus parecidos,
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Figura 2.5: Distribuigao de grau obtida com o modelo classico Barabasi-Alberst |38]. Ado-
tamos N = 10°, kg =3 e m = b.

(=}

constituindo uma mistura associativa, graus diferentes, sendo uma mistura dissociativa
ou mesmo uma rede nao correlacionada, em que as ligagoes ocorrem de forma comple-
tamente aleatéria? Para responder esta pergunta, vamos introduzir o grau médio dos

vizinhos de um sitio dado por

1

Knn,i - k'_ E kja (25)
! jev(i)

em que a soma ¢é realizada sobre a vizinhanca v do vértice . Considerando que vértices

com mesmo grau possuem mesmas propriedades, podemos agrupé-los, escrevendo a

equagao [7,9]

Ko (k) = > > Ko (2.6)

em que a soma ¢ realizada sobre todas os vértices ¢ com grau k. Por exemplo, para
Paulo e Rafael, na Fig. Kon pauto = Knn Rafaer = (2+2+3)/3 =2,33 ¢ K (k =
3) =2,33.

Esta defini¢gao nos permite caracterizar uma rede quanto a mistura baseada em
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e ol ol

(a) =« (b) =« (¢) -k

Figura 2.6: Possiveis comportamentos de K, (k), nos indicando mistura (a) associativa, (b)
dissociativa e (c) ndo correlacionada.

conectividade, simplesmente, analisando o seu comportamento como funcao de k. Se a
rede apresenta uma mistura associativa, os vértices com, aproximadamente, o mesmo
grau conectar-se-ao entre si. Desta forma K,, serd uma funcao crescente de k, como
mostra a Fig. [2.6(a). Quando vértices de grau pequeno sao conectados a vértices
de grau elevado temos que K,, é uma funcao decrescente de k, caracterizando uma
mistura dissociativa como mostra a Fig. [2.6(b). Em redes nao correlacionados, estes
mecanismos competem de tal forma que K, é uma func¢do constante de k Fig. [2.6(c).

Esta grandeza também pode ser apresentada da seguinte forma

Kon(k) => K P | k) (2.7)

em que P(k’' | k) é a probabilidade de que um vértice de grau k esteja conectado a um
vértice de grau k'. Para compreendermos P(k’ | k) melhor, devemos fazer uma analise

baseada nas arestas e para isto definiremos a matriz de elementos

N2 de arestas ligando vértices de grau k e k', se k # k/
By = (2.8)
2N? de arestas ligando vértices de mesmo grau k, se k = £’

desta forma Fj é simétrica e possui um valor igual a duas vezes o numero de arestas

na diagonal. A partir desta definicdo, temos

> By = kN, (2.9)
k./

> Bw = (k)N =2E (2.10)
kk'

em que o resultado em Eq.(2.9) nos fornece o numero total de arestas emanando dos

10



2 Redes complexas

vértices de grau k. O resultado na Eq.(2.10) representa duas vezes o ntimero total de

arestas, I£. Finalmente, podemos escrever

By

P<k,|k>:k_]\fk

(2.11)

Qual seria a probabilidade de escolhermos uma aresta, aleatoriamente, tal que
ela conecte vértices de grau k e k’'? A resposta é dada pela definicdo da probabilidade

de grau conjunta

Eyp
(kyN~

E possivel relacionar P(k’ | k) com P(k,k'). Rearranjando as equacdes Eq.(2.11)) e
Eq. (2.12), escrevemos

Pk, k') = (2.12)

(k)P (k, k')
kP (k)

(k) P(K', k)

P(k/ ‘ k) = /{Z/P(k}’)

ou P(k | k') = (2.13)

Observando que para uma rede nao direcionada P(k’, k) = P(k,k’), encontramos a

relacao

KP(K)P(k | k) = kP(k)P(K | k) (2.14)

que configura a condi¢do de balanceamento detalhado [25], em que no nimero de
arestas saindo de k e chegando em £’ é igual ao numero de arestas saindo de £k’ e
chegando em k. Para uma rede nao correlacionada P(k | k') ndo depende de K/,

resultando em ), P(k | k') = 1. Logo realizando uma soma em k em ambos os lados

da Eq.(2.14) obtemos

K P ()
P(K | k) = (2.15)
(k)
que ao ser substituido na Eq. (2.7)) resulta em
/{52
Ko (k) = &) (2.16)

(k)

11
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que é um valor constante independente do grau.

Outra forma de determinarmos qual tipo de correlacao de grau uma rede pode

apresentar é dada pela medida do coeficiente de Pearson, definido como

> (Aij — kik; [ (k)N )kik;
T Zij<ki6ij — kik; /{k)N)k;k; (2.17)

desta forma, temos

e se 0 < r <1 = mistura associativa
e se v = 1 = rede nao correlacionada
e se —1 < r < 0 = mistura dissociativa

Consideremos novamente a rede mostrada na
Fig. 2.3 Suponhamos que Pedro deseja entregar uma
encomenda para Rafael. Ele mesmo poderia entrega-la
para Rafael, assim a encomenda percorreria somente
uma aresta, Fig. (a). Mas naquele dia Pedro estava
ocupado e nao iria ver Rafael, entao pediu a Paulo
que fizesse este favor, assim a encomenda poderia ser
recebida por Rafael passando por duas arestas, Fig.
(b). Se Paulo também tivesse problemas, outra
solugao seria Paulo pedir para Lauro entrar em contato
com Mateus fazendo com que finalmente a encomenda
chegasse a Rafael, passando por quatro arestas, Fig. [2.7]
(c). Entao, um caminho é uma rota através das arestas
da rede ligando um vértice a outro. Consequentemente,
o comprimento de um caminho ¢ igual ao ntmero de

arestas pelas quais passamos. Se existisse em nossa rede

Figura 2.7: (a), (b) e (c),
possiveis caminhos entre Pe-
dro e Rafael; (d) rede desco-
nectada; (e) ciclo; (f) exemplo
de grafo completo.

um vértice que nao possuisse nenhuma aresta ligando-o a qualquer outro vértice,

12
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como mostra a Fig. (d), a distancia entre ele e qualquer outro vértice da rede
seria infinita. Isto nao acontece, pois estamos considerando redes conectados que
sao aquelas redes em que sempre existe pelo menos um caminho para um dado
vértice, caso contrario temos uma rede desconectada. Note também a existéncia de
caminhos fechados, também conhecidos como ciclos, como por exemplo na Fig.
(e). Geralmente, estamos interessados na menor distancia entre dois vértices i e j que

denotaremos por [;;, que nos permite definir a menor distancia média

() = m;lm (2.18)

Em um grafo completo, Fig. [2.7] (f), em que todos os vértices estao ligados ao centro e
entre si, (I) = 1, j4 para uma rede regular hiperctbica (I) ~ N4 em redes aleatorios
geralmente (I) ~ log(N), que é um crescimento muito mais lento que o apresentado em
uma rede regular hiperctubica. Os vértices das redes aleatérias estao a uma distancia
muito pequena uns dos outros configurando o efeito de mundo pequeno.

Na Fig. [2.3] vemos que Paulo é amigo de Rafael e
Pedro, mas Pedro e Rafael sao amigos entre si. Podemos
definir uma medida relacionada a quantidade de cami-
nhos fechados, lagos, como estes na rede. Destacamos

que estes lagos poderiam ter quatro vértices como o for- Figura 2.8: Estruturas que

p (0] alae e I 1 9 u fim de calcular
mado por Paulo. Rafael. M Fie. B procuramos a

' ’ » Mateus e Lauro (Fig ’ %5 coeficiente de cluster.
qualquer outro tamanho desejado [6]. Aqui consideramos

lacos formados por trés vértices. Definimos o coeficiente de cluster de um vértice ¢ como

€

Ci= li(k; — 1) /2

(2.19)

em que e; ¢ o nimero de estruturas como a mostrada na Fig. [2.§ na vizinhanca de um
dado vértice ¢ e no denominador temos o nimero méaximo de conexoes entre k vértices
em um grafo completo. Assim, como foi feito para K, ;, considerando que vértices de

mesmo grau possuem o mesmo comportamento, segue que

13
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C(k) = Nik poNes (2.20)

Por estas definigdes vemos que Cpauio = Crafaet = 0.33, Cpedro = 1 € C'(k = 3) = 0.33.
Vamos considerar o coeficiente de cluster para uma rede nao correlacionada aleatoria.
Suponhamos que temos um vértice ¢ de grau k. A probabilidade de que arestas saindo
de i cheguem a j e a | que possuem graus k' e k", respectivamente, é P(k', k" | k). Ela
pode ser decomposta para uma rede nao correlacionada aleatoria em P(k' k" | k) =
P(K'| k)P(K" | k), pois a probabilidade de um vértice de grau k estar conectado a um
vértice de grau k' ou de grau k” sdo independentes. Ja a existéncia de uma aresta entre
os vértices j e [ é dada por P(k', k") = (K" — 1)(k" — 1)/(k)N, em que no numerador
temos o ntimero total de arestas possiveis entre j e [ descontando aquela existente entre
eles e o vértice 1.

Sendo assim no caso de uma rede nao correlacionada a probabilidade de ser for-
mado um ciclo com estes trés vértices é dado pelo produto destas trés probabilidades.

Mas isto é equivalente a definicao de coeficiente de cluster. Entao podemos reescrever

a Eq.(2.20) da seguinte maneira

k) = Y PR | WPk | k) _3]2;]"‘\} —b (2.21)

ao substituirmos o resultado na Eq.(2.15)) na Eq.(2.21]), obtemos

C(k) = % (2.22)

o coeficiente de cluster em funcao do grau é uma funcao constante do grau para uma
rede aleatoria nao correlacionada [39]. Destacamos que C(k) — 0 em redes aleatorias
nao correlacionadas, para tamanhos de rede grandes. Na Fig. [2.9) apresentamos a
distribuicao de graus, o grau médio dos vizinhos mais préoximos de um vértice e o
coeficiente de cluster em fungao do grau, para o grafo Erdés-Renin [40]. Neste modelo,
dois vértices sao conectados com probabilidade p, levando a uma distribuicao de graus

na forma de uma distribuigdo Gaussiana no limite de N grande e pN = (k) constante.

14
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Figura 2.9: (a) Distribuigao de graus; (b) grau médio dos vizinhos mais proximos e (c)
coeficiente de cluster em funcio do grau, para o grafo Erdés-Renin, com p = 0.1 e N = 10*.

Como podemos verificar na Fig. [2.9] os valores do grau médio dos vizinhos e do
coeficiente de cluster em funcao do grau sao constantes como previsto pela teoria,

além de termos obtido um valor baixissimo para este dltimo.

2.2 Difusao em redes complexas

O processo de difusao apresenta uma relacao com o espalhamento de epidemias,
ja que os hospedeiros da infeccao se movem pela rede, infectando outros individuos,
como no caso do ebola e do virus HIN5 difundindo pela rede de aeroportos mundial
[29,30], os virus de celular na rede de contatos telefonicos (lista telefonica e Bluetooth)

[41].

NG | ‘

Difusdo de

Eparticulas
csj

@ Infectado
@ Suscetivel

%

Vs

Figura 2.10: Representagao esquematica do modelo de metapopulagao para o modelo SIS.
Figura adaptada de [32]

Na literatura, o processo de difusao é comumente incluido em processos epidé-
micos no contexto de metapopulagdes [31-33|. Neste tipo de modelo, cada vértice da

rede possui varias particulas, caracterizando um modelo bosoénico. Cada particula as-
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sume os estados correspondentes a dindmica epidémica em estudo, como por exemplo
na dinamica SIS (que sera estudada mais adiante), as particulas assumiriam os estados
suscetivel ou infectado, como mostra a Fig. 2.10] Neste modelo, tanto as particulas in-
fectadas quanto as suscetiveis se movem pela rede, realizando difusao simples, trocando
de sitio.

O modelo aqui proposto para a inclusao da difusao ao SIS considera que cada
vértice da rede serda ocupado apenas por uma particula, sendo um modelo fermiénico.

Inicialmente, faremos um estudo considerando a difusao simples, em que a infeccao

Figura 2.11: Em (a), o mecanismo de difusdo simples que independe do grau dos vizinhos
do vértice infectado, enquanto em (b) é apresentado o mecanismo de difusao preferencial em
que a taxa de difusao da infeccao para um dado vértice depende do seu grau.

move-se de forma aleatéria dentro da vizinhanga de um sitio infectado, como mostra
a Fig. (a). Em um segundo momento, introduziremos o mecanismo de difusao
preferencial na direcao de vértices com maior grau, favorecendo o fluxo da infecgao
na direcao dos hubs, Fig. (b). Os resultados apresentados nesta segao serao
ferramentas essenciais para a compreensao dos resultados apresentados nas secoes

e .ol

2.2.1 Caminhada aleatéria em redes complexas

Consideremos a caminhada aleatéria em um grafo conectado nao ponderado
de tamanho N. Adotarmos este tipo de grafo garante a existéncia de pelo menos um
caminho entre qualquer par de vértices da rede. O caminhante realiza passos discretos

nesse substrato. Um caminhante em um vértice ¢ no tempo ¢ seleciona um de seus
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k; vizinhos com igual probabilidade para o qual ele salta no passo, t + 1. Assim
a probabilidade de transicdo de um vértice 4, para j é A;;/k;. A probabilidade de
encontrarmos um caminhante partindo no tempo ¢t = 0 de um vértice ¢ no vértice j,

em um tempo t é

A Ajy Aj_yi
P;(t) = E A A L 2.23
]( ) J J kl kjl kjt71 ) ( )
1---Jt—1

em que a soma ¢é realizada de j; até j,_i1, pois em t = 1, o caminhante deve saltar
de ¢ para um de seus vizinhos j;, enquanto para t = t — 1, ele deve estar localizado
em um vértice j;_; na vizinhanca de j, para que ele possa alcancé-lo. Comparando as

expressoes para F;; e Pj; temos
kiP;(t) = k; Pji(t), (2.24)

que é consequéncia de lidar com uma rede nao direcionada. No estado estacionario,
temos que a distribuicdo estaciondria é dada por P = lim; o Pj;(t), por se tratar
de um processo Markoviano (a configuracao atual do sistema depende somente do
estado no passo anterior), que ao ser substituida na Eq. produz k; Pp° = k; P,

resultando em

o _ K
Nk

(2.25)

Esta abordagem proposta em [12|, mostra que quanto maior o namero de co-
nexoes de um vértice, maior é a probabilidade de encontrarmos um caminhante nessa
posicao.

Partindo da hipotese de que vértices de mesmo grau k, possuem as mesmas
propriedades estatisticas, podemos obter tal resultado. Esta abordagem é conhecida

como HMF (Heterogenous Mean Field). Nela podemos escrever

1
W= 3 W, (226)

K ilki=k

em que Ny é o numero de vértices com grau k e a soma ¢ realizada sobre todos

17
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os vértices ¢ de grau k. A varidavel W) representa o numero de caminhantes que
se encontram em vértices de grau k. Neste contexto, a dindmica do ntmero de
caminhantes em um vértice de grau k, é dada por

d

ZWilt) = —dWi(t) + & zkj P(K'|k) Dy Wi (t). (2.27)

O termo Dy possui a forma d/k’. Considerando que a rede em estudo é néo
correlacionada, podemos utilizar os resultados apresentados na secao para P(K'|k).

Substituindo os resultados acima na Eq.(2.27) obtemos

%Wk(t) — —dW,(t) + % Zk: P(K )W (t) (2.28)

que no estado estacionario, resulta em

k , kW
W, = W ;P(k; VWi = N (2.29)

em que » ,, P(K')Wy (t) = W/N é o nimero médio de caminhantes por vértice, que é
constante. Isso nos permite determinar a probabilidade de encontrar o caminhante em
um vértice de grau k£ no estado estacionario

_ W

ko1
Po=—f= "=

W N (2.30)

Este resultado mostra que os vértices com maior grau sao os destinos mais
provaveis dos caminhantes, para uma rede nao correlacionada [1]. Observamos que para
redes correlacionadas, nao podemos reescrever a Eq. como feito, anteriormente,
e nao temos o mesmo resultado, o que difere do que foi encontrado na abordagem

anterior, em que utilizamos a matriz de adjacéncia nos célculos, garantindo que este

resultado é valido mesmo para redes correlacionadas.
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2.2.2 Difusao preferencial

Os processos difusivos reais em sua maioria, apresentam uma tendéncia
que pode, por exemplo, ser uma direcao preferencial durante a realizacao de um
deslocamento. As células do sistema imunolégico, por exemplo, se movem em resposta
a um sinal quimico sendo direcionadas para regides onde é apresentada alguma
enfermidade [42]. Os seres humanos também apresentam um padrdo de mobilidade
associado ao local onde moram e trabalham [43|. Os processos epidémicos tem uma
relacao com a mobilidade das pessoas, sendo assim, as caminhadas tendenciosas sao
importantes para entendermos esses processos. Na caminhada preferencial estudada,
o caminhante tera uma tendéncia de se locomover para os vértices de maior grau na
sua vizinhanga Um caminhante localizado em um vértice ¢ ird difundir para um dos

seus vizinhos j com taxa

o dky
Y ZZGVZ' kl

que pode ser reescrita utilizando a definicao do grau médio dos vizinhos mais proximos

dada na Eq. ({2.5))

D (2.31)

D, — i (2.32)

Y kiKnm,i ,
em que K,,,;, ¢ o grau médio dos vizinhos do vértice <. Aplicando novamente uma
abordagem de campo médio HF, obtemos a equacao para a dindmica do ntimero de ca-
minhantes em um vértice de grau k, dada pela Eq., com o termo Dy, assumindo a

forma dk /(K K,,(k)). Ao assumirmos que a rede em estudo é nao correlacionada, temos

%Wk(t) = —dWi(t) + % kz P(K YW (t) (2.33)

que no estado estacionario, se reduz a

= . (2.34)
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Este resultado mostra que o provavel destino de um caminhante sao os vértices
com maior grau, como na difusao simples. Neste caso esta tendéncia é ainda mais

intensa, crescendo com k? ao invés de k como observado anteriormente.
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Capitulo 3

Modelos epidémicos

O recentemente surto de ebola foi estudado pelo MobsLab, Laboratory for the
Modeling Biological an Socio-Technical Systems, dos Estados Unidos, usando modela-
gem. As diferentes taxas de infeccao relacionadas as formas de transmissao da doenca
eram atualizadas constantemente a partir de dados reais. A conclusao obtida foi de que
a politica publica de impedir voos para as regioes de risco nao impediria a propagagao
da epidemia, apenas provocaria um atraso [29]. Como neste exemplo, modelos epidé-
micos podem ser ferramentas para investigar a eficiéncia de politicas publicas contra
surtos epidémicos [44]. Além de epidemias, outros tipos de processos podem ser mape-
ados nestes modelos. Um exemplo seria o recente uso da dindmica SIS no entendimento
do tempo de resposta a um estimulo dado a rede cerebral humana [28|.

Varios modelos foram propostos com a finalidade de reproduzir o comporta-
mento de uma doenca [18]. O suscetivel-infectado-removido-suscetivel (SIRS) [17]
apresenta um comportamento ciclico para uma epidemia. O individuo suscetivel esta
propicio a adquirir a doenga tornando-se infectado. O infectado pode ser curado, pas-
sando para o estado removido e permanecendo assim por algum tempo e novamente
volta a ser suscetivel. Neste modelo a transicao R — S corresponde a uma perda gra-
dativa da imunidade do individuo. O modelo suscetivel-infectado-removido (SIR) [6]
apresenta uma diferenca fundamental em relagao ao SIRS: um individuo removido nao
pode mais se tornar suscetivel, correspondendo a uma imunizacao permanente ou a

morte do individuo. Isto provoca a inexisténcia de uma fase estacionéria ativa no
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modelo SIR, ao contrario do que é apresentado no modelo SIRS.

No processo de contato (PC), cada vértice da rede representa um individuo, que
pode estar infectado ou suscetivel. Um vértice infectado ¢ de grau k;, envia a epidemia
para cada um de seus vizinhos suscetiveis j a uma taxa A/k;, apresentada na figura
(a). Assim um vértice suscetivel i, mudara seu estado a uma taxa de transigao
total A}~ .(A;05)/k;, em que o; & 1 se o vértice estd infectado e 0 caso contrario. O

valor maximo para a taxa de transigao total é igual a A\. Um vértice infectado torna-se

A/3 A
A3 A

A3 A

(a) (b)

Figura 3.1: Diferengas entre as taxas de infecgao, para um vértice com 3 arestas: (a) PC;
(b) SIS.

espontaneamente suscetivel, com uma taxa p que independe do seu grau ou do estado
de seus vizinhos, tornando-se, novamente, um possivel alvo da epidemia [14-16]. No
modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS), o processo de cura correspondente a tornar
um vértice infectado suscetivel ocorrendo da mesma forma que no PC. No processo de
infeccao cada vértice infectado dissemina a doenca com uma taxa A para cada um de
seus vizinhos, como mostra a figura (b). Um vértice 7 suscetivel, com grau k; e njys
vizinhos infectados, recebe a infeccao com taxa total An;,e. O valor maximo que esta
taxa pode atingir é Ak;. Desta forma, os individuos infectados apresentam um poder
maior de disseminagao da epidemia na dinamica SIS do que no PC.

De uma forma geral, os modelos epidémicos apresentam um estado absorvente,
em que todos os elementos estao suscetiveis a epidemia. Para p = 1, sem perda
de generalidade, a partir de um dado valor da taxa de infeccao A = A., no limite
termodinadmico o sistema apresentara uma probabilidade nao nula de ser encontrado
em uma fase ativa. Assim o sistema apresenta uma transicao de fase entre um estado

ativo, no qual a atividade epidémica persiste indefinidamente. E um inativo, no qual
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Fase ativa
Endémica

[o] Fase absorvente
Sem epidemia

A A

C

Figura 3.2: Densidade de infectados em funcao da taxa de infeccao para modelos como o
PC e o SIS, no limite termodindmico. O pardmetro A. divide a dindmica em uma fase sem
epidemia e uma fase endémica. Figura editada de [18].

a epidemia é erradicada, tendo como parametro de ordem a densidade de infectados e
como parametro de controle a taxa de infec¢gao, como indicado na Fig. O ponto

que separa as duas fases é chamado de limiar epidémico.

3.1 Teoria de campo médio

A teoria de campo médio apresenta-se como uma maneira simples de obtermos
uma aproximacao para o limiar epidémico. Na aproximagao utilizando a teoria de
campo médio, as correlacoes dinamicas e da rede sao desprezadas, ou seja, temos uma
independéncia do estado do sitio 7 em relagao ao estado dos seus vizinhos e da estrutura

da rede.

3.1.1 Campo médio homogéneo

A primeira aproximagao possivel é considerarmos que todos os vértices da rede
tem na média o mesmo grau e a densidade de infectados independe das propriedades
da rede, ou seja, um sistema homogéneo. Logo, a equagao para dinamica da densidade

de infectados no modelo SIS é
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% = —p+Ak)p(1 = p). (3.1)

O primeiro termo a direita da igualdade representa a cura de vértices infectados,
com uma taxa g = 1. O segundo termo representa a infeccao de vértices suscetiveis
por meio do contato com vértices infectados. Estamos interessados em solugoes para
tempos longos da Eq. . Uma solucao trivial é p = 0. Uma anélise da estabilidade
linear |45] nas vizinhas desta solugdo desprezando termos de ordem maior do que p,

nos permite escrever

— =P+ k), (32)

que tem como solucdo p(t) ~ e=1FAEDE A solucdo sera estavel se —1 + A(k) < 0
enquanto para —1 + A(k) > 0, a solucd@o ¢é instavel. Assim, o limiar epidémico previsto
nesta aproximagao para o modelo SIS ocorre em A, = 1/ <k>
No PC a equacao dinamica para a densidade de infectados apresenta uma tnica
diferenca que seria a auséncia do grau médio no termo referente a infecgao, devido a
defini¢ao taxa de transigao total.
dp

pria + Ap(1—p) (3.3)

Realizando procedimento analogo ao feito para o SIS, obtemos A, = 1 como limiar

epidémico.

3.1.2 Teoria de campo médio heterogénea (HMF)

Naturalmente, a estrutura da rede tem papel relevante na determinacao
do limiar epidémico. Por exemplo, uma pessoa que interage com muitas pessoas,
possivelmente, ird disseminar uma informacao ou uma doenca com mais facilidade.
Como introduzir esta dependéncia com a topologia da rede & aproximagao de campo
médio? Para realizar esta aproximagao, foi proposta a teoria de campo médio HMF

(Heterogenous Mean Field). Nela, consideramos que a densidade de infectados depende
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do grau dos vértices da rede, desprezando correlagoes dindmicas e a localizacao do
vértice na rede [18]. A equagao dindmica para densidade de infectados com grau k no
modelo SIS, é 25|

dpk

o T Ak(L = pr) %: P(K" | k)pi (3.4)

O primeiro termo a direita da igualdade na equagao representa a cura de vértices
infectados de grau k. O segundo termo representa a taxa de infeccao de vértices
suscetiveis com grau k. Destacamos a presenca da probabilidade P(k' | k) de que o
vértice de grau k tenha um vizinho de grau £/, que torna explicita a correlacdo existente
com a estrutura da rede. Realizando uma anélise de estabilidade linear na vizinhanca

da solugao pr = 0 no estado estacionario, encontramos

dpk

— = E Jer P’ 3.5

i B kk! Pk ( )
em que

Jor = — 6w + AkP(E' | k) (3.6)

Jrpr € a matriz Jacobiana do sistema. A dindmica nas proximidades do ponto critico
¢ dominada pelo maior autovalor da matriz Jacobiana (pp ~ exp(—A,,t)). Para es-
tabelecermos o maior autovalor de Jy precisamos determinar o maior autovalor da
matriz de correla¢do para o modelo SIS Cyw = kP(K' | k) [25]. No caso de redes nao
correlacionadas P(k’ | k), assume a forma apresentada na Eq.(2.15)) e a matriz Cyy tem
como um de seus autovetores vy = k, com autovalor associado A = (k?)/(k). Como
a matriz Cyp é positiva e simétrica ela atende as condigoes de aplicacao do teorema
Perron-Frobenious [6], que garante que o maior autovalor de uma matriz com estas
caracteristicas é positivo e nao degenerado e seu autovetor associado possui todas as
componentes positivas. Portanto, o teorema Perron-Frobenius garante que este é o
maior autovalor de Cy. Logo o limiar epidémico ocorre para A\, = (k)/(k?*). Em
redes livres de escala , P(k) ~ k™7, o valor de (k) é finito para v > 2 enquanto (k?)

é finito somente para v > 3. Isto implica que A\, — 0 para 2 < 7 < 3 e é finito,
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para v > 3. Vale ressaltar que para 2 < v < 3 o limiar epidémico é nulo mesmo para
redes correlacionadas [46]. Em suma, a teoria HMF, prevé que A. — 0 para redes nao
correlacionadas com P(k) ~ k™7 e 2 < v < 3, enquanto um limiar finito é esperado
para v > 3, no limite termodinamico. Este resultado é refor¢cado por simulagoes do
modelo em redes annealed [19] que tem como caracteristica mudarem sua estrutura de
rede, constantemente, e o fazem mais rapido que o tempo carateristico da dinamica,
destruindo a correlagdo da rede, tornando a teoria HMF exata [47].

No processo de contanto o limiar epidémico pode ser obtido considerando

P(k/ | k)/)k;/

d
D — e+ ML= )Y %

- (3.7)
k./

que ao executarmos uma anélise de estabilidade linear na vizinhanca do ponto px = 0,

tem como jacobiana a matriz de elementos

kP(K' | k
T =~ + A% (3.8)
A matriz de correla¢do de grau dos vértices no PC | assume a forma Cyp = kP (K |

k)/k'. Ela tem como maior autovalor A = 1 e autovetor associado com elementos vy =
k. Novamente este resultado ¢ garantido pelo Teorema Perron-Frobenius [6]. Note que
esta é uma solugao geral, pois nao fizemos nenhuma hipétese sobre as propriedades da
rede. Entao, o limiar critico é \. = 1, como obtido ao considerarmos a rede homogénea.
Simulagoes confirmam um limiar finito, mas A. 2 1. Uma aproximagao de campo médio

realizada a partir da aproximagao de pares [15] é capaz de melhorar este resultado.

3.1.3 Teoria de campo médio quenched (QMF)

A teoria de campo médio QMF (Quenched Mean Field), introduz & aproximacao
de campo médio a estrutura da rede através da matriz de adjacéncia que aparece,
explicitamente, na equagao dindmica da densidade de infectados para um vértice 7, p;.

No modelo SIS, temos a seguinte equacao dindmica
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dp;
T + A1 = pi) Z Aijpj- (3.9)

J

Uma solugao para Eq.(3.9), é p; = 0, sendo assim um ponto fixo do sistema.

Realizando uma analise de estabilidade linear na vizinhanca de p; = 0

dp;

i > Jips (3.10)
j

com

Ji; = =0 + My 3.11
J J J

a matriz Jacobiana J;;. Portanto, para obtermos o limiar epidémico devemos
determinar o maior autovalor da matriz Jacobiana e verificar em que condigoes este é
zero |45], assim

1

max

A =14+ \AD

max max

A

em que A

é o maior autovalor da matriz adjacéncia. A matriz de adjacéncia satisfaz
as condicoes de aplicagao do teorema Perron-Frobenius, o que nos garante que o seu
maior autovalor e autovetor associado sao nao degenerados e positivos. Para uma rede
com distribui¢ao de grau P(k) ~ k=7, o maior autovalor da matriz de adjacéncia foi

determinado em [48], levando ao seguinte resultado para o limiar [21]

(k)Y/(k*), se 2 <~y <5/2
1/Vke, se vy >5/2

como veremos no capitulo 3, secao |4.2, o grau de corte k., escala com tamanho da rede

Ae ~

ke~ N ﬁ, logo, o limiar vai a zero no limite termodindmico em ambos os casos. Note
que este resultado ¢é diferente do encontrado, anteriormente, na aproximacao HMF, em
que tinhamos um limiar finito, para v > 3.

No processo de contato, a equagao para a dinamica da densidade de infectados
é dada por

dp; Ay
=—pi+A1=p)> —Lp;. (3.13)
dt —k;
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Realizando uma analise de estabilidade linear em torno da solucao p; = 0, somos

conduzidos a seguinte jacobiana

Aij
k.

J

Jij = _5ij + A (314)

assim nosso problema é determinar o maior autovalor da matriz de elemento L;; =
A;;/k; que é positiva satisfazendo a condigao de aplicagdo do teorema Perron-Frobenius.
Logo, o maior autovalor de L;; ¢ AL =1, com autovetor associado v; = k;. No PC
o limiar epidémico obtido novamente é \. = 1.

Até o momento, acompanhamos a previsao dos limiares para o PC e para o
SIS, pelas teorias de campo médio homogéneo, HMF e QMF. Observamos que o limiar
epidémico previsto para o PC em todas as aproximagoes é o mesmo. Para o SIS, isto
nao ocorre e nas aproximacgoes HMF e QMF, o limiar depende das caracteristicas da
rede. Fazendo uma analise do comportamento das previsoes do limiar em redes com
distribuigao de grau P(k) ~ k=7 no limite termodinamico, verificamos que na regiao
2 < v < 5/2, tanto a teoria HMF quanto a QMF, tem seu comportamento dado por
(k)/(k?). Como o segundo momento diverge nesta faixa de v enquanto (k) ¢ finito,
temos um limiar nulo. Para 5/2 < v < 3, (k) continua finito enquanto (k?) diverge
com k377 o que leva a A\, ~ k)7 pela teoria HMF. Enquanto para o caso QMF,
nesta mesma faixa de valores de v \. ~ 1/+/k.. Portanto, ambas teorias preveem um
desaparecimento do limiar, mas com escalas diferentes em relagao ao tamanho da rede.
Isto fica, ainda, mais claro considerando por exemplo o caso de uma rede gerada com
o modelo UCM, em que k. = N'/2, como veremos adiante no capitulo 3, seccio .
Neste contexto temos \IMF ~ NO=3/2 enquanto AQMY ~ N=Y4. Quando v > 3 esta
comparagao se torna ainda mais interessante, ja que nesta faixa de valores de v, (k?)
é finito, assim o limiar é finito pela teoria HMF, enquanto ele continua desaparecendo

pela teoria QMF, com A\, ~ N~1/200-1),
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3.1.4 Aproximacao de Pares: Teoria QMFP

Como resolver este impasse entre as previsoes HMF e QMF? Podemos propor
melhorias as teorias existentes. Uma destas melhorias a ser incluida as teorias de campo
médio HMF e QMF é a consideracao das correlagoes dinamicas, o que pode ser feito
através da aproximacao de pares. Para entendé-la melhor, aplicamos a aproximacao de
campo médio QMF de pares, Pair Quenched Mean Field (PQMF), ao modelo SIS como
apresentado em [49]|. Destacamos que os resultados aqui apresentados para o célculo do
limiar do grafo estrela, serao utilizados nos estudos apresentados no capitulo 5, se¢ao
b3l

Temos a seguinte equacao dindmica

dp;
dt

J

em que ¢;; (veja tabela|3.1)) representa a interagao entre os vértices ¢ e j, que tem como

equagao dinamica

Ay
dtj = =0y =My TU A Y, 001 =X Y [L0:1] (3.16)
Lewv(d) 1€ v(i)
1#4 L#J

com as somas sendo realizadas nas respectivas vizinhancas dos sitios 7 e i. O termo
[0;0,1;] representa a probabilidade de que na vizinhanca de um vértice j suscetivel,
tenhamos um vértice 7 suscetivel e um vértice [ infectado. Ja [1,0;1;] simboliza a

probabilidade de encontrarmos na vizinhanca de um vértice ¢ suscetivel, os vértices [ e

Tabela 3.1: Notagao na PQMF

simbolo probabilidade de um vértice de grau ¢ estar
L] =pi infectado.

0;] =1 — p; | suscetivel.

0;1,] = ¢i; | suscetivel conectado a um vértice j infectado.
1,0;] = aij infectado conectado a um vértice j suscetivel.
1,1;] = v; | infectado conectado a um vértice j infectado.
0;0;] = w;; | suscetivel conectado a um vértice j suscetivel.
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j infectados. Expandindo os termos que aparecem na Eq.([3.16)) a partir da aproximagao
de pares padrao [50,51]

J
produzindo os resultados
- 10:0,]0;1)) _ wijds
A 7 R s 19
o [L0[0i1,]  pud

nos possibilitando escrever a equacao da dinamica de ¢;; , ao utilizarmos as relacoes

de clausura na tabela [3.2] da seguinte forma

dgi;(t)
dt

(1

que ao realizarmos uma anélise de estabilidade linear em torno do ponto fixo

= —0i(2+ N +pw + Y wiiqué) (Aji—61) =AY (fii(ﬁil‘ (Ag — ) (3.20)
l pj l pi)

pi = ¢;; = 0, na aproximacao quase-estatica produz

(24 XNpj = Ap;

Ay 21
% 2+ 2\ (3:21)
tal resultado ao ser substituido na Eq.(3.15)), nos leva a Jacobiana
Ak; /\(2 + /\)
P S AN P SR S vy 3.22
Ji ( +2A+2> J+2(>\+1) ! (322)

entao o problema se reduz a determinar o maior autovalor da matriz Jacobiana acima.

Como exemplo, consideremos o caso especial em que temos um grafo estrela no qual

Tabela 3.2: Relagoes de clausura

ij + @i = pj Vij + &y = pi
wij+ oy =1—p;i | wiy+to,;=1-p;
Q/Jij = %z, Wij = Wiy ¢ij = ¢j’

1 =0 é o centro conectado a ¢ = 1,2, ..., N, folhas. A matriz de adjacéncia desse grafo

estrela ¢ Ay; = Ao =1, parai=1,2,..., N e A;; = 0, caso contrario. Os elementos da
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diagonal da matriz jacobiana sao

A
Jiy=1— T 2[(N — 1)d;0 + 1] (3.23)
enquanto para i # j
A2+ A)

Ao aplicarmos a equagao de autovalor Jv=Av

AN’ A2+ ) o
—<1+2A+2> o Z = Avg,i =0 (3.25)
A2+ N) A2 :
Ty, |1 = Avi,i=1,2,.., N 2
2 Ve ( +2A+2>v@ vi i =1,2,..., (3.26)

isolando v; na Eq.(3.26) e substituindo na Eq.(3.25)), obtemos dois autovalores
diferentes. Tomando o maior deles e verificando onde ele se anula, obtemos
V2N —1+1 2

P e S HE Y 2
A T ¥ (3.27)

As curvas na Fig. [3.3] mostram um excelente acordo entre o limiar previsto
pela teoria PQMF para um grafo estrela e as simulagoes. A teoria QMF apresenta o
mesmo comportamento para o limiar A\, ~ 1/v/N [19,52], ndo capturando o prefator.
Este resultado sera revisitado na secao [5.3] em que iremos compara-lo com o limiar
em uma estrela modificada. O resultado anterior levanta a questdo: serd mesmo a
aproximacao de pares o caminho? A resposta é que ela nao é capaz de resolver o
impasse entre as teorias HMF e QMF aplicadas ao SIS, em redes livres de escala, mas
ao contrario, confirmou o desaparecimento do limiar epidémico para qualquer faixa
de v [49] no limite termodinamico. Entéao, a solugao seria propor outras abordagens.
Um resultado matemaético apresentado em [27], demonstra rigorosamente que o limiar
epidémico é nulo para grafos aleatérios com distribuicao de grau em lei de poténcia no
limite termodinamico.

O possivel desaparecimento do limiar leva a outras perguntas: Qual seria o me-
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Figura 3.3: Suscetibilidade (defini¢do na secao em funcao da taxa de infeccao para o
grafo estrela para diferente tamanhos. Na figura interna é apresentado o limiar obtido em
funcao do tamanho encontrados a partir dos picos da suscetibilidade ()\,) e previsto pelas
teorias PQMF e QMF.

canismo responsavel por sustentar a epidemia? O mecanismo que sustenta a epidemia
para 7 < 2/5 seria a formacao de um nicleo responséavel por disseminar a epidemia,
enquanto para vy > 5/2 a epidemia seria sustentada por hubs presentes na rede |21].
Na referéncia [22|, a partir de uma decomposigao espectral tendo como base os
autovetores da matriz de adjacéncia, foi encontrado que p; ~ v; na teoria QMF, em
que v; é o autovetor principal da matriz de adjacéncia. Foi mostrado que o autovetor
¢ localizado para v > 5/2 e para v < 5/2 o autovetor é nao localizado. A densidade de

infectados ¢ finita para A > A\QMF

, para 7 < 5/2 mas é localizado para v > 5/2. Em
outras palavras, o sistema esta ativo, mas somente nos hubs e em suas vizinhancas,
nao constituindo um estado endémico verdadeiro.

Outro tipo de abordagem foi proposta em [23|, baseando-se no tempo de vida
da atividade em um hub, 7(k,\), que depende de A\ e do seu grau. Quando hubs
estao diretamente conectados a epidemia poderia ser transmitida entre eles, assim
acima de A®MF a rede seria capaz de sustentar a epidemia, mas quando hubs nao estao
diretamente conectados a epidemia estaria confinada a dominios da rede, o que levaria a

necessidade de atingirmos um valor de A, suficientemente, grande para que a epidemia

nao fosse mais localizada, tendo uma fase endémica verdadeira. Nesta abordagem
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para 7 < 3 temos o desaparecimento do limiar enquanto para v > 3, terfamos um
limiar finito. A hipétese dos hubs estarem diretamente conectados é um fator essencial
para esta proposta. Logo, uma maneira de testa-la foi proposta. Por que nao estimar o
tempo de vida de uma estrela e compara-lo ao tempo que ela levaria para infectar outra
estrela separada por uma distancia d? Esta é a proposta da teoria BCPS (Boguné,

Castellano, Pastor-Satorras) [24], que sera estudada na segao seguinte.

3.2 A teoria BCPS

Nos propomos uma discussao incluindo a difusao que podera ser simples ou pre-
ferencial a dindmica SIS, verificando seus efeitos sobre o limiar. Para esta investigacao
utilizaremos as ferramentas aqui apresentadas.

Vamos estimar o tempo de vida da epidemia em um hub aproximando-o por
uma estrela. Utilizaremos a proposta apresentada em [17], que é uma generalizagao

da teoria BCPS [24]. Consideraremos uma dinamica SIS aproximada. A dindmica da

t=0 t=1/p t=2/u

Figura 3.4: Ciclo da dindmica SIS em uma estrela.

cura serd um processo discreto, tal que a cada passo de tempo t = 1/u, que define
nossa unidade de tempo basica, os individuos que estavam infectados no passo de
tempo anterior na estrela serao curados. A infeccao é um processo continuo que ocorre
de acordo com uma distribuicao de Poisson, assim a densidade de probabilidade de
infecgdo em cada conexao durante o tempo t = 1/u é py(t) = Aexp(—At), em que A
é a taxa de infeccao. No tempo t, = 0, o centro da estrela esta infectado enquanto

as folhas estao suscetiveis, como apresentada na Fig. Depois de decorrido um
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passo de tempo t; = 1/u, o centro se tornara suscetivel, mas ele também pode ter
infectado suas folhas, atingindo uma configuracao como a apresentada no segundo
passo da Fig. A partir da densidade de probabilidade de infec¢ao, podemos

calcular a probabilidade de infectarmos cada folha durante este intervalo que é dada por

¢— /0‘1‘ pr(B)dt = 1 — exp (_TA) ~ M\, (3.28)

para A/u << 1. Considerando que a estrela tem N = k + 1 vértices, em que k é

o grau do centro, a probabilidade de termos n vértices infectados em ¢ = 1/p é dada por

Pl = (F)ara - o (3.29)

Novamente, apos a dinamica ter decorrido mais um passo de tempo, atin-
gindo ty = 2/u, desejamos determinar a probabilidade de que o sistema tenha
voltado a sua configuracao inicial. Para que isso ocorra, devemos ter que pelo
menos uma das folhas infectadas tenha conseguido retransmitir a infeccao para o
centro. A probabilidade com que a folha infecta o centro, é a mesma com que o
centro infecta a folha, sendo dada pela Eq.. Logo a probabilidade de que
nao se tenha sucesso é dada por (1 — ¢). Entao a probabilidade de que um destes

n vértices infectados reinfecte o centro, (isto pode ocorrer mais de uma vez) é dada por:

P= Y 0Pl = S0 (-0l B0

n=1 n—1
note que a probabilidade P(n|k) aparece na Eq.(3.30), devido ao terceiro estar sujeito
ao segundo passo. Isto também reflete no somatoério que € iniciado de 1, ja que se n = 0,
nao teriamos nenhum vértice infectado e a dindmica teria sido finalizada no segundo
passo de tempo. Resolvendo o somatorio acima, encontramos P, = 1 — exp(—kA?/u?),
no limite \/p << 1. Para finalizarmos a estimativa do tempo de vida de uma estrela,
consideramos a probabilidade que a dinamica sobreviva S realiza¢oes do processo dado

pelos trés passos anteriores é Pg = PY~1(1 — P,), assim o tempo de vida médio é dado
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3 Modelos epidémicos

por

o0 2
e = §<s> - %;51351(1 _p)= %1 _1Pc - %exp <k%) (3.31)
este resultado mostra que o tempo de vida cresce exponencialmente com o aumento da
estrela.

Agora determinaremos o tempo que um hub de grau k leva para infectar outro
hub de grau k' separado por uma distancia d. Para isso consideraremos que um hub
funciona como uma fonte de epidemia, mantendo o vértice a sua esquerda sempre
infectado, que pode ser justificado pois (1) — oo para k >> ’/\L—z como indicado na

Fig. B.5] Entao um novo surto epidémico ¢é iniciado em ¢ = 1 a cada 1/ unidades de

Fonte Alvo

Figura 3.5: Estrela infectada separada por uma distancia d de uma estrela suscetivel.

tempo. Consideramos rotas epidémicas onde os vértices sempre transmitem a infecgao
para seu vizinho a direita antes de se tornar suscetivel. Assim a probabilidade de
transmissao da epidemia em cada aresta ¢ ¢ = A/(A + p). A probabilidade de que a

infeccao partindo de ¢ = 1 alcance o hub em d, é dada por ¢!

, consequentemente a
taxa de transmissdo é Ay = A¢?~!. Para uma rede aleatoéria nao correlacionada com

N vértices, a distancia média entre os vértices de grau k e k' é [53|

In(N (k) /kk')

Ink

d=1+ (3.32)

em que = (k*)/(k) — 1, o que resulta em um tempo de infeccao

o v\
Thk! = o = X( N, ) (3.33)

com b = In(1 4+ p/N)/Ink. O tempo de infeccdo Ty, estimado acima é uma cota

superior para o tempo de infeccao real. Isto decorre de estarmos desprezando outras
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3 Modelos epidémicos

rotas possiveis para sairmos da fonte e chegarmos ao alvo, subestimando a taxa Ay e,
consequentemente, superestimando o tempo 7. Ao compararmos os tempos Tix € Tk,
vemos que o tempo que uma estrela permanece realizando seu ciclo interno cresce muito
mais rapido com o seu tamanho do que o tempo necessario para que uma estrela ative
outra. Isto permite concluirmos que os hubs sao capazes de infectar uns aos outros e

sustentar a epidemia na rede, o que leva a um limiar epidémico nulo [24].
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Capitulo 4

Modelagem computacional

Em meio a um surto epidémico, como definir se uma politica publica de satde
é eficiente? A necessidade de uma resposta agil muitas vezes é inviavel, via processos
experimentais, e observagao do comportamento de um paciente. Um exemplo recente
disso foram os surtos epidémicos de ebola e HINS, que tiveram politicas publicas estu-
dadas a partir de modelos computacionais [29/30]. A América latina passa, atualmente,
por um surto de Zika virus e dengue, porque nao utilizar tal ferramenta para definir
estratégias de combate a tais doengas, antes mesmo de aplica-las? Outro tipo de dina-
mica que vem sendo estudado via simulacoes, é a de espalhamento de virus em telefones
celulares [43|, seu entendimento pode prover ferramentas de prevengao mais eficientes.
Destacamos a importancia de um trabalho em conjunto da modelagem computacional
e outros centros de informacao. Uma das chaves para o bom funcionamento de um
modelo computacional é a determinacao dos parametros utilizados. No caso de epide-
mias, a manutencao de um banco de dados atualizado para estabelecer taxas de infe¢ao
e de cura pelos 6rgaos de saude publica sao essenciais para o sucesso da aplicacao da
modelagem. Entretanto, modelos simplificados incluindo separadamente mecanismos
especificos permitem o entendimento mais profundo dos fendmenos relevantes para a
disseminacao da epidemia.

Em geral, os modelos epidémicos incluindo o processo de difusao sao comuns
no contexto de metapopulagdes [31-33|, como visto na secgao Aqui adotaremos

um processo de difusao um pouco diferente em que um vértice é ocupado por apenas
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4 Modelos epidémicos

um elemento. A implementagao do modelo SIS, computacionalmente, se daré fazendo
adaptagoes nas estratégias apresentadas em [19,20] devido a presenca da difusdo. A
existéncia de um estado absorvente, (todos os vértices suscetiveis), € um problema que
pode ser contornado utilizando por exemplo o método do lifespan proposto por [24].
Este método consiste em contabilizar o tempo de vida médio de uma amostra em fungao
da taxa de infecao, partindo da condicao inicial de apenas um individuo infectado, um
exemplo de sua aplicagao pode ser visto em [54]. Este método é, computacionalmente,
ineficiente, principalmente, nas regioes vizinhas e acima do ponto critico. Nesta disser-
tagao, adotamos o método quase-estacionario [34], principalmente, pela sua eficiéncia.

Sua proposta é apresentada a seguir.

4.1 O método quasi-estacionario

Sistemas com estados absorventes no limite de tamanho infinito podem apresen-
tar uma probabilidade nao nula de no estado estacionario serem encontrados em uma
fase ativa. Mas os sistemas que somos capazes de simular computacionalmente, apesar
de grandes, acabam visitando o estado absorvente. Para estudarmos estes problemas
a distribui¢do quase-estacionaria (QS) é uma ferramenta poderosa. Esta distribuicao
recebe este nome, pois o tnico estado estacionario real, para sistema finitos, é o estado
absorvente, e iremos construi-la a partir de uma média de realizagoes do sistema que
nao atingiram o estado absorvente. Um método eficiente para obter numericamente a

distribuigao QS foi proposto em [34]. Aqui seguiremos seus passos.

s sanest

Figura 4.1: Caminhada com estado absorvente unidimensional.

Como ilustracao do método, consideremos uma caminhada aleatoria unidimensi-
onal (ou processo de um passo [55]) com estado absorvente em x = 0, como apresentado
na figura[4.1l O caminhante dé passos discretos de comprimento unitario, partindo de

uma posicao inicial xg # 0. A probabilidade de encontrar o caminhante no instante t
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em z; = n, é denotada por p,(t). A equagao mestra para o processo é dada por

dpgzlf 2 D WnmPm(t) = D W npa(t), (4.1)

em que wy , representa a taxa de transicao da posigao do caminhante de m para n.
A probabilidade de encontrarmos o caminhante fora do estado absorvente é

dada por

Pt) = 3 palt) =1 - po. (42)

n>1

No limite de t — oo, definimos a distribuicao quase-estacionaria como

Pnl(t)

P, = lim n>1). 4.3
e FO = 0, pois estamos considerando somente as caminhadas que nao visitaram o

estado absorvente. Da Eq. 1} P,, esta devidamente normalizada para n # 1.

Figura 4.2: Representagao esquematica do funcionamento do método quasi-estacionario.

Vamos propor uma caminhada modificada de tal forma que a distribuicao
estacionaria referente a ela seja equivalente a distribuicao quase-estacionaria da
caminhada original. Para isso, estabelecemos que a nova caminhada ao passar pelo
ponto x = 0, serd direcionada a uma posi¢ao x, anteriormente visitada, de acordo com
o seu peso na caminhada, como mostra a figura [4.2] Esta nova caminhada apresenta

a seguinte equacao dindmica
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% - Z wn,QO(t) - Z UJm,nQn(t) + ; ’LU07mC]m(t); n 7& 1 (44)

m#n m#n

que nao é uma equacao mestra por nao ser um processo markoviano. O ultimo termo
na Eq. equivale a uma redistribui¢ao da probabilidade da caminhada ficar presa no
estado absorvente entre os demais estados, proporcionalmente, a probabilidade de ocor-
réncia dos estados nao absorventes. Desta forma, podemos mostrar que a distribuicao
estacionaria, solucao da Eq. no estado estacionario, é equivalente a distribuicao
quase-estacionaria da Eq., pois a caminhada modificada possui a mesma dinamica
da caminhada original para n > 0. A caminhada aleatoria com estado absorvente é um
processo Markoviano de tempo continuo X;, que assume os valores n = 0,1,2, ..., K,
sendo n = 0 um estado absorvente. Nos processos Markovianos com estas caracte-
risticas, o método proposto pode ser aplicado para determinar a distribuicao quase-
estacionaria de X;.

O procedimento realizado nas simulagoes computacionais segue a trilha
anterior. Simulamos o processo original que contém o estado absorvente. Uma
lista ¢ utilizada para armazenar configuracoes do passado do sistema, podendo uma
configuracao da lista ser trocada pela atual com probabilidade p,..dt, em que p,. é
um parametro. Ao visitar o estado absorvente, uma das configuracoes da lista é
recuperada aleatoriamente, e a dinamica é retomada a partir dela. Ap6s um tempo de
relaxacao t,., computamos a contribuicao de cada uma das configuragoes excluindo
o estado absorvente para a distribuicao QS, adicionando a ela o passo de tempo dt
que representa o peso da configuracao. Uma grandeza de interesse que é possivel
determinar a partir da probabilidade QS ¢ o tempo de duragao da dinamica antes que
ela va para o estado absorvente (lifespan). Considerando a possivel existéncia de um
estado absorvente, vemos que taxa de transicao do sistema para ele, seria dada pela
taxa de transicao 1 — 0. A Eq. nos permite escrever p; = P P,, enquanto da
Eq. extraimos a relagao dpy/dt = —dP;, que ao ser substituida na Eq. produz

dP;

= —P,P,. 4.
dt s (4.5)
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Desta maneira o lifespan ¢ dado pelo tempo caracteristico 7 = 1/P(1).

4.2 O modelo de rede UCM

Para construir redes aleatérias nao correlacionadas com P(k) ~ k™7, sem que
a rede apresente miltiplas e autoconexoes, teremos que realizar algumas restrigoes
a0 maior grau que um vértice pode apresentar, o grau de corte k.. Como definido
por Dorogovtsev et al |56], k. é o valor do grau para qual acima dele nao esperamos

encontrar mais do que alguns vértices na rede, entao

N[ P(k)dk ~ 1 (4.6)

ke

que para uma rede em que P(k) ~ k™7, obtém-se

k. ~ NYO=D (4.7)

conhecido como grau de corte natural. A existéncia do corte natural impossibi-
lita a construcao de uma rede nao correlacionada sem multiplas e autoconexoes,

devido a esta imposicao restringir a aleato-

riedade das conexoes. Para contornar este r.=1
problema foi proposto em [57] um grau de Kk k=k
corte estrutural k,, tal que k;, ~ N 3. Para

averiguar este resultado vamos seguir os pas- K’

sos proposto na referéncia [57]. Inicialmente, Pl s

definimos a razao 7y, entre o numero de

arestas entre vértices de grau k e k' dados ™~

pelos elementos de matriz Ey definida na k&

Figura 4.3: Representacao geométrica de

Eq.(2. | AxXi iti
q " e o valor miximo permitido para Trr', N0 plano k' x k, extraida de [57].

um elemento FEy, representado por my .

Portanto,
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Ekk’

Mk 7

(4.8)

Tk =

sendo 1 < 1 por construgao. Permitindo multiplas conexoes myy = min{k Ny, k' Ny},
pois todas as arestas saindo de vértices de grau k ou de grau k' podem ser conectadas
somente entre estes dois tipos de vértices, sendo limitados somente pela quantidade
de cada um dos tipos de vértice. Mas, ao incluirmos o vinculo de impedir arestas
miultiplas, o nimero de combinagoes possiveis entre o nimero de vértices de grau k
e k', dado por NN, passa a ser outro fator capaz de limitar a forma de arranjar
as arestas, fazendo com que myr = min{kNy, k' Ny, NyNy}. Da Eq.(2.12), podemos
escrever Fy = N(k)P(k, k'), finalmente

_ N (k) P(k, k')
n mln{ka, /{?,Nk/, Nka/}

Tk (4.9)

Na Fig. [£.3] temos as regides em que 7 < 1 e rpy > 1 separadas pela fronteira em
que rg = 1, no plano k£ — k’. Definimos o grau de corte estrutural kg, como sendo o

grau que delimita a maior regiao quadrada em que 7 < 1, ou seja

Tk, = L. (4.10)

Para uma rede nao correlacionada temos que

Kk P(k)P(K')

Pk, k') = T

(4.11)

mas, ainda precisamos determinar o valor de my. Observe que para valores de k e £’
pequenos Ny e Ny sdo grandes, enquanto para valores de k e k' grandes, temos uma
quantidade pequena de vértices com estes graus, e assim N, e N possuem valores
pequenos. Logo, para valores grandes de k e k&, regime de nosso interesse, os produtos
kN e k'Nj sao maiores do que NN/, entao my = NiNj. Substituindo myw e o

resultado da Eq.(4.11)) na Eq.(4.9), e utilizando a defini¢ao de P(k), temos

kK

(4.12)
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assim para k = k' = k,, temos para o grau de corte estrutural

ke = ((k)N)? (4.13)

independente da distribuicao de grau. Destacamos que para uma rede com distribuicao
de grau P(k) ~ k=7, quando v > 3 o corte estrutural é maior que o corte natural sendo
equivalentes par N — oo. Enquanto para v < 3, o corte natural é maior que o
corte estrutural sendo necessario a adocao do tltimo para obtencao de uma rede nao

correlacionada.

10° T T T 10”

L . . i | )
10° 10' 10° 10° 10° 10'
(a) : (b) :

Figura 4.4: (a) Distribuigdo de graus; (b) coeficiente de cluster em fungdo do grau; (c)
grau médio dos vizinhos em funcéo do grau, obtidos utilizando o modelo UCM. Adotamos
N = 106.

Para criarmos as redes nao correlacionadas, seguimos o algoritmo proposto
em [39]. Geramos o grau de cada vértice obedecendo a distribui¢do de grau desejada,
neste caso P(k) ~ k™7, sendo que para 7 < 3 os valores possiveis para o grau,
sao limitados pelo grau de corte estrutural ks, = N 2. Realizamos as conexdes das
arestas de forma aleatéria, evitando as miultiplas e autoconexoes, obtendo a lista de
adjacéncia. Podemos verificar que as redes obtidas sao nao correlacionadas medindo
o coeficiente de cluster e o grau médio dos vizinhos em funcao do grau, como mostra
a Fig. [£.4] Estas fung¢oes devem ser constantes para redes nao correlacionadas como

demonstrado na secao 2.1
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4.3 Implementacao da dinamica SIS com difusao

Para implementarmos a dinamica SIS, utilizando o método quasi-estacionério,
precisamos definir algumas estratégias. Para que tenhamos uma simulacao otimizada,
nos concentramos nos vértices infectados e nas arestas que emanam deles. Para isso,
temos uma lista em que armazenamos quais os vértices estao infectados, que pode ser,
facilmente, manipulada. Ao ocorrer cura, o ultimo vértice na lista passa a ocupar a
posi¢ao que era ocupada pelo vértice que foi curado na lista, diminuindo o ntimero de
infectados (Ni,¢) em uma unidade e atualizando o nimero de arestas (N,) que emanam
do sitio infectado. Enquanto, no processo de infeccao, atualizamos Ni,¢, N, e 0 novo
vértice infectado é adicionado ao final da lista. Neste trabalho temos um processo
adicional que é o de difusao. Ele nao altera o tamanho da lista, mas ao ocorrer a troca
de posicao da infecgao na rede, a lista é atualizada trocando também o vértice na lista.

Para o modelo proposto aqui, adaptamos a estratégia apresentada em [19], para
incluir o processo de difusao. A cada passo de tempo, tentamos realizar um dos trés
processos, cura, infeccao e difusao. Com probabilidade

N, inf

Pcura = )
(1 4+ d)Ning + AN,

(4.14)

um vértice infectado escolhido aleatoriamente torna-se suscetivel. Enquanto que com

probabilidade
AN,

-Pin - 5
"7 (14 d)Nint + AN,

(4.15)

um vértice infectado é escolhido aleatoriamente e é aceito com probabilidade pro-
porcional ao seu grau. FEntao escolhemos um dos seus vizinhos aleatoriamente,
tornando-o infectado (se ele estiver suscetivel). Ja com probabilidade complementar,
Pyt = 1 — P.yva — P, um dos vértices infectados é escolhido aleatoriamente. O prové-
vel destino da epidemia esta sujeito ao tipo de difusao implementado. Para a difusao
simples, um dos vizinhos desse vértice é escolhido com igual chance, ja para a difusao
preferencial o destino mais provavel sera o vértice com o maior grau na vizinhanca do

vértice infectado. Apods a escolha, a troca da posicao da epidemia é realizada. Nos dois
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altimos processos, mesmo que nao tenhamos sucesso, devido ao vértice escolhido para
receber a epidemia jé estar infectado, nao deixamos de atualizar a passagem de tempo.

Entao, com o N, e o Nj,¢ atualizados, incrementamos o tempo em

1
dt = 4.16
(14 d)N; + AN, (4.16)

Esta implementacao nos permite computar a probabilidade quase-estacionaria, e

103 T T — T

— N=Ix10’
— N=Ix10'

N=1x10
— N=Ix10°
— N=1x10

Figura 4.5: Suscetibilidade x, em fungao da taxa de infe¢do A, para o modelo SIS com
diferentes tamanhos de rede e v = 2.75.

utiliza-la para medir as grandezas de interesse. Uma das medidas que realizamos ¢
a suscetibilidade modificada 19|, utilizada para determinar o limiar epidémico em re-

des complexas. Ela é dada por
2\ ()2
N = (o) (4.17)

em que (p), (p*) sdo os valores médios da densidade de infectados e da densidade de
infectados quadratica, respectivamente. A figura [£.5] mostra exemplo de curvas da
suscetibilidade em funcao da taxa de infecgao A\ em que a posi¢ao do méximo da curva,

corresponde ao limiar epidémico.
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Capitulo 5

Mobilidade aplicada ao modelo
epidémico SIS

A inclusao da mobilidade a modelos epidémicos é necessaria para torna-los mais
realisticos, ja que os hospedeiros de um virus ou bactéria se movem. As pessoas in-
fectadas pelo ebola e pelo virus HINS podiam difundir pela rede de aeroportos mun-
dial [29,30] os virus de celular que podem ser transmitidos por Bluetooth ou wireless [43]
percorrem todos os locais onde seus proprietarios estiveram.O modelo aqui proposto
para a inclusao de mobilidade ao SIS, considera que cada vértice da rede é ocupado
apenas por uma particula. Consideraremos a difusao simples, em que o individuo in-
fectado se move de forma aleatéria dentro de sua vizinhanga e uma difusao preferencial
na diregao de vértices com maior grau, favorecendo o fluxo da infec¢ao na diregao dos

hubs.

5.1 Mobilidade simples

Consideremos a difusao simples que ocorre de modo aleatério com mesma pro-
babilidade entre os vizinhos de um sitio infectado ¢ de grau k;. Logo, a taxa de difusao

do vértice ¢ para j assume a forma:
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Vamos aplicar a aproximagao de campo médio heterogénea (HMF) em que con-

sideramos os estados de dois vértices independentes, tal que:
[0k, L] = [Ok][1] = (1 = i) - (5.2)

A equacao para a dindmica da densidade de vértices de grau k infectados é

= P 0 =) 4 k) S PR s k(1= ) S P | B
(5.3)

em que os dois primeiros termos, a direita da igualdade, representam a cura espontanea

de vértices de grau k e a difusdo do agente infectado para vértices de graus k', respec-

tivamente. Enquanto, o terceiro e o quarto termos representam, respectivamente, o

aumento de p; pela difusao do agente infectado para vértices de grau k e pela infeccao

deles por seus vizinhos de grau £'.

Podemos fazer uma linearizacao em torno do ponto fixo pr = 0 que reduz a

Eq. a

dpk
— = Jer Or 5.4
dt ; kk' Pk’ ( )

em que identificamos a matriz Jacobiana

d
T = —(1+ d)oppr + (A - E) kP(K' | k). (5.5)

O limiar epidémico sera determinado ao encontrarmos o maior autovalor da matriz

Jacobiana. Para isso, definimos a matriz
d /
Crw = | A+ o kP(K'| k). (5.6)

Considerando que a rede é nao correlacionada, temos que Cyy é positiva e um de seus

autovetores é up = k > 0, com autovalor associado
Ay = MNE?) /(K +d. (5.7)
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

O teorema Perron-Frobenius nos garante que este autovalor é tinico e é o maior. Logo,

o limiar epidémico é

M= B (5.8)

Portanto, o limiar epidémico previsto pela teoria HMF para redes nao correlacionadas
nao ¢ afetado pela difusao simples. Para 2 < v < 3 o limiar se anula, enquanto ele
¢é finito para v > 3, no limite termodinamico. Este resultado pode ser visto como
uma consequéncia da difusao nao alterar o ntimero total de particulas infectadas e
suscetiveis, dentro de uma aproximagao de um vértice. Em uma aproximacao de pares
a dependéncia com d aparece, mas o resultado qualitativo ndo muda. A aproximagao
nao permitiu obtermos uma expressao fechada como na Eq. e a diagonalizacao
da matriz Jacobiana foi feita, numericamente. Por esse motivo, optamos por nao
apresentar os resultados. No limite de coeficientes de difusao infinito é esperado que
a rede quenched passe a se comportar como uma rede annealed, levando ao limiar
previsto pela teoria HMF. Na rede quenched os elementos da matriz de adjacéncia
sao fixos, em rela¢do ao tempo caracteristico da dindmica (74). Enquanto isso, a rede
annealead muda, constantemente, sua estrutura com um tempo caracteristico 7, tal
que, 7, << 74. Isto faz com que apenas P(k) e P(k | k') sejam mantidos [47]. Assim,
no limite de d — oo, um agente infeccioso trocaria de posicao na rede varias vezes antes
de realizar o processo de infecgao ou cura, tornando relevantes somente as grandezas
P(k) e P(k | k'), justificando a analogia com uma rede annealead.

Vamos aplicar também a aproximagao QMF. Temos a seguinte equagao para a
probabilidade que o vértice 7 esteja infectado

dp; Ay
— = —pi—dp; Z j) +d(1 - )Zk

J

i+ AL = pi) ZAUPJ (5.9)

Novamente p; = 0 é uma solugao da Eq.(5.9). A analise de establhdade linear em

torno deste ponto fixo fornece a Jacobiana:

d
J
O limiar epidémico é obtido quando o maior autovalor da matriz Jacobiana se anula.
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Nao obtivemos uma expressao analitica, portanto, o maior autovalor foi calculado,
numericamente, utilizando o método da poténcia [6] juntamente com o método da
bissecao.

Foram feitas simulagoes computacionais do modelo proposto para diferentes
faixas de v e d, comparando-os com os resultados previstos pelas teorias HMF e QMF.

Iniciaremos nossa analise para redes sem escala com v = 2.25 e v = 2.75.

5.2 Analise para v =2.25 e v = 2.75

2
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Figura 5.1: Limiar epidémico em funcio do coeficiente de difusao para N = 107, (a) v = 2.25
e (b) v = 2.75. Em ambas as inser¢oes temos a suscetibilidade em funcao da taxa de infecgao
para alguns dos valores de d estudados.

As simulagoes realizadas mostram que para v = 2.25 e v = 2.75, o limiar
epidémico em fungao do coeficiente de difusao, \.(d), para um tamanho fixo (N = 107),
Fig. [b.1] apresenta um comportamento que é bem descrito, qualitativamente, pela
teoria QMF, podendo ser dividido em regides. Para valores de coeficiente de difusao
baixos o espalhamento da epidemia na rede é favorecido, existindo um ponto onde
ocorre o menor limiar epidémico. O aumento do coeficiente de difusao reduz a eficiéncia
deste processo, levando o limiar a se aproximar de um valor constante, cada vez mais
proximo daquele previsto pela teoria HMF. Este comportamento também pode ser
verificado no deslocamento do méximo da curva da suscetibilidade em funcao de A,

mostrada nas inser¢oes da Fig. 5.1]
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Figura 5.2: Anélise de tamanho finito do limiar epidémico para v = 2.25 para d = 0 e
d = 30.

Para v = 2.25, as simulacoes e as previsoes teoéricas, HMF e QMF, apresentam
uma boa concordancia. Ambos preveem o desaparecimento do limiar com, pratica-
mente, (k)/(k?), independente da difusao. A Fig. mostra dois casos extremos,
d = 0 e d = 30, apresentando uma pequena diferenca que diminui a medida que o
tamanho do sistema aumenta. No caso v = 2.75, temos que as previsoes QMF, apre-
sentam uma dependéncia com o coeficiente de difusao, Fig. |5.3| (a). Para coeficientes
de difusao baixos, o comportamento do limiar com o tamanho se aproxima daquele
previsto pela teoria QMF para a dinamica SIS, dado por A\, ~ 1/v/k, = N7 Lem-
brando que estamos considerando que a rede foi gerada com o modelo UCM em que
k. ~ N2, secdo . Vemos que este comportamento para o limiar em funcao do
tamanho é, exatamente, obtido quando d = 2.5. Para valores grandes de d é apresen-
tada uma reducgao no expoente com que . escala com o tamanho da rede em relacao
aquele obtido no SIS. Existe uma tendéncia do limiar previsto pela teoria QMF de se
aproximar daquele previsto pela HMF neste limite. Isto pode ser verificado na curva
para qual d = 30. Comportamento anélogo é obtido via simulagao, como mostra a Fig.
(b). Este resultado para a analise de tamanho finito assim como o resultado para a
curva A\(d), para N fixo, podem ser, qualitativamente, entendidos da seguinte maneira.

Para difusao baixa favorecemos a ocupagao dos hubs ja que conforme discutido na se-
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

a LARL| T Ty T Ty T Ty T LA | T b TTT T Ty T Ty T LERELELRRL | T LA | T
( ) O d=0 ( ) % O d=0
g O d=2.5 < 0O d=2.5
-1 d=10 - -1 d=10 |
107 8 A g=30 | ] 101 g A d=30 |]
L < HMF J L < HMF | |
oz ;
[ g — ] [ 8 — N ]
- § o - 0 o
L 8 4 L 4
Q |- 4 o |- 4
< <
&) I T BT T B SV B 5 I T B BT B B
10 3 4 5 6 7 10 3 4 5 6 7
10 10 107 10 10 10 10 107 10 10
N N

Figura 5.3: (a) Previsao tedrica para o limiar obtidas pelas aproximagoes HMF e QMF para
diferentes valores de d e (b) andlise de tamanho finito para diferentes valores de coeficiente
de difusdo obtidos via simulacdo, com v = 2.75. A curva em que A ~ N~22% representa o
comportamento previsto para o SIS (d = 0) pela teoria QMF.

cao a difusao favorece os vértices com grau maior, consequentemente favorecendo a
disseminacao da epidemia. Entretanto, se a difusao é muito alta, individuos infectados
ficam pouco tempo nos hubs perdendo portanto sua capacidade de infectar. Isto ficara
ainda mais claro no estudo da previsao QMF para o limiar e na analise do tempo de
vida médio da dindmica para a estrela modificada, proposta a seguir, visando também

esclarecer os resultados para v = 3.5 em uma rede com auséncia de um corte rigido.

5.3 O grafo estrela modificado

5.3.1 Teoria QMF

Consideremos um grafo estrela em que o centro ¢+ = 0, possui ¢ = 1,2,.... N
folhas, sendo assim seu grau é k. = N. A fim de entender o que ocorre na dinamica
SIS com difusao simples, consideraremos uma aproximacao em que as folhas possuem
um grau, ko, igual ao grau médio, kg = (k). Esta escolha para o grau das folhas é jus-
tificada pelo fato de que a maioria dos vértices de uma rede aleatoria com distribuicao
de grau com P(k) ~ k7 apresenta grau proximo ao valor do grau médio. A pre-

senga destas arestas corresponde a uma taxa de difusdo para o centro, dada por d/(k).
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Além disso, ndo permitimos outro tipo de interacao dke disk
da estrela com o exterior, assim particulas externas !
nao podem difundir para ou infectar folhas da estrela. dj<ic-
Este arranjo permite utilizar a matriz de adjacéncia de g
um grafo estrela convencional, em que Ag; = A;p =1, o

para i,7 # 0, e 0 caso contrario, alterando a taxa

d/<k>

de cura nas folhas. Desta maneira, temos a seguinte __ _
Figura 5.4: Estrela modificada

equagao para a densidade de infectados no vértice em relagao a difusao nas folhas.

i

dp; 1 d A
L . — (1= 1— — |p ——p, A (1= ps 1— p, Y.
o =i 5zo)d< <k>)pz L Ej g(1=pj) +d(1=p) ) B

J

vV
fluxo para fora das estrelas

AL =p) Y Aiypy, (5.11)
j

onde p; = 0 é uma solugao para esta equagao. Fazendo uma anélise de estabilidade

linear em torno deste ponto, obtemos a seguinte matriz Jacobiana

J

d
Jiy = —(1+d)6; + (A + E) Ayj (5.12)

que pode ser reescrita da seguinte maneira

Ji=—(14d),sei=j
Joj =A+d/(k),sei#] (5.13)
Jo=A+d/N ,sei#j

usando o resultado acima, vamos calcular os autovalores da matriz jacobiana. Da

equagao de autovalor, . J;;v; = Av;, temos

k=N
— (1+d)v0+()\+d/<k:>)Zvj = Avg,sei =0 (5.14)
— (1 +d)v;+ (A +d/N)vy = Av;, se i # 0. (5.15)
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Isolando v; na Eq.([5.14) e substituindo na Eq.(5.15]), obtemos

d> NA+d _A (5.16)

—(1+d)+<)\+® m

que com alguma manipulagao algébrica, resulta no maior autovalor de J;; abaixo

A= —(1+d)+\/%¢@<k>+d)(w+d). (5.17)

Determinando onde ele se anula, estabelecemos:

Ae = —2<kl>N{ — d(N + (k) + /@((k) + N)2 + AN (k) ((k)(1 + d)2 — dz)} (5.18)

ao tomarmos d = 0 na Eq.(5.18), recuperamos o comportamento do limar epidé-
mico para o SIS, A\. ~ 1/+/N. Considerando o caso em que N >> (k) e d >> 1 obtemos

d d k) (k) — 1)\ 2

que pode ser expandida em série. Desprezando os termos de ordem superior em 1/N,

Ac (5.20)

d
~ —,

N
A presenca da difusao é capaz de alterar o limiar epidémico, levando a um decaimento
mais rapido do que aquele observado para o SIS. Atribuimos isto ao fato de que no
processo de difusao simples a probabilidade de encontrar um caminhante em um vértice
é proporcional ao seu grau, o que facilitaria a difusao da infec¢ao para o centro da
estrela, facilitando que ela fique ativa.

Ao compararmos os resultados obtidos nas simulagoes computacionais em uma
estrela com as previsoes via aproximagoes de campo médio QMF, para todos os valores
de d estudados, foi constatado um bom acordo entre elas, diferindo apenas no fator
multiplicado encontrado. Esta diferenca poderia vir a ser captada caso utilizdssemos
por exemplo uma aproximagao de pares para realizar os calculos. A curva da susceti-

bilidade em funcao da taxa de infeccao para valores tais que d # 0, nao apresenta um
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Figura 5.5: Na figura principal apresentamos a curva da suscetibilidade em funcao da taxa
de infeccao, enquanto na figura inserida, temos o limiar em funcéo do tamanho da rede para
o grafo estrela, para (a) d =0 e (b) d = 10. Adotamos (k) = 3.

crescimento do valor da suscetibilidade para tamanhos diferentes de rede indicando que
nao temos uma transi¢ao de fase, mas apenas uma passagem do estado inativo para o
ativo. Na dindmica SIS convencional, temos que o centro da estrela infecta algumas
folhas e torna-se curado. Durante um intervalo de tempo, ele permanece nesse estado
e ao ser infectado novamente provoca um novo surto da epidemia infectando as folhas.
Isto provoca flutuagdes na densidade de infectados. A presenca da difusao encurta
o tempo que o centro da estrela fica suscetivel, reduzindo a ocorréncia de surtos na
estrela e, consequentemente, diminuindo as flutuacoes da densidade de infectados, o
que justificaria esse resultado.

Com a finalidade de concluir nossos estudos sobre o grafo estrela, vamos reali-
zar uma abordagem baseada na generalizagao da teoria BCPS [24] proposta em [17],
verificando se a difusao altera o tempo de vida das estrelas e a comunicagao entre elas,
tendo como consequéncia o mecanismo de ativagao por hubs ou uma ativacao global,

como responsavel por sustentar a epidemia na rede.

5.3.2 Teoria BCPS incluindo difusao simples

Para determinarmos o tempo de vida de uma estrela na dindmica SIS incluindo
difusao, novamente, vamos considerar uma estrela um pouco modificada. As folhas

passam a ter grau igual a (k), o que permitira a epidemia escapar da estrela a partir do
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

processo de difusao, por estas arestas. Além do processo de cura espontanea que ocorre

com taxa p, o processo de difusao também podera exercer este papel. Portanto, teremos

uma taxa efetiva de cura total dada por 4+ d e um passo de tempo ¢t = 1/(u+ d). O
t =0 t,.=1/(u+d) t,=2/(u+d)

Figura 5.6: Representagao esquematica do ciclo de vida de uma estrela, em nossa dinamica
aproximada de passos discretos contendo a difusdo.

processo de infeccao que ocorre com taxa A, também podera ser realizado pela difusao
com taxa d/k’, em que k' é o grau do vértice infectado. A densidade de probabilidade

de infecg¢ao é dada por
poa(t) = N+ d/K') exp[—(\ + d/K)t]. (5.21)

Partiremos da condicao inicial, em que apenas o centro da estrela esta infectado
como mostra a Fig. para tyg. Ap6s um passo de tempo t = 1/(u + d), o centro se
tornara suscetivel, podendo ter infectado suas folhas. A probabilidade de infectarmos

cada folha durante este intervalo de tempo é

= A+d/k\  A+d/k
. = tydt =1 — — ~ : 5.22
q /0 pa(t) exp< u+d> i (5.22)

para (A+d/k)/(p+d) << 1, em que k é o grau do centro da estrela. A probabilidade

de termos n vértices infectados na estrela é dada por

Pl = (P -0 (5.23)

No instante t = 2/(u+d), determinamos a probabilidade de que o sistema tenha
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

voltado a sua configuracao inicial. Para que isso ocorra, pelo menos uma das folhas
infectadas tem que conseguir retransmitir a infeccao para o centro. A probabilidade

com que uma folha infecta o centro é

q = /OM pa(t)dt =1 —exp (— )\+d/<k>) ~ >\+d/<k>, (5.24)

w+d w+d

para (A + d/(k))/(u + d) << 1. Destacamos o aparecimento do fator d/(k), devido
a essa ser a parcela correspondente a difusao para o centro no grafo modificado. A
probabilidade de que o centro nao seja infectado por uma folha é dada por (1 — ¢).
Se temos n folhas infectadas a probabilidade total de que o centro nao seja infectado
por uma folha é (1 — ¢)". Como os eventos de infec¢cao ou ndo do centro sao
complementares, e a reinfecgao do centro esta sujeita a existéncia de folhas infectadas,
a probabilidade de que pelo menos um destes n vértices infectados reinfecte o centro é

dada por

k k

Pasa =301~ (1= ' IPGiR) = 3001 = (1= '] () a2 = . (529

n=1 n=1

A série binomial

(x+y)" = zk: (z) k=, (5.26)

n=0

nos permite reescrever a Eq.(5.25)) da seguinte maneira

Pio=1—1[1— qlqc]k =1—explkIn(1 — ¢q.)]. (5.27)

Como ¢q; e ¢. sao duas probabilidades, assumimos que ¢q. << 1. Isto nos permite

expandir a funcao logaritmo acima, tendo como resultado

1 kA d
Pciclozl_A_OeXp[_m()\‘i‘(?))], (528)

em que
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Ay = exp (5.29)

A + d*/{k)
(n+d)?

é um fator constante e finito para quaisquer valores de d e X\. A dinamica sobrevive

a S realizagoes do ciclo, dado pelos passos anteriores, com uma probabilidade Pg =

Pcfc_lj(l — P.icio). Assim, o tempo de vida médio é dado por

2 2 — .
(1) = m(5> = rd ;SPcfdo(l = Peicto) (5.30)
portanto
kA d

mostrando que o tempo de vida cresce, exponencialmente, com o aumento do tamanho

da estrela.

Consideremos os limites da Eq.(5.31)):

e Para d = 0, recuperamos os resultados apresentados na sec¢ao

kA2 1
(1) ~ exp <7> = Ae N (5.32)

ou seja, para A = A. o tempo de vida é muito grande.

e Para d >> p >> A, podemos aproximar os termos A + d/(k) ~ d/(k) e p +
d =~ d, que ao considerarmos onde o argumento da exponencial possui um valor

significativo, obtemos:

(T) ~exp (%) — Ae ~ % (5.33)

Desta forma recuperamos o resultado obtido a partir das teoria QMF, para o

limiar na estrela modificada.

e Para d, k grandes mas a razao d/k finita, podemos realizar as mesmas aproxima-

¢oes anteriores, levando ao mesmo A, que neste contexto é um valor constante.
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Consequentemente (1) ~ 1/d.

Ao compararmos os resultados para d = 0 e d # 0 mantendo A fixo, a difusao
pode introduzir um prolongamento (redugao) da fase inativa dos hubs para valores altos

(baixos) de d. O tempo de vida médio em fungao do tamanho da estrela, representa

<T> <T>

hubs ativos

k ux d/A k

(a) (b) —

Figura 5.7: Deslocamento da fase ativa dos hubs na presenca de difusdao para (a) difusao
baixa e (b) difusdo alta. Linhas pontilhadas representam a dinémica SIS sem difusdo e as
solidas com difusao.

bem este comportamento. Para d < 1/A, Fig. 5.7 (a), estrelas de tamanho menores
que se encontravam inativas na dinamica SIS passam a estar ativas o que proveria uma
reducao do limiar. Enquanto para d > 1/, Fig. (b), vemos um deslocamento da
curva indicando que estrelas que se encontravam ativas no SIS, nao se apresentam mais
ativas, aumentando o limiar epidémico. Esta mudanca de comportamento para valores
de d pequenos e grandes, nos sugere a existéncia de um coeficiente de difusao 6timo

para o espalhamento da epidemia.

S

o—o—&fo
-2 S-1 S \ \

\

® o

Fonte “ Alvb

Figura 5.8: Representacao da propagacao da epidemia de um hub infectado (fonte) para um
hub suscetivel (alvo) em nossa aproximagao.

Para determinaremos o tempo necessario para que a epidemia partindo de um
hub de grau k, alcance um hub de grau £/, a uma distancia s, consideramos que o vértice

a esquerda do hub funciona como fonte da epidemia, sempre estando infectado. O
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

tempo em que um novo surto epidémico é iniciado em ¢ = 1 é igual a 1/\. Consideramos
rotas epidémicas nas quais os vértices sempre transmitem a infec¢ao para seu vizinho
a direita, por simplicidade, o que também pode ocorrer agora através do processo de
difusdo. Assumimos que os vértices ao longo das rotas possuem grau igual ao grau
médio da rede, isto nos leva a seguinte probabilidade de transmissao da epidemia em

cada aresta

Gair = A+ d/(K))/ A+ p+ d). (5.34)

A taxa de transmissao da epidemia de um hub para outro passa a ser Ay = qui’fl, em
que s ¢ a distancia entre as estrelas de grau k e k’. Ao tomarmos o resultado em [53]
para distancia entre dois vértices em uma rede aleatéria, apresentado na Eq.(3.32]),

obtemos o tempo de infecgao

1 1 /N{E\"
Tkk! = E = X( ]{3/{:/ ) s (535)
€m que
A d
n (335

Note que 7 fornece uma cota superior para o tempo de infecgao pois estamos des-
prezando todas as rotas epidémicas exceto uma.

Facamos uma anéalise do comportamento de 73 em redes com distribuigao de
grau P(k) ~ k™. Para d = 0, recuperamos o resultado obtido para o SIS na secdo
, para qualquer valor de 7. Tomando v < 3, temos que x ~ k377. Considerando
k=FkK =k =N %, devido ao modelo UCM e levando este resultado na Eq.
e na Eq., obtemos um tempo de infeccao finito. O tempo de vida médio dos
hubs é divergente, logo o mecanismo de reinfeccao de um hub ird funcionar levando
ao desaparecimento do limiar epidémico na dindmica SIS com difusao nesta faixa de
~v. Para v > 3, encontramos um crescimento do tempo de infeccao mituo de forma
algébrica. O expoente permanece como uma fungao do coeficiente de difusao, sendo
que para d = 0 recuperamos o comportamento observado no SIS. Para d >> u >> A,

temos b(\, d) = k) que depende apenas das propriedades da rede.

Ink ?
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Para os casos apresentados, o crescimento do tempo de infecgao mituo ainda
¢ mais lento do que o crescimento exponencial apresentado pelo tempo de vida médio
da estrela, sendo assim, o limiar sera controlado pela dindmica nos hubs, levando a um
limiar nulo. Existe uma excegao para o caso em que d e k sao muito grandes e sua
razao ¢ finita. Neste caso, temos que (7) decresce com aumento de d, mas 7y continua
sendo um crescimento em lei de poténcia, o que nos permite concluir que uma estrela
se torna inativa antes de se comunicar com outra, inibindo o mecanismo de ativagao

por hubs, levando a um limiar finito em acordo com a teoria HMF.
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Figura 5.9: (a)Tempo de infecgao de vértice de grau k' em uma rede com N = 10° vértices
onde a epidemia comeca em um vértice de grau k = 102, que nunca é curado. A linha sélida
representa o valor teoérico da Eq.. Em (b), temos o tempo de vida médio da dindmica
SIS em um grafo estrela com k folhas para A = 0.05, p = 1 e diferentes valores de d. Os
simbolos representam o resultado obtido via simulagao da dindmica no grafo estrela, enquanto
as linhas so6lidas sao os resultados obtidos via integragao da Equagao Mestra para o sistema.

A Fig. |5.9|(a) apresenta uma simulag¢ao em que foi estimado o tempo de infecgao
de vértices de variados graus sendo encontrado uma lei de poténcia para todos os
valores de d estudados, concordando com as previsoes feitas acima. O tempo de vida
da dinamica SIS no grafo estrela também foi computado via simulacao da dinamica
na estrela e pela integragao da equagdo mestra (veja Apéndice A), Fig. [5.9) (b), sendo
obtido um crescimento exponencial para os valores de d investigados. Vemos que a
divergéncia das curvas sao deslocadas com o aumento de d concordando com a teoria,
como mostrado na Fig. em que a inclinagao da reta obtida a partir da curva
In(7) X k, aumenta para valores pequenos d, enquanto diminui para valores grandes de

d. Este resultado se assemelha ao obtido para as curvas A(d) com N fixo, apresentados
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Figura 5.10: Inverso da inclinagao da reta obtida a partir da curva (7)(k) apresentada na
Fig. (b)7 em fungao do coeficiente de difusao.

nas Figs. e[p.12

5.4 Analise para v = 3.5

Iniciamos nossa andlise destacando a ocorréncia de multiplas transi¢oes [20],
como mostra a Fig. (a). Isso introduz a necessidade de adotarmos um critério para
determinarmos qual dos picos da suscetibilidade utilizarmos durante nossas analises.
Aqui adotaremos aquele correspondente ao ponto onde o lifespan calculado através do

método quase-estacionario, como apresentado na secao diverge.

Figura 5.11: A curva em preto representa a suscetibilidade ja a curva em vermelho o lifespan.
Os parametro adotados foram d = 10 e N = 10°.

Ao aumentarmos a difusao alguns picos de suscetibilidade deixam de ser obser-
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vados, como mostra a Fig. [5.12[ (a). Se os valores de d sao, suficientemente, grandes
passamos a observar apenas um pico na curva de suscetibilidade indicando que mul-
tiplas transi¢coes podem deixar de ocorrer. A justificativa para isso se da através do
resultado mostrado na Fig. [5.7|(b). O alto valor de d desloca o tamanho necessario para
que uma estrela se encontre na fase ativa, fazendo com que estrelas menores ativas,
anteriormente, passem a estar inativas. Consequentemente, as transicoes correspon-
dentes a elas deixam de ocorrer, levando ao desaparecimento das miltiplas transicoes

para d, suficientemente, grandes.
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Figura 5.12: (a) Suscetibilidade e (b) limiar em fungao do coeficiente de difusdo para N =
107 e v = 3.5.

Na curva de A(d) para o tamanho N = 107 apresentada na Fig. [5.12| (b),
identificamos regioes com comportamentos distintos. Para valores baixos de d, ha um
deslocamento do limiar para valores menores do que o obtido na dinamica SIS sem
difusao. Enquanto, para valores grandes de d, observamos um deslocamento do limiar
para valores acima daquele encontrado para o SIS sem difusao. Este comportamento é,
qualitativamente, capturado pela aproximacao QMF, que apresenta as mesmas regioes.
A existéncia dessas regides corresponde a anélise da Fig. obtida pela estimativa do
tempo de vida médio da dindmica SIS com difusao na estrela modificada. Para valores
baixos de d, os hubs menores que antes se encontravam inativos passam a estar em sua
fase ativa, parte (a) da Fig. favorecendo o espalhamento da epidemia, reduzindo o
limiar. J& para d maiores, observamos um deslocamento do limiar para valores acima

do encontrado para o SIS sem difusao, correspondendo a Fig. (b), onde os hubs que
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

antes estavam ativos passam a estar inativos, dificultando o espalhamento da epidemia,
deslocando o limiar para valores maiores. Poderia inclusive ser alcancado o limiar finito
previsto pela teoria HMF nestas redes, para d suficientemente grandes. Neste regime,
a difusao seria tao intensa que a estrutura da rede passaria a ser irrelevante, levando o
sistema a se comportar como uma rede annealed.

Na Fig. |5.13|(a), apresentamos os resultados para o limiar QMF obtidos a partir
da determinacao do autovalor da Jacobiana Eq.7 juntamente, com a previsao
HMF. Vemos que a teoria QMF prevé o mesmo comportamento observado para a
estrela modificada. Para verificar isso consideremos o comportamento de uma estrela
de tamanho correspondente ao maior hub da rede. Na secao [1.2] vimos que o maior
grau possivel para um vértice nesta rede ¢ dado por k, ~ NYO=D = NO4 (para
v = 3.5), que ao ser combinado com o resultado na Eq. leva a A\, ~ N9

que corresponde ao comportamento de todos os valores de d # 0 estudados. Ja para
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Figura 5.13: Em (a) temos as previsoes da teoria QMF, para diferentes valores de d e a
previsao da teoria HMF. A analise de tamanho finito para diferentes coeficientes de difusdo
com v = 3.5 (b), obtidos via simulacdo. A curva em que A\, ~ 1/k. = N~%% corresponde
ao limiar para o maior hub da rede previsto no estudo da dindmica da estrela modificada,
enquanto a curva A, ~ N2 corresponde a previsao para o SIS na auséncia de difusao.

d = 0, temos \. ~ 1/vk. = N7%2 Logo, a teoria QMF indica que a presenca da
difusao na dinamica SIS favorece o espalhamento da epidemia juntamente com um
desaparecimento do limiar para qualquer valor de d . A analise de tamanho finito
apresentada na Fig. [5.13((b), ndo equivale a previsao da teoria QMF para os tamanhos

de rede investigados quando d # 0.
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

Para d = 2.5 e d = 10, vemos que a inclinagao dos ultimos trés pontos da curva
do limiar epidémico em func¢ao do tamanho é mais acentuada do que para d = 0. Ja
para d = 30, esta mesma inclinagao se apresenta menor do que para d = 0. Apesar de
termos o desaparecimento do limiar para os valores de d apresentados, a disseminacao
da epidemia nao ¢ favorecida pela presenca da difusao para todos os valores de d nesta
faixa de tamanhos estudados, como preve a teoria QMF. Esta aparente discordancia
é atribuida ao efeito de tamanho finito, j& que como previsto na teoria BCPS para a
estrela modificada, os tamanhos que as estrelas devem ter para estar em seu estado
ativo devem ser cada vez maiores ao ser aumentado o coeficiente de difusao, implicando
na necessidade de tamanhos de rede maiores para que tenhamos tais estrelas. Em suma,
o comportamento é qualitativamente associado ao deslocamento da fase ativa de uma
estrela, sendo que para d pequeno, estrelas menores se encontram ativas facilitando
a difusao da epidemia, enquanto para valores elevados de d somente estrelas muito
grandes estao ativas, o que dificultaria o espalhamento da epidemia, aumentando o
limiar.

De uma forma geral, para v = 2.25 verificamos uma independéncia do limiar
com a difusao, no limite termodindmico, mantendo o valor previsto na teoria HMF.
Os resultados encontrados para v = 2.75 e v = 3.5, sao, qualitativamente, justificados
pelo célculo do tempo de vida médio da estrela modificada. A Fig. [5.7] retrata o
comportamento visto na curva A(d) e na andlise de tamanho finito, em que a difusao
baixa favorece o espalhamento da epidemia devido a hubs menores que se encontravam
inativos na auséncia de difusao, se apresentarem ativos na presenca dela. Enquanto
isso, para valores elevados de difusao o espalhamento da epidemia é prejudicado pela
inativagao de hubs que se encontrariam ativos. Isto também justifica o desaparecimento
das multiplas transi¢oes. Ressaltamos que estes resultados sao validos somente para
os tamanhos de rede estudados, ja que a propria teoria utilizada para justificar tais

resultados, prevé efeitos de tamanho finito.
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5.5 Mobilidade preferencial

A equacao para a dinamica da densidade de infectados na aproximacao QMF é

dpi
p = — Pi Z Azy — Pj Dzy + - Pi Z Aszj ji + )‘ 1- pz Z Azyﬂj (5-37)
J J

A mobilidade sera dada nesta aproximacao por

ook dk
v Zl Ailkl B kiknn,i‘

D;; representa a difusao de um agente infectado localizado no vértice ¢ para um vértice

(5.38)

j em sua vizinhanca. Ao escrever o termo de difusao desta forma, é favorecido o

deslocamento da epidemia em direcao aos hubs. Além disso, o fator de normaliza-

¢ao no denominador garante que para um vértice ¢ a difusao total, > . jentd) Dz-j =d,

¢ constante e igual ao coeficiente de difusao. Desta maneira a Eq.(5.37 , assume a forma

dp; dp;
e i — P S kAL = i) + (1 - )Z

dt ! k@k’nn,z J Pi +)\ 1 P ZAUPJ

k; km” r

(5.39)
A linearizagao da Eq.(5.39), para o estudo nas vizinhangas da solugao p; = 0,

nos conduz a matriz Jacobiana

dk;
Kjknn,j

Na aproximagao HMF a equagao para dinamica da densidade de sitios infectados, em

que consideramos um termo difusivo generalizado é

dpy,

P Pkk;P(k' | K)(X = pi) D + k(1 — pi) ;PW | k) prr Dy

+AE(L = pp) Y P(K | k)pw. (5.41)

Este termo difusivo assume a seguinte forma,
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Ak’
)

sendo derivada da Eq.(5.38), mantendo a mobilidade preferencial na dire¢ao dos hubs
da rede. Substituindo a Eq.(5.42)) na Eq.(5.41))

Dkk’ =

(5.42)

dpy, dpy, . 2 P(K | k)
- = - EP(K | k) (1= pp)+ dk*(1 — o
a2 PP TR = ) £ B ) )
+Nk(L— pp) Y P(K | k)p. (5.43)
k./

Ao ser realizada a linearizagao em torno deste ponto pr = 0 fixo, obtemos

dpy dk /
o > [— (L+ d)dp + <W + A) kP(K| k)] P (5.44)

k/

Para uma rede nao correlacionada, recuperamos os resultados apresentados na
secdo 2.1] em que kn, (k) = (k*)/(k) e P(K' | k) = K'P(K')/(k), o que nos permite

escrever a Jacobiana:

dk*P(K) | kK P(K)
(k2) (k)

e = —(1 + d)ékk/ + A (545)

Portanto, em ambas as aproximacoes, nossa tarefa para estabelecermos o limiar
epidémico é determinar o maior autovalor das respectivas matrizes Jacobina e onde
eles se anulam. Para isso utilizamos o método da poténcia, juntamente, com o método

da bissecao.

5.5.1 Resultados para v =2.25e v =275

Os resultados das simulagoes apresentados nas curvas de preto das Figs. [5.14
(a) e (b), de A\.(d), para N fixo, mostram que o limiar reduz seu valor, rapidamente,

para taxas de difusao baixa, se aproximando de um valor constante proximo de zero
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5 Mobilidade aplicada ao modelo epidémico SIS

para valores altos de difusao. Este comportamento é capturado por ambas as teorias.

Relacionamos este resultado ao favorecimento da difusao para vértices com grau elevado
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Figura 5.14: Comportamento do limiar A, em funcao de d para (a) v =2.25 e (b) v =2.75
, N =107. Em ambas as curvas, vemos que o limiar decresce, rapidamente, se aproximando
de um valor constante préximo de zero.

ainda mais forte do que na difusdo simples, como mostrado na segao [2.2) mantendo os
hubs sempre ativos, levando a queda brusca do limiar. Para difusao elevada este efeito
é tao intenso que todos os hubs da rede estariam infectados todo o tempo, levando a
um limiar muito préoximo de zero para um tamanho fixo de rede.

A analise de tamanho finito mostra que a presenca da difusao facilita a disse-
minagao da epidemia em relagdo ao SIS (d = 0) para os valores de d e 7 estudados.
Quando v = 2.25, a difusao preferencial introduz uma mudanc¢a no comportamento do
limiar previsto pelas teorias de campo médio, Figs. [5.15 (a) e (b). Se d = 0, o limiar ¢
dado por (k)/(k?) em ambas as teorias, enquanto para d # 0 ele passa a se comportar
com 1/k., com k., = N°® para a rede UCM. O mesmo acontece para v = 2.75, Fig.
5.16| (a), em que para d = 0, a teoria HMF prevé um limiar dado por (k)/(k?) e a QMF
um limiar tal que A\, ~ 1/vk. = N=%%_ sendo observado \. ~ N=%5 para d # 0.

Este resultado pode ser justificado considerando o processo de difusao simples
em uma estrela convencional. Isto seria equivalente a mapearmos a difusao simples na
estrela modificada possuindo folhas de grau ky na difusao somente para o centro, ja
que a probabilidade da difusao para o centro da estrela ¢ muito maior do que a difusao
para fora dela, no caso de difusao preferencial. Entao, fazendo ky = 1, na Eq. e

tomando o limite em que k >> 1 e d >> 1, obtemos A\. ~ 1/k, em que k é o tamanho
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Figura 5.15: Previsao das teorias (a) HMF e (b) QMF para o limiar epidémico em fungao
tamanho para a difusdo preferencial considerando v = 2.25. (c) Anélise de tamanho finito
para o limiar epidémico realizada via simulacdes. A curva A, ~ 1/k. = N~%5 corresponde a
previsao para o limiar epidémico em uma estrela para o SIS com difusao preferencial.

da estrela.

A suscetibilidade em funcao da taxa de infeccao para diferentes tamanhos nao
apresenta um crescimento significativo para v = 2.75, Fig. (a), indicando que nao
temos uma transicao de fase. Isso se deve a difusao eliminar os surtos provocados pelos
hubs na rede como discutido, anteriormente, mas com efeitos mais fortes na difusao
preferencial.

O comparativo entre as curvas da suscetibilidade em funcao da taxa de infeccao
para a mesma rede, apresentado na Fig. (a), mostram que o comportamento para a
difusao simples e a difusao preferencial sao bastante distintos. Para v = 2.25 vimos que
o limiar independe de d, na difusao simples tanto nas previsoes HMF e QMF, prevendo
um desaparecimento do limiar, concordando bem com as simulac¢oes. J& para a difusao

preferencial mesmo para este valor de v a difusao influencia as previsoes HMF e QMF,
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Figura 5.16: Em (a) apresentamos a suscetibilidade em func¢ao da taxa de infecc¢ao, para
diferentes tamanhos de rede e em (b) anélise de tamanho finito para o limiar epidémico e
previsoes HMF e QMF. Em ambas as curvas temos d = 10 e v = 2.75 (outros valores de d
foram omitidos devido a apresentarem o mesmo comportamento).

produzindo um desaparecimento mais rapido do limiar, do que o observado na dinamica
SIS sem a difusao. Quando v = 2.75 a difusao simples introduz alteragoes sobre as
previsoes QMF, mas sem alterar a HMF, enquanto na difusao preferencial ambas as
teorias sao influenciadas pela difusao. Foi observado até mesmo um valor constante do
maximo da suscetibilidade para tamanhos diferentes indicando a auséncia de transigao
de fase. Além disso, o decaimento rapido do limiar para N fixo, na curva \(d) na difusao
preferencial, para ambos os valores de v = 2.25 e 2.75, contrasta com o comportamento
observado na difusao simples em que temos uma reducao suave do limiar seguida de
um crescimento para valores de d grandes como mostra a Fig. Vemos que mesmo

para 7 < 3 as diferengas entre os dois regimes difusivos sao representativas.

5.5.2 Resultados para v = 3.5

Para este valor de 7, observamos comportamentos, aparentemente, distintos
dos anteriores. A auséncia do corte rigido permite que tenhamos vértices com um grau
muito maior do que o apresentado pelos demais vértices da rede, como mostra a Fig.
5.18(c). A difus@o preferencial transforma estes hubs em atratores de agentes infec-
tados que passam por sua vizinhanca. Entao, ao aproximarmos os hubs por estrelas,
verificamos que a dindmica SIS, que possui flutuacoes na densidade de infectados rela-

cionada a mudanca de estado do centro, passaria a nao apresenta-las, devido o centro
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Figura 5.17: (a) Suscetibilidade em funcdo da taxa de infecgdo em um mesma rede. Nela
temos a dinamica SIS sem difusdo (curva em preto), com difusao simples (curva vermelha)
e preferencial (curva verde), para d = 10. (b) Limiar epidémico em funcao do coeficiente
de difus@o com tamanho fixo para as difusdes simples (vermelho) e preferencial (preto). Em
ambas as curvas foram adotados N = 107 e v = 2.75.

nao alterar seu estado, destruindo a transi¢cao, como mostra a curva da suscetibilidade,
na Fig. |5.18| (a). Estes valores baixos para a suscetibilidade se repetem para todos
os tamanhos estudados. As curvas correspondentes a aquelas que apresentam vértices
com grau muito elevado sentem mais este efeito, como pode ser visto em uma analise
conjunto das Figs. [5.18|(a) e (¢). Uma hipotese para as diferencas com os casos em que
v < 3 pode ser a existéncia de um ntmero grande de transi¢oes envolvendo epidemias
localizadas pois a ativacao das estrelas variam muito rapidamente com o grau e, as-
sim, mesmo gaps pequenos na distribuicao de graus gerariam ativacoes independentes
nos hubs. No caso de v < 3, o modelo UCM nao permite tais gaps devido ao corte
estrutural.

Ressaltamos a importancia de mais investigacoes do modelo para esta faixa de
~. Uma abordagem mais ampla, propondo uma aproximacao para o tempo de vida de
uma estrela e a comunicacao entre elas, além de um estudo em outros tipos de rede que
permitam um controle maior sobre os hubs, permitiriam conclusoes mais consistentes

além de um aprofundamento das discussoes.
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Figura 5.18: (a) Suscetibilidade em funcao da taxa de infeccao, (b) A densidade de infectados
em funcao de A e (c¢) distribuigdo de graus, em que a curva em vermelho foi deslocada para
facilitar a visualizacdo. As curvas, aml e am?2, representam duas redes distintas em que
adotamos v = 3.5, d =2.5e N = 107.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Nesta dissertacao destacamos a presenca de sistemas que podem ser represen-
tados e estudados no contexto de redes complexas. Fizemos uma revisao de algumas
propriedades utilizadas para caracterizar uma rede funcionando como ferramenta em
nossas anélises. Destacamos a distribuicao de grau, o coeficiente de cluster e o grau
médio de um vértice, que foram essenciais no estudo do modelo UCM que constituiu
a base para construcao das redes aleatorias nao correlacionadas usadas em nossos es-
tudos. Esta ultima propriedade ainda reapareceu em nossa proposta para o modelo
de difusao preferencial, sendo que resultados conhecidos sobre ela foram essenciais as
nossas aproximacoes de campo médio.

Uma revisao de modelos epidémicos foi realizada dando foco ao modelo SIS que
é o0 objeto de investigacao aqui. As teorias de campo médio ganharam um destaque
especial, devido ao seu papel como instrumento para determinar o limiar epidémico.
Os resultados encontrados na literatura mostram que as abordagens HMF e QMF,
apresentam divergéncias. Estas divergéncias tornaram as discussoes mais intensas,
sendo apresentadas propostas de refinamento das teorias de campo médio e um possivel
efeito de localizagao da epidemia. Assim, perturbacoes da dinamica SIS podem ajudar
no entendimento da robustez dos resultados e métodos tedricos conhecidos.

Propomos um modelo de dindmica SIS incluindo processo de difusao que pode
ser simples ou preferencial, tratando o problema de forma analitica e computacional-

mente. Para esta tltima abordagem, devido o modelo SIS apresentar um estado absor-
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vente foi necessario a introducao do método quase-estacionério, ferramenta poderosa
utilizada para este tipo de modelagem.

A aplicacao da teoria HMF & dindmica SIS com difusao simples levou a uma
independéncia do limiar em relagao ao coeficiente de difusao d, assumindo o mesmo
valor encontrado para a dinamica SIS sem difusao. Ja a teoria QMF apresenta um
limiar que possui uma dependéncia com d, quando v > 2.5, sendo que para v > 3, ele
¢ tal que A, ~ N~0~Y para todos os valores de d # 0. As simulacdes do modelo
mostraram que o limiar desaparece para vy < 3, apresentando um excelente acordo com
as previsoes de ambas as teorias para 7 < 2.5. Para 2.5 < v < 3 a teoria QMF foi
capaz de captar o comportamento qualitativo, em que valores baixos de difusao favore-
cem o espalhamento epidémico enquanto para valores elevados ele é dificultado. Para
~v > 3 os efeitos da difusao ficam mais evidentes. O limiar em funcao do coeficiente de
difusao para um tamanho fixo da rede mostrou que no regime de baixa difusao o limiar
epidémico é reduzido, enquanto no regime de difusao alta ele aumenta podendo atingir
valores préximos do previsto pela teoria HMF, comportamento que é bem capturado
pela aproximacao QMF. Na analise de tamanho finito este comportamento é confir-
mado, juntamente, com o desaparecimento do limiar para os valores de d estudados
contradizendo a teoria HMF que prevé um limiar finito. A teoria QMF, aparentemente,
nao foi capaz de captar os resultados observados para a faixa de tamanhos estudados,
j& que sua previsao de que a difusao sempre favorece a disseminac¢ao da epidemia nao
foi averiguada. Este resultado é consequéncia do efeito de tamanho finito, ja que a
propria teoria BCPS com difusao prevé que ao aumentarmos o valor de d, somente
hubs muito grandes estariam ativos demandando redes cada vez maiores para que eles
sejam observados. Um estudo do tempo de vida médio da estrela e do tempo necessario
para que elas infectem umas as outras, forneceram um embasamento para justificar os
comportamentos observados, ja que encontramos que para d baixos, estrelas menores
que se encontravam inativas na dinamica SIS, passam a estar ativas facilitando o espa-
lhamento da epidemia e, consequentemente, reduzindo o limiar. Para valores elevados
de d, estrelas que se encontravam ativas no SIS, passam a estar inativas dificultando o

espalhamento da epidemia, levando a um aumentando do limiar.
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O mecanismo de difusao preferencial possui um comportamento mais compli-
cado. Tanto para 7 = 2.25 quando para v = 2.75 o comportamento do limiar é
modificado pela difusao, sendo previsto pelas teorias HMF e QMF e observado nas
simulagoes A\, ~ 1/k., correspondente ao limiar em um grafo estrela. sendo que para
v = 2.75 perdemos a transi¢ao ja que o méaximo da suscetibilidade nao cresce com o
aumento do tamanho da rede. Para v = 3.5, vemos uma reducgao dréastica do valor da
suscetibilidade, indicando que as flutuac¢oes sao reduzidas, e nao temos transicao de
fase, assim como em v = 2.75. Associamos este efeito a presenca de hubs muito gran-
des que atrairiam a infeccao para sua vizinhancga e manteriam seus centros localmente
infectados.

Como perspectivas para este trabalho esperamos terminar nossas investigagoes
sobre a difusao preferencial quando v > 3, propondo um estudo para a dinadmica
em uma estrela e aplicagao do modelo em redes que permitam um maior controle no
aparecimento de hubs com grau muito elevado. Realizar a implementacao da difusao
preferencial ao PC, ja que neste modelo os expoentes criticos sao bem conhecidos [15,16|
possibilitando a verificagao de mudancas neles. Além de uma implementacao da difusao

preferencial a dindmica de metapopulagoes.
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A.1 Equacao mestra para o SIS com difusao simples
em um grafo estrela

A equagdao mestra para o modelo SIS com difusao simples aplicada a estrela
apresenta simetria, ja que quais folhas estao infectadas nao é relevante para o sistema.
Entao as variaveis relevantes sao o nimero de folhas infectadas (n) e o estado do centro
o, que pode ser infectado (1) ou suscetivel (0). Assim temos que a probabilidade de

uma configuracao é representada por P(n,o) . Logo temos as seguintes equagoes:

_dPEZ’ 0) _ BP(n,1) + B(n+1)P(n+1,0) = fnP(n,0) = AnP(n,0) — ndP(n,0)+
%P(n —1L,1)(k—n+1)+ d(kok—o—l)(n +1)P(n+1,0)
_dpgt“ Y BP(n,1) — BrP(n,1) + Bln+ 1)P(n+ 1,1) 4 Alk — n+ 1)P(n —1,1)—

Mk —n)P(n,1) 4+ AnP(n,0) — (k — n)%P(n, 1)+ (n+ l)kioP(n +1,0)—
kio(ko — 1)nP(n,1),
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sujeitas as condigoes de contorno:

dpgz’ O_ BIP(0,1) + P(1,0)] + %(ko —1)P(1,0)

dpgl(t), Y _ 5P(1.1) - P(0,1)] - AkP(0.1) + %pu, 0) + Cl(’fok_o—l)p(L 1) dP(0.1)
W = BP(k,1) — kP(k,0) — AkP(k,0) — dkP(k,0) + %P(k —-1,1)

% = Bk +1)P(k,1) + A\P(k — 1,1) + X\kP(k,0) — Cl(kok—o_l)kp(k, 1).

A integracao numérica foi realizada a partir do método Runge-Kutta de 4*
ordem, com o parametro dt = 107%. Ao obtermos a distribuicao P(n, o), calculamos
a probabilidade de sobrevivéncia Ps = 1 — P(0,0). A partir dela podemos calcular
a distribuicdo quase-estacionario P. Integramos a equacdo mestra até obtermos uma

precisdo para P da ordem de 107°. Entdo calculamos o tempo de vida médio da

epidemia, proposto na Eq.(4.5))

S (A1)
P(0,1) + P(1,0)

Desta maneira obtemos, a curva 7 em funcao de k via integracao numérica da equagao

mestra.
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