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Resumo

SILVA, Saulo Luis Lima da, D. Sc., Universidade Federal de Vicosa, Dezembro de 2015.
SOBRE A MEDIDA DE EMARANHAMENTO, VIA DISTANCIA ENTRE ESTA-
DOS, EM CADEIAS DE HEISENBERG ANTIFERROMAGNETICAS DE SPIN-
1/2. Orientador: Daniel Heber Theodoro Franco. Coorientadores: Oswaldo Monteiro Del
Cima e Afranio Rodrigues Pereira.

Embora o estudo sobre emaranhamento quantico tenha sua origem na primeira metade do
século passado, com os trabalhos de A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen, somente nos anos
80, apds os experimentos de Aspect e colaboradores, é que esse assunto teve renovado o
interesse pela comunidade cientifica. Tal fen6meno se mostrou de grande interesse tanto do
ponto de vista tedrico, filoséfico e tecnoldgico. Apesar dos esforcos, a deteccao e medida
de emaranhamento n3o é um assunto totalmente fechado. Falta-nos ainda uma forma geral
de deteccdo e quantificacao do emaranhamento. Nesse trabalho, temos por objetivo estudar
o emaranhamento quantico. Particularmente, o emaranhamento térmico e macroscépico em
sistemas de matéria condensada. Usaremos para isso, o método de distancia entre estados
como quantificador de emaranhamento. Tal método possui um forte apelo geométrico e possui
a vantagem de nao depender da dimensao nem do tamanho do sistema. A utilizacao de tal
método n3do é recorrente na literatura pelo fato de que sua aplicagcdo exige, em geral, métodos
numéricos. Mostraremos uma forma analitica de aplicacdo para sistemas que satisfacam o
critério de Peres-Horodecki. Além disso, serd apresentado o célculo do emaranhamento para
varios sistemas de spin-1/2 que satisfagam a hamiltoniana de Heisenberg 1D, anisotrépica,
sem campo magnético externo e com interagdo antiferromagnética. Além de sistemas dimeros,
estudaremos o emaranhamento em sistemas trimeros, cadeias de Heisenberg infinitas e sistemas
dimero-trimero. Mostraremos o comportamento do emaranhamento com a temperatura, bem

como determinaremos a temperatura critica de emaranhamento para varios compostos reais.

Vi



Abstract

SILVA, Saulo Luis Lima da, D. Sc., Universidade Federal de Vicosa, December, 2015.
ON THE ENTANGLEMENT MEASURED USING THE DISTANCE BETWEEN
STATES IN SPIN-1/2 HEISENBERG CHAINS WITH ANTIFERROMAGNETIC
COUPLING. Adviser: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-advisers: Oswaldo Monteiro
Del Cima and Afranio Rodrigues Pereira.

Although the study of quantum entanglement has its origin in the first half of the last century,
with the works of A. Einstein, B. Podolsky and N. Rosen, only in the 80s that this issue
received renewed interest due to the Aspect experiments and collaborators. This phenomenon
has proved of great interest from a theoretical, philosophical and technological point of view.
Despite efforts, detection and measurement of entanglement is not a fully enclosed subject. We
have not found a general form of detection and quantification of entanglement. In this work,
we aim to study quantum entanglement. In particular, thermal and macroscopic entanglement
in condensed matter systems. We will use for this, the method of distance between states
as quantifier of entanglement. This method has a strong geometrical appeal and has the
advantage of not depending on the system dimension or size. Use this method is not very
common in the literature because their implementation requires, in general, numerical methods.
We show an analytical form of application for systems that meet the criteria of Peres-Horodecki.
Moreover, the calculation of entanglement for various spin-1/2 systems which satisfy the 1D
Heisenberg Hamiltonian with antiferromagnetic interaction and without external magnetic
field will be displayed. We Will study the entanglement systems dimer, trimer and Heisenberg
infinite chains, such as dimer-trimer systems. We show the entanglement behavior as well as

the critical temperature of entanglement for various real compounds.

vii



Capitulo 1

Introducao

Emaranhamento quantico é um dos aspectos mais intrigantes e peculiares da mecanica quantica.
Nas palavras de Erwin Schrodinger, o emaranhamento ndo é um, mas o trago caracteristico da
mecanica quantica. Tal fendmeno tem a origem de seu estudo nas criticas feitas a mecanica
quantica por Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen [1]. Os autores argumentaram
que a mecanica quantica, tal como era entendida, ndo podia ser uma teoria completa da Natu-
reza. Esse trabalho evidencia, na verdade, o carater ndo local da mecanica quantica. Einstein
utilizou o termo agdo fantasmagdrica a distancia para descrever essas peculiaridades da teoria

e Schrodinger cunhou o termo emaranhamento em 1936.

A questao sobre se o emaranhamento € algo real ou apenas uma consequéncia tedrica abs-
trata do formalismo matematico da teoria ficou em aberto até quase trés décadas apds a morte
de Einstein. Na década de 60, John Bell, deu uma importante contribuicao para a elucidacao
experimental desse tema. Bell deduziu o que ficou conhecido como Desigualdades de Bell.
Tais desigualdades nunca sao violadas no contexto da fisica cldssica, mas a fisica quantica pode
ndo satisfazé-las em casos especiais, particularmente, casos em que haja emaranhamento [2].
Em 1982, Alain Aspect e colaboradores fizeram uma experiéncia onde mediram a polarizacao
de dois fétons produzidos por uma mesma fonte, a saber, o decaimento radioativo de um
atomo de cdlcio [3]. Nesse experimento foi possivel demonstrar que as desigualdades de Bell

eram violadas em alguns casos especiais, como previa a mecanica quantica.

Atualmente, n3o existem mais dlvidas experimentais sobre a existéncia desse intrigante
fendmeno. Suas consequéncias filoséficas e abstratas s3o, ainda, um ramo da fisica que gera
muitas discussdes e nao parece estar perto de ser um problema fechado na ciéncia. Esse, no
entanto, ndo é um assunto de interesse apenas académico ou filoséfico, o emaranhamento tem
se mostrado fundamental para o entendimento e avanco de vdrias areas da fisica e tecnologia
atuais. Ele tem papel chave no entendimento das transicBes de fase quéanticas [4, 5, 6], no
processamento e transmissdo de informacdo quéntica [7, 8] e no ramo da ciéncia, ainda em

crescimento conhecido como biologia quantica [9, 10, 11], entre outros.



Embora tenha se passado mais de trés décadas desde a descoberta experimental de Aspect,
o problema de saber quando um determinado estado estd emaranhado e, uma vez detectado
tal emaranhamento, saber o quao emaranhado ele esta nao é tarefa facil e ainda é um problema

aberto em fisica.

Um tema de grande interesse é estudar o emaranhamento em sistemas de matéria conden-
sada. Tal interesse advém do fato de que alguns comportamentos de tais sistemas sé6 podem
ser entendidos a luz do emaranhamento. A susceptibilidade magnética a baixas temperaturas,
transicdes de fases quanticas, rea¢des quimicas sao alguns exemplos de onde o emaranhamento
é ingrediente chave para um completo entendimento do sistema. Além disso, no intuito de
se produzir um processador quantico, o estudo de emaranhamento em sistemas de matéria
condensada se faz essencial. Em matéria condensada, os ditos materiais magnéticos sdo de
particular interesse. Dentre esses, temos os ferromagnetos e antiferromagnetos que sdo des-

critos pelo modelo de Heisenberg. Estudaremos o emaranhamento em sistemas desse tipo.

Um dos nossos objetivos nesse trabalho é utilizar um método para quantificar o grau de
emaranhamento de um sistema - a distancia entre estados como medida de emaranhamento.
Nossa motivacdo para tal escolha esta no apelo geométrico do método, juntamente com o
fato de ele ser independente da dimens3o e do tamanho do sistema. Utilizaremos a norma de
Hilbert-Schmidt para medir a distancia entre estados quanticos. A escolha de tal norma se
deveu, principalmente, a sua simplicidade de aplicacdo. A quest3o de se essa norma satisfaz
as condicdes desejdveis a uma boa medida de emaranhamento foi discutida em 1999 por C.
Witte e M. Trucks [12]. Nesse trabalho, para mostrar que a norma de Hilbert-Schmidt é n&o
crescente sobre aplicacao de mapas positivos preservando o traco, os autores lancaram mao do
Teorema de Lindblad. Em 2000 M. Ozawa argumentou, valendo-se de um contra exemplo, que
essa norma nao satisfaz a condicao de emaranhamento nao crescente sob aplicacao de mapa
positivo preservando traco [13]. Trabalhos posteriores, no entanto, mostraram que, sob certas
condi¢des, essa norma fornece uma boa medida de emaranhamento [14, 15, 16]. Deixamos

uma discussao mais detalhada sobre esse ponto para o Apéndice A.

A proposta de se medir o emaranhamento via distancia entre estados remonta a 1997 com
o trabalho de V. Vedral et al. [17]. Apesar de n3o ser nova, essa proposta ndo é, em geral,
encontrada sendo utilizada na literatura devido ao fato da necessidade de se usar métodos
numeéricos para apica-la. Uma de nossas contribui¢des originais do trabalho é mostrar que para
sistemas que satisfacam o critério de Perez-Horodecki [18], podemos calcular o emaranhamento
do sistema analiticamente de uma forma tao simples quanto a concurréncia, por exemplo. Com
a vantagem, em detrimento desta, de se aplicar, também, a sistemas de dimensdo 2 ® 3. Os

resultados dessa parte do trabalho estdo submetidos para a publica¢do [19, 20].

O estudo do emaranhamento em cadeias de Heisenberg é de grande interesse na fisica e



ja vem sendo feito ha varios anos. No inicio dos anos 2000, os trabalhos de K. M. O'Connor
e W. K. Wootters [21] juntamente com os trabalhos de X. Wang e P. Zanardi [22] mostraram
como obter a matriz densidade de uma cadeia de Heisenberg cuja hamiltoniana comuta com
a componente z do spin total. M. Wiesniak, V. Vedral e C. Brukner mostraram, em 2005,
como relacionar o emaranhamento com a susceptibilidade magnética [23]. Em 2008 S. M.
Aldoshin et al. estudaram o emaranhamento em sistemas dimero [24]. Os autores valeram-se
da equagdo de Bleaney e Bowers [25] para relacionar o emaranhamento com a susceptibilidade
magnética do sistema. Nesse mesmo ano, M. Souza et al. obtiveram experimentalmente
o emaranhamento de um composto dimero-trimero utilizando a susceptibilidade magnética.
Uma discussdo sobre o emaranhamento em cadeias infinitas de spins em temperatura zero

pode ser encontrado em [21] e [23].

Neste ponto, a contribuicao original do nosso trabalho é a obtencdo do emaranhamento
para sistemas trimero, relacionando-o com a susceptibilidade magnética do sistema. Junta-
mente com a obtencdo do emaranhamento em funcdo da temperatura e a temperatura critica
de emaranhamento para dois compostos que ainda nao haviam sido estudados sob essa dtica.

Os resultados desse trabalho foram publicados e podem ser encontrados em [26].

Obtivemos também, originalmente, o emaranhamento térmico (e ndo apenas em 7' = 0)
de uma cadeia infinita de spins. Para tanto, nos valemos dos trabalhos de Bonner e Fisher
[27], assim como os trabalhos de Eggert et al. [28], para relacionar o emaranhamento com a
susceptibilidade magnética do sistema. Além de uma expressdo geral para o emaranhamento
em funcdo da temperatura do sistema, estudamos, pela primeira vez, o emaranhamento no
composto 3 — T,VO,. Onde apresentamos o emaranhamento desse composto em funcado
da temperatura, bem como sua temperatura critica de emaranhamento. Os resultados desse

trabalho estdo submetios para a publicagdo [29].

A tese esta estruturada da seguinte forma; no Capitulo 2, uma discussao sobre os aspectos
tedricos em emaranhamento s3o apresentados. Apresentaremos a definicao de estado emara-
nhado e, quando possivel, critérios que nos permitam identificar emaranhamento e, uma vez
identificado, como quantifica-lo. Apresentaremos o método de distancia entre estados como
medida de emaranhamento. Tal método possui, além do apelo geométrico, a vantagem de
poder ser aplicado independentemente da dimens3o do sistema e do grau de liberdade de seus
constituintes. Apesar disso, ndo é um método muito comum na literatura e isso se deve ao
fato de ser necessério, em geral, métodos numéricos para aplica-lo. No entanto, apresentamos
nesse trabalho, para sistemas que satisfagam o critério de Peres-Horodecki [30], um célculo

analitico de emaranhamento utilizando a distancia entre estados.

O Capitulo 3 se destina ao estudo da susceptibilidade magnética de sistemas dimero e de

uma cadeia infinita de spin-1/2 que satisfagam a hamiltoniana de Heisenberg. O objetivo de



tal estudo encontra sua justificativa no relacionamento entre o calculo de emaranhamento do
sistema e sua medida experimental. A conex3o com a experiéncia se faz por meio de grandezas
termodinamicas. Existem vdarias propostas na literatura de funcoes termodinamicas que podem
ser usadas, tais como a susceptibilidade magnética [23], energia interna [31, 22] e a magne-
tizagdo [22]. Optamos por utilizar a susceptibilidade magnética e tal escolha se baseou no fato
de que testemunhas de emaranhamento utilizando-a sdo independentes da hamiltoniana do
sistema e podem ser aplicadas a sistemas genéricos de N spins de médulo S. A importancia
de tais expressbes sera vista no Capitulo 4, onde encontraremos expressoes para 0 emaranha-
mento dos sistemas que estivermos estudando como funcdo da susceptibilidade magnética do
material. Existem varios trabalhos que obtiveram tal expressdao, mas uma expressao analitica
para a susceptibilidade sé é utilizada no caso de um composto dimero, onde podemos fazer
uso da equacdo de Bleaney-Bowers [25] ou uma expressdo andloga para o caso S > 1/2.
No Capitulo 3, serd apresentado a equacao de Bleaney-Bowers e sua generalizacdo para spins
maiores que 1/2. Finalmente, apresentaremos algumas considera¢des sobre a susceptibilidade
magnética em uma cadeia infinita de spin-1/2. Essa discussdo serd baseada nos trabalhos de
Bonner e Fisher [27] e de Eggert et al. [28].

O estudo sobre emaranhamento em cadeias de Heisenberg serd assunto do Capitulo 4.
Nesse capitulo apresentaremos uma expressao geral para o cdlculo do emaranhamento utili-
zando a distancia entre estados e como relaciona-la com a susceptibilidade magnética. Calcu-
laremos o emaranhamento e a temperatura critica de emaranhamento para compostos dimero,
trimero, dimero-trimero e para uma cadeia infinita de spins. No caso do composto dimero-
trimero, faremos uma andlise da influéncia do dimero, interagindo antiferromagneticamente

com o trimero, para o emaranhamento e temperatura critica de emaranhamento do sistema.



Capitulo 2

Emaranhamento

Nesse capitulo abordaremos o emaranhamento quantico. Essa abordagem serd feita de duas
formas: a primeira, visa dar um entendimento do fendmeno em si e como ele se diferencia
tanto do senso comum e da fisica classica. A segunda, pretende apresentar uma aborda-
gem mais formal e matemdatica do fenémeno. Nesse ponto serd discutido como podemos
detectar emaranhamento em um sistema e, uma vez detectado, como quantifica-lo, caso seja
possivel. Apresentaremos algumas formas usuais de medir emaranhamento, uma das quais

serd a distancia entre estados, que serd utilizada neste trabalho.

2.1 Correlacoes quanticas

Como ja mencionado na introdugdo, em 1935 o artigo EPR [1] langou questionamentos sobre
se a mecanica quantica seria ou ndo uma teoria completa da Natureza. Para os autores, uma
teoria completa significa que todo “elemento de realidade” fisica deve ter uma contraparte
na teoria fisica. Os autores definem elemento de realidade da seguinte forma: se, sem per-
turbarmos o sistema, pudermos predizer com certeza (com probabilidade igual a um) o valor
de uma quantidade fisica, entdo existe um elemento de realidade fisica correspondente a essa
quantidade fisica’. Cinco meses depois da publicacio desse artigo, Bohr publica sua resposta
[32], na qual refuta, em termos um tanto obscuros, as ideias dos autores. Esse assunto foi
muito discutido entre Bohr e Einstein em varias conferéncias em que os dois participaram.
No entanto, fora a resposta de Bohr, o artigo EPR foi largamente ignorado pelos fisicos nas
décadas subsequentes. Em 1964, o fisico irlandés John Bell (1928-1990), trabalhando em
Genebra, mostrou que um sistema fisico satisfazendo as exigéncias do artigo EPR deveria

satisfazer uma certa desigualdade deduzida por ele, desigualdade essa que sistemas quanticos

Tradugio livre de [“If, without in any way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with
probability equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element of physical reality
corresponding to this physical quantity”] [1].



2.1 Correlagoes quanticas 6

Particula 1 Particula 2

A 0 Fonte 0 B

Figura 2.1: llustracdo esquematica de um experimento para medicao da correlacdo de dois
spins.

podem violar [2]. Esse trabalho renovou o interesse no artigo EPR, uma vez que agora havia
a possibilidade de passa-lo pelo crivo da experiéncia. Esta, por sua vez, foi conclusivamente

realizada em 1982 por Aspect e colaboradores [3].

Descreverei agora uma versao simplificada da proposta feita por Bell. Imaginemos um
experimento consistindo de uma fonte que emite duas particulas de spin-1/2 (prétons ou
elétrons, por exemplo) em sentidos opostos, uma em diregdo a um observador A e outra em
direcdo a outro observador, que chamaremos de B. Imaginemos também, que essas duas
particulas formem um estado singleto, ou seja, um estado com spin total nulo. O estado desse

sistema pode ser escrito da seguinte forma

1

V2

Os observadores A e B podem escolher medir qualquer direcio dos spins das particulas

W) (1) =131 (2.1)

que chegam até eles. Essa situacdo estd ilustrada na Figura 2.1.

Suponha que o observador A decida medir a componente z do spin da particula 1. A
probabilidade é de 50% de chance da medida ser +z e 50% de chance de ser —z. Caso a
medida dé +z, se o observador B também fizer uma medida da componente z do spin da
particula 2 ird obter, com certeza, o valor —z. Quando o observador A faz a medida, ele
seleciona o primeiro estado dentro do parénteses no lado direito da Eq. (2.1). Se o observador
A obtiver, como resultado, —z, o observador B obterd, obviamente o resultado +z e o estado
selecionado seria o segundo termo entre paréneses no lado direito da Eq. (2.1). Nesse caso,
uma vez que A (ou B) realize uma medida, ele saberd com certeza qual valor dard a medida de
B (A), ndo importando a que distancias eles estejam. Existe uma perfeita correlacdo negativa
entre os spins. Se A n3o realizar medida, B tem 50% de chance de obter +2z e 50% de
chance de obter —z, mas depois que A realizar a medida, temos 100% de certeza sobre o
resultado que serd obtido por B. O mesmo seria valido para qualquer eixo comum que os dois
observadores escolhessem para fazer as medidas. Podemos resumir esse resultado da seguinte
forma: Se A e B resolvem realizar medidas da mesma componente do spin, quando um deles
obtiver o resultado de sua medida, saberd, instantaneamente, o resultado da medida do outro

observador (existe uma correlagdo perfeita entre as duas medidas).
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Observe que n3o ha nada de estranho nessa conclusdo. Esse caso é analogo a pegarmos
duas caixas opacas idénticas, colocarmos uma bola preta em uma delas e uma bola branca na
outra, fecharmos as caixas e enviarmos, aleatoriamente, uma para qualquer lugar do universo
e ficarmos com a outra. Antes de abrirmos as caixas nao sabemos em qual esta a bola branca
e em qual estd a preta, mas ao abrirmos uma delas (a que ficou, por exemplo) saberemos

instantaneamente qual bola esta na outra caixa.

Essa analogia, embora esclarecedora, é simples demais quando comparada com a mecanica
quantica. A mecanica quantica é mais sofisticada, ja que podemos medir, além da componente
z, as componentes = e y do spin. E como se, na analogia do paragrafo anterior, pudéssemos
escolher, ao fazermos a medida, que cores poderiamos observar ao abrir a caixa e olhar a bola

que esta dentro dela, azul-vermelho ou verde-amarelo, por exemplo.

Analisemos agora o que acontece se o observador A escolher medir a componente x (ou
y) do spin da particula 1 enquanto o observador B mede a componente z do spin da particula
2. Se A medir +z (ou +y), B tem 50% de obter 4z e 50% de chance de obter —z. Vemos,
com isso, que uma medida do observador A n3o determina o valor que serd obtido pelo obser-
vador B se eles escolherem medir componentes diferentes do spin das respectivas particulas.
Podemos resumir esse resultado da seguinte forma: se os observadores A e B resolvem medir
componentes diferentes dos spins das respectivas particulas, ndo existira correlacdo entre as

duas medidas.

Esta parte da experiéncia, por si s6, também n3o causa nenhum “estranhamento”. E como
se duas pessoas, cada uma munida de uma moeda, estivessem em duas cidades bem distantes.
Elas decidem jogar as moedas varias vezes e anotam o valor obtido, depois elas se encontram
e comparam os resultados. Elas concluirdao, com certeza, que os eventos sdo independentes,
ou seja, nao existe correlacdo entre as medidas, analogamente a situagcao descrita no paragrafo

anterior.

A peculiaridade da mecanica quantica e sua fuga do senso comum surge quando considera-
mos as duas conclusdes em conjunto. Ora, na primeira parte vimos que existe uma correlacdo
perfeita entre as medidas, nesse sentido é como se as particulas ja soubessem como se compor-
tar ao serem medidas, como se ja tivessem decidido isso na fonte, mas isso é incompativel com
a segunda conclusdo que afirma que nao ha correlacdo entre as medidas. Isso mostra que os
resultados que o observador B obtém dependem de que tipo de medida o observador A decide
fazer, mesmo eles estando muito distantes um do outro e, portanto, ndo se comunicando. N3o
da para propor um mecanismo que explique esses dois resultados em conjunto se excluirmos a
acdo a distancia. Esse fato pode ser entendido matematicamente ao observarmos que embora
possam estar muito distantes, o estado que descreve as duas particulas é um sé, Eq. (2.1), e

ndo temos informacdo, através dessa funcao de onda, de uma particula individualmente, ape-
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nas do sistema todo. Isso é o que chamamos de estado n3o-separavel (emaranhado). Quando
fazemos uma medida do sistema, a funcio de onda colapsa instantaneamente tornando-se, por
exemplo, apenas o primeiro termo entre parénteses no lado direito da Eq. (2.1) ao medirmos
a componente z do spin da particula 1 e obtermos +z. Essa acdo a distancia, no entanto,
é completamente indtil como mecanismo de transmissdo de informagdo. Essa acdo é reve-
lada somente através da comparacdo entre os dois experimentos feitos independentemente,
ou seja, a causalidade estd preservada. Em mais uma analogia, imaginemos que as duas
pessoas que foram com as respectivas moedas para cidades distantes, percebessem, atonitas,
ao compararem seus resultados, que toda vez que uma media cara, a outra media coroa e
vice-versa. Dirfamos, nesse caso, que as moedas estdo emaranhadas, mas sé foi possivel essa
conclusdo por meio da comparagdo das duas medidas feitas independentemente. O leitor mais
interessado nessa visdo mais descritiva do fenbmeno poderd encontrar mais informagdes nas

referéncias [33, 34, 35, 36], para citar apenas algumas.

2.2 Estados separaveis e emaranhados

Vamos discutir agora como podemos estudar matematicamente o emaranhamento quantico.
Para tanto, vamos comecar definindo quando um estado estd emaranhado. Sejam A e B dois
subsistemas com H 4 e Hp sendo seus respectivos espacos de Hilbert associados. Dizemos

que um estado puro [t¢)) é separdvel se puder ser escrito na forma

) = |¥a) ® [¥5), (2.2)

com |ta) € Ha e |1pp) € Hp. Os estados que ndo admitem a forma (2.2) foram chamados

por E. Schrodinger, em 1936, de estados emaranhados e tal denominag3do é utilizada até hoje.

Essa definicdo pode ser generalizada para o caso de, ao invés de dois, termos N subsiste-
mas. No entanto, nesse caso, podemos ter diferentes graus de separabilidade. Se pudermos

escrever a funcdo de onda do sistema na forma

) = 1) @ [tha) ... |VKc), (2.3)

dizemos que o sistema é K-separavel. Se K = N dizemos que o sistema é completamente

separavel.

2.3 Matriz densidade; estados puros e misturados

Consideremos o célculo do valor esperado de um dado operador A sobre o estado ).
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(4) = (¥|Al)
5, (i) (nlAly)

(1)
(AR (i)
Wy

Vamos, agora, definir o que chamaremos de operador densidade (o termo matriz densidade

é um termo mais comum para designar esse operador) como sendo

<

O que nos permite escrever

(4) =7 (nlApln)

n

=Tr(Ap).

A matriz densidade contém toda informagdo fisica que podemos obter do estado |1)).
Ela é particularmente util para descrever misturas estatisticas. Além disso, como o traco é
independente da representa¢do, Tr(Ap) pode ser calculado usando qualquer base conveniente.

Vamos apresentar as propriedades desse operador que serd tao importante para o estudo do

emaranhamento.

e Nao negatividade: os autovalores de p podem assumir valores nulos ou positivos, mas

nunca negativos
o Hermiticidade:

e Ildempoténcia:
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e Traco unitario:
Tr(p) = (n|p|n)

Ll i)
Wl

Yl (o)
W)

ol)

)

—~

o~

Essa descricio é vélida para estados que chamamos de estados puros. Estados puros,
sdo estados descritos pelo mesmo vetor de estado |¢)). Em contraste, temos os chamados
estados mistos, que sdo caracterizados por uma colecdo de vetores de estados, [1/)) que n3o
sao, necessariamente, ortogonais. Estados mistos sao uma mistura de estados puros, como o

préprio nome sugere.

A matriz densidade para um estado misto assumird a forma

Pm = me/}i)(wih (2.5)

com0<p; <1, pi=1eTr(p,) = 1. De (2.5) é evidente que

P = ZP?WQ@/&‘L (2.6)
e, portanto
Tr(p},) =Y v} <1. (2.7)

Isto nos mostra que a matriz densidade de um estado misto nao é idempotente. A idempoténcia
garante que os autovalores da matriz s3o apenas® 1 e 0, e como T7(p) = 1, existe apenas
um autovalor diferente de zero e vale 1. O autovetor correspondente a esse autovalor é, na
verdade, o vetor de estado correspondente ao sistema em questdo. Esse fato é interessante
porque a partir de agora podemos utiliza-lo para definir estados puros e mistos. Estados puros
serdo aqueles cuja matriz densidade é idempotente e estados mistos, inversamente, serdao

aqueles cuja matriz densidade n3o é idempotente.

Consideremos um estado composto [1)) € H 4 @ Hp. Podemos utilizar a matriz densidade
para obter o valor médio de um observavel qualquer, P = P4 ® 1p do subsistema A em

termos da base produto |mn(®)) = |mn) da seguinte forma:

2Ja que p = p? = p(p—1) =0, logo p pode assumir apenas os valores 1 ou 0.
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Tr(Pp) = Z(mn|PA ® 1pp|mn)

= Z Z(mn|PA ® 1g|m'n")(m'n’|p|mn)

mn m/n’

= 3>l Pal Sy (1 plinn)

mn m'/n’

= 3" (mlPalm’y 3" {m'n] olmn)
= 3" (ml Palin’) (o m)
= 3" (m| Paplm)

= Trg(Pap™).

Dessa forma, podemos obter o valor médio de um observavel no primeiro subsistema através

da matriz

(m'|p@m) =Y _{m'np|mn), (2.8)

que é obtida da matriz densidade do sistema total tomando-se o que chamaremos de traco
parcial sobre os indices do subsistema B. Obviamente o mesmo tratamento pode ser feito
para se calcular um observavel no subspaco B. A essa matriz, obtida via traco parcial sobre

o outro subsistema, damos o nome de matriz densidade reduzida.

A matriz densidade reduzida compartilha quase todas as propriedades listadas anterior-
mente para a matriz densidade total, mas, em geral, ela ndo é idempotente. Isso nos mostra
que a matriz densidade reduzida de um estado puro corresponde, na verdade, a um estado
misto. Vemos entdo, que ao tomarmos o traco parcial de um sistema e, por conta disso,
tentarmos obter informacdo sobre apenas uma parte do sistema, perdemos informac3o no pro-
cesso e a matriz densidade reduzida pode ser vista como uma medida de quanta informacao
perdemos nesse processo. Em outras palavras, o sistema total contém mais informac¢ao do

que a soma de suas partes.

Embora a matriz densidade reduzida nao seja, em geral, idempotente, ela preserva a

propriedade de ser nao-negativa. Podemos demonstrar isso da seguinte forma

(m|p™@m) =" (mn]|p|mn)

=Y [{@mn)* >0,
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para qualquer vetor m € H 4 e p = [1) (1| e por linearidade, para qualquer p.

Consideremos agora um estado separdvel constituido por dois subsistemas A e B, dado

por

V) = [Ya) @ [¥p). (2.9)

Tomando o trago parcial sobre o subsistema B teremos a matriz densidade reduzida do sub-

sistema A

p = Trp(p) = [a)(tal- (2.10)

E, nesse caso, vemos que a matriz densidade reduzida é idempotente. Chegamos, com isso, a
conclus3o de que estados puros separdveis sao idempotentes e estados emaranhados, por outro
lado, sdo n3o-idempotentes. Sabemos agora como identificar emaranhamento em um dado
estado puro. Seria interessante agora medir o quanto um determinado estado estd emaranhado.
Uma forma natural de fazermos isso seria medir o quanto um determinado estado emaranhado
€ “nao-idempotente”. Uma forma de se fazer isso é via entropias quanticas. Existem varias
propostas de entropias na literatura (ver, por exemplo [7]). A mais comum e utilizada é a

Entropia de Von Neumann, definida por

S(p) = =Tr(plogy p). (2.11)

Note que se o estado for puro, S(p) = 0. Isso acontece quando a informagdo sobre o sistema
é completa. Para sistemas mistos, S(p) # 0. E mais conveniente utilizarmos a entropia de

Von Neumann na forma

S(p) == Ailogy A, (2.12)

onde )\; sdo os autovalores de p. Observe que para estados emaranhados teremos 0 < S(p) <
log, D, onde D é a dimensdo do subsistema. Se S(p) = log, D dizemos que o sistema esta
maximamente emaranhado. Mais detalhes sobre o formalismo dos operadores densidade e

estados emaranhados podem ser encontrados, entre outros, em [7, 36, 37].

2.4 Critérios de separabilidade: sistemas abertos

Vimos anteriormente que dado um estado |¢)) € H4 ® Hp, podemos obter informag&o sobre
qualquer um dos subsistemas desse estado via traco parcial e da matriz densidade reduzida. E

interessante ressaltar que, nesse caso, o sistema como um todo é puro e sua matriz densidade
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é idempotente, perdemos, em geral, a propriedade de idempoténcia quando olhamos para uma
parte do sistema. E como se ao olharmos para uma parte do sistema o “resto’ dele interagisse

com essa parte emaranhando-a.

Imaginemos agora uma situacao mais complexa. Consideremos um sistema que nao esteja
isolado, mas interaja com o resto do universo, um banho térmico, por exemplo. Nesse caso
nao é mais possivel descrever o sistema por um vetor de estado, mas uma formulacdo via
matriz densidade ainda é possivel. Essa situacao representa um estado misto mais geral do
que o discutido anteriormente. Em temperaturas finitas, descrevemos o estado de equilibrio

térmico do sistema pela matriz densidade

p(T) = : (2.13)

=M , o o~ ) , ,
onde 7 = Tr (eKBT> é a Funcdo de Particdo do sistema. De posse de p(T') é possivel
calcularmos quantidades termodindmicas do sistema, como energia interna, magnetizacido e

susceptibilidade magnética.

Em sistemas como esses, a entropia quantica (como a entropia de Von Neumann, por
exemplo) ndo é uma boa forma de calcularmos emaranhamento. Vamos discutir agora uma
forma de identificar emaranhamento em sistemas assim e na préxima secdo mostraremos como

podemos quantifica-los.

Considere um estado misto constituido por dois subsitemas e descrito pela matriz densidade

p € Ha® Hp. Esses subsistemas podem estar relacionados das seguintes formas:

e Fatorabilidade: Nesse caso, os dois subsistemas sao completamente independentes e
podem ser estudados separadamente. Dizemos que um estado é fatoravel quando sua

matriz densidade pode ser escrita na forma
p=pPph (2.14)

e Separabilidade: Dizemos que o sistema é separdvel quando a matriz densidade que

descreve esse sistema pode ser escrita na forma
A B
p=> pip" ®p" (2.15)

com p; > 0e > ,p; = 1. Observe que os subsistemas, nesse caso, ndo sdo completa-
mente independentes, existem correlacbes entre eles, mas essas correlacbes sao do tipo

classicas e, portanto, o sistema nao estd emaranhado.

e Nao-separavel: Nesse caso a matriz densidade do sistema nao pode ser escrita em
nenhuma das formas anteriores. O sistema possui, além das correlacdes cldssicas, cor-

relacGes quanticas que o caracterizam como estando emaranhado.
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Nesse ponto, podemos concluir que o problema de sabermos se um dado estado estd ou
nao emaranhado se resume em saber se a matriz densidade que descreve o sistema pode ou nao
ser escrita na forma (2.15). Essa, no entanto, ndo é uma tarefa ficil e ndo existe um critério
geral para a separabilidade. Apresentaremos agora alguns critérios Uteis para determinar a

separabilidade ou nao de estados quanticos.

2.5 Mapas positivos

Um método muito Gtil e também um dos mais utilizados para detectar emaranhamento em
sistemas bipartidos sdo os chamados mapas positivos. Um mapa positivo é uma operacgao feita
sobre a matriz densidade do sistema que sempre retorna, como resultado, um operador nulo

ou positivo, nunca um valor negativo, ou seja

A(p) 20,  Vp=0. (2.16)

A conveniéncia dos mapas positivos no estudo de estados emaranhados se da devido ao fato
de que sua extensdo, 14 ® Ap ndo é, necessariamente, positivo definida. No entanto, se

tomarmos um estado separavel
A B
p=> pip" ®p" (2.17)
i
e aplicarmos a extensao de um mapa positivo, teremos

(1a®Ag)(p) = pirt” @ Ap(pi™) > 0. (2.18)

Ou seja, todo estado separdvel possui extensao de mapa positivo, positiva. Dessa forma, caso
apliquemos a extensao de um mapa positivo a um dado estado e obtivermos um valor negativo,
saberemos, com certeza, que este estado é n3o separdvel, em outras palavras, é emaranhado.
Note que todo estado separdvel possui extensao do mapa positivo, positiva, mas nem todo
estado emaranhado possuird extensdao do mapa positivo negativa e, portanto, esse método sé
é capaz de detectar alguns estados emaranhados, mas nem todos, uma vez que se a extensao
de um mapa positivo aplicada a um estado for positiva, ndo podemos afirmar que o estado
seja separdvel. Isso so seria verdade se demonstrassemos que todas as extensoes, de todos os

mapas positivos, sao positivas.

Um mapa positivo muito utilizado e capaz de identificar uma grande quantidade de estados
emaranhados é a transposicdo, I', sendo sua extensao 1, ® I'g a transposta parcial PI". A
transposicao usual troca os indices das linhas da matriz densidade pelos indices da coluna e
a transposicao parcial troca apenas um dos indices. A transposicdo usual atua da seguinte

forma
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(i, klplg, 1) — G, lpli, k), (2.19)

enquanto a transposicao parcial atua da seguinte maneira

(i, klplg, 1) — (i, 1lpls, k). (2.20)

Temos agora uma forma muito simples de analisar o emaranhamento em um dado sistema.
E s6 calcularmos a transposta parcial da matriz densidade que descreve o sistema e se algum
de seus autovalores forem negativos é porque o sistema estd emaranhado. Infelizmente, em
geral, se os autovalores da transposta parcial da matriz densidade forem todos positivos ndo
podemos afirmar que o sistema seja separavel. Em 1996 os irmaos Horodecki demonstraram
um importante resultado mostrando que para sistemas com espaco de Hilbert com dimensoes
2®2e2®3 a positividade da transposta parcial é condigdo necessaria e suficiente para a

separabilidade. Esse resultado é conhecido na literatura como critério de Peres-Horodecki [18].

2.6 Testemunha de emaranhamento

Uma outra forma muito util de se detectar emaranhamento é a chamada testemunha de ema-
ranhamento. Essa técnica se deve primeiramente aos irmaos Horodecki [18] e, posteriormente,
obteve um estudo mais aprofundado por parte de Barbara M. Terhal [38]. Uma testemunha

de emaranhamento® (EW) consiste de um observével W que satisfaca a condicdo

Tr(Wp) >0, (2.21)

para todos os estados separdveis. Esse observavel (testemunha de emaranhamento) pode ser

negativo, no entanto, para alguns estados emaranhados.

Esse método possui uma interpretacdo geométrica interessante e elucidativa. Seja €2 o
conjunto de todas as matrizes densidade, S o conjunto das matrizes densidade separaveis e
¥ = Q — 8, o conjunto das matrizes densidades emaranhadas. S é um conjunto convexo,*
portanto, dado qualquer ponto pertencente a ¥ é possivel tracar um plano que separa esse
ponto do conjunto &, essa situacdo esta ilustrada na Figura 2.2. O que as testemunhas fazem
é definir esse plano, quanto mais préximo do conjunto S esse plano estiver, mais otimizada ela
sera e poderad detectar um maior niimero de estados emaranhados. Da figura fica claro que se

quiséssemos obter todos os estados emaranhados e, consequentemente, separdveis, teriamos

3Do termo em inglés “Entanglement Witness”.

4Para vermos isso basta tomarmos p; e p; como sendo duas matrizes densidade. Qualquer combinac3o da
forma p = Apy + (1 — \)pa, com X € [0,1] satisfaz p = pf, p > 0 e Tr(p) = 1, mostrando que o conjunto
das matrizes densidade formam um conjunto convexo.
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EW
EW,

Tr(EWp) = 0

Q
X

P

®

Tr(EWp) <0

EW,

Figura 2.2: llustracdo esquematica das testemunhas de emaranhamento. E'W, s3o as teste-
munhas que tangenciam o conjunto das matrizes densidade separaveis.

que utilizar todas as testemunhas de emaranhamento que tangenciam &, mas, em geral, o

nimero de planos que tangenciam o conjunto S € infinito.

2.7 Quantificacao de emaranhamento em sistemas bipar-
tidos

Vimos até agora que ndo existe um critério geral para detectar emaranhamento ou todos os
estados separaveis de um certo sistema. Essa tarefa se torna mais facil quando estivermos
tratando sistemas com dimensdo igual ou inferior a 2 ® 3, quando podemos langar mao do
critério de Peres-Horodecki. A questdo que vamos discutir agora é: uma vez detectado o
emaranhamento, como podemos quantifica-lo? Mais uma vez, a resposta a esta pergunta n3o
é tdo simples. Ndo existe um critério geral para quantificar emaranhamento. Na literatura é
possivel encontrar varias propostas e candidatos a funcdes capazes de medir emaranhamento
[7, 15, 23]. Existem alguns critérios que qualquer candidato deve seguir, mas até mesmo
a lista desses critérios nao é assunto fechado dentro da fisica. Listarei alguns dos critérios
mais aceitos, embora existam na literatura propostas que nao satisfazem alguns dos requisitos

listados, o que n3o quer dizer que n3ao possam ser usados.
Seguiremos a proposta apresentada por V. Vedral et al. [17]. Eles propde que uma boa
funcdo utilizada como medida de emaranhamento £(p), deve satisfazer os seguintes critérios:
e Se p é separavel, entdo
E(p) =0.
e Operacodes locais unitarias deixam & invariante, isto é

Elp) = EWU+® UppUl @ UL).



2.7 Quantificacao de emaranhamento em sistemas bipartidos 17

e O emaranhamento do sistema n3o pode aumentar devido a operagdes locais e comu-
nicagoes classicas, ou seja
EQorcc(p)) < E(p).

A importancia do primeiro item é clara, ja que estados separdveis nao possuem emaranha-
mento. O segundo item deve ser imposto uma vez que transformacdes unitdrias produzem
apenas uma mudanca nas bases do sistema de carater local, o que nao altera as correlagoes
quanticas. O terceiro item é desejavel uma vez que qualquer aumento nas correlagdes do
sistema por meio de OL + C'C' deve ser de natureza cldssica e portanto niao deve produzir

uma aumento no emaranhamento do sistema

Agora vamos apresentar a negatividade e o emaranhamento de formagdo (que d3 origem
a férmula de Wootters). Essas sdo duas formas largamente utilizadas na literatura para se
quantificar emaranhamento. Por fim, apresentaremos a distancia entre estados como medida
de emaranhamento. Este ultimo é o método que iremos utilizar em nossos trabalhos, por este

motivo ele serd apresentado com um detalhamento maior.

2.7.1 Negatividade

A negatividade é uma medida de facil aplicacdo e que esta diretamente relacionada ao critério

de Peres-Horodecki. Por definicdo, a negatividade é dada por [39]

Np) = Al (2.22)

onde \; s3o os autovalores negativos da trasposta parcial de p.

2.7.2 Emaranhamento de formacao e concurréncia

Considerando o fato de que o emaranhamento de estados mistos pode ser visto como uma
mistura de estados puros, seremos levados ao conceito de emaranhamento de formagdo [40,
41]. O problema é que uma mistura estatistica pode ter muitas decomposicdes diferentes e
cada uma com uma média de entropia diferente. Para contornar esse problema, escolheremos,

para definir a entropia de formacdo EF(p), a que possuir a menor média de entropia, ou seja

EF(p) = minz p:iS(p). (2.23)

Em sistemas 2®2 é possivel obter uma expressao analitica para o emaranhamento de formacao
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EF = —zlogy(z) — (1 — z)logy(1 — x), (2.24)

com

Y pre:

r= "

2

sendo C' o que chamamos de concurréncia. A concurréncia é definida por

C = maz(0,v/ A1 — VA2 — VA3 — V), (2.25)

onde os \'s sdo os autovalores, em ordem decrescente, do operador

R =p(o? @ 0")p" (0" © 0¥), (2.26)

, [0 —1
o _<i O>' (2.27)

Como a concurréncia é uma funcdo mondétona do emaranhamento, ela pode ser tomada como

com ¢¥ sendo a matriz de Pauli

medida do emaranhamento. A concurréncia pode variar de 0, caso que ndo hd emaranhamento

no sistema, a 1, quando o sistema estd maximamente emaranhado.

2.8 Distancia entre estados como medida de emaranha-
mento

Mostramos na Secdo 2.6 que a testemunha de emaranhamento é uma ferramente (til, de facil
aplicacdo e com um forte apelo geométrico. Quando discutimos a interpretacdo geométrica
das testemunhas de emaranhamento, utilizamos o fato do conjunto das matrizes densidade,
assim como o conjunto das matrizes densidade separdveis, serem um conjunto convexo. Esse
fato sera utilizado em maior profundidade agora, pois ele nos permitira utilizar a distancia
entre estados quanticos como uma medida do grau de emaranhamento do sistema. Para

tanto, vamos apresentar algumas propriedades relevantes dos conjuntos convexos.

2.8.1 Convexidade do conjunto das matrizes densidade

Dizemos que um subconjunto X de um espaco vetorial® E é convexo se, e somente se, o

segmento de reta que liga dois pontos quaisquer a,b de X, também pertence a X, de forma

5Em nosso caso, esse espaco é o espaco de Hilbert.
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equivalente,
VAe[0,1] = Xa+ (1 -N)be X.

Definimos o conjunto das matrizes densidade como sendo constituido pelas matrizes her-
mitianas, p = p', positivo definidas, p > 0, e de traco unitario, Tr(p) = 1. Sejam p; e py

duas matrizes densidade. Qualquer combinacdo da forma
p=Ap1+ (1 =A)p2,

com A € (0,1) possui as trés propriedades citadas anteriormente. Isso prova que o conjunto

das matrizes densidade é um conjunto convexo.

Outra definicao importante é a seguinte: se todo ponto de E contém uma Unica menor
distancia ao conjunto X, diremos que X é um conjunto de Chebyshev. Pode-se mostrar que

todos os conjuntos convexos fechados n3o vazios, sdo conjuntos de Chebyshev [42].

Vamos usar a distancia entre estados quanticos como uma medida do grau de emaranha-
mento do sistema e essas informag¢des sao muito importantes para esse fim, uma vez que ela
nos diz que, sendo o conjunto das matrizes densidade um conjunto convexo, fechado e ndo
vazio, ele é um conjunto de Chebyshev e, portanto, ndo sé podemos falar em distancia, como
também existe uma (nica menor distancia entre um ponto no conjunto que o contém e esse

conjunto, propriamente dito.

Como motivagdo, Vedral et al. [17] tomaram a informagdo mdtua de Von Neumann

definida por

IN(pa: pB;pas) = S(pa) + S(pp) — S(pan), (2.28)
onde S(p) € a enropia de von Neumann definida na Segdo 2.3. Iy ndo pode aumentar sob
operacoes locais, mas sob operacdes locais + comunicacdoes classicas, pode. Isso mostra que
Iy ndo pode distinguir entre correlagcdes classicas e quanticas. Intuitivamente, a informacao
mutua de Von Neumann calcula a “distancia” entre um dado estado p4p € uma de suas partes
nao-emaranhadas p4 ® pp. Essa ideia motiva a proposta de medida de emaranhamento via

distancia entre estados que serd descrita na Secdo seguinte.

2.8.2 Distancia entre estados e emaranhamento

Consideremos o conjunto das matrizes densidade como sendo €). Ele é constituido pelo con-
junto das matrizes densidades separdveis, S e o conjunto das matrizes densidade emaranhadas,
> =Q —S&. A proposta é que o grau de emaranhamento de um dado estado o € 3 serd
definido como sendo a menor distancia entre esse estado e o estado separavel p € S mais

préximo. Ou seja,
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Y

Mmin,esD(a,p”) |
. presD( P)fo(ﬂ,'

= p*%ﬂ

pa & ps

Figura 2.3: llustracdo esquemadtica da distancia entre estados como medida de emaranha-
mento.

E(0) = min,esD(o, p), (2.29)

onde D é uma medida de distancia entre os dois estados que satisfaca as condicdes listadas
na Secdo 2.7. O estado o possui também correlagcdes cldssicas, a Eq. (2.29) mede apenas
as correlagdes quanticas. As correlagBes cldssicas podem ser obtidas da seguinte forma [17]:
seja p* € § o estado separdvel mais préximo de o pela medida de D. As correlagdes classicas

podem ser obtidas por

Eor = D(p", P ® ), (2.30)

sendo p% e pj as matrizes densidade reduzidas do estado p*. Esses conceitos estdo ilustrados

na Figura 2.3.

2.8.3 Norma de Hilbert-Schmidt

Existem varias propostas na literatura para a escolha de D [17]. Uma delas é a norma de
Hilbert-Schmidt que pode ser vista como a norma de Frobenius para matrizes complexas

[12, 15]. Utilizaremos essa norma devido a sua simplicidade e facilidade de aplicac3o.

Definimos o produto interno de matrizes hermitianas da seguinte forma

(A, B) = Tr(AB). (2.31)

Esse produto interno ja nos leva, naturalmente, a escolha da norma

|A| = (A, A) = \/Tr(A2), (2.32)

que nos da uma métrica Euclidiana no espaco vetorial real das matrizes hermitianas, chamada

de métrica de Hilbert-Schmidt. O quadrado dessa métrica sera
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A2 = Tr(A2), (2.33)

e a distancia entre duas matrizes sera

|A— B| =+/Tr(A— B). (2.34)
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Capitulo 3

Susceptibilidade magnética em cadeias
de Heisenberg.

Neesse capitulo, estamos interessados em apresentar o modelo de Heisenberg para sistemas
magnéticos. Particularmente, estudaremos o modelo de Heisenberg para sistemas que podem
ser modelados como constituidos por dimeros e cadeias infinitas. Nosso foco principal nesse
capitulo é apresentar uma expressao analitica para a susceptibilidade magnética de compostos
dimero e cadeias infinitas com spin—1/2 e J arbitrario. Tal express3o, para o caso do dimero,
é a bem conhecida Equacdo de Bleaney e Bowers [25]. As consideracdes sobre cadeias de

spins se baseard nos trabalhos de Bonner e Fisher [27] e de Eggert et al [28].

3.1 Modelo de Heisenberg

Podemos explicar o comportamento paramagnético de vdrios compostos considerando um
modelo de spins localizados interagindo apenas com um campo magnético externo. Tal con-
sideracao, no entanto, nao é capaz de explicar a magnetizacao residual existente em alguns
materiais, como ferromagnetos, que permanecem magnetizados mesmo depois de removido o

campo externo.

A fim de explicar o ordenamento magnético, mesmo a altas temperaturas e na auséncia de
campo magnético externo, Heisenberg e Dirac propuseram, na década de 30, um modelo que
leva em conta argumentos quanticos. Tais argumentos nao tem quaisquer andlogos cldssicos
e s3o uma consequéncia geométrica advinda da necessidade de simetrizacao das fungdes de
onda. Essa simetrizacdo é necessaria para que a funcdo de onda satisfaca o principio da

exclusdo de Pauli. A hamiltoniana proposta por Heisenberg é a seguinte

/H:_Jzyi'?zﬂrl_g,uBZﬁ'?i’ (3.1)
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com J sendo a constante de troca. O termo constante se deve ao fato de, nesse caso,
ela ser constante para qualquer ponto da cadeia de Heisenberg. Embora, neste trabalho,
trataremos apenas desse caso, existem modelos mais gerais onde s3o tratados sistemas com
J variando com a posicao do spin na cadeia. E interessante notar que, como explicito no
somatdrio, a soma é feita apenas entre os primeiros vizinhos, j4 que a constante de troca
envolve justaposicdo das funcbes de onda, que s3o aprecidveis apenas para sitios vizinhos. O
segundo termo do lado direito da equagdo representa a interacdao dos spins com um campo
magnético externo. Observe que se J > 0, a energia do sistema serd minimizada caso os
spins se alinhem paralelamente; materiais com essa caracteristica sdo chamados de materiais
ferromagnéticos. Por outro lado, caso J < 0, teremos uma minimiza¢do da energia do sistema
quando os spins estiverem alinhados antiparalelamente; materiais que satisfazem essa condicao

sao chamados de materiais antiferromagnéticos.

Uma caracteristica interessante da hamiltoniana de Heisenberg é que, como na auséncia de
campo externo ela s6 possui produtos escalares entre os spins, ela serd invariante sobre rotacoes
comuns de todos os spins. Ou seja, nenhuma diregcdo especial no espaco ¢é privilegiada, sendo
assim, os spins na fase ferromagnética podem se ordenar em qualquer direcdo arbitraria. A
direcdo de magnetizacdo sera determinada por algum termo de anisotropia na cadeia ou por
um campo magnético externo. Em alguns casos, a estrutura cristalina pode ser anisotrédpica,
de tal forma que, como consequéncia, permite apenas que 0s spins se orientem em duas
direcbes, +2z e —z, por exemplo, e ndo em qualquer direcdo arbitrdria. Essa situacdo pode ser

descrita pelo modelo de Ising

H == —JZO'Z'O'Z'+1 — B 2057 (32)

que é consideravelmente mais simples que a Hamiltoniana de Heisenberg.

3.2 Susceptibilidade Magnética em Sistema Dimero

Existem compostos que podem ser modelados pela hamiltoniana de Heisenberg e, além disso,
como sendo um composto dinuclear, também sdo chamados compostos dimero. Dimero, em
fisica, € um termo aplicado a interacdo entre duas unidades similares, ou mondmeros. O acido

acético é um exemplo onde as ligagdes de hidrogénio proporcionam tal interacao.

Para obtermos a susceptibilidade magnética para sistemas desse tipo, faremos uso da
equacao de Van Vleck. Vamos apresentar, de forma resumida, os passos para se obter tal

equagdo, mais detalhes podem ser visto em [43]. Sabemos que



3.2 Susceptibilidade Magnética em Sistema Dimero 24

X= 35" (3.3)

onde Y € a susceptibilidade magnética, M, a magnetizacao e B, o campo magnético externo.
Consideremos, agora, uma molécula com espectro de energia E,,, (n = 1,2, 3...), na presenca
de um campo magnético B. Para cada nivel de energia, definimos a magnetizacdo microscépica

como

oE,
0B
Podemos obter a magnetizacdo molar macroscépica somando as magnetiza¢des microscépicas,

" (3.4)

levando em conta o fator de Boltzmann, que nos fornece

N, ()

oB
et

Essa é uma expressdo fundamental no magnetismo e n3o possui nenhuma aproximacgao.

M = (3.5)

Dela podemos obter y utilizando a Eq. (3.3).

3.2.1 Equacao de Van Vleck

Embora geral, a Eq. (3.5) ndo é facil de ser aplicada, uma vez que ela depende do conhecimento
de

E, = f(B),

para todos os estados térmicos ocupados. A fim de obter uma expressdo mais simples para
a magnetizacdo, Van Vleck, em 1932, fez algumas aproximagdes e obteve uma equagao que

hoje leva seu nome. Para obté-la, primeiro vamos expandir F,, em poténcias crescentes de B

E,=E9+EVB+E®B? .., (3.6)

aqui, Eﬁo) é o nivel n de energia a campo zero, Eq(ll) e ET(LQ) sao os chamados coeficientes de

Zeemann de 12 e 22 ordem, respectivamente. Dessa forma, de (3.4)

fn = —EM —2E@B 4 (3.7)
Agora, consideremos B
— L 1,
kgT

o que nos possibilita escrever
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B ) M) 5 5 52 2 (1)
ekffg“ ~e i eiEn TP — ¢ tpT 1— En B (3.8)
e T | .
Isso nos leva a
(1) _ op e
NS, (B =289 B) (1- Bofcor
M = " o (3.9)
S (1= HE) et
Em campo externo nulo, a magnetizagdo serd nula, logo
)
S EWetsT =0,
o que reduz a Eq. (3.9) a
5
NBY, (87 —2BY) e
M = . : (3.10)
Zn e FBT
Sendo assim,
5O
Ny, (B —2B0) eTar
X = : (3.11)

O
kpT
2ne’e

que é a conhecida Equacao de Van Vleck.

Quando todas as energias s3o lineares em H, os coeficientes Zeeman de 22 ordem sio

nulos, logo

Ny, EV? ey
N Ce FBT
X == (3.12)

KTy, e*sT
3.2.2 Equacao de Bleaney e Bowers
Consideremos agora um composto dimero descrito pela hamiltoniana

H=—JS- Sz, (3.13)

com S, e S sendo os spins de cada unidade dimérica, J é a constante de trocae Sy = Sg =

1/2. A combina¢do de dois spins-1/2 pode carregar um spin total de 1 ou 0 dependendo se
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gugB
=1 / g
TS _ gugB

0

Figura 3.1: Niveis de energia do estado tripleto e singleto, respectivamente.

1 0 —Jig
2 0 0

3 0 ghg
4 Ji 0

Figura 3.2: Tabela com os valores de energia para o estado tripleto e singleto, tomando o
estado tripleto como origem.

ocupam a configuracdo singleto ou tripleto. Caso o estado fundamental seja S =0e J < 0,
teremos uma interacdo antiferromagnética, se o estado fundamental for S = 1 e J > 0,

teremos uma interacao ferromagnética.

Na auséncia de qualquer outro fenémeno, a perturbacao Zeeman nao afeta o estado singleto
e divide o estado tripleto da maneira mostrada na Figura 3.1, onde ¢ é o fator de Landé e
(g € o magneto de Bohr. Se tomarmos a energia do estado tripleto como origem, teremos os

valores apresentados na Tabela 3.2, uma vez que J = E(S =0) — E(S = 1).

Substituindo esses valores na Eq. (3.12) teremos

_ 2N4(gup)?
kT (3 n ek?"T)

(3.14)

Y

onde N4 é o numero de Avogadro. Essa equacdo foi obtida pela primeira vez em 1952 por

Bleaney e Bowers [25].

A Eq. (3.14) é vélida para o caso em que Sy = Sp = 1/2, para o caso mais geral, em

que 1/2 < Sy = Sp < 5/2 temos a seguinte expressao:

_ 2N(gup)® €* 4 5e* + 14 + 30e'%" 4- 555
kT 1+ 3e® + 5e3% 4 Tebr 4 9el0r 4 1]el5e’

com x = J/kgT. A expressdo (3.15) se aplica ao caso Sy = Sp = 5/2. Para o caso

(3.15)

S, = Sp = 2, devemos eliminar o Gltimo termo do numerador e do denominador da equacdo
e para S4 = Sp = 3/2, devemos, novamente, eliminar o Ultimo termo do numerador e do

denominador da equacdo e assim por diante. Mais detalhes sobre a deducdo dessa equacao
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pode ser encontrado na Referéncia [43].

3.3 Susceptibilidade magnética em cadeia de spin infinita

Esta secdo se destina a apresentar a susceptibilidade magnética de uma cadeia infinita de spins
com interagdo antiferromagnética entre os primeiros vizinhos. Consideraremos os casos em
que os spins estejam igualmente espacados. O caso mais simples desse sistema é o arranjo de
ions de cobre(ll) com S =1/2.

A hamiltoniana do sistema, na auséncia de campo magnético externo e considerando um

sistema isotrdpico, sera dada por

Quando N — oo, ndo existe método analitico que nos permita determinar os estados de
mais baixa energia e a susceptibilidade magnética. No entanto, podemos resolver o problema

tomando uma cadeia com os spins arranjados em forma de anel e fazendo N — oc.

Esse método foi aplicado, primeiramente, por Bonner e Fisher em 1964. Eles calcularam
explicitamente a susceptibilidade magnética para um anel contendo até N = 11 spins e

propuseram a extrapola¢do para o caso em que N — oo [27].

Um problema que se apresenta no caso de J < 0 (interagdo entre os primeiros vizinhos
antiferromagnética) e N finito, é o fato da susceptibilidade magnética, x, ser diferente para
N par e impar em baixas temperaturas. O estado fundamental do sistema com N par é
diamagnético e x (por sitio) tende a zero quando T' — 0. Por outro lado, o estado fundamental
se N for impar, é um dubleto, S = 1/2 e x diverge quando 7" — 0. Precisamos, entdo,

determinar o limite de baixas temperaturas de xy quando N — oc.
Bonner e Fisher mostraram que este limite é finito e dado por

_0,14692N4(gp)?

5 , (3.17)

()BT
onde N4 é o nimero do Avogadro.

Posteriormente, em 1994, Eggert, Affleck e Uchida [28] calcularam com maior precisdo a
susceptibilidade magnética de uma cadeia de spins infinita em baixas temperaturas mostrando
uma dependéncia assintética com (InT)~!. Em temperaturas mais altas os dois resultados
coincidem. Eles encontraram que em temperaturas 7' < 0, 1.J/kp a susceptibilidade magnética

¢ dada por
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X(T) = NAETQT’;B) [1 + 2|nz%>] , (3.18)

onde Ty é um parametro que depende, em geral, da interagdo entre os segundos vizinhos. Se

desprezarmos essa interagdo, Ty ~ 7,7J/kp.

Bonner e Fisher obtiveram a seguinte expressdo numérica para a susceptibilidade magnética

em temperaturas mais altas

N(gup)* 0,25+ 0,074795x + 0, 07523522
kT 1,0+ 0,9931x + 0,17213522 + 0, 75782523’

x(T) = (3.19)

com z = |J|/kgT.
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Capitulo 4

Emaranhamento em cadeias de
Heisenberg

Este capitulo destina-se a apresentar um estudo sobre o emaranhamento quantico em cadeias
de Heisenberg. Estaremos interessados em sistemas unidimensionais com spin-1/2. Estes
sistemas j& vem sendo estudado por outros autores desde os anos 90 e muito avan¢o tem
sido feito na drea. As principais contribuicOes dessa tese serdo apresentadas nesse capitulo.
Mostraremos que existe uma relacdo direta entre a constante de troca J e a temperatura
critica de emaranhamento 7, e que quanto maior a constante de troca de um composto com
acoplamento antiferromagnético, maior a temperatura critica de emaranhamento do mesmo.
Trataremos aqui de sistemas que podem ser modelados como dimero, trimero, dimero-trimero
e uma cadeia infinita de spins. Tais sistemas apresentam o que chamamos de emaranhamento

térmico e emaranhamento macroscaopico.

Como contribui¢do original, mostramos uma forma de se calcular analiticamente o ema-
ranhamento via distancia entre estados. Como verificacdo do método, calculamos o emaranha-
mento térmico para o composto Ferro Nitrosyl e para o composto Nay,CusSisO14, ambos ja
haviam sido calculados utilizando a concurréncia na literatura e a comparacao dos resultados
mostra a eficiéncia do método. No caso do composto NayC'usSi,014 fizemos, ainda, uma
estimativa da influéncia de outras possiveis fontes de emaranhamento no sistema, isso foi

possivel por meio da utilizacdo da susceptibilidade magnética para o sistema trimero.

Um problema que permanecia em aberto, era como se comportava o emaranhamento com
a temperatura em compostos que podem ser modelados como trimero satisfazendo a hamilto-
niana de Heisenberg para spin-1/2. Obtivemos nesse trabalho uma expressio geral para o ema-
ranhamento térmico em tais compostos. Além disso, para os compostos 2b - 3CuCl, - 2H,O
e (BMAP)5CusCly, ndo havia sido mostrado se eles apresentavam emaranhamento e/ou ema-
ranhamento térmico, bem como seu comportamento com a temperatura. Isso é feito nesse

capitulo utilizando a distancia entre estados e relacionando o emaranhamento com a suscep-
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tibilidade magnética do material.

O emaranhamento em uma cadeia infinita de spins ja despertou o interesse de outros
autores [21, 23]. Nossa contribuicdo nesse problema é a determina¢do do emaranhamento
térmico na cadeia infinita de Heisenberg, bem como a temperatura critica de emaranhamento
de tal cadeia. O composto 3 — T.VO, pode ser modelado como uma cadeia infinita de spin-
1/2 antiferromagnética e um estudo do emaranhamento nesse composto ¢ feito, pela primeira

vez, nesse trabalho.

Os resultados apresentados nessa tese geraram quatro trabalhos. O trabalho "Quantum
entanglement in trimer spin-1/2 Heisenberg chains with antiferromagnetic coupling” [26] foi
publicado no Quantum Studies: Mathematics and Foundations (DOl 10.1007/s40509-015-
0059-1). Os trabalhos “Geometrical aspects of quantum entanglement” [20], “Entanglement
of spin-1/2 Heisenberg antiferromagnetic quantum spin chains’ [29] e “Quantum entangle-
ment in dimer spin-1/2 Heisenberg chains with antiferromagnetic coupling” [19] estdo subme-

tidos para a publicacao.

4.1 Emaranhamento térmico e macroscopico

Ja vimos que o emaranhamento é um fenémeno intrinsecamente quantico e, como tal, é mais
comum ser observado em sistemas de poucas particulas e em temperatura zero. Em sistemas
de muitos corpos e a temperatura finita, em geral, n3o se observa emaranhamento. Isso se deve
a um fenémeno conhecido como decoeréncia. A decoeréncia se deve a perda das propriedades

ditas quanticas de um sistema devido a influéncia do ambiente.

Emaranhamento térmico e emaranhamento macroscépico, embora possam estar relacio-
nados, sdo dois conceitos diferentes. Emaranhamento térmico é o emaranhamento que se
observa em temperaturas finitas (diferentes de zero), enquanto emaranhamento macroscépico
é o emaranhamento observado em sistemas contendo muitas particulas. O estudo desse tipo
de emaranhamento é de grande interesse para a ciéncia atual. Particularmente, em teoria de
informac3o e processamento quantico, tendo em vista que muitas propostas de chips quanticos

sao baseados em sistemas de matéria condensada.

Muitos trabalhos tedricos sugerindo a existéncia do emaranhamento térmico foram publica-
dos desde 1998, mas s6 em 2003 que Glosh e colaboradores publicaram um influente trabalho
(Nature, 452, 48 (2003) apud [44]) em que mediram experimentalmente a susceptibilidade
magnética do composto LiHo,Y;_(F4 em baixas temperaturas (7" < 1K) e perceberam que
os dados experimentais ndo podiam ser explicados apenas com aproximacoes classicas ou semi-

cldssicas. A conclusdo dos autores era que o emaranhamento seria um ingrediente fundamental
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para explicar os dados experimentais.

Em 2006 Vértesi e Bene [45] mostraram experimentalmente, pela primeira vez, que o
emaranhamento poderia ser observado em temperatura ambiente. Isso foi feito via medida da

susceptibilidade magnética do composto NayV307.

4.2 Emaranhamento em cadeias de Heisenberg

A hamiltoniana de Heisenberg (3.1) comuta com a componente z de spin, ou seja [H, S*] = 0.
Vimos de (2.13) que p pode ser escrito em termos de poténcias de H, o que nos permite

escrever [p, S%] = 0. Como

Si+ S5 =5 =

o O =
o O O O
o O O O

]

o

e tomando a forma mais geral da matriz densidade

P11 P12 P13 P14
pij = pil /332 P23 P24 ’ ( 4.2)
P31 P32 P33 P34

P Pia Piz P44

vemos que

0 —pP12 —pP13 —2/714
Pa1 0 0 —P24

[p. 5% = (4.3)
pu 0 0 pu
201 —Pi —Pis 0
Como, por hipdtese, [p, S?] = 0 segue que
P12 = P13 = P14 = P21 = Poy = P31 = Py = P2 = Paz = 0.
O que implica que a matriz densidade reduzida do sistema possui a forma [21]
0 00
c 0
i = , 4.4
Pij 0 b 0 (4.4)

0 0 e
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que escreveremos como

vt 0 0 0
0O w z 0
= , 4.5
Pij 0 2 = 0 ( )
0O 0 0 o™

uma vez que ndo pode haver superposicao coerente dos estados com diferentes niimeros de
spins para cima (para baixo), pois os estados correspondentes ao restante da cadeia sdo
ortogonais. Além disso, a invaridncia translacional da Eq. (3.1) implica que os elementos w e
x sdo iguais, jd que a probabilidade de termos | 1)) no sistema é a mesma de termos | |1).

Dessa forma,

vt 0 0 0
0O w z O
= 4.6
Pij 0 = w 0 ( )
0O 0 0 o

Podemos relacionar os elementos da matriz densidade reduzida com a funcao de correlacio e

a magnetizagdo por sitio da seguinte forma [22]

Ui:

(1 £2(S7 + 55) + 4(5755)) . (4.7)

|

z = (S7S7) + (S SY) +i(SySY) — (S} S5). (4.8)

Como estamos tratando compostos com interacdo antiferromagnética J < 0, logo

(S;+57) =0, (4.9)

portanto, v = v~. Isto nos permite escrever a Eq. (4.6) na forma

v 0 0 O
0 w 2z 0

Pij 0 2 w 0 ( )
0 0 0 v

Os autovalores da transposta parcial de p;; sdo
{U),’LU,U‘}‘ |Z|,’U— |Z|}

Logo, pelo critério de Perez-Horodecki [30], haverd emaranhamento no sistema quando
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v <|z|, (4.11)
caso contrério, o sistema serd separdvel (ndo-emaranhado).

Uma vez que podemos distinguir os estados emaranhados dos separaveis, podemos proceder
o célculo da distancia entre estados para quantificar o emaranhamento do sistema. A distancia

serd dada por

D(ﬂs: pe) = TT[(ps - :06)2] = 2|Us = Vel (4-12)
com
ve, 0 0 0
0 wg z 0
s — y 4.13
P 0 2z w, 0 ( )
0 0 w4
e
ve 0 O
0 w. z O
e = ) 414
P 0 2z w. O ( )
0 0 w.

sendo as matrizes densidade separdveis e emaranhadas, respectivamente. E importante ressal-

tar o vinculo existente entre v e w. Uma vez que Tr(p) = 1,

O que nos interessa é a menor distancia entre um dado estado emaranhado e o estado
separavel mais préximo, pois essa € a nossa medida do quanto tal estado esta emaranhado,
como discutido no Capitulo 2. E ficil perceber que (4.12) serd minimo quando v for minimo,

ou seja, quando vs = |z|, independentemente do valor de v.

O emaranhamento do sistema sera dado por

E(pe) = eominD(ps, p.) = eomax [0, 2 (|z] — v.)], (4.15)

introduzimos o termo £; como constante de normalizacdo, assegurando que

0<&(p) <1

Como, na auséncia de campo magnético externo, o sistema é isotrdpico, temos



4.2 Emaranhamento em cadeias de Heisenberg 34

(S757) = (SVSY) = (5755), (4.16)

(S7SY) = (S755). (4.17)

Sendo assim, a Eq. (4.15) assume a forma

E(p) = 2egmax [o, (2|<5i5j>| - i - <sisj>)] | (4.18)

A susceptibilidade magnética para o sistema de N spins na direcio o pode ser escrito na
forma [23]

2
o o (g:uB)2 Y a Qo al e
X(T) = knT Z <Sj Si) — ZSk 3 (4.19)
B k=1 k=1
(S
. 33+ y+ z
Y(T) = % (4.20)

Entdo, resolvemos a expressdo (4.19) para o sistema de interesse e substituimos em (4.18)
para que possamos relacionar o emaranhamento com a susceptibilidade magnética. Faremos

isso abaixo para cada caso de interesse particular.

4.2.1 Testemunha de emaranhamento

Como vimos no Capitulo 2, a testemunha de emaranhamento pode ser usada para detectar
emaranhamento no sistema. Uma vez que uma testemunha de emaranhamento é negativa,
sabemos que o sistema estd emaranhado. Caso ela seja positiva, ndo podemos dizer nada
sobre o emaranhamento do sistema. A vantagem de se usar testemunha de emaranhamento é
o fato de ela poder ser aplicada para o sistema como um todo e n3o apenas entre pares, como
feito anteriormente. A desvantagem, é que ela n3o é capaz de quantificar o emaranhamento,

nem identificar todos os estados separaveis.

A testemunha de emaranhamento pode nos auxiliar no sentido de detectar emaranhamento
no sistema que nao tenha sido considerado no calculo de emaranhamento entre pares, como
o emaranhamento tripartido (entre trés spins), por exemplo. Isso pode ser feito da seguinte
forma: calculamos o emaranhamento entre pares, depois calculamos o emaranhamento via
testemunha de emaranhamento, caso a testemunha indique “menos’emaranhamneto que o
emaranhamento entre pares, ndo podemos afirmar nada sobre ter ou n3o mais fontes de
emaranhamento no sistema, mas se ela indicar “mais” emaranhamento que o indicado via

pares, temos fontes extras de emaranhamento no sistema.
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Figura 4.1: llustracdo da estrutura do Ferro Nitrosyl.

Figura 4.2: llustracdo esquematica do dimero formado no composto Ferro Nitrosyl.

Podemos encontrar uma testemunha de emaranhamento via susceptibilidade magnética

que utilizaremos em nossos célculos, a expressdo obtida para essa testemunha é [44]

A

(4.21)

4.3 Dimero: O composto Ferro Nytrosyl

A estrutura do Nitrosyl Iron de nosso interesse tem a forma apresentada na Figura 4.1. Na
figura, R ¢ imidiazolidine—2—thiolate. Os ligantes R s3o heterociclos de cinco membros que

consistem em trés atomos de Carbono e dois de Nitrogénio separados por um Carbono.

Para mais detalhes sobre o composto ver [24]. O importante para nossos objetivos é que os
centros magnetoativos sdo formados por ions ferro, cada um dos quais esta ligado a dois grupos
nitrosyl. O spin de cada centro individual possui S = 1/2. As moléculas tem uma estrutura
centrosimétrica na qual os dois 4tomos de Ferro sdo conectados por duas pontes S — C — N
onde C — N é uma parte do heterociclo R. Como resultado, um dimero paramagnético é
formado, a Figura 4.2 mostra, esquematicamente, o dimero formado. A hamiltoniana do

sistema é do tipo Heisenberg com acoplamento antiferromagnético.

A matriz densidade do sistema possui a forma (4.10) com os elementos sendo [24]

oK
-~ 4.22
=" (42

e K cosh K

= 4.23
w= R (4.23)

7K .
- e smhK’ (4.24)
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Figura 4.3: Dependéncia do emaranhamento com a temperatura absoluta para o composto
Ferro Nitrosyl.

onde K = J/2kgT, Z é a fungdo de particdo do sistema e é dada por

7 = 3ef 4 73K,

O emaranhamento do sistema serd dado por (4.15), logo

£(J,T) = max (0,2 ( %‘ - %)) , (4.25)

que pode ser facilmente escrito na forma

2J
1 — 3etsT

£(J,T) = max <0, <—€Z)> . (4.26)
1+ 3eFsT

A Figura 4.3 apresenta o grafico do emaranhamento versus temperatura. A temperatura

critica de emaranhamento pode ser obtida encontrando o valor de 1" para o qual teremos

E(p) = 0. Fazendo isso, obtemos

2
*" kpn3’

(4.27)

Podemos ver de (4.26) que teremos emaranhamento no sistema apenas quando o acopla-

mento for antiferromagnético (J < 0), pois para o acoplamento ferromagnético (J > 0)

2J
1 — 3eFsT
(_1 o ) <0 (4.28)
+ oe’B
Sabemos de [24] que, em nosso caso, J/kp = —68K, logo
1
T, = 36K

~ I3
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Podemos usar a Equagdo de Bleaney-Bowers (3.14) para escrever a Eq. (4.26) em ter-
mos da susceptibilidade magnética e, com isso, relacionar o emaranhamento do sistema a
parametros que podem ser medidos experimentalmente. Mais detalhes podem ser encontra-

dos em [24]. Os resultados desse trabalho estdo submetidos para a publicagdo [19]

4.4 Trimero: O composto 2b.3CuCly.2H,0

O composto 2b.3CuCly.2H50 (b = betaine, C5H;;NOyg) é um sistema Cu(II)-trimero magné-
tico. Os detalhes experimentais e aspectos estruturais desse composto podem ser encontrados
em [46]. Esse composto pode ser modelado valendo-se da hamiltoniana de Heisenberg com
interacdo de troca antiferromagnética (J < 0). Além da interag3o intra-trimero, entre os spins
que compdem o trimero, os dados experimentais sugerem que existe também uma interacao de
troca (também antiferromagnética) inter-trimero, entre os trimeros que compdem o sistema.
No entanto, a interacao inter-trimero é muito menor que a interacao intra-trimero mostrando-
se relevante apenas para baixas temperaturas (T < 5K) e, por isso, serd desprezada no

tratamento que faremos aqui [46].

Usando o modelo de trimero isolado, a hamiltoniana do sistema assume a forma

H=—-J3 S-S (4.29)

Com J/kp = —20K [46]. A Figura 4.4 apresenta, de forma esquemdtica, a estrutura do

composto e a Figura 4.5 apresenta esquematicamente o sistema trimero formado.

A matriz densidade do sistema serd dada por (4.10) e, consequentemente, o emaranha-
mento do sistema serd dado por (4.18). Fazendo uso da Equagdo (4.19) podemos obter a

susceptibilidade magnética do sistema em fung¢do das correlagao entre os spins

Y(T) = 2;%?)2 (2(5:8;) + 1) . (4.30)

Substituindo (4.30) em (4.18) obtemos

E(p) = SO%maX {o, (2 By(T) - (“CI’{‘;];)? + (555%2 - ?WéT))] . (4.31)

Por meio da Equacdo de Van Vleck [47] podemos obter a susceptibilidade magnética do

sistema trimero [48, 49, 43].
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Figura 4.4: llustragdo esquematica do composto 2b.3CuCl,;.2H,O. Em (a) vemos o complexo
trinuclear ligados pelos grupos carboxilato O1 — C5 — O2 de duas moléculas betaina. Em (b)
os ions cobre e cloro e as moléculas de dgua sdo mostrados como esferas. As pontes de
carboxilato sdo indicados por linhas e as linhas tracejadas indicam as pontes de hidrogénio

[46].

Figura 4.5: llustracdo esquematica do trimero formado.
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Figura 4.6: Dependéncia do emaranhamento com a temperatura para o composto trimero
2b.3CuCly.2H50. Tomamos J/kg = —20K de acordo com [46].

3J

J
(gpp)? (1 + 5T + 10e%57)

T) = .
xT) 4kpT (1 4 7o | 9e7pT)

(4.32)

Dessa forma, substituindo (??) em (4.31) obtemos o emaranhamento do sistema em fun¢&o

da temperatura e da constante de troca

J 3J
3(1 kgT 10e2k8T

E(J,T) = gomax |0, 2—< +€BJ+ 6;)—1—1—
8 (1+ekBT +2€2kBT>

3
8

_J _3J
1 3(1+eFsT +10e2ksT))]
: .

T 37

(1 + eFBT 4+ 2e2kBT)
(4.33)

Na Figura 4.6 apresentamos um grafico do emaranhamento versus temperatura para o com-

posto trimero em questao. Vemos que a temperatura critica de emaranhamento é T, ~ 26 K.

A fim de verificar se existem outras fontes relevantes de emaranhamento nesse sistema,
vamos calcular o emaranhamento via testemunha de emaranhamento. Para tanto, lancaremos
m&o da Eq. (4.21), com N =3 e S = 1/2. O gréfico da testemunha de emaranhamento é
apresentado na Figura 4.7

Note que a testemunha de emaranhamento nos indica emaranhamento apenas até tempe-
raturas em torno de 20K, um valor inferior ao indicado pelo célculo de emaranhamento entre
pares e, dessa forma, a testemunha de emaranhamento n3o nos da indicativo de haver outras

fontes de emaranhamento nesse sistema.
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Figura 4.7  Testemunha de emaranhamento para o sistema trimero, composto

Figura 4.8: llustragdo esquemdtica do composto 3(MAP),Cu,Clg [48].

4.4.1 Outros compostos

Podemos aplicar o método mostrado anteriormente para qualquer composto trimero com spin-
1/2, que satisfaca a hamiltoniana de Heisenberg (4.29). O que mudard, serd o valor de J
para cada material e a temperatura critica de emaranhamento, 7., serd tanto maior quanto

maior for J.

Consideremos, por exemplo, o composto (3MAP),Cu,Clg?. A Figura 4.8 mostra, esque-
maticamente, como é a estrutura do composto. Vemos que existe um “empilhamento” dos
trimeros no composto. Como no caso discutido anteriormente, a interacdo inter-trimero é
muito pequena e podemos, para nossos objetivos, despreza-la. Uma discussdo mais aprofun-
dada a respeito desse composto pode ser encontrada em [48]. Nesse caso, a constante de

troca possui um valor de J/kp = —30,2K.

!Da Equagio (4.29) é evidente que estamos levando em conta apenas os primeiros vizinhos e J é constante
para todos os pares de vizinhos.
23-methyl-2-aminopyridinium (3MAP) [48].
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Figura 4.9: Dependéncia do emaranhamento com a temperatura para o composto trimero
3(MAP),CuyCls. Tomamos J/kg = —30,2K de acordo com [48].
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Figura 4.10: Testemunha de emaranhamento para o sistema trimero, composto
3(MAP)2CU2C18

A susceptibilidade magnética do composto serd dada por (4.19) e, portanto, o emaranha-
mento do sistema serd dado por (4.33). A Figura 4.9 apresenta o grafico do emaranhamento
do sistema em funcdo da temperatura, vemos que agora a temperatura critica de emaranha-
mento é maior que no caso do primeiro composto discutido nessa secdo e isso se deve apenas

ao fato de J, nesse caso, ser maior que no caso anterior.

A Figura 4.10 apresenta o grafico da testemunha de emaranhamento para o composto em

questao

Novamente, n3o temos indicativo de fontes extras de emaranhamento no sistema, uma
vez que a testemunha de emaranhamento indica emaranhamento apenas até aproximadamente

30K, valor menor que o indicado pelo calculo de emaranhamento entre pares.

Os resultados descritos nessa Secdo foram aceitos para publicagdo na Quantum Studies:

Mathematics and Foundations [26].
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Figura 4.11: Estrutura do composto apresentada em dois pontos de vista, uma lateral (figura
de cima) e uma visdo superior da cadeia (figura de baixo). Os circulos vermelhos representam
os dtomos de oxigénio, enquanto os azuis, os dtomos de cobre [44].

Sa Sg

Figura 4.12: llustragao esquemdtica do sistema dimero-trimero.

4.5 Dimero-trimero: O composto NayCuz514014

Apresentaremos de forma resumida os aspectos mais relevantes do composto NaoCuzSigO1qy

para nossa discussdo. Uma descri¢do mais detalhada pode ser encontrada em [44, 50, 51].

A Figura 4.11 ilustra a estrutura do NayCusSi4O14, 0s atomos de cobre estdo separados em
dois grupos e possuem S = % cada grupo contém 2 e 3 dtomos chamados dimeros e trimeros,
respectivamente. A nuvem eletrénica do oxigénio induz uma interacdo indireta de troca entre
os atomos de cobre. Os spins dos atomos do trimero interagem antiferromagneticamente,
enquanto os spins dos atomos do dimero interagem ferromagneticamente. Ha também uma

interacdo mutua entre o dimero e o trimero e tal interacio se da de forma antiferromagnética.

Esse sistema, na auséncia de campo magnético externo, pode ser descrito pela hamiltoniana

- = = = — = - =
H - —Jl(Sl . SQ + SQ : Sg) - JQ(SA . SB) - J3(S4 . 55) (434)

- = =
Aqui, S; sao os spins representados na Figura 4.12, S4 = S;+ .55 é o spin total do dimero e
— = = =
Sp = S1+ 55+ .53 é o spin total do trimero. Os valores de J foram obtidos experimentalmente
e valem Jl/k?B = —2247 9K, JQ/kB = —8,01K € J3/kB = 40,22K [50]

Foi mostrado por Souza et al. [44], via testemunha de emaranhamento, que o dimero
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Figura 4.13: Testemunha de emaranhamento para o sistema total (pontos azuis), para o
trimero (tridngulos vermelhos) e para o dimero (asteriscos verdes)[44].

(interagdo ferromagnética) ndo contribui para o emaranhamento do sistema. Isso pode ser
visto da Figura 4.13. Foi mostrado também que o emaranhamento de formac3o, que detecta
apenas emaranhamento entre pares, sé existe entre os pares 1-2 e 2-3. Para calcularmos
o emaranhamento desse sistema utilizando a distancia entre estados, basta resolvermos a
expressdo (4.19) para o composto dimero-trimero e substituir o valor encontrado em (4.18).

Fazendo isso, teremos

X(T) = 2(1‘;?2 G + (Sisj>> , (4.35)
logo,
E(p) = %max (o, 2 ‘y(T) - (é":j% - y(T)) . (4.36)

Note que (4.36) é a mesma expressdo obtida em [44], utilizando concurréncia. A Figura
4.14 apresenta o emaranhamento obtido da susceptibilidade magnética por Souza et. al. para

os pares pertencentes ao trimero.

H4 um desacordo entre os resultados obtidos para o emaranhamento entre pares e o obtido
via testemunha de emaranhamento. Isso se deve ao fato de que o emaranhamento entre pares
sé detecta emaranhamento de pares (como o préprio nome sugere) e ndo o emaranhamento
total do sistema. A testemunha de emaranhamento contém informa¢ao sobre o emaranha-
mento total do sistema, no entanto, ndo é capaz de quantificd-lo nem informar exatamente

quais estados sdo separdveis (ver Capitulo 2).

Vimos que os spins que compoem o dimero ndo siao emaranhados. Logo, outras possiveis
fontes de emaranhamento sdo o emaranhamento tripartido (entre trés spins) e o emaranha-
mento entre o dimero e o trimero, uma vez que a interacdo entre eles é antiferromagnética
(J < 0). Com o intuito de analisar a influéncia do dimero no emaranhamento do sistema

dimero-trimero, vamos calcular o emaranhamento do sistema considerando apenas o trimero,
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Figura 4.14: Emaranhamento de formacao determinado experimentalmente para o composto
NayCu;Si4Oy4. Em (a) par 1-2, (b) 2-3 e (c)1-3. A linha sélida é a previsdo tedrica, baseada
em célculos numéricos. O desvio entre teoria e experimento a baixas temperaturas (7' < 8K)
estd relacionado a uma transi¢do do material para uma fase 3D [44].

ja que o dimero n3o contribui para o emaranhamento. Esperamos que dessa forma, a diferenca
entre o emaranhamento entre pares calculado considerando apenas o trimero e o emaranha-
mento entre pares considerando todo o sistema dimero-trimero (Figura 4.14), seja devido a
interacdo entre o dimero e o trimero. Essa conclusdo se baseia no fato de que nenhum dos

dois calculos leva em conta o emaranhamento tripartido.

O célculo do emaranhamento apenas do trimero, nesse estagio, é muito simples, uma vez
que ja possuimos uma express3o para a susceptibilidade magnética para trimeros (Equagdes
(4.32) e (4.30)) e uma expressdo para o emaranhamento desse sistema em fun¢do da sus-
ceptibilidade magnética (EquagGes (4.31) e (4.33)). O resultado dessa analise é mostrado na
Figura 4.15 onde tomamos J/kp = —224,9K..

Da comparacao das Figuras 4.14 e 4.15 vemos que o emaranhamento, considerando apenas
o trimero, € significativamente maior, como € significativamente maior também a temperatura
critica de emaranhamento. Enquanto para o sistema todo (dimero-trimero) observamos uma
temperatura critica em torno de 7' ~ 200K, considerando apenas o trimero vemos que a
mesma sofre um aumento para um valor em torno de 7" ~ 300K . Isto nos leva a concluir
que a influéncia do dimero com interacdo ferromagnética intra-dimero e interacao antiferro-
magnética com o trimero é no sentido de diminuir o emaranhamento do sistema, tal como
diminuir a temperatura critica de emaranhamento. Esse resultado é esperado, uma vez que
o aumento de particulas, tal como do tamanho do sistema, acarreta, geralmente, uma dimi-
nuicao no emaranhamento devido a decoeréncia. Uma evidéncia desse fato pode ser observada

ao compararmos, para um mesmo |J|, o comportamento do emaranhamento térmico em um
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Figura 4.15: Dependéncia do emaranhamento com a temperatura considerando apenas o
trimero no sistema dimero-trimero para o composto NasCusSisO14.

composto dimero e trimero. Veremos uma clara diminuicao no emaranhamento do composto
trimero, em relagdo ao dimero. Os resultados desse trabalho estdo submetidos para publicacdo
[20].

4.6 Cadeia com N spins

Nosso foco agora sera estudar o emaranhamento em um sistema contendo N spins arranjados
em uma cadeia. Consideraremos, como nos casos anteriores, que a interacdo entre os spins
é do tipo antiferromagnética, apenas entre os primeiros vizinhos e que a hamiltoniana que

descreve o sistema é a de Heisenberg.

Comecaremos observando que de (4.19) e (4.20), temos que, para N par

— o (9#3)2 o 3N
X(T) = 3%pT 2(N 1)<SZS]>Par+ 1) (4-37)
ot 12kpTX(T) — 3N( )2
$iS, ) oy = B XAZ) — ONAIHE) 4.38
oo = TN 1 gran? (439)
Para o caso de NNV ser impar, teremos
_ . (9#3)2 3N 1
X(T) = D (2N = DS mmr + = 7 ) (4:39)
ou
12kgTx(T) — 3N 2 2
(55 mpar = ksTX(T) — 3N(gup)* + (91B) (4.40)

8(N —1)(gup)? ’
ou ainda
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1

<SiSj>impar = <SiSj>par + m

(4.41)

Dessa forma, de (4.18) vemos que o emaranhamento do sistema serd dado por

12ksTX(T) — 3N (g1u5)?
8(N —1)(gup)?

£(p) = 2egmax [0, (2 ‘

1 12kpTX(T) — 3N(9u3)2>]
4 8(N —1)(gpp)? ’

e

12kpTX(T) — 3(N — 1)(guup)?
1

E(p) = 2egmax [0, (2‘ 8(N — 1)(gps)?

para N par e impar, respectivamente.

Note que no limite em que N — oo,
<Sisj>impar = <Sisj>par>

sendo assim, o emaranhamneto serd o mesmo para os dois casos.

Basta agora substituir a susceptibilidade magnética da cadeia infinita em (4.42) ou (4.43)

para obtermos o emaranhamento do sistema em func3o da temperatura.

Vimos no Capitulo 3, Secdo 3.4 que em baixas temperaturas os resultados de Eggert et
al e os de Bonner e Fisher discordam quanto a susceptibilidade magnética de uma cadeia de
spins infinita. No entanto, o emaranhamento calculado utilizando os dois métodos convergem

para o mesmo valor quando 7' — 0. E facil calcular de (4.43) ou de (4.42) que este valor é

7

Em [21] O'Connor et al analisaram como o emaranhamento em uma cadeia varia com o

nimero de spins, N, em T = 0. O resultado que encontramos ¢ significativamente préximo

do que eles encontraram ao fazer N infinito, 0, 434467.

Finalmente, para T finito, a susceptibilidade magnética obtida por Bonner e Fisher [27] é

_ Na(gup)? 0,25+ 0,074975x + 0, 07523522

T 4.44
X(T) kgT 1,0+ 0,9931x 4+ 0,17213522 + 0, 75782523’ ( )
onde x = kJBLl[ Nesse caso, o emaranhamento sera dado por
3 1
E(p) = ggmax [0, 6o — 5‘ —3a+ Z_J , (4.45)
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e Te

90

Figura 4.16: Estrutura cristalina do 5 — T,VO, vista ao longo do eixo a (esquerda) e ¢
(direita) [52].

sendo
0,25+ 0,074975z + 0, 07523522

“= 1,04+ 0,9931x + 0, 17213522 + 0, 75782523

E importante ressaltar que para 7" > 0, mas préximo de zero, os resultados de Eggert et
al e os de Bonner e Fisher para a susceptibilidade magnética do sistema, nao coincidem. Essa
pequena faixa de temperatura ndo sera discutida aqui devido ao fato de que a maioria dos
materiais que satisfazem as condicdes para que o método apresentado seja aplicado, sofrem
transicoes de fase 3D ou de alguma outra natureza, impossibilitando a aplicacdo do método.
Além disso, a diferenca na quantidade de emaranhamento prevista pelos dois resultados sdo

significativamente préximas, mesmo em baixas temperaturas.

4.6.1 O composto 5 —T. VO,

Oxidos de Vanadio com fons V** (S = 1/2) sio excelentes modelos para magnetos quanticos

1D de spins. Sua estrutura consiste de cadeias em zig-zag, como mostrado na Figura 4.16.

A interacdo entre os primeiros vizinhos, representado por J; na Figura 4.17 é fraca em
magnitude. De fato, em [52] os autores mostram que na faixa de temperatura entre 5— 130K a
interagdo é dominada por J; e é de cardter antiferromagnética, ou seja |.J;| < |J2|. Portanto,
nesse caso, levaremos em conta a intera¢ao entre os segundos vizinhos, representado por .J,
na Figura 4.17. A interacdo entre as cadeias em zig-zag, J, também é muito fraca e serd
desprezada aqui. Em baixas temperaturas (7' < 5K) o sistema apresenta trés diferentes
caracteristicas magnétias, devido a transicdes de fase de origem desconhecida e nosso modelo

1D nao corresponde bem a realidade.

Em resumo, na faixa de temperatura de 5 — 130K, podemos considerar esse sistema

como sendo uma cadeia infinita de spin-1/2 com interagdo antiferromagnética modelado pela
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Figura 4.18: Dependéncia do emaranhamento com a temperatura no composto 5 — T, VOy,.

hamiltoniana (4.29).

O valor encontrado em [52] para a intecdo de troca entre os spins nesse sistema é J/kp =
—21,4K. Substiutindo-o em (4.45) obtemos o emaranhamento térmico do sistema, bem como
a temperatura critica de emranhamento. A Figura 4.18 apresenta o grafico do emaranhamento
versus temperatura para esse composto. Os resultados desse trabalho estdo submetidos para
publicacdo®[29].

3Nesse ponto, gostaria de agradecer ao Professor Géza Téth pela leitura e posteriores criticas e sugestdes
que muito acrescentaram ao trabalho.



49

Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Como conclusao, salientamos o cdlculo de emaranhamento valendo-se da distancia entre es-
tados quanticos utilizando a norma de Hilbert-Schmidt. Esse calculo foi feito analiticamente
de forma simples e de féacil aplicagdo. Em relacdo a concurréncia, por exemplo, esse método
tem a vantagem de ndo se restringir apenas a sistemas cuja dimensiao no espaco de Hilbert

seja 2 ® 2.

Tratamos o problema do emaranhamento térmico em dimero, trimero, dimero-trimero e
em uma cadeia infinita de spin-1/2. Os tratamentos dos sistemas dimero e dimero-trimero
ja haviam sido estudados na literatura e foi acrescentado em nosso estudo como uma forma
de confirmacdo da validade do método utilizado. O tratamento feito para sistemas trimero é
inédito e mostramos que tais sistemas (com interagdo antiferromagnética) possuem emaranha-
mento em temperaturas finitas. Analisamos o emaranhamento em funcdo da temperatura e
determinamos a temperatura critica de emaranhamento para os compostos 2b - 3CuCl, - 2H,0O
e (BMAP),CuyCls, resultados que ainda ndo haviam sido obtidos na literatura. Mostramos
como € possivel calcular o emaranhamento térmico em uma cadeia infinita de spins e que
nossos resultados estdo em acordo com o que se espera para 7" = 0. O composto  — T, VO,
foi analisado pela primeira vez sob a ética do emaranhamento e obtivemos como o emaranha-
mento se comporta com a temperatura nesse composto, bem como sua temperatura critica

de emaranhamento.

Como perspectivas do trabalho, pretendemos calcular o emaranhamento de sistemas con-
sistindo de cadeias com spin-1/2 e spin-1 alternadamente na cadeia. Para tanto, devemos
obter, primeiramente a matriz densidade de tal sistema, que é obtida da hamiltoniana do
sistema. Tomando a hamiltoniana de Heisenberg para o sistema, que possui simetria SU(2),
podemos utilizar a simetria do sistema para obter a matriz densidade. Outra vantagem de tal
sistema € a possibilidade de se utilizar o critério de Peres-Horodecki, uma vez que o sistema
possui dimens3o 2® 3. Além disso, temos interesse em estudar o emaranhamento em dimeros

a baixas temperaturas e como esse emaranhamento pode ser relacionado a susceptibilidade
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magnética. Fizemos essa andlise no trabalho que acabamos de apresentar, mas apenas em

temperaturas altas, onde a equagao de Bleaney-Bowers é vilida.
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Apéndice A - Norma de
Hilbert-Schmidt e a desigualdade de
Bell generalizada

O problema central abordado ao longo deste trabalho foi encontrar uma forma de identificar
o estado separavel mais proximo de um determinado estado emaranhado; para isto adotamos
a norma de Hilbert-Schmidt. Neste apéndice, de cardter mais técnico, fundamentamos o
uso dessa norma como uma medida simples e bastante natural para o emaranhamento de
um sistema. Nos basearemos em um Teorema de Bertlmann-Narnhofer-Thirring [14] que
relaciona a norma de Hilbert-Schmidt com o valor maximo da violagdo de uma desigualdade
de Bell generalizada (DBG). Os resultados neste apéndice sdo apresentados sem provas (veja

as Refs. [14, 53, 54, 55, 56, 57| para as provas e informagdes adicionais).

Operadores classe-traco e Hilbert-Schmidt

Vamos iniciar relembrando as noc¢oes relacionadas com o traco de um operador em um espaco
de Hilbert. Como de costume, vamos denotar por H um espaco de Hilbert complexo e

separavel.!

Um operador linear A em H é dito ser limitado se a norma do operador A,

A ||
vervioy ¥l
é finita. No espaco de operadores limitados em H nds temos a validade da seguinte desigual-

4] = (5.1)

dade para o produto de dois operadores A e B:
IAB]| < [ A[ll|B]| -

Definicao 5.0.1 O espaco de operadores limitados em H, com respeito a norma do operador
(5.1), é denotado B(H).

LA separabilidade de # garante a existéncia de uma base ortonormal.
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Para qualquer A € B(H), existe um Unico operador A* € B(H), chamado o adjunto de A,

de tal modo que
(9, Ap) = (A9, ),
para todo ¢,1» € H. Um operador A € B(H) é chamado de auto-adjunto se A* = A.

Dizemos que A € B(H) é ndo-negativo ou positivo se

(Y, AY) 20,

para todo ¢ € H.

Proposicao 5.0.2 Suponha que A € B(H) € positivo e auto-adjunto. Entdo, para quaisquer
duas bases ortonormais {¢;} e {1;} para H, temos

D (65, Ads) = (W, Ady)

J J

Dado que A é ndo-negativo, (¢;, Ap;) e (¢;, Arp;) sdo nlimeros reais positivos. Assim, as

somas sao sempre bem definidas, mas podem ter o valor de +o0.

Definicdo 5.0.3 Se A € B(H) é auto-adjunto e positivo, o valor de 3_{(¢;, A¢;), para
qualquer base ortonormal escolhida arbitrariamente, é chamado de traco de A, denotado por
Tr A. Dizemos que A € de classe-traco se, e somente se, Tr A < +o00.

Observe que para qualquer A € B(H), A*A é auto-adjunto e ndo-negativo! Além disso, segue

diretamente da Proposicdo 5.0.2 e Definicdao 5.0.3 o seguinte

Teorema 5.0.4 Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e {1;} uma base ortonormal. Entdo,
para qualquer operador positivo A € B(H) o traco de A é independente da escolha da base
ortonormal.

Definicao 5.0.5 Um operador A € B(H) € dito ser Hilbert-Schmidt se

Tr(A*A) < oo .

Uma vez que A*A é auto-adjunto e ndo-negativo, Tr (A*A) é definido (mas possivelmente
infinito) para qualquer A € B(#H). Se A é de classe-trago, entdo (por definigdo) o trago de

V A*A é finito. Assim, cada operador de classe-trago é Hilbert-Schmidt (mas ndo vice-versa).

Proposicao 5.0.6 Se A € B(H) é Hilbert-Schmidt, assim o é A*. Se A, B € B(H) sdo
Hilbert-Schmidt, entdo, AB e BA s3o de classe-traco e Tr (AB) = T'r (BA).
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Se A e B sao operadores Hilbert-Schmidt, o produto interno de Hilbert-Schmidt de A e
B é
(A,B) =Tr (A*B) ,

e a norma Hilbert-Schmidt de A satisfaz
JA|]> = (A, A) =Tr (A*A) .

O espaco de operadores de Hilbert-Schmidt é um espaco de Hilbert com relacdo ao produto

interno definido acima.

Matriz densidade

Tipicamente, na Mecanica Quantica consideramos o estado de um sistema quantico como
sendo descrito por um vetor unitdrio no espaco de Hilbert correspondente, ou, mais precisa-
mente, como uma classe de equivaléncia de vetores unitarios dados pela relacao de equivaléncia
Y ~ ). No entanto, esta nogdo de estado de um sistema quantico é muito limitada (veja
os detalhes na Ref. [53]). Para contornar as limitagdes, introduzimos uma nogdo mais geral de
estado de um sistema, descrito por uma matriz densidade. O caso especial em que o sistema

pode ser descrito por um vetor unitario é chamado estado puro.

Naturalmente, a nogcdo geral de “estado” de um sistema quantico proposta deve satisfazer
algumas hipdteses razodveis relacionadas aos valores esperados de todos operadores (limita-

dos), como as listadas abaixo:

Definicao 5.0.7 Um mapeamento linear & : B(H) — C é uma familia de valores espera-
dos se as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

1 o(1) = 1.
2. ®(A) € real quando A € auto-adjunto.
3. ®(A) > 0 quando A € auto-adjunto e positivo.
4. Para qualquer sequéncia A,, em B(H), se
|Au — A = 0
para todo ¢ € ‘H, entdo ®(A,) — D(A).

O ponto 4 na definicdo acima diz que o mapeamento ® é continuo com respeito a topologia

da norma do operador, o que significa que se |4, — A|| — 0, entdo, (A,) — P(A).

Definicao 5.0.8 Um operador p € B(H) que é auto-adjunto, positivo e Tr (p) = 1, €
chamado matriz densidade.
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Uma vez que o traco de uma matriz densidade é assumido ser finito, toda matriz densidade
é de classe-traco. Os préximos dois resultados ddo uma caracterizacdo precisa das familias de

valores esperados em termos de matrizes densidade.

Proposicao 5.0.9 Suponha que p é a matriz densidade em H. Entdo, o mapeamento ®,, :
B(H) — C dada por
®,(A) =Tr (pA) =Tr (Ap)

€ uma familia de valores esperados.

Note que, por definicdo, ¢,(A) é exatamente o produto interno (p, A).

Proposicao 5.0.10 Para qualquer familia de valores esperados @, : B(H) — C, existe uma
tnica matriz densidade p tal que ®(A) = Tr (pA) para todo A € B(H).

O préximo resultado mostra que a nova no¢do de estado de um sistema inclui a velha

no¢ao.

Proposicao 5.0.11 Para qualquer vetor unitario 1) € H, vamos denotar por [1)) (1| o opera-
dor projecdo ortogonal sobre o subespago gerado por 1. Entdo, 1)) (1| € uma matriz densidade
e para todo A € B(H), temos

Tr ([P} (]A) = (¥, Ap) .

Definicao 5.0.12 Uma matriz densidade p € B(#) é um estado puro, se existe um vetor
unitario v € H tal que p é igual a projecdo ortogonal sobre o subespaco gerado por ). A
matriz densidade p é chamada um estado misturado, se existe tal vetor unitario 1) ndo existe.

Um sistema isolado que esta inicialmente em um estado puro permanecerda em um estado
puro para todo instante de tempo posterior, uma vez que o estado inicial v, evolui para o
estado puro e‘i%wo, onde H é o hamiltoniano para o sistema. Mas, se um sistema esta
interagindo com o seu ambiente, ent3o, o sistema pode evoluir para um estado misturado em

um instante posterior.

Existem vdrias maneiras de se caracterizar estados puro como um subconjunto das matrizes
densidade. Em primeiro lugar, ndo é dificil ver que uma matriz densidade p é um estado puro
se, e somente se, T (p?) = 1. Em segundo lugar, o conjunto das matrizes densidade compdem
um conjunto convexo, uma vez que se p; € po SA0 nao-negativos e tém um traco 1, entdo
toda combinagdo linear convexa do tipo Ap; + (1 — A)p2, para 0 < A < 1, também é uma
matriz densidade. De acordo com um dos mais importantes e elegantes resultados da analise

funcional sobre os conjuntos convexos compactos, conhecido como Teorema de Krein-Milman,?

20 Teorema de Krein-Milman e sua aplicagdo na Mecanica Quantica é discutido em detalhes na Ref. [55].
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os estados puros sao precisamente os pontos extremos deste conjunto convexo. Isto é, uma
matriz densidade p é um estado puro se, e somente se, ndo puder ser expressa como uma
combinag3o linear convexa do tipo p = Ap; + (1 — A)ps, para 0 < A < 1, onde p; e py sdo

matrizes densidade distintas.

A desigualdade de Bell generalizada

Passemos para a construcao de uma desigualdade de Bell generalizada proposta por
Bertlmann-Narnhofer-Thirring [14]. Considere um espaco de Hilbert de dimens3o finita, H =
C", onde os observéveis A s3o representados por todas as matrizes hermitianas e os estados o
por matrizes densidade. Sera util considerar essas quantidades como elementos de um espaco

de Hilbert real, H, = RNQ, com o produto escalar
(0, A) =Tr (cA) ,

e a norma correspondente
1/2

1A = (Tr A%)

Ambas as matrizes densidade e observdveis sao representadas por vetores em H,. Lembre-se
que, por definicdo, a matriz densidade deve ser positiva e ter traco 1. Seja ) o conjunto
das matrizes densidade constituido pelo conjunto das matrizes densidades separdveis, S, e o
conjunto das matrizes densidade emaranhadas, > = Q2 — S (veja a Figura 2.3). De acordo
com Bertlmann-Narnhofer-Thirring uma desigualdade de Bell em um sentido generalizado é

dada por um observével A % 0 para o qual
(p,A) 20, VpeS. (5.2)
Logo, existe um o tal que
(0,A) <0, para algum o € ¥ . (5.3)

Consequentemente, a DBG (5.2) é violada por um estado emaranhado o € ¥, Eq.(5.3), e isto

nos leva a seguinte desigualdade para A:
(p, A) > (0, A) . (5.4)
Considerando a violagdo maxima da DBG,

B(o,p) = max (min(p, A) — (o, A>> , coma €R | (5.5)

|A—al||<1\ pesS

Bertlmann-Narnhofer-Thirring provaram o seguinte
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Teorema 5.0.13 (Teorema BNT) (i) A violagdo maxima da DBG € igual a distancia de o
ao conjunto S, isto é€,

B(o,p) = D(o,p) , Vo e X . (5.6)

(7) O min de D € obtido para algum p, e o max de B para

—0— —o))1
Amax — 100 g <p07 (pO 0)) . (57)
oy = ol

(1i1) Para D = B o seguinte acontece:

' — o
min —0o|——— 3 < Blo,p)<||p =0, Vo ES. 5.8
i {p -~ o| L= < Blow) <9 - ol . v (5.

E importante enfatizar que o Teorema BNT tem uma representagao geométrica simples,
que pode ser obtida a partir de outros dois importantes resultados: o Teorema do Hiperplano
Suporte e o Teorema do Hiperplano de Separacdo. O conceito de hiperplano suporte generaliza

o conceito de linha tangente ou plano tangente.

Definicao 5.0.14 Sejam & um subconjunto convexo de Hy e p um elemento da fronteira de
8.3 Diz-se que H é um hiperplano suporte de S se H intercepta S e S se situa em um dos
lados de H. Se H é um hiperplano suporte de S e p € SN H, p é chamado um ponto suporte
de §. Se existe um dnico hiperplano suporte H em p € S diz-se que p € um ponto suave de
S. Chamamos H o hiperplano tangente.

As provas dos dois préximos resultados podem ser encontradas nas Refs. [56, 57], nas

paginas 270 e 46, respectivamente (os enunciados foram adaptados para a situa¢do tratada

aqui).

Teorema 5.0.15 (Teorema do Hiperplano Suporte) Sejam S um subconjunto convexo
de Hs e p, um ponto na fronteira de S. Entdo existe um hiperplano suporte contendo p,.
Reciprocamente, se S € um conjunto fechado com interior ndo vazio tal que cada ponto na
fronteria tem um hiperplano suporte, entdo S é um conjunto convexo.

Teorema 5.0.16 (Teorema do Hiperplano de Separacdo) Sejam X e S dois subconjun-
tos convexos ndo vazios disjuntos de Hs. Entdo, existe um vetor p, diferente de zero e um
nidmero real ¢ tal que (o, p,) = ce{p,p,) < ¢, paratodoo € ¥ ep € S; ou seja, o hiperplano
(-,p,) =c, separaX eS.

Note que, se reunirmos os Teoremas do Hiperplano Suporte e do Hiperplano de Separacao,
fica claro que o hiperplano tangente a p, € S C H, separa o conjunto S dos estados separaveis
de um estado emaranhado o € ¥ (veja a Figura 5.1). Como resultado do Teorema BNT segue
que o hiperplano tangente a p, € S que maximiza a DBG é exatamente o plano tangente tal

que D(o, p,) € minima. Este hiperplano é chamado testemunha de emaranhamento.

3Lembramos que um elemento p pertence a fronteira de um conjunto S se a bola aberta centrada em p
de raio arbitrario € > 0 contém elementos que estdo em S e elementos que ndo estdo em S.
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1

max

.

Do, pg )

Figura 5.1: llustragdo geométrica do Teorema BNT. A violagdo maxima da DBG, B(o, p), que
é igual a distancia D(o, p) de um estado emaranhado ¢ ao conjunto S de estados separaveis,
é mostrada junto com o plano tangente definido por A ..

Desigualdade de Bell generalizada em cadeias de Heisen-
berg

Estamos agora preparados para provar o principal resultado deste apéndice. Queremos

determinar B(o, p) para o emaranhamento em cadeias de Heisenberg e verificar que
&(o) = B(o,p) = D(a,p) .

Isto justificard o uso da norma de Hilbert-Schmidt como uma medida para o emaranhamento

de um sistema.

No Capitulo 4 determinamos o conjunto das matrizes densidade separaveis e emaranhadas

como sendo, respectivamente

vs, 0 0 0
0 ws z O
PP 0 2% wy, 0] (5:9)
0 0 w4
e
v 0 0
pomo— |0 e 2 U (5.10)
0 2z w. 0
0 0 0 v

com wy = 1/2 — vs e w, = 1/2 — v,. Mostramos, também no Capitulo 4, que o minimo de

D é obtido quando vs = |z| (ver Egs. (4.12) e (4.15)). Sendo assim, podemos escrever
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Agora podemos calcular o operador A utilizando a expressdo (5.7), com

Po— 0=

(Po; (po; 0))1 = ([2] = ve)(4]2] — 1)

Portanto,

Agora podemos calcular explicitamente a violacado maxima da DBG utilizando a Eq.

Note que

e como v > |z|, temos

observe também que

sendo assim,

A:

20 0 0
0 1/2— |7 z 0
0 z* 1/2—1z] 0
0 0 0 |7

2] — ve
0
0
0

0 0
Ve — |2| 0

0 ve — |2]

0

0 0 |2| — ve

o O O =
o O = O

llpo = ol = 2(]2] — ve).

1 —2|z|
0
0
0

0 0 0
=2z 0 0

0 -2z 0

0 0 1-—2|

{0, A) = 2(vs — |2]),

min(p, A) =0,

(0, 4)

= =2([2] = ve),

o = O O

_ o O O

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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B(o,p) = 2(]z] — ve), (5.19)

que é o mesmo resultado obtido no Capitulo 4 utilizando a norma de Hilbert-Schmidt (Egs.
(4.12) e (4.15)).

Portanto,

&(o) = B(o,p) = D(a,p) ,

como queriamos demonstrar. Fica assim justificado o uso da norma de Hilbert-Schmidt como

medida do emaranhamento de um sistema.
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