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Resumo

CHAVES, Veronica de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, agosto de
2018. Estabilidade Topolégica para Fluxos Hiperbdlicos. Orientador:
Bulmer Mejia Garcia.

Neste trabalho pretendemos usar o conceito de estabilidade topologica para ca-
racterizar os fluxos hiperbdlicos. Para isso, apresentaremos o seguinte resultado:
Todo fluxo hiperbdlico ¢ é topologicamente estdvel em M, onde M é um espaco
métrico conexo e compacto. Esse resultado foi provado por Choi e Park no artigo

[4].



Abstract

CHAVES, Veronica de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, August,
2018. Topological Stability for Hyperbolic Flows. Adviser: Bulmer Mejia
Garcia.

In this work we intend to use the concept of topological stability to characterize
the hyperbolic flows. For this, we will present the following result: All hyperbolic
flow ¢ is topologically stable in M, where M is a connected and compact metric
space. This result was proved by Choi and Park in article [4].
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Introducao

A teoria de Sistemas Dinamicos Hiperbdlicos foi introduzida nas décadas de
60 e 70 com os trabalhos de Anosov [1], Smale [13], Bowen [2], entre outros, com
o objetivo inicial de caracterizar os sistemas conhecidos como estruturalmente
estaveis. Posteriormente, Anosov e Bowen introduziram o conceito de Estabili-
dade Topoldgica, que expressa a permanéncia das propriedades importantes da
dinamica dos fluxos hiperbdlicos. Uma caracteristica importante dos fluxos to-
pologicamente estaveis é que todos os fluxos na vizinhanca de um fluxo dado,
possuem a mesma quantidade de pontos fixos, a mesma quantidade de pontos
periédicos, sao transitivos ou expansivos, entre outras propriedades topoldgicas.
Por esse motivo, essa propriedade ¢ um problema fundamental no estudo da
dinamica dos fluxos.

Desde 1970 com o artigo de Peter Walters [16], na tentativa de abordar al-
guns problemas da teoria de sistemas dinamicos suaves desde uma perspectiva
puramente topoldgica, sem o conforto de uma estrutura diferencial, foi observado
que as nocoes de sombreamento de pseudo-érbita e expansividade, entre outras
propriedades, mostraram-se suficientes para expressar o conceito de hiperbolici-
dade. Muitos resultados ja conhecidos para difeomorfismos hiperbélicos foram
estendidos para fluxos hiperbélicos definidos em espacos métricos compactos e
satisfazendo algumas dessas propriedades.

Em sua tese [15], Thomas, provou que a propriedade de sombreamento de
pseudo-dérbita juntamente com a expansividade implica em estabilidade topologica
para fluxos definidos em um espago métrico M compacto e conexo. Baseados
nesse resultado, Choi e Park [4] provaram o seguinte teorema,

Teorema 1. Todo fluxo hiperbolico p em M € topologicamente estdvel.

Nosso objetivo principal, nessa dissertagao, ¢ desenvolver o teorema acima,
bem como apresentar os conceitos essenciais para compreensao desse resultado.

A dissertacao esta dividida como segue:

No Capitulo 1 serao introduzidos os conceitos basicos da teoria de fluxos e
fluxos hiperbodlicos através de uma perspectiva topoldgica. Além disso, estuda-
remos os fluxos expansivos e a propriedade de sombreamento de pseudo-érbita,
duas propriedades importantes dos sistemas hiperbdlicos.

Finalmente, no Capitulo 2 introduziremos o conceito de estabilidade topologica
para fluxos e pretendemos caracterizar os sistemas dinamicos hiperbdlicos como



sistemas topologicamente estaveis através do teorema 1.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que utili-
zaremos no decorrer desta dissertacao. Estudaremos aqui os conceitos basicos da
teoria de fluxos, fluxos hiperbdlicos, fluxos expansivos e apresentaremos alguns
resultados importantes de pseudo-orbita e a propriedade de sombreamento. As
referéncias utilizadas neste capitulo sao [3], [10], [11] e [15].

1.1 Notacoes e Definicoes

Ao longo dessa dissertacao M designa, salvo mencao em contrario, um espaco
métrico conexo e compacto. Consideraremos d a métrica definida em M

Defini¢ao 1.1. Um fluxzo de classe C" (ou um sistema dinamico continuo de
classe C"), r > 0, sobre um espago métrico M é uma aplicagao ¢ : R x M — M
de classe C", tal que

i) (0,2) =z, Ve e M,
i) o(t,o(s,x)) = p(t + s,x), Ve € M eVit,s € R.

Denotaremos por ¢; o homeomorfismo em M definido por ¢, (z) = ¢(t, ).
Sem perda de generalidade, utilizaremos ¢ para o fluxo ou ;.

Definicao 1.2. Uma orbita de um ponto x € M com relacdo a ¢ € o conjunto

O(x) = {pi(x) : t € R}.

A orbita positiva e a orbita negativa de x € M com relagdo a ¢ sao, respec-
tiwamente, 0s conjuntos,

OF(x) ={ei(r) : t 20} e O (2) ={pulr) : £ <O}

Defini¢ao 1.3. Um ponto x € M ¢é um ponto fixo para ¢, se pi(x) = x, para
todo t € R. Denotamos o conjunto de pontos fixos com respeito ao fluzo @ por
Fiz(py).



Definicao 1.4. Um ponto x € M ¢é um ponto periddico se existe T' > 0 tal que
or(z) =z e p(x) # x, para todo 0 <t <T. O menor T com esta propriedade
¢ chamado de periodo. Chamaremos de orbita periodica a orbita de um ponto
periodico.

Seja ¢ um fluxo em um espago métrico M. Estudaremos formas de comparar
sistemas que possuem a mesma dinamica.

Definicao 1.5. Dois fluzos p; e ¢, definidos no espaco métrico M sao topolo-
gicamente semi-conjugados, se existe uma aplicacio continua h : M — M
tal que

i) h € sobrejetiva,
it) hopi(x) =10 h(x), para todo x € M e para todo t € R.
A aplicagao h diz-se uma congjugacao topologica se h for um homeomorfismo.
Ou seja, os fluxos ¢; e 1y sao topologicamente conjugados se o diagrama

abaixo é comutativo

Pt

RN

M

X

«— =X
=

X

Pe

Figura 1.1: Diagrama comutativo

Exemplo 1.6. Considere os campos lineares X eY de classe C* em R? definidos
por X(z,y) = (z,y) eY(z,y) = (x+y, —x+y). Os fluros associados aos campos
sio pi(x,y) = e'(x,y) e Py(x,y) = e'(zcos(t) + ysin(t), —xsin(t) + ycos(t)),
respectivamente.

Figura 1.2: Orbitas dos fluxos gerados pelos campos lineares X e Y, respectiva-
mente.



Vamos construir um homeomorfismo h em R? conjugando os fluxos p; e ;.
Temos que a origem (0,0) é o dnico ponto fixo para os fluros ¢, e 1y, portanto,
devemos ter h(0,0) = (0,0). Podemos ver que o circulo unitdrio S* = {p € R*:
lp|| = 1} € transversal a X e Y. Assim, seja hy : S — S' um homeomorfismo
da esfera unitdria S em si mesma, definida por h.(p) = p para todo p € S*.

Para ¢ € R? — {(0,0)}, existe um tunico 7(q) € R tal que ¢r(4)(q) =p € S*.

Defina h = R? = {(0,0)} — R* — {(0,0)} por h(q) = ¢—r(q)(hs(r()(2)))-
Observe que h | S = h,.

A
q
p h@

N

Figura 1.3: Construindo uma conjugacao entre dois sistemas lineares.

E fdacil ver que a aplicagao h definida desta forma € continua com inversa
continua, onde a inversa é dada por h™(q) = o—r)(hi* (Vr(g)(q))). Além disso,
h(ps(q)) = ¥s(h(q)) para todo g # 0 e s € R. De fato, observe que 7(ps(q)) =
7(q) — s. Assim,

h(ps(q)) = ¢ (s )(h*(‘:@f ®s(9)) (¢s(q))))
T<q>+s(h (br@-s(#s(a))))

:¢5(¢ 7(g) (P (07()(9))))
= ¢5(h(q))

para qualquer ¢ # 0 e qualquer s € R.
A continuidade de h e de sua inversa na origem pode ser verificada utilizando-

se 0s fluxos ¢ e 1.

Definicao 1.7. Sejam ¢; um fluro em M, e x € M e € > 0 uma constante
positiva. Os conjuntos

We(zx) ={y € M :d(pi(z), ¢:(y)) < &;Vt > 0}

W(x) ={y € M :d(pi(x), pe(y)) < e;Vt <0}

sao chamados de conjunto estdvel local ¢ conjunto instdvel local, respec-
tiwamente.

Pretendemos analisar fluxos induzidos por campos vetoriais através de uma
perspectiva nao diferencial. Desta forma, apresentaremos uma definicao topologica
para fluxos hiperbdlicos. Assumindo que este fluxo é solucao tnica de uma
equacao diferencial.



Definicao 1.8. Um fluzo ¢ definido em M ¢é dito hiperbolico se existem cons-
tantes positivas €qg, g, ¢, T, tais que,

(i) W2 (x) ={y € M : d(pi(), pi(y)) < ced(z,y); Vt € RT}
Wi(x) ={y € M :d(p(x),p(y)) < ced(z,y);Vt € R™}

(i1) Para qualquer (z,y) € Bs, = {(x,y) € M x M : d(z,y) < &} e uma
aplicacao continua [, | : Bs, — M, eziste um unico elemento [z,y] € M e
uma aplicagao continua v : Bs, — R tal que

WZ (e () N Wi (y) = {[z,y]}.

Figura 1.4: Exemplo de um fluxo hiperbdlico.

1.2 Fluxos Expansivos

A seguir estudaremos algumas definigoes e resultados existentes para fluxos
expansivos tomando como referéncia o trabalho [3].

Definicao 1.9. Um fluzo ¢ em M é dito expansivo se para cada € > 0 existe
d > 0 tal que se d(pi(x), 05w (y)) < 0, para todo t € R, para um par de pontos
z,y € M e uma aplicacao continua f : R — R com f(0) = 0, entdo y = ¢(x)
onde [t| < e.

Um exemplo de fluxos expansivos sao fornecidos por suspensoes de homeo-
morfismos expansivos, como veremos a seguir. Antes disso, apresentaremos a
definicao de homeomorfismo expansivo e suspensao.

Definicao 1.10. Um homeomorfismo ¢ em M € dito expansivo se existe § > 0,
tal que se d(¢™(z), o™ (y)) < 0, para todo n € Z, entao, x = y.

Definigao 1.11. Sejam ¢ : M — M um homeomorfismo e f : M — Rt uma

funcao continua e positiva. Paray € M, defina y; = Uf( )(t,y), e a relagao
0<t<f(y

de equivaléncia (f(y),y) ~ (0,0(y)), assim, obtemos o sequinte espago quociente,

My =Jys/ ~-

yeM



A suspensio de ¢ por f € o fluxo definido em My por ¢u(s,y) = (t + s,y),
onde 0 <t +s < f(y). Note que, para f(y) =1, ¢1(0,y) = (1,y) ~ (0,9(y)),

para todo t.
mxy [ Le?on 67 (1.60))

Figura 1.5: Suspensao de um homeomorfismo.

Seja d a métrica considerada em M e defina uma métrica p; em {t} x M por

pe((t,y), (t,2)) = (1 = t)d(y, z) + td(o(y), ¢(2)),

para y,z € M.

Note que, po((0,9),(0,2)) = d(y, 2) e pr((1,9), (1, 2)) = d(6(y), #(2)).

Se dois pontos estao em uma mesma 6rbita definimos a distancia entre eles
simplesmente como a distancia entre seus tempos.

Cada suspensao de ¢ por f é conjugada a suspensao de ¢ pela funcao constante
igual a 1. Um homeomorfismo de M; a My que conjuga os fluxos ¢ dado pela
aplicagao (t,y) — (tf(y),y). Por esta razao, vamos analisar o caso particular das
suspensoes de ¢ por f(y) = 1.

Sejam x1 e 9 em M;. Uma cadeia finita C,, ,, entre z;1 e 22 ¢ um conjunto de
pontos wy = xq, wa,...,w,_1 = Ty tal que para qualquer 7 entre 1 e n — 1 temos
que para um par de pontos w;, w;4+1, ou ambos estao em algum y¢, ou ambos
estao em uma mesma orbita do homeomorfismo ¢.

Seja dy a distancia entre dois pontos da cadeia C,,. Assim, para dois pontos
x,y € My definimos o comprimento de uma cadeia C, , por

n—1

|ny| = Z dy (Wi, Wig1),

=1

ou seja, pela soma das distancias entre os pontos da cadeia.



X3 =w; X; =W,

{1} x M e 2

. '

) .

i Wy :

; $= = = .

' " 5

] ]

@ -+ = °

Wa W3

{0} x M

Figura 1.6: Cadeia entre 1 e x».
Defina a distancia ds entre dois pontos x,y € M; como o infimo do compri-

mento entre todas as cadeias Cy, entre eles,

do(z,y) = inf |Cpyl.

z,yeM;

Exemplo 1.12. /8] Se o homeomorfismo ¢ € expansivo em J C M, entdo o fluzo
¢¢ € expansivo em J; C M.

Considere a métrica em M dada por

dl(:yla y2) = min(d(y1, y2), (d(d(y1), ¢(32)))-

Dado € > 0 seja & a constante de expansividade de ¢ em relacdo ¢ d , e tome
§ =min{d e, 1/4}.

Suponha que existam pontos x1 e x9 em Ji e uma aplicacao continua f : R —
R, com f(0) =0, tal que,

d(¢e(r1), ¢f(t)(332)) < o,Vt e R.

Sexy € [0,1] x J é representado por (1/2,y), e xo representado por (ta,ys2) entdo,

1 ,
do(z1,12) <6 < 1 ed (y1,y2) < da(x1,22) < 0.

Note que pela representagdio de 1, temos que ¢1(x1) = (1/2, ¢(y1)), assim,

d(dr(21), Py (w2)) <0 <

P

Logo, ¢yay(x2) tem uma representacao dada por (s,¢(y2)), para algum s. Por-

tanto,

d (6(11), d(y2)) < d(d1(21), dp(r)(w2)) < 6.

Procedendo de maneira andloga, obtemos,

d (6" (1), 0" (y2)) < 6,¥n € Z.



Pela expansividade de ¢, temos, y1 = y2, ou seja, xa = ¢i(x1), onde |t| <
d2($1,$2) <od<e.

Se x1 nao estd representado por (1/2,y1), entdo, ¢.(x1) estd representado por
(1/2,31), para algum r, com |r| < 1/2. Fazendo x; = ¢,(71) € 2y = @5 (72), €
h(t) = f(t+r)— f(r), entao,

d(de(x1), dnio)(22)) = d(G(1), Dser)— () (2))
= d(¢t+r(l’1), ¢f(t+r) (952))
< 6,Vt € R.

Pelo argumento do caso anterior, temos xo = ¢(x7), ou seja, To = drr— iy (1),
onde |t +r — f(r)| = da(x1,22) < 0 < €.

Portanto, ¢, € expansivo em J, C M.

O resultado a seguir nos diz que segundo a definicao de expansividade, todo
ponto fixo deve ser isolado no espago métrico M, e portanto, em espagos conexos,
um fluxo expansivo nao admite pontos fixos em M.

Teorema 1.13. [3] Se um fluxo ¢ € expansivo em M, entao cada ponto fizo de
@ € um ponto isolado em M.

Demonstragao. Seja x € M um ponto fixo, ou seja, pi(x) = x para todo t € R.
Por hipétese, dado £ > 0 existe § > 0 que satisfaz a defini¢ao 1.9. Para Bj(z),
a bola centrada em x e de raio J, onde § é a constante de expansividade, tome
y € Bs(x) e considere a aplicagdo continua f : R — R definida como f(t) = 0
para todo t € R, entao,

d(pi(x), pre(y)) = d(z,y) <9

Pela expansividade do fluxo ¢, temos y = ps(z) = z, para |s| < e.

Logo, como y € Bs(z) é arbitrario, concluimos que Bs(x) = {z} e (Bs(x) —
{z}) N Fiz(p;) = 0. Portanto, todos os pontos fixos de ¢ sao isolados em M.

O

Obsevagao 1.14. Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o
fluxo expansivo ¢, que consideramos daqui em frente, nao possui pontos fixos.

Outra propriedade importante de fluxos expansivos é dada pelo seguinte lema,

Lema 1.15. [3] Se ¢ é expansivo e ndo tem pontos fizos, existe Ty > 0, de modo
que para T satisfazendo 0 < T < Ty, existe v > 0 com d(@r(z),x) >~ para todo
xe M.

Demonstragao. Se ¢ nao possui 6rbitas periddicas, ou seja, ¢;(x) # = para todo
teRexe M. Fixemos Ty = 1, portanto, existe T onde 0 < T' < Ty = 1 tal que

d(QOT(x)v .I‘) 7£ 0
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ou seja, existe um v > 0 tal que d(pr(z), ) > 7.

Se ¢ possui alguma 6rbita periddica, seja Ty o menor nimero positivo tal que
o1, (z) = x para algum x € M. Suponha por absurdo que existe 0 < T < Tj e

r1 € M :d(or(zy),21) <1

1
Ty € M : d(pr(z2), 12) < BY

1
Ty € M : d(SOT(xn>7$n> < ﬁan eN

onde z, # z,+1. Como M é compacto, podemos supor que z, — x quando
n — oo. Portanto, d(¢r(x),x) = 0, ou seja, pr(z) = x, contradizendo a escolha
de To.

]

O préximo resultado nos fornece algumas maneiras equivalentes de determinar
quando um fluxo que nao possui pontos fixos tem a propriedade de expansividade.

Teorema 1.16. [3] As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um fluxo
sem pontos fizos,

i) @ € expansivo.

i) Para todo € > 0 existe v > 0 tal que se d(pi(x), 5w (y)) < r para todo
t € R para alguns x,y € M e um homeomorfismo crescente f : R — R com
f(0) =0, entdo y = i(x) para |t| < €.

iii) Para todo € > 0 existe v > 0 tal que se t = {t;}° e u = {u;}2
sao sequéencias duplamente infinitas de niumeros reais com ug = tog = 0,
0 <ty —t<r, |lupm —w| <a,t; = o0, t_; = —o0 quando i — oo, e
se x,y € M satisfaz d(yy, (%), pu,(y)) < 1 para todo i € Z entdo y = p(x)
para |t| < e.

Demonstra¢ao. Naturalmente ii) implica i), pois f é um homeomorfismo, logo,
f é uma aplicagao continua.

Agora provaremos que i) implica ii). Pelo lema 1.15 temos que existe Ty > 0
e para cada T com 0 < T < Ty, existe v > 0 tal que d(¢r(x),x) > 7, para todo
x e M.

Afirmacao: Para todo T com 0 < T < % existem o7 > 0 e 7p tais que se
d(pe(x), ¢rw(y)) < 6r para cada t € R, com f: R — R continua onde f(0) = 0,
entdao f(t+7T) — f(t) > 7, para todo t € R.

De fato, seja T tal que 0 < T < %, pelo lema 1.15, temos que existe vy > 0
tal que para todo z € M,

d(er(z), ) = yr (1.1)
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Agora, para qualquer ¢t € R, pela desigualdade triangular, temos,

d(pi(x), prir(x)) < d(e(x), 050 (W) +d(@ 50 (Y), L) W) Fd(@sm) (1), Prir(2))

logo,

dps)(y), pravm) () 2 dpi(@), P (@) =d(@i(2), 010y () =d(@ sy (Y), Prrr (@)

De onde, d(¢sw)(v), ¢re+r)(y)) = vy — 200 > 0, escolhendo 26r < vyp. Pela
continuidade de ¢ existe 7 > 0 tal que se

d(ern)(Y), era+m)(y) = 0 — 207
entdao |f(t +T) — f(t)| > 7 para todo t € R.
Como f(0) = 0, é suficiente mostrar que f(7") > 0, pois queremos que f seja

. ~ . , .. 0
uma aplicagao crescente. Por absurdo, existe um nimero positivo T < — tal que

para todo n € N existem x,,,vy, € M e uma aplicacao continua f, : R — R com

1
fa(0) = 0 de modo que d(¢e(wn), 1.0 (¥n)) < —, com fu(T) <O0.

Pela compacidade de M podemos supor que z,, — = e que y, — Yo quando
n — 00, assim, yy — x quando n — oo, portanto, ¥, — = quando n — oo.

Como f,(T) < 0, consideramos duas situagoes,
a) Se f,(T) > —T para infinitos nimeros naturais, e como f,(7) € [-71,0) C

[T, 0], temos que existe uma subsequéncia convergente f,,(1T') — —L, para
algum L com 0 < L <T'. Logo,

d(pr(z),p-r(z)) =0

quando i — 00, entdo * = ¢ r(x), o que é um absurdo, pois contradiz o
fato de T ser o menor periodo de ¢.

b) Se f,(T) < —T para infinitos nimeros naturais, pela continuidade de f,,
existem t, com 0 < ¢, < T tais que f,(t,) = —7. Tomando uma sub-
sequéncia convergente t,, — t € [0, 7] quando i — oo, temos,

d(py(x), p_r(x)) =0,

logo, = wry(z), 0 que é um absurdo, pois contradiz o fato de Ty ser o
menor periodo de .

Assim, provamos a afirmacao.

Agora, suponha que d(y¢(x), ¢ru)(y)) < ér para x,y € M, onde f: R = R
é uma aplicagao continua e f(0) = 0, como na afirmacao anterior. Defina uma
aplicacao hy : R — R onde hy(nT) = f(nT), com n € Z e linear em cada
intervalo [nT, (n + 1)T]. Temos que hy é um homeomorfismo crescente de R.
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Se t € [nT, (n+ 1)T] existe t' € [nT, (n + 1)T] com hp(t) = f(t'). Portanto,

d(pi(7), onpy(y) = d(ee(@), 5 (Y))
d(pi(2), @y () + d(py (), 4y ()
sup {d(z, pu(z))} + dloy (2), 010y ()

zeM
u€l0,T

IAINA

Seja € > 0, pelo item i) existe r > 0 e escolhendo 0 < T' < T431 tal que,

r
up {d(z. ()} < L.
xeM
u€e(0,7)

Tomemos J = min {5T, g}, se d(¢¢(z), prw(y)) < 0 para todo t € R, entdo,

d(pi(7), onpy(y)) = d(ei(@), 5 (Y))
< sup {d(z, pu(2))} + d(py (), @) (Y))

e portanto, y = ¢¢(x) para |t| < ¢, concluindo que 4) implica 7).

Agora, i) implica iii). Seja ¢ > 0, escolha r > 0 tal que

r+ sup{d(z,¢.(2))} <4,

zeEM
lul<r

onde d > 0 corresponde ao € > 0 dado pela definigao 1.9.

Sejam {t;}>°, {u;}>°, e z,y € M satisfazendo as hipé6teses de iii). Defina
f R —= R por f(t;) = u; e estenda linearmente sobre o intervalo [t;, ¢;11], i € N.

Se t € [t;,tit1), temos,

d(pi(@), 050 (y)) = d(@i(2), @1, (2)) + d(r,(2), pu; (¥)) + (P (1), 250 (y))

<7+ sup{d(z, ¢u.(2))}

zeM
ul<r

< 0,

portanto, d(¢:(x), ¢rw(y)) < 6, para todo t € R. Pela expansividade de ¢ temos

que y = ¢¢(x) para |t| < e.

iii) implica ii). Sejam £ > 0, e r > 0 correspondente ao item iii). Suponha
que para x,y € M temos d(p(x), orw(y)) < r, para todo t € R e para algum
homeomorfismo crescente h : R — R com h(0) = 0. Tomando ¢y = 0 e escolhendo
ti € Rtal que 0 < t;01 —t; <re0 < h(tiy1) — h(t;) < r. Definindo u; = h(t;),

pelo item i7), temos que y = ¢y(x), com |t| < €. Completando a prova.

]
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1.3 Pseudo-Orbita e Sombreamento

A propriedade de sombreamento de pseudo-érbita é uma das propriedades
mais importantes de um conjunto hiperbdlico para um difeomorfismo ou um
fluxo. Essa propriedade foi introduzida inicialmente pelos trabalhos de Anosov e
Bowen, na década de 70 e, seu primeiro e conhecido resultado é o Lema do Som-
breamento, o qual é uma importante ferramenta no estudo de sistemas dinamicos
hiperbdlicos, como por exemplo, para o estudo da estabilidade topoldgica. Por
esse motivo, determinar quais sistemas possuem a propriedade de sombreamento
é um importante problema em dinamica.

A seguir, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados importantes para
fluxos com tal propriedade. Mais detalhes e aprofundamento podem ser encon-
trados em [15].

Definigao 1.17. Seja e,t constantes positivas. Uma sequéncia (t;, ;) em
R x M € chamada de (t,c)-pseudo orbita set; >t e d(p,(z;),Ti41) < €, para
todo i € Z.

y € X gy € \

< s . /
. / ] K \

| = . H“""‘o..__ I . I
| xl. ——— xz T | xg |

/ T e )
. /.’ .\. M“““»._‘x ___'“\'.‘-h—-_____q_\%_
Pty (JC_P),-' Pt (xlj":;x-\ (Ptz{?c_g) T
=== \'“\\ — N

Figura 1.7: Representacao de uma Pseudo-Orbita.
Definicao 1.18. Dizemos que uma (t,€)-pseudo drbita (t;,x;)>,, € d-sombreada

por uma drbita (ps(2))ser, se existir um homeomorfismo crescente o : R — R
satisfazendo,

n—1 n—1 n
i) d(p(a(s),z), (s — Zti,xn)) < 0 quando s > 0, Zti < s < Zti’
0 0 0

n=0,1,2,...,
-1 -1 -1
i) d(p(al(s), z),o(s + Zti,x,n)) < 0 quando s <0, — Zt" <s< — Z ti,
-n -n —n+1
n=1,2,3,...

Definicao 1.19. Um fluxo ¢ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-
orbita com respeito ao tempo t > 0 se para qualquer § > 0, existe € > 0 tal que
cada (t,€)-pseudo drbita é 6-sombreada por uma drbita de .
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Figura 1.8: Pseudo-Orbita §-sombreada.

As proposicoes a seguir nos fornece condi¢oes para um fluxo ¢ em M possuir
a propriedade de sombreamento de pseudo-orbita.

Proposicao 1.20. [15] Um fluzo ¢ em M tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-orbita com respeito ao tempo t > 0 se, e somente se, para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que cada (t,e)-pseudo orbita (N, x,)>%, com t < A\, < 2t para
n € Z € §-sombreada por uma orbita de .

Demonstragao. (=) Se ¢ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-6rbita
com respeito ao tempo ¢, entao cada (t, €)-pseudo érbita (A, z,)>,, é é-sombreada
por uma o6rbita de ¢, seja A\, > 2t ou nao.

(<) Reciprocamente, dado § > 0, escolha € > 0, de tal forma que cada (¢, ¢)-
pseudo orbita (A, z,)>, com t < A, < 2t é d-sombreada por uma 6rbita de

p.
Seja (ty,x,)>, uma (t,)-pseudo érbita qualquer de ¢. Para cada t,, existe

um numero inteiro nao negativo m,, tal que t, =t-m, +r, com t < r, < 2t.

Agora, construa uma sequéncia infinita de pontos em M da seguinte maneira,

{1 w3, 00(x3), 02(T-3), - Prom_s (T-3), 2, (T _2), pau(T_2), . . .,

rm_o(T-2), T-1,0e(T-1), P2u(T1), -+ s Prm_y (T-1), o, Pi(T0), Par(o),

co s P (T0)s T1, @2 (@1), P2e(@1), - - - s Promy (1), T2, Pe(T2), pa(22), - -,
Prmy (T2), T3, 01 (23), 2:(T3)5 - -+, Promg (73), -+ -}

Isto é, podemos tomar uma sequéncia infinita {y,;}*°_ de pontos em M de
modo que

-1 -1 -1
v = (it + Ztmj—i-pt,x,p), para — ij—pgig — Z m; — p,
Jj==p Jj==p Jj=—ptl
p=1223 ...,
p—1 p—l p
Y = go(it—Zt-mj —pt, ), para ijer <i< ij—irp, p=0,1,2,...,
=0 =0 =0

Agora defina uma sequéncia {\;}>°_ de nimeros reais da seguinte maneira,
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-1 -1
t, para—ij—p§i<— ij—p
A\ = Jj=-p . Jj=-p+1
1T —
r_p, parai= — Z m; —p,p=12,3,...,
\ Jj=—p+1
4 p—1 p
t, para ij+p§i<2mj+p
A = §=0 ) §=0
Tp, parai:ij+p,p:0,1,2,...,
\ Jj=0

que se correspondem com sequéncia {y; }*°, .

p—1 P
Para ¢ > 0 inicialmente assuma que Z m;+p <1< Z m; + p, entao,
=0 J=0

d(SO(Az'a yi)a yz‘+1)
p—1

= dlpltpli-t =3 tomy = ptoa,)) (i +1) £ = 3 tom; = phy) = .

Jj=0

p
Para i = Z m; + p temos
§=0

p—1
Yirr = @((i + 1)t — Zt -my — pt, Tp)
§=0
p—1

p
zw(Zﬁmj—l—pt—i-t—Zt‘mj—pt,:cp)
=0 =0

= @(t “Myp + t, xp) = Sot((P(t “ My, m10)) = Tpt1
Entao,

p—1

p
d(o(Ni, ¥i), Yirr) = d(p(rp, @(Zt "y +pt+t— Zt Sy — pt,Tp), Tpy1)
j=0 Jj=0

d(p(rp, p(t - my, 1)), Tpi1)
= d(@(rp +1-my, xp)? xp—irl)
d(p(tp, Tp), Tps1) <&

pois (t,, x,)%, uma (t,c)-pseudo érbita.

-1 -1
Agora, para ¢ < —1. Assuma que — ij —p<i<-— Z m; — p, entao,
—p —p+1
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d(@()\i, Yi), Yit1)

—1 —1
=d(p(t,p(i-t+ Y t-mj+ptay)),e((i+1)-t+ Y t-m;+pta_,)) =0.
j==p J==p
-1

E para i = — Z m; — p temos
—p+1

—1 —1
d(gp()\“ y2)7 yi-‘rl) = d(gO(T_p, 90(_ Z t- mj; — pt + Zt C My + pt? 'T—P))7 x—p—&-l)

j=*p+1 —p
(p(r—p, o(t - m_p,Tp)), T_ps1)
(‘P(t—pvx—p)7$—p+1) <e.

d
d

Entao, o par de sequéncias (\;, ;) é (t,&)-pseudo dérbita para ¢ com t < \; <
2t.

Usando a hipotese da proposicao, hd um ponto z € X e um homeomorfismo
a:R — R com a(0) =0 de tal modo que

n—1 n—1 n
d(e(a(s), z), o(s — Z)‘i’y”» < 0, para s > 0, Z)‘i <s< Z)\i,
0 i=0 0

n=0,1,2,...,

-1 -1 -1
Ao(0(s), 2. (s + 3 M) < S paras < 0.3 A <s<— 3 A,

—n—+1
n=1,23....

Agora, podemos mostrar que a sequéncia (t,, ), é d-sombreada pela érbita
(SDS(Z))SEIK

Suponha que i-t < s < (i+1)t. Observe que para p = 0 temos y; = @(i-t, zg),
e 0 <17 < myg, além disso, para i = mg temos \; = ry. Tome 0 < s < 1, assim,

d(p(a(s), 2), ¢(s,m0)) = d(p(a(s), 2), (s — i' (i~ t, 1))
= d(gp(a(s), Z)? cp(s - Z )‘j7 yl))

<9,
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mo

Assumindo j -t <t — Z)‘i <j-(t+1),j <my, observe que,
0

mo—+j

mo 7—1
Z Ai + Z Amotkt1 = Z Ai.
0 k=0 0

Para t) < s <ty+t1, e p=1, temos,

d(p(a(s), ), (s — to, 1)) = d(p(a(s), 2), (s —to — j - £, @(j -t 1))

=d(p(a(s), z), (s — (Z Ai + Z Amo+h+1)s Ymo+j+1))

mo—+j

= dlp(als), 25 = D Nistmgrs1)) <

k—1
Procedendo da mesma forma teremos, d(¢(a(s), z), (s — Zti,xk)) < § para
0

k—1 k
$>0,) t;<s< Y t; todo k> 0.
0 0

~1
De maneira andloga, para s < 0, d(¢(a(s),2),¢(s + Zti,x,k)) < § para

—k
-1 -1
—Zti§s<—2ti,todok21.

—k —k+1

Portanto, (t,,z,)%,, ¢é d-sombreada pela érbita (ps(2))ser. Assim, ¢ tem a
propriedade de sombreamento de pseudo-érbita com respeito ao tempo t > 0.

]

Proposicao 1.21. [15] O fluzo ¢ em M tem a propriedade de sombreamento de
pseudo-orbita com respeito ao tempot =1 se, e somente se, @ tem a propriedade
de sombreamento de pseudo-orbita.

Demonstracao. (<) Se ¢ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-6rbita
entao claramente ¢ tem a propriedade de sombreamento em relagao a t = 1.

(=) Reciprocamente, assumindo que ¢ tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-orbita com respeito ao tempo t = 1, podemos dividir em dois casos,
quando t > 1 e quando t < 1. No caso de t > 1, seja m > t um numero natural.
Dado ¢ > 0, escolha € > 0 tal que,

i) Toda (t,e)-pseudo 6rbita é §/2-sombreada por uma érbita de ¢,

ii) d(x,y) < e entao d(p:(z), pi(y)) < 0/2 para 0 < s < 2m.
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Seja 1 < €/m e escolha 0 < g9 < &1 de modo que se d(z,y) < &9 entao
d(ps(x), ps(y)) < 1, para 0 < s < 2m.

Seja (tn, x,)>, uma (1,e5)-pseudo érbita de ¢ com ¢t < t, < 2t, para todo
n € Z. Tome o par de sequéncias

({ -y T—2my Lem,y L0y Tmy L2ms - - '}7 { c )\727 )\717 )\07 )\17 )\27 . })7

m—1
denote z; = Ty € \; = Z t(j+i-m) Para todo ¢ € Z. Entao,
j=0
m—1
d(@()\u Zz) Zz—i—l Z t (j+i-m) xz m (i+1)m)
=0
m—1 m—1
< d(SO( tj+im) T tims xi-m)7 ‘P((Z L(jim)s $i-m+1))
j=1 j=1
m—1 m—1
+ d(QO( t(j+i~m) + tz m+1, Ls. m+1 Z t (j+i-m) xi~m+2)) +...+
j=2 j=2

+ d(g@(t(i+1).m_1, T(i+1)-m—1, x(z—i—lm))) <& +eEr+...+E1=megy
<e€

pois t < \; < 2m. Portanto (\;, z;)>, é uma (¢,e)-pseudo érbita de . Assim,
por hipétese, existe z € M e um homeomorfismo o : R — R com «(0) = 0 de tal
modo que

n—1 n—1 n
d(e(a(s), z), o(s — Z/\“Z”)) < 0/2 para s > 0, Z)‘i <s< Z/\i’

0 0 0
n=20,1,...,

~1 ~1 ~1
d(e(a(s), z), (s + Z)\i,z_n)) < /2 para s <0, _Z)‘i <s < — Z i

-n —n+1

Para 0 < k < m, temos,

Ztl,.fo Ik <d Ztl,QO to,l’o th,l’l
thﬂp t1, 1)) Ztu@

o+ d((ﬂ(tk—lu Tr-1), Ik))
< k -e1 < €,
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k—1
pois Z t; < 2m. Assim,
0

k-1 k-1 k-1
— Zti + Zti,xo), o(s — Ztiawk)) <6/2
0 0 0

para Zlg_l t, <s< Zlg t;. Portanto,

d(ep(af S—Zt@,xk ) < d(p(als), z), ¢(s, 20)) + d(e(s, 20), S—th,xk
<9

Agora, para m < k < 2m, temos,

thuxm xk <d ZQSD m;xm Zt'L;merl

m+1 m+1
§ tzSO m+1, xm—i—l § tza :Em—i-Z
m+2

..t d(@(tk_l, $k_1>, $k)
< (k —m)e; < €.

k—1 k—1
Agora, para Zt < s < th, temos que s — Zt estd no intervalo fechado

[0, 2m). Assnn

lipls — 310 oY tm). (5 — Yt )) < /2

Portanto,

k—1 k—1
d SO(S_thxm)J(p(s_Ztlaxk)) :d< S_>\07ZI S_Zt”ka <5/2
0 0

Logo,

d(gp(a(s), Z)’ 90(8 - z_: L, xk)) < d(@(a/(‘S% Z)’ Ao, Zl))

+ d(p(s — Ao, 21), S—Zt“l'k
<9

Prosseguindo da mesma forma, teremos que a érbita (¢g(z))ser d-sombreia a
(t,e)-pseudo érbita (t,, z,)>
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De maneira andloga para o caso quando 0 < t < 1. A utilizacao da proposicao
1.20 implica que ¢ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-érbita.

O

Lema 1.22. [15] Seja {a;}32, uma familia de fungées continuas crescentes de
[0,t] em R com a;(0) = 0 para todo j e assuma que a;(t) — 0o quando j — oo.
Entao para cada X\, > 0 existem j e ty,ty € [0,t] com t; < ty tal que ty —t; < A
e a;(tz) — a;(t) = 6.

Demonstragao. Seja {0 = sg, $1,...,5, = t} uma particao de [0,t], com Sg11 —
sp < Apara0<k<n-—1.

Para cada j assuma que a;(sp4+1) — oj(sk) < 5. Entao, a;(s,) — o;(so) < nf
para todo j. Mas a(s,) — a;j(s0) = o;(t) — 00, 0 que é uma contradicao.

Portanto, existe um numero inteiro positivo N tal que para cada j > N,
existem sy, sp41 € [0,t] de modo que a(sk4+1) — a(s,) > B. Pela continuidade
de a; se tomarmos ty = si41 podemos escolher ¢; € [s, sp41] tal que

aj(te) —aj(ti) =8



Capitulo 2

Estabilidade Topoldégica para
Fluxos

Neste capitulo, nosso objetivo é introduzir o conceito de Estabilidade To-
poldégica para fluxos e provar o teorema principal deste trabalho, cujo enunciado
é dado a seguir.

Teorema 1. Todo fluxo hiperbolico ¢ em M ¢é topologicamente estavel.
Para provar o Teorema 1 provaremos que a expansividade e a propriedade

de sombreamento sao condigoes suficientes para garantir estabilidade topologica.
Ou seja, ¢ suficiente provar os seguintes resultados,

Teorema 2. Todo fluxo hiperbolico p em M € expansivo.

Teorema 3. Todo fluzo hiperbolico ¢ em M tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-orbita.

Teorema 4. Todo fluxo expansivo ¢ continuo sem pontos fixos e que tem a pro-
priedade de sombreamento de pseudo-orbita em M € topologicamente estavel.

2.1 Fluxos Topologicamente Estaveis

Denotamos por X(M) o conjunto dos fluxos definidos em M. Para os fluxos
i,y € X(M), definimos uma métrica em X(M) por

d* (i, i) = sup{d(pi(2), P1 ()}

xeM
teR

Isto define uma topologia em X(M).

Definicao 2.1. A vizinhanca de um fluxo ¢ € dada pelo conjunto

V(o) = { : d* (1, 9) < €}

21
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Definicao 2.2. Dizemos que um fluzo ¢ em M ¢é topologicamente estdvel se
para qualquer 6 > 0 existe € > 0 de modo que para qualquer outro fluxo ¢ na
vizinhanga V. (), para todo t € [0, 1], existe uma aplica¢ao continua h : M — M
tal que

i) d(h,id) < o,
i) h(O()) C O(yy),

onde id : M — M ¢é o homeomorfismo identidade.

Ou seja, um fluxo ¢ é dito topologicamente estavel se todo ¥ € V.(¢) possui
a mesma dinamica, e isso é consequéncia dos fluxos serem semi-conjugados pela
aplicacao h.

2.2 Lemas Auxiliares

A seguir, apresentaremos dois lemas necessarios na demonstracao dos teore-
mas 2 e 3.

Lema 2.3. Seja ¢ um fluxo hiperbolico em M. Se, para qualquer € < €y, existe
uma contante § > 0 com d(x,y) < §, entdo,

(i) Jo(z,y)| <e,
(1) W2 (Pu(ea)(2)) VW) = {lz, yl}-

Demonstragdo. Seja ¢ um fluxo hiperbdlico em M. Como, W (z) N W (z) =
{z}, pela hiperbolicidade do fluxo, segue que [z, 2| = z e v(z, :1:) = 0.
Seja e < g¢. Pela continuidade uniforme das aplicagoes v e [, |, existe 0 < 6 <

dp tal que se d(z,y) < J, entdo,

d([z, z], [z,y]) = d(z,[z,y]) < i d([y,yl, [z, y]) = d(y, [z,y]) < 23

e v(z,y)—v(z,z)| = |v(z,y)| < e Assim, tomando d(Yy(zy) (), o) () < 2£,
c

temos,

d(gpv(%y) (SL’), [l’, y]) d(@v(m,y) (I), JJ) + d($7 [l‘, y])

IA
ol

Como [z,y] € W2 (¢u(ay)(2)), para t > 0, temos,

d(spv(x,y)-i-t(xL oi([r,y]) < Ce_rtd(‘»pv(x,y) (), [z,y])

< ce_’“tE
- c

<e
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Entao, [z,y] € W2(Qu(@y) (2)).
Para [z,y] € WX (y), com ¢ > 0, temos,

d(p-i(y), o-i([z, y]) < ce™d(y, [x,y])

< ce_th
- c

<eg
Entéao, [z, y] € W(y).

Assim, [z, y] € W2 (pu(ay) (€)W (y), e como ¢ é hiperbdlico, essa intersecgao
¢ unica.

]

Lema 2.4. Seja ¢ um fluxo hiperbdlico em M e € > 0 uma constante. Suponha
que exista uma constante 6 > 0 tal que para todo t € R,

d(pi(z), Pt+1(t) (y)) <9,

onde f: R — R € uma aplicagio continua com f(0) = 0. Entdo,

(i) [o(z,y)| <e,

(“) Y = Po(z,y) (:13)

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo hiperbdlico em M. Podemos escolher € > 0 tao

pequeno tal que
€ < min {@ @}
8 2c

e max{d(x,pi(z)) : x € M,|t| < 4e} < %.

Pelo Lema 2.3, existe § > 0 tal que se d(x,y) < 4, entdo, |v(x,y)] < e e
W (Poa () VW2 (y) = {2, y]}-

Para t = 0 temos d(¢o(2), Po+r0)(y)) = d(z,y) < 6, assim concluimos o item
QF

Seja v =wv(z,y) e z = [z,y]. Agora, consideremos os conjuntos

U= {t eRT: ()] = 3 ou d(pi(y), ou(2) > %}

5
V= {t R |f()] > 3¢ ou d(pyse(@), 0r(2)) > 5“} .
Suponha que U # (). Seja s = minU € U. Como 0 € U segue que s > 0, pois
|f(0)| <3ced(y,z) <% jaqueze Wi (y).

Afirmagao: d(ps—(y), ps—(2)) < % para todo t > 0.
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De fato, se 0 < t < s, entao

d(ps—t(y), ps—t(2)) < 50

pois 0 < s—t<seentao s —t € U. Assim temos que se t — 0, entao,

d(ps(y), ps(2)) < 30

Se 0 < s < t, entao
d(s-1(y), ps-1(2)) < e’ Vd(y, 2)

< e
- 2

S_t)@ < E_O

r(
<
“ T

Usando a continuidade de f, temos,

[f ()] < 1F(s) = FO) + [F(O)] &+ 3e = de.

Assim, para todo t > 0, temos,

(s ()t (Y)s Psrr(e)—1(2) < d(Parps)—t(Y), Ps—t(y) + d(@s—t(y), ps—1(2))
+d(sos t( ), (Ps+f(8) +(2))

- <
8+2+8 =0

De onde, @s45(5)(2) € Wei (@st5(5) (1))
Além disso, @y (5)(2) € WE (@stf(s)+(7)) para todo t > 0, pois,

d(905+f(s)+v+t($)a 905+f(s)+t(z)) < d(<,05+f(s)+u+t(27), Pspore(T) + d(¢s+v+t($)7 903+t(2))
=+ d(@ert( ) 905+f(s)+t<2))

Logo, vsrf(s)(2) € W2 (05(s)10(0s(2)) N WE (@st5(5) (1))

Como |f(s)+v| < |f(s)]+ |v| < de+¢e = be e d(ps(z), psiss)(y)) < 6, temos
pelo item (),
[0(s(2), st s (W] = [f(5) +v(z,y)] <e

€ [Sos(w)7 Ps+f(s) (y)] = 903+f(s)(z)'
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Além disso, temos

d(@s(y), 0s(2)) < d(@s(y), Csrs(s)(Y) + APt p(5) (U)s Potp(5)(2))

<
+ d(ps+1(5)(2), 5(2))

o €o 360
<2 2=
_8+€—|—8 3

€0
<_

2

POis d(Ps+1(s)(Y), Pst1(5)(2)) S e e [f(s)] <|f(s) +v[+|v]| Sete=2e

Isso contradiz o fato que s € U. Portanto, U = (). De maneira andloga,
obtemos V' = 0.

Como U = (), seja A > 0 um numero qualquer e t < 0. Quando t > —A,
temos

€
d(part(y), ase(2)) < 50
Eparat < —-A

d(ase(y), pare(2)) < ce” M d(pa(y), pa(2))

< cerA+n 0
2c

€0

2

Portanto wa(z) € W& (¢a(y)). Assim, segue que,
2

d(y, z) = d(pale-a(y)), pale-a(2)))

< ce”d(paly), pa(2))

cepe™

<
- 2

Como V = (), para todo ¢ > 0, quando t < A temos,

IS
d(spv—A—i-t(x% SO—A-H(Z)) < 507

e quando t > A

d(po-npi(w), p-ari(2)) < e’ (g, (2), 2)

< e <o
- 2c
€0
< J—
2
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Portanto, ¢_4(2) € W2, (p,—a(x)). Assim, segue que,

d(pu (), 2) = d(pa(pv-a(2)), alp-a(2))
< ceT A d(pu-alx), p-a(2))
ce g,

<
- 2

Consequentemente, temos

d(pu(z),y) < d(py(x),2) + d(2,y)

e portanto, d(p,(x),y) = 0 quando A — oo. Isto completa a prova.

2.3 Prova do Teorema Principal

A seguir, apresentamos trés resultados fundamentais na demonstracao do
teorema principal e que nos fornecem propriedades importantes dos fluxos hi-
perbolicos.

Teorema 2. Todo fluxo hiperbolico ¢ em M € expansivo.
Demonstracao. Seja € > 0 uma contante qualquer, pelo lema 2.4, podemos esco-
lher uma constante § > 0. Defina g : R — R por ¢(t) = f(t) —t. Assim temos

9(0)=0e
d(04(x), Prigty)(y)) = d(0e(x), rey(y)) < 9.

Além disso, pelo Lema 2.4, temos y = @y (44 () onde |v(x,y)| < €. Portanto,
© € expansivo.

O]
No proximo teorema assumiremos a seguinte notacgao,

;

T(n) =Y t

E para cada zg € M e s € R com —T'(—m) < s < T'(n), definiremos
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o(s+T(—m),z_;), para —T(—m) < s < -T(—m+ 1),
pr(ro) = ¢ (s =T(n—1),2,), para T(n —1) < s <T(n),
o(tn, ), para s = T'(n)
Teorema 3. Todo fluzo hiperbolico ¢ em M tem a propriedade de sombreamento

de pseudo-orbita.

Demonstracao. Seja o um fluxo hiperbdlico em M. Pela continuidade de ¢, para
g0 = €/3, existe p > 0, tal que

d(pe(@), po(x)) = d(pu(z), ) <e/3
para |t| < p, para todo x € M.

Seja z = [z,y] e v = v(x,y). Pela hiperbolicidade de ¢, temos,

W2 (po(2)) N WL (y) = {2},

Tome g9 < p/4 e 6 < q1/2. Pelo lema 2.4, existe § > 0 tal que para todo t € R,

d(p(x), 90t+h(t)(y))) <d<qr/2

onde h : R — R é uma aplicagdo continua com h(0) = 0, entao, |v(z,y)| < &g <
p/4. Assim,

d(@5) (), g (¥)) < d(pry (), () + d@i(T), gy (y))
<q1

para todo A <t < B, onde A < 0 < B, e aplicacoes continuas f,g: R — R com
f(0) = ¢(0) = 0. Como,

W2 (p(v+t+g(t) = f(t), ) "W (et +g(t) — ft),y) =t +g(t) = f(t),2))

e tomando g(t) — f(£) = h(), temos d(1(x), prano(y)) < 4, entio,

[F(8) = 9O = 1F({t) = g(t) +v =] <[f(t) = 9(t) +v[+ o]
= [v(p(t, x), o(t + g(t) = f(1),9))| + |v]
< 2e < p/2

n

Tome ¢ = min{q;/2,e3}. Parab > 0, seja (s;, 2;)"_,, uma (1, b)-pseudo-érbita
qualquer de ¢, com 0 < m,n < oo. Pelas consideracoes anteriores, existe uma
aplicagao crescente continua g : [-S(—m), S(0)] — R e um ponto z € M, tal que
g(0) =0, e

d(pg)(2),1(20)) < g <e/3<e

para todo t € [-S(—m), S(n)].

Tome z; = zj_,, e t; = s;_, para j € Z. Seja (tj,z;)*, uma (1,b)-
pseudo orbita qualquer de . Considere ny = 1 e tome ng,; > ng. Temos
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que (t;,z;)™, ¢ também uma (1,b)-pseudo érbita de ¢, entdo existem y, € M e
fungdes mondtonas crescentes continuas gy : [ag, bx] — R, com g, (0) = 0, tal que

d(@guty(Yr), wi(0)) < q

onde ay, = —T'(—ny) e by = T'(ng). Como M é compacto, podemos assumir que
yr — x quando k — oo.

Como

d(@gk(t) (yk), Pgri1(t) (yk+1>) < d(Sng(t) (yk), SDt(iUo) + d(%ﬁ(%)% Pgri1(t) (yk+1))
< 2q

para todo t € [ak,br] C [akt1, k1], assim, |gr(t) — gry1(t)| < p/2. Portanto,
gk(ar) — g1 (ar)| < p/2 e |gi(br) — grs1(be)| < p/2.

Considerando que g é uma sequéncia crescente de funcoes em RT, ou seja,
ge1(t) > gx(t) para t € RT. E uma sequéncia decrescente em R, ou seja,

Gr+1(t) < gi(t) para t € R™. Entao, giyi(art1) < gr(ar) € gu(be) < Grg1(brs1)-
Assim, existem fungoes mondtonas crescentes continuas f, : [ags1,a] — Roe
I ¢ [be, bi1] — R que satisfazem

(i (arr1) = gra(ans), fiy (ar) = grlar),
Fi (k) = gr(br), fif (bki1) = g (brsn),
|fi (0) = g1 ()] < p/2, a1 <t < ay,
(AT = g (D] < /2,66 << it

A
Gk +1
iert Brers) = fi (Brga) -
G
Gre(bi) = fif (i) + -,
: >

Apes1 Ak by, i1

----------- s Gielar) = fre (@)

R e (g o (|

Figura 2.1: Representacao das funcoes g € gpi1.
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Definindo f: R — R por

f=qU (U(f;ZUfJ)),

temos f(0) = 0 e f mondtona crescente e continua.

Para qualquer t € R, existe ¢ > k + 1 tal que

d(erw)(Yi); i () <

Wl ™

quando a1 <t < ap, pois yr — @, assim, wru)(Yp) — e ().

Observe que para ag11 <t < ag, temos,

1f(t) —ai®)| = |fi (t) — g:(2)]
< |fe () = gesa ()] + |gr1(t) — 6:(2)]

Portanto,

d(0rw) (), e(20)) < d(@re)(@), rwy (W) + d(@rw) (Yi)s gy (Yi)

+ d(@g,(t) (i), pe(0))
< €.

Para by <t < by, temos,

f(t) = gi(t)| = | [ (t) — ga(t))]
<) = grar (O] + |graa () — gi(t)]
<p.

Portanto,

d(e sy (), pi(0)) < d(@sy (@), pey(yi) + Al sy (Yi)s Pgir) (i)

+ d(@g: (1) (Yi), p:(T0))
< €.

Portanto, a (1, b)-pseudo 6rbita (¢;, z;)*°, é e-sombreada por uma érbita de ¢.
Pela proposicao 1.21, ¢ tem a propriedade de sombreamento de pseudo-orbita.

]

Antes de apresentar a prova do teorema principal, vejamos o ultimo resultado
anunciado na introdugao deste capitulo.
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Teorema 4. [15] Todo fluxo ¢ expansivo continuo sem pontos fixos e que tem a
propriedade de sombreamento de pseudo-orbita em M € topologicamente estavel.

Demonstracao. Seja ¢ um fluxo definido em M satisfazendo as hipoteses do te-
orema. Vamos definir uma aplicagdo h que satisfaz as condigoes da definicao
2.2.

Dado § > 0, sem perda de generalidade, podemos assumir que 0 < 6 < Tq/2,
onde Ty é como no lema 1.15. Usando o teorema 1.16, tome 0 < r < . Assim,
0 < r < Ty/2. Usando o lema 1.15, existe v > 0 tal que d(¢.(y),y) > v para
todo y € M.

Pela expansividade, seja & < 7, § < 7, tal que se d(pn(z), 0:i(y)) < &
para todo x,y € M e uma aplicacdo continua f : R — R com f(0) = 0, entao

y = ¢(x) para [t| <.

Usando a proposigao 1.21 que diz que ¢ tem a propriedade de sombreamento
de pseudo-oérbita se, e somente se, tem esta propriedade com respeito ao tempo
t=1,seja 0 <e<d /12 tal que,

a) Cada (1,¢)-pseudo érbita é § /2-sombreada por uma érbita de ¢,
b) Para cada z,y € M, se d(z,y) < ¢ entdo d(v(x), vi(y)) < § /12 para todo

te[0,1].

Seja 1 um fluxo continuo em M tal que d*(ps,1y) = sup d(p(z), Y1 (z)) < €
reX

para t € [0, 1].

Fixando um ponto y € M, e como

d(1(Vn(Y), Yntr1(y)) = d(p1(¥n(y), Y1 (¥nly)) < e

para todo n € Z, temos que (¢, (y),t, = 1)*°_ é uma (1, ¢)-pseudo érbita para ¢.
Portanto, por hipétese, existem 2z € M e um homeomorfismo crescente o : R — R
com «(0) = 0 tal que

L

1 parat > 0,n<t<n+1n=0,1,2,...,

d(pa(t) (2), r-n(¥n(y))) <

6,
d(a@)(2), Pren(V-_n(y))) < 7 parat<0,-n<t<-n+1,n=1223,....

Para o caso em que t > 0, sejam m, k nimeros inteiros positivos tais que

m m+1

<n+1, assim

d (w%—n<¢n(y)a ‘P%—n(l/}n(y))) <€
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Do item b) acima, temos,

d (em (Vm (y), rn(@n(y))) = d (@r—m (Vn (y), prm (Pm_n(Un(y))))
=d (@t—%(lp%—n(wn(y))a @t—%(%p%—n(wn(y)»)
5
<12

Portanto,

1) m<t<m—|—1
= —, para — —
12 12 g P 2

Como para cada t € R existe uma sequéncia de nimeros racionais {T—}, onde
t; € Z, tal que T— — t, pela densidade de Q em R, segue que

A(a(e)(2), @1 ms (s (y))) < 8'/6 para todo i.

De maneira analoga, temos

/ m —m + 1
d(Pa(v)(2), Prpmi(Y_mi(y))) <0 /6 parat <0, —n < —— <t < —

Assim, provamos que para uma O6rbita (1;(y))er existe um ponto z € M e um
homeomorfismo crescente o : R — R com «(0) = 0 tal que

1) d(@aq)(2),1:(y)) < & /6 para todo t € R.

Sejam 2z € M e o : R — R um homeomorfismo crescente com a(0) = 0 tal que,
d(%/(t)(z/), Pi(y)) < 5//6 para todo t € R.

Entao

’

d(pa)(2), 9a 1) (2)) < d(a(2),¥e(2)) + d(@e(2), @or 1) (2)
5 5 &
6 + g = g,Vt e R.

Além disso, temos

d(pa (), 91(2)) < d(@a)(2): ¥e(2)) + d(We(2), u(2))
5§ 5 8
—+—-=-,VteR.
< 6 + 6 3’ S
Pela expansividade e pela escolha de ¢ temos que 2 = ¢;(2) com [t| < r < 4.
Ou seja, cada érbita (1y(y))wer de 1 é §'/6-sombreada por uma tnica érbita

(¢1(2))ier de .
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Agora, para =,y € M definimos o conjunto A, da seguinte forma

A, ={r e X : paracadan,T >0, existe um homeomorfismo o : R - R
com a(0) = 0 tal que d(pa@ (), ¥ (y)) <8 /6 +n,Vt € [T, T]}.

Agora, vamos definir uma funcao h em M, e para isso precisamos selecionar
um determinado ponto no conjunto A, da seguinte maneira: Um ponto z € A,
é chamado maior limite de A, (m -1 - A,) se, e somente se, ¥ = @,(z) com
w > 0 para ¥ € A,. Este ponto x = m -1- A, é o tinico ponto em A, com essa
propriedade.

Assim, defina h : M — M por
h(y) =m-1- A, para todo y € M.

Pela unicidade de m-[- A, esta funcao estd bem definida, além disso h é continua,
como verificamos no Apéndice A.

Da definicao de A,, se x € A, temos que para cada 1,7 > 0 existe um
homeomorfismo « : R — R com «(0) = 0 tal que

d(paw (), Ve(y)) < &' /6 +n para todo t € [-T,T].

Tome n < & /2, entdo em t = 0, d(z,y) < & < §. Assim d(y, h(y)) =
d(ly,m-1-A,) <6 entao d(h,I) < 0, onde I é o homeomorfismo identidade da
aplicagdo em M. Assim, h satisfaz o item ¢) da definigao 2.2.

Agora, mostraremos que h também satisfaz o item ii) da definigdo 2.2, ou
seja, que h(O(¢y)) € (O(pr). Seja y € M, como mostramos acima a 6rbita
(¥(y))ier é & -sombreada por uma tinica 6rbita (¢(2))icr de @, ou seja, existe
um homeomorfismo crescente a : R — R com «(0) = 0 tal que

d(paw (2), V() < (5//6 para todo t € R.

Seja ¥, (y) um outro ponto em (1¢(y))ier. Assim,

d(p(alt +u) — au), p(a(u), 2))), ¥t ¥(u,y)))) = dle(a(t +u), 2), Yt + u,y))
< (5l/6 para todo t € R

Se tomarmos Y(t) = a(t + u) — a(u), v : R = R é um homeomorfismo crescente
com 7(0) = 0, ou seja, uma reparametriza¢ao para a érbita (¢;(z))er. Portanto,

d(p(v(t), pla(u), 2))), ¥t ¥(u, ) <8 /6 <8 /6 +1

e h(Vu(y)) = m-1- Ay, ) = Quw(@a)(2)), para w > 0. Assim, Qo) (2) € Ay, (), €
h(O(¢:)) € O(¢r), concluindo o item 4i) da definicdo 2.2 e completando a prova
do teorema.

]
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Finalmente, estamos em condicoes de provar o teorema principal. Por questoes
de compreensao de leitura e acompanhamento o enunciamos mais uma vez.

Teorema 1. Todo fluxo hiperbolico ¢ em M € topologicamente estavel.
Demonstracao. Como ¢ é hiperbdlico, pelos teoremas 2 e 3, ¢ é expansivo e tem

a propriedade de sombreamento. Pelo teorema 1.13 e pela observacao 1.14, ¢ nao
tem pontos fixos. Portanto, pelo teorema 4, ¢ é topologicamente estavel.

]



Consideracoes Finais

Neste trabalho fizemos um estudo sobre estabilidade topoldgica para fluxos
hiperbdlicos. Comecamos, no primeiro capitulo, apresentando algumas proprie-
dades topolégicas importantes no estudo da dinamica dos fluxos, como expansi-
vidade e sombreamento.

Apresentamos, no segundo capitulo, que as propriedades de expansividade e
sombreamento sao caracteristicas fundamentais dos fluxos hiperbdlicos. Utiliza-
mos tais propriedades para alcancar o objetivo principal do trabalho, caracterizar
os fluxos hiperbdlicos como fluxos topologicamente estaveis.

Por fim, observamos que ha a possibilidade desse trabalho ser continuado
com o estudo do caso em que o fluxo possui singularidades. A definicao de fluxos
expansivos dada aqui, em um espago métrico conexo, nao admite singularidades.
A partir disso, uma pergunta razoavel é: o que acontece quando a definicao
de expansividade admite singularidades e como podemos garantir a estabilidade
topoldgica dos fluxos hiperbdlicos?

34



Apendice A

Prova da continuidade da
aplicacao h

Para x,y € M definimos o conjunto A, da seguinte forma

A, ={r € X : paracadan,T >0, existe um homeomorfismo o : R = R
com a(0) = 0 tal que d(pa@ (), Ve (y)) <8 /6 +n,Vt € [T, T]}.

Proposicao .1. O conjunto A, satisfaz as sequintes afirmacoes,

1) A, C (pi(2))ier € 0 diametro do tempo de A, € menor que 9,

2) A, € um conjunto fechado em M.

Demonstragao. Para provar o item 1), sabemos que z € A, pois,
d(paw (2), V() < 5,/6 para todo t € R.

Sejam {n;}2,, {T:}2, sequéncias positivas de nimeros reais tais que 7; — 0 e
T; — oo quando 7 — oo.

Seja x € A,, entdo existem homeomorfismos a; : R = R com «;(0) = 0 tal
que
d(air) (), ¥e(y)) < & /6 +m; para todo t € [-T;, Ti].

De i) temos

Ao (t)(T); o) (2)) < APty (), sie(2)) + d(¥r(2), Pai) (2))
<8 /3+m parat € [-T;, T

Como n; — 0, sem perda de generalidade, assuma que 7; < & /6 para todo 7.
Tome T, = min{|a(T})|, |a(=T;)|}. Observe que T, — oo quando i — 0o, assim

d(p(oza(u), ), o(u, 2)) < &8 /3 +n; para todo u € [T}, T,].

1771

35
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Denote por v; = a;a~!, temos que 7; : R — R é um homeomorfismo crescente
com 7;(0) = 0 para todo i. Pela continuidade de ~;, seja 0 < s; < n tal que se
lu —u'| < s; entdo |yi(u) — ()| < r. Assim,

d(p(Yir1(u) = yi(u), p(vi(w), 2)), p(vi(uw), ) = d((yiy1(u), ), o(yi(u), ))
< d(e(ig1(u), ), (Y, 2)) + d(p(Vi(w), ), (Yu, 2))
<20 /34 2n; <&, para todo u € [T}, T,],

1771

portanto |y,1(u) —7;(u)| < 7, pois § < 7 e pela continuidade de v, e ;. Assim,
podemos tomar & com 0 < & < r tal que se u < T, < ' e |u — u| < & entdo
s (uw) = )| <.

Fixe i e defina uma sequéncia {u;}>  de ndmeros reais tal que uy = 0,
uj < Ujp1, u; — 00 quando j — 0o, u; — —oo quando j — —00, Ujr1 — Uj; <

/

min{&;, s;} se u; € [0,T)] para j > 1 e ujiy —u; < min{&;, s;} se ujyq € [T}, 0]
para j < —1. Segue que, se tomarmos t; = v;(u;) se u; € [T}, T;] e t; = vit1(u;)

se u; € [—T;,,,—T;]U[T;, T, ] e assim por diante, que [t; 11 —t;| < r para todo
jEZ,tOIU,O:O,e
d(ip, (), 0u,(2)) < 8 /34 m <08 /340/6<8 <rparatodo j € Z.

Usando o teorema 1.16, temos que x = ¢;(2) para |t| < 0, provando 1).

Agora, para provar 2), usando 1), sé precisamos mostrar que A, é fechado na
érbita (p4(2))wer com topologia relativa.

Seja z' um ponto limite de algum ponto de A,, e assuma que 2 € (p¢(2))ser-
Seja {2} uma sequéncia em A, tal que z; — 2. Dados 1, T > 0 existem homeo-
morfismos «; : R — R com «;(0) = 0 tal que

d(pa,0)(2i), Ve(y)) < 5//6 +n/2 para todo t € [T, T], todo i.

Como z; e z estao na mesma Orbita dentro da distancia de tempo § < Tp, existe
um inteiro N grande o suficiente, tal que

d(¢i(z), 0i(2) < n/2 para todo t € R, todo i > N.
Portanto,
A(Pasty (%), Pas()(2') < 1/2 para todo t € R, todo i > N.

Assim,
d((lpai(t)(zi)7 U (y)) < 6 /6 4 n para todo t € R.

Logo, 7 € A, e isso prova 2).

O

Como o conjunto A, ¢é fechado em M, e além disso M é um espago métrico
compacto, podemos definir o seguinte elemento em A,.

Definigao .2. Um ponto x € A, é chamado maior limite de A, (m-1-A,) se, e
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somente se, T = gpw(:lr/) com w > 0 para x € A,. Este pontox =m-1-A, € o
unico ponto em A, com essa propriedade.

Defina h : M — M por
h(y) =m-1- A, para todo y € M.

Pela unicidade de m - [ - A, esta funcao estd bem definida. Provaremos que h é
continua.

Sejan, T >0,y € M e defina

Ay ,r ={z € M : existe um homeomorfismo o : R — R com «(0) =0

tal que d(pa (), ¥:(y)) < & /6 +n para todo t € [T, T]}.

Se verifica pela definigao de A, , r que valem, entre outras, as seguintes pro-
priedades,

a) Sen >n > 0entao Ay, 17 2 Ay paratodoy € M, T € R,
b) Se 0 < Ty <T, entao Ay, r, 2 Ay, 1, paratodoy € M, neR,

)
)

c) Se0>mn >ne0<Ty <Tpentdo Ay, 1 2 Ay Para todo y € M,
)

d) Se {m:}, {T;} s@o sequéncias de numeros reais positivos com 7, — 0 e
T; — oo, entao

Ay = ﬂ Ay
i

Para mostrar que h é continua, mostraremos as seguintes propriedades adici-
onais de A, , 7 que nos serao uteis.

Lema .3. Para cada A >0 ey € M existem n,T > 0 tal que d(x, A,) < X para
todo x € Ay, 7.

Demonstracao. Seja {n;}, {T;} sequéncias de niimeros reais positivos com 7; — 0,
T; — oo quando i — oco. Assuma que 7; < & /6 para todo i. Seja {z} uma
sequéncia de pontos tais que z; € Ay, 1, para todo i e z; — 2z quando i — 0.
Da defini¢ao de A, ,, 7, temos que existem homeomorfismos «; : R — R com
a;(0) = 0 para todo i tal que,

A(ayry(2:),0e(y)) < 8 /6 +m, VE € [T}, T}), Vi € Z. (1)

Como z; — z, existem sequéncias {w,}, {8;} de ndimeros reais positivos com
B; — 0, w; — oo quando j — oo tal que

d(pi(2:),0e(2)) < B; para t € [—w;, w;].
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Fixando N grande o suficiente, para todo j > 7 > N temos
d(ei(z), pi(z5)) < Bi para todo t € [—w;, wy]

Sem perda de generalidade tome 3; < § /6 para todo i > N. Portanto

d(gpai(t)(zi)a Qpai(t)(z)) < B;, para todo t € [O‘z‘_l(_wi)v ai_1<wi)]‘

Agora vamos mostrar que a; ' (w;) — 0o quando i — co. Suponha por con-
tradicio que existe uma constante a > 0 tal que a;; *(w;) < a paratodoi > N. As-
sim, w; < a;(a) para todo i > N, mas w; — oo quando i — oo entdo a;(a) — 0o
quando 7 — oo.

Sem perda de generalidade, tome N suficientemente grande tal que a pertenca
ao dominio de a; para t > N, ou seja, a € [—T;,T;] para todo i > N. Usando o
lema 1.22 e a ideia de que se oj(a) — oo quando j — oo entdo existem ntmeros
reais t; < ty em [0,a], e j > N tal que t; estd muito préximo de t9, assim
AV, (y), 1, (y)) < € e a(ta) — a(t1) = 7. Pela maneira como definimos r no
inicio, e usando o lema 1.15 teremos

d(p(aj(ts), ), p(ay(ta), 7)) = 7 > & (2)

Mas usando a equacao 1, temos,

d(p(aj(tr), 2;), p(;(t2), 22)) < dp(e;(tr), ), (11, y)) + d(¥(t,y), D(t2, y)
+ d(p(a;(ta), ), ¥(t2, y))
<3 )6+m+e+d )64
<0 /342 +e
<8 /34+6/3+6 /12
=96 /12 <&
e isso contradiz a equagdo 1. Portanto, o; ' (w;) — oo, analogamente, a; ' (w;) —

—oo quando 7 — oo. Assim, podemos supor que existam sequéncias de nimeros
reais positivos {f;}, {v;} com B; — 0, v; = oo tal que

d(p(ai(t), zi), p(ai(t), z)) < B; para todo t € [—v;, v;].
Usando a equacao 1, temos,
d(‘p(O‘l(t)’ 2)7 ¢(t7 y)) S d(90<042(t)7 Z)’ QD(O_/l(t), Zl)) + d(@(%(t)a Zi)v 1/’(@ y))
<& /6 +mn; + f3; para todo t € [—k;, ki

com k; = min{v;,T;}. Logo, z € Ay, 18,4 para todo i. Mas n; + 3; — 0 e
k; — oo quando i — oo, assim, z € A,. Assumindo que d(z;, A,) > X para todo
i, entdo d(z, A,) > A, mas isso ¢ uma contradi¢do, pois o diametro de tempo de
A, é menor que A. Assim, terminamos a prova do lema.

]
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Lema .4. Para cada A > 0 existemn,T > 0 qual que para caday € M, d(z, A,) <
A para todo x € Ay, 1.

Demonstracao. Para cada ponto y € M, seja U, uma vizinhanca de y com a
seguinte propriedade

d(wt(y),wt(yl)) < % para todo t € [-T,,T,], todo yl e Uy,

onde 7,,T, sdo tomados como no lema .3, ou seja, d(z,A,) < A/2 para todo
xr € Aymy,Ty'

Seja x um ponto qualquer em Ay/,%y T, Assim, existe um homeomorfismo
a:R — R com «(0) =0 tal que

, 5
d(paw (x), Yy )) < Q3 + % para t € [=T,,T,].

Portanto,

Aoy (), %e(y)) < d(agey (@), ey ) + Ay, Ye(y))
<48 /6+ ny para t € [=T,,T,].

Assim, AyIVUTy’Ty C Ay, 1, Para todo y € Uy.

y7ny7
Pela compacidade de M ,existem pontos 41, 4o, . . ., Yx, Uma cobertura de aber-
tos Uy,Us, ..., Ug, n1,m2, ..., € 11,15, ..., T, tomados como acima.

Seja n = 1r<r1]j£1k{ni}, T = 1rgjzau<)<k{Tz]» Se y é um ponto qualquer em M, entdo

existe j com 1 < j < k tal que y' € U;. Mas Ay np © Ay, portanto, se
SR

tomarmos z € Ay 4 1, temos d(z, Ay;) < A/2. E como A, C Ay np © Ay,

temos, d(A,, A,) < A/2. Portanto,

d(z, Ay) <d(z, Ay) +d(Ay,, Ay) < A

]

Lema .5. Seja {y;}, {2} sequéncias de pontos em M. Se z; € Ay, para todo i,
2 =z ey, =y, entao z € A,.

Demonstrac¢ao. Seja {\;} uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que A\; —
0. Usando o lema .4, existem n;, 7; > 0 tal que d(z, A,) < \;, para todo = €
Ay ., € para cada y € M.

Como y; — y, existe uma subsequéncia {y;, } de {y;} tal que,
n .
d(¢(y)7¢t(y]z)) < 57 Vt S [_Ean]7VZ

Mas zj, € A, , portanto, existem homeomorfismos a; : R — R com «;(0) = 0,
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tal que,

Assim,

d(gp(al (t)7 ij‘)a w(t7 y)) < d(90<al<t>? ij‘)7 d’(@ yjz)) + d(w(ta yji)? w(ta y))
<48 /6+m, Vt e [-T, T

Portanto, zj;, € A, ., 1;, para todo i. Pelo lema .4, temos d(z;,, A,) < A;, para
todo i. Mas, z;, = z e A\; = 0 quando ¢ — oco. Portanto, d(z, A,) = 0, como A,
¢ fechado, entao z € A,.

O

Proposicao .6. A aplicacao h é continua.

Demonstragao. Sejam {y;}, {2} sequéncias de pontos em M tal que z; = m-1-A,,
para todo ¢, e assuma que y; —y e z=m-l-A,.

Queremos provar que z; — z. Pela compacidade de M, {z;} possui uma
. . . /
subsequencia convergente, assim, sem perda de generalidade, assuma que z; — z .
/
Pelo lema .5, z € A,.

Sejam x um ponto qualquer em A, e {)\;} uma sequéncia convergente onde

Sejam 7;, T; > 0 como no lema .4. Se y; — y, existe uma subsequencia {yy, }
tal que,

Ay (y), Ve (y)) < mi/2, Yt € [=T}, T}, Vi.

Como z € A, existem homeomorfismos «; : R — R tal que
d(p(0i(t), 2),¥(t,y)) <8 /6 +m:/2, ¥t € [T, Ti).

Portanto,

<68 )6+ m, Vt e [-T,,T).

Assim, x € Ay, . 7, pelo lema 4, d(z, Ay, ) < A;, para todo i.

Seja xy, € Ay, tal que d(z, zy,) = d(z, Ay, ) < A, isto pode ser feito pois A,
¢ fechado. Segue que xy, — z. Como z,, = m-1- A, , existe wy, > 0 tal que
2, = gpwki(xki). Além disso, zp, — 2, portanto, 2 = @, (x), com w > 0 para
cada z, entdo 2z é o maior limite de A,. Mas o maior limite de A, é unico, assim,
z = 7. Entdo, provamos que toda subsequencia de {z;} converge para z, assim,
z; — z. Provando que h é continua.

O
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