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Resumo

MACHADOQO, Renato Bruno de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2021. Entropia e o principio variacional para espacos nao compactos. Orientador:
André Junqueira da Silva Corréa.

O Principio Variacional para entropia estabelece que a entropia topolégica de uma
aplicagdo continua definida num espago métrico compacto é igual ao supremo das
entropias de medidas invariantes. Uma extensdo deste resultado é apresentada
para aplicagdes proprias definidas em espagos separaveis localmente compactos. E
apresentada a definicdo de coberturas e métricas admissiveis e também de versdes
estendidas das entropias topoldgicas de Adler-Konheim-McAndrew e de Bowen. O
resultado principal é obtido ao relacionar as versdes estendidas das entropias da
aplicagdo prépria com as entropias usuais da extensdo da aplicagdo prépria, sendo
esta dltima definida na compactificagdo por um ponto do espago separdvel localmente
compacto.

Palavras-chave: Entropia. Principio Variacional. Espagos localmente compactos.



Abstract

MACHADO, Renato Bruno de Jesus, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2021. Entropy and the variational principle for non-compact spaces. Adviser: André
Junqueira da Silva Corréa.

The Variational Principle for entropy establishes that the topological entropy of a
continuous application defined in a compact metric space is equal to the supreme
of the entropy of invariant measures. An extension of this result is presented for
proper applications defined in separable locally compact spaces. The definition of
admissible coverages and metrics is presented, as well as extended versions of the
topological entropies of Adler-Konheim-McAndrew and of Bowen. The main result is
obtained by relating the extended versions of the entropies of the proper application
with the usual entropies of the extension of the proper application defined in the

compactification by a point of the separable locally compact space.

Keywords: Entropy. Variational Principle. Locally compact spaces.
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Introducao

Entropia, na Termodinamica, é comumente descrita como a medida do grau
de desordem de um sistema. Em 1948, Claude Shannon apresenta a Teoria da
Informacdo, na qual define entropia como uma medida do grau médio de incerteza
a respeito de fontes de informacgdo. Ja em 1958, Andrei Kolmogorov e Yakov Sinai
se inspiram na definicio matemdtica de entropia de Claude Shannon para propor
um invariante ergédico [1] na Teoria Ergédica. Obtiveram sucesso, eles conseguiram
provar que dois Shifts de Bernoulli sdo equivalentes se, e somente se, eles tém a
mesma entropia; com isso foi possivel distinguir Shifts de Bernoulli a partir de suas
entropias. Uma versdo para aplicagdes mensurdveis quaisquer é apresentado no
Teorema 2.1.14. A entropia proposta por Andrei e Yakov é conhecida como Entropia
de Kolmogorov-Sinai /.

A partir da segunda metade da década de 60, novas defini¢des de entropia foram
propostas. Adler, Konheim e McAndrew [2] propuseram para aplicagdes em espagos
topoldgicos a Entropia Topolégica h. Dinaburg [3] e Bowen [4] propuseram para
aplicacdes em espagos métricos a entropia métrica, conhecida como Entropia de
Bowen ;. Tais defini¢des foram evidentemente inspiradas na entropia h;, da Teoria
da Medida proposta por Kolmogorov e Sinai.

No fim da década de 60, num trabalho ndo coordenado mas de contribuigao
comunitdria, Goodwyn [5], Dinaburg [3] e Goodman [6] provaram resultados que
juntos trouxeram ao campo da entropia o resultado conhecido como Principio
Variacional para entropia. Tal resultado é belissimo, relaciona diferentes defini¢des
de entropia em espagos com diferentes estruturas matematicas e estabelece que a
entropia topoldgica de aplicagdes continuas em espago métrico compacto é igual

ao supremo das entropias de Kolmogorov-Sinai tomado sobre as medidas de
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probabilidade invariantes:
W(T) = sup {1, (T) | p € M(X,T)}.

Observamos que o resultado citado é estabelecido apenas para aplicagdes
continuas em espagos métricos compactos. Mas ha aplica¢des definidas em espagos
ndo compactos para as quais se interessa determinar a entropia, vide Exemplo 3.2.36.
Dai o interesse em verificar se o Principio Variacional é vélido para aplicagdes em
espagos métricos ndo compactos - e é o que exploramos nesta dissertacdo. Um
prentncio do Principio Variacional para espagos ndo compactos foi apresentado no
Lema 1.5 do artigo [7] de Michael Handel e Bruce Kitchens. Em 2009, Mauro
Patrdo (UnB) aperfeicoou este resultado utilizando defini¢des estendidas de cobertura,
métrica e entropia. O aperfeicoamento em relacdo ao trabalho de Handel e Kitchens
se deve ao fato de que Patrdo garante que o infimo das entropias métricas é sempre
atingido quando se toma um certo tipo de métrica, a qual denominou de métrica
admissivel, além de mostrar que a igualdade também coincide com a entropia
topolodgica tomada sobre coberturas admissiveis. Nosso trabalho nesta dissertagdo
visa explorar, por meio de pesquisa bibliogréfica, a construgdo apresentada por Patrdo
no artigo [8], o qual estabelece o Principio Variacional para aplica¢des proprias em

espacos métricos separaveis localmente compactos:
suphy,(T) = h*(T) = mdinhd(T),
H

sendo o minimo atingido sempre que d é uma métrica admissivel.

Em detalhes, para obter o resultado citado, Patrdo define coberturas admissiveis
e propde a Entropia Topoldgica Admissivel h*, uma extensdo da entropia topoldgica
de Adler-Konheim-McAndrew - agora tomada sobre coberturas admissiveis. Visando
lidar com espagos ndo compactos, Patrdo também generaliza a entropia topoldgica de
Bowen, propondo a Entropia de Bowen Estendida /;, definindo-a sobre subconjuntos
quaisquer, ndo obrigatoriamente compactos. Como essas novas defini¢des de entropia
sdo nada mais do que extensdes das definicdes cldssicas, as novas defini¢des
coincidem com as defini¢es cldssicas de entropia topolégica quando o espago é

compacto.
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Para que alguns resultados ja conhecidos para o caso compacto fosse verificado
para o caso ndo compacto, Patrdo define a classe de métricas admissiveis. Com uma
métrica desta classe é possivel provar as Proposi¢oes 3.2.15 e 3.2.21, e também obter
que o infimo das entropias métricas é sempre alcancado se a métrica tomada é do
tipo admissivel. Fazendo um paralelo, a Proposi¢do 3.2.15 é a versdo para espac¢os nao
compactos da Proposicdo 2.3.10. As métricas admissiveis também sdo, de certa forma,
extensdes para espagos nado compactos das métricas usuais de espagos compactos, isso
é tanto verdade que, quando o espago é compacto, todas as métricas sdo admissiveis.
Tecnicamente, a definicio de métrica admissivel é necessdria para tomar métricas
com propriedades que todas as métricas em espagos compactos possuem mas que
nem todas as métricas em espagos ndo compactos possuem.

Afim de finalmente obter o resultado principal, Patrdo toma a extensio T
da aplicagdo propria T definida na compactificagdo por um ponto X do espago
localmente compacto X. Isto permite relacionar as entropias das aplicagdes
correspondentes - Proposicdo 3.2.21 e Lema 3.2.22 - e facilita a demonstracdo do
principio variacional para espagos ndo compactos (Teorema 3.2.28), pois nos permite
utilizar resultados ja conhecidos para espagos compactos, obtendo, por exemplo,
h(T) = sup,, 1i,(T).

No primeiro capitulo apresentaremos resultados e defini¢des preliminares de
espagos métricos, espagos topoldgicos, espagos de medida, sistemas dinamicos e
do conjunto das medidas invariantes de uma aplicacdo T. No segundo capitulo
apresentaremos as defini¢des classicas de entropia: a entropia de Kolmogorov-Sinai
para aplicagdes mensurdveis em espagos de probabilidade; a entropia topolégica
de Adler-Konheim-McAndrew para aplica¢cdes continuas em espagos topoldgicos
compactos e a entropia topoldgica de Bowen para aplica¢gdes continuas em espagos
métricos ndo necessariamente compactos. Apresentaremos no terceiro capitulo o
Principio Variacional para espagos compactos e, em seguida, as defini¢des estendidas
de entropia topoldgicas e demais construgdes propostas por Patrdo para, entdo,
apresentar o Principio Variacional para espagos ndo compactos. Finalizaremos a
dissertacdo apresentando um exemplo no qual se usa o Principio Variacional para
espagos ndo compactos para mostrar que a entropia topoldgica admissivel de um

isomorfismo linear de um espago vetorial normado de dimens&o finita é nula.
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Capitulo 1

Preliminares

Colecionaremos ao longo deste capitulo resultados e definicdes que usaremos
ao longo deste trabalho. Nas primeiras trés se¢des apresentaremos defini¢cdes e
resultados basicos de espacos métricos, espagos topoldgicos e espacos de medida. Na
quarta se¢do apresentaremos algumas defini¢des de sistemas dinadmicos e na quinta
secdo apresentaremos resultados relacionados ao conjunto das medidas invariantes de
uma aplicagdo continua. O contetido deste capitulo tem como principais referéncias

os livros [9], [10], [11], [12], [13] e [14].

1.1 Espacos métricos

Uma métrica num conjunto X é uma fungdo d : X x X — R que associa a cada par
de pontos x,y € X um numero real d(x,y), chamado a distdncia do ponto x ao ponto

Yy, que satisfaz as seguintes condicdes:
i) d(x,x)=0;
i) d(x,y) > 0,se x £y;
iil) d(x,y) =d(y,x);
iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) para quaisquer x,y,z € X.

Um espago métrico é um par (X,d) formado por um conjunto X e uma métrica d

em X.
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Sejam X um espago métrico, ¥ > 0 um ndmero real e 2 um ponto de X. A bola

aberta de centro a e raio r é o conjunto
B(a,r) = {x € X;d(x,a) <r}.
Dado B C X, definimos o didmetro de B como

diam B = sup d(x,y).
xy € B
A proposicdo a seguir mostra que para quaisquer dois pontos distintos num
espaco métrico existem duas bolas abertas neles centrados que os separam

disjuntamente.

Proposic¢ao 1.1.1. Dados dois pontos distintos a e b do espago métrico X, existe em X

duas bolas abertas disjuntas com centros em a e b, respectivamente.

Prova. A prova desta proposic¢do esta disponivel para consulta na pagina 27 de nossa

referéncia [9]. [

Seja T : X — Y uma aplicacdo de um espago métrico X no espago métrico Y e
a um ponto de X. Diz-se que T é continua no ponto a se, dado arbitrariamente um
ntumero ¢ > 0, é sempre possivel determinar § > 0 tal que d(x,4) < ¢ implique em
d(T(x),T(a)) < e.

Dizemos que T : X — Y é continua se T for continua em todos os pontos de X.

Dizemos que T : X — Y é um homeomorfismo se € uma aplicacdo bijetora continua

com inversa T ! :Y — X também continua.

1.2 Topologia

Defini¢des basicas

Um espago topolégico é um par (X, T) composto por um conjunto X e uma topologia T
em X, que por sua vez é uma cole¢do de subconjuntos de X denominados subconjuntos

abertos que satisfazem as seguintes condigdes:

i) X e o subconjunto vazio @ sdo abertos;
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ii) a reunido de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto;

iii) a interse¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto.

Num espago topolégico X, diz-se que um conjunto V C X é uma vizinhanga de
x € X se existe um aberto A C V com x € A.

Uma aplicagdo T : X — Y, de um espaco topoldgico X num espago topolédgico Y,
diz-se continua se a imagem inversa T~!(B) de todo aberto B C Y for um aberto em
X.

Um subconjunto F de um espago topolégico X diz-se fechado se seu complementar

é aberto.

Proposicdo 1.2.1. Seja Y um subconjunto do espago topolégico X. O conjunto L C Y

é fechado em Y se, e somente se, L = FN Y, sendo F um fechado em X.

Prova. Consideraremos Y um subespago do espaco topolégico (X,7), no qual a
topologia de Y é a topologia induzida dada por ty = {ANY : A € T}.

Suponha que L C Y é fechado em Y. Entdo Y\L € 7y. Em particular,
Y\L = ANY, para algum A € 7. Como {ANY,(X\A)NY} é uma particio de
Y, temos L = (X\A)NY. Uma vez que X\ A é fechado em X, obtemos que L = FNY,
sendo F um fechado em X, a saber, F = X\ A.

Reciprocamente, se L = FNY, com F fechado em X, temos X\F aberto em X e
(X\F)NY =Y\(FNY) = Y\L. Como X\F é aberto em X, temos (X\F)NY € 1.

Logo, Y\L é aberto em Y, o que implica em L fechado em Y. n

Uma funcdo real f : X — R diz-se semicontinua inferiormente no ponto a € X, se,
para cada € > 0, existe uma vizinhanga V de a tal que x € V implica f(a) —e < f(x).
De modo anélogo se define fungéo semicontinua superiormente. E possivel provar
que toda funcdo real é continua se, e somente se, é semicontinua inferiormente e

superiormente.

Proposicdo 1.2.2. Uma funcdo real f : X — R é semicontinua superiormente se, e

somente se, para todo a € X, f~!((—co,a)) é aberto em X.

Prova. Veja Teorema 4.35 de [15]. [ ]
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Seja X um espago topoldgico. A fungio caracteristica de um subconjunto S C X é a

fungdo xs: X - Rtal que xs(x) =1sex € Se xs(x) =0sex &S.

Proposicao 1.2.3. A funcdo caracteristica de um subconjunto F de um espaco

topoldgico X é semicontinua superiormente se, e somente se, F é fechado.
Prova. Veja pagina 104 de nossa referéncia [9]. n

Considere um espaco topoldgico X e um subconjunto S C X. Diz-se que um ponto
z € X é aderente a S se toda vizinhanca de z em X contém pelo menos um ponto de
S. Ao conjunto dos pontos aderentes a S chamamos de fecho de S e indicamos com a
notagio S. E possivel provar que o fecho de qualquer subconjunto de X é um conjunto

fechado, vide pagina 78 de nossa referéncia [9].

Proposicao 1.2.4. Seja T : X — Y uma aplicagdo continua. Para todo S C Y, tem-se
T-1(5) S T7(S).
Prova. Queremos mostrar que T-1(S) C T~1(5). Suponha por absurdo que existe
x € T-1(S) tal que x ¢ T1(S).

Como x ¢ T~1(S), entdo T(x) ¢ S, isto é, T(x) ndo é aderente a S. Em particular,
existe Ay C Y aberto com T(x) € Ay tal que Ay NS = .

Como T é continua, T"!(A,) C X é aberto. Sabemos que T-!(A,NS) =
T~1(Ay) N T7Y(S), e assim, temos T~ 1(Ax) N T~ 1(S) = @. Ou seja, existe aberto
T-1(Ay) C X com x € T 1(Ay) tal que T 1(Ay) NT(S) = @, isto é, x ndo é

aderente a T~1(S), o que é absurdo uma vez que supomos x € T~1(S).

Portanto, T-1(S) C T~1(S). m

Diz-se que um subconjunto S de um espago topoldgico X é denso em X se seu
fecho S coincide com o espago inteiro X.

De forma similar a como definimos para espagos métricos, dizemos que uma
aplicagio T : X — Y de um espago topoldgico X num espago topoldgico Y é um
homeomorfismo se é uma aplicagdo bijetora continua cuja inversa T~ : Y — X ¢é
também continua..

Um espago topolégico X diz-se metrizidvel se é possivel definir uma métrica d em
X de forma que os abertos definidos por d coincidem com os abertos da topologia de
X. E importante salientar que nem todo espago topoldgico é metrizavel.

Dizemos que duas métricas d e d’ definidas sobre um conjunto X sdo
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topologicamente equivalentes se tais métricas definem uma mesma topologia sobre X,
isto é, d e d’ determinam os mesmos abertos em X.

Um espaco topolégico X chama-se um espago de Hausdorff (ou espago separado) se,
dados dois pontos arbitrarios x,y € X, com x # y, existem abertos A, B C X tais que
x € A,y € Be ANB = @. Em virtude da Proposicdo 1.1.1, todo espago metrizavel é
um espaco de Hausdorff. Assim, basta tomar um espago topolégico ndo Hausdorff e
entdo teremos um exemplo de espaco topolégico ndo metrizavel.

Um espago topoldgico X é dito separdvel se possui um subconjunto enumeravel
denso. Todo espago metrizavel compacto é separavel [9].

Seja X um espacgo topoldgico. Uma cobertura de X é uma familia o« = {A)} e de
subconjuntos de X tal que X C Jyc1 Ax. Se todos os conjuntos de a sdo subconjuntos
abertos em X, dizemos que « é uma cobertura aberta. Uma subcobertura de « é uma
subfamilia &’ = {A/ } e, com L' C L, que é ainda uma cobertura de X.

Seja « uma cobertura de X. Denotamos por
N () = inf{#a’ : ' é subcobertura de a}

o infimo do conjunto das cardinalidades de todas as subcoberturas de «.
Sejam « e B coberturas do espaco topoldgico X. A jungio das coberturas a e B é a
cobertura

aVBp={ANB:AcuaeBecf}

Dada uma familia enumeravel de coberturas «,,, definimos \/,, &, como a cobertura
cujos elementos sdo conjuntos ndo-vazios da forma (), A,, com A, € a, para cada n.
Dada uma aplicacdo continua T : X — X e uma cobertura « de X, paracadan € N
definimos por cobertura jungio n-iterada de « relativa a T a cobertura
n—1

a' = \/ Tia=av..vT Dy,
i=0

Espacos compactos

Um espago topolégico X é dito compacto se toda cobertura aberta de X possui uma

subcobertura finita.

Proposic¢ao 1.2.5. Todo subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.
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Prova. Disponivel na pagina 178 de [9]. n

Proposicdo 1.2.6. Seja X um espago de Hausdorff. Todo subconjunto compacto K C X

é fechado em X.

Prova. Disponivel na pagina 178 de [9]. u

Proposicao 1.2.7. A unido finita de subespacos compactos de um espago topoldgico

X é compacto.

Prova. Seja Aj, ..., Ax uma colegdo finita de subespacos compactos de X. Defina
Y = U;‘:l A;. Seja « uma cobertura aberta arbitraria de Y. Em particular, « é cobertura
aberta de A; para cada i € {1,..,k}. Entdo, para cada A; existe uma subcobertura
finita a; de a. Seja oy = U;a;. . E facil ver que &, é uma subcobertura finita de a.

Assim, segue que Y é compacto. n

Seja &« = (A))rer uma cobertura de um espago métrico X. Diz-se que um ntiimero
e > 0 é um miimero de Lebesgue da cobertura « se para todo conjunto S C X, com
diam(S) < ¢, existeum A € L tal que S C A,.
Proposicao 1.2.8. Toda cobertura aberta de um espago métrico compacto possui um
numero de Lebesgue.
Prova. Disponivel na pagina 194 de [9]. u
Seja X um espago topoldgico. Dizemos que a aplicacdo T : X — X é propria se T é
uma aplica¢do continua tal que a imagem inversa por T de todo conjunto compacto é
compacto.
Proposicao 1.2.9. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Se X é compacto e Y é Hausdorff,
entdo toda aplicagdo continua T : X — Y é uma aplicagdo proépria.
Prova. Seja K C Y compacto. Como Y é Hausdorff, segue pela Proposigdo 1.2.6 que K
é fechado em Y. Pela continuidade de T segue que T~!(K) é fechado em X. Como X
é compacto e T~1(K) é fechado, segue pela Proposicéo 1.2.5 que T~1(K) é compacto.

Como K é arbitrario em Y, segue que T é uma aplicagdo propria. n

Espacos localmente compactos

Um espago topoldgico X é dito localmente compacto se todo ponto x € X possui

uma vizinhanga compacta. Todo espago compacto é localmente compacto uma vez
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que o espaco inteiro é uma vizinhanga compacta de qualquer um de seus pontos.
Uma base de um espaco topoldgico X é uma colecdo B de subconjuntos abertos
de X tal que todo aberto A C X se exprime como reunido A = (JB, de conjuntos
B, € B. Caso B seja uma cole¢do enumeravel, dizemos que B é uma base enumerdvel
de X.
A prova do resultado a seguir é a mesma da Proposigdo 4 do Capitulo VIII de

nossa referéncia [9].

Proposi¢ao 1.2.10. Um espago métrico X é separdvel se, e somente se, possui base

enumeravel.

Compactificacao

Uma compactificagdo do espago topoldgico X é uma aplicagdo continua ¢ : X — Y
tal que Y é compacto, ¢(X) é denso em Y e ¢ é um homeomorfismo de X sobre ¢(X).

A pégina 202 de nossa referéncia [9] dispde de alguns exemplos interessantes de
compactificagdo, vale a consulta.

No Capitulo 3 desta dissertagdo trabalharemos com a compactificagio por um ponto
de um espago topolégico X. Tal compactificacdo ¢ uma aplicagdo ¢ : X — X que

satisfaz as seguintes condicdes:

i) X é um espaco compacto de Hausdorff;
ii) @ é um homeomorfismo de X sobre ¢(X);
iii) X = ¢(X) U {oo}, 0o & ¢(X).

O ponto oo tal que X\¢@(X) = {0} chama-se o ponto no infinito da compactificagio
p: X — X

Na subsecdo 3.2.2 do Capitulo 3, consideraremos a compactificacdo por um ponto
trivial, isto é, tomaremos ¢ de forma que ¢|x € igual & aplicagdo identidade. Assim,

obtemos X = X U {0}, sobre o qual consideraremos a seguinte topologia:
T={A:Aéabertoem X} U{AU{oo}: A éaberto em X e X\ A é compacto em X }.

Verifiquemos que T é topologia. Notadamente @ e X pertencem a T, pois sdo abertos

em X. Agora, sejam A, B,C,D abertos em X, com X\C e X\D compactos. Entdo,
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X\(CND) = (X\C)U(X\D) é compacto. A intersecdo de dois conjuntos de T em X
tem uma das formas: ANB,AN(CU{0}) = ANC, ou (CU{oo})N (DU {oo}) =
(CND)U{oo}. No primeiro e no segundo caso temos, essencialmente, interse¢des de
abertos de X, o que por definicdo também estd contido em T; no terceiro caso temos
a unido de um aberto em X, CN D - cujo complementar é compacto -, com {oo}.
Pela defini¢do de 7, tem-se (CN D) U{co} € 7, isto é, (CU{oco})N (DU {o0}) € T.
Isto prova que T é fechado para intersecdo finita. Falta-nos mostrar que é fechado
para unido arbitrdria. Pois bem, sejam {A,} e {B,} familias de abertos em X,
com cada X\By compacto. Entdo, A = (JA) e B = UB, sdo abertos em X e
X\B = N(X\By), sendo uma intersecio de fechados, é um fechado de X e, em
particular, é contido em qualquer um dos compactos X\B,. Assim, temos X\B
compacto. De forma anédloga mostra-se que X\ (A U B) é compacto. Bem, uma reunido
de conjuntos de T tem uma das formas: JAy = A, U(B, U {o}) = BU {oo} ou
Uru(Ar U By U {eo}) = (AUB) U {oo}. Em todo caso, temos 7 fechado para a unido

arbitrdria. Isto encerra a prova de que 7 é topologia em X.

Proposicao 1.2.11. Todo espaco de Hausdorff localmente compacto possui uma

compactificagdo por um ponto.

Prova. Uma elegante prova para esta proposi¢do é encontrada na pagina 204 de nossa

referéncia [9]. [ ]

A prova do resultado a seguir é a mesma da Proposi¢do 7 do Capitulo VIII de

nossa referéncia [9].

Proposicio 1.2.12. Um espaco métrico localmente compacto X possui base

enumerdvel se, e somente, sua compactificagdo por um ponto X é metrizavel.

1.3 Teoria ergddica

Teoria da medida

Seja X um conjunto. Uma dlgebra de X é uma colegdo B de subconjuntos de X que

satisfazem as seguintes condicdes:

i) o conjunto X e o conjunto vazio @ pertencem a B;

ii) se A € B, entdao X\A € B;
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iii) se A,B € B,entao AUB,ANB € B.

Uma élgebra B em X é dita o-dlgebra se, dada Ay, Ay, ... uma familia enumeravel
de subconjuntos de B, a unido J;2; A; e a intersecdo (;-; A; pertencem a B.

O par (X,B) formado pelo conjunto X e a co-dlgebra B é chamado espago
mensurdvel. Um subconjunto A C X é dito mensurdvel ou B-mensuravel se A € B.

Uma aplicagdo T : X — Y, de um espago mensurdvel X num espago mensuravel
Y, é dita mensurdvel se para cada B C Y mensurével tem-se T~!(B) C X mensuravel.

Se X é um espago métrico ou um espago topolégico, entdo podemos falar em
conjuntos abertos. Seja T a cole¢do de subconjuntos abertos de X. A c-dlgebra B
gerada pela colecdo T é denominada Borel o-dlgebra de X. Observe que os elementos
de B sdo subconjuntos abertos e/ou fechados de X. No Capitulo 3 trabalharemos
com a Borel o-édlgebra pois uma aplicacdo continua, de um espaco topolégico X nele
mesmo, é uma aplicagdo mensuravel em (X, ), o que serd fundamental para que

possamos trabalhar com a entropia de Kolmogorov-Sinai.

Proposicao 1.3.1. Se T : X — X é uma aplicagdo continua do espaco topolégico X,
entdo T é uma aplicacdo mensuravel do espaco mensuravel (X, B), onde B é a Borel

o-dlgebra de X.

Prova. Seja T a topologia do espago topolédgico X.

Pela definicdo da Borel c-algebra B, sabemos que T em unido com a colegdo
formada pelos complementares dos conjuntos de T é uma base para B, isto &,
todo conjunto B-mensurdvel pode ser descrito como unido e/ou intersecdo de
conjuntos abertos ou fechados de X. Assim, é suficiente mostrar que T preserva a
mensurabilidade dos abertos e dos fechados de X.

De fato, como T é continua, a imagem inversa de subconjunto aberto em X é
aberto em X e a imagem inversa de subconjunto fechado em X é fechado em X; isto €,
a imagem inversa de abertos e de fechados em X é B-mensurédvel. Entdo, T preserva
a mensurabilidade dos abertos e dos fechados de X. Concluimos entdo que T é um
aplicagdo mensuravel do espaco (X, B). ]

Sejam X um conjunto e B uma c-algebra formada por subconjuntos de X. Uma

medida em (X, B) é a aplicagdo y : B — [0, ) que satisfaz as seguintes condigdes:

i) (@) =0;
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ii) se A; € B,i =1,2,..., sdo dois a dois disjuntos, entdo
VOJ&>=ZVM&
i=1 i=1

Dizemos que y é uma medida de probabilidade se u(X) = 1.
A terna (X, B, ) formada por um conjunto X, uma o-slgebra B e uma medida u
do espago mensurével (X, B) atribuimos o nome espago de medida. Dizemos que um

espaco de medida é um espaco de probabilidade se y é uma medida de probabilidade.

Shift de Bernoulli

A construcdo aqui apresentada foi fortemente inspirada na versdo apresentada na
Secdo 10 de nossa referéncia [12].

Seja X um espago topolédgico finito com n > 1 elementos. Denotaremos por
B(X) o conjunto das sequéncias 0 : Z — X munido da topologia produto, isto §,
B(X) = [liez Xi, com X; = X Vi € Z. Indentifiquemos X com o conjunto {1, ...,n}
munido da topologia discreta, ou seja, associamos cada elemento de X a um namero
inteiro de 1 a n de forma biunivoca.

Seja B(X) a Borel o-dlgebra de X. Consideraremos uma medida de probabilidade
no : B(X) — RT tal que uo({i}) = p;, para todo i € {1,..,n}, o que implica
em ) ! ,;p; = 1. Observe que, para cada i, temos associado ao conjunto {i} um
elemento de X e, assim, p; é a probabilidade associada a um tnico elemento dentre
os n elementos de X.

Dados By, ..., By € B(X), definimos em B(X) o cilindro de comprimento m dado pelo
conjunto

[i,B1, ... Bu] = {0 € B(X) : 0(j+i) €B;V1<i<m).

Consideremos B(B(X)) a Borel o-dlgebra de B(X). Observe que, como consideramos
a topologia produto para B(X), sabemos que seus conjuntos abertos sdo da forma
[Tiy<ji<in Bii X Ilie(z\{j1,.ju}) X, com B; € B(X) para todo j;i € {ji,..,jm}. Em
forma de cilindros, obtemos que os conjuntos abertos sao da forma [jo, Bj,, ..., B}, ]-
Como os abertos geram B(B(X)), podemos definir uma medida de probabilidade

com base numa restricdio a seus conjuntos abertos. Definamos entdo a medida
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u:B(B(X)) — R* dada por

m

u(lj, B1, - Bu]) = [ [ no(Bi)-
i=1
Nao é dificil verificar que y é uma medida de probabilidade de (B(X), B(B(X))).
Denotaremos o espago de probabilidade (B(X), B(B(X)), i) por B(p1, ..., pn)-
Denominamos Shift de Bernoulli a aplica¢do ¢ : B(p1,..., pn) — B(p1i, ..., pn) que,

dada 6 € B(pj, ..., pn), associa a 6 uma sequéncia () tal que c(0)(n) = 6(n +1).

Ergodicidade

Sejam (X, B,u) e (Y,C,p) espagos de probabilidade. Dizemos que uma aplicagdo
T : X — Y preserva medida se T é mensuravel e u(T~1(C)) = p(C) para todo C € C.
Dizemos que T : X — Y é uma aplicacdo que preserva medida invertivelmente se T
preserva medida, é bijetora e T~! é também uma aplicagio que preserva medida.

Se T : X — X preserva medida em (X, B, i), dizemos que T preserva y ou que i é
T-invariante.

Dizemos que uma certa propriedade matematica é vélida em p-quase todo ponto
de um conjunto X se tal propriedade é vélida para quase todo ponto de X exceto num
subconjunto de y-medida nula de X.

Defini¢do 1.3.2. Sejam (X;, B, u;), i € {1,2}, espagos de medida e T; : X; — X;,
i € {1,2}, aplicacdes que preservam medida. Dizemos que T é equivalente a T, se

existe uma aplicagdo mensurével F : X; — X> tal que:

i) V By € By, F1(By) € By e u1(F1(By)) = pa(Ba);

ii) Existe Q: X; — Xj talque I = Qo F = F o Q, para quase todo ponto;
iii) V By € B, Q7 '(B1) € By e u2(Q ' (B1)) = p1(B1);

iv) Tp o F = F o Ty, para quase todo ponto.

Seja (X, B, u) um espago de probabilidade. Uma aplicagdo que preserva medida T
de (X, B, u) é chamada ergddica se todos os conjuntos B de B com T~1(B) = B sao tais

que p(B) = 0 ou u(B) = 1. Alternativamente, diz-se que T é ergddica relativa a .
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Seja T : X — X uma aplicagdo que preserva medida do espago de probabilidade
(X,B,u). Dizemos que a medida u é ergddica - relativa a T - se T é uma aplicagdo
ergoddica de (X, B, u).

Teorema 1.3.3 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja T : X — X uma aplicagdo
que preserva medida do espaco de probabilidade (X, B, ). Dada qualquer fungéo
integravel ¢ : X — RR, o limite

n—1 )
() = Jim Y 9(T()
L

existe em p-quase todo ponto x € X. Além disso, a fungdo ¢ definida desta forma é

integravel e satisfaz
Jo@an) = [ oxdn().

A defini¢do e a proposigdo a seguir foram extraidas do artigo Ergodic Sets de John
Oxtoby [16]. As usaremos pontualmente no Lema 3.2.25.

Um ponto p € X ¢é dito quasi-regular se im,, e = Y7~ f(T'p) é definida para toda
f € C(X), onde C(X) denota o espago das fungdes reais continuas de X com a norma

|1 = max|f(p)].

Proposicao 1.3.4. Para qualquer subconjunto compacto Ko C X, qualquer ponto
quasi-regular p e qualquer medida ergddica y, existe um conjunto compacto K tal
que Ko C K C KoU O™ (p) e limy 0 5 170 Xk (f'p) = p(K) = pu(Ko)-

Prova. Disponivel na pagina 121 de [16]. n

O teorema a seguir nos serd tutil pontualmente na prova da Proposi¢do 3.2.27.
O teorema é devido a Dmitri Egorov, um matemaético russo nascido em 1869. Seu
sobrenome ¢é traduzido do alfabeto cirilico hora como Egorov e hora como Egoroff,
sendo o motivo do teorema ser conhecido por ambos os nomes.

Dizemos que uma sequéncia (fn) de
fungdes mensuréveis converge uniformemente em S para uma funcdo mensuravel
f se, para todo € > 0, existe N € IN tal que para todo x € S e para todo n > N tem-se
falx) = ()] <&

Teorema 1.3.5 (Teorema de Egoroff/Egorov). Se y é uma medida finita e (f,) é uma

sequéncia de fungdes reais mensuraveis que converge em quase todo ponto em X para
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uma fungdo real mensuravel f, entdo, para cada § > 0, existe um subconjunto E; C X

com u(X\Es) < ¢ tal que (f;) converge uniformemente para f em Ej.

Prova. A prova deste teorema estd disponivel na nossa referéncia [10]. n

Particoes

Uma partigio P do espago de medida (X, 3, ) é uma familia finita ou enumerével

de conjuntos de B, com y-medida ndo-nula, tais que:

i) P,P,eP = u(PLNPk)=0;
i) p ( U P\X) = 0.
pePp

Observe que, por defini¢do, toda particdo é formada por conjuntos mensuraveis.
pois seus conjuntos sdo provenientes da o-algebra 5.

Se P e Q sdo parti¢gdes de (X, B, i), dizemos que Q é refinamento de (ou, mais fina
que) P, o que denotamos por P < Q, se todo conjunto de Q estd contido em algum
conjunto de P. Isto implica no fato de que todo conjunto de P é unido de conjuntos
de O.

Suponha T : X — X uma aplicagdo que preserva medida. Se P = {Py, ..., P,} é
uma parti¢do, entdo T~ ™P denota a particio {T"Py,..., T "P,}.

Sejam P e Q parti¢des de (X, B, ). A jungio das particdes P e Q é a partigdo
PvQ={PNQ:PecPeQec 9}

Dada uma familia enumeravel de parti¢des P, definimos \/ P, como a partigao
n
cujos elementos sdo conjuntos de medida ndo nula da forma ﬂ Py, com P, € P, para

n
cada n.

Dada uma aplicacdo mensurdvel T : X — X e uma particdo P, para cada n € IN
definimos por particio jungio n-iterada de P relativa a T a particdo
n—1

Pr=\/ T P=Pv.vT Dp
i=0

A seguir apresentamos uma observacdo retirada da pagina 76 de [14].
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Observacao 1.3.6. Se n > 0 e T é uma aplicacdo que preserva medida, entdo
i) TT"(PVQ)=T"PVT ™"Q,;
i) P<Q = T-"P T Q.

Seja P uma particdo de (X, B, u). Denotamos por N (P) o namero de conjuntos
nao vazios da partigao P.

Para uma particdo P de um espago de medida (X, B, it) metrizével, definimos o
didmetro de P como

diam P = sup{ diamP | P € P }.

1.4 Sistemas dinimicos

Dadas as aplicacdes T e S, denotamos a composicio de duas fungdes calculada
num ponto x por T o S(x) = T(S(x)). A n-ésima composicao de T consigo mesmo
denotamos por

T"(x) =To..oT(x),

onde 1 indica que ocorrem 1 — 1 composigdes. Se a inversa T~ ! existe, escrevemos
T~"(x) =T 'o..oT !(x), onde —n indica que ocorrem n — 1 composigdes.

A 6rbita futura de x é o conjunto de pontos x,T(x), T?(x),... e é denotado por
O7T(x). Se T possui inversa, definimos a érbita completa de x por O(x) como o
conjunto de pontos T"(x) com n € Z. A 6rbita passada é o conjunto de pontos
x, T"1(x), T72(x), ... e é denotado po O~ (x). Nos referimos ao ponto T"(x) da 6rbita
de x como a n-ésima iterada de x pela aplicagdo T.

Dados uma aplicagdo T : X — X continua num espago métrico (X, d) e um nimero
n natural, consideraremos a métrica d,, definida por

d(x,y) = max d(T'(x), T'(y)).

0<i<n

Observe que tal métrica simplesmente avalia as 6rbitas futuras de x e de y,
comparando iterada a iterada a distancia entre elas, entregando por fim qual a maior
distancia alcangada entre os pontos correspondentes das érbitas de x e y até a n-ésima

iterada, vide Figura 1.1.
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Figura 1.1: Distancia entre elementos da 6rbita futura de x e de y

X T(X) T"(X)

Fonte: do autor.

Uma bola de centro x e raio ¢ > 0 na métrica d, é denominada bola dindmica e é

dada por
By, (x,€) = ﬂT’B ix,e) = {y € X:dy(x,y) < e}

Proposi¢do 1.4.1. Considere (X,d) um espago métrico e T : X — X uma aplicacgdo

continua. As métricas d e d, sdo topologicamente equivalentes, onde

dn(x,y) = max d(T'(x), T'(y)), para algum n natural.

0<i<n

Prova. Seja B um aberto em X segundo a métrica d. Entdo B = [, B(x,¢x), onde
B(x,ex) é uma bola aberta (segundo a métrica d) centrada em x de raio ¢, tal que
B(x,ex) C B. Para cada x € B, tomemos a bola dindmica B, (x,ex). Note que
B;, (x,ex) C B(x,ey) para todo x € B. Assim, U,cp Bg,(x,€x) C UyepB(x,€x) =
B. Por outro lado, temos B C Uycp By, (x,€x), e portanto, B = U,cp By, (X, €x).
Constatamos que B é unido de abertos em X segundo a métrica d,, o que implica
em B aberto em X segundo a métrica d,.

Reciprocamente, seja B um aberto em X segundo a métrica d,. Entdo B =
Uxep By, (X, €x), situagdo na qual By, (x,éex) é uma bola aberta (segundo a métrica d,,)

centrada em x de raio e tal que By, (x,ex) C B. Observe que,

n

By, (x,ex) = () T (B(T'x,ex)).
i=1
Como T ¢é continua, T~/ (B(T'x,e,)) é aberto (segundo a métrica d) em X para todo
i € {1,..,n}. Dessa forma, By (x,ex) é intersecdo finita de abertos em X segundo

a métrica d, o que implica em By (x,¢ey) aberto em X segundo a métrica d. Dai, B é



29

unido de abertos em X segundo a métrica d, o que implica em B aberto em X segundo
a métrica d.
Portanto, d e d, determinam os mesmos abertos em X, isto é, d e d, sdo

topologicamente equivalentes. n

1.5 O conjunto das medidas invariantes M (X, T)

Seja X um espago métrico compacto. Denotaremos por M (X) a colegdo de todas
as medidas de probabilidades definidas no espago mensuravel (X, B), sendo B a o-
algebra de Borel de X.

Dada uma aplicagdo continua T, denotaremos por
M(X,T) ={p € M(X) : ué T-invariante}

o conjunto formado por todas as medidas T-invariantes de M (X).

Teorema 1.5.1. Se X é um espaco métrico e y € M(X), entdo p é reqular, isto é, para
cada B € B e para cada € > 0, existe um conjunto aberto U, e um conjunto fechado
Cecom C, C BC U e u(Ue\Ce) < &

Prova. A prova deste teorema é a mesma do Teorema 6.1 de [14]. [ |
Definig¢do 1.5.2. Seja X um espago métrico compacto. A topologia-fraca* de M(X) é a
menor topologia tal que as aplicagdes y — [ fdu, com f € C(X), sdo continuas.

C(X) é o espago das fungdes continuas em X.

Observagio 1.5.3. Seja X um espago métrico compacto. Se pu, p € M(X),n > 1,

podemos provar que as seguintes sentengas sdo equivalentes:
i) un — p na topologia-fraca*;
ii) Para cada subconjunto fechado F de X, limsup, ., un(F) < u(F);

ili) Para cada subconjunto aberto U de X, limsup,,_, u,(U) > u(U);

iv) Para cada A € B com u(0dA) =0, un(A) — u(A).

Prova. A prova desta observacdo estd disponivel para consulta na pagina 149 de nossa

referéncia [14]. [
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Teorema 1.5.4. Se X é um espago métrico compacto, entdo M (X) é um compacto na
topologia-fraca*.

Prova. Disponivel para consulta na pagina 150 de nossa referéncia [14]. n

Teorema 1.5.5. Seja T : X — X continua do espaco métrico compacto X. Se {7y} ; é

uma sequéncia em M (X) e {;}%_; é uma sequéncia dada por y, = L Y oy 0 T,

entdo qualquer ponto limite u de {u,} é um elemento de M (X, T). (A compacidade

de M(X) garante a existéncia do ponto limite.)

Prova. Disponivel para consulta na pagina 151 de nossa referéncia [14]. n
Coroldrio 1.55.1. Se T : X — X é uma aplicagdo continua do espago métrico
compacto X, entdo o conjunto M (X, T) ndo é vazio.

Prova. Disponivel para consulta na pagina 152 de nossa referéncia [14]. L
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Capitulo 2
Entropia

Nos estudos de Termodinamica a entropia é presente desde 1865, comumente
descrita como medida do grau de desordem de um sistema.

Em 1948, o matemético Claude Shannon propos no artigo [17] a Teoria Matemdtica
da Comunicagédo, a qual veio a ser popularmente denominada Teoria da Informacéo.
Ali, relacionando com escolha, incerteza e probabilidade, Shannon propos também a
defini¢do de entropia de sistemas de comunicagdo da Teoria da Informacdo, a qual
denotou, sem motivo aparente, pela letra H. Ndo temos a pretensdo de expor aqui
toda a riqueza histérica existente em volta do tema entropia. Para saber mais detalhes
sobre a origem da entropia na teoria da informagdao vale a leitura do artigo [17].

De olho nesta rica teoria, Andrei Kolmogorov e Yakov Sinai, em 1958,
desenvolveram para Teoria Ergédica a entropia num espago de probabilidade, tendo
aqui o objetivo de obter um invariante de equivaléncia ergédica. Em 1965 tal definigao
de entropia foi usada como base para a definicdo da entropia topoldgica proposta
pelos pesquisadores Adler, Konheim e McAndrew. Ja no fim dos anos 60, Dinaburg e
Bowen propuseram uma versdo para espagos métricos da entropia topoldgica, a qual
se provou intimamente relacionada com a entropia de Adler, Konheim e McAndrew
em espagos compactos (Proposicdo 2.3.10).

Neste capitulo apresentaremos as defini¢des e alguns resultados envolvendo as
entropias de Kolmogorov-Sinai, de Adler-Konheim-McAndrew e de Bowen. Na
primeira secdo apresentaremos a entropia de Kolmogorov-Sinai, também conhecida
por entropia com medida, uma vez que é definida num espaco de medida. Na

segunda secdo apresentaremos a entropia topoldgica de Adler-Konheim-McAndrew
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e, na terceira se¢do, a entropia topolégica de Bowen.

2.1 Entropia com medida de Kolmogorov-Sinai

A definicdo de entropia que apresentaremos a seguir foi proposto pelos
matematicos russos Andrei Kolmogorov e Yakov Sinai. A histéria conta que esta
definicdo surge em 1958 com Kolmogorov transladando a nogdo de entropia de
Shannon da Teoria da Informacdo para a Teoria Ergddica. Juntamente com o
seu, a época, aluno de doutorado, Yakov Sinai, Kolmogorov publicou a teoria que
ele chamou de "nova métrica invariante para sistemas dinamicos"[1]. Tal teoria
permitiu verificar quando duas aplicagdes que preservam medida num espago de
probabilidade ndo sdo equivalentes. Isto ocorre quando as aplicagdes ndo possuem
uma mesma entropia. Este resultado é especialmente lembrado por permitir
distinguir dois Shifts de Bernoulli por meio de suas entropias, que sdo facilmente
calculéveis, vide Exemplo 2.1.16.

Ao longo deste texto, log representa o logaritmo natural - o logaritmo na base e.
Por convencao, consideraremos 0log0 = 0.

No Capitulo 1 definimos particio tomando conjuntos na c-dlgebra B. Por
esta razdo, por definicdo, parti¢des neste texto sdo sempre particdes de Borel, ou

simplesmente, particdes mensuréveis.

2.1.1 Entropia de particao

Defini¢do 2.1.1. Seja P = {P,.., P} uma particio do espaco de probabilidade
(X, B, u). A entropia da partigio P é o nimero

k
— Y u(P)logu(P;).

i=1

De acordo com [14], segue da defini¢do as seguintes observagoes.

Observagao 2.1.2.
i) Hy(P) > 0.

ii) Se T: X — X é aplicagdo que preserva medida, entdo H, (T 'P) = H,(P).
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Muitas propriedades de entropia sdo consequéncias do seguinte resultado

elementar.

Teorema 2.1.3. A fungédo ¢ : [0,00) — R dada por

0, sex =20
(x) =
xlogx, sex #0

é estritamente convexa, isto é, ¢(ax + By) < ap(x) + Be(y) se x,y € [0,00), a,pf >
0, « + B = 1; a igualdade é obtida somente se x =y oua = 0 ou g = 0.

Por indugdo obtém-se que

K K
) (Z; “z'xi> < ;“iq’(xi)

sex; € [0,00), a; >0, 25‘:1 a; = 1; aigualdade é obtida quando x; = X;j para quaisquer
i,j €{1,..,k} tais que a;, j s8o nao-nulos.

Prova. Disponivel na pagina 79 de [14]. n
Corolério 2.1.3.1. Se P = {Py,..., P}, entdo H,(P) < logk. Além disso, H,(P) =
log k se, e somente se, yu(P;) = % Vie{l,..,k}.

Prova. Este resultado segue do anterior, basta tomar a; = % ex; =m(P),1 <i<k,

conforme sugerido em [14]. n

2.1.2 Entropia condicional

Definicdo 2.1.4. Dadas as particdes P = {Py, ..., P} e @ = {Q;,...,Qp} do espaco de
probabilidade (X, B, u), a entropia da particdo P dada a particio Q é o ntimero

Hy,(P/Q) = ;j,y(PlﬂQ])lg W@

As observagdes a seguir sdo resultados imediatos.
Observagao 2.1.5.
i) H, (P/Q) >0.

ii) Se Q = {X}, entdo H, (P/Q) = H, (P).
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Proposi¢do 2.1.6. Sejam P, Q e M parti¢des do espago de probabilidade (X, B, i).

Entéo,
i) Hy (PV Q/M) = H, (P/M)+H,(Q/PVM).
ii) H, (PV Q) = H, (P)+ H, (Q/P).
iii) P < Q = Hy (P/M) < H, (Q/M).
iv) P < Q= H,(P) < H,(Q).
v) Q< M= H,(P/Q)>H,(P/M).
vi) Hy(P) < Hy(Q) + Hu(P/Q).
vil) Hy (P) > H, (P/M).
viii) Hy (PV Q/M) < H, (P/ M)+ H, (Q/M).
ix) Hy (PV Q) < H, (P)+ H, (Q).
x) Se T preserva medida, entdo Hy (T~'P/T~1Q) = H, (P/Q) e
xi) H, (T~'P) = H, (P).
xii) Hy(P/Q)=0 < P < Q.

Prova. As provas dos itens i) até xi) podem ser encontradas a partir da pagina 81 de

[14]. J4& a prova do item xii) é trivial, conforme consta em [12] na Pagina 215. [ ]

2.1.3 Entropia de uma aplicacao que preserva medida

Defini¢dao 2.1.7. Dadas T : X — X uma aplicagdo que preserva medida do espago
de probabilidade (X, B, 4) e P uma particdo de X com entropia finita, definimos a

entropia de T relativa a particdo P como

n—oo 1

1 n—1 )
hy(T,P) = lim ~H, (\/ TZP) :
i=0
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Observe que 1, (T, P) > 0. Tal fato segue imediatamente do item i) da Observagao
2.1.2.

Devemos garantir que o limite presente na defini¢do anterior sempre existe. Para
tal, apresentamos primeiro o teorema a seguir que considera a seguinte definigdo:
uma sequéncia (a,), em [—oco,+00) é dita subaditiva se a4y < ay + a, para todos
m,n > 1.

Teorema 2.1.8. Se (a,),>1 € uma sequéncia subaditiva de nimeros reais positivos

. . . . L, . an ~ . . an .
limitada inferiormente (isto é, inf { — | > —o0), entdo o limite lim — existe.
n n n—4+o00 n

Prova. Disponivel na pagina 87 de [14]. n

Corolario 2.1.8.1. Se T : X — X é uma aplicagdo que preserva medida e P é uma

parti¢do de (X, B, ;1) com entropia finita, o limite

1 n—1 )
lim —H, <\/ T_ZP> existe.

Prova. Disponivel na pagina 88 de [14]. n

Apresentamos agora importantes propriedades de h,(T,P); suas provas estdo

disponiveis na pagina 216 de [12].
Proposicao 2.1.9. Sejam T uma aplicagdo que preserva medida e P e Q parti¢des com
entropia finita do espago de probabilidade (X, B, u). Entéo,

ii) Se P < Q, entdo h, (T, P) < hy(T, Q).

iii) hy (T, T~'P) = hy(T, P).

iv) V>0, hu(T,P) = hu(T,Vieg T'P).

O préximo teorema nos serd necessdrio na prova da Proposicdo 3.2.27. Seu

enunciado exige conhecimento prévio de alguns conhecimentos mais aprofundados

de Teoria da Medida - aqui omitidos.

Notagdo: P"(x) é o elemento da parti¢do P" que contém x.

Teorema 2.1.10 (Teorema de Shannon-McMillan-Breiman). Dada qualquer parti¢ao P
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com entropia finita, o limite
. 1 n
hy(T,P,x) = hﬁn - log u(P"(x))

existe em p-quase todo ponto.
A fungdo x — Iy, (T, P, x) é p-integrével, e o limite também vale em L' (y). Além

disso,

/hy(T,P,x) dp(x) = (T, P).
Se T é ergddica, entdo 1, (T, P, x) = hy(T,P) em p-quase todo ponto.

Prova. A prova deste teorema pode ser encontrada em nossas referéncias [12] e [13].

Definic¢do 2.1.11. Dada T : X — X uma aplicagdo que preserva medida de um espago
de probabilidade (X, B, i), definimos

hy(T) = sup hu(T,P),
P : finita

onde hy, € a entropia de Kolmogorov-Sinai e o supremo é tomado sobre todas as parti¢des
finitas de (X, B, u).

E evidente que hy(T) > 0. Eventualmente nos referiremos a entropia de
Kolmogorov-Sinai por entropia com medida.
Observagao 2.1.12. O supremo de h, (T, P) tomado sobre todas as parti¢des P com
H,(P) < oo coincide com h;,(T).

Prova. Conforme o Coroldrio 2.1.3.1, todas as parti¢des finitas tem entropia finita,
logo, o supremo de h, (T, P) tomado sobre todas as parti¢des P com entropia finita é
maior ou igual que h,(T).

Por outro lado, se P = (P;)i>1 € Hy(P) < +00, definimos

’]D(”) — {Pl,...,Pn, U P]}

j>n

Como P < P, pelos itens i) e ii) da Proposic¢do 2.1.9, temos
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0 < hy(T, P) = hy(T, Py < Hu(P/PM)

PN
= - ) yPﬂP)logy( )
pPeP u( ])
PGP(”)
u(PNP)
= - P.NP)log ~— I
1<12<n7/‘(z ]) 8 ]/t(P]')
1<j<n
u(P; NPy
- (PN P)log Mt T 2.1)
L MBI I8 s
u(PNP))

Note que, se i # j, entdao u(P;NP;) = 0; esei = j, log - ) = 0. Além disso,
j > n implica P; = Uj., Pj. Entdo, para i,j > n, temos p(P; N P;) = u(P;). Entdo

reescrevemos a desigualdade (2.1) como

0<hy(T,P)— hy(T,p(n)) < — Y u(P)log u(P)

i>n 12 (U]'>n P])
= — Y u(P)logu(P) + ) u(P (UP])‘
i>n i>n j>n

Como P ¢ particio, temos Y-, #t(P;) = (U]>n ) Entdo,

0 < hy(T, P) = hy(T, — Y u(P)log (P, (U P)logﬂ (U Pj)-
i>n j>n j>n
Note que, lim, o — Y=, #t(P;) log u(P;) = 0, pois H,(P) < 4co. Temos também
limy o pt (U]->n Pj) log (Uj>n Pj) =0, pois u <U]>n ) — 0sen — co.
Logo,
lim (1 (T, P) = (T, P")) =0,

n—oo
ou seja, limy 0 1y (T, P™) = h, (T, P). Isto significa que a entropia de T relativa
a uma particdo enumeravel h,(T,P), se H,(P) < +oo, pode ser aproximada por

hy(T, P(”)),‘ como P é finita, segue

sup hu(T,P) = sup hy (T, P).
P : finita P : Hy(P)<+co
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Fazendo uso da Proposicdo 2.1.9 deduzimos a propriedade a seguir. A prova pode

ser encontrada em [12] na pagina 222.

Proposicao 2.1.13. Se T : X — X é uma aplicagdo que preserva medida do espago de

probabilidade (X, B, i), entdo
hy(T™") = mhy(T), ¥V m > 0.

Diversas propriedades de um objeto matematico podem ser obtidas conhecendo
propriedades de outro objeto de mesmo tipo, bastando para isso estabelecer uma
relacdo de similaridade entre os dois objetos. Na Teoria do Caos, propriedades
da dindmica de uma aplicagdo sdo garantidas para outra aplicagdo por meio de
conjugacdo topoldgica. Na Geometria Diferencial, duas superficies tem a mesma
curvatura gaussiana se existe uma isometria local entre elas. Na Topologia, "dois
conjuntos homeomorfos sdo indistinguiveis do ponto de vista topol6gico"[18]. Nesta
linha, o teorema a seguir mostra que as entropias com medida de aplicagdes
equivalentes sdo iguais, isto é, se duas aplicacdes que preservam medida sdo
conjugadas por uma bijecdo mensuravel, entdo a entropia de tais aplicagdes é um
mesmo numero.

Teorema 2.1.14. Aplicac¢des equivalentes possuem mesma entropia.

Prova. Sejam (X;, B;, u;), i € {1,2}, espagos de probabilidadee T; : X; — X;, i € {1,2},
aplicagdes equivalentes. Entdo, existe uma bije¢do mensuravel p : X; — X, tal que,
dados By € Bie By € By, Taop =po Ty, piaop(By) = u1(By1) e uy o p~1(Ba) = 12(Ba).
Considere também P e Q particdes com entropia finita de (X1, B1, p1) e (Xa, Ba, p2),
respectivamente.

Mostraremos primeiro que sdo iguais as entropias das n-iteradas das parti¢does P

e Q relativas a T; e T, respectivamente. Temos,
n—1 ' n—1 ) n—1 )
H, (\/ T11P> = —Ym (ﬂ Tllpjj) log 111 (ﬂ TllP],) ,onde P; € P;
i=0 j i=0 i=0

B _;m <p ('ﬁ Tlipji)> log 112 <p C{j TﬁP;;)) .
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E entdo

n—1

w(57) - {fts o )

- - (D: T (p].i)> log 4 (j;w:OTz o (P;;-)) .

O passo (2.2) é devido a Observagdo 1.3.6.
Como p ¢é bijegdo, p(P) é particio de Xp. Defina Q = p(P) e faca p(P;,) = Qj,.

Segue,

n—1 n—1 n—1
H,, (\/ Tf”’) = —Lw (ﬂ Tz_lQ];) log 2 (ﬂ Tz_lez)
i=0 ] i=0

i=0

n—1
= H, <\/ T;lQ) . (2.3)
i=0

Dividindo por n a igualdade (2.3) e fazendo n — co, obtemos h,(T;,P) =
hﬂ (TZ, Q).

Entdo, para toda particao P de X; existe uma particao Q de X, tal que (T, Q) =
h, (T, P). De forma analoga prova-se que, para toda particio Q de X, existe uma

particdo P de X; tal que hy,(Tq, P) = hy (T2, Q). Numericamente, temos
{hy(Ty,P) | P particdo de X1} = {h,(T», Q) | Q particdo de X }.

Portanto, h, (T1) = hyu(T>2). n

214 O teorema de Kolmogorov-Sinai

Elencaremos agora alguns resultados de grande utilidade para o efetivo célculo
de entropia de aplicacdes. Para os teoremas a seguir, considere T uma aplicagdo que
preserva medida do espago de probabilidade (X, B, u).

A prova do Teorema a seguir e também de seus corolarios estdo disponiveis para

consulta em [12].

Teorema 2.1.15. Sejam P; < P, < ... < P, < ... particdes de X e P uma partigdo de
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X com entropia finita. Entao P C UJ;_; Py se, e somente se,

n—oo

Corolério 2.1.15.1. Se P; < P, < ... < P, < .. é uma sequéncia de parti¢cdes com

entropia finita tal que J;_; P, gera a o-dlgebra B, entdo
hy(T) = sup hy (T, Py).
n

Seja T uma aplicagdo invertivel que preserva medida do espaco de probabilidade
(X, B, ). Dizemos que uma parti¢io P com entropia finita é um T-gerador se a o-
algebra B é gerada pela unido dos iterados \/;;’[n TiP, n> 1.

Corolario 2.1.15.2 (Kolmogorov-Sinai). Se P é um T-gerador, entao h,(T) = h,(T,P).

Denotamos por P(x) o conjunto P € P tal que x € P.

Coroldrio 2.1.15.3. Seja P; < P, < ... < P, < ... uma sequéncia ndo decrescente de
parti¢des com entropia finita tais que diam P,(x) — 0 para p-quase todo x € X.

Entéo,

hy(f) = Sliphy(frpn)-

Nos préximos dois coroldrios, considere X um espago metrizdvel munido de sua
o-algebra de Borel.

Os corolarios a seguir sdo ferramentas muito tteis no cdlculo de entropia com
medida para o caso em que o conjunto X admite alguma métrica; suas respectivas
provas sao apresentadas em [13], no qual pode ser encontrado mais detalhes e

informagdes aqui oportunamente omitidos.

A tarefa de calcular a entropia com medida de uma aplicagdo torna-se muito
simples quando se é possivel tomar uma particdo P tal que o didmetro de P" tende
a zero quando 7 tende ao infinito, pois é suficiente calcular h,(T,P). Isto é o que

garante o coroldrio a seguir.

Corolério 2.1.15.4. Se P é uma particdo com entropia finita tal que, para y-quase todo

x € X, tem-se diam P"(x) — 0, entdo h,(T) = h, (T, P).

No exemplo a seguir utilizamos os resultados apresentados nesta se¢do para

determinar a entropia do Shift de Bernoulli. Defini¢des basilares para a compreensao
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do exemplo a seguir encontram-se disponiveis na Sec¢do 1.3.

Exemplo 2.1.16 (Shift de Bernoulli). Considere a aplicagdo Shift de Bernoulli

B(p1, .., Pn) = B(p1, - Pn)

que associa a cada 6 € B(py, ..., pn) uma sequéncia o(6) tal que o(0)(n) =0(n+1). A
entropia do Shift de Bernoulli é h,(0) = — Y. p;log p;.
Prova. Seja P; := {0 € B(py,....pn) | 0(0) =j},j € {1,..,n}, e P:={Py,.., Py}. Note
que P é uma parti¢do de B(py, ..., pn). Pelo Corolario 2.1.3.1, como P é finita, P é uma
particdo com entropia finita.

A aplicacdo ¢ é uma aplicagdo que preserva medida considerando a medida

produto u associada a o apresentada na Secdo 1.3.

Agora, consideremos
k=1
\/ & (P)=PVve l(P)Ve2(P)V..ve &V (p).

Note que, para cada i € {0,..,k—1} e cada j € {1,..,n}, o' (Pj) = {0 €
B(p1, s pn) | 0(i) = j}-

Entdo, dado P € \/*_1 ¢/ (P), temos
P = Pyno (P,
— {8 B(py, . pn) | 8G)=jiVie {01, k—1}}
= [O;P P

7 Lo ]1’ 2 ]‘kfl]‘

e 2 (Py)nene U (P )

k

onde P, € P para cadai € {0,1,..,.k —1}. Observe que existem n* combinag¢des

possiveis para o cilindro [0; P;, P;, ..., P;, ,], ou seja, existem nk conjuntos em
k-1 i
\/i:O o (P)

Tomemos 61,6, € P quaisquer, com P = [0; Py, Piy, s Py € \/i‘ a (P).

Consideremos a métrica apresentada em [11] que define a distancia entre duas

sequéncias

91,92] = Z M (2.4)
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Observe que YV 601,02 € B(p1,...pn) Vi € Z, |01(i) — 62(i)| < n. Como a série
geométrica é convergente, a série apresentada em (2.4) é também convergente.

Note que, como 61,6, € b =0; Py, Piy, s P 1] paracadai € {0,1,.... k—1}, temos
101() — 62(i)| = 0.

Entéao,
d[6y,0,] = 2‘91 _"2 2191 02(1)]
= g{'gl();—lgz()légcnzl
Como
Zn - L %_gn%_zn_iiijn_? =t

segue d[f,0;] < ST

Note que d[0;,6,] — 0se k — co. Ou seja, diamP¥ — 0 para k — co. Pelo Coroldrio
2.1.15.4, temos hy(c) = hy (o, P).

Calculando /1 (o, P), obtemos

h(0,P) = k11_>no10kH<\/a )
= A%WH<\/0’I )
= —gggomZ#(ﬂR)logu(ﬂ ) (2.5
Temos
P‘(ﬁpji) = p (0P, Py, .., Py, )

m
= [1pj =ripi-pin- (2.6)
i=0
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Aplicando (2.6) na igualdade (2.5), temos

(@, P) = —n%ilzom—Hme Pin 108 PioPj-+Pin

m

= — lim —ZZ p]()ph p]mlogph)

m—oo m + 1 -0

m

- _nglom——l—l;); PioPir-Pji1Piior-PinPj: 108 Pj;) - (2.7)

Observe que para cada j e cada i, temos p;, € {p1, ..., Pn}-

Definamos

Qe = Prlogpk Y, PioPjrPiisPijr-Pin-
il pi=prk

Note que,

n
X (PiPie-PicsPiPiaPillo8 Pi) = 1 Oy
j Ji=

Note também que }; | pi=pi PjoPjrPji1 PjirsaPjy € @ SOMA das probabilidades de

todas as n” sequéncias de comprimento m. Segue

Vo €{pr o Puls Yo PioPiePiia PiPin = 1
il pj.=prr

Logo, Qp, = prlog pi. Entéo,

n
Z <pjopj1"'pji—1 ij+1"'pjmpji log p]7> = Z ]9]1 log p]l

j Jji=1
Dai, segue
m n
hy(0,P) = — lim —— 1
u (0, P) mz%om+1§]]§%z°8%
- _nllgc}om—l— ZZOJZP]IOgPJ

1
= — lim —1 (m+1) ijlogp].

m—oo M +
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Portanto,

(@) = — Y pjlogp;.
j=1

2.2 Entropia topolégica de Adler-Konheim-McAndrew

Introduzimos agora a nog¢do de entropia topolégica. Tal nocdo foi apresentada
pelos pesquisadores R. L. Adler, A. G. Konheim e M. H. McAndrew em 1963 no artigo
[2]. O objetivo principal do artigo era apresentar a entropia como um invariante de
aplicacdo continuas, resultado aqui apresentado na Proposi¢do 2.2.9. A entropia de
Adler-Konheim-McAndrew é considerada analoga a entropia de Kolmogorov-Sinai,
pois sua defini¢do lembra muito a defini¢do dada por Kolmogorov e Sinai.

Ao longo desta segdo consideraremos X um espago topolégico compacto.

Defini¢do 2.2.1. Uma cobertura aberta p é um refinamento de uma cobertura aberta «

se todo elemento de  é um subconjunto de um membro de «. Notagdo: a < B.

Defini¢do 2.2.2. Se « é uma cobertura aberta de X, denotamos por N(«) o nimero de
conjuntos da subcobertura finita de « de menor cardinalidade. Denominamos entropia

de & 0 nimero

H(a) = log N(«).
Observagio 2.2.3.
i) H(x) > 0.
i) Se a < B, entdo H(x) < H(B).
iii) H(aV B) < H(a)+ H(B).

iv) Se T : X — X é continua, entdo H(T 'a) < H(a). Se T é também sobrejetora,

entdo H(T 'a) = H(a).

O primeiro item é imeadiato. Os demais itens tem provas disponiveis para

consulta na pagina 165 de nossa referéncia [14].
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Teorema 2.2.4. Se « é uma cobertura aberta de X e T : X — X é continua, entdo o
limite
lim —H (\/ T‘Hx) existe.
n—oo 11 .
1=0
Prova. A prova consiste simplesmente em definir a4, = H (\/;7*01 T‘%) e em seguida

mostrar que a,¢ < a, + a; para k,n > 1. Dai o resultado segue pelo Teorema 2.1.8. m

Defini¢do 2.2.5. Sejam « uma cobertura aberta de X e T : X — X uma aplicagdo

continua. Definimos por entropia de T relativa a a o limite
1 n—1 ’
N TR —i
h(T,a) = lim —H (\/ T oc) :
i=0
Observagdo 2.2.6.
i) h(T,a) > 0.
ii) Se « < B, entdo h(T,a) < h(T, B).

Novamente, o primeiro item é imediato. O segundo item tem prova disponivel

para consulta na pagina 166 de nossa referéncia [14].

Defini¢dao 2.2.7. Seja T : X — X uma aplicacdo continua. Definimos por entropia
topoldgica de T o supremo

h(T) = suph(T,«)

tomado sobre todas as coberturas abertas de X.
Eventualmente nos referiremos a tal entropia por entropia de Adler-Konheim-

McAndrew.

Observagdo 2.2.8.
i) h(T) >0

O resultado a seguir estabelece para a entropia de Adler-Konheim-McAndrew
uma ideia semelhante aquela estabelecida para a entropia de Kolmogorov-Sinai
no Teorema 2.1.14. Mostraremos que a entropia topolégica é invariante por
homeomorfismo. Este resultado é muito util por nos permitir escolher dentre

aplicagdes homeomorfas aquela que terd sua entropia determinada com mais
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facilidade. Por outro lado, obtemos que duas aplicagdes com entropia topoldgica
diferentes ndo sdo homeomorfas.

Proposicao 2.2.9. Sejam X, X; espagos topolégicos compactos e T; : X; — X
aplicagdes continuas para i € {1,2} e ¢ : X3 — Xp é uma aplicacdo continua tal
que ¢p(X1) = Xp e po Ty = Tr o ¢, entdo h(T1) > h(Tz). Se ¢ é um homeomorfismo,
entdo h(Ty) = h(T).

Prova. Disponivel na pagina 167 de [14]. n

2.3 Entropia topolégica de Bowen

Apresentaremos agora a definicio de entropia topoldgica alternativa que usa
o conceitos de conjuntos geradores e conjuntos separados. Tais definicdes foram
apresentadas por Dinaburg e Bowen nos artigos [3] e [4], sendo extensamente
explorada neste dltimo.

Peter Walters define a entropia de Bowen para aplicagdes uniformemente
continuas [14]. N6s optamos por acompanhar Krerley e Viana [13] e definir para
aplicagdes continuas e exigir a uniformidade somente quando necessédrio. Além do
mais, se X é compacto, toda aplicacdo continua é uniformemente continua. Nesta
secdo consideraremos (X,d) um espago métrico - ndo necessariamente compacto - e

T : X — X uma aplicacdo continua.

Defini¢do 2.3.1 (Conjunto (7, €)-gerador). Seja n um ntmero natural, ¢ > 0 e K um
subconjunto compacto de X. Um subconjunto G C X é dito (n, )-gerador de K com
respeito a T se para todo x € K existe y € G tal que d,(x,y) < ¢, isto é, seexistey € G
tal que x € By, (y,¢).

Denotaremos por Gy (¢, K) a menor cardinalidade dos conjuntos (n, ¢)-geradores
de K. A compacidade de K garante que G, (g, K) < oo, pois toda cobertura de K

possui uma subcobertura finita.

Observagido 2.3.2. Se €1 < ¢, entdo G, (e1,K) > G, (e, K).

Prova. Sejam 0 < €1 < €. Seja G, um (1,¢€1)-gerador de K tal que G, (g1, K) = #Gg,.
Ora, V x € Gg,, By, (x,e1) C By (x,€2). Entdo, o conjunto G¢, é também um (1, ¢€;)-

gerador de K. Logo, G,(¢1,K) > Gy (€2, K). ]
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Definimos

g(e,K) = limsup % log G, (g, K).

n—oo

A compacidade de K garante a existéncia de tal limite.

Observacao 2.3.3. Seja K um subconjunto compacto do espago métrico X. Temos

¢(&, K) mondtona com respeito a e.

A prova dessa observagdo é consequéncia direta da observacdo imediatamente

anterior.

Defini¢ao 2.3.4. Se K é um subconjunto compacto do espago métrico X, definimos
hd(T, K) = lil’ng_>0 g(s, K)
Denominaremos por entropia topoldgica de Bowen da aplicacdo continua T : X — X

0 numero

hy(T) = sup hy(T,K),
K

onde o supremo é tomado sobre todos os subconjuntos compactos K de X.

A seguir apresentamos a definicdo de entropia topolédgica que faz uso da nogao
de conjuntos separados. Tal definicdo tem intima relacdo com a apresentada
anteriormente e é comumente apontada como defini¢do dual da dada por conjuntos
geradores. Em [14] é possivel obter mais detalhes, entre eles, a prova de que as duas

defini¢oes coincidem.

Defini¢do 2.3.5 (Conjunto (#,¢)-separado). Seja n um ntmero natural, ¢ > 0 e K
um subconjunto compacto de X. Um subconjunto S C K é dito (n, €)-separado com
respeito a T'se x, i € S, x # y, implica d,(x,y) > ¢, isto é, y & By (x,¢€).

Denotaremos por s, (¢, K) a maior cardinalidade de todos os subconjuntos (1, ¢)-
separados de K com respeito a T. A observagdo a seguir nos mostra o impacto da
variagdo de ¢ na cardinalidade méxima dos subconjuntos (1, €)-separados.
Observagado 2.3.6. Se €1 < ¢, entdo s, (e1,K) > s,(e2, K).

Definic¢ao 2.3.7. Definimos

s(e, K) = lim sup % log s, (g, K).

n—oo

Eventualmente denotaremos o limite acima por s(¢, K, T) para evidenciar a

dependéncia em relacdo a aplicacdo T.
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Definic¢ao 2.3.8. Definimos
hy(T,K) = lims(e, K)

e—0

e denominamos por entropia topolégica de Bowen da aplicacdo continua T : X — X o
numero

hy(T) = sup hy(T,K).
K

A seguir disponibilizamos o enunciado de alguns resultados que nos serdo tteis
no préoximo capitulo. Suas provas, aqui omitidas, estdo disponiveis para consulta em

nossa referéncia [14].

Teorema 2.3.9. Seja (X,d) um espaco métrico e T : X — X uma aplicagdo
uniformemente continua. Se K C Kj U... UK, sdo subconjuntos compactos de X
entdo h;(T,K) < maxo<i<m 14(T, K;).

O corolério a seguir nos garante que o supremo de h4(T, K) tomado sobre K C X

compacto é igual h(T, X) se X é compacto.

Coroldrio 2.3.9.1. Se T : X — X é uma aplicacdo continua do espago topoldgico
compacto metrizédvel X e d é uma métrica compativel com a topologia de X, entdo
ha(T) = ha(T, X).

A proposicdo a seguir estabelece a importantissima relagdo de igualdade existente
entre as entropias topoldgica de Adler-Konheim-McAndrew e de Bowen de uma

aplicacdo continua T quando X é um espago métrico compacto.

Proposicao 2.3.10. Se T : X — X é uma aplicagdo continua do espaco métrico
compacto (X,d), entdo as entropias topoldgicas de Adler-Konheim-McAndrew e de
Bowen da aplicacdo T coincidem, isto é, h(T) = hy(T).

Em virtude da proposicdo anterior, como na proposi¢do a seguir X é um espago
métrico compacto, observamos que a relagdo a seguir verificada é verdadeira tanto
para entropia topolégica de Adler-Konheim-McAndrew quanto para a entropia

topolégica de Bowen.

Proposicao 2.3.11. Se T : X — X é uma aplicagdo continua do espaco métrico

compacto X e m > 0, entdo hy(T™) = mhy(T).



49

Capitulo 3

Principio Variacional

O Principio Variacional é um principio cientifico utilizado com o célculo de
variagdes com o objetivo de desenvolver ferramentas para encontrar fung¢des que
minimizem ou maximizem os valores de quantidades de um certo objeto de estudo.
O Principio Variacional para entropia estabelece uma relagdo basica entre as entropias
topoldgica e com medida. No caso compacto, as entropias topoldgicas de Adler-
Konheim-McAndrew e de Bowen coincidem (Proposicdo 2.3.10) e entdo obtemos que
ambas as defini¢des de entropia topoldgica coincidem com o supremo da entropia
de Kolmogorov-Sinai tomada sobre as medidas de probabilidade borelianas T-
invariantes. Isto significa que a entropia topolédgica revela o valor maximo que a
entropia de Kolmogorov-Sinai pode atingir.

Para o caso ndo compacto, uma versdo de Principio Variacional para entropia é
estabelecida por Mauro Patrdo (UnB) em [8]. Tal resultado é um aperfeicoamento
do Lema 1.5 do artigo [7] de Michael Handel e Bruce Kitchens. O Lema 1.5 garante
para homeomorfismos em espagos métricos localmente compactos que o supremo da
entropia com medida coincide com o infimo da entropia topolégica de Bowen. Patrdo
aperfeicoa tal resultado ao adicionar a presenca da entropia topolégica de Adler-
Konheim-McAndrew - numa versdo estendida utilizando coberturas admissiveis - e
ao garantir que o infimo da entropia topolégica de Bowen - também numa versdo
estendida - é atingido sempre que se toma uma métrica admissivel.

Abordaremos o caso compacto na primeira secdo deste capitulo e o caso ndo
compacto na segunda segéo.

Antes de prosseguir, estabeleceremos configuragdes basicas do nosso ambiente de
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trabalho. O teorema classico do Principio Variacional é enunciado para um conjunto
X munido de uma métrica, isto é, X é um espaco métrico; no entanto, sua prova
trabalha sobre 0 mesmo conjunto X hora como um espago topolégico e hora como
um espago de medida. Estabelecemos que daqui em diante, sempre que necessario,
a topologia a ser considerada num espago métrico X é a topologia compativel com
a métrica deste espago; e também, a o-dlgebra a ser considerada é a o-dlgebra de
Borel gerada pelos abertos do espago métrico, a qual denotaremos por B(X). Isto
nos garantird que aplica¢des continuas sdo sempre aplicacdes mensuraveis, conforme

garante a Proposigao 1.3.1.

3.1 Principio Variacional para espa¢os compactos

Apresentaremos ao fim desta se¢do o Principio Variacional da entropia para
espagos métricos compactos. Este resultado estabelece uma relagdo bésica entre a
entropia topolégica e a entropia com medida, garantindo que se T é uma aplicagdo

continua definida num espago métrico compacto, entdo
hW(T) = sup{hu(T) :p € M(X,T)}.

O primeiro passo para provar o Principio Variacional foi dado por L. Wayne
Goodwyn em 1969 no artigo [5], quando provou que hy,(T) < h(T) para qualquer
medida y de probabilidade boreliana T-invariante. Em 1970, E. I. Dinaburg provou no
artigo [3] o Principio Variacional para homeomorfismos definidos em espago métrico
compacto de dimensdo finita. Ainda em 1970, T. N. T. Goodman submeteu o artigo [6],
o qual veio a ser publicado em 1971, no qual constava uma extensdo do resultado de
Dinaburg, estabelecendo o Principio Variacional para uma aplicacdo apenas continua
num espaco compacto de Hausdorff. Em seu artigo, Goodman agradece Peter
Walters por ter lhe chamado a atenc¢do para o importante resultado publicado por
Dinaburg. Peter Walters atualmente é professor emérito da Universidade de Warwick
na Inglaterra e é o autor do livro An Introduction to Ergodic Theory [14], uma de nossas
ricas fontes de informacao utilizadas no desenvolvimento deste trabalho.

Iniciamos provando alguns lemas que nos serdo tuteis na prova do Principio

Variacional (Teorema 3.1.5). Denotaremos a fronteira de um conjunto B (isto é,
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B\int(B)) por 9B.

Lema 3.1.1. Seja X espago métrico compacto e u € M(X).
(i) Se x € X e d > 0, entdo existe 8’ < J tal que u(0B(x,6")) = 0.

(ii) Se & > 0, existe uma parti¢do finita § = {Ay,.., Ax} de (X,B(X)) tal que
diam(A;) < J e u(dA;) = 0 para cada j.

Prova.

(i) Suponha por absurdo que y (0B (x,48')) # 0 para todo &' < 4, com & € R.
Considere a colegdo C = {0B(x,¢") : ¢/ € R,& < é}. Note que C é uma
colecdo disjunta de conjuntos de medida positiva. Sabendo que toda cole¢do
disjunta de conjuntos com medida positiva com relagdo a uma medida y finita
do espaco X é no maximo enumerével, segue que C é enumerdvel. No entanto,
isto € um absurdo, pois evidentemente C é ndo enumeravel uma vez que C tem

tantos conjuntos quantos &' € R tais que &' < J. Portanto, existe &' < § tal que

# (0B (x,6")) =0.
(i) Pelo item (i), existe uma cobertura aberta finita § = {By, ..., B;} de X formada
por bolas de raio menor que § com #(0B;) = 0 para todo j € {1,...,7}.

Seja A1 = By e, paran > 1, seja A, = B,\ (BiU..UB,_1). Entdo, =
{A1,...,As} é uma parti¢do de (X, B(X)) com diam(A,) < 6. Como 0A, C
U, 9B;, temos u(dA,) = 0 para todo n.

Precisaremos também das trés observagdes a seguir. Utilizaremos a notagdo B(X)

para denotar a o-algebra de Borel do espago métrico compacto X.

Observagio 3.1.2. Se y, € M(X),1<i<mn,ep; >0,y ,p; =1, entdo

HZ?:l Pi.ui(g) > ;1 piHu; (%)

para qualquer particdo finita ¢ de (X, B(X)).

Prova. Como ¢(x) = xlogx é convexa (Teorema 2.1.3), sabemos que se B € B(X) e
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T, pi =1, entdo
n

0> ¢ (émw(@) = )_pi¢ (1:(B))

i=1

> Y pipi(B)log Y piui(B) — ¥ pipi(B) log p;(B) (3.1)
i=1 i=1 =1

Dai, fazendo somatério da desigualdade (3.1) tomado sobre os elementos da parti¢do
¢={Ay,.., A} de (X, B(X)), temos
r

0> ) (il piti(A;)log f piti(Aj) — fl piti(A;)log P‘z’(Aj)>

j=1 i=1

Z _HZ?:1 Pi#i(é) + Z leVz(é)
i=1

Observacao 3.1.3. Suponha g,7n naturaise 1 < g < n. Para0 < j < g —1, considere

a(j) = [%} Aqui, [b] denota a parte inteira de b > 0. Temos os seguintes fatos:
(i) a(0) >a(l) > ..>a(g—1)

(ii) Fixe jcom 0 <j <g— 1. Entdo,
{0,1,.,n—=1}={j+rg+i|0<r<a(j)—1,0<i<qg—1}US,
situacdo na qual
s={0,1,...j—1,j+a(j)g,j+a(j)g+1,.,n—1}

Como j+a(j)g > j+ [;] — 1} g = n—gq, entdo a cardinalidade de S é no

maximo 24.

(iii) Paracada 0 <j<g—1, (a(j) —1)g+j < [% — 1] g+ j=n—gq. Os nimeros
{j+eq]0<j<g—1,0<r<a(j)—1} sdo todos distintos e ndo maiores do

que 1 — .
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Observagio 3.1.4. Se y € M(X,T) e u(0A;) =0,0 <i <n—1, entdo

n—1 ] n—1 ‘ n—1 ‘
u (a (ﬂ T_IAZ->> =0, pois 9 <ﬂ T"Ai> c |J T70A;.
i=0 i=0

i=0

Prova. Observe que a fronteira d (ﬂ::ol T_iA,-> é formada por elementos que
pertencem a T~ 9A;, para algum i entre 0 e n — 1. Como T preserva medida, temos

U (T‘iaAi) = 0 para todo i entre 0 e n — 1. Dai, segue que

n—1
1 <U T‘iaAl) = 0.

i=0

Como 0 <ﬂ?_01 T’iAi> C U?_Ol T~'9A;, segue

(i)

O roteiro da prova do Principio Variacional que exibiremos a seguir é inspirado

na versdo disponivel no livro [14] de Peter Walters. Walters, por sua vez, inspirou-
se na - como ele mesmo adjetivou - elegante prova desenvolvida pelo matematico
polonés Misiurewicz em seu artigo [19]. Tal prova é apresentada em duas partes: 1)
a primeira parte mostra o que Goodwyn provou em [5] e 2) a segunda parte mostra
que o supremo das entropias de Kolmogorov-Sinai de T ndo é menor que a entropia

topoldgica de T.

Teorema 3.1.5 (Principio Variacional). Se T : X — X é uma aplicacdo continua de um

espago métrico compacto (X, d), entdo
h(T) =sup {h,(T) : pe M(X,T)}.

Prova.

(1) Sejap € M (X, T). O Corolario 1.5.5.1 garante que M (X, T) é ndo vazio. Nesta
primeira parte da prova nos ocuparemos de provar /,(T) < h(T).

Seja ¢ = {A1, ..., Ax} uma particdo finita do espagco mensuravel (X, B(X)).

Escolha ¢ > 0 tal que ¢ < ﬁgk.
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Como p € regular, conforme o Teorema 1.5.1, existem conjuntos compactos B; C
Aj,a < j <k, tais que u(Aj\Bj) <e.

Considere a parti¢do y = {By, By, ..., By} na qual By = X\ U;;l B;

Note que u(By) < ke e

Kok A
Hy(G/n) = =) ) u(B)g (%)

i=0j=1
o k u (Bo N Aj) k u (BN Aj)
- l;.u(BO)q) < “ll(Bo) ) +"'+F21V(Bk)§0 ( P‘(Bk) >

sendo ¢ a aplicagdo do Teorema 2.1.3.

Observe que, para todo i # 0, temos

u(B;MA;j)

wy O

pois Vi#03!je{1,.. k}talque B; C Aje BNA =0V Ie{l,.,k}I\{j}.

Dai, segue

) oy s

Entao,

k .
Hy, (/1) = —M(Bo)gq’(%)-

Observe que

_iq)(,‘u(BoﬂA ) i BoﬂA) “l/l(BoﬁA]‘) H;z (C)

=7\ u(B) n(Bo) B u(Bo)

sendo o ultimo membro a entropia da particdo do conjunto By induzida por (.

Pelo Corolério 2.1.3.1, temos H% (¢) <logk. Entdo,
#(Bo

Hy, ({/n) = u(Bo)H_x_ () < pu(Bo) logk.

#(Bp)
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Como u(By) < ke e a escolha de € nos garante ¢ < kl(}7' segue
H, (&/1) < kelogk <1. (3.2)

Introduziremos agora o relacionamento com a entropia topoldgica de T. Observe
que, para cada i # 0, o conjunto By U B; = X\ Uji Bj € um conjunto aberto.
Assim, B = {By U By, ..., By U By} é uma cobertura aberta de X.

Novamente pelo Corolério 2.1.3.1, temos, paran > 1,

Hy (n") <logN (1").

Afirmacgio 3.1.5.1. Uma subcobertura de B" deve ter pelo menos N (17")

elementos.

Prova. Primeiro, note que
T (ByUB,) =T *(Bo) UT '(B)),

para cada j € {1,..,k} e cada i € IN; ou seja, cada elemento de T~/8 é unido de dois
elementos da particio T~'7. Isto implica no fato de que cada elemento de 8" é unido
de 2" elementos de #".

Agora, seja & uma cobertura tal que seus elementos sdo unido de 2" conjuntos
de n"". Como 7" é parti¢cdo, entdo o deve ter no minimo %N (1) elementos, caso
contrério, existiriam pelo menos 2" elementos de 7" que ndo estariam cobertos por «,
logo, « ndo seria uma cobertura.

Observe que a é uma subcobertura de §". Logo, uma subcobertura de " deve ter

pelo menos ;N (1) elementos. O

Entao,
Hy (7") < log N (7") < log2"N (B") .

Dai, aplicando propriedade de logaritmo do produto, dividindo por n e, em
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seguida, fazendo n — oo, temos
hy(T,n) < h(T,B) +log2.
Como (T, B) < h(T), temos
hy(T,n) < h(T) +log?2. (3.3)
Utilizando o item i) da Proposi¢do 2.1.9 em (3.3), temos
hu(T,G) < h(T) +log2+ Hy(&/n).
Por (3.2), segue
hy(T,8) < h(T)+1log2+ 1.

Como ¢ ¢é arbitrario, podemos escrever h,(T) < h(T) +1log2+1. Como T é
continua e y € M(X,T), o mesmo vale para T", donde escrevemos h,(T") <
h(T") +1og2+1.

Pela Proposigdo 2.3.11, temos h(T") = nh(T).

Pela Proposicdo 2.1.13, temos, para n > 0, h,(T") = nhy,(T).

Entéo,
nhy(T) < nh(T) +log2+1,

que ao dividir por n e fazer n — co, obtemos h,(T) < h(T), como querfamos.

(2) Seja ¢ > 0. Devemos encontrar algum u € M(X,T) tal que hy,(T) >
s(e, X, T); isto implica sup{h,(T) | p € M(X,T)} > h(T), uma informagao que serd
fundamental para provarmos o objetivo final deste teorema.

Seja E,, um conjunto (1, ¢)-separado de X de cardinalidade S, (e, X).

Considere a medida 0, € M(X), uma medida atdbmica uniformemente centrada
nos pontos de E,,, isto é, 0, = ﬁx) Y xeE, Ox, com 6x(B) = 0,se x € Be 0x(B) =1, se
x € B, para algum B C X.

Seja pin € M(X) definida por py = 1 Yl o0 T
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Como M (X) é compacto (Teorema 1.5.4), podemos escolher uma subsequéncia
{n;} de nimeros naturais tais que lim;_, nl] log sy (e, X) =s(e, X, T) e {n; } converge
em M (X) para algum y € M(X). Pelo Teorema 1.5.5 obtemos que y € M(X, T).

Mostraremos a seguir que 1, (T) > s(e, X, T).

Considerando o Lema 3.1.1, podemos escolher uma particdo { = {Ay,..., Ay} de
(X,B(X)) tal que diam(A;) < ee u(dA;) =0paral <i<k.

Note que,

n—1
H,, (\/ T"f) = log s, (g, X).
i=0

A igualdade provém do fato de que nenhum membro de V?:_Ol T~/ pode ter

mais do que um elemento de E, (que é (n,¢)-separado de X). Assim, temos s, (¢, X)

elementos com ¢;,-medida igual a ﬁ e os demais tem 0,-medida nula.
n\<r

Fixe nimeros naturais 4,n com 1 < g < n e, considerando a Observagdo 3.1.3,

defina a(j), para0 < j <g—1, por a(j) = [%]

Fixe j tal que 0 < j < g — 1. Pelo item ii) da Observagdo 3.1.3, temos

q—1
\/Te=\/ T \/Tev\/ T e

i=0 r=0 i=0 leS

onde #S < 2g.

Portanto,
n—1 '
logSn(E, X) == Ho—n ( T_l€>
i=0
1

(T(rq+j) Q\—/l Tig) n Z H,, (T*k(;").

=0 kes

I
L[]
§E

Note que H, (T~ Vg T42) = Hog-inip (Vi T72)
Como #T k¢ = #¢, considerando o Corolério 2.1.3.1, temos Hy, (T~*¢) < logk.

Como a cardinalidade de S é no maximo 2g, segue

Z H,, (T_k(;‘) < Z logk < 2glogk.
keS keS
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Entao,
a(j) -1 -1
logsu(e, X) < ) H, 7o+ (\/ T—z(:) +2glogk.
i=0
Somando em j, fazendo variar de 0 até 4 — 1, obtemos
q—1 q—1 /a(j)—1 q-1
Y logsu(e, X) < ) ( Iz <\/ T-lg) +2qlogk) .
j=0 j=0 \ r=0 i=0

Fagamos p = gr+j. Como 0 <j<g—1e0 < g < a(j) —1, pelo item iii) da

Observagdo 3.1.3, temos 0 < p < n — gq. Entdo, reescrevemos
n—q q—1 .
qlogs,(e, X) < Y H, .7-» <\/ T"rj) +24*log k.
p=0 i=0

Como 1 < g, entdon —q < n —1. Logo,

n—q -1 n—1 U
L ters (V1e) < Brtrs (V).
p=0 i=0 p=0 i=0
Entéo,
n—1 g—1 ]
qlogs,(e, X) < Y H, o7-» (\/ TIC) +24%log k.

p=0 i=0

Dividindo por n, obtemos

q n—1 1 q_l ) 2q2
Zlogsu(e,X) < Y =Hy or-» | \/ T'¢ | +=logk. (3.4)
n o L o n
Como Z’;;é% =1, % >0e0,0T 7P e M(X)V0<p<n-—1,pela Observacido
3.1.2, temos

-1 n—-1q -1
—1 —1
Hz;;}) LoyoT— \/ ré) = Z‘E)EHWOT‘P \/ .
i=0 p=

i=0
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Como u, = 1 ZZ 0 On o ! reescrevemos

-1
(va)>z s (V).
i=0
Aplicando a desigualdade acima na desigualdade (3.4), obtemos

q—-1
glogsn(slx) < HVn <\/ T lé) + ilogk (35)
i=0

Pela Observagao 3.1.4 sabemos que os conjuntos de \/?;01 T~I¢ tem fronteira de y-
medida nula. Assim, considerando a Observagado 1.5.3, temos lim; ptn]( ) = u(B)
para cada conjunto B de V? T T~'Z Obtemos que lim; yn <\/ *ig) =
Hy, (VIS T77¢).

Substituindo n por n; em (3.5) e fazendo j — oo, obtemos

gs(e, X, T) <Hy<\/TZ§>

Dividindo a desigualdade por g, obtemos

s(e, X, T) <qHy(\/T’(f>

Fazendo g — oo, obtemos
s(e,X,T) < hy(T,&) < hy(T).

Fazendo ¢ — 0, temos hy,(T) > hy(T, X). Pelo Corolério 2.3.9.1, temos hy(T; X) =
hy(T). Como as entropias topolégicas de Adler-Konheim-McAndrew e de Bowen
num espago compacto coincidem, temos h;(T) = h(T) (Veja Proposicao 2.3.10).

Logo, hy(T) > h(T). Isto encerra a segunda parte da prova, pois dai segue
sup{It,(T) | i € M(X,T)} = h(T).

Finalizando, suponha h(T) # sup{h,(T) | p € M(X,T)}.

Como hy,(T) < h(T) para u € M(X, T) arbitrario (de acordo com a primeira parte
desta prova) e h(T) # sup{hy(T) | p € M(X,T)}, temos h,(T) < sup{h,(T) | u €
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M(X,T)} < h(T). Absurdo! Provamos na segunda parte desta prova que
sup{/(T) | p € M(X,T)} = h(T).
Portanto, h(T) = sup{h,(T) | p € M(X,T)}.

3.2 Principio Variacional para espa¢os nao compactos

Toda esta segdo é desenvolvida visando detalhar os resultados expostos no artigo
Entropy and its variational principle for noncompact metric spaces [8] publicado em 2009
pelo matemdtico Mauro Patrdo da Universidade de Brasilia.

O objetivo é apresentar em detalhes o teorema principal do artigo citado, o
resultado que estabelece para aplicacdes proprias em espacos separaveis localmente

compactos a seguinte relagao:
sup i, (T) = *(T) = minhy(T),
H

onde h* é a entropia topoldgica admissivel e o minimo do terceiro membro da
igualdade é atingido sempre que d é uma métrica admissivel.

Um importante detalhe é que este resultado é vdlido para uma familia restrita de
aplicagdes continuas em espacgos localmente compactos, as aplicagdes proprias. Tal
familia se posiciona entre as aplicagdes continuas e os homeomorfismos. A exigéncia
de que a aplicacdo T seja prépria é necessdria para garantir que a extensdo T seja
também continua.

Na primeira subse¢do exploraremos as extensdes idealizadas por Patrdo das
defini¢des de entropia topolégica de Adler-Konheim-McAndrew e de Bowen, as quais
chamaremos de entropia topoldgica admissivel e de entropia de Bowen estendida,
respectivamente. Na subsecdo seguinte verificaremos resultados preliminares que
nos serdo uteis na demonstracdo do teorema principal desta segdo - o qual vem a
ser finalmente apresentado na terceira subsecdo. Na quarta subsegdo apresentaremos
um exemplo que faz uso do Principio Variacional para espacos ndo compactos para
determinar a entropia de um isomorfismo linear de um espaco vetorial normado de

dimensao finita.
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3.2.1 Entropia para espacos métricos nao compactos

Iniciamos esta se¢do apresentando uma extensdo, proposta pelo matemaético
Mauro Patrdo em [8], da entropia topolédgica de Adler-Konheim-McAndrew [2].
Considere X um espago topoldgico ndo necessariamente compacto e T : X — X
uma aplica¢do proépria.
Defini¢ao 3.2.1 (Cobertura admissivel). Uma cobertura a« de X é dita cobertura
admissivel de X se é uma cobertura aberta e finita tal que, para cada A € «a, o fecho ou

o complemento de A é compacto.

Observacgdo 3.2.2. Toda cobertura admissivel de um espago topolégico ndo compacto

possui pelo menos um conjunto cujo fecho ndo é compacto.

Prova. De fato, seja « = {Aj, ..., Ay} uma cobertura admissivel do espago topoldgico
ndo compacto X. Suponha por absurdo que o fecho de cada um dos conjuntos de «
é compacto. Entdo a colegdo {Aj1, ..., Ay} é uma familia de compactos. Sabemos que
A; C X para todo i € {1,...,k}. Como & é cobertura de X, segue que X = Ule A;.
Assim, X é unido finita de compactos. Segue pela Proposicdo 1.2.7 que X é compacto,
o que figura como absurdo uma vez que, por hipétese, X é ndo compacto. Concluimos

entdo que « possui pelo menos um conjunto cujo fecho ndo é compacto. |

7

Uma consequéncia imediata dessa observacdo é que toda cobertura admissivel
de um espaco topolégico X possui pelo menos um conjunto cujo complementar é
compacto. Este resultado nos seréa ttil na prova da Observacao 3.2.16.

Provaremos a seguir que, se &« é uma cobertura admissivel e T é uma aplicagdo
propria, entdo a cobertura jungdo n-iterada de « relativa a T é também uma cobertura
admissivel.

Observacao 3.2.3. Dada uma cobertura admissivel « de X e uma aplicagdo prépria T,

para todo n € IN, a cobertura jungdo n-iterada de « relativa a T
W' = {AgNT HA)N..NT"(A,): A; € a}

é também uma cobertura admissivel de X.

Prova. De fato, dado

AgNTHA)N..NTI(A)N..NT "(Ay) € o,
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como T é continua, é evidente que tal conjunto é aberto. Dado x € X, como
« é cobertura de X, x € A para algum A € a. Como T é uma aplicagdo
definida em X, x possui imagem por T e assim, T'(x) € A;, para algum A; € a,
para todo i € 1,..,n. Portanto, x € T_i(Al-), A; € a, para todo i € {1,..,n},
isto 6, x pertence a algum conjunto Ay N T }(A;)N..N T’j(Aj) N..NT"(Ay)

de a.

Isto prova que a” é cobertura de X. Quanto a propriedade que envolve
compacidade, temos duas possibilidades: 1) se, para algum j € {0,...,n}, A; possui
fecho compacto, entdao T~/ (X]) é compacto pois T é aplicagdo propria. Note que
o fecho de AgN T 1(A)N..N T’]'(Aj) N..NT"(A,) estd contido no fecho de
cada A; para todo i € {0,..,n}. Pela Proposi¢do 1.2.4 sabemos que WA]) -
T7I(4A)), isto é, o fecho de T7/(A;) é subconjunto do compacto T~/(4;). Como
T‘l—(A]-) é um subconjunto fechado de compacto, segue que T‘l—(A]) é compacto.
Por raciocinio analogo, o fecho de Ao N T (A7) N...N T‘j(A]-) N.NT A, é
subconjunto fechado do compacto T—l—(A]-), o que implica no fato de que o fecho
de AgNT HA)N..NT(A))N..NT"(A,) é compacto. 2) Agora, se, para todo
i € {0,..,n}, X\A; é compacto, como T é aplicacio propria, T (A;) é aberto e
T=(X\A;) = X\T*(A;) é compacto para cada i € {0,...,n}. Como a reunido finita de
compactos é compacta, pelas Leis de Morgan temos X\ (AgNT (A1) N..N T "(A,))
compacto. Portanto, &, é uma cobertura aberta e finita tal que, para cada A € a", o

fecho ou o complemento de A é compacto, isto é, a” é uma cobertura admissivel de

X. n

Sabendo que N(a") representa a menor cardinalidade de todas as subcoberturas
de a", é possivel provar que log N(a") é subaditivo. Tal prova é similar a prova deste
fato para o caso em que X é um espago topolégico compacto, que nada mais é do
que uma implicagdo a partir do Teorema 2.1.8. A subaditividade de N(a") implica na
existéncia do limite a seguir

1
h*(T,a) = lim —log N(a"),

n—o0 1

o qual denominamos de entropia topolégica admissivel de T relativa a cobertura «.



63
Definicdo 3.2.4. A entropia topolégica admissivel da aplicagdo propria T é definida por
h*(T) =suph™(T,u),
4

onde o supremo é tomado sobre todas as coberturas admissiveis « de X.

Ancoramos o asterisco na notacdo dessa nova definicdo de entropia para sinalizar
que estamos nos referindo a entropia topolégica considerando coberturas admissiveis.
Tal definicdo nada mais é do que uma extensdo da entropia de Adler-Konheim-
McAndrew. E interessante notar que as defini¢des de #(T) e de h*(T) coincidem
quando o espago topolégico X é um espago compacto, pois neste contexto toda
aplicagdo continua é prépria e toda cobertura aberta finita de X é admissivel.

O resultado que apresentamos a seguir generaliza, para espagos ndo compactos, a
relacdo entre as entropias topoldgicas de duas aplica¢des semi-conjugadas (Proposi¢do
2.2.9).

Proposicao 3.2.5. Sejam T : X — X e S : Y — Y duas aplica¢des proprias, onde X e
Y sdo espacgos topologicos. Se f : Y — X é uma aplica¢do sobrejetora prépria tal que
foS=Tof,entdao h*(T) < h*(S).

Prova. Seja @ uma cobertura admissivel de X. Por hipétese f é uma aplicagdo prépria,
em particular, f é continua - e por isso a imagem inversa de cada aberto em X é aberto

em Y - e a imagem inversa de todo conjunto compacto é compacto. Logo, a colegao

fHw) ={f(A): Aca}

¢ uma cobertura admissivel do espago topolégico Y.

Afirmamos que se B é um subconjunto de 4", entdio f~!(B) é um subconjunto
de f~!(a)". De fato, B € Bse, e s6ése, B = AgNT (A} N..NnT"(A,), com
A;eaVie{0,..,n}. Entdo, temos

fHB) = fTHA) N fTHT H(AD)) NN fTHT T (An))
= fTHA)NSTHTH(A))N..nSTI(TY,

uma vez que floT™ = S o f!

Note que, f~1(Ag) NS~LHf 1 (A))N..nST(f1) € f~1(a)", e portanto, f~1(B) C

, conforme a hipétese de que foS = To f.
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f~1(a)". Reciprocamente, afirmamos que se 7 é um subconjunto de f~!(a)", entdo

v = f~1(B), onde B ¢ algum subconjunto de a”. Provemos. Seja C € v. Entdo,

C = fHA)NSTHfH(A)) NN ST (f7 (An)

f
= fH(A) NfHTHAY) NN fHT T (An))
FHANT YA N..NTYAy)),

onde A; € a Vi € {0,...,n}. Concluimos que C = f~1(B) para algum B € a", o que
implica em v = f~1(B), sendo B algum subconjunto de a".

Entdo, se B é uma subcobertura de a”, entdo f~!(B) é uma subcobertura de
f~(a)". Reciprocamente, se 7 é uma subcobertura de f~!(a)", entdo v = f~1(B),
sendo B algum subconjunto de a". O fato de f ser sobrejetora garante que  é uma
subcobertura de a".

Concluimos que N(a") = N(f~!(a)"). Tomando o logaritmo dessa igualdade,

dividindo por 7 e, em seguida, tomando o limite com n — oo, temos
W(T,a) = (S, (@) < H*(S).

Como « é uma cobertura admissivel arbitraria de X, escrevemos h*(T) < h*(S). m

Apresentaremos agora a extensdo da entropia de Bowen sugerida por Patrdo em
[8]. A partir da defini¢do de entropia de Bowen, apresentada na Segdo 2.3, faremos
algumas adaptacOes e a nomearemos de entropia estendida de Bowen.

Considere X um espaco métrico ndo necessariamente compactoe T : X — X uma

aplicagdo continua.
Definigdo 3.2.6. Seja n um ntimero natural, ¢ > 0 e Y um subconjunto arbitrdrio do
espago métrico (X, d). Um subconjunto G de X é dito (n, )-gerador de Y com respeito
a T se para todo x € Y existe y € G tal que d,(x,y) < ¢, isto é, se existe y € G tal que
x € By, (y,¢).

Denotaremos por Gy(g,Y) a menor cardinalidade de todos os conjuntos (1, ¢)-
geradores de Y.

Observagdo 3.2.7. Se €1 < €3, entdo G,(e1,Y) > Gy(ep,Y).

Prova. A prova é a mesma que exibimos para o caso em que ¥ = K compacto na
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Observacao 2.3.2. m

Definicao 3.2.8. Definimos

g(e,Y) = limsup % log G (e, Y).

n—o0o

Quando Y é compacto temos G, (g, Y) < oo, 0 que garante a existéncia do limite
de forma imediata. Como neste caso Y é arbitrdrio, provaremos a desigualdade
Gu(e,Y) < Gy(g,Y)Gry(e,Y) e em seguida faremos uso do Teorema 2.1.8, provando
enfim que o limite da defini¢do g(e,Y) existe. Esta prova foi desenvolvida

considerando a sugestdo presente na Observacgdo 1.2.24 de nossa referéncia [20].

Proposicdo 3.2.9. Dado Y C X, temos
Gu(e,Y) < Gy(e,Y)Gng(eY)

paratodoe >0eq € {0,..,n}.
Prova. Suponha por absurdo que G4(g,Y)Gy—4(g,Y) < Gu(e,Y).

Seja G; = {x1,..., ¢} C Y tal que Gy(¢,Y) = #Gy e Gy—y = {y1,....,y1} C Y tal que
Gu—q(&,Y) = #G;, 4. Dessa forma,

X = {qu(xl,s),..., qu(xk,s)} e = {Bdn_q(yl,s),..., Bd,,_q (y1,€)}

sdo coberturas de Y. Tomemos T8 = {T 1 (Bdn_q (y1,8)> o, T (Bdn_q (yl,s)> }.
Consideremos a V T™98 a jungdo das coberturas « e T"9B. Seja p o ntimero de
conjuntos ndo vazios de a VT 7B. Para cada A; € a VT 1, com 1 < j < p,
tome z; € Y tal que A; C By, (zj,€). Assim, G = {z1,...,zp} € um conjunto (n,e)-
gerador de Y. Portanto, G, (g, Y) < #aV T8 < Gy(e,Y)Gr4(g,Y), 0 que contraria

flagrantemente a hipétese absurda. m

Proposicdo 3.2.10. O limite da igualdade g(e,Y) = limsup, .., 1logGu(e Y) existe
para todo & > 0.

Prova. Consideremos uma sequéncia {a, },en dada por a, =1log G, (e, Y).
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Tomando o logaritmo da desigualdade presente na proposicdo anterior, temos
log Gu(e,Y) <logGy(e,Y) +1og Gy 4(g, Y),
para algum g € {1,..,n}. Logo, a, < ag + an—g. Assim, o resultado segue

naturalmente pelo Teorema 2.1.8. n

Observagdo 3.2.11. Para Y C X arbitrdrio, g(e, Y) é monétona com respeito a e.

Prova. A prova desta observagdo é andloga a prova da Observacgao 2.3.3. L

Defini¢do 3.2.12. Se Y é um subconjunto arbitrdrio do espago métrico (X,d),
definimos

By(T,Y) = limg (e, Y).

Denominamos por entropia estendida de Bowen da aplicagdo continua T o nimero

hy(T) = sup hy(T,Y),
YcXx

sendo o supremo tomado sobre todos os subconjuntos Y de X em vez de apenas os

subconjuntos compactos como no caso da entropia de Bowen h4(T).

Observagido 3.2.13. Uma vez que 1(T,Y) é mondtona com respeito a Y, segue que
ha(T) = hg(T, X).

Prova. Sejam ¥ C X ee > 0. E imediato que Gu(e,Y) < Gu(e, X). Logo,
hi(T,Y) < hy(T, X). Dai, temos

15(T) = sup H3(T, Y) = (T, X).
YCX

Note que,

hi(T) =suphj(T,Y) e hy(T)= sup h(T,Y),
YcX YCXcompacto

isto é, o supremo de h;(T) é tomado sobre uma restricdio do conjunto sobre o qual
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o supremo de /%(T) é tomado. Isto implica em hy(T) < h’(T). E interessante notar
que a igualdade é obtida sempre que X é um espago métrico compacto, pois neste
contexto tem-se 1(T) = h’}(T, X) = hy(T, X) = hy(T).

Daqui em diante simplificaremos nossa notagdo e denotaremos Gy (¢, X) e g(¢, X)
por Gy(¢) e g(e), respectivamente.

O primeiro resultado da préxima segdo exige alguma regularidade na métrica
adotada. Visando atender esta exigéncia, definimos agora uma classe de métricas

com algumas propriedades basicas.

Defini¢do 3.2.14. Seja (X,d) um espago métrico. Dizemos que d é uma métrica

admissivel se as seguintes condi¢des sdo verificadas:

i) Se as = {B(x1,0), ..., B(xx,6)} é uma cobertura de X para todo ¢ € (a,b), com

0 < a < b, entdo existe J; € (a,b) tal que a;, ¢ uma cobertura admissivel.
ii) Toda cobertura admissivel de X tem um nimero de Lebesgue.

Observamos que se (X,d) é compacto, entdo d é naturalmente admissivel. Isto
segue do fato de que toda cobertura aberta e finita de um espago compacto é
admissivel e, ainda, toda cobertura aberta de um espago métrico compacto possui

um numero de Lebesgue, conforme a Proposicdo 1.2.8.

3.2.2 Resultados preliminares

Apresentaremos nesta se¢do alguns resultados que utilizaremos na demonstra¢do
do Teorema 3.2.28. Poderiamos nomear tais resultados por lemas, mas replicaremos
0s nomes propostos por Patrdo em [8] e os nomearemos por proposicao.

O resultado a seguir é uma generalizacdo do conhecido resultado apresentado na
Proposigdo 2.3.10 que afirma que se (X,d) é compacto, entdo a entropia de Adler-
Konheim-McAndrew e a entropia de Bowen coincidem. No caso ndo compacto
obtemos um resultado similar que envolve as entropias 1*(T) e h3(T) mas com a
exigéncia de que d seja uma métrica admissivel.

Proposi¢do 3.2.15. Seja T : X — X uma aplicacdo prépria do espago métrico (X, d).

Se d é uma métrica admissivel, entdo h*(T) = hj(T).
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Prova. Primeiro, afirmamos que, para qualquer cobertura admissivel a de X, temos
g(la]) < (T, w), (3.6)

com |¢|] = max{diam A : A € a}. De fato, os elementos de a" sdo dados por
AgNTHA)N..NT"(Ay), com A; € a Vi € {0,..,n}. Tomemos B uma
subcobertura a”. Para cada B € 8, tome um elemento x € B e defina G o conjunto que
retne esses elementos. Observe que G é um conjunto (7, |«|)-gerador de X. De fato,
seja y € X e tome algum Ag N T (A7) N..N T "(A,) € B que contenha y. Tomando
x € Gtal que x € AgNT (A1) N...NT"(A,), temos d(T'(x), T'(y)) < |a|, para
todoi € {0,1,..,n}, pois T!(x), T'(y) € Ag e diam Ag < |«|.

Entdo, para cada subcobertura § de a", existe um conjunto (n, |a|)-gerador de X

tal que G, (|a|) < #G < #B. Isto é, temos
Gu(la]) < N(a"). (3.7)
Tomando o logaritmo de (3.7), dividindo por # e, em seguida, fazendo n — oo, segue
g(lal) < h*(T,a).
Agora, afirmamos que, para todo & > 0, existe J; € (5,¢) tal que h*(T,a;,) < g(5),

onde a; é uma cobertura admissivel de bolas com raio igual a .. De fato, se

G = {x1,..,x¢x} é um conjunto (n,5)-gerador de X, para todo 6 € (§,¢) temos a

seguinte cobertura aberta e finita de X
Bs = {B(x;,6) N..N T "(B(T"(x;),9)) : x; € G}.
Note que, dado x € X, existe x; € G tal que d,,(x,x;) < 5 < J,isto é,
x € B(x;,0)N...n T "(B(T"(x;),9)). (3.8)

Tomemos as = {B(T'(x;),6) : x; € G,0 <1 < n}. Por (3.8) vé-se facilmente que
a5 é uma cobertura aberta e finita de X para todo 6 € (5,¢). Como d é uma métrica

admissivel, existe J; € (§,¢) tal que a;, é uma cobertura admissivel de X formada por
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bolas de raio igual J.

Além disso, obtemos que fs, € uma subcobertura de aj . Assim, para cada conjunto
(n,5)-gerador G de X, existe é¢ € (5,€) e uma subcobertura s, de aj tal que
N <a§€> < #B;. < #G.

Dai, segue que

€
< =. .
N (as,) < Gy (2) (3.9)
Tomando o logaritmo dos membros da desigualdade (3.9), dividindo por n e

fazendo n — oo, obtemos que existe J; € (%, ¢) tal que

() <3(5).

Como |as5| < 20, < 2¢ e considerando as desigualdades (3.6), (3.7) e pela
Observagdo 3.2.11, segue

£
8(2¢) < gllag) < h(T,a5) < g (5).
Tomando o limite com ¢ — 0, temos

hi(T) = li_r%h*(T,oc(gs) = s€1>1%) h*(T,as,). (3.10)

Para finalizar a prova é necessdrio mostrar que o supremo da igualdade (3.10)

é igual a h*(T). Pois bem, para qualquer cobertura admissivel « de X, tome ¢
o numero de Lebesgue dessa cobertura. A existéncia do ntiimero de Lebesgue é
garantida pelo fato de d ser uma métrica admissivel. Afirmamos que N(a") < N(aj).
De fato, perceba que todo elemento de aj é dado por By N T(By) N...N T~ "(By),
com {By, ..., By} bolas de raio ¢ < e. Como ¢ é ntimero de Lebesgue de w, existe

{Ao, ..., An} C a tal que B; C A;, para todo i € 0, ..., n. Assim, temos
BoN..NT™(By) C AgN..NT "(An),

o que significa que, para cada subcobertura p de «aj, existe uma subcobertura -y de

a" de forma que N(a") < #y = #B. Logo, N (a") < N (w?g). Tomando o logaritmo,
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dividindo por 7 e tomando o limite com n — co, obtemos

W (T,a) < h*(T,as,) < suph*(T,ag,).

e>0

Como & é uma cobertura admissivel arbitraria de X, temos h*(T) = sup,.,h* (T, as,).
Portanto, 1j(T) = h*(T). n
Daqui em diante assumiremos que X é um espaco métrico localmente compacto.
Assim, de acordo com a Proposigdo 1.2.11, existe uma compactificagdo por um ponto
para X, a qual escolhemos denotar por X. Tomando a compactificagio por um ponto
trivial, sendo ¢|x igual a aplicagdo identidade, obtemos X = X U {0}, sendo co um
ponto que ndo pertence a X e é chamado de ponto no infinito. Consideraremos X
munido da topologia T definida na Secdo 1.2 do Capitulo 1 desta dissertacao.
Observagdo 3.2.16. Se X é compactificagdo por um ponto de X, entdo, para qualquer
cobertura admissivel & de X, existe uma cobertura aberta & de X tal que v = XN&,
isto 6, A € « se, e somente se, existe A € &, com A = AN X.
Prova. Consideraremos X ndo compacto, uma vez que o caso compacto é trivial.
Seja @ uma cobertura admissivel de X. Pela Observagdo 3.2.2, existe pelo menos um
conjunto em « cujo complementar em X é compacto. Seja A € & um aberto com tal
propriedade.

Defina A = AU {oo}. Note que A é uma vizinhanca aberta de oo em X. Definindo
&a={A}U{Bea:B#A}

Perceba que o complementar de A em X é compacto, pois X\ A = X\ A.
Por construcdo de &, temos X N& = {ANX} U{XNB:B€caeB # A}. Isto ¢,

X N& = «. Assim se encerra esta prova. |

Definigdo 3.2.17. Seja T : X — X uma aplicacdo prépria. Definimos T : X — X dada
por

Dizemos que T é a extensio de T para X.
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Observe que nossa Defini¢do 3.2.17 pressupde T uma aplicacdo propria. O objetivo
é garantir que a extensdo de T para X é continua, o que ndo é verdade de forma geral.
O exemplo a seguir exibe uma aplicacdo T que é continua, mas que sua extensao para

X ndo é continua; tal exemplo foi inspirado numa versdo apresentada em [20].

Exemplo 3.2.18. Considere X = (0,1). Note que X é um espaco localmente compacto.

Considere a aplicagdo T : X — X dada por

=
IA
NI NI

~

T(x) =

INUalR e
=
V

A extensdo de T para X = (0,1) U {cox } ndo é continua.

Prova. De fato, considere a sequéncia (x,),cn dada por x, = 1 — % Quando n — oo

temos x, — cog. No entanto,

~ 1

Iim T (x,) = =,

n1—r>rolo ( ”) 2
isto é, existe uma sequéncia (x,) tal que limy_c X, = o0g, mas limy_eo T(x,) #
T(cog). Segue que T nao é continua. m

Observagao 3.2.19. Assim como T, a aplicagdo T também ¢é propria.

Prova. De fato, provaremos primeiro que T é continua - sendo suficiente mostrar que
T é continua em oo. Pois bem, seja A U {oo} uma vizinhanca de co. Assim, A é aberto

e seu complemento é compacto, e entdo,
T7H(AU{eo}) =T H(A) U {0}

é uma vizinhanca de oo no dominio de T, uma vez que T !(A) é aberto e seu
complementar é compacto. Em detalhes, T~!(A) é aberto pois T é continua e A é
aberto. Ainda, temos T~!(X\A) = X\T!(A); como T é aplicagdo prépria, segue que
X\T~1(A) é compacto. Portanto, T é continua também em co. Para concluirmos que
Te propria, falta-nos mostrar que a imagem inversa por T de compacto € compacto.
Dado B € X compacto, se o ¢ B, temos T~!(B) = T~1(B), o que garante T~!(B)
compacto, pois T é aplicagdo propria; se co € B, temos B\{co} compacto em X,

caso contrario, existiria uma cobertura aberta C = {C) } 1 de B\{oo} em X que ndo
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admitiria subcobertura finita, o que implicaria em B ndo compacto em X, uma vez que
CU{oo} = {Cy U {oo}} ¢ seria uma cobertura aberta de B em X que ndo admitiria
subcobertura finita, um completo absurdo frente ao fato de que tomamos B compacto

em X. Prosseguindo, temos

T-1(B) = T 1(B\{eo}) UT '({o0})
T (B\{e0}) U {eo}.

Mostramos que B\{oo} é compacto em X, assim, como T é prépria, segue que
T~1(B\{oo}) é compacto. Seja C = {C,},c; uma cobertura aberta de T~!(B) em
X. Entdo, C\{co} = {Ci\{o}}.cr é uma cobertura aberta de T~1(B\{co}) em X.
Como T71(B\{e}) é compacto, existe uma subcobertura finita de C\{oo}, digamos,
{Cr,\{eo},...,Cx,\{oo} }. Tomando uma colegdo formada pelos C, af presentes, mas
sem a retirada de oo, temos {Cy,,...,C),}. Se tal colegdo ndo cobre T~!(B) - isto ¢,
ndo cobre {0} - basta escolher um conjunto de C que contenha oo, digamos, CA*,
e entdo temos a seguinte subcobertura finita {C Ayr s C A C),} c C para o conjunto
T~1(B). Como C é cobertura aberta arbitraria, obtemos que T~!(B) é compacto em
X. Portanto, para todo B compacto em X, temos T~1(B) compacto. Dessa forma,
obtemos que T é aplicacdo propria. n

Daqui em diante consideraremos X um espago métrico separavel e localmente
compacto. O objetivo é garantir que X ¢é metrizavel, pois para que uma
compactificagdo por um ponto seja metrizdvel é necessdrio e suficiente que X seja
um espago métrico separdvel localmente compacto. Tal resultado segue pela simples
combinacao das Proposi¢des 1.2.10 e 1.2.12.

A préxima proposigio mostra que a restricdo para X de qualquer métrica em X
é sempre admissivel e que as entropias topolégicas de T e da extensdo de T para X
coincidem. Antes deste resultado, apresentamos o Lema 3.2.20, o qual nos garante
que as coberturas admissiveis do espago métrico localmente compacto da Proposicao

3.2.21 possui nimero de Lebesgue.
Lema 3.2.20 (Numero de Lebesgue). Se (X,d) é um espago métrico que admite
compactificacdo por um ponto (X,d), tal que d é a restricio de d ao espaco X, entdo

toda cobertura admissivel de X possui nimero de Lebesgue.
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Prova. Consideraremos X ndo compacto em razdo de que o caso compacto ja
é contemplado pela Proposicdo 1.2.8. Mostraremos a seguir que toda cobertura
admissivel de X tem nimero de Lebesgue.

Seja &« uma cobertura admissivel de X. Dada a Observacdo 3.2.16, existe uma
cobertura aberta & de X tal que A € « se, e somente se, existe Aci comA=ANX.
Assim, se ¢ é o nimero de Lebesgue de &, entdo ¢ é também ntimero de Lebesgue
de a. De fato, dada uma bola B(x,¢) em X, existe A € & tal que B(x,e) C A.

Consequentemente, existe AN X = A € a tal que B(x,¢) C A. ]

Proposicdo 3.2.21. Seja T : X — X uma aplicacdo propria do espaco separével
localmente compacto X. Seja d uma métrica dada pela restricdo a X de alguma métrica

d em X, a compactificagdo por um ponto de X. Entao, d é uma métrica admissivel e
hay(T) = hy(T),

onde T é a extensdo de T para X. Em particular, temos h*(T) = h(T).

Prova. Primeiro, mostraremos que Gy (¢) é finito para todo ¢ > 0.

Seja G = {f,..., %} C X um conjunto (n,5)-gerador de X. Nos é permitido
assumir G finito pois X é compacto. Pela densidade de X em X, existem {x1, ..., xx} C
X tais que dy(x;, %) < § para todo i € {1,..,k}. Note que afirmamos isto para a
métrica d,, pois esta é equivalente a d.

Para x € X C X, temos d,(x, %) < 5 para algum %; € G. Entdo,

~ ~ & &
dn(x,fi) —+ dn(xi,fi) < E -+ E =&

Como d,, é métrica, segue dy(x,x;) < e. Uma vez que x,x; € X, temos d,(x,x;) < g,
sendo d,, a restricio da métrica d, ao conjunto X. Como x é arbitrario em X, segue
que G = {x1, ..., x;} é um conjunto (n, ¢)-gerador de X, pois todo elemento de X est4
contido numa bola aberta de raio ¢ centrada em algum ponto de G.

Se escolhermos G de forma que #G = G,(§), entdo podemos afirmar que
Gn(e) < Gu(§) < o0, pois para cada conjunto (1, 5)-gerador de X temos um conjunto
(n,¢)-gerador de X de mesma cardinalidade. Assim, segue que Gy(¢) é finito para

todo ¢ > 0.
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Agora, assuma que a5 = {B(x1,0), ..., B(xt,6)} é uma cobertura de X, para todo
5 € (a,b), com 0 < a < b. Afirmamos que existe . € (a,b) tal que co & S(x;,6)
para todo i € {1,..,k}, com S(x,7) a esfera em X de raio r centrada em x. De
fato, para cada i € {1,...,k}, seja d;, € (a,b) o nimero real tal que oo € S~(xi,(58i),
se existir J¢, em (a,b) com tal propriedade; caso ndo exista, defina J;, = 0. Temos
dois casos possiveis: 1) se d;, = 0 para todo i, entdo para todo & € (a,b) temos
o ¢ S(x;,6) para todo i € {1,..,k}. 2) se para algum i tem-se &, # 0, defina
D = (a,b)\{d;, : i € {1,..,k} ed; # 0}. Tomemos 6 € D qualquer. Note que
o ¢ S(xj,0:) para todo i € {1,...,k}. Portanto, existe &, € (a,b) tal que oo ¢ S(x;,J¢)
para todo i € {1,..., k}, como bem queriamos mostrar. A seguir, concluiremos que «;,
é admissivel.

Denotando por B(x,7) a bola aberta em X de raio r centrada em X, existem duas
possibilidades: 1) o ponto o estd contido em B(x;,J) ou 2) o ponto o ndo estd
contido no fecho de B(x;, ;). No primeiro caso, o complementar de B(x;, &) é igual ao
complementar de B(x;,é;), que é compacto. No segundo caso, existe uma vizinhanca
aberta U de oo que tem intersegdo vazia com B(x;, &), pois oo ndo é ponto aderente a
B(x;,5). Entdo, B(x;,8:) = B(x;, &) estd contido no complemento de U em X, que ¢é
compacto, uma vez que o complementar de U é um subconjunto fechado do compacto
X. Temos B(x;,6;) = m compacto, pois é subconjunto fechado do compacto U.
Mostramos entdo que o complemento ou o fecho de cada B(x;,0¢) em X é compacto,
0 que nos permite concluir que &, é cobertura admissivel de X.

Como existe &, € (a,b) tal que a;, é cobertura admissivel e, de acordo com o Lema
3.2.20, toda cobertura admissivel de X possui ntiimero de Lebesgue, segue que d é
métrica admissivel.

Nos ocuparemos agora de provar a igualdade h;(T) = h;(T). Seja G = {x1, ..., X}
um conjunto (1, 5)-gerador de X. Pela densidade de X em X, se & € X, existe x € X
tal que d,,(%,x) < §. Note que nesta desigualdade passamos diretamente ao uso da
métrica d,, pois esta é topologicamente equivalente & métrica d (veja Proposicao 1.4.1).

Sabemos ainda que dy(x,x;) = du(x,x;) < 5, para algum x; € G. Assim, segue

dy(%,x;) < Jn(f,x) + Jn(x, x;) <,

0 que nos garante que G é um conjunto (1, ¢)-gerador de X.
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Escolhendo G tal que #G = G,(§), constatamos que G,(¢) < G,(5), pois cada
conjunto (1, §)-gerador de X é um conjunto (1, ¢)-gerador de X.

Ao longo desta prova mostramos que, dado ¢ > 0, G,(e) < Gn(g) e também
Gn(e) < Gu(§). Tomando o logaritmo destas desigualdades, dividindo por 7 e em

seguida tomando o limite com n — oo, obtemos
€ €
<§(= 9 < = .
g (e) _g(z) e g(e) _g(z)
Entado, podemos escrever

lim g(4e) < lim §(2¢) < lim g(e).
e—0 e—0 e—0

Note que, no membro central desta desigualdade temos lim,_,o $(2¢) = h}(T) Nos

membros laterais temos lim,_,o g(4¢) = h(T) = lim,_,0 g(¢). Em suma, temos
hi(T) < h5(T) < hy(T),

o0 que confirma a tese de que 1(T) = h;(T)

Para finalizar, mostraremos que h*(T) = h(T).

Por um lado, pela Proposigao 3.2.15, temos h*(T) = h(T).

Por outro lado, como X é compacto, sabemos que a entropia de Bowen / 7 coincide
com sua versdo estendida h%, razdo pela qual temos hi(T) = h;(T) Como, em
particular, T é continua, obtemos pela Proposicdo 2.3.10 que as entropias topoldgicas
de Bowen e de Adler-Konheim-McAndrew coincidem hz(T) = h(T). Dai segue que
h5(T) = h(T).

Portanto,

O nosso préximo resultado (Lema 3.2.22) foi provado primeiro no Lema 1.5
de nossa referéncia [7], no qual Michael Handel e Bruce Kitchens usam o fato

de que o supremo das entropias de Kolmogorov-Sinai tomado sobre medidas de
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probabilidades invariantes é igual ao supremo tomado apenas sobre as medidas
ergbdicas. A prova que apresentaremos a seguir é baseada na prova proposta por

Mauro Patrdo em [8], no qual o resultado citado nédo é utilizado.

Lema 3.2.22. Se T : X — X é uma aplicagdo propriae T : X — X a extensdo de T na

compactificagdo por um ponto X do espago separéavel localmente compacto X, entdo
suphy(T) = suph (7)
2 i

sendo os supremos tomados sobre M (X, T) e M(X, T), respectivamente.

Prova. Iniciaremos esta prova verificando que os conjuntos M (X, T) e M(X, T) sdo
ndo vazios. Sabemos que M (X, T) é nao vazio em razdo do Corolario 1.5.5.1. Quanto

ao conjunto M (X, T), trazemos a seguinte afirmacéo.
Afirmacao 3.2.22.1. O conjunto M (X, T) é ndo vazio.

Prova. Para cada n natural defina 0, = §,, para algum y € X com y # oo.
Consideremos ¢, uma medida tal que, para todo B € B(X), 6,(B) = 1sey € Be
6y(B) = 0sey ¢ B. E imediato que 0, € M(X) para todo n natural. Temos ai uma

sequéncia {0y }$2 ;. Definimos uma nova sequéncia {fi,};’ ; dada por
1 ;
ip=—3 op0T "
Hn " n;l n

Pelo Teorema 1.5.5, o ponto limite i de {fi,}$>; é um elemento de M(X,T).
Agora, observe que, como y # oo, temos 0,({o0}) = 0 para todo n, o que implica
em fi,({}) = 0 para todo n natural, pois {c0} é um conjunto T-invariante.
Consequentemente, i é um elemento de M (X, T) tal que fi({co}) = 0. Como X e
{co} sdo conjuntos T-invariantes e disjuntos, segue que ji(X) = 1.

Basta observar a relagio entre as topologias de X e X para notar que B(X) C B(X).
Visto isso, definamos p = fi|(x). Queremos mostrar que u € M(X,T). De imediato
temos p(X) = 1, restando apenas mostrar que y é T-invariante. Sabemos que, em
particular, se B € B(X) C B(X) entéo jio T~/(B) = ji(B). Como B € B(X), temos

ji(B) = filzx)(B) e wuoT '(B)=jfilgx T "(B),



77

0 que implica em

Sabemos que T~/(B) = T~/(B) para todo B C X. Assim, segue o T~*(B) = u(B).
Portanto, p € M(X,T), o que prova que M (X, T) é ndo vazio. O

Provaremos a igualdade apresentada no enunciado deste Lema numa prova em
duas partes. Primeiro mostraremos que sup,, /1, (T) < sup; hia( T).

Gragas a afirmagdo anterior sabemos que M (X, T) é ndo vazio. Seja u € M(X, T)
arbitrario. Defina fi(A) = u(A N X). Nao é dificil provar que fi € M(X,T), basta
observar que X e {0} sdo conjuntos T-invariantes.

Em razdo da definicdo de ji temos h,(T) = h;(T). De fato, seja P = {Py, P, ..., D}
uma partigdo de X. Tomemos um numero qualquer j fixado tal que P; € P. Defina
P = {P,D,.., P} tal que P; = P; para todo i # j e Pj = PjU {co}. Note que P é
particdo de X. Note também que, para todo B; € P, temos fi(5) = u (BN X) = u(P,).
Observando isto é possivel provar que hﬁ(T,ﬁ) = hy(T,P). Em suma, mostramos
que para toda particio P de X existe uma particio P de X tal que hy(T,P) =
hy(T,P), o que implica em h,(T) < hy(T).

Por outro lado, dada uma parti¢do P = {Py, P, ..., P} de X, seja j o tinico ntimero
natural tal que P; € P contém oo. Defina P = {P}, P,, ..., P} tal que P; = P; N X para
todo i. E imediato que P é particdo de X. Note também que, dado P; € P, temos
u(P;) = i(P;), pois fi(P;) = u(P; N X) = u(P;). Observando isto é possivel provar que
h(T,P) = h(T,P). Em suma, para toda particio P de X existe uma particio P de X
tal que h(T, P) = h(T,P), o que implica em hy(T) < hy(T). Portanto, by, (T) = hy(T).

Entdo, para cada p € M(X,T) existe i € M(X,T) tal que hz(T) = h,(T), o que
implica em

sup  hu(T) < sup  hu(T).
pe MXT) i € M(X,T)

Iniciamos agora a segunda parte da prova, na qual queremos mostrar que
sup,, 1, (T) = supﬁhﬁ(T). Seja i € M(X,T). Se ji({c0}) = 1, é imediato que
hi(T) = 0, basta notar que X e {co} sdo T-invariantes. Como nosso interesse
se concentra no supremo de h;(T) tomado sobre todas as medidas i € M(X,T),
podemos assumir ji({co}) = ¢ < 1, pois para medidas com essa propriedade temos

entropia de T maior ou igual a zero. Isto é ndo ha prejuizo em considerarmos o
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supremo de /i (T) tomado sobre as medidas ji € M(X, T) tais que ji({eo}) = c < 1.
Definamos y = (ﬁ) filg(x). Afirmamos que p € M(X,T). De fato, primeiro
note que p é medida de probabilidade em (X, B(X)), pois

u<x>=(1ic)ﬁ15<x><x>=(lic)<<f<> i) = 1= -1

Além disso, temos jio T~/(B) = T7(B) V B(X). Em particular, filgx)© T~(B) =
filpx)(B) ¥V B € B(X), pois B(X) C B(X ) T-i(B) = T~/(B) V B C X. Dividindo tal
igualdade por (1 — ¢) obtemos y o T~/(B) = u(B), isto é, u é T-invariante. Portanto,
e M(X,T).

Afirmamos que h;(T) < hy(T). Pois bem, seja P = {P, ..., P} uma particdo
de X. Definindo P, = P;N X, temos P = {Py,..,P;} uma particio de X. Nao é
dificil provar que P € P" se, e somente se, existe P € P" tal que PN X = P. Isso é
facilmente justificado notando que T~/ (5;) N X = T~/(P;) para quaisquer j € {0, ..., n}
ei € {l,..,1} pois X e {co} sdo conjuntos T-invariantes. Assim, segue que

H(P") = =} f(P)logf(P)

Pepr
= —fi(P)log fi(Peo) —

Sag

=

=
=)

( ) (3.11)

) log fi(

o)} M
=2

=l
s

sendo P € P" 0 conjunto de P" tal que o € Pe.

Como para cada P € P" existe P = PN X € P", observemos que: se P # P, entdo
P € B(X), o que nos permite escrever fi(P) = (1 — ¢)u(P) com P = PN X € P". Para
P, defina Py = P, N X. Atente-se para o fato de que Ps é um elemento de P".

Agora, definimos a = 1 — c e reescrevemos a igualdade (3.11) como segue

H(P") = —fi(Ps)logfi(Ps) — ) ap(P)logau(P)
P#Ps

= —fi(Px)log i(P) + au(Pe) logap(Pe) — Y au(P) logap(P)

pepr
= b— ) ap(P)logau(P),
pepn

sendo b = —fi(Ps)log fi(Ps) + ap(Pe) logap(Ps). Fazendo algumas manipulagdes
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algébricas, obtemos

H(P") = b— ) au(P)logan(P)
Pepn

- b—a( Y, u(P) (loga+10gﬂ(1’))>

Pepr

= b—a (H(X)logH ). M(P)logﬂ(l’)>

pepr
= b—aloga+aH (P").

Observe que
b—aloga = —¢(fi(Pw)) + ¢(ap(Pe)) < d =2max{—¢(x) : x € [0,1]},
sendo ¢ a aplicagdo do Teorema 2.1.3. Lembrando ainda que 4 < 1, temos
H(P") <d+ H(P").
Dividindo tal desigualdade por n e tomando o limite com n — oo, temos
hy(T,P) < hy(T,P) < hy(T).
Como P foi tomado arbitrariamente, temos

() < (T) < sup (7).

Como ji € M(X,T) é também arbitrario, segue

sup  ha(T) < sup  hy(T).
peEM(XT) peM(XT)

\><:l

Concatenando as duas partes dessa prova temos a igualdade desejada

sup h(T) = sup hy(T).
fi iz
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A nossa proxima proposicdo, a Proposicdo 3.2.27, foi extraida do artigo [7]
publicado por Handel e Kitchens em 1993. Tal resultado estabelece que, dada
uma aplicagdo continua T num espago métrico localmente compacto X (ndo
necessariamente compacto), o supremo das entropias de Kolmogorov-Sinai ndo é
maior que o infimo das entropias de Bowen. Tal resultado é fundamental para a
prova de nosso resultado principal, o qual apresentaremos na préxima subsegéo.

Em preparacdo para a prova da proposicdo citada, apresentamos agora alguns
resultados que se fardo necessdrios. Os extraimos também do artigo [7]. Nesses
resultados consideramos convenientemente que as medidas tomadas sdo ergédicas. A
existéncia de medida ergédica é garantida pelo fato de que a compactificagdo por um
ponto de X possui medida ergddica, pois o conjunto de medidas de probabilidades
T-invariantes do compacto X possui membros ergédicos, vide Pagina 127 de [12].
Dessa forma, basta tomar a restrigdo de uma medida ergédica definida em B(X) para
B(X). Nao é dificil verificar que tal restri¢do é ergddica.

Considerar as medidas ergddicas ndo traz prejuizo, haja visto que a entropia
maximal é obtida pela entropia de Kolmogorov-Sinai tomada sobre medidas
ergddicas, conforme exposto no Coroldrio 8.6.1 [14] e, mais detalhadamente, na Se¢do

8.3 de [14].

Defini¢do 3.2.23. Seja C = {Cj, ..., C;} uma colecdo finita disjunta de subconjuntos de
X que ndo necessariamente é uma cobertura de X. Diremos que um conjunto finito
E C K é (n,C)-separado de K se para qualquer par de pontos distintos x,y € K, existem
0<i<nel<r#s <k tais que Tix € C, e Tiy € Cs. Definimos s, (C,K) como a
cardinalidade maxima dos conjuntos (n,C)-separados de K.

A observagdo a seguir nos permitird relacionar s, (C, K) com a entropia de Bowen
dada por conjuntos separados. A distancia entre conjuntos sugerida na definicdo de
v deve ser interpretada como a menor das distancias entre elementos dos conjuntos

avaliados.

Observagio 3.2.24. Seja (X,d) um espago métrico. Se

v =min{d(C,,Cs) : 1 <r #s <k}
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é maior do que zero, entdo
sn(C,K) <sn(7,K) V o <.

Apresentamos agora alguns lemas que utilizaremos na prova da Proposicdo 3.2.27.
Lema 3.2.25. Seja T : X — X uma aplicagdo continua do espago métrico localmente
compacto X. Para qualquer medida invariante u e qualquer conjunto compacto C com
u(C) >1- %, existe um conjunto compacto K C C com y(K) > 1 — 4 e um namero
N tal que para todo n > N e para todo x € K, temos

1 n—1

=Y xc(T'x) >1-04.
iz

Prova. Para cada N > 0, seja
1 n—1 .
GN(C) = xEX:EZXc(TZx)Zl—(SVnzN .
i=0

E suficiente mostrar que algum K = C N Gy (C) é compacto e satisfaz u(K) > 1— 6.

Iniciamos afirmando que Gy(C) é fechado em X, o que implica em C N Gy(C)
compacto uma vez que, por hipétese, C é compacto. De fato, como C é um
subconjunto compacto do Hausdorff, C é fechado. Assim, pela Proposicdo 1.2.3 ,
obtemos que a aplicagdo caracteristica xc é semicontinua superiormente. Como T
é continua, nao ¢é dificil provar que a composicdo xc o T' é também semicontinua
superiormente, basta usar a Proposi¢do 1.2.2. Dai obtemos que

1 n—1

p==Y xcoT : X =R
o

é semicontinua superiormente. Agora, observe que
GN(C) = X\~ (=00, 1 =)

Segue pela Proposigdo 1.2.2 que Gyn(C) é fechado. Como K = C N Gy(C), pela
Proposicdo 1.2.1, segue que K é fechado em C. Como C é compacto, segue pela

Proposicdo 1.2.5 que K é compacto.
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Agora, notemos que p-quase todo ponto de X estéd contido em algum Gy (C). Pelo
Teorema de Birkhoff (Teorema 1.3.3) deduzimos que y-quase todo ponto de X é quasi-
regular, uma vez que toda aplicacdo continua € integravel. Assim, pela Proposicao
1.3.4, temos
1 n—1 )

lim — ) xc(T'x) =p(C) >1-
0

n—eo 1 =

>1—-26.

N[ >,

Ou seja, para n suficientemente grande, temos
1 n—1 )
=Y xc(T'x) >1—6.
nizo

Em particular, para N suficientemente grande, temos x € Gy(C). Como isto é valido
para u-quase todo ponto de X, temos u(lJGn(C)) = 1.
Afirmamos que {Gn(C)}nen é uma familia crescente. De fato, dados Ny < N,

Ny, N, € N, temos
1 n—1 )
- Y xc(T'x) >1-6 Yn >N VxeGy(O).
i=0

Em particular, para todo x € Gy, (C) temos

=
|
—_

xc(Tix)>1-6Yn> N
0

S|

1

Logo, G, (C) € Gn,(C).
Como {GN(C)}neN € crescente e contém os pontos regulares, sabemos que para
algum N suficientemente grande temos y(Gy(C)) > 1 — 4.

Agora, considere a seguinte afirmacao:

Afirmacdo 3.2.25.1. Se A e B sdo subconjuntos de um espago de probabilidade com
u(A) > 1—%ey(B) > 1—g,entéoy(AﬂB) >1-96.

Prova. Como u é medida de probabilidade, sabemos que

u(A) +pu(B) —pu(ANB) <1
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Fazendo uso das hipéteses, obtemos

1 > u(A)+u(B) —u(ANB)

5 5
> 1-5+1-5—u(AnB)

= 2—-0—u(ANB).

Multiplicando por —1 e passando o0s numerais e 0 6 a um mesmo membro da

inequacdo, obtemos
HWANB)>-14+2-6=1-4.

Portanto, u(ANB) >1—4. 0

Assim, como y(C) > 1—$ e u(Gn(C)) > 1— 4, temos u(CNGy(C)) > 1 — 6 para
algum N suficientemente grande. Isto é, #(K) > 1 — J para algum N suficientemente
grande.

Portanto, fica provado que, qualquer que seja o compacto C com u(C) > 1 -4,
existe um compacto K = CNGyN(C) € C com u(K) > 1 — 4 e um nimero N tal que,

para todo n > N e para todo x € K, tem-se

1 n—1 )
=Y xc(T'x) >1-6.
niz

Lema 3.2.26. Sejam P = {Pj,.., Pt} uma particio de X, C, C P, subconjuntos
compactos e C = {Cy,...,Cx}. Suponha que K C C = |JC, é compacto e que existe
0 > 0 tal que para todo n > N e todo x € K tem-se %Z?_Ol Xc(Tix) > 1 — 4. Entdo,

lim sup % logs,(C,K) > limsup % logs,(P,K) —€(9),

onde ¢(6) — 0 sempre que § — 0.

Prova. Se x,y € K e {x,y} ndo é um conjunto (1, C)-separado, entdo nés dizemos que
x e y sdo (n,C)-indistinguiveis. Em outras palavras, x e y sdo (n,C)-indistinguiveis se
para cada 0 < i < n, ou T?(x) e T'(y) estdo contidos num mesmo elemento de C ou

pelo menos um dos pontos T(x) ou Ti(y) estdo contido em X\C.
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Assumindo sem perda de generalidade que ¢ é racional, escolha n > N tal que
dn é um inteiro. A primeira etapa desta prova é mostrar que a cardinalidade de um
subconjunto (1, P)-separado S C K cujo elementos sdo todos (1, C)-indistinguiveis é
no maximo k%" (, ).

Parax € S,seja J(x) = {j: 0 <j < n, Ti(x) € X\C}. Observe que J(x) ndo é vazio,
pois, caso fosse, entdo x ndo seria (n,C)-indistinguivel, o que contraria a definicdo de
S. Por hipétese, J(x) tem cardinalidade no maximo én. Isso é justificado pelo fato
de que x € S C K e que para todo x € K tem-se 1 Y"1 xc(Tix) > 16, ou seja,
Y1) xc(Tix) > n — on. Dai, deduzimos que a quantidade de i € {0,..,n — 1} tais

que T'(x) ¢ C é no maximo 07, caso contrério, terfamos

Y xelTx) <n—(on+1),

o que contraria flagrantemente a hipé6tese de que

n— .
Y xc(T'x) > n—én.

Assim, segue que #](x) < on.

Escolhamos uma colegdo | de 26n ntimeros inteiros entre 0 e n — 1. Suponha que
x,y € Seque J(x)UJ(y) CJ.Se0 <i<n~—1ndoéum elemento de ], entdo T?(x) e
T!(y) sdo contidos num mesmo elemento de C e, portanto, num mesmo elemento de
P. Como {x,y} é (n, P)-separado, existe i € ] tal que T'(x) e T'(y) estio contidos em
elementos diferentes de P. Como #] = 26n, notamos que existem k?*" combinacdes
de orbitas possiveis para pontos (1, P)-separados de x em S com J(x) C J. A nossa
afirmagao inicial segue agora do fato de que existem no maximo (,; ) maneiras de
compor J.

Afirmamos agora que

sn(P,K)
Jc26n (2(5”)

Pois bem, observe que, dado S um conjunto (1, P)-separado de K arbitrdrio, temos

sn(C,K) =

duas possibilidades: 1) S é um (1, C)-separado de K ou 2) os elementos de S sdo (n,C)-
indistinguiveis. No primeiro caso, S é tal que #S < s,(C, K) e entdo a desigualdade da

afirmacdo é imediata. No segundo caso, a cardinalidade de S ¢ no méximo k%" (,} ),
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e entao

> 5n~(’P/nK) .
— kzo”(Z&n)

Agora, usando a formula de Stirling para estimar assintoticamente (), obtemos a

Dai segue que s, (C, K)

Seguinte expressﬁo
2n+1

(n) N n-2
K em) i (n— k)

Assim,

lim sup 1 logs,(C,K) > lim sup% (log su(P,K) — logkz‘sn — log ( " ))

n—oo N n—s00 26n
= limsup % logs,(P,K) —261logk +

n—oo

— [2610g20 + (1 — 26) log(1 — 20))].

O resultado fica provado ao perceber que todos os termos envolvidos por é tendem a

zero quanto J tende a zero. ]

Usaremos os lemas apresentados para provar a seguinte desigualdade. A
proposicdo a seguir é a Proposi¢do 1.4 do artigo [7].
Proposicao 3.2.27. Seja T : X — X uma aplicagdo continua do espago métrico

localmente compacto X. Entdo,
sup hy(T) < ird1f hy(T).
M

Prova. Fixe uma métrica d, uma medida de probabilidade T-invariante p, uma
particdio P = {Py,..., P} e 6 > 0 suficientemente pequeno. Escolhamos conjuntos
compactos C, C P, tais que C = |J*_, G, satisfaz u(C) > 1 — %. Escolha um conjunto
K e um namero N como os do Lema 3.2.25. Entdo, K C C é tal que u(K) > 1—74e,

para todo x € K e para todo n > N, tem-se

|
_

n

Q=

Xc (Tix> >1-9.

i=0
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Pelo Teorema de Shannon-McMillan-Breiman (Teorema 2.1.10), temos
(T, P) = lim —— log # (P" ()
13 7 1 n 7

para p-quase todo ponto de x € X.

De p(K) > 1 — 6 sabemos que u(X\K) < J. Pelo Teorema de Egorov (Teorema
1.3.5), sabemos que existe um subconjunto de X, com medida quase total, sobre o
qual a sequéncia —1logu (P"(x)) converge uniformemente para /,(T,P). Como
u(X\K) < 6, podemos assumir que K é um conjunto sobre o qual —1 logu (P"(x))
converge uniformemente para hy(T,P). Entdo, em particular, para o dado 6 > 0,

existe N, € IN tal que para todo x € K e para todo n > N, temos
1 n
hy(T,P)—6 < —glogy (P*(x)).
Dai, temos

n(hu(T,P)=06) < —logu(P"(x))
en(h%(T,P)—(S) < M(Pn(X))_l
WP (x)) < e (m(TP)=0) (3.12)

para todo x € K e todo n > Ni.

Agora, consideremos a seguinte afirmacao.

Afirmacio 3.2.27.1. Dado que p(K) > 1 — 6, temos
sn(P,K) > (1 — §)e"(m(TP)=0)

para todo n > N,.

Prova. Considere as colegdes Py = {P € P" : PNK # @} e P, = {P € P":
PN (X\K) # @}. Note que,

1= ¥ p(PnK)+ ¥ p(P0(X\K)).
PP, PEP,
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Sabemos que u(K) > 1 — 4, o que implica em yu(X\K) < 6. Em particular,

Y. u(PN(X\K)) <é.
PeP,

Dai, segue

1-6< ) wu(PnK).
PePy

T,P)-5)

Da desigualdade (3.12) sabemos que y (P) < e (I para todo P € P; e todo

n > N, o que implica em
1-6 < e "(TP)=8)up, (3.13)

Seja E um conjunto (1, P)-separado de K. Entdo, para todo P € P;, obtemos que
E N P tem no maximo cardinalidade 1. Dai deduzimos que #E < #P;. Afirmamos que
sn(P,K) = #P1. De fato, para cada P; € P; tome um tnico x; € P; e seja R a colegdo
de tais pontos. E imediato que R é um conjunto (1, P)-separado de K. Como todo
E, conjunto (n, P)-separado de K, tem-se #E < #Pj, segue que s,(P,K) = #P;. Dai,

substituindo em (3.13), obtemos

1-0 < e "m(TP)=0)g (P, K)
si(P,K) > (1—8)e"((TP)=0),

E isto encerra a prova da afirmagédo. o

Agora, definamos Ny = max{N, N,}. Dessa forma, para todo n > Nj temos
garantido a validade do Lema 3.2.26 e da Afirmagdo 3.2.27.1.
Da desigualdade da Afirmagdo 3.2.27.1, tomando o logaritmo, dividindo por n e

tomando o lim sup com n — oo, obtém-se

limsup%bgsn(P,K) > hy(T,P) —¢.

n—o00
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Pela Observagao 3.2.24, para v > 0 suficientemente grande, temos

ha(T) > limsup%logsn('y, K) > limsup%logsn(C,K)

n—00 n—o00

v

lim sup % logs,(P,K) —€(d), pelo Lema 3.2.26.

n—00

> h,(T,P) — (¢(6) + ).

Como ¢(é) + 6 pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira, e, além disso, a
particio P e a métrica d sdo arbitrarias, segue que hy(T) > h,(T). Como tal
desigualdade vale para qualquer medida ergodica p relativa a T e qualquer métrica d

em X, podemos escrever sup, hy(T) < infyhy(T). n

3.2.3 O Principio Variacional para espacos nao compactos

Apresentaremos nesta secdo o Principio Variacional para entropia de aplica¢des
proprias em espagos separdveis localmente compactos. A prova que aqui
apresentamos é a desenvolvida por Mauro Patrdao em 2009 e publicada no artigo de
titulo Entropy and its variational principle for noncompact metric spaces [8]. O prentncio
de tal resultado foi apresentado por Michael Handel e Bruce Kitchens no Lema 1.5 do
artigo de titulo Metrics and entropy for non-compact spaces [7] submetido em 1993. Na

ocasido, Handel e Kitchens provaram para homeomorfismos a seguinte igualdade
sup hy(T) = igfhd(T). (3.14)
I3

No segundo membro desta igualdade temos o infimo das entropias de Bowen da
aplicagio T tomado sobre as métricas do espago X. Vale lembrar que se X é
compacto a entropia de Bowen de T é invariante quanto a métrica d, mas isso ndo
é vélido de forma geral (veja Observagdo 15 da pagina 171 da referéncia [14]). Em
vista disto, o resultado de Patrdo incrementa o resultado de Handel e Kitchens
ao mostrar que o infimo da igualdade (3.14) é atingido se tomarmos uma métrica
admissivel em X. Além disso, Patrdo adiciona na igualdade a presenca da entropia
topolégica admissivel, aquela definida no inicio da Segdo 3.2.1, e prova o resultado
para aplica¢des proprias - ndo somente para homeomorfismos como no resultado de

Handel e Kitchens.
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Teorema 3.2.28 (Principio Variacional para espacos métricos ndo compactos). Se
T : X — X é uma aplicagdo prépria do espago métrico separavel localmente compacto
X, entdo

sup iy (T) = (T) = miny(T),
H

sendo o minimo atingido sempre que d é uma métrica admissivel.

Prova. Primeiramente, o fato de X ser um espaco métrico localmente compacto
garante que X admite uma compactificagdo por um ponto X em virtude da Proposicio
1.2.11. Além disso, como X é um espago métrico separavel e localmente compacto,
sabemos que a compactificacgdo por um ponto X é metrizdvel em virtude das
Proposigoes 1.2.10 e 1.2.12.

Como T é aplicacdo prépria, sabemos que sua extensdo para X é continua. Pelo

Principio Variacional para espacos compactos (Teorema 3.1.5) temos
h(T) = sup hu(T).
Z

Pela Proposigao 3.2.27 temos

Da Proposigao 3.2.21 temos h*(T) = h(T). Entdo, h*(T) = sup,, hy(T) <infyhy(T). Ja
pela Proposicdo 3.2.15, temos h*(T) = hj(T) sempre que d é uma métrica admissivel.
Sabemos também que /4(T) < h’(T). Entdo, considerando d uma métrica admissivel

de X, temos
hg(T) < hy(T) = h*(T) = suphy,(T) < ird\fhd(T).
I3

Da expressdo acima concluimos que, em particular, existe uma métrica d definida em

X tal que hy(T) < infyhy(T). Perceba que tal desigualdade s6 é verdadeira na sua
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igualdade, isto é, h;(T) = inf; hy(T).

Como existe uma métrica d em X tal que hy(T) = inf; h;(T), segue que o conjunto
{h4(T) : d é métrica de X}

possui minimo e ming 11;(T) = hy(T). Como a métrica que faz jus a essa propriedade
é uma métrica admissivel arbitraria, dizemos que o minimo do conjunto {h;(T) :

d é métrica em X} é atingido sempre que d é uma métrica admissivel. Assim, temos
rr}iinhd(T) = hy(T) < hy(T) = h*(T) = suph,(T) < irdlfhd(T) = rr}iinhd(T),
4

0 que implica em

suphy,(T) = h*(T) = mdinhd(T).
K

3.24 Exemplo: entropia topolégica admissivel de um isomorfismo

linear

Mostraremos que a entropia topoldgica admissivel de um isomorfismo linear de
um espaco vetorial normado de dimensé&o finita é nula (Exemplo 3.2.36). Tal resultado
foi retirado do artigo de Patrdo [8], no qual faz uso do Principio Variacional para
espagos ndo compactos (3.2.28) para verificar sua validade.

A prova do Exemplo 3.2.36 faz uso da Decomposi¢do Multiplicativa de Jordan
de um isomorfismo linear, da nogdo de pontos recorrentes de uma aplicagdo e do
Teorema da Recorréncia de Poincaré. Considerando isto, apresentamos as defini¢des
e resultados relacionados a estes temas que se fardo necessdrios e, em seguida,
provaremos o exemplo.

Faremos uso do teorema a seguir, conhecido como Decomposi¢ao Multiplicativa
de Jordan, para deduzir uma caracterizagdo para o conjunto dos pontos recorrentes

de um isomorfismo linear na Proposigdo 3.2.31.

Teorema 3.2.29 (Decomposicdo Multiplicativa de Jordan). Se T : V. — V é um

isomorfismo linear definida no espago vetorial de dimensao finita V, entdo podemos
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escrever

TITHOTEOTu,

sendo Ty : V — V uma transformacdo linear diagonalizdvel em V com autovalores
positivos, T : V — V uma isometria relativa a uma norma apropriada de V
e Ty : V — V um isomorfismo linear que pode ser decomposto como uma
soma da transformagcéao linear identidade mais uma transformacao linear nilpotente.
As transformacoes lineares Ty, Tr e Ty comutam, sdo unicas e denominadas,

respectivamente, a hiperbélica, a eliptica e a unipotente componentes da Decomposigao

Multiplicativa de Jordan de T.
Prova. Disponivel na pagina 430 de nossa referéncia [21]. u
Definic¢do 3.2.30. Um ponto x € V é recorrente para T se, para qualquer aberto A C V

com x € A, existe n > 0 tal que T"(x) € A. Denotamos por R(T) o conjunto recorréncia

de T, formado por todos os pontos recorrentes de T.

O resultado a seguir caracteriza os pontos recorrentes de um isomorfismo linear
de um espaco vetorial de dimensao finita, mostrando que os pontos recorrentes de T
sdo os pontos de V que sdo pontos fixos de Ty e de Ty. Utilizamos fix(Ty) e fix(Ty)

para denotar os conjuntos formados pelos pontos fixos de Ty e Ty, respectivamente.

Proposicao 3.2.31. Se T : V — V é um isomorfismo linear de um espacgo vetorial de

dimensado finita V, entdo o conjunto recorréncia de T é dado por
R(T) = fix(Ty) N fix(Ty).-

Prova. Disponivel no artigo [8]. n

A observacdo a seguir é de suma importancia para a conclusdo da prova do
Exemplo 3.2.36, pois nos permite concluir que o isomorfismo T restrito ao conjunto

de recorréncia de T é uma isometria.

Observacido 3.2.32. A igualdade R(T) = fix(Ty) N fix(Ty) implica em

Tlr(r) = Telr(1)-

Prova. Temos T = Ty o TroTy. De R(T) = fix(Ty) N fix(Ty) obtemos que, se
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x € R(T), entdo Ty(x) = x e Tyy(x) = x. Dessa forma, temos

T(x) = Tu(Te(Tu(x))) = Tu(Te(x)) = Te(x),

para todo x € R(T). Isto &, T|g(ry = TE|r(1)- ]

A proposigdo a seguir garante que o espago vetorial do Exemplo 3.2.36 é separavel
e localmente compacto, o que nos permite fazer uso do Principio Variacional para

espagos ndo compactos.

Proposicao 3.2.33. Todo espaco vetorial normado de dimens&o finita é separével e

localmente compacto.

Prova. Basta notar que todo espago vetorial normado é isomorfo ao espago euclidiano
(Veja pagina 16 de nossa referéncia [22]). O resultado segue do fato de que o espaco

euclidiano é separével e localmente compacto. n

O resultado a seguir estabelece condi¢des para que o espaco vetorial do Exemplo

3.2.36 seja compacto.

Proposic¢ao 3.2.34. Num espago normado V de dimensao finita, qualquer subconjunto

M de V é compacto se, e somente se, M é fechado e limitado.

Prova. Disponivel na pagina 77 de nossa referéncia [23]. n

2

Em nosso exemplo ndo nos é garantido que o espago V é fechado e limitado,
portanto, ndo é possivel concluir que tal espaco é compacto. Sendo assim,
assumiremos que o espago V do Exemplo 3.2.36 é apenas localmente compacto, o
que é garantido pela Proposigdo 3.2.33.

A seguir, disponibilizamos o conhecido Teorema da Recorréncia de Poincaré na
sua versdo topoldgica. A prova desse resultado pode ser consultada na pagina 49 de
[13].

Teorema 3.2.35 (Recorréncia de Poincaré - Versdo topoldgica). Seja V um espaco
topolégico que admite uma base enumeravel de abertos. Seja T : V — V uma

transformacdo mensuravel e seja ¥ uma medida finita em V invariante por T. Entdo,

p-quase todo ponto x € V é recorrente para T.
Munidos de todos os resultado necessarios, vamos ao exemplo:

Exemplo 3.2.36. Se T : V — V é um isomorfismo linear de um espago vetorial
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normado de dimens&o finita V, entdo h*(T) = 0.

Prova. Queremos mostrar que a entropia topoldgica admissivel da aplicacdo T é nula.
Iniciamos afirmando que, para toda medida y € M(X, T), temos h(T) = hu(T|g(r))-
De fato, como V é uma espaco vetorial normado de dimens&o finita, pela Proposigado
3.2.33, temos V separavel. Segue pela Proposicao 1.2.10 que V tem base enumeréavel.
Aqui subentende-se V como um espago topolégico munido da topologia compativel
com a métrica induzida pela norma de V. Considerando a c-dlgebra de Borel
B (V), como T é continua, pela Proposi¢do 1.3.1, temos T mensurédvel. Assim, nos
¢ permitido aplicar o Teorema de Recorréncia de Poincaré na versdo topoldgica
(Teorema 3.2.35), que nos garante que u-quase todo ponto de V é recorrente. Portanto,

dado B € B(V), temos
#(B) = u(BNR(T)).
Dai deduzimos que

w(T7'B) = p(Tlx)B),

o que nos permite deduzir que hy(T) = hy(T|g (1))

Nao ¢ dificil verificar que T e T|g(r) séo aplicagdes préprias. Além disso, V é
separavel e localmente compacto, conforme a Proposi¢do 3.2.33. Entdo, podemos
fazer uso do Principio Variacional para entropia em espagos ndo compactos (Teorema

3.2.28), o qual nos garante
suphy(T) =h*(T) e suphu(Tlr(r)) =h (TIr(r)) < ha(Tlr(T)),
K I

para toda métrica d de V.

Como hy(T) = hy(T|r(r)), segue

W(T) = h*(T|g(r)) < ha(T|r(T))- (3.15)

Sabemos da Observagéo 3.2.32 que T|g (1) = Te|g(r), © que nos mostra que T|g )
é uma isometria relativa a alguma métrica d de V, pois isso é uma propriedade de
Te|r(ry (Veja Teorema 3.2.29). Dessa forma, considerando a métrica d para a qual

T|g(ry é isometria, observamos que a distancia entre os pontos das 6rbitas de x,y € V
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d(x,y) = d(T|§g(T)X, T|§2(T)y), para todo i € IN.

Entdo, d,(x,y) = d(x,y) para todo n. Isto implica em Gy, (¢, V) = Gp,(¢, V) para
quaisquer naturais nq e ny; isto é, fixado ¢, G,(¢, V) = a, a constante, para todo n

natural. Entéo,

1
g(e, V) = limsup 1 log G, (e, V) = limsup " loga =0,

n—oo N n—roo

para todo € > 0.
Pela Observacédo 3.2.13, temos

hi(Tlrery) = hi(Tlr(r), V)
= limg(e, V)
= 1limO

e—0

= 0.

Uma vez que hy(T|g(r)) < hj(T|g(r)), temos hy(T |z (1)) < 0.
Portanto, considerando a desigualdade (3.15), segue h*(T) = 0.
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Consideracoes finais

Dezesseis anos separam o artigo de Handel e Kitchens [7] (1993) e o artigo de
Patrdo [8] (2009). O incremento ao resultado de 1993 foi possivel ao vislumbrar
uma interessante possibilidade: a de estender as defini¢des cldssicas de entropia para
espagos ndo compactos, sendo necessdrio para isso, tomar coberturas e métricas com
propriedades especiais, o que motivou o termo admissiveis. Essas propriedades sdo
naturais das coberturas e métricas dos espagos compactos, mas nado estdo presentes
em todas as coberturas e métricas de espagos ndo compactos.

Outro grande trunfo foi vislumbrar o potencial da compactificacdo de Alexandrov
- a compactificagdo por um ponto. Com ela foi possivel concluir de forma indireta
que h*(T) = sup,, hy,(T) através do Lema 3.2.22 e da Proposicdo 3.2.21. Para garantir
que essa compactificagdo é metrizadvel, exige-se que X seja separavel, pois, para que
uma compactificagdo por um ponto seja metrizével, é necessdrio e suficiente que X
seja um espaco métrico separdvel localmente compacto.

O resultado final ndo seria possivel sem o uso da Proposicdo 1.4 de Handel e
Kitchens [7], aqui apresentada como Proposicdo 3.2.27. E um resultado que lembra o
resultado de Goodwyn - apresentado na primeira parte do Principio Variacional para
espagos compactos - que relaciona as entropias com medida e a topolégica.

Concatenando todas essas informagdes e resultados, obtém-se enfim o Principio

Variacional para aplica¢des préprias em espagos ndo compactos:
sup I (T) = *(T) = min hg(T),
K

sendo o0 minimo alcancado sempre que d é uma métrica admissivel.
Um detalhe é que o resultado de Patrdo é dado para aplicagdes préprias, justificado

pela necessidade de garantir que a extensdo T seja também continua. Informo o leitor
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que uma extensdo desse resultado foi publicado em 2018 no artigo Entropy and its
Variational Principle for Locally Compact Metrizable Systems [24], em que o resultado
proposto exige que a aplicacio T : X — X seja apenas continua. Tal artigo
foi desenvolvido por Patrdo em parceria com seu orientando de doutorado André
Caldas; atualmente ambos sdo colegas de trabalho e integrantes do grupo de Sistemas
Dinamicos do Departamento de Matematica da Universidade de Brasilia. O artigo é
uma continuagdo e extensdo do trabalho desenvolvido por André Caldas em sua tese
de doutorado [20] sob orientacdo de Mauro Patréo.

Pesquisas proeminentes inspiradas na construgdo apresentada em [8] - e aqui
exploradas - estdo em curso. Em [25] os autores desenvolvem a teoria de entropia para
a¢Oes de semigrupos em espacos admissiveis inspirados na defini¢do de coberturas
admissiveis proposta por Patrdao. No contexto de a¢des de semigrupos, um problema
ainda em aberto é justamente o Principio Variacional.

Faco votos de que esta dissertacdo se mostre uma palatavel fonte de informagao
para futuros estudantes que vierem a se aprofundar no estudo do Principio
Variacional para entropia em espagos compactos ou espago ndo compactos. Entropia
em Sistemas Dindmicos é uma drea de pesquisa relativamente jovem e muito
promissora, novos pesquisadores sdo sempre bem-vindos. Nota-se através deste
trabalho que estudar o Principio Variacional para entropia se mostra um interessante
exercicio de diversos conhecimentos matematicos. O Principio Variacional é
especialmente rico - e belo - por relacionar diferentes estruturas matemaéticas, instando
a visualizar um mesmo conjunto hora como espaco métrico, hora como espaco
topoldgico e hora como espago de medida. Aquele que estuda o Principio Variacional

obtém - inevitavelmente - um grande enriquecimento em experiéncia matematica.
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