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Eduardo, Leonam, Popoulos e Lucas (Petêco). Muito obrigadoR. Aos amigos Enzo Gorlomi, An-

tonio Margheriti, Domenic DeCoco: “...Gratzy”. À TV Quase e aos maiores nomes do transporte
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lembrar, né? Valeu por tudo áı. Quero agradecer a todos que através da música me deram mo-
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esse trabalho: Tháıde & Dj Hum, Racionais MC’s, RZO, Sabotage (esteja em paz), MV Bill,

509-E, Dexter, G.O.G, salve grandes mestres do rap nacional! Deixo um agradecimento especial
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Resumo

ROCHA, César Melo da, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, março de 2018. Evolução
de bolhas de ar em misturas de glicerol/água pelo amadurecimento de Ostwald.
Orientador: Alvaro Vianna Novaes de Carvalho Teixeira. Coorientadores: Oswaldo Monteiro
Del Cima e Hallan Souza e Silva.

O amadurecimento de Ostwald é um processo de crescimento controlado por difusão onde par-

t́ıculas maiores crescem em detrimento da diminuição, e eventualmente do desaparecimento, de

part́ıculas menores. Nesse processo ocorre o aumento do raio médio e a diminuição do número

total de part́ıculas. A descrição teórica desse fenômeno é dada pela teoria LSW, que descreve o

crescimento de part́ıculas em soluções sólidas supersaturadas. Há um grande número de traba-

lhos teóricos e experimentais sobre o amadurecimento de Ostwald, todavia existe uma carência

de trabalhos experimentais com bolhas de gás em escala macroscópica (10-100µm). Com isso,

fica evidente a necessidade de realizar um estudo experimental preciso da atuação do amadu-

recimento de Ostwald em bolhas de gás em ĺıquido. Os resultados foram obtidos a partir do

processamento de imagens geradas por videomicroscopia óptica. É apresentado os resultados da

evolução temporal do raio médio das bolhas R̄(t), do número de bolhas N(t), da fração volu-

métrica ocupado pelas bolhas φ(t) e das distribuições de tamanhos f(R, t) para três frentes de

experimento com bolhas de gás em um fluido: fluido em repouso, fluido sob fluxo macroscópico

e fluido em repouso com adição de surfactante. Confrontando os resultados com as previsões

teóricas verificou-se que o raio médio pode, em algumas condições, se comportar de acordo com

a lei de crescimento segundo a teoria LSW (R̄ ∼ t1/3), mas que na maioria dos casos a evolução

é mais lenta do que o previsto. O número de bolhas N(t) decai mais devagar do que o previsto

pela teoria (N(t) ∼ t−1). Há uma discussão sobre o sistema estar em um regime transiente,

migrando para o regime de validade dos modelos teóricos, e sobre a teoria LSW não ser sufi-

ciente para descrever um sistema real de bolhas de gás. Todas as etapas foram realizadas no

Laboratório de Microflúıdica e Fluidos Complexos, coordenado pelo professor Alvaro Vianna N.

C. Teixeira, utilizando-se dos recursos do mesmo e do Departamento de F́ısica da UFV, como

programas apropriado para processamento de imagens, microscópio óptico, câmera integrada ao

computador, mesa de deslocamento dentre outros.
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Abstract

ROCHA, César Melo da, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, March, 2018. Evolution of
air bubbles in glycerol/water mixtures by Ostwald ripening. Adviser: Alvaro Vianna
Novaes de Carvalho Teixeira. Co-advisers: Oswaldo Monteiro Del Cima and Hallan Souza e
Silva.

Ostwald ripening is a diffusion-controlled growth process where larger particles grow at the

expense of the shrinking, and eventual disappearance, of smaller particles. In this process the

mean radius increases and the total number of particles decreases. The theoretical description

of this phenomenon is given by the LSW theory, which describes the growth of particles in

supersaturated solid solutions. There is a large number of theoretical and experimental works

about the of Ostwald ripening, however there is a lack of experimental works with gas bubbles on

a macroscopic scale (10-100µm). Thus, it is evident the need to carry out a precise experimental

study of the performance of Ostwald ripening of gas bubbles in liquid. The results were obtained

by image processing generated by optical videomicroscopy. It is shown the results of the temporal

evolution of the average bubble radius R̄(t), the number of bubbles N(t), the volume fraction

occupied by the bubbles φ(t) and the size distributions f(R, t) for three types of experiment with

gas bubbles in a fluid: resting fluid, fluid under macroscopic flow and resting fluid with addition

of surfactant. Comparing the results with the theoretical predictions, it has been found that

the average radius can, under some conditions, behave according to the growth law predicted

by the LSW theory (R̄ ∼ t1/3), but that in most cases the evolution is slower than expected.

The number of bubbles N(t) decreases more slowly than predicted by the theory (N(t) ∼ t−1).

There is a discussion about the system being in a transient regime, migrating to the validity

regime of the theoretical models, and about the LSW theory not being enough to describe a

real system of gas bubbles. All steps were carried out in the Microfluidics and Complex Fluids

Laboratory, led by professor Alvaro Vianna N.C. Teixeira, using either the resources or those of

and the Department of Physics at UFV, as appropriate softwares for image processing, optical

microscope, integrated camera to computer, displacement table etc.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 O estudo de bolhas em ĺıquido

Bolhas, espumas e bolhas de gás em um ĺıquido estão presentes em nossas vidas diárias. A

formação, a evolução e o desaparecimento de bolhas são fenômenos que podem ser observados,

em bolhas de sabão, espuma da água do mar, ao ferver a água, ao agitar um ĺıquido ou até

mesmo em reações qúımicas com liberação de gases. O fenômeno da formação de bolhas pode

ocorrer em diversos sistemas [1] e se dá por uma série de fatores sendo observado ainda em uma

situação de descompressão, isto é, a redução da pressão ambiente. Ao abrir uma garrafa de uma

bebida gazeificada, o gás carbônico pressurizado no interior do ĺıquido sofre uma redução da

pressão resultando na diminuição na solubilidade do CO2 no ĺıquido. Isso dá origem as bolhas

de gás que vemos nesse tipo de bebida [2].

A dinâmica de bolhas tem sido objeto de estudo em diversos campos do conhecimento. De-

vido às suas propriedades, as bolhas tem uma série de aplicações, como em medicina no uso de

bolhas em contraste de ultrassom [3, 4], na produção de bebidas como na micro-oxigenação de

vinho [5], no tratamento de ultrassom para a produção de alimentos [6] e até mesmo na detecção

de part́ıculas elementares através da câmara de bolhas [7].

Além disso, em atividades em que ocorre o fenômeno da descompressão, como em atividades

aeroespaciais e de mergulho, há o risco da doença descompressiva causada pela formação de bo-

lhas no sangue e nos demais tecidos dos envolvidos. Pilotos, mergulhadores e astronautas estão

sujeitos a descompressão [8, 9] e isso pode ocasionar a formação e expansão de bolhas de ar, ou

outros gases, nos tecidos de seus corpos levando à chamada doença descompressiva [10–12] que

por sua vez leva à uma série de lesões no corpo, como mostra a figura 1.1.

Os principais modelos de descompressão em mergulho [13, 14], bem como os trabalhos da

evolução temporal de bolhas e o risco de doença descompressiva [15–17], levam em conside-

ração diversos fenômenos como coalescência, difusão entre bolhas e etc, mas não consideram

a influência do amadurecimento de Ostwald como agente do crescimento das bolhas. Dessa

forma se torna notável que além da importância acadêmica em investigar experimentalmente

a atuação do amadurecimento de Ostwald em bolhas de gás há ainda o interesse em verificar

experimentalmente esse fenômeno tendo como motivação uma posśıvel aplicação em medicina

1



(a) (b)

Figura 1.1: Lesões causadas pela doença descompressiva. Em (a) temos uma lesão ocorrida
devido a obtrução de vasos sangúıneos, conhecida como cutis mamorata (extráıda da referência
[11]) e em (b) uma lesão causada pela formação de bolhas no cérebro (extráıda da referência [12]).

hiperbárica. Nesse sentido, essa proposta foi apresentada em 2017 na Conferência Internacional

de Educação Subaquática (International Conference on Underwater Education, ICUE 2017 ) e

o artigo encontra-se publicado nos anais do congresso [18] e está no Apêndice A desse trabalho.

Nesse trabalho foi apresentada uma proposta para incluir a influência do amadurecimento de

Ostwald no risco de doença descompressiva e a posśıvel implementação desse efeito no modelo

de descompressão Reduced Gradient Bubble Model (RGBM).

Considerando esses aspectos, fica evidente a importância e relevância de se estudar a dinâmica

de bolhas e os fenômenos envolvidos nos processos de formação, crescimento e evolução de bolhas,

em que há três mecanismos principais a serem considerados: a coalescência de bolhas vizinhas

devido ao contato entre elas, a drenagem do ĺıquido que separa as bolhas e a difusão de gás

de uma bolha no meio ĺıquido. Esse último leva ao fenômeno conhecido como amadurecimento

de Ostwald, onde bolhas maiores crescem às custas da diminuição, e eventual desaparecimento,

de bolhas menores. A seguir descreveremos com um pouco mais de detalhes cada um desses

mecanismos.

1.1.1 Coalescência

Quando duas ou mais bolhas colidem entre si formando uma única bolha ocorre a coalecência.

Dessa forma, a peĺıcula de fluido entre as bolhas começa a se estreitar e ao atingir uma espessura

cŕıtica há o rompimento dessa peĺıcula fazendo com que as bolhas passem a compartilhar a mesma

superf́ıcie [19]. O sistema tende a minimizar a área superficial e então a bolha resultante tende

a ser esférica, como mostra a Figura 1.2.

O fenômeno da coalescência, de forma geral, pode ocorrer simultaneamente entre diversas

bolhas. Para dar uma estabilidade maior à dispersão de bolhas, muitas vezes é adicionado um

surfactante à solução. Surfactante é o nome dado a moléculas de caráter anfif́ılico, isto é, pos-

suem uma parte hidrof́ılica e uma parte hidrofóbica, que atuam diminuindo a tensão interfacial

e levam a uma menor instabilidade para as bolhas de gás no fluido. As moléculas de surfactante

aderem-se as superf́ıcies das bolhas, com a parte hidrofóbica voltadas para o interior das bolhas

2



(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 1.2: Coalescência entre duas bolhas. Em (a) temos a movimentação de uma das bolhas.
Em (b), vemos que após a colisão a peĺıcula fina entre as bolhas se estreita. Em (c) e (d) as
bolhas compartilham da mesma área superficial, porém estão em uma situação fora de equiĺıbrio,
devido a tensão interfacial elas tendem a assumir a forma esférica, como em (e).

e a parte hidrof́ılica para a fase aquosa [20]. Essa configuração reduz a afinidade qúımica entre a

superf́ıcie de uma bolha e a de outra, dando maior estabilidade no que diz respeito à coalescência.

1.1.2 Drenagem

Uma dispersão de bolhas confinadas em um recipiente está sujeita à gravidade. Desse modo,

o ĺıquido que envolve as bolhas sofre o processo conhecido como drenagem gravitacional. Quando

isso ocorre, há o estreitamento da peĺıcula de ĺıquido entre as bolhas aumentando a instabilidade

do sistema. Além disso, a drenagem faz com que a porcentagem de ĺıquido na espuma não seja

homogênea ao longo do recipiente. Ou seja, haverá regiões em que ela será mais seca (ou seja,

com menor porcentagem de ĺıquido) e regiões em que a espuma é mais molhada (isto é, com

maior porcentagem de ĺıquido). A Figura 1.3 mostra o efeito da drenagem em uma espuma

confinada em um recipiente. É posśıvel perceber que na parte inferior as bolhas estão envoltas

por uma quantidade de ĺıquido maior que as bolhas superiores. Além disso podemos perceber a

diferença na espessura da peĺıcula e, ainda, que devido ao estreitamento dessa peĺıcula, as bolhas

na parte superior aumentam de tamanho e ficam tão próximas umas das outras que assumem

um formato não-esférico, diferentemente das bolhas que estão mais no fundo do recipiente.

Figura 1.3: Drenagem em espuma molhada contida em um recipiente. Podemos notar a diferença
entre a parte superior e inferior do recipiente. Acima a espuma está mais seca e abaixo mais
molhada, devido à drenagem (figura extráıda da referência [21]).
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1.1.3 Difusão de gás no meio ĺıquido e equiĺıbrio ĺıquido-gás

Considerando uma única bolha de gás em uma solução gás-ĺıquido, em uma condição em que

seja razoável desprezar a influência do movimento da bolha em relação ao meio, essa bolha irá

crescer ou dissolver dependendo da condição de supersaturação do meio (Ver seção 2.2). Em um

meio supersaturado a bolha deve crescer absorvendo gás do meio e em um meio subsaturado a

bolha deve dissolver, doando gás ao meio [22]. Devido à difusão, o raio da bolha pode crescer ou

diminuir com o tempo. A equação diferencial que descreve o fenômeno da difusão é a primeira

Lei de Fick [23,24]:
★✔

J = −D
★✔∇C, (1.1)

onde
★✔

J é o fluxo de matéria, D é o coeficiente de difusão entre soluto e solvente e C a concentração

do soluto. Desse modo, temos que a direção do fluxo de soluto durante a difusão é contrária ao

gradiente de concentração. O modelo de difusão de bolha única descrito por Epstein-Plesset [22]

leva essa condição em consideração. No caso analisado, a concentração na borda de uma bolha

de raio R é considerada função do raio da bolha. A concentração de gás na borda da bolha

depende da pressão do gás no interior da bolha [25], de acordo com a Lei de Henry, que descreve

a solubilidade e equiĺıbrio de gases em ĺıquidos, e que, em condições ideais pode ser descrita

como [26]:

C =
P

K
, (1.2)

em que C é a concentração na superf́ıcie da bolha, K é a constante da lei de Henry e P a pressão

parcial do gás em questão. Aliado a isso, a equação de Young-Laplace descreve a diferença de

pressão entre dois fluidos devido a uma interface curva. Considerando uma bolha perfeitamente

esférica de raio R, cuja tensão interfacial σ é constante ao longo da superf́ıcie e desprezando

efeitos do arraste viscoso entre as superf́ıcies, podemos escrever a equação de Young-Laplace da

seguinte forma [24]:

Pi = Po +
2σ

R
, (1.3)

em que Pi é a pressão no interior da bolha e Po a pressão no ĺıquido externo à bolha.

Considerando então, as equações (1.2) e (1.3) temos que, em um conjunto de bolhas de vários

tamanhos, imersas em um fluido, cada bolha de raio R possuirá uma concentração C(R) em sua

superf́ıcie que podem ou não estar em equiĺıbrio com o meio. A concentração de gás na borda

de uma bolha de raio R é dada pela equação de Gibbs-Thompson [27,28]:

C(R) = C∞ exp

(
α

R

)
, com α =

2σvm

RT
, (1.4)

onde vm é o volume molar do gás, R é a constante dos gases, T a temperatura, σ a tensão

interfacial e C∞ é a concentração de gás numa interface plana, isto é, de raio infinito. É notável

portanto, que quanto maior o raio da bolha menor será a concentração em sua borda.

Assim sendo, em um sistema com muitas bolhas de diferentes tamanhos, há bolhas que estão

em equiĺıbrio com o meio e mantem-se estáveis, há bolhas cuja concentração de gás na borda

é menor do que a do meio e consequentemente vão absorver gás e há bolhas que vão ceder

gás ao meio devido à sua concentração. O fenômeno em que bolhas menores perdem gás para
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o meio diminuindo seu tamanho e bolhas maiores crescem recebendo gás do meio é chamado

amadurecimento de Ostwald1, um fenômeno de crescimento e decrescimento de part́ıculas em

um sistema fora do equiĺıbrio que não se restringe à evolução de bolhas de gás, mas estende-se

a dispersões ĺıquidas e sólidas.

A figura 1.4, adaptada da referência [29], mostra quatro situações que ilustram alguns dos

fenômenos aqui mencionados: uma bolha pequena que se dissolve com o tempo; uma bolha que,

estando em equiĺıbrio com o meio, permanece estável; a atuação do amadurecimento de Ostwald

entre duas bolhas de tamanhos significativamente diferentes; e a coalescência de duas bolhas.

Figura 1.4: Alguns mecanismos que atuam em bolhas de gás em um meio ĺıquido. Em (a) temos
uma bolha que se dissolve e desaparece, em (b) uma bolha que permanece estável. Em (a) e (b)
as barras de escala corresponde à 5nm. Em (c) vemos a atuação do amadurecimento de Ostwald
e em (d) vemos a coalescência de duas bolhas. Em (c) e (d) a barra de escala corresponde a
10nm. Figura adaptada da referência [29].

1.2 O amadurecimento de Ostwald

De maneira geral, fenômenos de crescimento de part́ıculas coloidais a partir da mistura de

dois componentes inicialmente em uma fase homogênea, por sofrer alguma perturbação como

um resfriamento ou mudança de pressão, levam à condensação do componente minoritário em

part́ıculas esféricas (núcleos) [30, 31]. Esse fenômeno é conhecido como nucleação e é seguido

1Esse fenômeno será tratado com mais detalhes na seção1.2
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pelo crescimento dos núcleos a partir da solução formando os chamados grãos. Ainda que o

processo ocorra com ĺıquidos e gases, nesse trabalho será utilizado o nome “grão” para todos os

sistemas. A evolução do sistema segue então para a etapa de crescimento competitivo, onde os

grãos maiores crescem em detrimento do decrescimento dos grãos menores. Apesar do estado

de metaestabilidade do sistema, devido ao fato de que a formação de diversos grãos gera uma

área interfacial alta, a mistura não está no estado de mais baixa energia [30]. Isso faz com

que o sistema encontre mecanismos para diminuir a área interfacial afim de atingir o equiĺıbrio

termodinâmico. Quando essa redução da área interfacial é dada via transferência de matéria

por difusão partindo de grãos de alta curvatura interfacial, que são os grãos de menor raio,

para grãos de baixas curvaturas, o processo é chamado de amadurecimento de Ostwald [32]. O

mecanismo recebe esse nome em homenagem ao vencedor do Prêmio Nobel de Qúımica [33],

Wilhelm Ostwald, que relizou em 1900 o primeiro estudo sistemático sobre a dependência da

solubilidade de grãos de HgO com seus raios [30,34].

Como efeito, um sistema evoluindo sob atuação do amadurecimento de Ostwald tem como

caracteŕısticas o aumento do tamanho médio das part́ıculas, diminuição do número total de

part́ıculas como consequência do desaparecimento das part́ıculas menores e diminuição da área

interfacial total do grão de soluto. A figura 1.5 ilustra um sistema evoluindo sob atuação do

amadurecimento de Ostwald e apresenta a atuação do amadurecimento de Ostwald em cristais

de gelo para dois tempos diferentes retirado do artigo publicado na Physics Education em 2003

intitulado “The physics of ice cream” [35].

(a) (b) (c) (d)

(e) (f)

Figura 1.5: (a - d) Ilustração da evolução temporal de part́ıculas esféricas devido ao mecanismo
de Ostwald. O sistema evolui de (a) para (d). O número total de part́ıculas cai, ao passo que
o raio médio aumenta. (e - f) Cristais de gelo a -10oC. O amadurecimento de Ostwald faz com
que os cristais maiores cresçam e os muito menores desapareçam [35].

A descrição matemática de um sistema evoluindo sob atuação do amadurecimento de Ostwald
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foi desenvolvida por Lifshitz, Slyozov [36] e Wagner [37] e ficou conhecida como teoria LSW.

Como será visto no caṕıtulo 2, devido a essa teoria houve um avanço teórico na descrição des-

ses sistemas e um esforço em realizar simulações e medidas experimentais que caracterizam o

amadurecimento de Ostwald em diversos sistemas [29–31, 36–52]. É preciso ressaltar, contudo,

que ainda que haja experimentos com espumas secas (aquelas cuja fração volumétrica de gás é

maior que a de ĺıquido) [53, 54], há uma impressionante carência, ou inexistência, até onde sa-

bemos, de trabalhos com experimentos envolvendo dispersão de bolhas em ĺıquidos em espumas

ditas molhadas (alta fração volumétrica de ĺıquidos). Isso evidencia a importância de realizar

experimentos para verificar a atuação do amadurecimento de Ostwald nesses sistemas.

Assim sendo, se torna evidente a necessidade de se avançar nos estudos do amadurecimento

de Ostwald, sobretudo estudos experimentais que investigam a atuação desse processo em bo-

lhas de gás em um fluido. Dessa forma, realizar uma investigação experimental precisa, como

a que será apresentada nesse trabalho, é de fundamental importância e vem a contribuir com o

avanço nas pesquisas nessa área. Como foi apresentado, além do interesse acadêmico, há ainda

um interesse prático com possibilidade de aplicação em medicina hiperbárica. Isso ressalta a

importância de se realizar medidas com uma metodologia que visa isolar o amadurecimento de

Ostwald de demais fenômenos para observar a contribuição desse fenômeno no crescimento de

bolhas de gás em fluido. O projeto de pesquisa, bem como o desenvolvimento desse trabalho,

foi realizado tendo como foco tal motivação e objetivos.

O presente trabalho foi organizado da seguinte forma: no caṕıtulo 2 será apresentado uma re-

visão bibliográfica com os principais resultados da teoria LSW e os principais trabalhos teóricos,

experimentais e de simulação dos últimos anos. No caṕıtulo 3 serão apresentados os objetivos

do trabalho. No caṕıtulo 4, apresentamos os reagentes, as composição das soluções utilizadas,

bem como a caracterização dos mesmos para a execução dos experimentos. Além disso, toda a

metodologia utilizada nos experimentos, bem como a reprodutibilidade das condições iniciais,

é apresentada e discutida. No caṕıtulo 5 serão apresentados os resultados para três frentes de

experimento: evolução de bolhas de gás em confinamento, evolução de bolhas de gás submetidas

a um fluxo constante e evolução de bolhas de gás em confinamento com adição de surfactante.

Há ainda uma discussão sobre os resultados comparando-os com as previsões teóricas e com

resultados experimentais de outros sistemas. O trabalho é finalizado com as conclusões e pers-

pectivas para trabalhos futuros. Por fim, há ainda apêndices com o artigo publicado nos anais

da conferência internacional ICUE-2017, cálculos para obtenção das leis de crescimento, algumas

propriedades f́ısico-qúımicas da glicerina e os códigos-fonte dos programas desenvolvidos para a

análise de dados.
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Caṕıtulo 2

Revisão Bibliográfica:

Amadurecimento de Ostwald

A descrição matemática do amadurecimento de Ostwald foi desenvolvida por Lifshitz, Slyo-

zov [36] e Wagner [37] e ficou conhecida como teoria LSW. A teoria descreve a evolução de um

sistema de part́ıculas esféricas que possuem tamanhos dados por uma função de distribuição

f(R, t) · dR, que informa o número de part́ıculas part́ıculas com um dado tamanho em um dado

instante de tempo para um conjunto de part́ıculas, sujeitas a uma lei de crescimento dR/dt. A

completa caracterização do sistema não se dá somente pela distribuição f(R). Uma descrição

completa deve-se atentar para o fato do sistema ser dinâmico e para o fato dessa distribuição

evoluir no tempo. Assim, uma caracterização mais completa deve considerar a evolução tempo-

ral, aqui apresentada como f(R, t). Estudando a estat́ıstica de crescimento obtém-se a evolução

da distribuição de tamanhos f(R, t), a evolução temporal do número total de part́ıculas, do raio

médio R̄ do sistema e demais momentos da distribuição [30].

Considerando o ponto de partida da teoria LSW, será apresentado um breve resumo sobre

a estat́ıstica de crescimento. Serão, portanto, apresentadas as principais definições que serão

usadas ao longo do caṕıtulo, tais como momentos da distribuição, número de part́ıculas, fração

volumétrica, dentre outros.

Número de part́ıculas

N(t) =

∫ ∞

0
f(R, t)dR (2.1)

Raio médio (primeiro momento da distribuição)

R̄(t) =
1

N

∫ ∞

0
Rf(R, t)dR (2.2)

Outros momentos da distribuição

Mm(t) =
1

N

∫ ∞

0
Rmf(R, t)dR (2.3)

Onde M1 é o primeiro momento (raio médio), M2 é o segundo momento (desvio padrão), M3 o

terceiro momento e assim por diante.
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Fração volumétrica das part́ıculas

φ(t) =
1

VT

∫ ∞

0

4π

3
R3f(R, t)dR, (2.4)

onde VT é o volume total do sistema onde estão as part́ıculas.

2.1 Estat́ıstica de Crescimento

Essa seção foi baseada no caṕıtulo 5 (Statistics of growth) do livro “Growth and coarsening:

Ostwald ripening in material processing” [30] dos autores Ratke, L. e Voorhees, P. W.(2013).

Em uma dispersão, part́ıculas esféricas podem mudar seus tamanhos devido a diferentes leis

de crescimento. Considerando um sistema onde não há fonte de part́ıculas, a distribuição dos

tamanhos das part́ıculas f(R, t), obedece a a equação da continuidade no espaço dos raios:

∂f

∂t
+

∂

∂R

(
dR

dt
f

)
= 0. (2.5)

Essa equação pode ser entendida em analogia à equação de continuidade de um fluido [24]. No

entanto o movimento a ser considerado é de uma part́ıcula puntiforme no espaço unidimensional

dos tamanhos. O taxa de crescimento dR/dt pode ser vista como a velocidade do ponto no

espaço unidimensional dos raios.

Figura 2.1: Relação entre o crescimento de uma part́ıcula esférica de raio R com o deslocamento
de um ponto no espaço unidimensional dos raios.

Uma part́ıcula que aumenta seu raio indo de R0 para R0 +dR em um tempo dt pode ser vista

como um ponto que se move no espaço dos raios da posição R0 para a posição R0 +dR com uma

velocidade dR/dt, como mostra a figura 2.1. A função de distribuição f(R, t) · dR representa o

número de part́ıculas entre R e R + dR, de modo que o fluxo é dado por dR/dt · f(R, t). Como

não há fonte de part́ıculas, ou seja, não há a criação de novas part́ıculas, o único movimento

a ser considerado é o das part́ıculas já existentes no sistema. Nesse caso, uma part́ıcula que

“desaparece” é considerada como uma part́ıcula em repouso na origem (R = 0). Dessa forma,

temos que a derivada no tempo do número de part́ıculas em uma dada região R, R + dR deve

ser igual a derivada espacial do fluxo de part́ıculas na mesma região [30].
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A equação (2.5) é uma equação diferencial e dada uma lei de crescimento dR/dt pode ser

resolvida pelos métodos usuais de solução de equações diferenciais como métodos de Cauchy,

separação de variáveis e até mesmo métodos computacionais [30]. A solução da equação dá a

evolução da forma de f(R, t) no tempo e, por consequência (via equações 2.1-2.4), informa a

evolução do número de part́ıculas N(t), raio médio R̄(t), fração volumétrica φ(t) e os momentos

Mm(t). A figura 2.2 mostra um exemplo da evolução de uma distribuição f(R, t) obtida como

solução de (2.5) considerando uma lei de crescimento do tipo
dR

dt
=

k

R
, sendo k (k > 0)

uma constante. Podemos observar que a curva sofre um deslocamento para a direita indicando

o aumento do raio médio. Além disso, observa-se ainda uma espécie de assinatura da taxa

de crescimento do tipo
dR

dt
∝ 1

R
. Como a taxa de crescimento é inversamente proporcional

ao tamanho de cada part́ıcula, temos que as part́ıculas maiores crescem mais devagar que as

menores. Assim, a medida que o sistema evolui, as part́ıculas menores crescem e desaceleram o

ritmo de crescimento, ao passo que part́ıculas maiores crescem cada vez mais lentamente. Desse

modo, um sistema com uma distribuição inicial simétrica tenderá a evoluir fazendo com que

haja cada vez menos part́ıculas menores, que crescem cada vez mais lentamente. Em um tempo

muito longo, a distribuição continua a se deslocar com o tempo, porém sua forma tende a uma

forma final, normalizada pelo raio médio, inalterada [30].

Figura 2.2: Exemplo de evolução temporal da distribuição de tamanhos f(R, t) obtida pela
solução da equação da continuidade (2.5). Na figura, τ é tempo adimensional e o raio reduzido
ρ é dado por ρ = R/R̄, onde R̄ é o raio inicial. Imagem retirada da referência [30].

2.2 Teoria LSW

Apesar do fenômeno do crescimento de part́ıculas maiores as custas do decrescimento e even-

tual desaparecimento de part́ıculas menores ser conhecido desde 1900, com Wilhelm Ostwald [34],

não havia, até 1961, uma descrição teórica consistente para o amadurecimento de Ostwald.

Lifshitz, Slyozov [36] e Wagner [37] desenvolveram de forma independente equações que descre-

vem quantitativamente esse processo. Supondo que o estado inicial do sistema possa ser descrito

por uma função de distribuição de tamanhos f(R, t = 0), a teoria LSW descreve como se dá

a evolução temporal dessa distribuição, do tamanho médio das part́ıculas e o número total de
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part́ıculas [37].

Ambos trabalhos buscam uma solução para a equação de continuidade(2.5) a partir da lei

de crescimento para o amadurecimento de Ostwald. O ponto de partida da teoria LSW para

obtenção de uma lei de crescimento é a solução equação de difusão:

∂C

∂t
= D∇2C(r) = 0. (2.6)

Para obter as condições de contorno, considera-se que a concentração na superf́ıcie da par-

t́ıcula é dada pela equação de Gibbs-Thompson(1.4) que, no limite em que R ≫ α, pode ser

escrita como:

C(R) = C∞

(
1 +

α

R

)
, com α =

2σvm

RT
, (2.7)

Assume-se, ainda, que a fração volumétrica φ é constante e que tente a zero (φ → 0). E, além

disso, supõe-se que a concentração do meio, ou fase cont́ınua, em uma região muito distante das

part́ıculas (r → ∞) é dada por C̄. Dessa forma, temos as seguintes condições de contorno [31]:

C(r) |r=R = C(R) = C∞

(
1 +

α

R

)
(2.8)

lim
r→∞

C(r) = C̄. (2.9)

A solução de (2.6) com as condições de contorno é dada por1:

C(r) = [C(R) − C̄]
R

r
+ C̄ (2.10)

Considerando, portanto, a conservação de massa e a equação de Gibbs-Thompson(1.4), obtem-

se1 a lei de crescimento para o amadurecimento de Ostwald de uma part́ıcula esférica de raio

R [36]:
dR

dt
=

D

R

(
∆ − α

R

)
, com ∆ = C̄ − C∞. (2.11)

Na equação (2.11), D é o coeficiente de difusão e ∆ ≡ ∆(t) é a supersaturação do sistema.

É importante ressaltar que a equação (2.11) dá a dinâmica do amadurecimento de Ostwald e

prevê a existência de um raio cŕıtico Rc =
α

∆
que é o cerne do amadurecimento de Ostwald.

Observando a equação (2.11) fica evidente que para um dado raio cŕıtico Rc, temos:

Se R < Rc ⇒ dR

dt
< 0 → a part́ıcula diminui de tamanho,

se R > Rc ⇒ dR

dt
> 0 → a part́ıcula cresce,

se R = Rc ⇒ dR

dt
= 0 → a part́ıcula mantém-se estável.

Partindo disso, procura-se resolver a equação da continuidade para distribuições de tamanhos

(2.5) utilizando grandezas adimensionais. A adimensionalização utilizada é dada por:

ρ =
R

Rc
(2.12)

τ = ln

[
Rc

Rc(0)

]
, (2.13)

1A obtenção dessa solução encontra-se de forma mais detalhada no Apêndice B.
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onde Rc(0) é o raio cŕıtico inicial.

Utilizando a técnica de separação de variáveis para equações diferenciais parciais a teoria

prevê uma forma universal para a função de distribuição f(ρ, τ) de tamanhos para tempos

longos (isso é, t tal que Rc(0) ≪ Rc(t)):

f(ρ, τ) =





4

9
ρ2

(
3

3 + ρ

)7/3 (
1, 5

1, 5 − ρ

)11/3

exp

(
− 1, 5

1, 5 − ρ

)
, 0 < ρ <

3

2

0, ρ >
3

2

(2.14)

Esse resultado indica que a distribuição de tamanhos de um sistema evoluindo sob a atuação

do amadurecimento de Ostwald deve assumir, no limite assintótico, uma forma única e indepen-

dente do tempo e da distribuição inicial f(R, 0). A forma da distribuição final obtida pela teoria

LSW é apresentada na figura 2.3.

Figura 2.3: Previsão da teoria LSW para a distribuição normalizada para o limite assintótico
de um sistema evoluindo sob atuação do amadurecimento de Ostwald. Figura adaptada da
referência [30].

Além disso, a teoria LSW prevê que para tempos longos o raio cŕıtico Rc evolui com Rc ∝ t1/3.

Calculando o valor do raio médio R̄, obtém-se que no regime assintótico segue que R̄ = Rc, o

que nos leva a R̄ ∝ t1/3. De maneira semelhante obtém-se a evolução no número de part́ıculas

N(t) para tempos longos. Nesse regime temos que N(t) ∝ t−1. Desse modo, podemos organizar

os resultados da teoria LSW da seguinte forma: para tempos longos, considerando que a fração

volumétrica φ tende a zero (φ → 0), temos que o raio médio R̄(t) e o número de part́ıculas N(t)
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evoluem de acordo com as seguintes leis de crescimento [36,37]:

R̄(t) = (Kt)1/3 (2.15)

N(t) = Bt−1, (2.16)

onde K e B são constantes.

A teoria LSW descreve precisamente a estat́ıstica das part́ıculas evoluindo sob o amadure-

cimento de Ostwald, mas há algumas limitações oriundas das considerações teóricas que devem

ser ressaltadas. As soluções obtidas são considerando dispersões de part́ıculas perfeitamente

esféricas e infinitamente dilúıdas. Além disso, as condições de contorno usadas para obter a so-

lução da equação de Laplace (2.6) que dizem respeito a superf́ıcie da part́ıcula e a concentração

no infinito são considerações de part́ıcula única [30]. Outras condições não contempladas pela

teoria LSW são: fração volumétrica finita (φ não tendendo a zero), o movimento relativo das

part́ıculas, a possibilidade de haver coalescência, variações de temperatura, dentre outros.

2.3 Teorias pós-LSW

O desenvolvimento da teoria LSW foi de fundamental importância para o entendimento do

amadurecimento de Ostwald. Ela apresenta resultados anaĺıticos para a evolução de um conjunto

de part́ıculas e se mostra capaz de realizar previsões quantitativas para o comportamento em

tempos longos de um sistema em amadurecimento [38]. No entanto, era desejável a descrição de

sistemas mais realistas, sobretudo para sistemas com fração volumétrica finita. Nesse sentido,

há resultados que buscaram descrever sistemas mais próximos da realidade [38].

2.3.1 Teoria de campo médio

Uma descrição teórica posterior à LSW é feita se valendo da teoria de campos médios, que é

uma teoria que realiza um tratamento para sistemas complexos supondo que o efeito de todos os

outros indiv́ıduos sobre um dado indiv́ıduo no sistema pode ser aproximado por um único efeito

médio. Supondo que cada indiv́ıduo interage com os demais por meio de um campo médio, a teo-

ria de campo médio descreve um sistema de muitos corpos a partir de um único indiv́ıduo [31,55].

Uma série de trabalhos se vale dessa técnica para obter resultados referentes ao amadureci-

mento de Ostwald, sobretudo em regimes de fração volumétrica finita [38]. Muitos trabalhos que

se valem da teoria de campo médio para resolver o problema da difusão de muitos corpos evo-

luindo sob o amadurecimento de Ostwald utilizam basicamente as mesmas equações [31,38–41].

A seguir, temos a abordagem feita por Yao e colaboradores [31] em 1993.

A descrição do problema é feita a partir da equação de difusão escrita em termos do campo

adimensional de concentração θ(r) dado por:

θ(r) =
[C(r) − C∞]

C∞
. (2.17)

Assim, a equação fundamental no limite estacionário do problema de difusão de muitas part́ıculas
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sem proximidade em um sistema de dimensão D é dado por:

∇2θ(r) = a
N∑

i=1

Biδ(r − ri), (2.18)

onde N é o número de part́ıculas no sistema, a = 2πD/2/Γ(D/2), em que Γ(x) é a função gama,

ri a posição da i-ésima part́ıcula e Bi é a intensidade da fonte ou sorvedouro de corrente de

difusão. No caso de uma part́ıcula que se dissolve(fonte), Bi > 0. Caso a part́ıcula cresça

absorvendo soluto do meio (sorvedouro), Bi < 0. A função δ(r − ri) vem do fato da posição de

cada part́ıcula ser considerada como fixa e do fato da distância entre as gotas ser maior que seus

tamanhos médios(aproximação de part́ıcula isolada) [31]. De maneira análoga às equações(2.9),

as condições de contorno vêm da equação de Gibbs-Thompson para a concentração na superf́ıcie

da part́ıcula e da suposição de que no infinito, a concentração é uniforme:

θ(r) ||r−ri|=Ri
=

1

Ri
(2.19)

lim
r→∞

θ(r) = θav (2.20)

Além disso, temos que da conservação de matéria, temos que:

N∑

i=1

Bi = 0. (2.21)

Utilizando então da equação da continuidade e da lei de Fick, é posśıvel obter a lei de

crescimento para uma part́ıcula2:
dRi

dt
=

Bi

RD−1
t

. (2.22)

Usando separação de variáveis e a lei de crescimento obtida, é apresentada uma solução

para a distribuição de tamanhos ainda para tempos longos mas com valores finitos de φ. Além

disso, obteve-se ainda as leis de crescimento assintótico do raio médio R̄(t) e para o número de

part́ıculas N(t) [31]:

R̄ = [R̄3(0) + K(φ)t]1/3, (D = 3)

R̄ = [R̄3(0) + K ′t
/
(ln(φ)−1/2)]1/3, (D = 2)

(2.23)

N(t) =

∫ ∞

0
f(R, t)dR =

N(0)R̄D(0)

[R̄3(0) + K(φ)t]D/3
(2.24)

Esse resultado mostra que apesar da lei do decaimento do número de got́ıculas no tempo

depender da dimensão do sistema (N ∼ t−D/3), a lei de crescimento do raio (R̄ ∼ t1/3) é

independente da dimensão e do valor de φ. Além disso, os autores resolveram o problema

utilizando valores finitos de φ de forma coerente. Os resultados mostram que quanto maior o

valor de φ maior será o tamanho de corte, apresentado como ρmáx = 3
2 para φ → 0 pela teoria

LSW.

2esse cálculo é apresentado mais detalhadamente no apêndice B.
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2.3.2 Teoria para valores altos de φ e tempos curtos

De forma a obter resultados teóricos que sejam mais realistas, afim de que possa se com-

parar de forma mais precisa as previsões teóricas com resultados experimentais, trabalhos mais

recentes tem sido desenvolvidos com esse intuito [42–45]. Nesse sentido, destaca-se o trabalho

de Fan e colaboradores [43] que realizaram simulações da evolução de uma fase dispersa em uma

fase cont́ınua em quatro frações volumétricas, a saber 25%, 50%, 75% e 90%. Nesse trabalho,

considerou-se uma rede quadrada bidimensional onde se aplicou condições de contorno periódi-

cas partindo de uma fase desordenada até atingir espontaneamente a nucleação [43]. Em cada

caso, deixou-se o sistema atingir o estado estacionário para extrair os dados cinéticos associados

ao amadurecimento de Ostwald. Realizando o ajuste dos dados com Rm
t − Rm

0 = kt obteve-se

m = 3 para todas as frações volumétricas, mostrando que o expoente não depende de φ e que,

mesmo para frações volumétricas altas, o sistema evolui de acordo com o previsto pela teoria

LSW, isto é: R̄ ∼ t1/3. Observou-se, no entanto, que o taxa de amadurecimento k cresce com

φ e atribui-se isso a proximidade das part́ıculas que reduziria o tempo de difusão. A figura 2.4

mostra a evolução microestrutural do amadurecimento de Ostwald com φ = 0, 90 para a fase em

amadurecimento [43].

(a) (b)

Figura 2.4: Simulação da evolução de um sistema cuja fração volumétrica da fase em amadure-
cimento é 90%. O trabalho original [43] mostra que a lei de crescimento do raio médio está de
acordo com a teoria LSW (R̄ ∼ t1/3). Em (a) temos uma representação do sistema em uma rede
512×512. Em (b) um gráfico representando a evolução temporal do raio médio adimensional.
Figuras adaptadas da referencia [43].

A teoria LSW é desenvolvida para tempos longos. A rigor, toma-se o limite onde t → ∞ e

Rc → ∞, sendo Rc o raio cŕıtico. A partir da dificuldade em se alcançar tais regimes experi-

mentalmente, Alexandrov [46] propõe uma descrição teórica que permite modelar situações mais

compat́ıveis com observações experimentais. No artigo original de Lifshitz e Slyozov, durante a

dedução da taxa de crescimento, faz-se uma aproximação desconsiderando a dependência tem-

poral da taxa de amadurecimento, assumindo-o como constante [36] para tempos muito longos.

O que Alexandrov [46] faz é levar essa dependência em consideração e obter soluções para o raio

médio R̄ e o número de part́ıculas N(t) para tempos menos avançados.
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A partir de então obtém-se uma taxa de crescimento do raio vρ para tempos anteriores ao

limite assintótico dada por:

vρ =
dρ

dτ
= − 1

3ρ2

[
(ρ + 3)(ρ − ρ0)2 +

81(1 + 4δ2)(ρ − 1)

16τ2(ρ)

]
, (2.25)

onde ρ e τ representam o raio adimensional e o tempo adimensional, respectivamente, e δ é um

parâmetro que depende da distribuição inicial. Além disso, obtém-se uma expressão que dá a

evolução do raio cŕıtico (Rc) no tempo tanto para tempos avançados quando para os estágios

anteriores ao limite assintótico:

t =
9

4
(Rc

3 − Rc
3
0) − 9

16
(1 + 4δ2)

∫ Rc

Rc0

x2

ln2 x
dx. (2.26)

Calculando o número de part́ıculas chaga-se ao resultado de que para estágios menos avan-

çados, apesar de N depender no tempo com o inverso do cubo do raio cŕıtico (N ∝ 1/Rc
3) o

raio cŕıtico assume valores menores do que o raio médio, com R̄ ≈ 1.013Rc(t). Conclui-se então

que os valores absolutos do raio cŕıtico Rc são maiores que os previstos pela teoria de LS. Assim

sendo o número de part́ıculas N no modelo proposto é menor que o previsto no limite assintótico

do caso LS. Além disso, é apresentada uma solução para a distribuição dos tamanhos, dada por:

f(ρ, t) = −A
1

v(ρ, δ)
exp

[∫ ρ

0

dρ′

v(ρ′, δ)

]
. (2.27)

As distribuições obtidas são mais simétricas do que o previsto pela teoria LSW. Além disso,

a função de distribuição fora do regime assintótico depende da distribuição inicial. A figura 2.5,

retirada da referência [46] compara distribuições em tempos mais realistas com a distribuição

obtida por Lifshitz [36]. Nesse caso, as distribuições iniciais são dependentes de uma lei de

potência e o ı́ndice n na figura, diz respeito a esse expoente. É interessante ressaltar que os

resultados obtidos, tanto para a taxa de crescimento individual dos raios e para a forma da

distribuição quanto para o raio cŕıtico recaem nos resultados da teoria LSW para tempos muito

longos.

Figura 2.5: Comparação da distribuição obtida pela teoria LSW com a distribuição para tempos
menos avançados. Figura adaptada da referência [46].
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2.4 Experimentos commedidas para amadurecimento de Ostwald

Além do avanço teórico e de simulação, temos visto uma série de experimentos em diversos

campos. Aqui será feito um levantamento de alguns trabalhos experimentais em que se observou

a atuação do amadurecimento de Ostwald em diversos fenômenos. De modo geral é comum

observar experimentos que concordem com a teoria LSW, sobretudo no que tange as leis de

crescimento para o raio médio. No entanto é sabido que para tempos longos as distribuições de

tamanho tendem a ser mais simétricas do que o previsto pela teoria LSW [39,47,48].

2.4.1 Materiais complexos e part́ıculas metálicas

Yec e Zeng [49] reportaram o uso do amadurecimento de Ostwald na produção de nanoma-

teriais complexos de estrutura oca. Segundo o artigo, as propriedades desses materiais faz com

que eles tenham potencial para uma série de aplicações como tratamento ambiental, armazena-

mento de energia, transporte de medicamento e a caracterização de materiais [49]. O trabalho

por eles desenvolvido não apresenta aplicações para o amadurecimento de Ostwald em bolhas,

todavia apresenta aplicações diversas explorando o amadurecimento de Ostwald. A figura 2.6

mostra a śıntese de uma nanoestrutura oca de multicamadas de Cu2O feita a partir do amadu-

recimento de Ostwald de micropart́ıculas esféricas de Cu2O. Cada camada é gerada a partir da

agregação aleatória dos cristalites primários e a cavidade central é efeito do amadurecimento de

Ostwald [49].

Figura 2.6: Produção de uma nanoestrutura oca de multicamadas de Cu2O. Cada camada é
produzida por aglomeração aleatória das part́ıculas de Cu2O. Figura retirada da referência [49].

No estudo de ligas metálicas, vemos experimentos que medem o crescimento de ilhas de Si

utilizando microscopia eletrônica de baixa energia (LEEM) [50] e uma série de experimentos

do crescimento de precipitados em superligas de base de ńıquel [56]. Considerando ainda a

atuação do amadurecimento de Ostwald part́ıculas metálicas, Redmond e seus colaboradores [57],

reportaram em 2005 a utilização de técnicas como microscopia eletrônica de varredura (MEV),

espectroscopia de raios X por dispersão em energia (EDX) e espectroscopia de absorção para

medir o crescimento de nanopart́ıculas de Ag. Nesse artigo observou-se que no decorrer de

horas, part́ıculas com tamanho entre 100-300 nm crescem em detrimento do desaparecimento de

part́ıculas menores.
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2.4.2 Material biológico

Além de part́ıculas metálicas sólidas, o amadurecimento de Ostwald tem sido observado tam-

bém na cristalização de moléculas de interesse biológico. Ng e seus colaboradores [51] reportaram

a atuação do amadurecimento de Ostwald na cristalização de macromoléculas de protéınas onde

cristais maiores crescem às custas do desaparecimento dos cristais menores. A evolução ocorreu

durante meses e observou-se que no final apenas um único cristal permanece no ensaio. Esse

trabalho mostrou que a cristalização macromoléculas apresentam um crescimento semelhante ao

das micromoléculas [51]. Nesse trabalho há a investigação da atuação do amadurecimento de

Ostwald, porém não há uma comparação com os resultados previstos teoricamente pela teoria

LSW.

Em 2007, Liu e seus colaboradores [47] reportaram que utilizaram a técnica de espalhamento

dinâmico de luz (DLS) para medir durante cerca de 15 dias os tamanhos de nanopart́ıculas

esféricas de β-caroteno produzidas por um processo de nanoprecipitação. O artigo também

apresenta a simulação da evolução das mesmas nanopart́ıculas considerando a previsão da te-

oria LSW. As propriedades f́ısico-qúımicas do β-caroteno foram incorporadas à simulação e as

medidas experimentais concordam com os resultados da simulação evidenciando a atuação do

amadurecimento de Ostwald como previsto na teoria LSW [47]. Para que as part́ıculas estejam

mais estáveis, evitando a formação de aglomerados foi utilizado um co-solvente estabilizador.

A utilização desse co-solvente, e o método de adição deste à solução, promove uma diferente

solubilidade das part́ıculas e portanto uma curva de crescimento temporal diferente. A figura

2.7 a seguir apresenta alguns resultados para a evolução das nanopart́ıculas de β-caroteno para

diversas condições iniciais. As linhas cont́ınuas na figura 2.7-b representam o resultado da simu-

lação baseada nas condições iniciais do experimento, dos parâmetro experimentais e na teoria

LSW [47]. Observa-se uma forma concordância entre a simulação e os resultados experimentais.

(a) (b)

Figura 2.7: A figura (a) mostra a distribuição inicial dos tamanhos das part́ıculas de beta-
caroteno para duas condições iniciais. A figura (b) mostra a evolução temporal do raio médio
das part́ıculas para diversas solubilidades. Os pontos representam as medidas realizadas com
espalhamento de luz e as linhas são o resultado da simulação. Figura adaptada da referência [47].

Outro trabalho que verificou o amadurecimento de Ostwald em material biológico foi o pu-

blicado em 2010 por Streets e Quake [48]. Nesse trabalho mediu-se o crescimento de clusters da
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lisozima da clara do ovo e sua relação com o eventual aparecimento de microcristais de protéına.

Nesse trabalho, foi utilizado o espalhamento dinâmico de luz (DLS) para medir os tamanhos dos

clusters e microscopia óptica com análise de imagens para medir o tamanho dos microcristais.

Os resultados mostram que os clusters, que são aproximadamente esféricos (∼ 10 nm), crescem

de acordo com o previsto pela teoria LSW para o amadurecimento de Ostwald mas tem seu

crescimento perturbado pela presença do macrocristal (∼ 100 µm) que não evolui da mesma

forma. Uma modelagem computacional foi feita comparando a evolução dos clusters com e sem

presença do microcristal e os autores conclúıram que este atua como sorvedouro de moléculas

de protéına [48]. A figura 2.8-a, a seguir, mostra um gráfico que apresenta a evolução do raio

médio dos clusters de protéına com a evolução da área total dos macrocristal. A figura 2.8-b

compara a a evolução temporal do raio médio dos clusters em amostras com e sem a formação do

macrocristal. A deposição de monômeros no macrocristal facetado ocorre de forma diferente da

deposição nos clusters. Dessa forma, o macrocristal atua como um sorvedouro de monômeros,

fazendo com que as moléculas de protéına migrem dos clusters para o cristal [48]. Esse fenômeno

faz com que haja um pico seguido por um decrescimento acentuado na curva da evolução do

raio médio dos clusters conforme a figura 2.8. Na ausência do cristal, o sistema parece evoluir

seguindo a previsão da teoria LSW, isto é, R̄ ∼ t1/3.

(a) (b)

Figura 2.8: Em (a) temos: (i) comparação da evolução temporal do raio médio dos clusters com
a área do macrocristal. (ii) o surgimento do macrocristal no dispositivo de microflúıdica nos
tempos dados. É notável que o surgimento do macrocristal está correlacionado com a mudança
no comportamento do crescimento do raio médio. (b) comparação entre a evolução do raio
médio dos clusters em um sistema em que não apareceu cristal com um que ele surge. O sistema
parece seguir o previsto pela teoria LSW (R̄ ∼ t1/3) se não fosse pelo surgimento do macrocristal.
Imagens adapdatas da referência [48].

2.4.3 Bolhas de gás

Trabalhos experimentais sobre atuação do amadurecimento de Ostwald na evolução de bolhas

de gás são relativamente raros. Contudo, há alguns trabalhos que merecem ser comentados. Um

deles é o trabalho de Shin e seus colaboradores [29], que utiliza técnica de microscopia eletrônica

de transmição (TEM) e mede a dinâmica de nanobolhas de vapor de H2O confinadas em células

de grafeno. Dentre os fenômenos observados um deles é o amadurecimento de Ostwald, que

apesar de não ter sido analisado quantitativamente pode ser observado de maneira bastante

19



expĺıcita, tanto nas imagens quanto no v́ıdeo do material auxiliar [29]. A imagem 2.9 a seguir

mostra o amadurecimento de Ostwald em bolhas de vapor d’água em água confinadas em células

de grafeno. É bastante notável a atuação doa amadurecimentos de Ostwald nesse sistema. A

medida que o tempo passa, a bolha menor vai diminuindo cedendo gás para a bolha maior. As

duas permanecem com suas posições aproximadamente fixas enquanto o amadurecimento ocorre.

No referido trabalho, em um tempo de 15 segundos é posśıvel notar o completo desaparecimento

da bolha menor.

Figura 2.9: Atuação do amadurecimento de Ostwald entre duas bolhas de vapor de H2O em
água confinadas em uma célula de grafeno. Figura adaptada da referência [29].

Por último, temos o trabalho Lautze e seus colaboradores [52] publicado em 2011. Utilizando

técnicas de microscopia eletrônica de varredura (MEV) e microscopia óptica de reflexão, o artigo

por eles publicado mede a evolução de bolhas de H20 e H2O-CO2 em magma de riólito e andesito

basáltico. A obtenção dos dados foi realizada a partir da análise de imagens convertendo as

imagens das bolhas em imagens binárias. Os resultados da evolução a alta pressão e temperatura

mostram que nenhum experimento apresentou leis de crescimento de acordo com LSW. Dois de

três resultados para a evolução de sistemas com fração volumétrica entre φ = 0, 1 e φ = 0, 2

apontam para uma lei de crescimento tal que R̄ ∼ tλ com λ < 1/3 e um deles apresenta R̄ ∼ tλ

com λ > 1/3. As figuras 2.10 e 2.11 a seguir mostra um exemplo da evolução de bolhas de H2O

no referido trabalho.

A não concordância da lei de crescimento com a previsão teórica aponta, segundo os autores,

para o fato de que as medidas possivelmente foram realizadas em um regime transiente. As

medidas foram feitas com até 4 meses de evolução e ainda não haviam alcançado o crescimento

com R̄ ∼ t1/3. Os autores preveem que, caso o sistema esteja em um regime transiente, se-

ria necessário um tempo de evolução da ordem de anos para que fossem alcançado o regime

estacionário previsto pela teoria LSW [52].
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Figura 2.10: Evolução de bolhas de vapor de H2O em rocha basáltica. De cima pra baixo os
número nas caixas de texto à esquerda de cada imagem representam: a fração volumétrica das
bolhas, o raio médio e a densidade numérica de bolhas. É bastante notável a evolução do sistema:
as bolhas maiores crescem ao passo que as menores diminuem até eventualmente desaparecer.
Figuras adaptadas da referência [52].

(a) Evolução temporal do raio médio para amos-
tras de três séries diferentes. Em duas delas vemos
um comportamento com R̄ ∼ tλ com λ < 1/3,
λ1 = 0, 16 e λ2 = 0, 14 em uma vemos λ > 1/3
com λ3 = 0, 44.

(b) Evolução temporal da densidade numérica de
bolhas para amostras de três series diferentes. Em
duas delas vemos um comportamento com N ∼ tχ

com χ > −1, χ1 = −0, 76 e χ2 = −0, 59. Em uma
das curvas, vemos χ ≈ −1 com χ3 = −0, 94.

Figura 2.11: Evolução de bolhas de vapor de H2O e em magma de rocha basáltica. Os resultados
divergem do previsto pela teoria LSW. Figuras adaptadas da referência [52].
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Caṕıtulo 3

Objetivos

Considerando o interesse em estudar o amadurecimento de Ostwald e os aspectos apresenta-

dos, uma vez que há, ao nosso conhecimento, poucos trabalhos experimentais precisos e de uma

profunda investigação de sistemas macroscópicos (10-100 µm) de bolhas em meios viscosos, pro-

pomos, nesse trabalho, uma investigação experimental da atuação desse mecanismo em bolhas

de ar em uma solução de glicerina. O objetivo desse trabalho é, portanto, investigar a evolução

de bolhas de um gás de dezenas a centenas de micrômetros em um fluido viscoso e apresentar

as técnicas utilizadas para realizar tal pesquisa. Os experimentos foram realizados sob três con-

dições: fluido em repouso, isto é, sem haver fluxo macroscópico; fluido submetido a um fluxo

controlado mantendo as bolhas em repouso; e fluido em repouso com adição de surfactante. Para

tal, serão apresentados a montagem do experimento, a técnica para a produção de bolhas, de

obtenção de dados através da microscopia óptica e análise de imagens e o processo de caracte-

rização da amostra com medidas de densidade e viscosidade. Considerando as quantidades de

interesse para caracterizar o amadurecimento de Ostwald, serão apresentados resultados da evo-

lução temporal do número de bolhas N(t), do raio médio R̄(t), das distribuições dos tamanhos

f(R, t) e da fração volumétrica φ(t). Os resultados serão comparados com as previsões teóricas

da teoria LSW [36, 37] e os resultados dela decorrentes. Por fim, serão apresentados propostas

de avanço dos estudos no sentido de dar continuidade à investigação a respeito da dinâmica de

bolhas e do amadurecimento de Ostwald.
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Caṕıtulo 4

Materiais e métodos

Para efetuarmos nossos estudos sobre a atuação do amadurecimento de Ostwald na evolução

de bolhas de gás em um ĺıquido foram utilizadas técnicas de microflúıdica, microscopia óptica

e análise de imagens. Nos processos de montagem e programação do experimento, preparação

e caracterização da amostra, produção das bolhas e extração e processamento de dados utiliza-

mos os materiais e equipamentos disponibilizados pelo Laboratório de Microflúıdica e Fluidos

Complexos (LMFFC) do Departamento de F́ısica da UFV. Dentre eles, incluem-se produtos qúı-

micos para preparação da amostra, béqueres, pipetas, lâminas para microscopia, tubos capilares,

seringas, bombas de seringa, termômetro digital, equipamento para espalhamento dinâmico de

luz (DLS), mixer-misturador, microscópio com câmera acoplada (Zeiss Axiolab, LR66238C) e

computadores com programas para captura e processamento de imagens.

Os experimentos realizados se dividem em três classes:

(i) Evolução de bolhas em confinamento.

(ii) Evolução de bolhas sob fluxo macroscópico constante.

(iii) Evolução de bolhas em confinamento com adição de surfactante.

4.1 Preparação e caracterização da solução

A solução utilizada para produção de bolhas nas três classes de experimento foi composta por

75%(V/V) de glicerina e 25%(V/V) de água deionizada. O glicerol (C3H8O3), também conhecido

como glicerina é o triol mais simples [58, 59] e é completamente misćıvel em água1(figura 4.1).

Sua estrutura qúımica é:

❜❜✧✧❜❜
OH

OH

OH
✧✧

Figura 4.1: Estrutura qúımica do glicerol.

No experimento realizado com adição se surfactante, uma solução composta por 74,93%(V/V)

de glicerina bidestilada, 24,97%(V/V) de água deionizada e 0,10%(V/V) de surfactante comer-

cial (detergente) foi utilizada para ser adicionada à solução original. O solução escolhida possui

1algumas propriedades f́ısico-qúımicas do glicerol pode ser encontrada no Apêndice C.
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apenas dois componentes triviais (água e glicerina), sem odor, não tóxicos, de moléculas simples

e de baixo custo. Devido a sua simplicidade, a solução composta apenas por glicerina e água será

chamada de “solução de trabalho” e aquela com 0,1% de surfactante será referida como “solução

com surfactante”. Nos experimentos onde se submeteu a amostra à um fluxo, o fluido em fluxo

é a solução de trabalho.

A escolha da glicerina para a solução foi feita devido a sua alta viscosidade, que nos é

conveniente, pois ela evita a movimentação das bolhas. Uma vez que a mobilidade das bolhas é

consideravelmente reduzida ao longo do experimento, o número de colisões entre elas é reduzido,

minimizando portanto, a coalescência. Além disso, o processamento das imagens se torna mais

preciso se as bolhas permanecem na mesma posição durante a captura das imagens. A seguir

apresentaremos os valores obtidos para alguns parâmetros da solução de trabalho, a saber, a

viscosidade η, a tensão interfacial σ e a densidade ρ.

4.1.1 Viscosidade

A viscosidade dinâmica2 é uma medida de arraste interno entre camadas adjacentes de um

fluido. Forças de origem viscosa tende a se opor ao movimento de uma parte do fluido em

relação a outra [24]. Para obter o valor da viscosidade da solução de trabalho foi utilizado

a técnica conhecida como espalhamento dinâmico de luz, ou DLS (do inglês, Dynamic Light

Scattering). Essa técnica é uma eficinte ferramenta para carcterização de dispersões coloidais de

macromoléculas e é utilizada, principalmente, para medir tamanhos de part́ıculas dispersas em

uma solução. Uma vez conhecido o tamanho de uma dada part́ıcula, essa técnica também pode

ser usada para obter uma medida da viscosidade de uma dada amostra na qual essa part́ıcula

está embebida. O equipamento basicamente incide radiação monocromática (laser) na amostra e

mede a intensidade da luz espalhada em diversos ângulos. A função de correlação da intensidade

de luz intensidade de luz espalhada e fornece, como parâmetro de ajuste,a taxa de decaimento,

Γ, da correlação das flutuações da intensidade da luz espalhada. A equação (4.1) dá essa relação,

sendo I(τ) a intensidade de luz espalhada em um tempo τ [60]:

g(2)(τ) = 〈I(0)I(τ)〉 = 1 + e−2Γτ . (4.1)

O parâmetro Γ relaciona-se com o coeficiente de difusão, D , das part́ıculas em solução e com

o módulo do vetor de espalhamento, q, pela equação (4.2):

Γ = Dq2, (4.2)

onde D é o coeficiente de difusão dado por D =
KBT

6πηR
, η a viscosidade do fluido e R o raio

da part́ıcula em solução. O valor de q relaciona-se com o ângulo θ em que foi medido o espa-

lhamento da seguinte forma: q =
4πn

λ
sen

(
θ

2

)
, sendo n o ı́ndice de refração do solvente e λ o

comprimento de onda do laser utilizado no equipamento.

Para realizar a medida da viscosidade, dispersamos 10 µL de uma solução de nanoesferas de

poliestireno em 10 mL da solução de trabalho. O raio foi determinado via espalhamento de luz

2Nesse trabalho a viscosidade dinâmica será chamado apenas de viscosidade.
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realizando o mesmo experimento em água, ao invés da solução de glicerina e possui um valor de

R = 26, 9 nm. O comprimento de onda do laser usado é λ = 632, 8 nm. O ı́ndice de refração

da amostra foi medido usando um refratômetro Abbe e o valor encontrado foi de n = 1, 439.

Assim, medindo o valor de Γ para cada θ, conseguimos, através da equação (4.2), calcular os

correspondentes valores de q2 para cada θ e construir o gráfico de Γ × q2, representado na fi-

gura 4.2, com o qual obtivemos, por meio do ajuste linear, o valor para o coeficiente de difusão D .

A partir do ajuste do gráfico da figura 4.2, considerando os valores para os demais parâmetros

chegamos a um valor de viscosidade η = 40, 43 mPa·s. Comparando com o valor da viscosidade

da água em pressão atmosférica à 25oC, ηH2O = 0, 899 mPa·s [61, 62], temos que a viscosidade

da solução de trabalho é consideravelmente alta.

Figura 4.2: Medida da viscosidade via DLS. Gráfico de Γ × q2 do espalhamento de luz feito com
esferas de poliestireno dilúıdas na solução viscosa. A inclinação do gráfico é igual ao coeficiente
de difusão e a linha em vermelho representa o ajuste pela equação 4.2.

4.1.2 Tensão interfacial

A tensão interfacial, ou coeficiente de tensão interfacial, σ é a energia por unidade de área

associada ao trabalho realizado na variação da área de uma interface [24]. A tensão interfacial

da solução de trabalho foi calculada a partir da tabela de Tensão interfacial × Concentração

apresentada no livro Physical Properties of Glycerine and its Solutions [63]. A tabela C.3 que se

encontra no Apêncice C foi reproduzida da referência [63] para a tensão interfacial de soluções

de glicerina convertendo as unidades. Os valores da tabela permitiram que constrúıssemos o

gráfico apresentado na figura 4.3.

Fazendo os ajustes das curvas de acordo com o métodos de interpolação polinomial [64], é

posśıvel obter o valor para a tensão interfacial para cada curva para a concentração de 75%(V/V).

Assim, constrúımos o gráfico de Tensão interfacial × temperatura para a concentração de 75%

de glicerina (V/V), apresentado na figura 4.4. Ajustando os pontos como um polinômio encon-

tramos σ = 65, 35 mJ/m2 para a tensão interfacial a 25oC da solução. Esse valor é pouco menor
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Figura 4.3: Tensão interfacial × concentração de glicerina para diversas temperaturas. O gráfico
foi constrúıdo a partir da tabela C.3 que encontra-se no apêndice C. As linhas cont́ınuas são o
resultado de um ajuste polinomial de quinto grau.

que a tensão interfacial água-ar σH2O−ar = 72, 01mJ/m2 [65].

Figura 4.4: Tensão interfacial × Temperaturas para a concentração de 75%(V/V) de glicerina.
A linha cont́ınua é o resultado de um ajuste polinomial de sétimo grau.

4.1.3 Densidade

A densidade da solução foi obtida medindo um dado volume de solução com uma micropipeta

automática e medindo a massa dessa porção em balança anaĺıtica. Uma vez que que m = ρV ,

medindo valores da massa para vários volumes constrúımos a tabela C.2 que se encontra no

Apêndice C. A partir dessa tabela construiu-se o gráfico representado na figura 4.5, do qual

fizemos o ajuste linear e obtivemos o valor ρ = (1, 17 ± 0, 01)g/mL para a densidade. A t́ıtulo

de comparação temos que o valor da densidade da água à pressão atmosférica (1 atm) à 25o é

ρH2O = 0, 997g/mL [62].
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Figura 4.5: Relação massa × volume para a solução de 75%(V/V) de glicerina em água. A linha
reta representa o ajuste por uma relação linear.

4.2 Montagem e programação do experimento

Para realizar o experimento foi constrúıda uma montagem experimental a partir dos mate-

riais e equipamentos dispońıveis no LMFFC. Dentre os aparatos desenvolvidos com esse intuito

estão inclúıdos a montagem para a produção sistemática de bolhas, a câmara de confinamento

transparente adequada para microscopia óptica e a mesa de deslocamento constrúıda com motor

de passo. A seguir há uma descrição sobre esses a construção e utilização desses instrumentos.

4.2.1 Produção de bolhas

O experimento é feito com bolhas de ar em uma solução de glicerina previamente preparada.

O surgimento de bolhas através de um processo turbulento com a agitação mecânica é um pro-

cesso aleatório [66], como uma forma de tentar controlar a produção de bolhas e melhorar a

reprodutibilidade das condições iniciais, realizamos uma montagem onde as bolhas são produzi-

das por agitação mecânica através de um mixer-misturador conforme o esquema apresentado na

figura 4.6. As amostras estudadas foram produzidas através da agitação de 10 mL de solução3

por 20 segundos. Assumindo que o motor girará com uma velocidade angular constante, temos

um maior controle das condições iniciais do experimento.

4.2.2 Câmara de confinamento e captura de imagens

Para o estudo da evolução temporal das bolhas de ar dispersas na solução, foi constrúıda

uma câmara de confinamento para isolamento das bolhas e para análise por meio de microscopia

óptica. O dispositivo constrúıdo com lâminas de vidro para microscopia possui duas aberturas

que são conectadas por tubos de silicone permitindo a introdução ou remoção da solução com as

bolhas por meio de seringas. No experimento com bolhas em confinamento, após a introdução

da solução com as bolhas, coloca-se um grampo constritor em cada capilar impedindo que o

fluido que envolve as bolhas se mova. A figura 4.7 mostra o esquema da montagem da câmara e

3todas as amostras foram produzidas no mesmo béquer de plástico com a finalidade de tentar reproduzir as
mesmas condições para todas as amostras.
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Figura 4.6: Montagem do dispositivo responsável pela produção das bolhas. A montagem con-
siste em um mixer-misturador fixo com um suporte a uma altura fixa do fundo de um béquer
onde se coloca um dado volume de solução a ser agitado.

uma foto de uma câmara usada em nossos experimentos. As dimensões externas da câmara são

aproximadamente 26 mm × 45 mm de área superior e cerca de 3 mm de altura. O espaço interno

possui aproximadamente 8 mm×35 mm de área e cerca 1 mm de altura. A câmara descrita é

levada ao microscópio e assim que as bolhas são produzidas, o dispositivo é preenchido com a

amostra de bolhas por meio de uma seringa que é conectada a um dos tubos capilares.

Figura 4.7: Esquema (fora de escala) da montagem da câmara de confinamento constrúıda a
partir de lâminas para microscopia.

A câmara de confinamento com as bolhas é então levada ao microscópio. O programa de

captura de imagens da câmera permite a produção de v́ıdeos e a captura automatizada de

imagens. Dessa forma foi posśıvel programar a câmera para capturar uma foto a cada intervalo

de tempo. Possuindo uma objetiva de 10×, o microscópio foi ligado ao computador e as imagens

das bolhas foram capturadas para uma análise posterior. A figura 4.8a mostra a câmara de

confinamento com uma amostra de bolhas no microscópio. Um exemplo t́ıpico de uma imagem

capturada seguindo esses procedimentos pode ser observado na figura 4.8b.
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(a) (b)

Figura 4.8: (a) Câmara de confinamento no microscópio. É usado uma fita preta para delimitar
a região onde as bolhas estão confinadas. (b) Exemplo de imagem obtida com o microscópio. A
barra de escala em preto corresponde a 500 µm.

4.2.3 Mesa de deslocamento

O processo descrito permitiu o estudo da atuação do mecanismo de Ostwald na evolução

de bolhas em uma dada região da câmara de confinamento. A lente do microscópio captura a

imagem de uma região contendo um certo número de bolhas. Uma imagem como a apresentada

na figura 4.8b tem cerca de 103 bolhas inicialmente e apesar de parecer um número razoável para

fazer estat́ıstica, com o passar do tempo o amadurecimento de Ostwald faz com que o número

de bolhas caiam agressivamente nos tempos iniciais. Assim, com o passar do tempo a pouca

quantidade de bolhas prejudica a análise estat́ıstica. Par tentar contornar esse problema, foi

constrúıda uma mesa de deslocamento, que permite que várias regiões sejam monitoradas. A

mesa de deslocamento foi constrúıda com um motor de passo acoplado a um parafuso de rosca

infinita que, por sua vez, controla a posição da câmara de confinamento. O conjunto câmara-

mesa foi fixado embaixo da lente do microscópio. A câmara de confinamento foi fixada na mesa,

para que possa deslocar em baixo da lente, permitindo, assim, a captura de imagens de várias

regiões da câmara. A figura 4.9 mostra a mesa de deslocamento com a câmara de confinamento

acoplada.

O controle e a automação da mesa de deslocamento, constrúıda com um motor de passo, foi

realizada através de um circuito ArduinoR©, que permite enviar comandos para o motor de passo,

controlando o número de passos e por consequência o comprimento do deslocamento. A utilização

do circuito ArduinoR© permite que a interação entre o computador e a mesa de deslocamento

seja feita em tempo real e sem a necessidade de recursos de rede. Nos experimentos foram

analisadas dez regiões diferentes da câmara e a programação foi realizada de modo que, ao obter

uma imagem de uma região, o dispositivo desloca-se para que a próxima região esteja sob a

objetiva do microscópio. O deslocamento é sincronizado com a taxa de captura da câmera. A

região analisada possui 2250 µm de comprimento e 1790 µm de largura. O deslocamento é feito

ao longo do comprimento e a programação funcionou da seguinte forma (conforme ilustrado

na figura 4.10): ocorre a captura da imagem da região de interesse e, ao haver o registro da

imagem no diretório especificado no computador, é então executado um deslocamento de 2400

µm ao longo do comprimento. Assim, no próximo passo, a região sob a mira da objetiva
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(a) (b)

Figura 4.9: Mesa de deslocamento com a câmara de confinamento acoplada. O motor de rosca
infinita gera os deslocamentos.

está a 150 µm da região anterior. O processo é repetido até que se chegue na décima região,

onde o deslocamento passa a ser realizado no sentido oposto, capturando uma imagem por

região até chegar na posição correspondente à primeira região. Esse procedimento possibilita o

monitoramento das dez regiões ao longo do tempo.

Figura 4.10: Esquema para o processo de captura de imagens. As regiões que serão analisadas
(enumeradas de 1 a 10) ficam a 150 µm uma da outra na câmera de confinamento. A região
interna da câmara, as regiões analisadas e o espaço entre as regiões estão em escala.

4.2.4 Experimentos com fluxo da fase cont́ınua

Ao contrário do experimento com o fluido em repouso, onde se utiliza grampos constritores,

no experimento de bolhas sob um fluxo macroscópico, promove-se um fluxo da solução de tra-

balho no sistema. Uma vez que a solução de trabalho está em equiĺıbrio com o ar, possui uma

quantidade de gás dissolvido. Induzindo um fluxo nos capilares, promovemos uma maior homo-

geneização do sistema. Uma vez que a teoria LSW supõe que a concentração do componente que

constitui as part́ıculas em evolução no meio cont́ınuo é homogênea [31,36,37], esse procedimento

faz com o que o experimento se aproxime, de certa forma, das condições da teoria LSW. A

figura 4.11 mostra a diferença nas montagens experimentais do experimento em repouso e com

a indução de fluxo. No experimento, o fluxo é induzido acoplando os capilares do dispositivo de

confinamento à uma bomba de seringa com uma taxa de fluxo controlável (HarvardR© PHD 2000
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Infusion).

(a) (b)

Figura 4.11: Comparação da montagem experimenta entre as medidas realizadas com as bolhas
em confinamento (a) e com a indução de um fluxo nos tubos capilares (b).

Nos experimentos, foram utilizados fluxos de 1,0 mL/h e 8,0 mL/h. A escolha dos valores foi

feita de modo que o fluxo fosse grande o suficiente para homogeneizar a fase cont́ınua em relação

à concentração de gás dissolvido, mas baixa o suficiente para não deslocar as bolhas por arraste

viscoso. A seguir, será apresentado o cálculo realizado para obter os valores de fluxo utilizados.

Cálculo da vazão para o experimento com indução de fluxo

O chamado comprimento de difusão ℓD(t) de uma part́ıcula sujeita a um movimento brow-

niano tridimencional, em um meio cujo coeficiente de difusão entre o meio e a part́ıcula é D , é

a distância que a part́ıcula desloca em um tempo t, dada por [24,67]:

ℓD =
√

6Dt, portanto ℓ2
D = 6Dt. O que nos leva à t =

ℓD

6D

Seja δ a distância média entre as bolhas, temos que o tempo médio que uma part́ıcula de

gás demora entre uma bolha e outra é tδ =
δ2

6D
. Assim, a velocidade de difusão vd é dada por:

vd =
δ

t
= ✁δ

6D

δ✁
2

⇒ vd =
6D

δ
. (4.3)

Considerando que a câmara de confinamento é retangular, cuja área transversal possui uma

altura h e uma largura l, temos que a velocidade de fluxo da solução, estando essa sob um fluxo

Q será:

vf =
Q

lh

Para obter o valor do coeficiente de difusão do ar na solução trivial, podemos comparar

com o coeficiente de difusão do ar em água pensando a viscosidade de cada fluido conforme o

racioćınio que se segue: O coeficiente de difusão de uma part́ıcula de raio r em uma solução de

viscosidade η a uma dada temperatura T em um regime não turbulento é dado pela equação de

Stokes-Eintein [67]:

D =
kT

6πηr
. (4.4)

Assim, conhecendo o valor do coeficiente de difusão da part́ıcula em uma dada solução (D1),

da viscosidade da solução (η1) e da viscosidade de uma segunda solução (η2) é posśıvel obter o

valor do coeficiente de difusão da part́ıcula na segunda solução (D2).
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Sendo D1 =
kT

6πη1r
e D2 =

kT

6πη2r
, temos que r =

kT

6πη1D1
. Assim, temos que

D2 =
✓kT

✟✟6πη2
· ✟
✟6πη1D1

✓kT
, temos portanto que:

D2

D1
=

η1

η2
(4.5)

Considerando que ηH2O = 1, 003mPa.s, ηG = 40, 43mPa.s (como medido no espalhamento) e

DH2O = 2.10−5cm2/s. Temos que o valor de DG será:

DG = 4, 96 · 10−7cm2/s (4.6)

Assim, se quisermos que vf ≈ vd devemos ter uma vazão dada por:

Q =
6lhDG

δ
(4.7)

Com l = 1, 0 cm, h = 0, 1 cm, DG = 4, 96 · 10−7cm2/s e δ = 10−3cm, temos que vf = vd ⇒
Q = 2, 976 × 10−4cm3/s. Ou seja, Q = 1, 07 mL/h.

No experimento foi utilizado as vazões de Q1 = 1, 0 mL/h e Q8 = 8, 0 mL/h.

4.3 Controle de Temperatura

Em todos os experimentos a temperatura foi monitorada com o objetivo de se verificar se

haviam variações significativas de temperatura. Com esse fim, o experimento foi submetido

a um controle de temperatura por meio de um aquecedor e um termômetro digital realizava

medias de temperatura com o intuito de monitorar o experimento. A seguir, temos a figura

4.12 que apresenta uma curva t́ıpica da temperatura T (t) no tempo. Como pode-se observar, a

temperatura se manteve em torno de 26o ± 2oC.

Figura 4.12: Resultado t́ıpico do monitoramento da temperatura nos experimentos desse traba-
lho. AS medidas são realizadas com um termômetro digital que registra e um arquivo de texto
as temperaturas ao longo do tempo. A temperatura flutua em torno de (26 ± 2)oC.
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4.4 Processamento de imagens e obtenção de dados

Apesar do fato de que no amadurecimento de Ostwald todas as bolhas do sistema interagem

entre si via difusão, a análise realizada por esse trabalho, entretanto, considera somente as bo-

lhas que estiverem nas dez regiões analisadas e monitoradas pelo métodos já descrito. Ainda que

as bolhas fora da região analisada sejam descartadas, é razoável considerar que as dez regiões

analisadas representam uma amostra estatisticamente relevante para a análise. No processo de

captura de imagens, para garantir que a imagem será obtida com a câmara em repouso, há um

intervalo de quinze segundos entre uma captura e outra. Assim, demora-se 150 segundos para

capturar as imagens das dez regiões. Como uma aproximação, em nosso estudo, consideraremos

o grupo de dez imagens como sendo o mesmo instante de tempo que é o instante de tempo

intermediário, entre a captura da primeira e da décima imagem.

As imagens obtidas são processadas por um programa apropriado cujo domı́nio é público,

chamado ImageJ. Esse programa incorpoa uma série de ferramentas para o processamento de

imagens. Com o aux́ılio desse programa, é posśıvel realizar uma análise estat́ıstica de acordo

com as definições de usuário. Além de permitir a edição de imagens para aprimorar a extração

de dados, é posśıvel calcular áreas e definir limites de intensidade [68]. Dessa forma, é posśıvel

obter, dentre outras grandezas, o número de bolhas, a área bidimensional de cada bolha e sua

posição. Uma vez conhecida a taxa de captura da câmera do microscópio, é posśıvel relacionar as

medidas com o tempo de captura de cada imagem e acompanhar quantitativamente a evolução

temporal das grandezas de relevância para o trabalho. Como as dez imagens são consideradas no

mesmo instante de tempo, agrupa-se, então, as dez imagens e em seguida é feita uma conversão

da imagens em tons de cinza pra uma imagem binária (preto e branco). Esse processo permite

que o programa identifique as bolhas, diferenciando-as do meio cont́ınuo em que estão inseridas.

A figura 4.14 mostra o processo de conversão para imagem binária. O resultado é um fundo

branco com “ilhas” em preto.

(a) (b)

Figura 4.13: Processo de conversão da imagem em tons de cinza (a) para preto e branco binário
(b), realizado pelo ImageJ. Os tons mais claros são convertidos para o branco ao passo que os
tons mais escuros são convertidos para o preto.

Algum reśıduo de cola endurecida ou ranhura no vidro (inerentes ao processo de fabricação

da câmara de confinamento) podem, eventualmente, deixar alguma mancha disforme na imagem

capturada. Com o intuito de que tais marcas não sejam confundidas com bolhas pelo prorama,
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selecionammos os objetos a serem analisados pela circularidade, que é uma medida do quão

semelhante à uma circunferência o objeto é. A circularidade (0 ≤ C ≤ 1) é calculada da

seguinte forma [69]:

C =
4πA

P 2
, (4.8)

onde A é área do objeto e P seu peŕımetro. Nessa seleção, bolhas suficientemente próximas

entre si, podem ser consideradas pelo programa com um só corpo de formato irregular, pos-

suindo baixa circularidade. Para evitar que tais bolhas sejam desprezadas durante a analise,

é posśıvel se valer de um recurso do ImageJ que permite separar objetos binários que estejam

suficientemente próximos traçando uma linha branca na fronteira entre eles. Para realizar esse

procedimento de forma eficiente, é necessário que os buracos que foram produzidos na conversão

da imagem sejam preenchidos. O procedimento seguinte é, portante, o de preenchimento dos

espaços em branco no interior das ilhas pretas formadas pelas bolhas. A figura 4.14b apresenta

o resultado desse procedimento.

(a) (b)

Figura 4.14: (a)Preenchimento dos buracos produzidos no processo de conversão em imagem
binária. (b) Separação das bolhas próximas com uma linha branca. A esquerda temos a imagem
com os buracos preenchidos e a direita a separação. Os processos foram realizados pelo ImageJ.

O passo seguinte é a extração de dados quantitativos. Após a separação de cada bolha em

uma única ilha em preto na imagem, é posśıvel obter informações sobre o número de bolhas e o

tamanho de cada uma delas. O programa enumera as bolhas presentes no grupo de dez imagens

e gera uma tabela com a área (em pixels) de cada uma. Para garantir que somente bolhas serão

analisadas pelo programa, selecionamos as bolhas que possuem circularidade dentro da faixa de

0, 85 ≤ C ≤ 1, 00 e maiores que 10 pixels (evitando a contabilização de pequenas manchas).

Os experimentos realizados duraram de 20 a 100 horas isso faz com que o número de imagens

a serem analisadas seja muito grande. Para que fosse posśıvel analisar todas as imagens em um

tempo razoável, foi implementado uma macroinstrução (macro) que realizasse essa análise de

forma mais automatizada.

4.4.1 Método computacional para análise estat́ıstica

De posse dessas tabelas contendo o número de bolhas de cada grupo de dez imagens e a área

de cada uma dessas bolhas é posśıvel estudar as estat́ıstica dessas bolhas. Além disso, como as
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dez regiões são monitoradas por um longo intervalo de tempo é posśıvel ainda estudar a evolução

dessa estat́ıstica.

Para acompanhar a evolução estat́ıstica do sistema a partir da tabela de dados do ImageJ

foi desenvolvidos dois programas em linguagem Fortran com esse objetivo. Os programas faz

uma leitura de duas fontes de dados: as tabelas do ImageJ e o arquivo-registro gerado pelo

programa que controla a mesa de deslocamento. De posse do número de bolhas em cada grupo

de 10 imagens, da área de cada uma dessas bolhas e o horário de cada imagem foi posśıvel obter

o valor das seguintes grandezas: tempo t, distribuição de tamanhos f(R, t), número de bolhas

(N(t)), raio médio (R̄(t)), volume médio (V̄ (t)), área total AT (t), volume total (VT (t)), fração

volumétrica (φ(t)), assimetria Sk(t) e curtose (Ks(t)) e o erro associado a cada uma dessas gran-

dezas.

A implementação desses programas promoveu uma evidente melhoria na qualidade dos dados.

Além do custo computacional dos programas ser baixo, eles permitem que seja analisadas todas

as imagens obtidas. Desse modo é posśıvel construir um gráfico para cada uma das grandezas

mencionadas com cerca de um ponto a três dois minuto de experimento. Dessa forma, tendo uma

distribuição de tamanhos para cada ponto do experimento chega-se a obter, para um experimento

de 30h de evolução, 600 gráficos de distribuição de tamanhos f(R, t).

4.5 Reprodutibilidade do método

A produção de bolhas por agitação mecânica é senśıvel à pertubações e ainda que se tenha

uma produção controla de bolhas, pode-se haver flutuações na configuração do conjunto de bo-

lhas produzidas. Apesar disso, a metodologia desenvolvida para esse trabalho permite reproduzir

de forma razoável as condições iniciais da amostra. Como poderá ser observado a seguir, em

relação às condições iniciais de raio médio (R̄(0)), número de bolhas (N(0)), fração volumétrica

(φ(0)) e a distribuição de tamanhos das bolhas (f(R, t = 0)), temos que o métodos desenvolvido

produz condições iniciais reprodut́ıveis.

Para evidenciar a reprodutibilidade do método, compararemos, nessa seção, as condições

iniciais de quatro experimentos. Primeiramente, temos a distribuição de tamanhos f(R, t = 0).

A forma das distribuições iniciais para as quatro repetições podem ser observadas na figura 4.15,

que apresenta o gráfico da distribuição média normalizada dos tamanhos das bolhas. As barras

de erro correspondem aos valores máximos e mı́nimos de cada ponto da média.

Os gráficos na figura 4.16 apresentam medidas iniciais para quatro experimentos realizados

em dias diferentes. Há um intervalo de um dia entre os experimentos 1 e 2. Seis meses depois

foram realizados os experimentos 3 e 4 com intervalo de um dia entre eles. Ainda sim, percebe-

se que as amostras produzidas a a partir da metodologia tem aproximadamente as mesmas

caracteŕısticas. Os raios médios iniciais R̄(0) dos experimentos 1, 2, 3 e 4 possui valor médio

(17, 9±0, 9)µm. Além disso, o número de bolhas N(0) e a fração volumétrica φ(0) são considera-

velmente reprodut́ıveis, possuindo um valores médio de (10600±200)unidades e (0, 38±0, 02)µm,

respectivamente.
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Figura 4.15: Distribuição média dos tamanhos das bolhas. Foram analisadas quatro distribuições
e feito uma média sobre o número de bolhas para cada classe de raio. As barras de erro fornecem
informação sobre o valor máximo e o valor mı́nimo do número de bolhas em cada classe.

(a) (b)

Figura 4.16: (a) Raio médio inicial R̄(0) e número de bolhas inicial N(0) para quatro experimen-
tos. Os valores médios são R̄(0) = (17, 9 ± 0, 9)µm e N(0) = 10600 ± 200 unidades. (b) Fração
volumétrica inicial φ(0) para os mesmo experimentos. O valor médio é φ(0) = 0.38 ± 0.02.
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Caṕıtulo 5

Resultados e discussão

Os experimentos realizados com bolhas de gás em um fluido no Laboratório de Microflúıdica

e Fluidos Complexos do Departamento de F́ısica da UFV se dividirão nesse capitulo em três

classes:

(i) - Evolução de bolhas de gás em confinamento.

(ii) - Evolução de bolhas de gás submetidas a um fluxo constante.

(iii) - Evolução de bolhas de gás em confinamento com adição de surfactante.

Serão apresentados resultados da evolução do raio médio R̄(t), do número de bolhas N(t)

da fração volumétrica ocupada pelas bolhas φ(t), das distribuições de tamanhos f(R, t) e os

momentos da distribuição. Os fenômenos observados serão discutidos dando a interpretação

f́ısica dos resultados obtidos e confrontando-os com a previsão da teoria LSW e os resultados

posteriores dela decorrentes.

5.1 Evolução de bolhas de gás em confinamento

Bem como descrito no caṕıtulo 4, os experimentos para acompanhar a evolução de bolhas de

gás em um fluido viscoso confinado é produzindo agitando 10mL da solução de trabalho por 20

segundos. Como efeito do amadurecimento de Ostwald, temos que as bolhas menores diminuem

e, eventualmente, desaparecem com o tempo ao passo que as bolhas maiores tendem a crescer

às custas das bolhas menores. Qualitativamente é posśıvel observar a atuação do amadureci-

mento de Ostwald nas bolhas. A figura 5.1, a seguir, mostra uma sequência de imagens obtidas

no experimento onde é posśıvel observar o fenômeno. Na primeira imagem 5.1a, à 0,16 horas,

temos um grande número de bolhas pequenas e algumas poucas maiores, condizentes com a

distribuição apresentada na seção 4.5. A medida que o tempo passa, vemos o número de bolha

diminuir devido ao desaparecimento das menores. O aumento do tamanho das bolhas não é

tão evidente, pois a quantidade de gás contido nas bolhas menores não é tão grande a ponto de

produzir um aumento tão evidente, mas é posśıvel ser observado. Na figura 5.1d, à 20 horas de

experimento, vemos que as bolhas menores não perduraram, restando somente as bolhas maio-

res. Uma caracteŕıstica t́ıpica do amadurecimento de Ostwald.

Realizou-se experimentos com evolução que duraram cerca de 22,5 horas. Durante esse

tempo, o sistema evoluiu de um raio inicial médio de (18, 00 ± 0, 30) µm para um raio médio
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(a) 0,16 hora (b) 1,0 hora (c) 10,0 horas (d) 20,0 horas

Figura 5.1: Atuação do amadurecimento de Ostwald nas bolhas de ar em um fluido viscoso
sem adição de surfactante. O sistema tende a minimizar a energia de interface promovendo o
desaparecimento das bolhas menores e o crescimento das bolhas via difusão. O desaparecimento
das bolhas menores no tempo é evidente. A barra de escala em (d) representa 200 µm.

de (42, 0 ± 2, 0) µm. O número de bolhas N(t) variou nesse tempo de (1, 00 ± 0, 06)104 para

(1, 4 ± 0, 4)103 ao passo que a fração volumétrica φ ficou aproximadamente constante(em torno

de φ = 0, 36 ± 0, 02). A figura 5.2 mostra a evolução do sistema em termos da média do raio

médio e do número de bolhas para as cinco repetições. Os gráficos possuem cerca de 540 pontos

(1 ponto a cada 2,5 minutos de experimento) e as barras de erro, calculadas como o desvio

padrão da média sobre os cinco experimentos, indicam o intervalo de confiança.

(a) (b)

Figura 5.2: Médias sobre cinco repetições do experimento. Gráficos em valores absolutos da
evolução do sistema para 22,5 horas de experimento. Em (a) temos a evolução do raio médio
R̄(t) em escala linear com as barras de erro e em (b) temos a evolução do número de bolhas
N(t) também em escala linear.

Os gráficos da figura 5.2 mostram a atuação do amadurecimento de Ostwald nas bolhas. Ao

passo que as bolhas menores desaparecem as maiores crescem. Esse fenômeno provoca o aumento

do raio médio (R̄(t)) e o decaimento do número total de bolhas(N(t)). A eficiência do método é

evidenciada na qualidade dos dados experimentais. Mesmo se tratando de um sistema clássico, o

método desenvolvido possibilita que tenhamos uma grande quantidade de pontos experimentais

sem a necessidade de nenhum sensor eletrônico sofisticado. A metodologia executada permite

acompanhar de forma clara a evolução da estat́ıstica do sistema. Pode-se observar de forma

evidente a evolução total do raio médio R̄(t) e do número de bolhas N(t). As barras de erro
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crescentes no raio médio são fruto do decaimento do número de bolhas, que acaba prejudicando

a precisão da média entre as bolhas nas dez regiões avaliadas. O decrescimento das barras de

erro para o número de bolhas mostra que a diferença relativa entre o número de bolhas nas cinco

repetições está cada vez menor.

5.1.1 Evolução temporal de R̄, N e φ

Como discutido no caṕıtulo 2, a teoria LSW [36, 37] e as teorias posteriores a ela preveem

um crescimento para o raio médio no limite assintótico com R̄ ∼ t1/3, do número de bolhas

com N ∼ t−1 com a fração volumétrica constante e tendendo a zero (φ → 0). Os resultados

obtidos mostram que os modelos teóricos não se aplicam ao regime dos experimentos executados.

Os ajustes experimentais revelam que o raio médio evolui com R̄ ∼ t≈1/5, o número de bolhas

com N ∼ t≈−0,7 e a fração volumétrica, apesar de se manter aproximadamente contante, segue

um valor aproximado de φ ≈ 0, 36. A seguir apresentaremos os resultados de cada uma dessas

grandezas em detalhes.

Fração volumétrica (φ(t)) ocupada pelas bolhas

A descrição teórica da teoria LSW pra sistemas evoluindo sob atuação do amadurecimento

de Ostwald considera que a distância entre as part́ıculas é muito maior que seus raios e que o vo-

lume do sistema é grande o suficiente para que quaisquer contribuições de efeitos de borda para

a evolução do sistema seja despreźıvel [31, 36, 37]. Como consequência, a fração volumétrica do

sistema ocupada por essas part́ıculas (φ) tende a zero. Apesar dos resultados anaĺıticos obtidos

partirem dessa consideração, resultados posteriores mostraram frações volumétricas maiores não

levam a alterações relevantes nas leis de crescimento desde que a fração seja constante [43].

Os experimentos com bolhas de gás em confinamento possuem fração volumétrica maior que

zero mas com comportamento aproximadamente constante com valor médio de φ̄ = (0, 36±0, 02).

O gráfico da figura 5.3 mostra o comportamento médio de cinco repetições para a evolução

temporal da fração volumétrica φ(t).

Raio médio

Segundo a teoria os resultados obtidos por Yao et al. [31], part́ıculas esféricas em um sistema

onde a fração volumétrica é pequena mas φ 6= 0 crescem em um regime assintótico com uma lei

de crescimento do tipo:

R̄(t) = (R̄(0)3 + Kt)1/3. (5.1)

Apesar do sistema em consideração ter um fração volumétrica maior, é conhecido que mesmo

para frações volumétricas maiores a lei de crescimento é semelhante à equação (5.1) [43]. Essa

equação nos mostra que o raio médio ao cubo cresce linearmente com o tempo(R̄3 ∼ t). Tomando

esse fato por base, propomos um ajuste experimental que é uma adaptação da equação (5.1)

para o caso em que R̄3 ∼ tλ/3.

R̄(t) = (R̄(0)3 + K ′tλ)1/3 (5.2)

Nesse ajuste, no caso em que λ = 1 recáımos no modelo teórico resultado da teoria LSW,

com R̄ ∼ t1/3. A figura 5.4 apresenta uma média das cinco repetições para a evolução do raio
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Figura 5.3: Fração de volume de gás das bolhas em função do tempo. Média sobre repetições.
As barras de erro representam o desvio padrão da média.

médio normalizado pelo raio médio inicial e realiza uma comparação entre o ajuste pela equação

(5.1) marcado como LSW e o ajuste dado pela equação (5.2). Como as dez regiões analisadas

compõe apenas uma amostra do sistema, analisar o gráfico normalizado proporciona um estudo

do comportamento mais generalizado do sistema. O valor obtido para obtido para o expoente

foi λ = (0, 639 ± 0, 004).

Figura 5.4: Evolução temporal do raio médio das bolhas. Média sobre cinco repetições. O
crescimento do raio médio ajustado com de acordo com a teoria LSW (vermelho) e de acordo
com a proposta de ajuste experimental (azul). O valor do expoente obtido é λ = (0, 639±0, 004).
É evidente a discrepância entre a previsão teórica e o fato experimental.

O expoente λ determina o crescimento do raio médio. Ao passo que a previsão teórica é

que o raio cresça com R̄ ∼ t1/3, o valor obtido para o expoente λ sugere que o raio médio das
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bolhas evolui com R̄ ∼ t0,213±0,001 (R̄ ∼ tλ/3), para o intervalo de tempo em que o experimento foi

realizado. Ainda que nenhuma das curvas tenham se ajustado a todos os pontos do experimento,

vemos que, após uma hora, o experimento segue, aparentemente, uma lei de potência com

expoente 0, 213 ± 0, 001. Temos assim, que o experimento apresenta um crescimento mais lento

do que o previsto pela teoria LSW. Nesse sentido, pode-se inferir que o sistema de bolhas de

gás em um fluido evoluindo sob o amadurecimento de Ostwald não se comporta como o previsto

teoricamente, o que indicaria que a teoria não leva em consideração fatores relevantes para a

descrição do sistema. De outro modo, seria posśıvel conjecturar que o experimento não alcançou

o regime de validade da teoria e que a evolução com R̄ ∼ t≈0,2 é um regime transiente. Como

discutido no caṕıtulo 2, uma lei de crescimento mais lenta que a teoria foi obtida ao estudar

experimentalmente bolhas de vapor de H2O em magma [52]. No trabalho em questão, os autores

chegaram a conclusão que se tratava de um regime transiente.

Número de bolhas (N(t))

A teoria LSW prevê que o número de part́ıculas diminui no tempo com N(t) ∼ t−1.

Baseando-se na equação 5.1, um modelo proposto por Yao et al. baseando-se em teoria de

campos médios [31], para φ constante em um sistema tridimensional como:

N(t) =
N(0)R̄3(0)

R̄(0)3 + Kt
(5.3)

De maneira semelhante ao modelo de ajuste proposto na equação (5.2) propomos um ajuste

experimental para investigar a evolução do número de bolhas no tempo. O modelo de ajuste

proposto é:

N(t) =
N(0)R̄3(0)

R̄(0)3 + K ′tν
(5.4)

Como anteriormente, no caso em que λ = 1 recáımos no modelo teórico (LSW). A figura 5.5

apresenta uma média das cinco repetições para a evolução do número de bolhas normalizado pelo

número inicial de bolhas e realiza uma comparação entre o ajuste pela equação(5.3) marcado

como LSW e o ajuste dado pela equação(5.4). Nesse ajuste, o expoente obtido foi ν = 0, 70±0, 03,

isto é, uma lei de potência com expoente t−0,7. Note que nas equações 5.4 e 5.2, os expoentes λ

e ν tem o mesmo significado, isto é, dizer qual o expoente de crescimento de R̄3(t) (da equação

5.2, temos que R̄(t)3 ∼ tλ). Nesse caso, λ e ν deveriam possuir o mesmo valor. Dessa forma,

os valores λ = 0, 639 ± 0, 004 e ν = 0, 70 ± 0, 03 são consistentes com a interpretação f́ısica

dos modelos. Na figura 5.4 podemos ver que para o raio médio, o modelo 5.2, com λ = 0, 64,

reflete a lei de potência do resultado apresentado pelos pontos experimentais (∼ t0,2). Para N ,

contudo, temos que há uma inconsistência entre o modelo e a lei de potência observada nos

pontos experimentais. Ao passo que o modelo 5.4 ajusta os pontos para uma lei de potência do

tipo N ∼ t−0,7, a lei de potência seguida pelo resultado indica ser diferente (N ∼ t−0,5). Assim,

apesar dos ajustes feitos por 5.2 e 5.4 serem coerentes entre si, há uma falta de auto-consistência

entre a evolução de R̄ e N . Isso nos leva a supor que nem 5.3 nem 5.4 descrevem a evolução

temporal do número de bolhas para um sistema sob atuação do amadurecimento de Ostwald.

O expoente ν determina o decaimento do número de bolhas. A previsão teórica diz que N

decai com N ∼ t−1, o valor obtido para ν sugere que número de bolhas evolui com N ∼ t−0,7±0,03
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Figura 5.5: Evolução temporal do número de bolhas. Média sobre cinco repetições. O decai-
mento de N ajustado de acordo com a teoria LSW (vermelho) e de acordo com a proposta
de ajuste experimental(azul). O valor do expoente obtido é ν = 0, 70 ± 0, 03. É evidente a
discrepância entre a previsão teórica e o fato experimental.

para tempos longos. Ainda que nenhuma das curvas tenham se ajustado à todos os pontos

do experimento, vemos que, após uma hora, o experimento segue, aparentemente, uma lei de

potência com expoente −0, 5. Ainda que haja inconsistência entre os modelos e o resultado,

temos que o experimento apresenta um decaimento mais lento do que o previsto pela teoria

LSW. Nesse sentido, assim como no caso do raio médio, pode-se supor que o sistema não se

comporta como o previsto teoricamente, o que indicaria que a teoria não é completamente

adequada para descrever o experimento. Sob outro ponto de vista, também seria razoável inferir

que o experimento não alcançou o regime de validade da teoria. Esse resultado reforça o fato

de que o regime do experimento, onde a evolução do número de bolhas segue N ∼ t−ν , ν < 1, é

um regime transiente.

Tempos mais longos

A fim de investigar o comportamento do sistema para tempos mais longos foi realizado um

experimento com evolução de cerca de 100h. O comportamento da fração volumétrica nesse

regime, pode ser observado na figura 5.6. Novamente foi observado uma flutuação, porém não

importante, da fração volumétrica ocupada pelas bolhas, variando de 0,28 a 0,36 ao longo de

todo o experimento.

Os gráficos das figuras 5.7 e 5.8 mostram o comportamento do raio médio e do numero de

bolhas para um experimento com longa duração. A curva para o raio médio foi ajustada segundo

as equações (5.1) e (5.2) e o gráfico apresenta uma comparação. Nesse caso, o valor do expoente

de crescimento é λ = 0, 967 ± 0, 005 o que implica que R̄ ∼ t0,322±0,002. O fato dos valores

de R̄ oscilarem em torno da curva de ajuste evidencia o fato de que a estat́ıstica para tempos

longos é prejudicada devido ao baixo número de bolhas. Comparando com o modelo LSW que

prevê λ = 1 temos ao que parece o sistema alcançou o regime de validade da teoria LSW para
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Figura 5.6: Fração de volume de gás das bolhas em função do tempo. A variação no valor de φ
é pequena.

o amadurecimento de Ostwald. A figura apresenta também as leis de potência para t0,18 e t1/3

e olhando para as linhas de referência, é posśıvel perceber que há um regime transiente em que

o sistema evolui com R̄ ∼ tλ/3 com λ < 1.

Figura 5.7: Evolução do raio médio R̄ para um experimento com cerca de 100 horas. A compa-
ração entre o ajuste segundo a teoria LSW (vermelho) e o ajuste experimental proposto (azul)
mostra que não há diferença significativa entre as duas abordagens. O valor do expoente obtido
indica que R̄ ∼ t0,322±0,002. As linhas de referência, indicam que há um regime transiente em
que R̄ ∼ tλ/3 com λ < 1.

Observando a evolução do número de bolhas, conclúımos que a teoria LSW não descreve

satisfatoriamente o fenômeno observado nos resultados experimentais. No ajuste segundo a

equação (5.4) vemos que o expoente ν é ainda menor do que o previsto pela teoria. No gráfico
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da figura 5.8 há uma comparação entre o ajuste proposto e o ajuste segundo a teoria LSW. Nesse

caso, temos ν = 0, 683 ± 0, 004. A figura apresenta também as leis de potência para t−0,42 e

t−0,68 e olhando para as linhas de referência, é posśıvel perceber que bem como na evolução para

o raio médio, há uma mudança de regime na lei do decaimento do número de bolhas. Todavia,

nesse caso, o sistema não atinge o regime previsto pela teria LSW (N ∼ t−1).

Figura 5.8: Evolução temporal do número de bolhas para cerca de 100 horas de evolução. Os
ajustes comparam a previsão teórica (vermelho) com a proposta de ajuste experimental (azul).
O valor obtido para o expoente indica que N ∼ t−0,7.

Temos assim que ainda que para tempos longos o raio médio parece seguir a previsão teórica, o

número de bolhas continua caindo com um expoente menor do que o previsto. Como os valores do

raio médio oscilam consideravelmente em torno de R̄ ∼ t0,32 seria necessário mais experimentos

com tempos longos para investigar o comportamento dessas grandezas a fim de compreender se

o sistema pode descrito pela teoria LSW mas se encontra em um regime transiente ou se a teoria

é insuficiente para descrever a situação experimental.

5.1.2 Distribuição de tamanhos

Outra forma de investigar a atuação do amadurecimento de Ostwald na evolução das bolhas

é através das distribuições dos tamanhos das bolhas f(R, t) e sua evolução no tempo. Como

apresentado no caṕıtulo 2, a teoria LSW prevê uma forma final para a distribuição em um limite

assintótico em que R̄ ≫ R̄(0) em um sistema onde φ → 0 [31, 36]. Através da metodologia des-

crita no caṕıtulo 4, conseguimos extrair das imagens obtidas, informações sobre os tamanhos das

bolhas em cada instante de tempo e com isso conseguimos construir os gráficos paras as distri-

buições dos raios das bolhas. Isso nos permite estudar as caracteŕısticas da população de bolhas

na câmara de confinamento e a evolução dessas caracteŕısticas no tempo. O método desen-

volvido permitiu medidas de qualidade com distribuições precisas e dados com baixa dispersão.

Será avaliado a forma das distribuições e os momentos de maior ordem como assimetria e curtose.
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A Figura 5.9 mostra a evolução da distribuição de tamanhos no tempo para um experimento

com duração de 22 horas. No gráfico é evidente a atuação do amadurecimento de Ostwald. Com

a evolução do tempo, a área em baixo da curva diminui consideravelmente. Vemos, também,

que o pico da curva tem um deslocamento para a direita no eixo dos raios. A área abaixo

da curva representa o número total de bolhas e o pico da curva está relacionado com o raio

médio, ainda que o pico não coincida com o valor do raio médio. Assim, vemos que o número

total de bolhas diminui ao passo que o raio médio aumenta. Esses resultados estão em acordo

com os demais resultados e com o esperado qualitativamente para o amadurecimento de Ostwald.

Figura 5.9: Evolução da distribuição de tamanhos ao longo do tempo. A diminuição da área
abaixo da curva é devido a diminuição do número de bolhas no tempo, o deslocamento do pico
da distribuição para a direita está associado ao aumento do raio médio.

O formato da distribuição permite entender a configuração dos tamanhos dos raios. Nesse

sentido, uma distribuição cuja frequência esteja normalizada pelo número total de bolhas permite

avaliar de forma mais clara o formato da distribuição, sobretudo comparando várias distribuições.

Levando isso em consideração, a figura 5.10 mostra a evolução da distribuição normalizada para

um experimento com duração de cerca de 90 horas.

Em 0,01 horas vemos uma curva t́ıpica para o inicio do experimento. Como mostrado no

caṕıtulo 4, o procedimento gera uma distribuição bastante assimétrica onde há um número muito

grande de bolhas menores. Na figura 5.10 vemos que em 0,01 horas a maior parte das bolhas

possui, por exemplo, raios menores que 20 µm tendo um número reduzido de bolhas com raio

maior que 60 µm. Conforme avança o tempo a distribuição se torna menos assimétrica e bem

como pode ser visto de forma bastante evidente na curva referente a 10,0 horas, o número de

bolhas menores diminui e começa a aparecer uma quantidade considerável de bolhas maiores

que 60 µm. Além disso, podemos ver que a distribuição se desloca para a direita no tempo,

como efeito do crescimento do raio médio. Assim, vemos que de fato as bolhas menores estão

alimentando as bolhas maiores, como era de se esperar para o amadurecimento de Ostwald. As
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Figura 5.10: Evolução da distribuição de tamanhos ao longo do tempo. A diminuição da área
abaixo da curva é devido a diminuição do número de bolha no tempo, o deslocamento do pico
da distribuição está associado ao aumento do raio médio. As curvas são ajustadas segundo uma
distribuição do tipo q-weibull.

curvas do gráfico da figura 5.10 foram ajustadas com a função de distribuição conhecida como

q-weibull. Que pode ser escrita, para q 6= 1, como por [70]:

f(R; q, λ, κ) =





(2 − q)
κ

λ

(
R

λ

)κ−1 [
1 − (1 − q)

(
R
λ

)κ]1/(1−q)
, R ≥ 0

0, R < 0

(5.5)

onde q e κ são parâmetros ajustáveis de forma e λ, parâmetro ajustável de escala. Para que a

função seja válida, os parâmetros devem seguir algumas restrições, tais como: q < 2, κ > 0 e

λ > 0 [70]. Em todos os ajustes, as restrições dos parâmetros são atendidas. O interessante dessa

distribuição é que adequando os parâmetros é posśıvel ajustar desde curvas mais assimétricas

como a referente à 0,01 horas de experimento até curvas mais simétricas como a referente à 22,

70 e 90 horas. Podemos observar que mesmo para tempos longos o raio médio continua au-

mentando e o número de bolhas menores segue diminuindo conforme o sistema evolui sob efeito

do amadurecimento de Ostwald. Bem como discutido, a teoria LSW prevê uma forma final de

distribuição para tempos longos. Entretanto os resultados apontam para uma distribuição bem

mais simétrica do que o previsto. A figura 5.11 mostra uma comparação entre a distribuição

para 90 horas, com o ajuste segundo a equação (5.5) e a distribuição final prevista pela teoria

LSW.

Os resultados referentes a distribuição de tamanhos são precisos e demonstram a atuação

do amadurecimento de Ostwald nas bolhas de gás evoluindo no fluido em questão. Além disso,

a análise está de acordo com os resultados para a evolução temporal do raio médio R̄(t) e do

número de bolhas N(t). Como foi mostrado, as distribuições para tempos maiores no sistema

são bem mais simétricas do que o esperado para o amadurecimento de Ostwald segundo a
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Figura 5.11: Comparação entre a distribuição para 90 horas de experimento (ajuste da fun-
ção q-weibull) com a distribuição final prevista pela teoria LSW. Nota-se que a distribuição
experimental é bem mais simétrica e apresenta bolhas com raios maiores do que a distribuição
LSW.

teoria LSW. Essa divergência entre as distribuições experimentais e a teoria LSW é bastante

conhecida na literatura [30,39,46–48,56], onde vemos que as distribuições experimentais são bem

mais simétricas do que a distribuição do regime assintótico da teoria. Essa divergência entre

a previsão teórica e os resultados experimentais, no que diz respeito às distribuições, podem

estar relacionadas ao fato da teoria considerar um tempo muito longo. Conjectura-se que o

experimento encontra-se em um regime transiente que ainda não atingiu o regime assintótico

onde a teoria LSW seria plenamente válida.

Momentos da distribuição: assimetria e curtose

A assimetria e a distorção da distribuição, são representadas pelo terceiro e quarto momentos

da distribuição conhecidos por assimetria e curtose. A assimetria está relacionada à simetria do

gráfico da distribuição. Valores positivos para assimetria indicam que a distribuição é assimé-

trica de modo que a maior parte da área sob o gráfico está para valores maiores que o máximo da

função, assimetria igual a zero quer dizer que a distribuição é perfeitamente simétrica e valores

negativos indicam que a curva é assimétrica para a direita. A curtose está relacionada com o

“achatamento” da curva. Curtose igual a zero indica que a curva possui “achatamento” como de

uma distribuição gaussiana, maior que zero indica que a curva é mais concentrada em torno do

valor máximo e valores negativos implicam que ela é mais achatada. A Figura 5.12 deixa mais

claro a relação entre o momentos e a forma da distribuição.

Assim, podemos acompanhar os valores de assimetria e curtose no tempo para a evolução

das bolhas. Esse resultado pode ser observado no gráfico da figura 5.13 que mostra a assimetria

(em preto) e curtose (em azul) para o experimento de 100 horas de duração. É posśıvel observar

que os valores de assimetria e curtose diminuem a medida que o sistema evolui. Os resultados

são coerentes pois a queda da curtose indica que a distribuição se torna menos aguda com o
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(a) (b)

Figura 5.12: Terceiro e quarto momento de uma distribuição. Em (a) temos a relação do terceiro
momento, chamado assimetria, com a forma da distribuição. Em (b) é apresentado a relação
entre forma da distribuição e o quarto momento (curtose).

Figura 5.13: Assimetria e curtose em função do tempo para a evolução das bolhas. Os pontos
em preto representam os valores de assimetria e os pontos em vermelho os de curtose. Os valores
de assimetria está à esquerda e curtose à direita.

tempo e a diminuição da assimetria indica que a distribuição está se tornando mais simétrica

com o tempo. Essa mudança pode ser observada graficamente com a figura 5.10. É interessante

ressaltar que apesar das distribuições para tempos longos parecerem simétricas, os valores de

assimetria mostram que a assimetria ainda é positiva nesse regime.
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A lei de crescimento para os raios das bolhas segue, segundo a teoria LSW, a equação

apresentada no caṕıtulo 2 (equação (2.11)):

dR

dt
=

D

R

(
∆ − α

R

)
, com ∆ = C̄ − C∞. (5.6)

Desse modo, temos um crescimento competitivo onde bolhas menores que o raio cŕıtico

(Rc = α/∆) desaparecem e bolhas maiores crescem. Além disso, a taxa de variação do raio é

maior, em módulo, para bolhas menores do que para bolhas maiores. Assim, é de se esperar

que bolhas menores se dissolvam rapidamente e que as bolhas maiores sejam predominantes,

uma vez que elas não crescem tão rápido. Assim a assimetria da distribuição deve diminuir,

eventualmente até valores negativos, como ilustra a figura 5.12. Dessa forma, como a simetria

deve diminuir, ao partir de valores positivos de simetria, a distribuição vai para assimetria zero,

ou seja, nesse caso, inicialmente a distribuição torna-se mais simétrica. Apesar da teoria LSW

prever uma distribuição final com assimetria negativa, trabalhos experimentais [39, 47, 48, 56] e

descrições teóricas pós-LSW [30, 46](como na figura 2.5) mostram que as distribuições reais ou

em tempos menos avançados são bem menos assimétricas do que o esperado para a teoria LSW.

O resultado aqui apresentado para a assimetria está de acordo com resultados anteriores e as

previsões teóricas. No gráfico da figura 5.13 é posśıvel notar que a assimetria cai acentuadamente

a partir de 30 horas. Isso pode indicar que o sistema encontra-se em um regime transiente. Con-

forme mostra a figura 5.14, assumindo que a assimetria continue a diminuir conforme o gráfico

da figura 5.13, a assimetria deve atingir valores negativos em aproximadamente 180 horas.

Figura 5.14: Assimetria em função do tempo com extrapolação indicando o posśıvel instante de
tempo onde a assimetria passaria a atingir valores negativos. Essa extrapolação indica que a
função de distribuição se tornaria assimétrica para a direita após 180 horas de experimento.

Essa hipótese estaria de acordo com a conjectura de que o experimento encontra-se em um

regime transiente, tal que o sistema estaria indo para um regime onde a teoria LSW seja válida.
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Contudo, o número de bolhas N(t) não apresentou o comportamento esperado. Além disso, não

observou-se na literatura, ate onde sabemos, experimentos onde a distribuição de tamanhos fosse

tão assimétrica quanto a teoria LSW prevê [30, 39, 43, 46, 48]. Assim, apesar da extrapolação

indicar que há um regime transiente, é posśıvel que seja necessário uma outra descrição teórica

para o sistema do experimento. Em trabalhos futuros, pode-se realizar experimentos ainda mais

longos e verificar essa hipótese.
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5.2 Evolução de bolhas de gás submetidas à um fluxo constante

Uma variação do experimento foi desenvolvida para investigar a influência da indução de um

fluxo macroscópico da fase cont́ınua na atuação do amadurecimento de Ostwald em bolhas de

gás em um fluido. Para isso, utilizamos a montagem experimental e a metodologia descritos no

caṕıtulo 4 com a indução de fluxo utilizando uma bomba de seringa para injetar um dado volume

da solução de trabalho na câmara de confinamento ao longo do experimento. A produção de

bolhas e a análise de imagens foram realizadas da mesma forma que o experimento com fase

cont́ınua em repouso.

No experimento onde não há fluxo, as bolhas trocam gás entre elas de modo que há uma

heterogeneidade de concentração das moléculas da fase gasosa solubilizada na fase ĺıquida, que

aparece naturalmente devido às diferenças dos raios das bolhas e, por consequência, diferenças

das concentrações de equiĺıbrio em torno das bolhas. No entanto, o número total de moléculas

dos gases no sistema é mantido constante no tempo. Com a imposição de um fluxo da fase

cont́ınua haverá uma fonte de moléculas da fase gasosa, realimentando o sistema, fazendo com

que a concentração da fase gasosa no fluido seja constante. Após a produção da solução de

trabalho é esperado um tempo mı́nimo de 24 horas para a utilização da mesma. Esse tempo faz

com que a solução esteja em equiĺıbrio com o ar atmosférico em contato com ela e, portanto,

que haja difusão do ar para a solução. Dessa forma, a solução de trabalho é uma fonte de

moléculas de gás. A indução de um fluxo da câmara de confinamento faz com que haja a possi-

bilidade das bolhas absorverem ou doarem gás não somente entre si mas entre a solução em fluxo.

Para que a indução de fluxo seja relevante para o fenômeno da difusão, é desejável que a

velocidade do fluido em movimento seja maior que a velocidade de difusão das moléculas do gás

no meio ĺıquido. A velocidade de difusão de uma molécula que realiza um movimento browniano

indo de uma bolha para outra à uma distância δ, em um meio com coeficiente de difusão D ,

pode ser estimada por [24,67]:

vD =
6D

δ
. (5.7)

Como visto na seção 4.2.4, o coeficiente de difusão do ar na solução de trabalho DG pode ser

calculado, a partir da equação de Stokes-Einstein, comparando o coeficiente de difusão ar-água

(DH2O = 2, 00·10−5cm2/s) e as viscosidades envolvidas (ηH2O = 1, 003mPa.s e ηG = 40, 43mPa.s)

do seguinte modo:

DG =
ηH2O

ηG
DH2O (5.8)

Esse cálculo nos permite obter o valor DG = 4, 96 · 10−7cm2/s. A distância média entre as

bolhas é da ordem de δ = 10−3cm, o que nos leva a uma velocidade de difusão de cerca de

vD = 3, 0 · 10−3cm/s. Sabendo das dimensões da câmara de confinamento (8,0mm de largura,

35,0mm de comprimento e 1,0mm de altura) podemos obter1 a velocidade de fluxo vf e por

consequência a vazão Q a ser submetida na câmara de confinamento para que a velocidade do

fluido em fluxo seja da ordem ou maior que a velocidade de difusão. Os cálculos revelam que

1conforme demonstrado na seção 4.2.4.
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para que:

vf ≈ vD ⇒ Q ≈ 1mL/h (5.9)

Apesar da bomba de seringa suportar vazões altas, como 1000 mL/h, por exemplo, realizar

experimentos com vazões muito altas por um tempo longo, sem haver a necessidade de inter-

romper o fluxo para a troca das seringas, requereria um aparato experimental mais sofisticado,

com seringas com maior capacidade volumétrica, além de um volume grande da solução de tra-

balho. Considerando esses aspectos e levando esse resultado da equação 5.9, foram realizados

experimentos com duas vazões:

(i) Q1 = 1, 00mL/h

(ii) Q8 = 8, 00mL/h.

Serão apresentados, portanto, resultados para o amadurecimento de Ostwald onde as bolhas

estavam sujeitas às vazões Q1 e Q8 conforme apresentado. A figura 5.15 mostra a evolução

temporal das frações volumétricas para as duas vazões. É notável que a indução de fluxo não

alterou de forma efetiva o valor de φ ao longo do tempo nas duas vazões. Isso indica que ape-

sar de haver uma fonte de moléculas de gás cuja velocidade é compat́ıvel com a velocidade de

difusão, não houve transferência ĺıquida de gás das bolhas para o meio e vice-versa. Mesmos

sob essas condições o valor de φ se mantem-se aproximadamente constante (φ = 0.43 ± 0.03) ao

longo do experimento.

Figura 5.15: Fração volumétrica de gás contido nas bolhas em função do tempo para as vazões
de 1,00mL/h e 8,00mL/h. A variação no valor de φ é pequena.

A indução de fluxo também não levou a nenhuma alteração significativa no que diz respeito a

evolução do raio médio R̄(t). A figura 5.16 mostra a superposição de dois gráficos pra a evolução

temporal do raio médio R̄ para as vazões Q1 e Q1 e da média sobre cinco experimentos sem a

imposição de fluxo. As três curvas parecem seguir, como no caso do experimento com o fluido

em repouso, uma lei de crescimento com R̄ ∼ t≈0.2.
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Figura 5.16: Evolução do raio médio R̄ para os experimentos com e sem fluxo. A comparação
entre entre as curvas indica que não houve mudança significativa com a imposição de fluxo. As
três curvas parecem seguir uma lei de crescimento do tipo R̄ ∼ t0.2.

Como pode ser visto, houve uma alteração significativa nos tempos iniciais, onde nos expe-

rimentos com fluxo há um crescimento mais acentuado. Para os tempos posteriores a 0,3 horas,

as três curvas parecem seguir uma lei de crescimento com o mesmo expoente. Mesmo para a

vazão que proporcionava uma velocidade de fluxo maior do que a velocidade de difusão ainda

obtivemos um regime de crescimento próximo ao obtido no experimento com o fluido e repouso.

No caso do fluido em repouso, realizando o ajuste segundo a equação 5.2, temos que o valor do

expoente λ é λREP. = 0.639 ± 0.002. Nos experimentos com vazão Q1 e Q8 obtivemos expoentes

λ1 = 0.567 ± 0.004 e λ8 = 0.565 ± 0.006. Os dois expoentes possuem valores muito próximos e

geram um crescimento do raio do tipo R̄ ∼ t≈0.2 inferior ao previsto pela teoria LSW R̄ ∼ t1/3

e igual ao experimento sem fluxo.

A figura 5.17 mostra a evolução do número de bolhas N(t) para as duas vazões e para o expe-

rimento sem fluxo. Apesar do comportamento , no caso da imposição de fluxo, também divergir

da teoria LSW, o comportamento não é significativamente diferente daquele em com o fluido em

repouso. Os expoentes ν obtidos foram ν1 = 0.63±0.01 e ν8 = 0.73±0.01. Observa-se portanto,

que para o experimento com Q = 8, 00mL/h houve um aumento no expoente, o que poderia ser

uma indicação de que o sistema nesse caso se aproxima das condições da teoria LSW. Todavia,

não há uma diferença significativa entre o expoente associado à vazão ν8 = 0, 73 e o expoente

do experimento sem fluxo ν = 0, 69. Não sendo posśıvel chegar a uma conclusão previsa a esse

respeito, fica evidente a necessidade de se repetir os experimentos e realizar medidas com vazões

mais altas.

Considerando os aspectos apresentados, temos que a indução de fluxo ,com as vazões aqui

aplicadas, não promoveram uma mudança significativa na evolução do sistema de bolhas de

gás sob atuação do amadurecimento de Ostwald. Assim, entende-se que as vazões as quais os
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experimentos foram realizado não são suficientes para aproximar o experimento das condições

da teoria LSW, ou ainda que a imposição de fluxo não promove nenhuma mudança na evolução

dessas quantidades. Nesse sentido, seria interessante submeter o sistema a um fluxo cuja velo-

cidade fosse alguma ordens de grandeza maiores que a velocidade de difusão para verificar até

que ponto a indução de um fluxo macroscópico não altera a evolução do sistema.

Figura 5.17: Evolução do número de bolhas N(t) para os experimentos com e sem fluxo. A
comparação entre os ajustes, mostram que há uma pequena diferença entre os expoentes de
crescimento.

·

54



5.3 Evolução de bolhas de gás em confinamento com adição de

surfactante

Por último, apresentaremos resultados da evolução de bolhas de gás em confinamento, sem

fluxo macroscópico de fluido com adição de surfactante comercial a partir de adição da solução

de surfactante e glicerina descrita no caṕıtulo 4 como solução com surfactante. A adição do

surfactante é feita antes da produção das bolhas e a escolha da quantidade de surfactante a ser

adicionada deve ser feita de tal modo que não se produza bolhas demais, de modo a evitar a

produção de espumas secas, isto é, aqueles em que a fase gasosa ocupa um volume maior que a

fase ĺıquida. Espumas secas possuem bolhas menos esféricas e estão sujeitas a outros fenômenos

de crescimento tal como drenagem. Considerando isso, após colocar 10mL da solução de traba-

lho no béquer é adicionado 100 µL da solução com surfactante e em seguida a mistura é agitada

por 10 segundos com o mixer-misturador. Considerando que a solução com surfactante possui

0,1%(V/V) de surfactante comercial em sua composição, temos que a solução com que produz-se

bolhas nesse experimento tem menos de 0,001%(V/V) de surfactante. E apesar de parecer uma

quantidade muito pequena de surfactante, veremos que já é suficiente para provocar mudanças

significativas na evolução de bolhas de gás via amadurecimento de Ostwald.

A figura 5.18 mostra a superposição de 4 experimentos com duração de 24 a 35 horas com

adição de surfactante. Diferente dos outros experimentos, nesse vemos uma não uniformidade no

comportamento de φ. Todas as curvas apresentam um decrescimento de φ nos instantes iniciais

seguido de um crescimento. Vemos ainda, que duas curvas (3 e 4) apresentam uma região de

crescimento até um máximo, uma região de decrescimento seguidas por uma região onde φ é

constante; vemos uma curva (1) com um crescimento acentuado, seguido por um platô onde

φ segue aproximadamente constante, seguido por um decĺınio acentuado finalizando em uma

região contante; e uma curva (2) que é crescente em todo o tempo após o decrescimento inicial

comum a todas as curvas.

As previsões teóricas partem do suposto que φ se mantém constante ao longo da evolução.

Sendo assim, um experimento que apresenta o comportamento tão variado para a fração volu-

métrica deveria apresentar um comportamento ainda mais impreviśıvel para a evolução do raio

médio R̄(t) e número bolhas N(t). Todavia, como pode ser observado no gráfico da figura 5.19

até um certo momento, todos os experimentos seguem a lei R̄ ∼ t1/3, que é o esperado pela teoria

LSW. O gráfico apresenta uma comparação entre o ajuste proposto e a previsão LSW. Os valores

dos expoentes para os experimentos 1, 2, 3 e 4 são λ1 = 1, 103 ± 0, 009, λ2 = 1, 079 ± 0, 003,

λ3 = 1, 026 ± 0, 005 e λ4 = 1, 001 ± 0, 005, respectivamente. Com isso, conforme pode ser visto

na figura 5.19, a previsão da teoria LSW (equação (5.1)) se ajusta aos pontos experimentos no

intervalo onde o crescimento é uniforme. Isso mostra que apesar do comportamento inesperado

em aproximadamente 10h, todos os experimentos apresentam um regime que a evolução do raio

médio pode ser descrita pela teoria LSW. O experimento 2 (pontos vermelhos) apresenta o com-

portamento linearmente crescente para a fração volumétrica φ e cresce com R̄ ∼ t1/3.

O comportamento do número de bolhas N(t) apesar de apresentar uma certa variação en-
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Figura 5.18: Fração volumétrica de gás contido nas bolhas em função do tempo para o experi-
mento com adição de surfactante.

Figura 5.19: Evolução do raio médio R̄ para os experimentos com adição de surfactante. Para
3 das 4 curvas o raio apresenta uma queda repentina em torno de 10 horas de experimento. As
linhas cont́ınuas representam o ajuste segundo a equação (5.1).

tre os experimentos, foi a grandeza mensurada com comportamento mais concordante entre os

experimentos e a mais uniforme ao longo do tempo. A figura 5.20 apresenta a superposição dos

gráficos dos experimentos 1 a 4 para a evolução temporal do número de bolhas. O ajuste das cur-

vas foi feito segundo o modelo proposto, dado pela equação (5.4). Apesar das curvas para o raio

médio possúırem um regime onde R̄ ∼ t1/3, no que diz respeito a evolução do número de bolhas,

nenhum experimento apresentou o resultado previsto teoricamente, isto é, N ∼ t−1. Os valores

obtidos para os expoentes, a partir do ajuste com o modelo proposto, são: ν1 = 0, 88 ± 0, 01,

ν2 = 0, 72±0, 01, ν3 = 0, 63±0, 01 e ν4 = 0, 76±0, 03. A média dos expoentes é ν̄ = 0, 74±0, 04
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Figura 5.20: Evolução do número de bolhas N(t) para os experimentos com adição de sur-
factante. As linhas cont́ınuas representam o ajuste segundo a equação (5.4) e mostra que o
comportamento da evolução de N(t) diverge da teoria LSW. Os valores dos expoentes obtidos
indicam que N ∼ t≈−0,74.

o que nos leva a concluir que o crescimento do número de bolhas nos experimentos segue uma

lei do tipo N ∼ t≈−0,74.

Dado o exposto, vemos que a adição de surfactante, ainda que em pouca quantidade propor-

cionalmente (0,001%(V/V)), provoca mudanças significativas na evolução do sistema sob efeito

do amadurecimento de Ostwald. A evolução da fração volumétrica é possui um comportamento

diverso entre os experimentos, divergindo dos demais experimentos onde φ permanecia aproxi-

madamente constante ao longo do tempo. As curvas para a evolução número de bolhas N(t)

apresentam comportamentos similares, mas ainda discordantes da teoria LSW. O raio médio

R̄(t) parece seguir a lei de crescimento esperada pela teoria, todavia três dos quatro experi-

mentos apresentados possuem uma mudança repentina no comportamento após 10 horas de

experimento. A causa da mudança de comportamento é até então desconhecida.

Um comportamento singular na evolução do raio médio semelhante ao que aparece no pre-

sente trabalho foi observado no estudo do amadurecimento de Ostwald no crescimento de clusters

de durante a cristalização de protéına [48] como discutido na seção 2.4.2. Streets e Quake [48]

conclúıram que esse comportamento tinha como causa o surgimento de um cristal cujo tamanho

era duas ordens de grandeza maior do que os clusters. O raio médio dos clusters (∼ 10−9m)

seguia R̄(t) ∼ t1/3 até o surgimento do macrocristal (∼ 10−6m). Com a formação do cristal, este

agia como um grande sorvedouro de part́ıculas fazendo com que o clusters passasse a alimentar o

macrocristal. A similaridade do comportamento encontrado nas bolhas estabilizadas com surfac-

tante e nos clusters de protéına na referência [48] nos leva à conclusão que esse comportamento

singular no crescimento de R̄(t) seria fruto de um sorvedouro de moléculas de gás, por exemplo,

uma bolha de raio muito maior que as demais e que, eventualmente, possa ter aparecido na
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câmara de confinamento. Essa bolha teria de estar na câmara de confinamento, porém fora da

região de aquisição de imagens para estar fora do cálculo da média. Essa conclusão foi descar-

tada, pois não verificamos a presença de nenhuma bolha excepcionalmente grande na câmara

de confinamento. A figura 5.21 mostra a câmara de confinamento após um certo tempo para

três experimentos. É posśıvel observar que não há nenhuma bolha de muito maior que as demais.

(a)

(b)

(c)

Figura 5.21: Câmara de confinamento após um tempo do experimento. Percebe-se que não há
no dispositivo nenhuma bolha muito maior que as demais.(a)Experimento 1 após cerca de 12
horas de experimento.(b)Experimento 2 após 35 horas de experimento.(c)Experimento 3 após
cerca de 13 horas de experimento.
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Como consequência do amadurecimento de Ostwald a energia interfacial diminui com o

tempo, o que significa que a área total das bolhas diminui. Podemos conjecturar, portanto,

que a diminuição da área provocaria uma redução do número de moléculas de surfactante em

contato com a interface ĺıquido-ar, aumentando, portanto, a concentração das moléculas de sur-

factante no meio cont́ınuo. Isso promoveria uma posśıvel formação de micelas na fase cont́ınua

que de alguma maneira estaria interferindo na difusão de gás entre as bolhas. Nesse caso, o

pico observado na curva estaria associado com a chamada concentração micelar cŕıtica (CMC)

que, em resumo, é a concentração onde as moléculas de surfactante passam a se auto-organizar

na forma de agregados nanométricos, que coincide com a concentração a partir da qual o re-

cobrimento dessas mesmas moléculas na interface não é mais alterado com a adição de novas

moléculas de surfactante na solução [71]. Em uma etapa posterior do trabalho, deseja-se estudar

a influência da concentração micelar cŕıtica na difusão de gás entre bolhas para, assim, estudar

mais a fundo esse comportamento anômalo observado das curvas da evolução do raio médio das

bolhas.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas

6.1 Conclusões

Medidas experimentais foram feitas com o intuito de estudar a evolução de um conjunto de

bolhas de gás sob influência do amadurecimento de Ostwald em um sistema da ordem de mi-

crômetros (bolhas com raio entre 1-200µm). Isso representa uma contribuição para o estudo do

amadurecimento de Ostwald em sistemas ĺıquido-gás, uma vez que há uma carência de trabalhos

experimentais precisos que abordem esse problema. Além de realizar experimentos cujas condi-

ções iniciais são reprodut́ıveis, conseguimos acompanhar a evolução de um sistema constitúıdo

por cerca de 10000 bolhas por um tempo que varia de 24 a 100 horas realizando medidas do valor

do raio médio, do número de bolhas, da fração volumétrica e outras grandezas a cada intervalo

de aproximadamente 2 minutos. Essa precisão está refletida na qualidade dos dados, que são

acurados, reprodut́ıveis e coerentes entre si.

Além disso, conseguimos construir um dispositivo de baixo custo para o confinamento das

bolhas, bem como a mesa de deslocamento de forma a possibilitar a análise de um número grande

de bolhas e acompanhar sua evolução temporal. O método desenvolvido permitiu realizar ex-

perimentos que exibem pouca ou nenhuma coalescência além de ter permitido estudar quase

isoladamente o mecanismo de Ostwald. O aparato experimental constrúıdo se mostrou eficiente

para a realização dos experimentos desse trabalho, mas podem ser utilizados para o estudo de

outras soluções, emulsões ou espumas. A montagem para a indução do fluxo macroscópico bem

como do controle da temperatura e a microscopia óptica aliada à análise de imagens, também

se mostraram eficientes para a realização das medidas.

Foram monitorados por 20 a 100 horas a evolução temporal de um sistema com inicial-

mente 10000 bolhas, em três classes de experimento. A fração volumétrica ocupada pelas bolhas

manteve-se praticamente constante ao longo do experimento, onde obtivemos um valor médio

de φ̄ = 0, 36 ± 0, 03. Bem como esperado para o amadurecimento de Ostwald, observou-se nessa

classe de experimento um crescimento do raio médio ao longo do tempo, bem como o decaimento

do número de bolhas. Nos experimentos, vimos a evolução do raio médio, partindo de cerca de

18µm a cerca de 60µ m em 100 horas de experimento. O número de bolhas, caiu de de cerca

de 10000 para aproximadamente 700 bolhas em 100 horas. No caso da evolução de bolhas em

confinamento, o raio médio apresenta um comportamento com R̄ ∼ tλ/3, com λ < 1 para tempos
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curtos e R̄ ∼ t≈1/3 para tempos mais longos. Ainda que para tempos longos, o raio médio do

sistema parece evoluir conforme a previsão da teoria LSW, o número de bolhas N(t), mesmo

para experimentos com cerca de 100 horas de evolução, não pode ser descrito pelas previsões

teóricas (N ∼ t−1). A função de distribuição de tamanhos f(R, t) inicial ajustou-se bem com a

função q-weibull, e evolui no tempo tornando-se cada mais mais simétrica. Após 100 horas de

experimento, a distribuição é consideravelmente mais simétrica do que distribuição assintótica da

previsão teórica. De forma geral observamos que o raio médio evolui com R̄ ∼ t≈0,20 em tempos

mais curtos e R̄ ∼ t≈0,32 nos tempos maiores. O número de bolhas N(t) evolui com N ∼ t≈−0,70

segundo o ajuste feito N ∼ t≈−0,50 para tempos mais curtos. Nesse sentido, temos que há duas

possibilidades para o sistema. Uma delas é que a teoria LSW não é suficiente para descrever

o comportamento do sistema. A outra é que as medidas foram realizadas em um regime tran-

siente e que após um tempo maior, o sistema poderia atingir o regime de validade da teoria LSW.

No experimento com a indução de fluxo, vimos que em relação aos experimentos com o fluido

em repouso não houveram mudanças significativas no que diz respeito a evolução temporal do

raio médio ou do número de bolhas. Tanto o raio médio, quanto o número de bolhas evoluem

mais lentamente do que o previsto pela teoria LSW e a fração volumétrica manteve-se aproxi-

madamente constante nas duas vazões utilizadas, 1mL/h e 8mL/h. Nos experimentos realizados

observamos também R̄ ∼ t≈0.2 e N ∼ t≈−0,7 com φ(t) ≈ 0, 4. A respeito disso, temos que ou

a velocidade de fluxo não é alta o suficiente para que seja observado alguma influência, sendo

necessário a realização de experimentos com vazões mais altas, ou talvez seria necessário experi-

mentos mais longos para estudar a influência da indução de fluxo macroscópio na evolução das

bolhas.

No experimento com adição de surfactante, a evolução do número de bolhas N(t) apresen-

tou um comportamento mais uniforme e não apresentou mudanças significativas em relação aos

demais experimentos, ainda evoluindo de forma mais lenta (N ∼ t≈−0,7) do que o previsto pela

teoria LSW. O raio médio, no entanto, apresentou o peculiar comportamento de seguir a lei de

crescimento conforme o esperado pela teoria (R̄ ∼ t1/3) até cerca de 10 horas de experimento.

Após esse tempo, três das quatro repetições apresentaram uma mudança no comportamento da

evolução raio médio apresentando um decrescimento repentino e inesperado. A respeito disso,

conjecturamos que a causa desse comportamento poderia estar ligada à algum fenômeno que

estivesse prejudicando o transporte de moléculas de gás entre as bolhas analisadas, como a for-

mação de micelas das moléculas de surfactante. Nesse caso, a redução da interface ar-ĺıquido

promovida pelo amadurecimento de Ostwald poderia a aumentar a concentração de surfactante

na superf́ıcie e, por consequência, no meio. Caso a concentração seja suficiente para a formação

de micelas, essas poderiam provocar alguma alteração na mobilidade das moléculas de ar.

De forma geral, podemos dizer que em nossos experimentos observamos que o raio médio

evolui com R̄ ∼ t0,2 para tempos curtos em experimentos sem adição de surfactante e R̄ ∼ t1/3

para tempos mais longos ou, no caso de experimentos com adição de surfactante, em tempos

anteriores a 10 horas. O número de bolhas é ajustado por uma lei do tipo N ∼ t−0.7 em

todos os experimentos observados, apesar dos pontos experimentais sugerirem uma evolução

ainda mais lenta. Nos experimentos sem adição de surfactante a fração volumétrica mantém-se
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aproximadamente constante ao longo o experimento. A adição de surfactante provoca mudanças

consideráveis na evolução do raio médio e fração volumétrica, mas não parece alterar a lei da

evolução do número de bolhas.

6.2 Perspectivas

Para melhorar a qualidade dos resultados apresentados, propomos a repetição dos procedi-

mentos descritos e comparar os resultados obtidos afim de entender melhor o comportamento

da evolução das bolhas e do amadurecimento de Ostwald. A repetição dos experimentos com o

fluxo, sobretudo para tempos maiores e vazões maiores poderia deixar mais clara a influência do

fluxo na evolução do sistema. Além disso, realizar medidas da tensão interfacial da solução com

surfactante e obtenção da concentração micelar cŕıtica (CMC) para o surfactante utilizado pode

esclarecer a questão da influência da formação de miscelas no comportamento singular observado

no raio médio. Espera-se ainda estudar sistemas em que a lei de crescimento seja comparável

a dos experimentos, como o chamado crescimento por pipe-diffusion, que apresenta uma lei de

crescimento para o raio médio com R̄ ∼ t1/5 [72].

Para melhorar o entendimento nossos resultados, o grupo do LMFFC já trabalha com a rea-

lização de simulações para reproduzir a evolução de um sistema com os mesmos parâmetros do

experimento dadas as mesmas condições iniciais. O processo está em andamento e o resultado

da simulação poderá ser comparado com um v́ıdeo do experimento real feito a partir das ima-

gens obtidas. A dinâmica e a estat́ıstica da simulação poderá ser comparada com os resultados

experimentais enriquecendo os resultados e a comparação com os modelos previstos teoricamente.
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Gas diffusion among bubbles and the DCS risk

Oswaldo M. Del Cima,∗ Paulo C. Oliveira, César M. Rocha, Hallan S. Silva, and Alvaro V.N.C. Teixeira
Universidade Federal de Viçosa (UFV),

Departamento de F́ısica - Campus Universitário,
Avenida Peter Henry Rolfs s/n - 36570-900 - Viçosa - MG - Brazil.

We present some experimental and simulation results that reproduces the Ostwald ripening (gas
diffusion among bubbles) for air bubbles in a liquid fluid. Concerning the experiment, there it is
measured the time evolution of bubbles mean radius, number of bubbles and radius size distribution.
One of the main results shows that, while the number of bubbles decreases in time the bubbles mean
radius increases, hence, it follows that the smaller bubbles disappear whereas the – potentially
dangerous for the diver – larger bubbles grow up. Consequently, this effect suggests a possible
contribution of the Ostwald ripening to the decompression sickness, and if so, it should be pursued
its implementation to the Reduced Gradient Bubble Model (RGBM) so as to build up dive tables
and computer programs for further diving tests.

In memory of Randy Shaw and Sergio Viegas

I. INTRODUCTION

The formation of gas bubbles [1] – due to nucle-
ation (homogeneous or heterogeneous) and tribonucle-
ation, and their evolution (expansion or contraction),
owing to decompression or compression, diffusion, coun-
terdiffusion, coalescence and Ostwald ripening – in the
blood and tissues of the human body can give rise to
the decompression sickness (DCS). The Ostwald ripen-
ing mechanism consists in gas transfer from smaller bub-
bles to larger bubbles by diffusion in the liquid medium,
consequently, the radii of larger bubbles increase at the
expenses of decreasing radii of the smaller ones. It shall
be presented the results of experiment and simulation
which the Ostwald ripening is investigated for the case
of gas (air) bubbles in a liquid fluid with some rheolog-
ical parameters of the human blood. There, it has been
measured and analyzed the time evolution of the bubbles
mean radius, the number of bubbles and the radius size
(frequency) distribution. At a fixed ambient pressure,
namely, at the same “depth”, one of the main experimen-
tal results has been undoubtedly shown that, while the
number of bubbles decreases in time the bubbles mean
radius increases, meaning that the smaller bubbles disap-
pear whereas the larger (potentially dangerous) bubbles
grow up. This phenomenon may reveal a contribution
of the Ostwald ripening effect to the decompression sick-
ness risk during and after diving, suggesting, therefore,
a deeper theoretical and experimental investigation. Be-
yond that, if the Ostwald ripening shows up as an im-
portant physiological effect, its implementation to the
RGBM (Reduced Gradient Bubble Model) [1–3] for fur-
ther diving tests should be pursued.

The outline of this presentation is as follows. In Section
II and Section III, there are introduced the macroscopic

∗ oswaldo.delcima@ufv.br (NAUI Instructor ♯48926)

and microscopic processes of bubble formation, respec-
tively. The processes of bubble evolution are presented
in Section IV, and the physiological consequences of bub-
ble formation and evolution – the decompression sickness
– are introduced in Section V. Section VI introduces and
discusses theoretical aspects of the Ostwald ripening phe-
nomenon for gas bubbles in a liquid. The experiment, its
apparatus and the result analysis are presented in Sec-
tion VII. In Section VIII, some preliminary results of
the finite element simulation for one bubble, three, five
and fifty bubbles are introduced. The conclusions and
perspectives are left to Section IX.

II. MACROSCOPIC MECHANISMS OF

BUBBLE FORMATION

A. Cavitation

Cavitation is the process of rupturing a liquid by de-
creasing the pressure at roughly constant temperature –
quasi-isothermal process (FIG.1).

FIG. 1. Cavitation [4].

B. Boiling

Boiling is the process of rupturing a liquid by increas-
ing the temperature at roughly constant pressure – quasi-
isobaric process (FIG.2).



2

FIG. 2. Boiling [5].

III. MICROSCOPIC MECHANISMS OF

BUBBLE FORMATION

A. Nucleation

Nucleation is a process of stochastic nature (micro-
scopic fluctuations) that initiates the formation of new
phase or structure.

1. Homogeneous

Bubbles nucleate inside the bulk phase of a gas, liquid
or solid (FIG.3).

FIG. 3. Homogeneous nucleation [6].

2. Heterogeneous

Bubbles nucleate upon liquid-solid, gas-liquid or gas-
solid, interfaces (FIG.4).

FIG. 4. Heterogeneous nucleation [7].

B. Tribonucleation

Tribonucleation is a gas microbubble formation process
due to the relative movement among the liquid, contain-

ing dissolved gas, and a solid surface (FIG.5).

FIG. 5. Tribonucleation [8].

Bubble Formation
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


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nucleation →

{

homogeneous
heterogeneous

tribonucleation

IV. MECHANISMS OF BUBBLE EVOLUTION

A. Decompression or compression

Decompression (compression) is the process of decreas-
ing (increasing) of the ambient pressure (FIG.6).

FIG. 6. Bubbles decompression [9].

B. Coalescence

Coalescence is the fusion process of two or more bub-
bles. (FIG.7).

FIG. 7. Bubbles coalescence [10].
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C. Diffusion

Diffusion is the flow of substance (atoms or molecules)
from regions of higher concentration to regions of lower
concentration (FIG.8).

FIG. 8. Diffusion [11].

D. Isobaric counterdiffusion

Isobaric counterdiffusion is the diffusion of different
gases into and out of tissues while under a constant ambi-
ent pressure [12, 13]. When in diving, with multiple inert
gases, and performing an isobaric gas mix switch, the in-
ert components of the initial mix breathed by the diver
begin to off-gas the tissues, whereas the inert components
of the second mix begin to in-gas the tissues. “There is
no change in pressure and the gases are moving in op-
posite directions, this is called isobaric counterdiffusion”
[14].

E. Ostwald ripening

In 1896, Wilhelm Ostwald has verified a phenomenon
that small crystals (sol particles) dissolve and redeposit
onto larger crystals (sol particles) [15], which is called
Ostwald ripening (FIG.9). Later on, it has been already
observed the Ostwald ripening among gas bubbles in liq-
uid fluids, namely, gas transfer from smaller bubbles to
larger bubbles (FIG.10).

FIG. 9. Ostwald ripening: crystals and sol particles [16].

FIG. 10. Ostwald ripening: gas bubbles in a liquid fluid.

Bubble Evolution
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V. DECOMPRESSION SICKNESS

One of the hazards that divers, astronauts, aviators
and compressed air workers, are subjected while under
hyperbaric (or hypobaric) conditions, submitted to com-
pression and decompression, is the decompression sick-
ness (DCS) [17]. These gas bubbles injuries, that trigger
the decompression sickness, are due to the formation and
evolution of intravascular and extravascular gas (N2, He,
O2, CO2, H2O vapour) bubbles (FIG.11). The collective
insult of the gas bubbles to the body shall produce pri-
mary effects to the tissues which are directly insulted,
further, the secondary effects can jeopardize the func-
tion of a wide range of tissues, therefore, compromising
body’s health, may even lead to its death. Decompres-
sion sickness is recognized by means of the signs and
the symptoms exhibited by the body, just as its clas-
sification: Type 1 and Type 2. Type 1 DCS are usually
characterized by mild cutaneous or skin symptoms, and
musculoskeletal pain. Type 2 DCS symptoms are more
severe, and they are typically split in three categories:
cardiopulmonary, inner ear and neurological.

FIG. 11. Gas bubbles injuries: decompression sickness [18].
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VI. OSTWALD RIPENING: GAS BUBBLES IN

A LIQUID FLUID

Smaller bubbles might feed larger bubbles – the phe-
nomenon of Ostwald ripening is ought to gas transfer
from smaller bubbles to larger bubbles by diffusion in the
liquid medium, provoking the radii increasing of larger
bubbles at the expenses of decreasing radii of the smaller
ones. (FIG.12).

FIG. 12. Time evolution of gas bubbles in a liquid fluid.

The behaviour – of a single spherical gas bubble at
rest in a liquid fluid – can be partially described by the
Young-Laplace equation [19]:

∆P = Pin − Pout =
2γ

r
, (1)

where r is the bubble radius, γ the surface tension and,
Pin and Pout are the pressure inside (gas) and outside (liq-
uid) the bubble, respectively. It shall be stressed that,
from the Young-Laplace equation (1), the gas bubble in-
ner pressure (Pin) is always greater than the outer pres-
sure (Pout), moreover, the smaller the bubble radius (r)
the greater the pressure inside (Pin) the bubble for a fixed
ambient (outside) pressure (Pout).

Now, what could happen if there were two gas bubbles,
with different radii, into the liquid (FIG.13)?

FIG. 13. Two gas bubbles with different radii in a liquid fluid.

Young and Laplace get the answer! Bearing in mind
the Young-Laplace equation (1) for the two bubbles, it
follows that:

Pr = Pamb +
2γ

r
and PR = Pamb +

2γ

R
, (2)

where r and R are de radii of the smaller and greater
bubbles (r < R), respectively, the ambient (liquid) pres-
sure is Pamb, whereas Pr is the inner pressure of the
smaller bubble, and PR the inner pressure of the greater
one. Therefore, it can be concluded from (2) that, since

r < R, then Pr > PR, consequently, owing to the gra-
dient pressure between the two bubbles, and by assum-
ing a fixed ambient pressure (diver at a fixed depth –
Pamb = constant), it stems – gas flow from the smaller
to the larger bubble – the Ostwald ripening.

Dispersed throughout the body (inside tissues and
blood) of a diver, astronaut, aviator or compressed
air worker, there is a huge amount of gas (N2, He,
O2, CO2, H2O vapour) bubbles whose radii vary from
10−1µm to 102µm. The evolution of these gas bubbles is
quite complicated since it involves altogether, compres-
sion/decompression, diffusion, isobaric counterdiffusion,
coalescence, Ostwald ripening and besides other more
complex phenomena, therefore, experimental, theoretical
and computational attempts to investigate, understand
and describe such kind of complex system are herculean
tasks.

VII. OSTWALD RIPENING: THE

EXPERIMENT

One of the main purpose of this work is to investigate
and describe experimentally1 the Ostwald ripening for
gas bubbles [20] – the phenomenon of gas diffusion among
bubbles – in a liquid with some rheological parameters
(density, surface tension and viscosity) as close as to the
human blood [3]:

density −→ 1, 00 ≤ ρblood ≤ 1, 15 (g cm−3) ,

surface tension −→ 15 ≤ γblood ≤ 80 (mN m−1) ,

viscosity −→ 1, 00 ≤ ηblood ≤ 4, 00 (mPa s) . (3)

The physical quantities adopted, in order to describe
the time evolution of the whole system consisting of
air bubbles in a liquid solution (v/v) – 75% glycerol +
25% H2O (deionized) – confined in a (bubbles) cham-
ber (FIG.14), are: mean bubble radius (R(t)), number of
bubbles (N(t)), radii (frequency) distribution (f(R, t))
and radii normalized (probability) distribution (p(R, t)).

FIG. 14. Air bubbles confined in a chamber.

The experiment apparatus includes an optical micro-
scope (10x lense), a B&W camera coupled to the micro-
scope and connected to a computer, a bubbles chamber

1 The experiments were held at the Laboratory of Microfluidics
and Complex Fluids of the Department of Physics.
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FIG. 15. Experimental apparatus.

attached to a displacement table controlled by the com-
puter (FIG.15), also, there is a mixer used to produce (by
cavitation) the air bubbles in the liquid solution, prior to
injection into the bubbles chamber (FIG.14).

The liquid solution (v/v) used in the experiment con-
tains 75% of glycerol and 25% of deionized water, which
exhibits the following measured rheological parameters:

density −→ ρexp = (1, 17 ± 0, 01) g cm−3 ,

surface tension −→ γexp = (65, 3 ± 0, 01) mN m−1 ,

viscosity −→ ηexp = (34, 530 ± 0, 002) mPa s , (4)

at 25◦C room temperature. It shall be noticed that, in
order to set apart (experimentally) the Ostwald ripening
from other effects, namely, by reducing potential coales-
cence among air bubbles and also by avoiding their dis-
locations (FIG.16), the liquid solution viscosity, ηexp (4),
had to be fixed one order of magnitude greater than the
mean blood viscosity, ηblood (3).

FIG. 16. Air bubbles: microscope focus.

The experiment runs for four samples of air bubbles in
the liquid solution, 75% of glycerol and 25% of deionized
water (v/v). The initial radii normalized distribution
(p(R, 0)) – defined by the ratio among the number of
bubbles with radius R (the radii distribution f(R, 0))
and the total number of bubbles (N(0) ∼ 104) at instant
zero (0h) – of the four samples analyzed, validates the
reproducibility of the experiment (FIG.17).

(a)

(b)

FIG. 17. Reproducibility: (a) the initial radii normalized
distribution (p(R, 0)) for the four samples; (b) the respective
histogram with error bars.

The radii (frequency) distribution as a function of
time (f(R, t)) is acquired analyzing2 the images taken
by the B&W camera (coupled to the microscope) at dif-
ferent zones of the bubbles chamber – which are reached
through the displacement table controlled by the com-
puter. When the acquisition of the images by the B&W
camera and the subsequent bubbles radii measurement,
the radii (frequency) distribution (f(R, t)) and the radii
normalized (probability) distribution (p(R, t)) were ob-
tained at the time instants: 0h, 1h, 5h and 14h (FIG.18
and FIG.19). In what concerns the bubbles time evolu-
tion, it can be deduced, from FIG.18 and FIG.19, that
the number of bubbles (N(t)) decreases whereas mean
bubble radius (R(t)) increases, which shall be proved be-
low.

2 The software used to treat the pictures, so as to measure the radii
of the bubbles, was the open source image processing ImageJ

[21].
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FIG. 18. The radii (frequency) distribution (f(R, t)) at t = 0h, t = 1h, t = 5h and t = 14h.

FIG. 19. The radii normalized (probalility) distribution (p(R, t)) at t = 0h, t = 1h, t = 5h and t = 14h.

The experimental results for the mean bubble radius
(R(t)) show that it increases monotonically in time,
which can be straightforwardly concluded from FIG.20,
wherein, together with the experimental curve fit, it
is also sketched a curve for the mean bubble radius
(RLSW(t)) if the bubbles dynamics was dictated by the

LSW (Lifshitz-Slyozov-Wagner) theory [22]. The mean
bubble radius (RLSW(t)) in LSW theory is given by:

RLSW(t) =
[

R
3
(0) + Kt

]
1

3

, R(0) = 18, 42µm

and K = 6, 1 × 103m3s−1 ,



7

FIG. 20. The mean bubble radius: the experimental data fit
(R(t) – red line) and the LSW theory prediction (RLSW(t) –
blue line) assuming the same experimental initial condition,
the initial mean bubble radius R(0) = 18, 42µm.

where K depends on the temperature, surface tension,
diffusion coefficient, gas solubility and gas molar vol-
ume. Therefore, it can be verified from FIG.20 (blue
line) that the LSW theory does not properly describe
such a system of gas bubbles in a liquid, which should be
expected since the system analyzed does not satisfy the
primary premises assumed by the LSW theory. Never-
theless, bearing in mind the experimental data acquired
and modelling the mean bubble radius (R(t)) as below:

R(t) =
[

R
1

χ (0) + Kt
]χ

, (5)

R(0) = 18, 42µm , K = 2, 0 × 107m
1

χ s−1

and χ = 0, 1956 ,

from FIG.20 (red line) it follows that the empirical model
(5) proposed perfectly fits the experimental data.

On the other way around, the experiment shows that,
while the mean bubble radius (R(t)) increases in time,
the number of bubbles (N(t)) decreases monotonically
as displayed in FIG.21, where it can also be seen that
the number of bubbles (NLSW(t)) proposed by the LSW
theory:

NLSW(t) = N(0)
R

3
(0)

R
3
(0) + Kt

, R(0) = 18, 42µm ,

N(0) = 1, 8 × 104 and K = 6, 1 × 103m3s−1 ,

does not fit (blue line) the experimental data. However,
by considering the experimental data, and modelling the
number of bubbles (N(t)) as follows:

N(t) = N(0)
R

λ
χ (0)

[

R
1

χ (0) + Kt
]λ

, (6)

R(0) = 18, 42µm , K = 2, 0 × 107m
1

χ s−1 ,

χ = 0, 1956 and λ = 0, 48 ,

FIG. 21. The number of bubbles: the experimental data fit
(N(t) – red line) and the LSW theory prediction (NLSW(t) –
blue line) assuming the same experimental initial condition,
the mean bubble radius, R(0) = 18, 42µm, and the number of
bubbles, N(0) = 1, 8× 104.

it can be verified that the empirical model (6) fits the
experimental data, FIG.21 (red line).

In summary, the experiment realized – upon a system
of air bubbles in a liquid fluid with some rheological pa-
rameters close to the human blood – shows that the mean
bubble radius (R(t)) increases (FIG.20) in time whereas
the number of bubbles (N(t)) decreases (FIG.21). More-
over, it is verified straightforwardly that the smaller bub-
bles disappear whereas the larger bubbles, the ones po-
tentially dangerous for the diver which cause the decom-
pression sickness, grow up.

Based on the experimental analysis of the Ostwald
ripening phenomenon, it has been proposed an empirical
model so as to describe the time evolution of the mean
bubble radius (5) and the number of bubbles (6), where
it properly describes the time evolution of the system.

Taking into consideration the Ostwald ripening em-
pirical model proposed here, it should be interesting to
probe its implementation to the Reduced Gradient Bub-
ble Model (RGBM) in such a manner to compute decom-
pression sickness risks and develop dive tables for further
diving tests.

In addition to the experimental results and the em-
pirical model introduced here, simulation of gas bubbles
evolution has been performed and some preliminary re-
sults are presented in the next Section.

VIII. OSTWALD RIPENING: THE

SIMULATION

Another purpose of this work is, by adopting the fi-
nite element method, the computational modelling and
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simulation3 of gas diffusion among bubbles in a liquid
and their time evolution. By working out the Ostwald
ripening computational simulation together with the ex-
perimental results it stems a more profound knowledge
about the details of the Ostwald ripening phenomenon,
which are crucial to its further implementation to the
RGBM so as to realize diving field tests.

At this preliminary stage, the simulations are per-
formed by assuming nitrogen (N2) gas bubbles into wa-
ter, where its initial N2 gas concentration is equivalent to
critical radius given by Rc = 10µm, which means that a
single N2 bubble with a radius equal to the critical radius
would remain in equilibrium, namely, it would neither de-
creases nor increases.

The first case considered deals with one single N2 bub-
ble (FIG.22), in a 500µm×500µm lattice, with its initial
radius given by R(0) = 3µm. Therefore, as expected,
it decreases in time, since its radius is smaller than the
critical one, Rc = 10µm.

FIG. 22. Simulation of one bubble (Rc = 10µm).

A configuration of three bubbles aligned are the sec-
ond case studied, where they have the same initial ra-
dius R(0) = 3µm but are spaced such that (FIG.23) the
left bubble (bubble 2 – red dots) are closer to the cen-
tral bubble (bubble 1 – black dots) than the right bub-
ble (bubble 3 – blue dots), with the lattice size equal to
500µm×500µm. There, it is verified that the closer bub-
ble (bubble 2 – red dots) to the central, decreases faster
than the farther bubble (bubble 3 – blue dots), however,

3 The computational simulations were held at the Complex Sys-
tems Investigation Laboratory of the Department of Physics.

while they decrease the central bubble increases until
they disappear, thereafter the central bubble starts de-
creasing. It shall be stressed that unlike the LSW theory
– where all three bubbles would decrease simultaneously,
namely with the same time rate, independently on how
they are spaced – the behaviour of the three bubbles are
strongly dictated by the distance among them, becom-
ing evident that the inter-bubbles gas pressure gradient
should be taken into consideration in a future extension
of the Reduced Gradient Bubble Model (RGBM).

FIG. 23. Simulation of three bubbles (Rc = 10µm).

The third case analyzed is a system of five bubbles,
in a 500µm × 500µm lattice, all with the same initial
radius R(0) = 3µm, arranged so that four of the five
bubbles are located at the vertices of a square whereas the
fifth bubble stays at its centroid (FIG.24). It is observed
that the four bubbles located at the vertices decrease
simultaneously while, fed by them, the fifth bubble at
the center increases until the four disappear, right after it
begins decreasing. It shall be called into attention again
to the fact that, unlike the LSW theory, the way how the
bubbles are settled takes place also in their evolution.

The last and more complex configuration tackled con-
sists of fifty N2 gas bubbles into water – with initial
N2 concentration equivalent to a critical radius given by
Rc = 10µm – randomly spread throughout a 1000µm ×

1000µm lattice, with their initial radii (R(0)) aleatory
picked up from 5µm to 25µm (FIG.25). It can be veri-
fied from the graph of the bubbles radii time evolution
(FIG.25) that even bubbles with initial radii greater than
the critical radius (Rc = 10µm) may decrease by feeding
other bubbles, unlike to what would be expected from
the LSW theory – where the bubbles with radii smaller
than 10µm decrease while those with radii greater than
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FIG. 24. Simulation of five bubbles (Rc = 10µm).

10µm increase. LSW theory assumes an infinity volume
of the liquid phase, as well as that the distances between
bubbles are much greater than their radii, and that the
concentration of dissolved gas in the liquid phase remains
homogeneous despite its time dependence. Due to all of
these assumptions being far from such a system of gas
bubbles in a liquid which is the issue in decompression
sickness, for that reason it seems to be important to study
more deeply the Ostwald ripening phenomenon so as to
investigate its contribution to the decompression sickness
risks.

IX. CONCLUSIONS AND PERSPECTIVES

The Ostwald ripening, the phenomenon of gas diffusion
among bubbles, which results that larger bubbles are fed
by the smaller, are reproduced and described experimen-
tally and by computational simulation. The experiment
consisted of air bubbles into a chamber filled by a liquid
solution with some human blood-like rheological param-
eters, density and surface tension.

The experiment which ran at 25◦C under normobaric
pressure showed that the number of bubbles (N(t)) – the
initial number of bubbles was of order 104 – decreases in
time while the mean bubble radius (R(t)) increases. It
is proposed, analyzing the experimental results, an em-
pirical model for the Ostwald ripening by describing the
time evolution of the number of bubbles (6) and the mean
bubble radius (5). It should be stressed that one of the
main results shown, even at a constant ambient pres-
sure (at the same diver ”depth”), a decreasing number of
bubbles in time while the bubbles mean radius increases,

FIG. 25. Simulation of fifty bubbles (Rc = 10µm).

consequently, the smaller bubbles disappear whereas the
larger (potentially dangerous to the divers, by causing
DCS) bubbles grow up, hence this might reveal a con-
tribution of the Ostwald ripening to the decompression
sickness risk during and after diving.

The finite element computational simulation, even
though at an embryonic stage, has allowed a percep-
tion about how critical is the correlation among the dis-
tance between bubbles and their time evolution. By way
of example, from the case presented above of the three
bubbles aligned (FIG.23), it can be conjectured that the
closer a smaller bubble is to a larger bubble the faster
it will disappear. Finally, the simulation of fifty bubbles
(FIG.25) with radii varying from 5µm to 25µm, within a
1000µm × 1000µm lattice, made evident the complexity
of a liquid-gas bubbles system when the Ostwald ripening
is taken into consideration. Meantime, it became more
clear the relevance of the distances between bubbles and
their influence to the behaviour of a liquid-gas bubbles
system.

There are many perspectives and challenges to be pur-
sued. From the experimental point of view, and for fur-
ther computational simulation, it is important to search
for mechanisms to suppress or to promote the Ostwald
ripening. Besides, the experiment shall be performed at
typical human body temperatures, around 36, 5-37, 5◦C,
for nitrogen bubbles into human plasma, also by adding
to the plasma polystyrene microdisks, with diameters
about 6-8µm, simulating the red blood cells. The Ost-
wald ripening empirical model – for the number of bub-
bles (6) and the mean bubble radius (5) in time – might
be implemented to the Reduced Gradient Bubble Model
(RGBM) [1–3], first to recreational air diving protocols,
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in order to obtain the “new” risk estimates for various
NDLs (no-decompression time limits) and compare them
to those of RGBM, as well as to those from other models,
namely, ZHL (Bühlmann), USN (U.S. Navy) and VPM
(Varying Permeability Model).
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Apêndice B

Obtenção das leis de crescimento

para o amadurecimento de Ostwald

B.1 Solução da equação de Laplace com as condições de con-

torno da teoria LSW

Considerando que
∂C

∂t
≡ 0, a equação de Laplace é:

∇2C(r) = 0,

onde C(r) é a concentração em um posição r do espaço. Considera-se como origem, o centro

de uma part́ıcula de raio R.

As condições de contorno da teria LSW são:

C(r) |r=R = C(R) (B.1)

lim
r→∞

C(r) = C̄ (B.2)

A solução geral da equação de Laplace é dada por:

C(r) = A +
B

r
.

Aplicando a segunda condição de contorno temos que:

lim
r→∞

C(r) = C̄ ⇒ A +
✚
✚
✚✚❃

0

lim
r→∞

B

r
= C̄ ⇒ A = C̄

Desse modo a solução assume a seguinte forma:

C(r) = C̄ +
B

r
.

Aplicando a primeira condição de contorno, temos:

C(r) |r=R= C(R) = C̄ +
B

R
⇒ B = [C(R) − C̄]R

Assim, dados os valores de A e B, temos que a solução se torna:

C(r) = C̄ − [C̄ − C(R)]
R

r
(B.3)
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B.2 Taxa de crescimento do raio de uma part́ıcula pelo amadu-

recimento de Ostwald

Da primeira lei de Fick, J = D |∇C(r)|, onde J é o fluxo, dado por J =
1

A

dV

dt
, sendo dV o

volume que passa por uma superf́ıcie A no intervalo de tempo dt. Considerando uma part́ıcula

esférica de raio R, temos V = 4
3πR3 e A = 4πR2. Além disso a concentração C(r) é dada pela

equação (B.3), portanto:

1

4πR2

d

dt

(
4π

3
R3

)
= D

∂

∂r

[
C̄ − [C̄ − C(R)]

R

r

]
,

Isso nos leva à:

✘✘✘4πR2 dR

dt
= ✘✘✘4πR2D

[
[C̄ − C(R)]R

r2

]
.

Avaliando em r = R, temos:

dR

dt
= D

[
[C̄ − C(R)]��R

R✁✁2

]
= D

[
C̄ − C(R)

R

]

Da aproximação da equação de Gibbs Thompson, temos que a concentração da superf́ıcie C(R)

é dada por C(R) = C∞

(
1 +

α

R

)
, com α =

2σvmC∞

RT
, assim:

dR

dt
= D

[
C̄

R
− C∞

R
− α

R2

]
⇒ dR

dt
=

D

R

[
C̄ − C∞ − α

R

]

Tomando ∆ = C̄ − C∞ com a supersaturação do sistema, temos:

dR

dt
=

D

R

(
∆ − α

R

)
(B.4)
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B.3 Taxa de crescimento para a teoria de campos médios (Yao

- 1993)

A lei de crescimento deve satisfazer a equação da continuidade:

d(vRD
i )

dt
= −

∮

Si

★✔

J · n̂dA, (B.5)

onde Si é a superf́ıcie da i-ésima part́ıcula, n̂ é o vetor unitário normal, v = πD/2/Γ(D/2 + 1)

com D a dimensão do sistema. Substituindo a Lei de Fick
★✔

J = − ★✔∇θ, onde θ é o campo adi-

mensional de concentração, temos:

d(vRD
i )

dt
= −

∮

Si

(
− ★✔∇θ · n̂dA

)
=

∫

VA

(
★✔∇ · ★✔∇θ)dV

Portanto:
d(vRD

i )

dt
=

∫
∇2θdV . Para uma dada part́ıcula i temos ∇2θ = aBiδ(r − ri).

Assim, temos:

b

d(vRD
i )

dt
= aBi

∫
δ(r − ri)dV

︸ ︷︷ ︸
=1

⇒ d(vRD
i )

dt
= aBi

Temos ainda que v =
πD/2

Γ(D/2 + 1)
e a =

2πD/2

Γ(D/2)
. Portanto:

✟✟✟πD/2

Γ(D/2 + 1)
DRD−1

i

dRi

dt
=

2✟✟✟πD/2

Γ(D/2)
Bi ⇒ DRD−1

i

dRi

dt
=

2Γ(D/2 + 1)

Γ(D/2)
Bi.

Pelas propriedades da função gama, temos portanto:

DRD−1
i

Ri

dt
=

2(D/2)✘✘✘✘Γ(D/2)

✘✘✘✘Γ(D/2)
Bi ⇒ dRi

dt
=

✁2(✚✚D/✁2)Bi

✚✚DRD−1
i

. Que nos leva ao resultado:

dRi

dt
=

Bi

RD−1
i

(B.6)
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Apêndice C

Algumas propriedades

f́ısico-qúımicas da glicerina

C.1 Tabela com propriedades f́ısico-qúımicas do glicerol

Tabela C.1: Propriedades f́ısico-qúımicas do glicerol. Extráıda da referência [59]

Densidade (20 oC) 1,261 g/cm3

Índice de refração n20
D 1,4740

Visosidade dinâmica (20oC) 1,410 Pa·s
Compressibilidade (28,5oC) 2,1×10−4MPa−1

Tensão interfacial (20oC) 63,4 mN/m
Calor de formação - 69 kJ/mol
Calor de combustão 1662 kJ/mol
Calor de vaporização (55oC) 88,2 kJ/mol
(195 oC) 76,1 kJ/mol
Calor de fusão (18 oC) 18,3 kJ/mol
Calor de solução (diluição infinita) - 5,8 kJ/mol
Capacidade térmica (298 K <T <383 K) Cp(T) = 987,98

+ 4,7074×T em
J kg−1 K−1

(-80 oC) 1,91 kJ kg−1 K−1

(-108 oC) 0,91 kJ kg−1 K−1

Condutividade térmica (0oC) 0,29 Wm−1 K−1

Constante de difusão da água em glicerol (20oC) 1,33×10−11 m2/s
Condutividade elétrica espećıfica (20oC) 0,1 µS/cm
Constante dielétrica relativa (25oC) 42,48
Solubilidade de KCl (99,5% glicerol): (25 oC) 6,01 g/100 g
(90 oC) 8,78 g/100 g
Solubilidade de NaCl (99,5% glicerol) (25 oC) 7,22 g/100 g
(90 oC) 7,31g/100g
Solubilidade de Na2SO4 (99,5% glicerol) (25oC) 0,2 g/100g
(90 oC) 0,63 g/100 g
Solubilidade de N2 (99,25% glicerol) (15 oC) 0,553 vol%
Solubilidade de CO2 (99,26% glicerol) (15 oC) 43,8 vol%
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C.2 Estrutura qúımica do glicerol

Figura C.1: Estrutura qúımica da molécula do glicerol. Em cinza temos os átomos de carbono
(C), em vermelho os átomos de oxigênio (O) e em branco os átomos de hidrogênio (H).

C.3 Tabela de dados para o cálculo da densidade

Tabela C.2: Valores obtidos em laboratório para a massa de cada porção de volume da amostra.

(V ± 0, 05)(mL) (m ± 5 × 10−4)(g)

0,00 0,0000

5,00 5,9913

10,00 11,9178

15,00 17,7476

20,00 23,7925

25,00 29,6253

30,00 35,2351

35,00 41,1005

40,00 46,9463

C.4 Tabela usada no método de interpolação para o cálculo da

tensão interfacial.

Tabela C.3: Tensão interfacial para várias concentrações de glicerina a várias temperaturas.
Extráıda da referência [63].

Tensão interfacial (mN/m)

Temperatura oC
% glicerina (V/V)

99 78 56 34 17 0

17 - 65,41 - - - -

18 - - - 69,86 71,13 -

20 62,47 65,26 67,64 - 70,93 71,68

30 62,08 64,66 66,68 68,42 69,49 70,25

40 61,53 63,93 65,71 67,18 68,02 68,68

50 61,05 63,05 64,67 65,86 66,79 67,05

60 60,34 62,11 63,59 64,55 65,23 65,50

70 59,36 61,11 62,39 63,09 63,73 63,94

80 58,72 60,07 61,21 61,62 62,01 62,16

90 57,85 59,02 59,92 60,13 60,48 60,51
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