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Resumo

SOUZA, Douglas José de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, marco de 2021. Ele-
mentos especiais primitivos em corpos finitos. Orientador: Abilio Lemos Cardoso
Junior.

Neste trabalho estamos interessados em encontrar condigoes suficientes que garantam a
existéncia de um elemento primitivo o € F,, de forma que f(«) também seja um elemento
primitivos em [F,,, onde IF, é um corpo finito de caracteristica qualquer, ou seja, com g = p*
elementos e f(z) € F,(z) é uma fungao racional com algumas restricoes. Neste sentido,
exibimos explicitamente os valores de k para os quais tal par existe sendo p € {2,3,5,7}.
Por outro lado, considerando ¢ uma poténcia de um primo impar com ¢ > 169, iremos
demonstrar que sempre existam trés elementos primitivos consecutivos no corpo finito F,.
Mais precisamente, existem onze valores de ¢ < 169 para os quais isto é falso.

Palavras-chave: Elementos Primitivos. Corpos Finitos. GAP.



Abstract

SOUZA, Douglas José de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2021. Ele-
mentos especiais primitivos em corpos finitos. Adviser: Abilio Lemos Cardoso
Junior.

In this work we are interested in finding sufficient conditions to guarantee the existence
of a primitive element o € F, so that f(«a) is also a primitive element in F,, where F,
is a finite field of any characteristic, that is, with ¢ = p* elements and f(z) € F,(x)
is a rational function with some restrictions. In this sense, we explicitly determine the
values of k for which such a pair exists for p € {2,3,5,7}. On the other hand, considering
q > 169 we will demonstrate that always there are three consecutive primitive elements
in the finite field F,. More precisely, there are eleve values of ¢ < 169 for which this is
false.

Keywords: Primitive Elements. Finite Fields. GAP.
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Introducao

No presente trabalho, estudaremos conceitos de Teoria dos Numeros tais como ca-
racteres em corpos finitos, fungoes aritméticas e fungoes caracteristicas afim de alcangar
o objetivo principal que é encontrar elementos primitivos em um corpo finito com pro-
priedades especiais. Mais especificamente, estamos interessados em encontrar condi¢oes
suficientes que garantam a existéncia de pares (a, ) de elementos primitivos sobre um
corpo finito F, com ¢ = p* de caracteristica p qualquer assim como encontrar todos os
corpos finitos que ndo possuem um elemento primitivo « tal que o + 1 e o + 2 também
sejam primitivos.

Para compreender melhor o desenvolvimento dos resultados obtidos nessa area, vamos
a origem do problema. A. Brauer perguntou ao seu ex-aluno E. Vegh sobre a existéncia de
pares de elementos primitivos consecutivos em F,,, ou seja, 5 = a4+ 1. Vegh entao provou
quese p>3e % > %, onde ¢ é a fungao de Euler, entdo existe o par em questao [1].
Trés anos depois, ele provou que se p = 1 (mod 4), e % > i entdo tal par existe [2].
Em 1985, Cohen estendeu o resultado em uma série de trés artigos provando que se ¢ > 7,
entdo existe um par de elementos primitivos consecutivos |3H5]. A partir disso, se pergunta
se existem tais pares de elementos primitivos (a, 3), onde f é obtido aplicando av em um
polinémio. Foi entdo considerado por diversos autores, na maioria das vezes, polinomio
de grau no maximo dois. Em 2015, Cohen, Oliveira e Silva e Thudigan provaram que se
q > 61 existe o par de elementos primitivos (a, 5) onde § = aa+b com a,b € F,. Ja para
polindmios de grau dois, Boker, Cohen e Sutherland provaram que se ¢ > 211 existe o par
de elementos primitivos (c, ) onde 8 = aa® +ba + ¢, com b*> —4dac # 0 [6]. Neste sentido,
varios autores trabalharam em busca de pares de elementos primitivos (a, ) onde (3 é
obtido aplicando « a uma funcao racional. Veja, por exemplo, o caso mais simples dessa
situagao: [ = 1l/a é primitivo se, e somente se, a é primitivo. Em 2012 Wang, Cao e
Feng provaram que se ¢ = 2°" em que n é impar, n > 13 e s > 4, entao existe um par
de elementos primitivos («, 5) em que 8 = « + /a [7]. Dois anos depois, este resultado
foi generalizado por Cohen que provou que se ¢ é uma poténcia de 2, e ¢ > 8, entéo
existe o par de elementos primitivos («, f) em que § = o + /a [§]. Naquele mesmo ano,
Kapetanakis apresentou condigoes necessarias para que o par de elementos primitivos
(o, B) exista com = % tal que a,b,c,d € F,. Trés anos depois, em 2017, Anju e
Sharma encontraram condi¢oes suficientes que garantem um par de elementos primitivos
(v, ) tal que B = ao’tbate oo g b c,d,e € For. Em 2018, Sharma, Awasthi e Gupta,

do-+e
apresentaram condigoes que garantem a existéncia de um par de elementos primitivos

(a, B) tal que B = %, com a,b,c,d,e, f € Fo.

E aqui entra nosso trabalho propriamente dito, que é a generalizacao feita por Cohen,
Sharma e Sharma [9], que consiste em demonstrar condigoes que garantem a existéncia de
um par (a, 3) de elementos primitivos em que 5 é um quociente de expressoes polinomiais
aplicados em « sobre um corpo de caracteristica qualquer, ou seja, com ¢ = p* elemen-

tos. Além disso, apresentaremos resultados obtidos por Carvalho, Guardieiro, Neumann



e Tizzioti |10], que também garanta a existéncia de tal par ou prove que ele nao existe.
Também apresentamos resultados obtidos por Cohen, Oliveira e Trudgian [11] cujo prin-
cipal objetivo é demonstrar que para ¢ > 169 sempre existe trés elementos primitivos
consecutivos no corpo finito [F,.

O primeiro capitulo trata de assuntos preliminares que sao necessarios para a compre-
ensao do trabalho como um todo e, neste sentido, mencionamos alguns resultados referen-
tes a funcoes aritméticas e conceitos sobre corpos finitos como, por exemplo, caracteres,
que terao grande relevancia na contagem de certos tipos de elementos. O contetido deste
capitulo tem como principais referéncias os livros [12H14].

No segundo capitulo estaremos interessados em estudar a generalizagao dos resultados
de Sharma, Awasthi e Gupta, encontrando condi¢oes que garantam a existéncia de um
par («, 3) de elementos primitivos tal que 5 é uma fungao racional aplicado em «. Nosso
principal resultado é o Teorema |54} que é usado para determinar os valores de k de forma
que o par (o, [3) existe, embora as vezes precisaremos do Lema |57| para determinar esses
valores.

A primeira sessao deste capitulo contém a definicdo do conjunto I',(my,ms) e re-
sultados basicos que serdao usados no desenvolvimento dos resultados que se seguem. Na
segunda sessao, apresentaremos os principais resultados do trabalho e, junto a eles, uma
série de algoritmos feitos no sistema GAP [15,16] para aplicagdo destes resultados. Final-
mente, na ultima sessdo, determinaremos os conjuntos I',(3,2) para p = 2,3,5 e 7 com
auxilio dos algoritmos desenvolvidos.

Por fim, no terceiro capitulo apresentamos estimativas e resultados que garantem
a existéncia de n elementos primitivos consecutivos sobre um corpo finito na qual sua
caracteristica seja no minimo n e, combinado a isto, apresentamos um algoritmo em
linguagem GAP para provar o Teorema [66]



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo trataremos de assuntos que sao pré-requisitos para a compreensao dos
principais resultados. Neste sentido, falaremos sobre fun¢oes multiplicativas, corpos fini-
tos, caracteres e elementos s-livres e, interligando todos esses, construimos nossa principal
ferramenta que é a funcao caracteristica dos elementos s-livres que sera obtida no Corola-
rio [49| e tera como principal objetivo servir como alicerce na demonstragao dos principais
resultados.

1.1 Funcoes Aritméticas

Definigao 1. Uma funcdo aritmética é uma fungdo f(n) na qual estd definida sobre o
conjunto dos nimero naturais.

Exemplo 2. Qualquer sequéncia (a,) é uma funcdo aritmética. Especificamente sao
fungdes aritméticas n!, d(n) = 34,1 ou r(n) onde r(n) é o niimero de solugoes da
equacdo n = x2 + y%.

Definicao 3. Seja f(n) uma fungao aritmética tal que se mdc(a,b) =1, e

f(ab) = f(a)f(b) (1.1)

entdo dizemos que f(n) é uma fungdo multiplicativa. Se vale (1.1)) independente da
condi¢gao em que mdc(a,b) = 1, entdo dizemos que f(n) é uma fungdo completamente
multiplicativa.

Desta definigao, vemos que se f(n) é uma fungdo multiplicativa e se pq,---,p, sdo
primos distintos, entao

fit i) = f(p1*) - f(pyr),

de modo que f(n) é determinado pelas poténcias dos primos. Além disso, se f(n) é
completamente multiplicativa, entao

fr o) = f(p)™ - flpr)™,

de modo que f(n) é determinado pelos niimeros primos.
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Exemplo 4. A funcao de Mobius é definida por:

lsen=1,
p(n) =< (=1)" se n é o produto de r primos distintos,

0 se n é divisivel pelo quadrado de algum primo.

Temos entao

Note que p(n) é multiplicativa mas nao é completamente multiplicativa.
Exemplo 5. A funcao totiente de Euler definida por
o(n)=t{keN:(k,n)=1k<n}

conta a quantidade de niimeros menores ou igual a n co-primos com respeito a ele. Essa
fungdo também pode ser expressa de forma compacta pela féormula analitica ¢(n) =

1
n- H (1 — ) ,n € N. Essa funcao é também multiplicativa mas nao é completamente
p

pln
multiplicativa.

Teorema 6. Seja f(n) uma fungdo multiplicativa que nao é identicamente nula. Entao

f(1) =1.

Prova. Seja a tal que f(a) # 0. Assim f(a) = f(a-1) = f(a)f(1) e disso concluimos
que f(1) = 1. [

Teorema 7. Sejam g(n) e h(n) fungdes multiplicativas. Entao a fungao
n n
f) =S g@h (%) =g (%) hla) (12)
din dln

é também multiplicativa.

Prova. Suponha que mdc(a,b) = 1. Entao

flab) = ¥ g(d)h (‘Z’) -

dlab
Sejam u = (a,d) e v = (b, d) de modo que uv = d e, portanto,

) = XY gtwon ()

ula vlb uv

= S () o ;)

ula

= [fla)f(b).
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Mostremos agora a segunda igualdade de (1.2)). Seja D := {d € N : d|n}. A funcao
J: ld)—>D é bijecao de D sobre D, por isso
=

S o (2) = X o (3) = X atann (15 =

dn deD deD

> () e

deD

Teorema 8. Seja f(n) uma fun¢ao multiplicativa que nao é identicamente nula. Entao

>_pd) f(d) =TI = f(p) (1.3)

dln pln
onde p percorre os divisores primos de n.

Prova. Colocando g(n) = u(n)f(n), h(n) =1 no Teorema [7] temos

F(n)=2%_n(d)f(d)

dln

¢ multiplicativa. Note que G(n) = [I,,(1 — f(p)) é também multiplicativa. De fato, seja
(a,b) =1, entao

G(ab) = ll_[(l —fp) = ll—[(l - /() H(l — f(p)) = G(a)G(b).

Assim F(n) e G(n) sao multiplicativas e devido a isto, dado n = pi* - - - p™* fatorado em
primos distintos, temos

F(n) = I:IIF(p?") e G(n) = I:IIG(p?i)

Assim, basta verificarmos que F' e G coincidem para poténcia de primos e para n = 1.

1. Para n = 1, pelo Teorema [f] F(1) = p(1)f(1) = f(1) = 1, visto que f néo é
identicamente nula. Como 1 nao possui divisor primo, segue que G(1) = 3 ,;(1 —
F(p)) = 1. Logo F(1) = G(1).

2. Para o caso em que n = p' temos G(n) = [I,,(1 — f(p)) = 1 — f(p) uma vez que
apenas p ¢ divisor primo de p’. Por outro lado,

F') =Y ud)f(d) = > u@)f@)

d|pt =1
= u()f(D) + u@) f0) + @) @) + -+ 1) ()
= w(1)f(1) + u(p)f(p)
= 1— f(p)=G@®").
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1.2 Corpos Finitos
Definicao 9. Um corpo finito é um corpo que contém um ntmero finito de elementos.

Proposicao 10. Seja K um corpo finito contendo um subcorpo F' com ¢ elementos.
Entdao K possui ¢" elementos onde n = [K : F].

Prova. Note que K é um espaco vetorial sobre F' e uma vez que K ¢ finito, entao ele
possui dimenséo finita como espaco vetorial sobre F. Se [K : F] = n, entdao F tem uma

base sobre K de n elementos, digamos, vy, -, v,. Assim, todo elemento de K pode ser
representado de uma unica forma como «ojv; + - -+ 4+ a,v, onde aq, -+, a, € F. Como
cada «; pode assumir ¢ valores, K possui exatamente ¢" elementos. [ |

Corolario 11. Seja F' um corpo finito. Entao F' tem p” elementos onde p é um nimero
primo o qual é a caracteristica de K e denotada por Char(K) = p.

Prova. Como F' ¢ finito, F' possui caracteristica p, onde p é primo. Portanto F' contém
um corpo Fy isomorfo a Z,. Como Fy tem p elementos, pela Proposicao [0}, F' tem p”

elementos, onde n = [F': Fy.
|

Proposicao 12. Seja F,» um corpo finito. Entao

(o (e

(a+b)P" =a”" + V" e (a—b =a — b (1.4)
para todo a,b € Fpn e n € N.
Prova.

i) Observe que

(p) _, =i )

i 1:2.044

Isto é, p | (f) para todo 1 <17 < p— 1. Agora, como

p_l . .
(a+bP =a’+ 3 a" b + 17,
i=1
segue que (a +b)? = a? + b (mod p).
ii) Suponha que (a4 b)*" = a?* + V** para algum k > 1,k € N.

P i)

iii) Como (a + b)*! = {(a + b)pk} = (apk + b”k)p AR para todo k£ € N.
Pelo que acabamos de mostrar, obtemos

@ = ((a—b)+ )" = (a—b)" +¥",

e, portanto, segue a segunda identidade de (|1.4)). [
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Proposicao 13. Se F' é um corpo finito com ¢ elementos, entao a? = a para todo a € F.

Prova. Se a = 0, segue o resultado. Por outro lado, os elementos nao nulos de F' formam
um grupo de ordem ¢ — 1 em relagao a multiplicagao, a saber, F. Assim, a?! =1 para
todo a € I e, portanto, a? = a.

[ |

Proposicao 14. Seja f(x) € K|z], onde K é um corpo e d(f) = n. Entao f tem no
maximo n raizes em K.

Prova. Se O(f) =1, entdo f(x) =z — a e, por defini¢do, a € K. Suponha que qualquer
polinémio h(z) € Klz] tal que d(h) < n, tem no maximo d(h) raizes em K.

Agora, considere f(x) € K|[z] tal que O(f) = n. Se f nao possui raizes em K, esta
feito. Suponha que f tem pelo menos uma raiz em K. Seja a esta raiz. Como K|[z] é
dominio euclidiano, seque que f(z) = (x — a)h(x), onde d(h) < n. Logo, f possui no
méaximo d(h) + 1 < n raizes em K.

[ |

Proposicao 15. Se F' é um corpo finito com ¢ elementos, entdo o polindmio x? — x em
F[z] decompobe-se como
11—z =[] (z—a).

acF

Prova. O polinémio 27 — z tém no maximo ¢ raizes em F. Pela Proposigao [13] tem-se
que todos elementos de F' é raiz do polindmio em questao, logo

29—z = [](z—a).

a€F

Corolario 16. Se o corpo F' tem ¢ elementos, entao F' é o corpo de fatoragao do polinémio
¢ — .

Prova. Pela Proposicao [15] ¢ — x, decompoe-se em F'. Note que ele ndo se decompoe
em nenhum outro corpo menor, uma vez que tal corpo precisaria conter todas as raizes
do polindmio em questao, ou seja, ele precisaria ter no minimo ¢ elementos. Logo segue
o resultado. |

Teorema 17. Para todo corpo finito F, o grupo multiplicativo F; de elementos nao nulos
de I, ¢ ciclico.

Prova. Podemos assumir que ¢ > 3. Seja h = ¢ — 1 = pi*---pl™ a decomposigao de
h

fatores primos da ordem de IF;. Para todo i, 1 < i < m, o polindbmio x» — 1 tem no

maximo & rafzes em F,. Uma vez que h < h, existe pelo menos um elemento nao nulo
7

pi pi
~ 4 . oA . h/pr
em [F, que nao ¢ raiz desse polindmio. Seja a; um desses elementos e defina b; = ai/ "
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i
D . , . . . N ,
Note que b;* = 1, assim tem-se que a ordem de b; é um divisor de p.*, ou seja, é da forma
pit com 0 < s; < r;. Como

r;—1
;" " /p;
bZ — al/p % ]_7
a ordem de b; é exatamente p;’. Afirmamos que b = by - - - b, tem ordem h. De fato, como
mdc(pi', ..., pim) = 1 entao

ord(b) = ord(by - - - by,) = ord(by) - - ord(by,) = pi* - pim = h

e, portanto, F; € um grupo ciclico sendo b o seu gerador. [ |

Definigao 18. Um gerador do grupo ciclico F ¢ chamado de elemento primitivo.

Observagao 19. Note que sendo d um divisor da ordem de um grupo ciclico finito G,
entdo G contém ¢(d) elementos de ordem d e, consequentemente, F; contém ¢(q — 1)
elementos primitivos. A existéncia de elementos primitivos pode ser usada, em particular,
para mostrar que todo corpo finito pode ser visto como uma extensao algébrica simples
de seu subcorpo primo.

Teorema 20. Seja [F, um corpo finito e [F, uma extensao finita. Entao F, é uma extensao
algébrica simples de F, e todo elemento o € [, satisfaz F, = F («).

Prova. Seja o um elemento primitivo de F,. Note que F (o) C F,. Por outro lado,
F,(a) contém 0 e todas as poténcias de a e, portanto, todos os elementos de F,. Logo
F,(a) =T,.

[ |

Corolario 21. Seja F, um corpo finito e n um inteiro positivo. Existe um polindmio
irredutivel em F,[z] de grau n.

Prova. Seja F, uma extensao finita de F, de ordem ¢, assim [F, : F,] = n. Pelo Teorema
temos F, = IF,(a) para algum « € F,. Entao o polinémio minimal de « sobre I, é um
polinémio irredutivel em F,[z] de grau n.

Definigao 22. Sejam a € ' = F;m e K = [F,. O trago Trp/x de a sobre K ¢é definido

por
1

Trp/(e) = atal4al 4 4al"

Se K ¢é subcorpo primo de F', entdo Trp/x(a) é chamado de trago absoluto de a e ¢é
denotado por Trp(a).

Teorema 23. Seja ' = Fgm ¢ K = F,. Entao a funcao Trp/k satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) Tre/x(a+ B) =Trpk(a) + Trek(B) para todo «, B € F;

(ii) Trp/k(ca) = I'rp/k (o) para todo ¢ € K, o € F}
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(ili) Trp/k € uma transformagao linear de F' em K, onde F' e K sao vistos como espagos
vetoriais sobre K;

(iv) Trp/k(a) = ma para todo a € K;
(v) Trp/k(a?) = Trp/k(a) para todo a € F.

Prova.

(i) Sejam a, 3 € F. Usando o fato da caracteristica de K ser primo p tal que ¢ = p*
tem-se:

qul

Trpk(a+p) = a+B+(a+p8)+-+(a+5)
= a+f+al+pl4 a4 B
= at+al+-al" T L BB
= Trex(a) +Trex(B).

m—1

m—1

(ii) Dado ¢ € K, segue da Proposigao |13| que @ =c para todo j > 0. Portanto, dado
a € F, tem-se:

m—1 m—1
Trpg(ca) = ca+cla®+---+ct ol
m—1

= ca+ca®+---+cat

= CT?"F/K<04).

(ili) As propriedades (i) e (ii) junto ao fato de que Trp () € K para todo o € F
mostram que T7g g ¢ uma transformacao linear de F' em K.

iv) Dado a € K, tem-se Trp/k(a) =a+a?+---a? . Mas da Proposicao |13, a? = a
iv) Dad K Tre ‘ "' Mas da P 13} af
e, portanto, Trp i (a) = ma.

v) Dado a € F, segue da Proposicao [13[ que a?" = a e além disso
(v) , seg posig q :

Trek(a?) = of+ a? 4o

= a+al4 - +a" =Trpgla).

Teorema 24. Seja F' uma extensao finita de K = F,. Entao para todo o € F' tem-se
que Trp/k(a) = 0 se, e somente se, a = 37 — [ para algum 3 € F.

Prova. (=) Seja o € F' = Fym tal que Trp () = 0 e seja 3 alguma raiz de 27 — 2z — «
em alguma extensao de F'. Disso segue que 7 — § = « e, além disso,

m—1

0="Trpk(a) = a+al+---4af
= (81— B)+ (B = B)! +--- + (87— B
= (81— B)+ (BT =) o+ (BT =)
= (BT =B+ (BT = FT) o+ (BT = BT 4
= 5" -

m—1

m

—p
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segue do Corolario [16|que S € F.
(<) Seja a = 9 — B para algum € F. Do Teorema (v), Trex(B9) =Trp/k(B)
e, pOI‘tELIltO, TTF/K(Oé) = TTF/K(ﬁq — 5) = TTF/K<BQ) - TT’F/K(ﬁ> =0.
[ |

Teorema 25. (Transitividade do Trago). Seja K um corpo finito, F' uma extensao finita
de K e E uma extensao finita de F'. Entao

Trg/k(a) =Trp/k(Tre/r(o)) para todo a € E.
Prova. Seja K =F,, e sejam [F': K| = m,[E : F] = n, disso segue que [E : K] = mn.

Entao para a € E tem-se que

T?“F/K(TT'E/F(Oé)) = ' (TTE/F(Q))qZ _ ’n‘z— (nz_: C(qjm)

3

-
Il
o

3

n—1 ) )
= Z O{q]m-H = O[qk TTE/K(OJ).
=0 j=0 k=0

[e=]

Note que ¢é valido *, uma vez que, para todo k£,0 < &k < mn —1, k = jm + ¢, com
i=1,---m—1lej=0,---,n—1étalque (n—1)m+m—1=nm—m+m—1=mn—1.
[ |

Definicao 26. Dado um corpo K, dizemos que uma extensao F de K é um fecho algébrico
de K quando F' contém todas as raizes de polinomios com coeficientes em K.

Proposicao 27. Sejam f1, fo € Fy[z] e seja F o fecho algébrico de F,. Se (f1, f2) =1 em
F,[z] entdo (fi, fa) = 1 em Flx].

Prova. Suponha que (fi, f2) # 1 em F[x], entdo existe r € F tal que fi(r) = fo(r) = 0.
Seja
A= {p(x) € F[x] : p(r) = 0}.

Note que fi, fo € A e A é um ideal de F,[z] uma vez que:
1. (A,+) é um subgrupo de (F,[z], +);
2. Para todo f € I [z] e para todo g € A o produto fg € A.

Como F, é corpo, todo ideal de F,[z] é principal. Portanto existe gy € F,[z] tal que
A = (go), assim tem-se go|f1 e go|fo e disso resulta que f; = gop1 e fo = gop2 onde
p1,p2 € Fylz]. Como (fi, fo) = 1, resulta que gy = ¢, onde ¢ é uma constante nao nula,
pois A # {0}. Logo todo polinémio f € F [z] estd em A. Se g é um polinémio constante,
f=(fg')g éelemento de A, e F,[x] = A. Absurdo! Pois se o fosse, X, X —1 € A =TF[z]
e disso teriamos r = 0 e r = 1 simultaneamente, porém 0 # 1 em todo corpo.

[
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Defini¢ao 28. Seja K um corpo e f(x) € K[z]|. Dizemos que f(z) é separavel sobre K,
se no seu corpo de fatoragao, f tiver todas as suas raizes distintas, ou seja, f(x) se fatorar
em fatores lineares sobre seu corpo de fatoracgao.

Definicao 29. Um corpo K é chamado perfeito se qualquer uma das seguintes condigoes
equivalentes se verifica:

(i) Todo polinémio irredutivel sobre K tem raizes distintas;

(ii) Todo polinémio irredutivel sobre K é separavel;

)

)
(iii) Toda extensao finita de K é separavel;
(iv) Char(K) =0 ou K? = K se Char(K) = p, onde K? = {k? : k € K},
)

(v) Char(K) = 0 ou a aplicagdo = — zP é um autormorfismo de K quando Char(K) =
P.

Teorema 30. Todo corpo finito é perfeito.

Prova. Seja F' um corpo finito tal que C'(F') = p. Considere a seguinte aplicacao

F

p: F
T xP

_>
'_>

e mostremos que ¢ é um automorfismo de corpos. Sejam z,y € F', assim

Veja que p[(’l’) set € {1,2,---,p—1} e, além disso, 2 # 0 quando x # 0 e disso segue
que N(p) = {0}. Logo, ¢ ¢ injetora e como F' ¢ finito, ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ é
automorfismo.

1.3 Caracteres

Seja G um grupo abeliano finito (escrito de forma multiplicativa) de ordem |G| com
identidade sendo 1. Um carater y de G é um homomorfismo de G no grupo multiplicativo
U dos nimeros complexos que tém valor absoluto 1, isto é, uma funcao de G em U com

X(9192) = x(91)x(g2) para todo g1,92 € G. Uma vez que x(1g) = x(1g)x(1g) devemos
ter x(1g) = 1. Além disso,

(x(g)'" = x((9)'“) = x(1e) =1

para todo g € G, assim os valores de x(g) sdo |G|-ésimas raizes da unidade. Podemos

observar que x(g)x(97") = x(997") = x(lg) = 1 e entdo, x(97') = (x(¢9))~" = x(g) para
todo g € GG, onde a barra denota o conjugado complexo.
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Entre os caracteres de G temos o carater trivial yo definido por x(g) = 1 para todo
g € G. Todos os outros caracteres sao chamados de nao triviais. Cada carater x de
G estd associado ao cardter conjugado X definido por X(g) = x(g) para todo g € G.
Dados finitos caracteres x; - - - xn de G podemos formar o produto de caracteres xi - -+ Xn
definindo (x1---xn)(9) = x1(9) -~ Xn(g) para todo g € G. Se x1 = -+ = xn = X,
escrevemos " para X1 - - - xn. Note que o conjunto G de caracteres de G forma um grupo
abeliano sob essa multiplicacao de caracteres. Uma vez que os caracteres de G podem
apenas ser |G|-ésimas raizes da unidade, G é finito.

Depois de considerar brevemente o caso especial do grupo ciclico finito, estabelece-
remos alguns fatos bésicos sobre os caracteres.

Exemplo 31. Seja G um grupo ciclico finito de ordem n, e seja g um gerador de G. Para
um inteiro fixado 7, 0 < 7 < n — 1, a funcao

X](gk) = eQWijk/n7 k= 07 17 e, — 1

define um carater de G. Com efeito, se x é um cardter de G, entao x(g) deve ser uma raiz
n-ésima da unidade, digamos x(g) = €*™/™ para algum j, 0 < j < n — 1, e segue que
X = X;. Portanto, G consiste exatamente dos caracteres xo, -, Xn—1.

Teorema 32. Seja H um subgrupo de um grupo abeliano finito G e seja ¢y um carater
de H. Entao vy pode ser estendido a um carater de GG; em outras palavras, existe um
cardter x de G tal que x(h) = ¥(h) para todo h € H.

Prova. Suponha que H seja um subgrupo proprio de G. Tome a € G de forma que
a ¢ H e seja Hy o subgrupo de G gerado por H e a. Seja m o menor inteiro positivo tal
que ™ € H. Entdo todo elemento g € H; pode ser escrito unicamente na forma g = a’h
com 0 < j <meh € H. Defina uma fungao ¢, em H; por 1(g) = w/t(h), onde w é um
nimero complexo fixado satisfazendo w™ = 1(a™). Para verificar que ¥; é de fato um
cardter de Hy, considere g, = a*hy, 0 < k < m,h; € H, um outro elemento de H;. Se
j+k < m, entdo ¥1(991) = WP (hhy) = ¥1(g)11(g1) e esta verificado. Se j + k > m,
entao

gg1 = " (a"hhy)
Ui(gg) = wTY(a™hhy)
= WY (a™)p(hhy)
= wtR(hhy)
Y1(g)¥1(g1)-

Note que 11(h) = ¥(h) para todo h € H. Se H; = G, entdao acabou. Caso contrario,
basta continuar o processo até que se obtenha uma extensao 1) em G.

Corolario 33. Para quaisquer dois elementos distintos ¢, go € G existe um carater y de
G tal que x(g1) 7 x(92)-

Prova. Sejam g1, g, € G tais que g; # g». Segue que h = g1g5 " # 1g. Considere H = (h)
e suponha que |H|= n. Pelo Exemplo , para um inteiro fixado 7,0 < 5 < n—1, a funcao
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P;(hF) = e2miik/n k€ {1,--- ,n — 1}, define um cardter de H tal que v;(h) # 1, para
algum j. Pelo Teorema , existe uma extensao x de 1;. Assim
vi(h) #1 = x(h) # lg
= x(g192") # e
= x(g1) # x(g2)-

Teorema 34. Se y é um carater nao trivial de um grupo abeliano finito GG, entao

> x(g)=0. (1.5)

geG

Se g € G com g # 1¢, entao

> xlg) =0 (1.6)

xeG

Prova. Como y é um carater nao trivial, existe h € G tal que y(h) # 1. Entao

x(h) 2= x(9) = >_ x(hg) = > x(9),

geG geqG geG

uma vez que g percorre todos os elementos de G. Subtraindo as parcelas extremas das
igualdades acima, obtemos
(x(h) = 1) > x(9) =0

geG

e como x(h) # 1, segue ([1.5)). Na segunda parte, note que a fun¢ao § definida por
g(x) = x(g) para todo x € G é um carédter do grupo abeliano finito G. Esse cardter é
nao trivial, uma vez que, pelo Corolario , existe x € G tal que x(g) # x(1,) = 1. Logo,

aplicando a0 grupo G, temos
> x(9)=>_3(x) =0.

xeé XEG’

Observagao 35. Note que se x = xo, segue que Y _ xo(g) = |G| e se g = 1¢, entdo
geG

> x(le) =Gl

xe@G

Teorema 36. O nimero de caracteres de um grupo abeliano finito G ¢ igual a |G|.

Prova. Utilizando a observagao anterior, as identidades ((1.5)) e ((1.6)), e definindo 1¢ = go,
obtemos

e 1G1= D (@) + X xa(@) + -+ D xa1(g) = D0 D x(9);

geG geG geG geG xeé

« 1G1= Y x(90) + Do x(g) + -+ Y X(gam) = D D ()

X€G x€G xe@ xeG 9€G
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Portanto, segue o resultado. [

As demonstragoes do Teorema [34] e [36] podem ser combinadas nas relagoes de orto-
gonalidade para caracteres. Sejam x e v caracteres de GG. Entao

1 ——~  J 0 para x # 9
|G|g€§%><(g)1/z(g) = {1 Sars x = (1.7)

A primeira parte segue aplicando ([1.5)) ao carater x¢ e a segunda é imediata. Além
disso, se g e h sao elementos de GG, entao

1 ———~ JOparag#h
|G|g§x(g)x(h) = {1 para g — h (1.8)

Aqui a primeira parte é obtida aplicando ao elemento gh™! e a segunda parte segue
do Teorema [36]

Teoria dos caracteres é também usada para obter expressoes para o niimero de solu-
¢oes de equagoes em um grupo abeliano finito G. Seja f : G — G uma funcao arbitraria.
Entao, fixado h € G, o ntimero N (h) de n-uplas (g1, -+, ¢g,) € G" tal que f(g1, -+, 9n) = h
¢ dado por

N(h) = lé” S S (e g))X D) (1.9)

g €G gn€G XGG

de acordo com (|1.8)).

Um carater xy de G pode ser nao trivial em G, mas ainda aniquila todo um subgrupo
H de G, no sentido de que x(h) = 1 para todo h € H. O conjunto de todos os caracteres
de G que aniquilam um subgrupo H é chamado de aniquilador de H em G.

Teorema 37. Seja H um subgrupo de um grupo abeliano finito GG. Entao o aniquilador
de H em G é um subgrupo de G de ordem |G|/|H|.

Prova. Seja A o aniquilador de H em G. Note que da definicao tem-se que A é um
subgrupo de G. Seja x € A; entdo u(gH) = x(g9),g € G, é um carater bem definido
do grupo quociente G/H. Analogamente, se u é um cardter de G/H, entao x(g) =
w(gH), define um carater de G aniquilando H. Elementos distintos de A correspondem
a caracteres distintos de G/H. Portanto, A tem uma correspondéncia biunivoca com

— —_—

o grupo de caracteres G/H, e entdo, a ordem de A é igual a ordem de G/H, que é
|G/H|=|G|/|H| de acordo com o Teorema [36]
[ |

Em um corpo finito I, existem dois tipos de grupos abelianos que sao importantes, o
grupo aditivo e o grupo multiplicativo do corpo. Portanto, iremos fazer uma importante
disting¢ao entre os caracteres que pertencem a essas duas estruturas. Em ambos os casos,
formulas explicitas podem ser fornecidas.

Considere o grupo aditivo de ;. Seja p a caracteristica de F,; entao o corpo primo
contido em F, é F,, o qual identificamos por Z/(p). Seja Tr : F, — F, a funcado traco
absoluta de IF, em [F,. Entao a fungao x; definida por

2miTr(c)/p

x1(c) =e para todo ¢ € I, (1.10)
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¢ um carater do grupo aditivo de F,, uma vez que para todo ¢1, c2 € F, temos Tr(c;+c¢2) =
Tr(c1) + Tr(ec) e x1(c1 + ¢c2) = x1(c1)xi(c2). Em vez de "cardter do grupo aditivo de
F,"chamaremos de cardter aditivo de IF,. O carater x; em sera chamado de carater
aditivo canonico de F,. Todos os caracteres de [, podem ser expressos em termos de x;.

Teorema 38. Para b € F,, a funcio x,(c) = x1(bc) para todo ¢ € F, é um caréter aditivo
de F,, e todo cardter aditivo ¢ obtido desta forma.

Prova. Sejam c;,cy € F,, tem-se que

Xo(e1 + ca) = xa(ber + bea) = xa(ber)xa(bez) = xp(e1)xp(cz)

e a primeira parte estd demonstrada. Do Teorema (iii), tem-se que Tr : F, — [, ¢ uma
funcao sobrejetora e, portanto, y; ¢ um carater nao trivial. Assim, se a,b € F, com a # b
tem-se

Xa(€)(x(¢)) ™" = x1(ac) (xa(be)) ™ = x1 ((a —b)e) # 1

para conveniente ¢ € [F; e, assim, x, e x; sao caracteres distintos. Uma vez que b percorre
todos os elementos de [y, obtém-se ¢ caracteres distintos x;. Por outro lado, segue do
Teorema @ que F, possui exatamente g caracteres aditivos e, portanto, o conjunto dos

caracteres aditivos de I, esta completo.
[ |

Observacao 39. Definindo b = 0 no Teorema anterior, obtemos o carater aditivo trivial
Xo, 0 qual xo(c) = 1 para todo ¢ € F,.

Sejam E uma extensao finita de IF;, x1 o carater canonico aditivo de [F; e p; o cardter
canonico aditivo de E definido em analogia com ({1.10]), onde T'r é substituido pela func¢ao
trago absoluto Trg de £ em F,. Entao x; e p; estao relacionados pela identidade

X1 (TTE/Fq(ﬁ)) = p1(pB) para todo 3 € E,

onde Trg/r, é a fungao tragco de E em F,. Isso decorre da relagao de transitividade

Trgmw,(B) =Tr (TTE/Fq(B)) para todo § € E,

que foi apresentada no Teorema [25]

Caracteres do grupo multiplicativo F; de F, sao chamados caracteres multiplicativos
de F,. Do Teorema , [, ¢ grupo ciclico de ordem ¢ — 1 de forma que seus caracteres
podem ser facilmente determinados.

Teorema 40. Seja g um elemento primitivo fixado de F;. Para cada j =0,1,---,q — 2,
a funcao 1; com B

¢](gk> = QQWZ]k/(q_l) para k= 07 17 g — 2
define um cardter multiplicativo de [Fy, e todo carater multiplicativo de [F, é obtido desta
maneira.

Prova. Segue imediatamente do Exemplo [31]
|

O carater vy sempre ird representar o carater multiplicativo trivial, na qual satisfaz
Yo(c) = 1 para todo ¢ € F}.
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Corolario 41. O grupo de caracteres multiplicativos de F, ¢ ciclico de ordem ¢—1, sendo
a identidade o elemento ).

Prova. Todo cardter 1); no Teorema [40[ com j sendo primo relativo a ¢ — 1 é gerador do
grupo em questao.

1.4 Elementos s-livres

Definigao 42. Seja s um divisor de ¢ — 1. Um elemento o € F é chamado s-livre se
para todo d € N tal que d | s e d # 1, ndo existe 3 € F, satisfazendo 3% = a.

Assim, se a € F; ¢ um s-livre, entdo o nao pode ser d-ésima poténcia de um elemento,

onde d # 1 e d | s. A seguir, apresentaremos alguns resultados que serao usados no que
se segue.

Lema 43. Seja o € I, entao:

1. « é primitivo se, e somente se, a é (¢ — 1)-livre.

2. Se «v é s-livre para algum inteiro s, entdo « é e-livre para todo e | s.

3. Se a é sy-livre e so-livre, entao a é mmc(sy, s9)-livre.

4. Sejam py, - - -, p, primos. Entdao a é (p; - - - p,)-livre se, e somente se, a é (p* - - - pon)-
livre, onde «; > 0 para todo 1.

Prova.

1. (=) Seja « primitivo, assim ord(a) = ¢ — 1. Considere D = {d e N:d | ¢ — 1}.
Suponha que para algum d € D, existe 3 € F, tal que 3 = a. Como d | ¢ — 1,
existe s € Ntal que g — 1 = ds. Assim 8¢ =a = 8% =o°* = BT =a® = 1.
Contradigao, pois ord(a) = ¢—1 e s < ¢— 1. Portanto, para todo d € D, nao existe
B € F, tal que 8¢ = a. Logo v é (g — 1)-livre.

(<) Sejam a (¢ — 1)-livre, b um gerador de F; e d € N tal que b = a. Como « é
(¢ —1)-livre, tem-se d = 1 ou d ndo divide ¢ — 1. Se d = 1, segue que o = b, ou seja,
a é primitivo. Suponha que d nao divide ¢ — 1 e considere e = (d,q — 1). Se e =1,
entdo ord(a) = ord(b?) = ord(b), uma vez que,
ord(b) ord(b) ord(b)
d(v%) = = = = ord(b

TN Gord®) T g1 e 7

e logo o é primitivo. Note que se e > 1, ponha d = ef e ¢ = b/ e entdo tem-se
d

¢ =cf = bl = q, ou seja, ¢® = a o que contradiz o fato de a ser (¢ — 1)-livre visto
que e > 1 e e| g— 1. De todo modo, segue o resultado.

2. Suponha que « é s-livre e seja e tal que e | s. Considere D = {d € N :d | s} e

D'={deN:d]e}. Como D' C D entdo nio existe 3 € F, tal que ¢ = « para
todo d € D’. Portanto, « é e-livre.
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3. Considere os conjuntos D; = {d € N : d | s1}, Dy = {d € N : d | s3} e
D3 ={de N :d| sy}, onde sy = mmc(sy, s2). Suponha que « seja s;-livre e sp-livre.

~ ’ . ~ S1* S2
Se sg € {s1, 82}, entdo « é sp-livre. Se so & {s1, 52}, entdo sy = . Note

de(Sl, 52)
que os possiveis divisores de sy pertencem a D; U Dy U Ds. Sabemos por hipotese
que ndo existe 3 € F, tal que 3¢ = «a para todo d € D; U D,. Resta saber se existe
B € F, tal que Bk = o, onde ky € Ds, ou seja, kg = ki - ko, onde ki € Dy e ky € Ds.

k k
Note que ndo existe pois gF = gFik2 = (B’“) ! = (6’“2) ' £ @, pois caso contrario

« seria sp-livre ou sy-livre. Portanto, o ¢ mme(sy, so)-livre.

4. (=) Note que se a é p-livre, entdo para todo 8 € F,, 8 # «, em particular para
g eB= {ﬂp,ﬂp2,---,ﬁpai_1}, ou seja, A7 # a para todo j € {1,--+,a;} e disto
segue que a é p¥i-livre. Como « é p; - - - py-livre, do Item 2, o é p;-livre para todo
i € {1---n} e, portanto, a é pj-livre. Do Item 3, temos que o é mme{p{*,-- -, p>»}-
livre, ou seja, o é pi* - - - pon-livre.

(<) Suponha que « é (p{*---p%)-livre onde «; > 0 para todo i € {1,---,n}.
Considerando ay = - -+ = a,, = 1 tem-se que « é (py - - - py)-livre.

Lema 44. Sejam a um elemento nao primitivo de Fy, [ um divisor de g—1 e {p1,---,p.}
o conjunto de todos os divisores primos de ¢ — 1 que nao dividem [. Entao a nao é p;l-livre
para algum i € {1,---,7}.

Prova. Seja ¢ — 1 = pi* ---p% 1. Suponhamos por absurdo que a é p;l-livre para todo
i€ {l,---,r}. Pelo Item 3 da observagao acima, a é mmec{pl, - - -, p.L}-livre, ou seja, « é
(p1 -+ pr)l-livre e pelo Item 2, v é py - - - p,-livre e [-livre. Uma vez que « é (py - - - p,)-livre,
pelo Item 4, a é (p{* - - - p)-livre. Utilizando o Item 3 novamente, o ¢ mme{pi* - - - p&r, (1 }-
livre, que é (p{* - -- p%)l-livre, ou seja, é (¢ — 1)-livre. Pelo Item 1, a é primitivo, que é
uma contradi¢ao. Portanto, segue o resultado.

n

1.5 Representacoes de funcgoes caracteristicas

Definigdo 45. A ordem min{k € N : v* = 1 (mod p)} de um elemento v € F, é
denotada por ord,(u). Um elemento u é uma raiz primitiva se ord,(u) = p — 1.

A fungao caracteristica ® : G — {1, 0} de elementos primitivos é uma das ferramentas
analiticas usadas para investigar as varias propriedades das raizes primitivas em grupos
ciclicos G. Muitas representagoes equivalentes da fungdo caracteristica ® de elementos
primitivos sao possiveis.

1.5.1 Funcgao caracteristica depende dos divisores

Uma representacao de funcao caracteristica depende da ordem do grupo ciclico G.
Essa representacao é sensivel a decomposi¢ao de primos |G|= ¢ = p{* - - - p&* com p; primo
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ee > 1.

Lema 46. Seja G um grupo ciclico finito tal que |G|=p — 1, esejau=7"#0 € G
um elemento invertivel do grupo. Se u nao é uma g-ésima poténcia modulo p para todo
q|p—1, onde mde(m,p —1) =1, entdo

o oxw) = > x(mm)=-L

ord(x)=q ord(x)=q

Prova. Seja H um subgrupo de G tal que |H|=¢q | p—1 e ¢ é primo. Note que H~H
pois H e H sao ciclicos de mesma ordem. Seja ¢» € H tal que (¢)) = H. Assim tem-se
(7 = H para todo j € {1,---,q — 1} uma vez que ¢q é primo, ou seja, ¥/ tem ordem ¢

A

em H. Logo
-1
DTy =1+ > x(™). (1.11)
j=0 ord(x)=q

Por outro lado,

_ i) — 1

(rm) =1
Uma vez que ¥°(7™) = 1 e ¢ (7™) # 1 pois ord(y)) = ¢, mdc(q,m) = 1, segue de (1.11]

que Y x()=-1L
ord(x)=q

W)+ QNE) ()

Lema 47. A funcao

fm)= > x(u

x€G:ord(x)=d

é multiplicativa.

Prova. Dados a,b € N coprimos, queremos mostrar que

> xw= > > xa@x(w. (1.12)

ord(x)=ab ord(x1)=a ord(x2)=b

Afirmagao 1: Sejam a,b € N tais que mdc(a,b) = 1 e f,g € G com ord(f) = a e
ord(g) = b. Entao ord(fg) = ab.

Primeiramente, observe que G é abeliano e assim
(f9)™ = P9 = (f9)"(¢")* = 1"1" = 1,

dai segue que ord(fg) % ab. Seja n € N tal que (fg)" = 1. Assim tem-se [ = g~" pois
(@ é abeliano. Note que f" € (f) N {g) e sendo f* € (f) tem-se ord(f")|a e de modo
andlogo, tem-se ord(f™)[b. Assim ord(f™) divide a e b, com (a,b) = 1 e assim tem-se
que ord(f") = 1 e f™ =1, logo, aln. Analogamente, tem-se que, bjn. Uma vez que a
e b sdo coprimos, temos mmc(a,b) = ab. E como aln e b|n, entdo mmc(a, b)|n, ou seja,
ablord(fg), e de (x) segue que ord(fg) = ab.
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Afirmagao 2: Sejam a,b € N tal que (a,b) = 1e f,g,h,1l € G com (f,9) # (h,1) (ie.
f # houg#1) de forma que ord(f) = ord( ) =a, ord(g) = ord(l) = b. Entao fg # hl.

Se f = h, entdo g # [, logo existe u € G tal que g(u) # l(u) e, entdo, f(u)g(u) # h(u)l(u)

e fg# hl. Se g =1, entdo f # h e, de forma andloga, conclul se que fg # hl. SeJa #*h
eqg#l. Suponha por absurdo, que fg = hl. Assim, para todo u € G, f(u) = h(u ()() ) o
portanto, f =% = hl = h(lg~'). Note que a ordem ord(lg~') divide b, pois dado u € G,
((lgH(u))? = _;((u))b 1. Seja k = ord(lg™'), e como k|b segue que (k,a) = 1. Sendo

ord(h) = a e f = h(lg™'), da afirmagdo 1, temos a = ord(f) = ord(h)ord(gl™") = ak.
Segue que k = 1 pois a # 0, ou seja, l[g~! = 1 e, portanto, | = g. Sendo | = g e fg = hl,
tem-se f = h contradizendo (f,g) # (h,1).

A afirmagao 1 nos diz que cada termo do lado direito de (1.12)) é algum dos termos

do lado esquerdo, e a afirmacao 2 nos diz que esse termo do lado esquerdo é tinico. Junto
a isso, sendo a e b coprimos tem-se

¢(ab) = t{x € G : ord(x) = ab} = ¢(a)d(b) = #{x1x2 € G : ord(x1) = a,0ord(x2) = b}.

e, portanto, f é multiplicativa. [ |

Lema 48. Seja G um grupo ciclico de ordem p — 1. Entao

_o(p—1) . w(d) ‘ 0 = 1 se ord,(u) =p—1
) = p—1 d%:1 o(d) ord%;:dX( )= {O se ord,(u) #p — 1. (1.13)

Prova. Assuma que u = 7" é uma r-ésima poténcia médulo p onde r|p — 1, r é primo
e (m,p—1) = 1. Entao a soma interna

Z x(u) = Z x(r™) = Z X(r™) = ¢(r) =r—1. (1.14)

ord(x)=r ord(x)=r ord(x)=r

onde x(v)" = 1. Substituindo esta informacao, usando o Lema |47| e aplicando o Teorema
no produto

e N S 0 | B V)
Z (d rd%dX() 1 Zﬂ(d) Z o(d)

~—

pb— ) p dlp—1 ord(x)=d
o ¢(p - 1) . Zord(x):r X(U)
- p—1 r|1le (1 r—1
_ op—1) Cr=1y
- P ry_l (1 7“—1) =0 (1.15)

mostra que a expressdo anula se o elemento u € G tem ordem ord,(u) =r | p—1e
r < p— 1. Assuma agora que u = 7" nao é uma r-ésima poténcia moédulo p para todo r
primo, 7 | p — 1 e (m,p — 1) = 1. Assim, pelo Lema [44] a soma interna

o xw)= > x(r™) =-1 (1.16)

ord(x)=r ord(x)=r
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substituindo esta informacgao no produto

gb;p__ll) | dlpz_l ZEZ; .Ord%:dx(u) - wﬂgl (1 - W)
= ¢§)p__11> rpo1 ( B r__ll)
- rllp_L <1 B 711) rlp— < : 7,__11)

LG e

assim verificamos que ambos os lados da equacao se anulam se, e somente se, o elemento
u € G tem ordem ord,(u) =r|p—1ler<p—1
|

Corolario 49. Seja F; o grupo multiplicativo de F; e Hy o subconjunto de F; formado
pelos elementos s-livres. Entao

ps(u):@.z:@. Z X

1.18
S dls (b(d) ord(x)= ( )

1se seue H,
0se seu¢ Hs.

Prova. Suponha que u ¢ H,, entao podemos dizer que que v = 7™ é uma 7r-ésima
)
poténcia médulo p onde r | s, 7 é primo e (m,s) = 1. Entdao a soma interna

Yo oxw)= > x(r™)= > x(r"M) =o(r)=r—1 (1.19)

ord(x)=r ord(x)=r ord(x)=r

onde x(v)" = 1. Substituindo esta informacao, usando o Lema [47| e aplicando o Teorema
no produto

u(d) O x(u)
dz: ¢(d) ord(x)=dX( ) 5 %Mw) OTd%: d o(d)
_ @ 1— M

S g ( r—1 )

mostra que a equacdo anula se u ¢ H,. Assuma agora que u € H,, ou seja, u = 7™ ndo
é uma k-ésima poténcia médulo p para todo k | s e (m,s) = 1. Pelo Lema a soma

interna
Yo oxw)= > x(¥™) =-1 (1.21)

ord(x)=k ord(x)=k
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onde k£ é um divisor primo de s. Substituindo esta informacao no produto

5 %Qﬁ(d) ord%:dX( )

o(s) 1 (1 - ZMZX)_:?X(U))

S s
JI(- )

Kls <k ; 1) <k51> = (1.22)

assim verificamos que ambos os lados da equacao se anulam se, e somente se, o elemento

u¢ Hy.



Capitulo 2

Pares Especiais de Elementos
Primitivos

Neste capitulo, p ¢ primo, £ ¢ um inteiro positivo e F, denotard um corpo finito com
g = p* elementos.

Um par («, ) € FZ ¢ um par primitivo em F, se a e # sdo elementos primitivos. Note
que (o, ) € F2 é um par primitivo se, e somente se, (o, 7') € F2 é um par primitivo.
Os seguintes conceitos desempenharao um papel crucial no trabalho.

Definicao 50.

1. Sejam fi, fo € F,[z], definimos A,(f1, f2) como sendo o conjunto de pares (n,g) €
N x F,[z] \ {z} tais que mdc(n,q — 1) = 1, g é ménico, irredutivel, g" | fif2 e
n+1
9" fife

2. Sejam my,my € N. Definimos Y,(m;,ms) como sendo o conjunto das funcoes
racionais % € F,(x) tais que 9(f1) < mq, O(f2) < mg, mde(fi, fo) = LeAy(fr, f2) #
0.

3. Seja my,my € N. Definimos I';,(m;, m2) como sendo o conjunto dos inteiros k tal
que F,r contém um elemento a com (a, f(«)) um par primitivo para toda f €
Tpk (ml, mz).

O préximo resultado nos da algumas propriedades dos conjuntos acima.
Proposigao 51. Seja p um primo e seja k, Iy, ls, mq, my inteiros positivos. Entao:
L Ype(ma,ma) & Ypr(my + i, mo + 1y)
2. T'p(my,ma) = T'p(ma, my)
3. Tp(my + li,mo + 1) C Tp(my, ma)

Prova.

1. Se f = % € Tpk(ml,mg) entao 8(f1) S mq, 8(f2) S ma, (fl, fg) =1le Aq(fl, f2) 7é Q),
assim tem-se que O(f1) < my 41 e O(f2) < ma+ 1y logo f € Tpr(my + 1, me +12).
Tomando f = % tal que f; é um polindmio irredutivel de grau m; + 1y e fo = 1,

segue que (fi, fa) = 1e f & Tpe(my, mo).

28
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2. Sejam k € I')(my,mq), [ = % € Tpe(mi,ma) e (o, f(o)) um par de elementos
primitivos. Como (a, f(a)) € F2, é primitivo se, e somente se, (o, f(a)™!) € T2,
— 2

¢ um par primitivo, entdo temos f~! = 7€ T,r(me,my) e k € T'y(mg,my). Dai

segue que I'y(my, mg) = Iy(mg, my).

3. Seja k € Tp(my 4 li,my + lo). Assim existe a € Fpe tal que (o, f(a)) € Fi é
par primitivo para todo f € Y, (mi + l;,me + l2) e, em particular, para todo
f € Y,(mi,my), isto é, (a, f(a)) é par primitivo para todo f € T ,r(mi+,ms).
Portanto k € I'y(my, ms) e I'y(my + 1y, mo + o) C T'p(ma+, ma).

No que se segue, precisaremos do seguinte resultado, que é um caso particular de [17,
Teorema 5.5].

Lema 52. Seja h(z) € Fy(r) uma funcio racional. Escreva h(z) = [Ij_; h;(x)", onde
h;(z) € Fy(z) sao polinémios irredutiveis distintos e n; sdo inteiros nao nulos. Seja x
um carater multiplicativo de F,. Suponha que a funcdo racional h(x) nao é da forma
g(x)) em F(z), onde F é fecho algébrico de F,. Entdo temos

Y. x(h(a)] < (Z(a(hj)_l) Vi

a€cl,
h(a)#0,h(0) 00

2.1 Principais Resultados

Sejam mq, ms inteiros positivos. Nosso objetivo é determinar para quais valores de k
existe o € Fpr tal que (o, f(v)) é um par primitivo para toda f € T, (my, mo). Para isso
precisaremos dos seguintes conceitos:

Definicao 53. Seja g = p” e sejam [y, [y divisores de ¢ — 1. Dado f € Y,k (my, my) iremos
denotar por N¢(ly,lz) o nimero de pares (a, f(«)) tais que a € F, é [3-livre e f(a) é
lo-livre.

Assim para que k € I'),(mq, ms), devemos ter Ny(¢ — 1,¢ — 1) > 0 para toda f €
Tq(ml, m2> .

Para um inteiro [, denotaremos por w(l) e W(l) o nimero de divisores primos de
[ e o nimero de divisores de [ que sao livre de quadrados, respectivamente. Note que

W(l) = 2«0,

Teorema 54. Seja f = % € Ty(my1,my), com g > 4. Se /g > (my + ma)W(l1)W(ly),
entdo Ny(ly,13) > 0.

Prova. Seja f = % € T,(mqy, my) e seja

Sp=A{B€F,: fi(B) =0ou fo(B) =0} U{0}.

Do Corolario [49] obtemos que a fungao caracteristica ps do conjunto dos elementos
s-livre é dado por
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p(d)

¢(d) ord(x)=d

w é a funcao de Mébius e ord(x) denota a ordem do cardter multiplicativo

om—>9(s)z

d|s

x(a) (2.1)

o(s)

s ?

onde 6(s) =

X-
Usando a fungao caracteristica p;, e p,, note que

Z pll

aE]F\Sf

Ny(li,lz) = ()

plQ

e das expressoes dessas fungoes, obtemos

p(dr) N 11(dz) N
Nf(lla l2) - ae%\:sf 9(11) dlz:ll ¢(d1) Ord(%;:dl 1( ) 9(12) dg:uz ¢(d2> ord(%;:[b XQ(f( )))
- p1(dr) p(da) N N
- 3 (oo 3 EESESS 5 en(r(@)
dall2 ord(x2)=d
- p1(dr) p(dz) N N
- 9(l1>0(l2) dlZ:m (b(dl) (b(dZ) aE]FZq%Sf Ord(%;:dl Xl( )X2(f< ))
dall2 ord(xz2)=dz2
_ p1(dy) pu(do) a o
- 9(l1>0(l2) dlZ:m (b(dl) (b(dZ) md(%;:dl (ae]%;sf Xl( )X2(f< ))
dall2 ord(xz2)=dz2
- p1(dr) p(da) .
= 0(11)0(ly) U%l:l o(dy) 6(dy) wd(%;:dl X(x1s x2) (22)
dall2 ord(xz2)=d2

onde Y (x1, X2) := Zaenrq\sf X1(a)xa(f(a

))-

Sejam Y7 e Yo caracteres multiplicativos de ordens d; e ds, respectivamente, onde
dy | 1y edy |l Sejai € {1,2}. Pelo Teorema {0| existe um cardter y de ordem ¢ — 1 e

um inteiro n; € {0,1,---

,q — 2} tal que x;(«)

= x(a™) para todo a € F;. Observe que

n; = 0 se, e somente se, d; = 1. Portanto

X(x1s x2) =
aGFq\Sf

onde h(z) = z™ fi(z)"2 fo(x) "2

Z Xl(Oé)Xz(f(Oé

) > x(e™)x(f(a

)")
OzGFq\Sf

> x(@™f(a)™)
)

a€Fy\Sy
fi(a)
aeFZ\SfX< <f2( )
> x(a™ fi(a)™ fa(e) ™)

aqu\Sf

> x(h(a))

OzGFq\Sf

. Para encontrar um limite para N(ly,[3), vincularemos

o somatério acima de acordo com os valores de d; e dy. Consideraremos trés casos:
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3.
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Primeiramente consideraremos o caso em que d; = dy = 1, implicando que n; =
ny = 0 e, portanto, h(z) = 2°f1(2)° fo(x)? = 1, ou seja, h = 1, assim

X(xx2) = > 1=8F,\Sf) >q—(m+my+1) (2.3)
a€F \Sy

uma vez que 9(f1) < mq, O(f2) < ma.

. Consideramos agora o caso em que d; # 1 e do = 1, implicando que ny, = 0 e,

portanto, h(a) = a™ fi(a)? f2(a)? = a™. Note que do Teorema [34] tem-se

>ox@) =" xi(a) =

aEIF; aEIF;

portanto,

|X X1, X2 |—

> x(h ‘ = | > x(a™)

aqu\Sf aGFq\Sf

= |2 x(@™) = > x(e™)

acF; a€S\{0}

= | > x(a™)

aeSy\{0}
< (m1 + mg) < (m1 + mg)\/(_] (24)

e assim obtemos que [Y(x1, x2)|< (m1 + ma)./q.

Por fim, consideramos o caso em que dy # 1, assim ny # 0. Utilizaremos o Lema
mas primeiro mostraremos que de fato o podemos fazer.

-1
Assuma por absurdo que h(z) = (i;gg)q para algum g;(z), g2(z) € F[z] tal que

8(91) = 7”1,8<92) =T2, € (91,92) =1, entao
a1t fu(@)"2ga ()17 = fola)"2gi(2) T

ja que h(z) = x’“fl( )" fala) ™"
f1

Uma vez que 6 T,(my, m2), existe um polinémio irredutivel ¢(z) € F,[z] onde

t(x) # z eum 1nte1ro positivo n com (n,q—1) = 1 tal que t(x)"™ aparece na fatoragao
de fi(z) ou fa(x), visto que Ay(f1, f2) # 0. Suponha que ¢(x)"™ aparece na fatoragao
de fy(z) e seja t(z) um fator irredutivel de ¢(z) em F[x], onde [F é o fecho algébrico
de FF,. Note que #(z) possui grau 1, uma vez que F, é um corpo perfeito, nisso (z)

aparece com multiplicidade 1 na fatoragao de t(x) em Flz].

Lembremos que um corpo perfeito é um corpo em que todo polindmio é separavel
e um polinémio p(z) em um corpo qualquer K ¢é dito separavel se todos os seus
fatores irredutiveis tem apenas raizes simples.

Uma vez que fi(x), fo(x) sdo coprimos em F,[z], da Proposigao [27] eles também sao
coprimos em [F[z], assim ()" aparece na fatoracio de g»(z)?~ uma vez que (z)"
aparece na fatoracao de fo(x) em F[z] e

o fi(@)"g2(2)" = fol@)gi(2)"
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Note que 7 aparece exatamente nny vezes na fatoragao de g»(z)?! e considere m o
ntimero de vezes que f aparece na fatoracdo de g»(z), logo m(q — 1) = nny. Disso
podemos concluir que ¢ — 1 | nny e como mde(n, g — 1) = 1 obtemos que ¢ — 1 | ns
0 que nos leva a uma contradi¢ao, uma vez que ny < q — 2.

Assim devemos ter que t(z)" aparece na fatoragdo de fi(z). Analogamente, se
conclui que ¢ — 1|ny, o que é impossivel.

Portanto, se dy # 1 e ny # 0 obtemos que h(z) ndo é da forma g(z)?! em Flz] e
assim estamos aptos a utilizar o Lema [52]

Seja
Ty, :={p €F,: h(B) =0 ou h(f) nao estd bem definida}.

Se 0 € T}, entao Tj, = Sy. Do Lema [52] temos

>, x(h ‘

> X(h(a))|

[X(x1, x2)|= =
a€lg\Sy a€F\Ty,
< (mi+me+1—-1)/q
< (m1+ma)\/q. (2.5)

Se 0 € T, entdao h(0) # 0 e como h(z) = ™ fi(z)" fo(z)™ "2, tem-se ny = 0 e
h(z) = fi(z)" fo(x)~™2. Portanto,

X(x1, xe)|= Z: x(h | = Z\ x(h(@)) = x(h(O))‘
a€Fq\Sy acF\Th
< | > x(h(a)] + 1]
a€F \Ty
< (m1+m2—1)\/6—|—1

Note que aplicamos o Lema na segunda desigualdade acima e de toda forma
obtemos |Y (X1, X2)|< (m1 +m2),/q.
Agora utlhzaremos as estimativas acima para limitar Ny(ly,lz). De -

. - e obtemos

N (1o 1) = 0(1)6(1,) S ) #lda) VX1 X2
f( ) ( ) ( )(g:ul ¢(d1) gb(dg) Ord(z X(X X)

dall2 ord(

e pi(dy) p(ds) .
> 0(1)0(12) [ g — (my +ma+1) + dlll%ﬂl? o) o(da) ord(%:d xX(X1, X2)

(d,da) #(1,1) ord(xz)—ds

Aqui usaremos o fato de que ha ¢(d;) caracteres de ordem d; e ¢(ds) caracteres de
ordem dy, logo temos ¢(d;)¢(dz) pares de tais caracteres. Assim
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Ni(li, o) > 0(10)0(2) g — (mi4+me+ 1)+ > p(d)p(ds)X(x1, x2)

dy|ly,d2]l2
(d1,d2)#(1,1)

>0(11)0(l2) | ¢ — (m1 +mo + 1) — Z |p(dr)]pe(da) X (X1, X2)|

di|ly,d2|l2
(d1,d2)#(1,1)

N

>0(1)0(2) | g— (mi4+ma+1)— > |uld)||p(dz)](m1 4+ ma)g
d1|l1,dz2]l2
(dlde)#(lvl)

> 0(1)0() | g — (mi+ma+1) — (my +ma)gz Y |uldy)]|p(ds)]
di|l1,dz2|l2
(d1,d2)#(1,1)

Note que a tltima soma é igual ao ntimero de pares (di,ds) # (1,1) tais que dy|l;
e dy|ly com d; e ds livre de quadrados, uma vez que a fungao de Mobius retorna 0
nesses casos. Assim temos

Yo uld)|lp(da)|= W ()W (ly) — 1
dy|ly,d2|l2
(d1,d2)#(1,1)

e, portanto, podemos concluir que

Np(l1, 1) > 0(1)0(I2)[g — (my +ma + 1) — (my + ma)q? (W (L)W (Ie) — 1)), (2.7)

[NIES

Assim, se ¢ > (mq +mg + 1) + (my + ma)q
uma vez que 0(11)0(ly) > 0.

(W (L)W (ls) — 1), entdo Ny(i1, ) > 0,

Escrevendo
(1 + 1y 1) + (ma + ma)g* (W)W (1) — 1) =
(m1 + m2) @ W (L)W (Iz) — g2 ((my +ma) — g2 (my +ma + 1))
e observando que

(m1+may +1)
V4
mi1/q + may/q—my —my—1 -0
NG =
mi(y/q—1) +ma(y/q—1) -1 S
NG =
(m1+ma)(yg—1) 2 1,

temos que para um ¢ fixado, o menor valor a esquerda ocorre quando m;+mq =1 ¢
1
assim devemos ter ¢ > 4. Portanto, se ¢ > 4 temos (m1+ms2)qz —(my+ma+1) >0

(ml—l—mg)—q_%(ml—l—mQ—l—l)ZO m1+m22

0

re 11
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e assim resta que ¢ — q%(ml + mo)W (l1)W (ly) > 0. Mas isso é dado pela hipdtese,
note que

g — @7 (mi+m)W(I)W () >0 < ¢2(q2 — (my +ma)W (L)W (l)) >0
= gt > (my +ma)W (L)W (L)

e, portanto, N¢(ly,l3) > 0.

Corolario 55. Se ¢ = p* > 4 e g2 > (my + my)[W (g — 1)]? entdo k € I'y(mq, my). Em
outras palavras, para toda f = % € T,(mq,ms) com q satisfazendo as hipdteses acima,
existe um elemento o € F; tal que (o, f()) é um par primitivo.

Lema 56. Seja [ um divisor de ¢ — 1 e seja {p1,---,p.} 0 conjunto de todos os divisores
primos de ¢ — 1 mas que nao dividem [. Entao

Nf(q - 1,(] - 1) Z iNf(]?zl,l) + iNf(l,pzl) - (27’ - 1)Nf(l, l) (28)

i=1 =1

Prova. Observe que N(q—1,g—1) conta os elementos o € F, para os quais a e f(a) sdo
primitivos, (¢ — 1)-livres e consequentemente p;l-livres, uma vez que p;l | ¢ —1 e da mesma,
forma sao [-livres pois [ | p;l. Portanto, o par («, f(«) é contado r +7 — (2r — 1) = 1 vez
do lado direito da equagao. Portanto, se (o, f(«)) é um par de elementos primitivos em
Fg vale a desigualdade. Por outro lado, seja o € IF,, tal que a ou f(«) nao é primitivo, do
Lema [44] temos que o ou f(a) néo é p;l-livre para algum ¢ € {1,---,r}, entdo note que
o lado direito serd contado no maximo r + (r — 1) — (2r — 1) = 0 vezes e, portanto, segue

o resultado.
[ |

Lema 57. Seja [ um divisor de ¢ — 1 e seja {p1,---,p.} 0 conjunto de todos os divisores

primos de ¢ — 1 mas que nao dividem [. Suponha que § = 1 — 27, z% > 0 e seja

A=25142 Se gb > (g +ma)W(I)*A, entio k € Ty(my, my).

Prova. Podemos escrever o lado direito de (2.8) como

Nyla—1.q—1) = 3 (Ny(pil ) — 6(p) N (1.1)
= (2.9)
£ Ny pid) — OpNS(0.1) + 5Ny(1.1).

i=1

De fato, lembre-se que

0(pi) = ' :H<1—1>=1—;paratodoie{l,-~-,r}.
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Assim, desenvolvendo o lado direito de ([2.9)) temos

T

> (Np(pil, 1) = 0(pi) Ny (1, 1) + Z (Np (L, pil) = 0(pi) N4 (1, 1)) + 0N (1, 1)

=1 =1

= Zprzll —f-ZNflpl —229 IN§(1,1) + 0N (1,1)

=1 =1 =1 Di
= ZNf pil, 1) +2Nf (L, pil) — 2rN¢(1,1) +2zp Ny(1,1) + 6Ng(1,1)
=1 177
— ZNf(pzl,l)—f-ZNf(l,pll)—i‘ [-27"—#22])—}-51 Nf(l,l)
=1 =1 =1 177
= Zprzzz —f-ZNflpzl [ 2r+22 +1—22 ]Nfzz
=1 i=1 i= 1pl = 1pl
= > Np(pili 1) + > Np(l,pil) — (2r = 1)Ng(1,0)
=1 =1

e, portanto, vale (2.9). Uma vez que

Q(pil) _ ¢(pil) _ ¢<pz)¢(l) _ 9(]?1)9(1) para todo i € {1’ ... 77n}’

pil pil
da Equagao ([2.2)) obtemos

Ny, 1) = 0pooy? 2 M i) )

para todo i.

Iremos subdividir o conjunto dos d;’s em dois subconjuntos da seguinte maneira: O
primeiro subconjunto contera aqueles que nao possuem p; como um fator, enquanto que
o segundo contera aqueles que sao multiplos de p;. Isso dividira o primeiro somatério em
duas somas, e assim obtemos

I -
Ny(pil, 1) = 0(p)0(1)* > xhasx2)
di|l,dall ¢(d1> fb(d?) ord(x1)=d;
ord(xz2)=dz

NI(T\2 pi(da) p(ds) .
" e(pZ)e(l) pidl,c%;ul,dgﬂ (b(dl) ¢<d2) Ord(xz: X(Xh X2>'

E como

N =0y Y M) e ),
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segue que

Ne(pil 1) — 0(p )Nt (1) = 0(p))O(1)? i) pu(ds) (X1, X2
(il 1) = 0(pi) Ny (1, 1) (pi)0(1) piWLEHz,dzz o)) o(da) Ord(le):dlx(x X2)

= 0p)o()* > pld)p(da)X(xas x2)

pildi,di|pil,da]l

=

INp(pil, 1) = 0(p) Np(LD)] < 00D >°  |p(di)u(do)][X(x1s xo)l.
pildi,d1|pil,dall

Observe também que dos Casos 2 e 3 na prova do Teorema [54] que |x(x1, x2)|< (my +
mz)/q e, além disso,

> uld)lln(d) = W(D)?,

pild1,di|pil,da|l

logo podemos concluir que

=

[Ny (pil, 1) = 0(pi) Ny (1, D)< (ma +ma)0(pi)0(1)* W (1)*q2.

Analogamente, podemos concluir que

[N

INp (1 pil) = 0(pa) Ny (1, D)< (ma + ma)0(p)0(1)* W (1)

para todo i € {1,---,r}.
Substituindo esses resultados na Inequagao (2.9)), obtemos

Ne(g—1g—1) = 23 IN;(pisd) — 0 N0, DI+ON, (1,1

i=1
> =23 (my + ma)0(pi)0(1)* W (1)2q2 + 6N (1, 1)
i=1
> GNp(1,1) = 2(ma +m2)0(1)*W (1> Y 0(py).
i=1
Como
" " 1 "1 0—1 od[2r—1 0
op) =S [1—-—)=r— :7"—|—=[ +1}:A—1
So) =3 (15 ) =S et = [ ] =g
uma vez que A = 2’“5_1 + 2, obtemos
Nf(q — 1, q — 1) > 5Nf(l, l) - (m1 + m2)5(A - 1)9([)2W(l)2q% (210)
Da Inequagao sabemos que
Ny (1,0) > 0(1) (g = (ma +ma +1) = (my + ma)g? (W(1)? = 1)) . (2.11)

Substituindo (2.11)) em (2.10]) obtemos

Ni(qg—1,g—1) > 60(1)%*[(q — (my +my + 1)
— (my +m2)@Z(W(D)? = 1)] = (my +ma)d(A — 1)6(1)2W(1)%q

NI
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> 60(1)*[(q — (my +mp + 1) — (my + mg)q%(VV(l)2 - 1)) — (my + mg)q%(A — )W (1)?]
> 00(1)%[(q — (ma+ma + 1) = (my +ma)g? (W(1)? = 1) + (A = HYIW(D)2)]

> 60(1)%(q — (mu +maz + 1) — (my +ma)g2 (W ()21 + (A = 1)) — 1]

> 00(1%[(q — (ma+ma + 1) = (my + ma)g2[W(D)?A — 1]

> 60(1)2[(q — (my +ma + 1) + (my +ma)q® — (my + ma)g2 AW (1)2).

Portanto,
Ni(g—1,q—1) > 00(1)%[(q— (ma1 +ma+1) + (m1 +ma)g? — (my +ma)g2 AW (1)%). (2.12)

Como &6 > 0 e (my +ms)q2 — (my +my +1) > 0, segue que se ¢z > (my + ma)W (1)2A,
entdo Ny(q —1,q — 1) > 0 e, portanto, k € I',(my, ma).

[ |
Observagao 58. O resultado apresentado acima é um método de crivo [1§].
Proposigao 59. Se ¢(¢ — 1) < my +my + 1, entao k & I'y(mq, ma).
Prova. Seja {a1,- -, 04q-1)} 0 conjunto de todos os elementos primitivos de F,. Note

que se ¢(q — 1) < my + ma + 1, podemos escolher polindémios fi(z), fo(x) tais que df; <
my e 0fy < my de forma que fl(Oé])fQ(Oé]) = 0, para todo j € {1,---,¢(q — 1) — 1},
filagg-1)), fa(agg-1y) # 0 com f = 1 Lte® o(m1,mz). Suponha que ¢(¢—1) < my+ma+1
e tome

h@) = (@—a1)--(z—a), I<m
flz) = (z—ap1) - (@—a), v<my l+v<9¢(g—1) -1

Assim (aj, f(;)) ndo é um par primitivo para todo j € {1,---,¢(¢—1)—1}. Tomando 5 =
m, temos h(x) = Bf(z) € Ty(mi,ma) e (1) (oz¢ (-1)) = (Qg(g-1), 1) também
nao é um par de elementos primitivos. Assim, («, h(az)) nao é um par de elementos
primitivos para todo ¢ € {1,---,¢(q — 1)}. Portanto, k & I'y(mq, ms).

|

Quando p = 2, podemos usar os seguintes resultados para obter informacgoes sobre o
conjunto I'y(my, ma).

Proposigao 60. Sejam m = max{mi,my} e k > 1. Se 2¥ — 1 é um ntmero primo e
28 — 2 > my + my + m, entdo k € [y(my, mo).

Prova. Assuma que 2% — 1 é primo, entdo temos um total de ¢(28 — 1) = 2~ — 2

elementos primitivos em For, uma vez que todo a € F3, \ {1} é primitivo. Seja f(z) =

ggg € Yor(my, my) e assuma que 2% — 2 > my + my +m. Uma vez que fi(z) e fo(z)

tem no maximo m; e my raizes respectivamente (note que todas distintas, uma vez que
(fi,f2) = 1) e fi(x) — fa(x) tem no maximo m raizes, onde m = max{my, ms}, entdo
existe a € For tal que fi(a) # 0, fo(a) # 0 e fi(a) — fo(a) # 0 donde obtemos fi(«a) #
fa(a). Assim, f(a) = 28 € F5. \ {1}, ou seja, f(o) é primitivo. Portanto, para toda
f(z) € Tor(my, ms) existe um « € Fyr primitivo tal que (o, f(«)) é um par primitivo, ou
seja, k € Ty(my, my).
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Proposigdo 61. Seja ¢ = 2% e m = max{m.,my}. Se

1
Hg—1)+ —dlg—1)>q
entdao k € T'y(my, ma).

Prova. Seja f(z) = 212 € T (m;, my) e defina
fa(x) g

Ay ={a € F; : a é primitivo e fa(a) # 0}.

Considere a fungao f : Ay — F, dada por o — f(a). Seja By = Im(f). Dado § € By,
observe que

f(z) =7
filz)
falw) 7
= fi(z) = Bfa(x)
= fi(x) = Bfa(r) =0

Assim existem no maximo m elementos o € Ay tais que f(a) = § uma vez que « deve
ser raiz do polinémio fi(x) — Bfa(x). Note que |Af|> ¢(¢ — 1) — m, o que implica
|Bf|> W, uma vez que, para cada elemento da imagem, existem no maximo m
pré-imagens. Assim, se
¢lg—1)—m
m

¢lg—1) +
entao existe pelo menos um elemento na intersegao dos conjuntos dos elementos primitivos

e By, ou seja, existe pelo menos um elemento de By, digamos f(«), que é primitivo e,
portanto, (a, f(a)) é um par primitivo e k € I's(my, ms).

>q—1

O resultado acima nao pode ser estendido ao caso onde p é primo impar, uma vez
que nesse caso tem-se ¢ — 1 par e consequentemente ¢(q — 1) + %Qﬁ(q — 1) < ¢q para todo
m > 1. De fato, considerando m = 1 o lado direito esquerdo da inequacao atinge seu
maximo, e assim tem-se

2. 6(g—1) = 2-(g—1) H1(1—¥)

pilg— P
1
- 2@-1)(1-) 11 <1—>
pilg—1 pi
DiF2
1
= (¢—-1 IT (1-—
pilg—1 pi
piF2
<1
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Proposicao 62. Sejam p primo, ¢ = p*, m1, ms inteiros positivos, ¢t > 4 um ntimero real

positivo e
A= 11
s primo
s<2t

e
V)

2t
Se ¢ > ((my +my) - A?)™7 entdo k € T'p(my, my).
Prova. Note inicialmente que

24 t—4
qZ((ml—Fmg)-Af) Y=g > (my +my) - A

1

=4 2 2 1 X 1
= qqt > ((m1+m2)~A3)qt < q? Z(m1+m2)-(At-qt)2

Seja ¢ — 1 = p{* -+ - p* decomposto em fatores primos distintos. Entao W(g—1) = 2. Se

p > 2t entao {2—9 < 1 e assim obtemos

Wi(g—1) - W(q—-1) 2! B 2! B 2!
1 1 « anl T A t/ (o'
qt (q—l)f (pll-upll)t pltl "'pltl //pll...ﬁ/pll
Wig—1 2! 2
= (ql ) < - — < I =<4
q? \/E e \/ZTZ 2§pi§2t p’L
1<i<l

Assim temos A, - g7 > W{(q — 1). Substituindo essa informagdo em * obtemos gz >
(my +mg) - W(g — 1)%. Do Corolario 55| obtemos k € T',(my, my).
n

Observacao 63. Para exemplificar o resultado acima, tomemos, por exemplo, t = 6 e
obtemos para qualquer primo p, que:

1. Se ¢ = p¥ > 5.6 x 10! entdao k € T'y(2,1).
2. Se q=p* > 3.2 x 102 entiio k € T,(2,2).

3. Se ¢ =p" > 1.2 x 10® entdo k € [',(3,2).

Para que esses resultados sejam facilmente verificados, desenvolvemos uma série de
algoritmos no sistema GAP que nos auxiliard nao s6 nesta observagao como em outros
resultados que veremos a seguir.



Algoritmo 1: Recebe como entrada os valores referentes a ¢ na Proposicao
e my, my referente ao conjunto I'y,(my, my) e devolve um valor na qual g precisa
superar de tal forma que k € I')(my, m2).

Proposicaob8q := function(t,m1,m2)
local A, auxl, aux2, P, D, q;

aux1:= Filtered([1,2..27t-1],IsPrime);
aux2:= Size(auxl);

P:= Product(auxl);

D:= Float(1/t);

A:= 2" (aux2) / P7D;

Gi= ((m1 + m2)*A~2)"((2%)/(t-4));
return q;

end;

© 00 N O ok W N =

-
o

Algoritmo 2: Retorna o valor de k referente ao valor de ¢ = p* do algoritmo
anterior.

Proposicao58k := function(t,p,m1,m2)
local q, k;
k:i=1;
q:= Proposicao58q(t,m1,m2);;
while Float(q) >= Float(p~(k)) do
‘ k:= k+1;
end
return k;
end;

© 000 N o Ok W =

Algoritmo 3: Aplicagdo do Corolario 55 onde as entradas sao respectivamente
o valor maximo que k que sera testado e p, m1, m2 os valores de I',(my, ms). O
algoritmo retorna o conjunto composto pelos k's tais que k € I',(mq, ma).

1 Corolario52:= function(k,p,m1,m2)
2 local A, q, u, auxl, aux2, w, W;

3 A=[];

4 for iin [4,5.k] do

5 | a:=p (i);

6 w:= PrimeDivisors(q-1);

7 | w:= Size(u);

8 W:= 27 (w);

9 auxl:= p~(Float(i/2));

10 aux2:= Float((ml + m2) * W™(2));
11 if auxl > aux2 then

12 | AddSet(A,i);

13 end

14 end
15 return A;
16 end;

Os préximos trés algoritmos juntos tratam do Lema [57}



Algoritmo 4: Retorna o conjunto {py,-- -, p,} referente ao lema e as entradas

(p, k,1) sdo referentes a ¢ = p* e [ um divisor de ¢ — 1.
1 Lemab41:= function(p,k,1)

2 local q, A, B, Cl1;

3 A=[];

4 q:=p (k);

5 Cl:= [];

6 B:= DivisorsInt(l);

7 A:= PrimeDivisors(q-1);

8 for iin [1..Size(A)] do

9 ‘ AddSet(C1, Ali));

10 end

11 for iin [1..Size(A)] do

12 if (Ali] in B) = true then
13 | RemoveSet(C1,Ali]);
14 end

15 end

16 return C1;

17 end;

Algoritmo 5: Testa se o Lema[57)é verdadeiro ou falso dados valores especificos
para {p, k,l,m1,m2}.

Lemab42 := function(p,k,l,m1,m2)
local q, d, D, A, a, aux, W, w, u;
q:=p k;
aux:= (;
A:= Lemab41(p,k,1);
for i in [1..Size(A)] do
| aux:= aux + (1/Ali]);
end
u:= PrimeDivisors(l);
w:= Size(u);
W:= 2"w;
d:i=1 - 2*aux;
if (d <= 0) then
‘ return false;
end
D:= (2*Size(A) - 1)/d + 2;
if (q"(Float(1/2)) >= Float( (m14+m2)*W™(2)*D)) then
‘ return true;
else
‘ return false;
end
end;

© W N S A W N
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Algoritmo 6: E por fim, dado um conjunto de £’s, digamos K, este algoritmo
testa todos os divisores [ e ¢ — 1 relacionado a cada k, e caso o Lema [57| seja
verdadeiro para alguns deles, o algoritmo imprime o menor valor de [ juntamente
com o k correspondente. Caso nao exista nenhum [ que satisfaca o lema, entao
ele imprime um espago vazio.

1 Lemab4:= function(K,p,m1,m2)
2 local L, A, q, B, C, a;
3 C:=K;

4 for iin [1..Size(C)| do

5 a:=CliJ;

6 q=7p a;

7 L:= DivisorsInt(q-1);
s | B=1[];

9 Print(a,"\t");

10 for j in [1..Size(L)| do

11 if Lemab62(p,a,L[j],m1,m2) = true then
12 | AddSet(B,L[j]);
13 end

14 end

15 if Size(B) >= 1 then
16 | Print(B[1],"\n");

17 else

18 | Print("\n");

19 end

20 end

21 end;

2.2 Trabalhando Exemplos

Em [19] os autores definiram um conjunto de matrizes M, e para cada A € M, eles
associaram uma funcdo racional Aa(z) € Fy(z) na qual é um quociente de polinémios
de grau no maximo 2 por outro de no maximo 1. Naquele artigo, eles trabalharam
sobre corpos finitos com 2* elementos e eles queriam investigar a existéncia de elementos
primitivos a tal que f(a) também fosse primitivo. Note que se f € T4(2,1) entao existe
A € M tal que f = A4. Analogamente, se A € M, entdo Ay € T,(2,1) a menos que
A4 = z,2° ou Bx~! para algum 3 € F,. Observe que se as(z) = z,2? ou fz~! entdo
existe a € F, tal que (o, f(a)) é par primitivo. Eles também definiram um conjunto B
de poténcias de 2 que satisfaz uma condicao semelhante a dos elementos de I'5(2,1) e
obtiveram que ¢ = 2% € B se, e somente se, k € ['3(2,1) e de [19, Teorema 2.1] obtém-
se que I',(2,1) = N\ {1,2,4}. Em [20] os autores definiram um conjunto de matrizes
Noys(F,) de maneira similar feita em [19] com a diferenga de que neste caso a fungao
racional A\4(x) é um quociente de polindmios de grau 2. Eles também queriam estudar
a existéncia de elementos primitivos « tal que f(a) também o seja. Pode-se ver que se
feY,(2,2)e f&Tq2,1)UY,(1,2), entao existe uma matriz A € Nay3(F,) tal que f =
Aa(x). Observe também que T,(2,1) U Y, (1,2) C T,(2,2), assim ['2(2,2) C N\ {1,2,4}.
Analogamente, se A € Nyy3(F,) entdo Ay € Y,(2,2) e de [20, Teorema 1.5] obtemos
N\{1,2,4,6,8,10,12} C I'y(2,2). Também em [20] os autores concluiram que k € I'y(2, 2)
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para todo inteiro positivo k, com excecao de k € {1,2,4,6,8,10,12}, um resultado que
pode ser recuperado da Proposicao [51](3). Eles também provaram que 1,2,4 & I'y(2,2) e
conjecturaram que 6,8,9,10,12 € I'y(2,2). Da Proposicao [60] obtemos que 9 € I'y(2,2).
Agora iremos estudar o conjunto I',(3,2) para p € {2,3,5,7} e comegaremos com o caso
onde p = 2.

Proposigao 64. N\ {1,2,3,4,6,8,10,12} C I'y(3,2) e {1,2,3,4} NTy(3,2) = 0.

Prova. Usando t = 6 na Proposicao , obtemos que k € I'y(3,2) para todo k > 77. Do
Corolério[55] obtém-se que para todo k € {5,6,---,76}\{11, 14, 15,16, 18,20, 24, 28, 36}, k €
I'2(3,2).

Usando o Lema com q = 2F e para k € {11, 14,15, 16, 18, 20, 24, 28, 36} obtemos
que k € I'y(3,2). A Tabela resume esses resultados.

Tabela 2.1: Dados que satisfazem o Lema 57}

k l {pl,pQ,"WPT} k ! {php?a"'up?’}

11 1 {23,890 |20 3 (5,11,31, 41}
14 1 {3,43,127) |24 15  {7,13,17,241}
15 1 {7,31,151} 28 3 {5,29,43,113,127}
16 3 {517,257} |36 15 {7,13,19,37,73,109}
18 3 {7,19,73)

Da Proposigao obtemos que 1,2,3 ¢ I'y(3,2). Em [19] é mostrado que para
qualquer elemento primitivo 8 € Fig tem-se que f(/3) nao é primitivo onde f = % €
Fig[x] e a € Fig é um elemento primitivo fixado, assim 4 ¢ T'5(1,1) e, em particular,
4¢Ty(3,2).

Finalmente, da Proposicao |60 tem-se que 5,7 € I'5(3,2) e da Proposigao [61| tem-se
que 9 € I'y(3,2).

[

Agora passaremos a estudar os conjuntos ['3(3,2), I'5(3,2) e ['7(3, 2).

Teorema 65. Para os conjuntos I'3(3,2), I'5(3,2) e I'7(3,2) sdo validos os seguintes re-
sultados.

i) 1,2¢13(3,2) e {9,10,11} U{k € N: k£ > 13} C I'3(3,2);
i) 1€05(3,2) e{keN:k>7} CI5(3,2);
iii) 1€07(3,2)e{keN:k>T7} CI%(3,2).
Prova. Usando t = 6 na Proposicao obtemos que k € I'3(3,2) para todo k > 49,
k € I'5(3,2) para todo k > 34 e k € ['7(3,2) para todo k > 28.

A tabela a seguir contém os valores de k que sao satisfeitos no Corolario [55, em
relacao a p = 3,5, 7.

Tabela 2.2: Aplicacdo do Corolario [55 para p = 3,5, 7.
kel,(3,2)

k <48, exceto k = 12,18

< 33, exceto k = 8,10, 12
8< k<27

11 <
7T<k

~J Ut WS
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As préximas tabelas resumem os resultados obtidos usando o Lemal[57]parap = 3,5, 7.

Tabela 2.3: Para p = 3, obtemos 9,10, 18 € I'5(3,2).
ko1 {p1,p2, - e}
9 2 {13,757}
10 2 (11,61}
18 2 {7,13,19,37,757}

Tabela 2.4: Para p = 5, obtemos 7,8, 10, 12 € T'5(3.2).

k ! {php??"'apr}
7 2 {19531}
8 2 {313,313}
2
6

10 {3,11,71,521}
12 {7,13,31,601}

Tabela 2.5: Para p = 7, obtemos 7 € T'7(3, 2).

kol {php?v”'apr}
7 2 {3,29,4733])

Finalmente, da Proposi¢do[59 obtemos que 1,2 ¢ I'3(3,2), 1 € T'5(3,2) e 1 & I'7(3, 2).
n



Capitulo 3

Elementos Primitivos Consecutivos
em Corpos Finitos

Para ¢ = p* com p impar e ¢ > 169, mostraremos que sempre existem trés elementos
consecutivos em F,. Além disso, h& precisamente 11 valores de ¢ com ¢ < 169 na qual
[F, nao possui esse trio em questao. Finalmente melhoraremos o limite superior de go(n)
para todo n > 3. Cohen [3-5| provou que para qualquer ¢ > 7, F, contém dois elementos
primitivos consecutivos. Estamos interessados em determinar go(n) tal que Fr,p > n
tenha n elementos primitivos consecutivos distintos para todo ¢ = p* > go(n).

Carlitz |21] mostrou que go(n) existe para todo n. Tanti e Thangadurai [22] mostra-
ram que

qo(n) < exp(2°°*"), para todo n > 2. (3.1)

Quando n = 3, obtém-se um limite superior enorme: 10%3743.

Teorema 66. O corpo finito F, contém trés elementos primitivos consecutivos para todo
q fmpar, ¢ > 169. Na verdade, os tnicos corpos F, (¢ impar) os quais ndo possui trés
elementos consecutivos sdao aqueles para quais g € {3,5,7,9,13,25,29,61,81,121,169}.

Quando n > 4, faremos estimativas para g¢o(n) com o seguinte teorema.

Teorema 67. O corpo F,, assumindo ter caracteristica pelo menos n, contém n elementos
primitivos consecutivos desde que ¢ > go(n), onde os valores de go(n) sdo dados na terceira
coluna da Tabela [3.1| para 4 < n < 10 e go(n) = exp(2%7™) para n > 11.

Provamos o Teorema [67] e discutimos a construcao da Tabela na Secao 3.3

Note que o expoente externo do limite no Teorema [67) é a metade de (3.1). Isto é
devido a desigualdade de aprimoramento usado no Teorema |73|

Ainda sim, tem-se que o expoente duplo nos fornece valores muito grandes de go(n).
Deve-se estender a Tabela [3.1] de acordo com a Secao [3.3]

Na Secao [3.4] apresentaremos um algoritmo juntamente com o Teorema [67] para
provar o Teorema [60] .

45
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Tabela 3.1: Intervalo dos valores de ¢ dado n

n  Limite para w(qg — 1) Limite para q (go(n))
3 13 3.49 x 101
4 23 3.29 x 10%?
) 37 4.22 x 100t
6 59 4.61 x 10113
7 100 3.75 x 10720
8 171 2.27 x 10
9 301 1.01 x 10836
10 233 6.69 x 101638

3.1 Estimativas

A presente investigacao se refere a existéncia de n > 2 elementos consecutivos dis-
tintos em F,, ou seja, se existe g € F, de forma que {g,g+ 1,9+ 2,---,9g+n — 1} seja
um conjunto de n elementos primitivos distintos consecutivos de [F,. Como ¢ = p", entao,
necessariamente, n < p, mas estamos particularmente interessados em n > 3, ou seja,
assumiremos que 3 < n < p.

Sejam [y, - - -, 1, divisores de ¢ — 1. Definimos N(ly,---,[,) como sendo o nimero de
elementos g € F, tais que g+ k — 1 é [}-livre onde k € {1,---,n}. Baseado na Equacao

(2.2) tem-se o préximo lema.

Lema 68. Seja3 <n<pely,---,I, divisores de ¢ — 1. Entao

p(di)  pldn) 8
N(lh"',ln) 29(11)---9(ln) Z Z X(Xh'"vXn)a
dl‘llf"?dn‘ln ¢(d1) ¢(d’l’b) Ord(xl):dl7"'707"d(XTL):d7L

(3.2)
onde
XXt xn) = O x1(9)x2(g+1) -+ xa(g +n — 1).
g€Fq
Agora forneceremos um limite do valor de x(x1,--,x»). Para tal, enunciaremos o

préoximo teorema [13, Teorema 5.41] que sera utilizado na demonstragao no lema posterior.

Teorema 69. Seja 1) um carater multiplicativo de F, de ordem d > 1 e seja f € F,[z]
um polinémio moénico de grau positivo que nao é uma d-ésima poténcia de um outro
polinémio em F,[z]. Seja n o nimero de raizes distintas de f no fecho algébrico de F,,.
Entao para todo a € F, tem-se

> dla-f(e)| < (n—1)va.

aclF,
Definicao 70. Seja f € F,[z]. Escreva f = fi"--- fo sendo fi,---, f, polindmios
irredutiveis distintos e a; com i € {1,---,n}, inteiros ndo nulos. Definimos por radical

de f e denotamos por Rad(f), o produto de todos os polindémios irredutiveis, ou seja,
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Lema 71. Sejam dy,---,d, ordens dos caracteres xi, - -, Xn, respectivamente. Suponha
que dy,---,d, sejam divisores de ¢ — 1 livres de quarado. Entao
X(X1, ,Xn) =q—nsed = =d, = 1.

Caso contrario,

XXt 5 Xn) < (n—1)y/q.

Prova. Assumindo que nem todos os divisores dy, - - -, d,, assumam valor 1, defina
d := mmc(dy, dy, -+, dy).

Observe que d é também um divisor livre de quadrados de ¢ — 1 e d > 1. Pelo Teorema
aplicado a um subgrupo H de F,, existe um cardter x de ordem d e inteiros ¢; €
{0,1,---,d — 2} tais que x;() = x(a®) para todo a € .. Logo

XXt xn) = Do xil@xe(g+1) - xalg+n—1)
g€l

= > X" l(g+ 1)) x[(g +n—1)™]

g€l

= > x(g™ g+ (g+n—1)")

9€F,

= > x(f(9)

g€Fq

onde f(z) =z (x+1)?-(x+2)%--- (x+n—1). Note que o radical de f éigualane f
nao é uma d-ésima poténcia de um polindémio uma vez que d { ¢; para todo i € {1,---,n}.
Segue do Teorema |69 que

9€Fq
Quando dy =---=d, =1, tem-se ¢; = --- = ¢, = 0 e, portanto,
gEF\Sy
onde Sy :={f € F,: f(5) = 0}. |
Quando Iy = ly = -+ = [,, = [ denotaremos N(ly,---,[,) por N,(l). Obtemos um

limite inferior para N, (l) no lema seguinte.
Lema 72. Sejam 3 < n < p el um divisor de ¢ — 1. Entao

No(l) > 0(0)" lg = (n =)W ()" /4] - (3.3)

Prova. Note que precisamos apenas nos preocupar com os divisores livres de quadrados
di,---,d, de [ devido a presenca da fun¢ao de Mobius. Do Lema [68] tem-se

pl(d)  pldn) 3
di |l dn |l ¢(dr) ¢(dn) ord(x1)=d1,ord(xn)=dn
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Subdividindo o somatoério em dois na equacgao acima de modo que o primeiro englobe o
caso onde dy = --- =d, = 1 e o segundo englobe os casos restantes e, aplicando o Lema

[71] tem-se

N1 = 0()" pldy) - pldn) e
( ) ( ) d1|l;dn|l (b(dl) (b(dn) ord(x1):d1,-z,:ord(x,1):dn X(Xl x )

M(d1> M(dn) ~
dy |l dnll ¢(d1) ¢(dn) ord(x1)=d1,0rd(xn)=dn

(d1ywdn)#(L1) (d1,oes) #£(1,-,1)

= ()" |lg—n+ >, pu(dy) - p(dn)X (X1, Xn)
d1|l,~~~,dn|l

L (d17“‘7dn)7é(17"'71)

> 00" |¢q—n— Yoo u(d)] - (da) IR (s X))
| @l
> )" |[¢g—n—(n—1)/q > l(di)l - - |p(dn)] | - (3.4)

d1|l7’dn|l
(d1,,dn)7#(L,,1)

Note que a tltima soma ¢é igual ao nimero de n-uplas (dy,---,d,) # (1,---,1) tal que
dy, --,d, |1, comdy,---, d, livres de quadrados, ou seja,
Yo udy)] uldn)l= WO — 1. (3.5)
di |l dnll

(d1, o) 2(1y-,1)
Substituindo em tem-se
Ny(l) = 00" [g—n—(n—=1)/gq(W({)" —1)]
> 0" [g—n—Mm-DWO)"Vg+ (n—1)\/q].

Note que (n —1),/g —n > 0 uma vez que n > 3 e ¢ > 3 e, portanto,

N(l) > 0(1)"[q — (n = D)W (1)"/q].
u

Aplicando o Lema (72| para [ = ¢ — 1 obtemos um critério basico que nos garante a
existéncia de n elementos primitivos consecutivos em [F, para ¢ suficientemente grande.
De fato, precisamos que

¢—(n—1)W(g—1)"¢7 >0
(¢ = (n = )W(g—1)") >0
gz > (n—1)W(g—1)"
q>(n—1)*W(g—1)*"

q> (n—1)222lal),

S R
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E assim obtemos o préximo teorema.
Teorema 73. Seja 3 < n < p. Suponha que

q>(n—1)>2W(qg—1)* = (n — 1)222l-1), (3.6)
Entao existe um conjunto com n elementos primitivos consecutivos em [Fy.

Como aplicagao do Teorema [73] consideremos o caso n = 3. Defina P,, como sendo
o produto dos m primeiros niimeros primos. Pode-se ver que para m > 50 tem-se P, +
1 > 2%26m  Assim, segue que F, possui trés elementos primitivos consecutivos quando
w(g — 1) > 50 ou quando g > 227650, Melhoraremos isso significativamente.

Antes de apresentarmos o proximo teorema, faremos uma observaciao que é de suma
importancia para a compreensao do mesmo.

Observagao 74. Dado um cardter multiplicativo x de F,, observe que x(—1) = +1.
Considere m a ordem de Y, isto €, m é o menor inteiro positivo tal que x™ = xo. Entao m
divide ¢ — 1 uma vez que x4~ = yo. Os valores de y sdo raizes m-ésimas da unidade, em
particular, —1 pode aparecer como valor de x se m é par. Se g ¢ um elemento primitivo
de F,, entdo x(g) = £ é uma rais m-ésima da unidade. Se m ¢é par, entdo precisamente g

¢ impar, segue entao que x(—1) = X(g%) = 5%1 na qual é —1 se precisamente % =7
(mlod m), ou seja, q;—l =1 (mod 2). Portanto, x(—1) = —1 se, e somente se, m é par e
== ¢ impar. Caso contrario, x(—1) = 1.

O proximo passo é apresentar uma melhora na discussdao acima quando ¢ = 3

(mod 4). A melhora nesse caso se deve a Observagao (74}
Note que no Lema , podemos substituir ¢ por —g — (n — 1) na definicdo de

X(X1," s Xn), Obtendo

X xn) = Y xi(@xe(g+1) - xulg+n—1)
= > xi(—g—n+1xa(—g—n+2)- xn(—9)
= > xal=Dxa(g+n—Dxa(=Dx2(g+n —2) - xu(=1)xa(g)

= Oaxz - xn) (DX 00 -+ xa)-

Seja X, um cardter de ordem m. Note que como ¢ = 3 (mod 4) tem-se que 2 aparece
apenas uma vez na fatoragdo de ¢ —1, ou seja, g—1 = 2-pi' - - - pi* onde os p;’s s@o primos
fmpares e, portanto, =% ¢ fmpar se m é par. Segue da Observacao (74| que y,(—1) = —1

m

se m é par e x;u(—1) =1 se m é impar.

Neste sentido, se da lista dy, - - -, d,, pudermos obter uma sublista d;, , - - -, d;; de modo
que j seja impar e todos dj s com t € {iy,---,i;} sejam pares, entdo X(xn, -, X1) =
_X(Xb I Xn)? caso COHtréI'iO, )Z(Xnv e 7Xl) = X(Xl? T Xn) Como COHSun@HCia, no
Lema , se ly = --- =1, =1 é par, entao do lado direito da Equagao (3.2) os termos
correspondentes aos divisores (dy,---,d,) com um ntmero impar de divisores pares se
cancelam, ou seja, metade das n-uplas (di,---,d,) se cancelam uma vez que metade dos

divisores de ¢ — 1 sdo pares pois ¢ — 1 = 2-p}' - - - pi*. Nessa situac¢ao, obtemos o seguinte
melhoramento do Lema [72] e Teorema [73)
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Teorema 75. Seja 3 < n < p el um divisor par de ¢ — 1, onde ¢ =3 (mod 4) e ¢ > 7.

Entao
n—1

Nal) = 60" (g = W) va).

Além disso, se
(n—1)%
q=
4
entao existe um conjunto com n elementos primitivos consecutivos em F,.

W(q o 1)271 — (n o 1)222(7’u,u(q—1)—1)7

3.2 Aprimorando desigualdades e estimativas

Como antes, seja 3 < n < p e seja [ um divisor de ¢ — 1. Dado inteiros positivos
m, j,k com 1 < j, k <n defina

m, se ] =k
M = { J (3.7)

1 caso contrario.

Lema 76. Seja 3 < n < p el um divisor de ¢ — 1. Seja e um divisor primo de ¢ — 1 que
nao divide /. Entao para todo j € {1,---,n},

1
N (el segul) = OON (I (1= ) 00" (= DIV V.
Prova. Primeiramente observe que, de acordo com ([3.7), para j fixado, apenas um ele-
mento do conjunto {e;1l,ejl, - -, e;nl} é exatamente el, o restante ¢ igual a [. Sem perda
de generalidade, consideremos que el apareca na primeira entrada de N(e;1l,-- -, ej,l), ou
seja, N(ejl, -, ejl) = N(el,l,---,1). Portanto

Nieph e =0@00) 3 HOLHGL x),

dylel,dal|l,+dnll ¢(d1> 925( n) ord(x1)=d1,,0rd(xn)=dn

idi . ! . . . i .
Subdividindo o conjunto dos d;’s em dois, o primeiro contera aqueles divisores que nao
possuem e como fator, ou seja, todos os divisores de [, e o segundo aqueles que possuem
e como fator, ou seja, aqueles d;’s em que e | d;. Portanto

Nieph e,y = 0oy S M) pldy) 3 ot x)

di[l,dall,+dnl ¢(di) o(dn) ord(x1)=d1,,0rd(xn)=dn

SCCUCD SR SR D SR ()

eldy drletasli-dnft P041)  Odn) ora ), ora(xa)=d

Além disso, observe que

N0 = ooy S ) ) > )

di|lda |l dn |l ¢(dy) ¢(dn) ord(x1)=d1,ord(xn)=dn
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logo tem-se que

N(ejll, cee ,ejnl) —0(e)Nn(l) =

u(d > -
. .. X(Xl’ DR s Xn>
e|dy,di|el,da |l dn |l ¢(dr) (dn) ord(x1)=di,ord(xn)=dn

eldy,d el da|l-+dn |l
Portanto, temos

[N(ejul; - -+ seml) = 0(e) Nu(l)|< 0(e)(1)" > ()] - [pldn) X Oxas - -5 X))l

el|d1,d1lel,da|l-,dn|l

Do Lema temos [X(x1,- -, Xn)|< (n —1)/q e, além disso,

> |u(dy)]-- - |pldn)|= W(D)".

eldy,dylel,dall-,dn|l

Portanto,
Nlends- -+ e5,0) — 8(e)Nal(D)|< 0D W (1) (0 — 1)
Note que (e) = (1 — 7) pois e é primo, ou seja,

N (el e5) = 0(eINa(DI< (1= 2 ) 00" WY (0 = 1)va

(&

(7

Definigao 77. Seja n = pi" ---p2 > 1, fatorado em primos distintos. Definimos por
radical de n e denotamos por Rad(n), o produto de todos os fatores primos distintos de
n, ou seja, Rad(n) = p; - p,.

Isso nos leva ao principal resultado de melhoramento. Seja [ um divisor de ¢ — 1.
No que se segue, se Rad(l) = Rad(q — 1) defina s = 0 e § = 1. Caso contrario, sejam

p1,- -+, Ds, S > 1 os divisores primos de ¢ — 1 que nao dividem [ e defina 6 =1—-n}; o

E essencial escolher [ de forma que & > 0.

Lema 78. Seja 3 < n < p el um divisor de ¢ — 1. Entao, com as notagoes acima

N,.(¢g—1) (Z Z N (pijil, pijal, - -,pijnl)> — (ns — 1)N, (1), (3.8)

Jj=1i=1

onde p;, significa (p;);x como em (3.7). Consequentemente

No(qg—1) > 0N, (I) + Z (ZN (pijil, Dijal, -+ Pijnl) — Q(pl)Nn(l)) . (3.9)

i=1 \j=1

Prova. Note que N,(q — 1) conta a quantidade de elementos g € [, tais que g,g +
L,---,g+n—1sao (¢g—1)-livres, ou seja, primitivos. Observe que p;jpl = p;l oup;l = 1. Se
g € F; é (¢g—1)-livre entdo g é [-livre e p;l-livre. Portanto, se a n-upla (g, g+1,- -, g+n—1)
é uma n-upla de elementos primitivos, entao ela serd contada ns — (ns —1) = 1 vez e vale
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a Desigualdade . Por outro lado, se g € F ¢é tal que pelo menos um dos elementos
do conjunto {g,g+1,---,g+n—1} ndo é primitivo, entdao do Lema , este elemento nao
serd pyl-livre para algum i € {1,---,s} e, portanto, o lado direito de serd contado
no maximo ns — 1 — (ns — 1) = 0 vezes e estd demonstrada a Desigualdade (3.8).

Em relagdo a Desigualdade (3.9)), uma vez que 6(p;) = (1 — —) tem-se

Np(g—1) > Z Z N(pijllapiﬂla s 7pijnl> — (ns — 1)Ny (1)

1 Di

i=1j=1

= ZZN(pijllapz‘j2l7'"7pijnl [ nS-I—nZ +1—nz 1
=1 j=1 i= 1pl i= 1p7,

> ZZN(pz‘jll7pijzl,“',pz‘jnl)+l ns—l—nzp —|—(5] N, (1)
i=1j=1 i

> ZZN(pij1l7pij2l""7pijnl> — nsNy( —i—nz Ny (1) + 6N, (1)
i=1j=1 = pi

> > Npijils pijol, - - -, Pijnl) nz (1 - ) W (D) +OINL (1)
i=1j=1 i
S n 1

> Z (Z N(pijllapiﬂla T apijnl) - (1 - ) Nn(l)) + 5Nn(l)
i=1 \j

M=

s
>
=1

Portanto, vale (3.9).

N plj1l7pij2l7 o 7pijnl) - e(pz)Nn(l)) + 5Nn<l)

S,
Il
-

Agora podemos fornecer uma condicao de forma que, se satisfeita, é suficiente para
provar a existéncia de n elementos consecutivos.

Teorema 79. Seja 3 < n < p el um divisor de ¢ — 1. Se Rad(l) = Rad(q¢ — 1) entao

defina s =0 e 0 = 1. Caso contrario, SQ]& P1, -+, Ps, S > 1, divisores primos de ¢ — 1 mas
que nao dividem [ e defina 6 =1 —n Z —. Assuma § > 0. Se
=1 pl

¢> ((n —1) (”85_ L 2) W(l)”)Q, (3.10)

entao existem n elementos primitivos consecutivos em [F,.

Prova. A Desigualdade (3.9)) nos diz que
No(q—1) > 0N, (1) + (Z N(pijil, pijol, - -+, Pinl) — Q(Pl)Nn(Z)) :
i=1 \j=1

Como N (pijil, pijal, - -+, pijul) > 0 e 8(p1)N,(l) > 0 para todo i € {1,---,s} e para todo
j€{1,---,n} segue que

N(Pml,piﬂl, T 7pijnl) - ‘9(]91)Nn(l) > _|N(pij1l7pij2la ce 7pz'jnl) - 9(p1)Nn(l)|
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e, consequentemente
Nulg—1) = 6N (1) + ) (Z’N(Piﬂhpml, S Pignl) — 9(P1)Nn(l)!> : (3.11)
j=1 \i=1
Aplicando o Lema [76{em (3.11]) obtemos

Nag—1) 2 Na(1) = 0y (1 - 1) bW (1) (n — 1)y/7. (3.12)

i=1 Di
Por outro lado, observe que
5 1 1 0—1 9 /ns—1
PR DU o :( +1> 3.13
; ( Pz‘) ; Di n n 1) ( )

e do Lema [72] segue que

Nall) > 000" [g — (n — YW ()" (3.14)
Substituindo (3.13)) e (3.14) em (3.12)) temos

Nala=1) = 500" [a— (0 - )W (va —no (") 00 (- 1)

50(1)" :q (= DWW )G - W) — 1)/ (”35_ L 1)}
56(1)" :q (= DW)"G (1 4 ("‘95_ L 1))}
56(1)" :q (- DWW (”‘95_ L 2)} .

Uma vez que, por hipdtese, § > 0, para que N,(¢ — 1) seja maior que zero, é necessario
que

ns—1

q—(n—l)W(l)”ﬂ( ; +2) >0

O R U (e

o ¢G> m-nwEr ("55— ! +2)

o g ((n — W) ("35_ ! +2>)2.

E o teorema estd demonstrado. [ |

+2)] >0

Concluimos esta se¢do com uma ligeira melhora quando ¢ = 3 (mod 4). Quando [ é
par, pela Observacao |74, as expressoes de soma de caracteres para os termos

N(pijllapz‘ﬂla e 7pijnl) - 9(p1)Nn(l)
1

n

J

em (j3.9) se cancelam a menos que um nimero par de divisores (dy,---,d,) sejam pares.
Logo temos uma redugdo pela metade no limite do Lema [76] e, por conseguinte, uma
melhora no Teorema
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Teorema 80. Suponha ¢ = 3 (mod 4), ¢ > 7,3 <n < pelum divisor de ¢ — 1. Se
Rad(l) = Rad(q — 1) entao defina s = 0 e § = 1. Caso contrério, seja py,---,ps,s > 1,

divisores primos de ¢ — 1 mas que nao dividem [ e defina § = 1 — nz ( . Assuma

i=1 Di
6> 0. Se . )
> ((n— 1) ("85_ +2) W(l)”) ,

entao existe n elementos primitivos consecutivos em [F,.

Observacao 81. Nos Teoremas [79| e |80] o melhor (maior) valor de § é obtido quando os
maiores fatores primos de ¢ — 1 sdo usados para calcular 9.

3.3 Aplicacao dos Teoremas 73 e 79 para n genérico;
prova do Teorema 67

Como uma aplicacdo do Teorema [79 considere o caso n = 3. Mostramos apds o
Teorema que [F, contém trés elementos primitivos consecutivos para todo g satisfazendo
w(qg—1) > 50. Para 14 < w(q — 1) < 49 verificamos que vale (3.10) com s = 8. Como
exemplo, considere w(q — 1) = 14 e s = 8 donde

1 1 1 1 1 1 1 1

(5—1—3(17—1—19+23+29+31+37+41+43) > 0.1109.
Segue que o lado direito de (3.10]) é ligeiramente maior do que 12 039 747 811 470 119 o qual
¢ menor do que Pyy. Observe que w(¢—1) = 14 implica que g—1 > Pj4. Segue que [, tem
trés elementos consecutivos quando w(q—1) = 14. Por outro lado, ndo podemos proceder
diretamente quando w(g — 1) < 13. Por exemplo, quando w(g — 1) = 13, ndo hé valor de
s tal que 1 < s < 13 que satisfaga com que o lado direito seja menor do que Pi3.
Se escolhermos s = 7 no Teorema , obtemos que ¢ precisa superar 3.48914 x 10'° para
que existam trés elementos consecutivos primitivos, ou seja, precisamos apenas considerar
wlg—1) <13 e q<3.49 x 10%.

Continuamos esse procedimento para valores maiores de n. Usamos o Teorema
para obtermos um limite inicial para w(g—1) e entdo utilizamos o Teorema 79| para valores
convenientes de s de forma a reduzir o maximo possivel o limite. Portanto, reduzimos o
problema de encontrar n elementos primitivos consecutivos em F, de forma computacional
para valores finitos em um determinado intervalo. Esse intervalo é dado na Tabela [3.1]

Agora usamos o Teorema 73| para obter um limite go(n) para um valor genérico de
n. Para encontrar um limite para w(q — 1), usamos um resultado de Robin [23, Teorema
11], que nos diz que w(n) < 1.384021og(n)/log(log(n)) para todo n > 3. Uma vez que a
funcao log(x)/log(log(z)) é crescente para x > e° temos

1.384021og(q)

<07 = Togllog(a))

(3.15)

para todo ¢ > 17. Nao é dificil verificar que vale (3.15)) para 3 < ¢ < 17. Substituindo
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(3.15) em (3.6) obtemos

q Z (TL . 1)2 . 22nw(q—1)
log(q) > log(n —1)* +log 22"V
> 2-log(n — 1)+ 2nw(qg—1) - log(2)
1.38402 log(q)

> 2log(n —1)+2nlog(2)  ——F———

(n=1) @) ogllon(@))
2.76804n log(2) log(q)

> 2log(n—1)+

(n=1) log(log(q))
2.76804n log(2) log(q)
08() log(log(q)) et =1
2.76804n log(2)
ont0) (1~ glonta ) 2 st o

Para resolver (3.16]) observe que (1 — %W) estd limitado inferiormente por d,

para algum d € (0, 1). Logo obtemos

2.76804n log(2)

d
- log(log(q))
4 2.76804n log(2)
- log(log(q))
L—d > 2.76804n log(2)
—  log(log(q))
log(log(q))(1 —d) > 2.76804n log(2)
log {log(q)l_d} > log(22.76804n)
10g(q)1—d S 92.76804n
log(q) 2 2371653471,
q Z eXp (22.716_8(()1477,)

Por outro lado, insistimos que dlog(q) > 2log(n — 1), ou seja, ¢ > (n — 1) e,
portanto, para garantir a validade de (3.6) tomamos

¢ > max{(n —1)7,exp (22‘71653%)}. (3.17)

22.77n)

Escolhendo d = 0.0001, exigimos que ¢ > exp( para todo n > 6. E isso prova o

Teorema [671

3.4 'Trés Elementos Consecutivos Primitivos

Para provar o Teorema [66], verificamos numericamente a existéncia de 3 elementos
primitivos consecutivos para todo valor de ¢ remanescente do Teorema [79, Como visto
na segao anterior, para n = 3, precisamos apenas considerar os casos onde w(qg — 1) < 13.
Para cada possivel valor de w(q—1) o Teorema [79|foi usado para para computar um limite
do valor de g na qual a existéncia de elementos primitivos consecutivos nao foi assegurado
para g < go(n). Esse limite é apresentado na segunda coluna da Tabela .
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Algoritmo 7: Enumerar todos os inteiros impares m + 1 tais que m < M e

w(m) = w. E entdo testar m+1 utilizando o Teorema [79

1 Algoritmol:= function(limit,w,L,J)

2 local A, C, j, d, aux, vl, v2, I, M, V, del;

3 aux:= 0; C:=[]; L=[]; M:=[]; v2:=[]; v1:=[]; V:=][];
4 A:= Filtered([1,3..L],IsPrimePowerInt);

5 for iin [1..Size(A)] do

6 Add(v1,Ali]);

7 | Add(v2,PrimeDivisors(Al[i])[1]);

8 end

9 Add(vl,infinity); Add(v2,0);

10 for k in [1..J] do

11 M[1]:= 27k; d:= 2; L.=[]; I[1]:= 1;

12 if w=1 then

13 if Teorema74(M[1],w) = false then
14 | Add(V,M[1]+1);

15 end

16 else

17 1[2]:= 0; while d>1 do

18 while d=d do

19 I[[d]:= I[d]+1; j:=2;

20 while j<d and v2[I[j]] <> v2[I[d]] do
21 ‘ =]+ L

22 end

23 if j=d then

24 ‘ break;

25 end

26 end

27 if M[d-1]*v1[I[d]]"(w + 1 - d) >= limit then
28 ‘ d:= d-1;

29 else

30 M[d]}:= M[d-1]*v1[I[d]];

31 if d = w then

32 if Teorema74(M[d],w) = false then
33 | Add(V,M[d]+1);

34 end

35 else

36 | di=d+1; I[d]:= I[d-1];
37 end

38 end

39 end

40 end

41 end

42 return V;
43 end;
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Algoritmo 8: Verificacao do Teorema |79 para m + 1 e w em questao. Esse
algoritmo é chamado nas linhas 32 e 13 do Algoritmo [7]

Teoremab:= function(m,w)
local q, d, s, f;

q:= m+1; f:= PrimeDivisors(m);
for s in [0..w] do

if (d > 0)and q >((3-1)*((3%s-1)/d+2)*27(3%(w-s))) "2 then
‘ return true;

end
end

10 return false;

11 end;

1
2
3
4
5 d:= 1-3*Sum([0..s-1], x->1/f[w-x]);
6
7
8
9

Algoritmo 9: Algoritmo utilizado para verificar a existéncia de trés elementos
consecutivos nos corpos cujas quais ordens falharam no teste do Teorema [79]

local g;
g:= Z(n);

(S, B N M

CsRoot3:= function(n)

for i in [1..n-1] do
if (Order(g™i) = n-1) and (Order(g”i + 1) = n-1) and (Order(g"i + 2) =

n-1) then

end
end

© ® N o

10 end;

‘ return true;

return false;

Tabela 3.2: Valores de entrada para o Algoritmo [7]

wg—1)=w M = limit L=M-1/TI"7'pi J =log(M —1)/log(2)
1 256 255 7
2 16 384 8191 13
3 802 816 133 801 19
4 31 719 424 1 057 313 24
) 368 212 715 1753 393 28
6 9777 432 663 4 232 653 33
7 48 913 046 416 1 628 805 35
8 3 273 635 059 78 641 247 38
9 6 245 429 709 655 643 879 42
10 22 053 999 260 750 98 855 44
11 117 121 857 096 884 18 103 46
12 1 307 042 588 523 590 6515 20
13 3 489 135 957 826 319 469 o1
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Tabela 3.3: Limites e niimeros de testes realizados quando n = 3.

w(q—1) Limite superior de ¢ m + 1 testes m + 1 sobreviventes Poténcia de primos
1 256 7 7 4
2 16 384 2425 805 172
3 802 816 172 827 21 350 4811
4 31 719 424 5 459 954 149 265 33 463
5 368 212 715 30 738 954 695 172 159 854
6 9 777 432 663 278 578 984 1 680 653 381 389
7 48 913 046 416 262 182 675 2 131 439 478 499
8 3273 635 059 78 218 209 768 2 162 062 476 772
9 6 245 429 709 655 479 005 331 897 028 194 339
10 22 053 999 260 750 68 795 792 262 534 55 952
11 117 121 857 096 884 9 250 747 93 920 19 316
12 1 307 042 588 523 590 2 378 985 6566 1294
13 3 489 135 957 826 319 11 547 964 187

O Algoritmo [7] foi utilizado para construir os elementos m + 1 de forma que m < M
e w(m) = w para w € {1,---,13}. A quantidade desses elementos ¢ mostrada na ter-
ceira coluna da Tabela [3.3] Ao criar esses elementos, utilizamos o Algoritmo [§ para ver
se o Teorema consegue lidar com m + 1, ou seja, se ele consegue garantir a existén-
cia de trés elementos primitivos consecutivos e entdo retorne um conjunto com aqueles
valores de m + 1 que falharam, ou seja, aqueles que sao mostrados na coluna 4 da Ta-
bela [3.3] Desses ntimeros que falharam, facamos uma filtragem daqueles que sdo po-
téncia de primos, ou seja, aqueles cujo os quais sao permitidos ser ordem de um corpo
finito. Sua quantidade é mostrada na quinta coluna da Tabela [3.3] Por fim, utiliza-
mos o Algoritmo [9] para verificar quais dessas possiveis ordens de um corpo finito falha
para a existéncia de trés elementos primitivos. O resultado é precisamente os valores de
q €{3,5,9,7,13,29,25,81,61,121,169} o que prova o Teorema .

O Algoritmo [7] levou cerca de 21h:30m para retornar os nimeros que falharam no
Teorema [79] O Algoritmo [9 levou cerca de 4h:45m para retornar as ordens que nao
possuem um trio de elementos primitivos consecutivos. Estes testes foram feitos utilizando
0o GAP na versao 4.11.0 de 29/Fev /2020 em um notebook Acer Nitro 5 AN515-51-50U2.
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