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Capítulo 1Introdução e MotivaçãoUm dos mais importantes 
ampos de estudo 
ontemporâneos, que surgiu devidoaos avanços na teoria da tele
omuni
ação e te
nologias digitais, é o Pro
essamento deSinal Digital (DSP, do inglês Digital Signal Pro
essing). Ele está presente nas maisdiversas áreas de pesquisa 
ientí�
a e te
nológi
a, tais 
omo: imagens médi
as � nore�namento das imagens obtidas no exame de ressonân
ia magnéti
a nu
lear; senso-riamento remoto � na �ltragem de ruídos (re�namento da resolução) de fotos tiradasvia satélite para análise de dados de relevo da superfí
ie terrestre, ou para a distinçãode áreas desmatadas em reservas �orestais; imagens de radar � na minimização deinterferên
ias em tempo real nas imagens do display em 
entrais de monitoramentode v�os nos aeroportos ou na utilização de softwares que implementam métodos mi-
rolo
ais 
apazes de dete
tar até mesmo a forma geométri
a do objeto que se aproximada fonte emissora de radiação eletromagnéti
a situada no perímetro das bases mili-tares; re
onhe
imento de padrões � no pro
essamento e 
lassi�
ação de imagensdo 
ontorno da impressão digital ou do bordo da iris dos olhos humanos 
om o má-ximo possível de �dedignidade no tratamento dos dados 
oletados para um posteriorre
onhe
imento de padrões, podendo ser utilizado, por exemplo, no registro do pontoeletr�ni
o adotado nas empresas; entre outras inúmeras áreas de apli
ação.Um exemplo mais usual onde todos usufruem dos benefí
ios do pro
essamentode sinal digital, são os downloads de músi
as da internet. Tipi
amente, os downloadsque eram feitos por usuários do iní
io desse sé
ulo tinham velo
idade de 56 kilobitspor segundo; assim, baixar uma músi
a em seu tamanho original poderia levar ho-ras. No entanto, usando os softwares atuais de 
ompressão de MP3, o tamanho damúsi
a é reduzida em até 90%, podendo ser baixada em questão de minutos. Apesarda redução tão efetiva do tamanho do arquivo, a maioria dos usuários não 
onsegue1



2 Introdução e Motivaçãodistinguir entre a qualidade do arquivo reduzido, do original. Como isto é possível?Primeiro, é importante analisar a músi
a original (um sinal/uma onda), e 
omo ela érepresentada digitalmente. Esta análise leva a um algoritmo para armazenar os dadosnão-redundantes (
ompressão) que o usuário fará uso posteriormente. Tudo isso fazparte da dinâmi
a do Pro
essamento de Sinal Digital (DSP). Porém, 
omo nessa tesedaremos um tratamento inteiramente analíti
o às dis
ussões nela expostas, re
omen-damos ao leitor interessado em uma dis
ussão pormenorizadamente numéri
a desseassunto as Referên
ias [1, 2℄.Um questionamento que é impres
indível e que sua resposta permeará todo orestante dessa tese, é o seguinte: o que 
ada um dos exemplos que envolvem o trata-mento de sinais (imagens), 
itados a
ima, têm em 
omum? Resposta: o estudo daforma geométri
a da interfa
e (bordo) entre os distintos meios analisados.

Figura 1.1: Ressonân
ia magnéti
a de um 
rânio humano.No 
aso das imagens médi
as poderia ser, por exemplo, o estudo da forma geométri
adas regiões de 
ontraste de tonalidade de 
or entre a massa 
inzenta 
erebral e um pos-sível tumor visualizado em uma tofo ressonân
ia, 
onforme a Figura 1.1.

Figura 1.2: Foto via satélite do desmatamento �orestal.No 
aso do sensoriamento remoto poderia ser, por exemplo, o estudo do 
ontorno



3das regiões de mudança abrupta na tonalidade de 
or nas fotos tiradas de satélites,diferen
iando as áreas de �orestas virgens das áreas desmatadas, 
onforme a Figura1.2.

Figura 1.3: Re
onhe
imento biométri
o.No 
aso do re
onhe
imento de padrões poderia ser, por exemplo, a análise biométri
aque estuda a diferença de 
ontraste de 
or entre o bordo do relevo (vales e pi
os) dasranhuras da impressão digital, 
onforme a Figura 1.3.

Figura 1.4: Radares que dete
tam o 
ontorno do objeto.E no 
aso das imagens de radar poderia ser, por exemplo, a análise das des
on-tinuidades da função re�etividade da onda eletromagnéti
a emitida pelo radar, dando
omo resultado o 
ontorno do navio, 
onforme a Figura 1.4.Um sinal é um fen�meno variável no tempo que pode ser mensurado (um obser-vável físi
o). É uma grandeza físi
a que varia 
om o tempo, embora possa variar dea
ordo 
om qualquer outro parâmetro tal 
omo o espaço. Nossa interação diária 
omo ambiente se dá através de diversos tipos de sinais:
� Sinais sonoros � via ondas me
âni
as, 
omo por exemplo: audição, fala, sonaresde navios e submarinos, diferença de tensão produzida por um mi
rofone et
;



4 Introdução e Motivação
� Sinais luminosos � via ondas eletromagnéti
as, 
omo por exemplo: visão/luzin
idente, ondas de rádio, imagens transmitidas por uma 
âmera de vídeo, radaresde aeroportos et
.Tomando uma função f : U ⊆ Rn → R, o sub
onjunto U é a região do espaçona qual varia a grandeza físi
a. Por exemplo, se n = 1, então a grandeza representa umsinal unidimensional (o som); se n = 2, essa grandeza representa um sinal bidimensional(uma imagem), 
uja lei da função pode ser dada por f(p) = 
or de p, onde p é umpixel da imagem num plano 
om a 
or variando, por exemplo, na es
ala de 
inza; se

n = 3, a grandeza representa um sinal tridimensional (um vídeo) 
om a lei da função
f(p, t) representando a variação temporal da 
or do pixel no plano.Para estudar os sinais, é ne
essário des
revê-los matemati
amente. O modelomatemáti
o mais adequado para des
rever os fen�menos sonoros é a equação da onda

∂2f

∂t2
= c2∇2f (1.1)onde �c� é a velo
idade de propagação da onda me
âni
a. Já, para des
rever a propa-gação da radiação eletromagnéti
a, o modelo matemáti
o mais adequado é dado pelosistema de equações diferen
iais de Maxwell

{
∇ ·E = ρ

εo

∇ ·B = 0
e {

∇×E = −∂B
∂t

∇×B = µoJ + µoεo
∂E
∂t

. (1.2)As informações mais relevantes de um sinal, são muitas vezes 
arregadas por es-truturas irregulares e fen�menos transientes, ou seja, são 
arregadas por singularidades.Em uma imagem, as des
ontinuidades da função intensidade de 
or são interpretadas
Figura 1.5: Imagem de uma 
élula e seu 
ontorno.
omo uma 
lasse de singularidades que nos permite lo
alizar o 
ontorno de um objeto,
onforme a Figura 1.5. Analogamente, ao se analisar as des
ontinuidades da função



5re�etividade da radiação eletromagnéti
a emitida pelo radar, obter-se-á o 
ontorno doobjeto que interage 
om tais ondas emitidas. Um método matemáti
o bastante 
om-pleto para se estudar tais des
ontinuidades 
om o objetivo de obter o 
ontorno dosobjetos analisados, é a análise mi
rolo
al.A análise mi
rolo
al estuda o 
omportamento singular de uma distribuição (porexemplo, uma onda eletromagnéti
a) nos pontos (x, k) do espaço de fase. Ela só sepreo
upa 
om os pontos singulares e a direção de propagação das singularidades nasregiões assintóti
as. No entanto, no pro
esso físi
o de 
aptação de tais singularidades,isto é, na medição das ondas retro-espalhadas, obtêm-se também ruídos (oriundosdo multi-espalhamento da radiação emitida) indesejáveis para a análise, os quais po-dem ser �ltrados usando operadores pseudo-diferen
iais, 
onforme Margaret Cheney naReferên
ia [3℄. A�m de dar um tratamento alternativo em tal �ltragem, optamos portrabalhar nessa tese 
om as funções wavelets, as quais tem as propriedades de: médianula, boa lo
alização no espaço das frequên
ias e inversibilidade [4℄.A tese está organizada da seguinte forma: após uma breve revisão de algumasde�nições e propriedades bási
as das wavelets e da análise mi
rolo
al no Capítulo2, no Capítulo 3 obtemos uma 
ara
terização lo
al do 
onjunto de frente de ondasanalíti
o em termos dos valores limite generalizados de funções holomorfas usando atransformada wavelet dire
ional. Nós usamos a transformada wavelet dire
ional a �mde mostrar que as funções analíti
as que satisfazem uma 
ondição de 
res
imento tem-perado, obtém valores limite distribu
ionais em S ′(Rn). Tais resultados podem serdetalhadamente vistos na Referên
ia [5℄. No Capítulo 4 revisitamos o problema ana-lisado por Den
ker sobre a propagação de polarizações das soluções das equações deMaxwell. Levando em 
onta que o 
ampo eletromagnéti
o é uma distribuição temper-ada 
om 
aráter vetorial, usamos os resultados da Referên
ia [5℄ para representar assoluções das equações de Maxwell em termos das wavelets dire
ionais. Então, usamoso 
onjunto de polarização, o qual re�na a noção de 
onjunto de frente de ondas parao 
aso de distribuições 
om 
aráter vetorial, 
omo introduzido por Den
ker [6℄, a �mde analisar as singularidades das soluções das equações de Maxwell. Finalmente, noCapítulo 5, tratamos das 
on
lusões gerais dos resultados obtidos, bem 
omo de suas
onsequên
ias físi
as, e motivamos a asso
iação da análise mi
rolo
al 
om a análisewavelet observando o problema da análise de dados de radares de abertura sintéti
a,
ujo assunto é tratado 
om muita propriedade no livro Fundamentals of Radar Ima-ging de Margaret Cheney e Brett Borden [3℄. Nosso objetivo, é 
hamar a atenção � nãosomente dos físi
os-matemáti
os, mas também dos matemáti
os puros e físi
os teóri-



6 Introdução e Motivação
os interessados em temas interdis
iplinares � para a relevân
ia do estudo da amplaapli
ação da análise mi
rolo
al e da análise wavelet em problemas de engenharia.



Capítulo 2
Métodos Matemáti
os
2.1 Wavelet e transformada wavelet

O 
on
eito de wavelet, ou ondoletas, surgiu na literatura somente nos anos
80. O 
on
eito mais 
ontemporâneo pode ser entendido 
omo uma síntese de váriasideias originadas em diferentes áreas de 
onhe
imento, 
omo: a Matemáti
a (operado-res Calderón-Zygmund e teoria de Littlewood-Paley), a Físi
a (formalismo de estados
oerentes em me
âni
a quânti
a e grupo de renormalização) e a Engenharia (�ltros debanda de frequên
ia, 
odi�
ação e de
odi�
ação em pro
essamento de sinais/imagens).Em 1982, Jean Morlet, um engenheiro geofísi
o fran
ês, introduziu pela primeira veza noção de transformada wavelet 
omo uma novo método matemáti
o para análisede sinais sísmi
os. Foi Alex Grossmann, um físi
o teóri
o fran
ês, quem rapidamentere
onhe
eu a importân
ia da transformada wavelet de Morlet, que é similar ao forma-lismo de estados 
oerentes em me
âni
a quânti
a, e desenvolveu uma fórmula exatapara a inversa da transformada wavelet. Em 1984, em um en
ontro a
adêmi
o 
om apresença de Morlet e Grossmann, teve iní
io um estudo matemáti
o mais detalhado dastransformadas wavelets 
ontínuas e suas diversas apli
ações. Deste estudo �
ou 
laroque, de maneira análoga às expansões de Fourier, a teoria das wavelets apresentava umnovo método para de
ompor uma função (um sinal) ou uma distribuição.7



8 Métodos Matemáti
os2.1.1 De�nição, propriedades e exemplosDe forma mais geral, uma transformada integral, é um operador T num espaçode funções sobre algum sub
onjunto Ω ⊂ R, o qual é de�nido por
(
Tf
)
(y) =

∫

Ω

K(x, y)f(x)dx . (2.1)As propriedades da transformada, dependem da função K, que na equação (2.1) é
hamada de kernel da transformada. Por exemplo, no 
aso da transformada de Fourier,o kernel assume a seguinte função K(x, y) = e−i〈x,y〉. Note que a variável y pode serindependente 
omo um fator de es
ala (um parâmetro), ou seja, se tomarmos a funçãoexponen
ial ϕ(x) = e−ix, podemos gerar a partir dela, uma família de funções de um sóparâmetro tomando 
ópias es
aladas de ϕ, isto é, ϕα(x) = e−iαx, para todo α ∈ R. Atransformada wavelet 
ontínua é similar à transformada de Fourier, no sentido de queela está baseada em uma função úni
a ψ, que também é es
alada. Mas, ao 
ontrário datransformada de Fourier, podemos também deslo
ar a função ψ, gerando assim umafamília de funções de dois parâmetros ψa,b do tipo:
ψa,b(x) = |a|−1/2ψ

(
x− b

a

)
.onde as 
onstantes a, b ∈ R 
om a 6= 0.

De�nição 1. Uma wavelet é uma função ψ ∈ L2(R) satisfazendo a 
ondição de admis-sibilidade ∫ ∞

−∞

∣∣ψ̂(ω)
∣∣2

|ω| dω < ∞ , (2.2)onde, ψ̂ é a transformada de Fourier de ψ, de�nida 
omo
ψ̂(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞

e−iωxψ(x) dx . (2.3)
Uma importante propriedade das wavelets é que dada uma função ψ ∈ L2(R), então afunção bi-parametrizada ψa,b gerada a partir da ψ, também é de quadrado integrável,



2.1 Wavelet e transformada wavelet 9ou seja, ψa,b ∈ L2(R), uma vez que
∥∥ψa,b(x)

∥∥2 = |a|−1

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ψ
(
x− b

a

)∣∣∣∣
2

dx

=

∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x)
∣∣2dx

=
∥∥ψ(x)

∥∥2 . (2.4)A transformada de Fourier de ψa,b(x) é dada por
ψ̂a,b(ω) = |a|−1/2 1√

2π

∫ ∞

−∞

e−iωxψ

(
x− b

a

)
dx

=
√

|a| e−ibωψ̂(aω) . (2.5)

Figura 2.1: Grá�
o da wavelet de Haar.Um dos exemplos mais 
lássi
os na teoria das wavelets, é a wavelet de Haar.Ela foi proposta em 1909 pelo matemáti
o húngaro Alfred Haar. A transformada deHaar é um 
aso parti
ular de transformada wavelet dis
reta, onde a wavelet de Haar éum pulso quadrado de�nido por:
ψ(x) =





1 , se 0 ≤ x < 1
2

−1 , se 1
2
≤ x < 1

0 , para qualquer outro valor de x . (2.6)
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osEntão, a transformada de Fourier é dada por
ψ̂(ω) =

1√
2π

[
sen
(
ω
4

)]2
(
ω
4

) e−i(ω−π)/2 (2.7)e a 
ondição de admissibilidade
∫ ∞

−∞

∣∣ψ̂(ω)
∣∣2

|ω| dω =
8

π

∫ ∞

−∞

∣∣sen
(
ω
4

)∣∣4

ω3
dω <∞ . (2.8)Podemos ver na Figura 2.1, que a wavelet de Haar é bem lo
alizada1 no domínio dotempo, apesar de não ser 
ontínua. O valor absoluto de sua transformada de Fourier,∣∣ψ̂(ω)

∣∣, plotada na Figura 2.2, mostra 
laramente que a wavelet de Haar tem lo
alizaçãopobre no domínio da frequên
ia e também que ela não tem suporte 
ompa
to nessedomínio.

Figura 2.2: Grá�
o do módulo da transformada de Fourier da wavelet de Haar.A função ∣∣ψ̂(ω)∣∣ é par e atinge seu ponto de máxima frequên
ia em ω0 ≈ 4, 662.Sua taxa de de
aimento é de ω−1 quando ω → ∞, ou seja, o de
aimento é lento emvirtude da des
ontinuidade de ψ, de modo que essa natureza des
ontínua é sua maiorfraqueza em muitas apli
ações. No entanto, a wavelet de Haar é um dos exemplosmais fundamentais que ilustram a prin
ipal 
ara
terísti
a da teoria geral das wavelets,
onforme oTeorema 1. Sejam ψ uma wavelet e ϕ uma função integrável e limitada. Então a
onvolução (ψ ∗ ϕ) é uma wavelet.1Conforme [7℄, dizemos que uma função y = f(x) é bem lo
alizada num espaço, por exemplo em
R2, se a maior parte dos pontos y da imagem são nulos, ou pelo menos próximo de zero, ex
eto paraalguns valores de x próximos de um x0 �xado.



2.1 Wavelet e transformada wavelet 11Demonstração. Com efeito,
∫ ∞

−∞

∣∣(ψ ∗ ϕ
)
(x)
∣∣2dx =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

ψ(x− u)ϕ(u)du

∣∣∣∣
2

dx

≤
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x− u)
∣∣∣∣ϕ(u)

∣∣du
)2

dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x− u)
∣∣∣∣ϕ(u)

∣∣1/2∣∣ϕ(u)
∣∣1/2du

)2

dx

≤
∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x− u)
∣∣2∣∣ϕ(u)

∣∣du
∫ ∞

−∞

∣∣ϕ(u)
∣∣du
)
dx

≤
∫ ∞

−∞

∣∣ϕ(u)
∣∣du
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x− u)
∣∣2∣∣ϕ(u)

∣∣dxdu

=

(∫ ∞

−∞

∣∣ϕ(u)
∣∣du
)2 ∫ ∞

−∞

∣∣ψ(x)
∣∣2dx < ∞ , (2.9)mostrando que (ψ ∗ ϕ

)
∈ L2(R), uma vez que ϕ é limitada. Além disso, do teoremada 
onvolução [8℄, temos

∫ ∞

−∞

∣∣ ̂(ψ ∗ ϕ
)
(ω)
∣∣2

|ω| dω =

∫ ∞

−∞

∣∣ψ̂(ω)ϕ̂(ω)
∣∣2

|ω| dω

=

∫ ∞

−∞

∣∣ψ̂(ω)
∣∣2

|ω|
∣∣ϕ̂(ω)

∣∣2dω

≤ sup
{∣∣ϕ̂(ω)

∣∣2
}∫ ∞

−∞

∣∣ψ̂(ω)
∣∣2

|ω| dω < ∞ . (2.10)Logo, a função (ψ ∗ ϕ
)
(x) é uma wavelet.Como uma apli
ação imediata do Teorema 1, vamos tomar a wavelet de Haarde�nida na equação (2.6) e vamos 
onvolu
ioná-la 
om a seguinte função

ϕ(x) =





0 , se x < 0

1 , se 0 ≤ x ≤ 1

0 , se x > 1

. (2.11)Assim, obtemos a função (ψ ∗ ϕ
)
(x) 
ontínua mostrada na Figura 2.3.
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os

Figura 2.3: Grá�
o da wavelet 
ontínua (ψ ∗ ϕ
)
(x).Mas, se 
onvolu
ionarmos a wavelet de Haar (2.6) 
om a função φ(x) = e−x

2 ,obtemos a função suave na Figura 2.4.

Figura 2.4: Grá�
o da wavelet suave (ψ ∗ φ
)
(x).De�nição 2. Sejam ψ ∈ L2(R) uma função de quadrado integrável e ψa,b uma famíliade funções bi-parametrizadas geradas a partir de ψ, dada por

ψa,b(x) = |a|−1/2ψ

(
x− b

a

)
, (2.12)onde as 
onstantes a, b ∈ R 
om a 6= 0. Assim, a transformada integral Wψ de�nidasobre L2(R) via

(
Wψf

)
(a, b) =

∫ ∞

−∞

f(x)ψa,b(x)dx

= 〈f, ψa,b〉 (2.13)é 
hamada de transformada wavelet 
ontínua de f , sendo f qualquer função bemde�nida em L2(R).



2.1 Wavelet e transformada wavelet 13A função ψ é frequentemente 
hamada de wavelet �mãe� ou wavelet analisadora;o parâmetro �b� pode ser interpretado 
omo uma translação temporal ou espa
ial,dependendo do 
ontexto em que ele está inserido; já a 
onstante �a� geralmente éinterpretada 
omo um parâmetro de es
ala que mede o grau de dilatação ou 
ontração.A transformada wavelet 
ontínua de f não é úni
a, 
omo é o 
aso da transformadade Fourier, mas qualquer transformação obtida segundo a De�nição 2 usando umafunção ψ arbitrária, e que obedeça a 
ondição de admissibilidade (2.2), satisfará asexigên
ias de transformada wavelet.Para uma abordagem n-dimensional, 
omo é o 
aso tratado nos Capítulos 3 e 4desta tese, na próxima subseção faremos uma releitura das duas de�nições enun
iadasa
ima, usando a notação multi-índi
e de S
hwartz.
2.1.2 Wavelets na notação multi-índi
e de S
hwartzNesta subseção, vamos revisitar algumas de�nições e propriedades bási
as daswavelets apresentadas na subseção anterior, onde agora usaremos a notação padrão deS
hwartz para multi-índi
es. Sejam Rn o espaço real eu
lidiano n-dimensional 
ujospontos genéri
os nele 
ontidos serão denotados pela n-upla x = (x1, x2, . . . , xn) e Cn oespaço 
omplexo n-dimensional onde quaisquer pontos nele 
ontidos serão denotadospela n-upla z = (z1, z2, . . . , zn), tais que as operações de soma e produto por um es
alar
λ ∈ R, são dados por





x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

λx = (λx1, λx2, . . . , λxn)
(2.14)e o produto interno é

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn , (2.15)onde x ≥ 0 signi�
a x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0. Como 
onsequên
ia da de�nição doproduto interno, temos
|x| = (x21 + x22 + · · ·+ x2n)

1/2 . (2.16)Além disso, de�nimos α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ N0, onde N0 é o 
onjunto dos
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osinteiros não-negativos, tal que o 
omprimento de α é a 
orrespondente norma ℓ1 dadapor |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn , onde




α + β signi�
a (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn)

α ≥ β signi�
a (α1 ≥ β1, α2 ≥ β2, . . . , αn ≥ βn)

(2.17)e 



α! = α1!α2! . . . αn!

xα = xα1

1 x
α2

2 . . . xαn
n

. (2.18)Já um operador diferen
ial atuando em uma função, ϕ, neste formalismo é des
rito
omo
Dαϕ(x) = (−i)|α|

(
∂α1

∂xα1

1

)
. . .

(
∂αn

∂xαn
n

)
ϕ(x)

= (−i)|α|∂
αϕ(x1, x2, . . . , xn)

∂xα1

1 ∂x
α2

2 . . . ∂xαn
n

, (2.19)onde a 
onstante (−i) foi introduzida para fa
ilitar os 
ál
ulos da transformada deFourier e onde os ∂j signi�
am a diferen
iação 
om respeito à j-ésima variável. Paraum melhor entendimento, veja oExemplo 1. Considere o operador diferen
ial no formalismo de S
hwartz (2.19).Se n = 3 e (α1 = 2, α2 = 0, α3 = 5), temos que
χ = (x1, x2, x3)

= (x, y, z)Logo, |α| = α1 + α2 + α3 = 2 + 0 + 5 = 7, de modo que
Dαϕ(χ) = (−i)7 ∂

7ϕ(x1, x2, x3)

∂x21∂x
0
2∂x

5
3

= i
∂7ϕ(x, y, z)

∂x2∂z5

�Consideremos dois espaços n-dimensionais, o espaço-x e o espaço-k, 
om a trans-



2.1 Wavelet e transformada wavelet 15formada de Fourier de�nida por
f̂(k) = F

[
f(x)

]
(k) =

∫

Rn

f(x)e−i〈k,x〉 dnx , (2.20)de modo que a fórmula da transformada inversa é dada por
f(x) = F

−1
[
f̂(k)

]
(x) =

1

(2π)n

∫

Rn

f̂(k)ei〈k,x〉 dnk , (2.21)onde a variável k sempre perten
erá ao 
onjunto dos números reais, enquanto que avariável x, tanto poderá perten
er aos reais 
omo aos 
omplexos. Quando ela for 
om-plexa, será denotada por z = x+ iy.De�nição 3. Uma wavelet é uma função 
omplexa ψ avaliada no espaço das funçõesde quadrado integrável L2(Rn, dnx) e satisfazendo a 
ondição de admissibilidade
Cψ = (2π)n

∫ |ψ̂(k)|2
|k|n dnk <∞ , (2.22)onde ψ̂ é a transformada de Fourier de ψ. Tal 
ondição, permite a existên
ia datransformada inversa de wavelet.Se ψ é su�
ientemente regular, pelo menos o su�
iente para admitirmos que

ψ ∈ L1(Rn, dnx) ∩ L2(Rn, dnx), então a 
ondição de admissibilidade é equivalente a
ψ̂(0) = 0 ⇔

∫
ψ(x)dnx = 0 , (2.23)o que simplesmente signi�
a que a wavelet tem média nula.De�nição 4. A transformada wavelet 
ontínua de uma distribuição temperada f(x) ∈

S ′(Rn) 
om respeito a alguma wavelet �mãe� , ψ, é de�nida 
onforme o seguinte ope-rador 
onvolução
Wψf(x

′, ℓ) = 〈f(x), ψx′,ℓ(x)〉

=

∫
ψx′,ℓ(x)f(x) d

nx

, (2.24)onde
ψx′,ℓ(x) =

1

ℓn
ψ
(
ℓ−1 (x− x′)

)
, (2.25)
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ossendo ℓ ∈ R+ o parâmetro de es
ala de dilatação (ou 
ontração) 
om o qual analisamosa distribuição temperada f(x) e x′ ∈ Rn o parâmetro de translação 
orrespondente àposição da wavelet �mãe� ψ.Nota 1. Ao longo desta tese a transformada de Fourier, a transformada wavelet e osvalores limites das funções analíti
as serão sempre interpretados no sentido distribu-
ional.Note que a transformada wavelet 
ontínua (2.24) pode ser rees
rita 
omo
Wψf(x

′, ℓ) =
1

(2π)n

∫
Ŵψf(k, ℓ)e

i〈k,x′〉 dnk , (2.26)onde
Ŵψf(k, ℓ) = ψ̂(ℓk)f̂(k) , (2.27)é a transformada de Fourier de Wψf . Como 
onsequên
ia temos oLema 1. Para qualquer função f ∈ L2(Rn), tem-se que

F [Wψf(x
′, ℓ)](k, ℓ) =

∫

Rn

Wψf(x
′, ℓ)e−i〈k,x

′〉dnx

= ψ̂(ℓk)f̂(k) ,

(2.28)isto é, a transformada de Fourier da transformada wavelet de f é exatamente o produtoda transformada de Fourier da wavelet analisadora ψ pela transformada de Fourier dafunção f .Demonstração. Partindo diretamente da equação (2.24), têm-se que
Wψf(x

′, ℓ) = (ℓ)−n
∫

Rn

ψ
(
ℓ−1(x− x′)

)
f(x) dnx

=
(ℓ)−n

(2π)n

∫

Rn

∫

Rn

ψ
(
ℓ−1(x− x′)

)
ei〈k,x〉f̂(k) dnx dnk

=
(ℓ)−n

(2π)n

∫

Rn

∫

Rn

ψ
(
ℓ−1(x− x′)

)
ei〈k,x〉 dnx f̂(k) dnk

=
(ℓ)−n

(2π)n

∫

Rn

[ ∫

Rn

ψ
(
ℓ−1(x− x′)

)
e−i〈k,x〉 dnx

]
f̂(k) dnk



2.1 Wavelet e transformada wavelet 17Neste ponto, faremos a seguinte mudança de variável
y = ℓ−1(x− x′) ,assim,
x = ℓy + x′ ,de modo que
dnx = ℓndny .Retornando, temos

Wψf(x
′, ℓ) =

(ℓ)−n

(2π)n

∫

Rn

[ ∫

Rn

ψ(y)e−i〈k,(ℓy+x′)〉 ℓn dny

]
f̂(k) dnk

Wψf(x
′, ℓ) =

1

(2π)n

∫

Rn

[ ∫

Rn

ψ(y)e−i〈ℓk,y〉 dny

]
ei〈k,x

′〉f̂(k) dnk

=
1

(2π)n

∫

Rn

ei〈k,x
′〉 ψ̂(ℓk)f̂(k) dnk (2.29)Isso signi�
a que

F [Wψf(x
′, ℓ)](k, ℓ) = ψ̂(ℓk)f̂(k) . (2.30)Finalmente, o resultado segue imediatamente do fato que, no espaço de Fourier, aswavelets dire
ionais tratadas no próximo 
apítulo são reais.

Nota 2. O domínio de uma transformada wavelet é usualmente o espaço das funçõesde quadrado integrável L2, mas o Lema 1 pode ser estendido para o espaço das dis-tribuições temperadas S ′(Rn), o qual é o dual do espaço de S
hwartz S (Rn). Emparti
ular, na Nota 4 será observado que a 
lasse de wavelets 
�ni
as perten
e aoespaço S (Rn). Isto nos permite de�nir a transformada wavelet dire
ional de umadistribuição temperada f ∈ S ′(Rn) de tal maneira que a transformada wavelet de
f produza uma função no espaço de fase, 
ujas singularidades de alta-frequên
ia sãopre
isamente os elementos do 
onjunto de frente de ondas analíti
o de f .
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os2.2 Análise mi
rolo
alAs singularidades de uma dada distribuição u podem ser des
ritas por um sub-
onjunto de Rn, 
hamado o suporte singular de u e denotado por SS(u). Espe
i�
a-mente, se u é uma distribuição em um 
onjunto aberto Ω ⊂ Rn, o SS(u) é o menorsub
onjunto fe
hado relativo a Ω, tal que u ∈ C∞
(
Ω \ SS(u)

). Um grande avanço,introduzido por Hörmander e Duistermaat, foi a ideia de 
onsiderar que as singu-laridades da distribuição u são melhor des
ritas pelo sub
onjunto de todos os paresordenados (x, k) do espaço de fase, 
hamado 
onjunto de frente de ondas WF (u) deuma distribuição2, o qual representa um re�namento da noção de suporte singular deuma distribuição. O 
on
eito de 
onjunto de frente de ondas está fundamentado naanálise que investiga a suavidade de uma distribuição próxima a um ponto em Rn,via a propriedade de de
aimento da transformada de Fourier de lo
alizações em tornodeste ponto. Neste 
aso, os pares (x, k) não somente nos dizem em quais pontos o
or-rem uma singularidade, mas também espe
i�
am as direções singulares �k� no espaçodual responsáveis pelo �mau� 
omportamento da transformada de Fourier û(k) quando
k → ∞, que por sua vez, são responsáveis pela não-suavidade de u, no ponto �x�no espaço das posições. Assim, usualmente estaremos interessados nos k 6= 0, já quefaremos uso da transformada de Fourier. Em resumo, a ideia 
entral da análise deHörmander e Duistermaat, também 
hamada de análise mi
rolo
al, é a transferên
iado estudo de singularidades de distribuições do espaço das 
on�gurações, para o espaçode fase Rn

x × (Rn
k \ {0}) de dimensão 2n, muito embora as distribuições sejam de�nidassobre o espaço n-dimensional [9℄.2.2.1 A propagação de singularidadesAs ideias embrionárias no estudo do 
onjunto de frente de ondas tiveram 
omoprin
ipal motivação a resolução quantitativa e qualitativa de Equações Diferen
iais Par-
iais (EDP), espe
ialmente o estudo pormenorizado do problema de Cau
hy 
om EDPshiperbóli
as. Na história da Matemáti
a e da Físi
a estão relatadas que, para 
om-preender tais ideias e dar uma expli
ação 
on
ebível, muitos físi
os teóri
os e matemáti-
os �zeram amplo estudo sobre a teoria da propagação, re�exão e refração da onda.No último sé
ulo muito progresso foi feito, parti
ularmente por: J. Hadamard, I. G.Petrovsky, L. Garding, P. D. Lax [10℄ et
. Suas 
ontribuições melhoraram 
onsiderav-2Usaremos a abreviação WF (u) para o Conjunto de Frente de Ondas (do inglês Wavefront Set).



2.2 Análise mi
rolo
al 19elmente a 
ompreensão das propriedades das soluções das EDP que des
revem váriostipos de movimento ondulatório. Com o intuito �nal de estudar um famoso sistema deEDPs hiperbóli
as lineares de primeira ordem 
onhe
ido 
omo equações de Maxwell,faremos uma super�
ial revisão na teoria das EDPs fo
alizando na bus
a pelos doiselementos primordiais na análise do 
onjunto de frente de ondas: a lo
alização e adireção de propagação das os
ilações 
om alta-frequên
ia.Ini
iaremos apresentando o teorema 
lássi
o da propagação de singularidadese para tanto, 
onsideraremos alguns exemplos, de�nições e teoremas muito bem dis-
utidos na referên
ia [11℄, 
omeçando 
om um problema envolvendo a EDP linear deprimeira ordem no espaço R2:
a(x, y)

∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
= c(x, y) , (2.31)onde a(x, y), b(x, y) e c(x, y) são funções in�nitamente diferen
iáveis, ou seja, de 
lasse

C∞, 
om a(x, y) e b(x, y) obede
endo a 
ondição a2 + b2 6= 0. A equação (2.31) podeser resolvida usando o método das 
ara
terísti
as [12℄. A té
ni
a 
onsiste em en
ontrar
γ

Figura 2.5: Curvas 
ara
terísti
as planas.
urvas 
ara
terísti
as ao longo das quais a EDP torna-se uma equação diferen
ial or-dinária (EDO). A resolução da EDO ao longo das 
urvas 
ara
terísti
as, é uma soluçãopara a EDP original. As 
ara
terísti
as de (2.31) são solução do seguinte sistema:




dx

ds
= a(x, y)

dy

ds
= b(x, y)

. (2.32)
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osSuponhamos que exista uma 
urva parametrizada
γ :





x = ξ(t)

y = η(t)

u = ζ(t)

, (2.33)
onde ξ(t), η(t) e ζ(t) são 
ontinuamente diferen
iáveis, obede
endo [dξ

dt

]2
+

[
dη

dt

]2
6= 0.O problema que 
onsiste em pro
urar uma função u(x, y) satisfazendo a equação (2.31)e a 
ondição ini
ial

u
(
ξ(t), η(t)

)
= ζ(t) , (2.34)é 
hamado problema de Cau
hy. Para resolvermos este problema, primeiro temos queresolver o sistema de EDOs (2.32) 
om o dado ini
ial





x(0) = ξ(t)

y(0) = η(t)
, (2.35)de modo que a solução do problema de valor ini
ial é uma família de 
urvas 
om umparâmetro t, des
ritas por 




x = ξ(s, t)

y = η(s, t)
. (2.36)A família de 
urvas integrais 
obre uma vizinhança Ω de x = ξ(t) e y = η(t). Se amatriz Ja
obiana for não-nula, ∂(x, y)

∂(s, t)
6= 0, em qualquer ponto de Ω ⊂ R2, então existeum homomor�smo do espaço (s, t) em (x, y).Como as 
urvas 
ara
terísti
as são 
urvas ao longo das quais a EDP pode seres
rita 
omo uma derivada total





du

ds
= c
(
x(s, t), y(s, t)

)

u|s=0 = ζ(t)
, (2.37)integrando, 
hegamos à função u(s, t). Assim, usando a transformação inversa de(2.36), obtemos a solução u(x, y) do problema (2.31) e (2.32). Obviamente, já que asfunções a e b dependem apenas das variáveis x e y, então, o pro
edimento de resoluçãodos dois problemas de valores ini
iais listados a
ima, é equivalente a resolver o seguinte
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al 21problema 



dx

ds
= a ;

dy

ds
= b ;

dz

ds
= c

x|s=0 = ξ(t) ; y|s=0 = η(t) ; z|s=0 = ζ(t)

. (2.38)Os argumentos a
ima são usuais e também podem ser en
ontrados na Referên
ia [13℄.Vamos agora analisar a singularidade da solução para o problema a
ima. Nesse
ontexto, sabemos que singularidade é o ant�nimo de regularidade, de modo que na
lasse de funções suaves C∞, qualquer ponto onde a solução não é C∞, pode ser 
on-siderado 
omo um ponto singular. Portanto, mesmo para uma função 
ontinuamentediferen
iável u(x, y), podemos também dis
utir o 
onjunto dos pontos singulares desuas derivadas. Suponha que a solução u(x, y) da EDP (2.31) seja de 
lasse C∞ noponto (x1, y1), então, podemos representar uma 
urva suave,
γ : x = ξ1(t) ; y = η1(t) , (2.39)passando por (x1, y1), tal que a direção tangen
ial de γ seja transversal ao 
ampovetorial em todos os pontos. Denotando por ζ1(t) = u

(
ξ1(t), η1(t)

) e usando os pro
e-dimentos men
ionados a
ima, a integral de superfí
ie da equação (2.31) passando por(
ξ1(t), η1(t), ζ1(t)

), nada mais é do que u = u(x, y). Ademais, as funções x(s, t) e y(s, t)obtidas, são suaves, já que a solução u(x, y) e a 
urva γ são, por hipótese, de 
lasse
C∞ no ponto (x1, y1). Além disso, a matriz Ja
obiana

∂(x, y)

∂(s, t)
= a η′1(t)− b ξ′1(t) 6= 0 , (2.40)impli
a que u(x, y) é de 
lasse C∞ em qualquer ponto ao longo de todas as 
ara
terís-ti
as passando por (x1, y1, u(x1, y1)). Re
ipro
amente, se u(x, y) não for de 
lasse C∞em um ponto (x2, y2), então u(x, y) também não será de 
lasse C∞ ao longo da 
urva
ara
terísti
a inteira que passa por (x2, y2), devido à singularidade do problema devalor ini
ial da EDO. Em outras palavras, pode-se 
ompreender que, a singularidadede uma solução diferen
iável se propaga ao longo das 
ara
terísti
as da equação.Existem diferentes extensões da 
on
lusão a
ima, uma delas, é que se uma dadasolução suave por partes da EDP (2.31) tem des
ontinuidade fra
a (des
ontinuidade dasderivadas) sobre uma 
urva, então esta 
urva deve ser 
ara
terísti
a da equação. Paramelhor 
ompreendermos tal a�rmação, 
onsideremos o seguinte exemplo envolvendoum problema de valor ini
ial.
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osExemplo 2. Resolva o problema de Cau
hy




−y∂u
∂x

+ x
∂u

∂y
= 8xy

u(x, 0) = f(x) , x > 0

. (2.41)
Começaremos 
al
ulando as 
urvas 
ara
terísti
as planas da EDP em (2.41).Pro
uramos então 
urvas s→ (

α(s), β(s)
) satisfazendo a 
ondição (2.32), isto é





α′(s) = −β(s)

β ′(s) = α(s)
.Multipli
ando a primeira equação por α(s), a segunda por β(s) e somando, obtemos

α(s)α′(s) + β(s)β ′(s) = 0

⇒ d

ds

[
α(s)2 + β(s)2

]
= 0

⇒ α(s)2 + β(s)2 = 
onstante.Portanto, as 
urvas 
ara
terísti
as planas da EDP em (2.41) são 
ír
ulos 
entradosna origem. Como a 
urva ini
ial γ é o semi-eixo y = 0, x > 0, então γ inter
eptaortogonalmente 
ada 
ara
terísti
a plana em exatamente um ponto e todos os pontosem R2 \ {0} estão em algumas dessas 
ara
terísti
as.
b

Curva inicialγ

Curvas características planas

(x, y)

Figura 2.6: Cír
ulos 
entrados na origem.
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ír
ulo de raio r 
entrado na origem, a EDP �
a
d

dθ

[
u(r cos θ, rsenθ)

]
= 8r2senθ cos θ .Usando então 
oordenadas polares para integrar a EDP, obtemos

u(x, y) =

∫ θ(x,y)

0

8r2senθ cos θ dθ + u(r, 0)

= 4r2sen2θ
∣∣∣
θ=θ(x,y)

θ=0
+ f(r)

= 4y2 + f
(√

x2 + y2
)
. (2.42)Com isso, a solução geral do problema (2.41) é dada por

u(x, y) = 4y2 + f
(√

x2 + y2
)
, ∀ (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} . (2.43)Observe que na origem, 
omo √x2 + y2 não é derivável, a diferen
iabilidade de udepende de f . Por exemplo, se tomarmos a função f 
omo sendo

f(x) =





x2 , se 0 ≤ x ≤ 1

1 , se x > 1
,obtemos 
omo solução

-1.0
-0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0
-0.5

0.0
0.5

1.0

0

1

2

3

4

Figura 2.7: Grá�
o da solução (2.44) do problema de Cau
hy.
u(x, y) =





x2 + 5y2 , se x2 + y2 ≤ 1

1 + 4y2 , se x2 + y2 > 1
. (2.44)
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osNote que u ∈ C(R2) mas u não é diferen
iável no 
ír
ulo x2 + y2 = 1. A função usatisfaz a equação diferen
ial no interior e no exterior deste 
ír
ulo, que é pre
isamentea 
ara
terísti
a plana passando pelo ponto (1, 0).Analisando gra�
amente essa solução u(x, y) 
onforme a Figura 2.7, de fato ob-servamos que existe uma �quina�, ou seja, uma não-diferen
iabilidade no 
onjunto dospontos do grá�
o, 
uja projeção no plano-xy é exatamente a equação x2 + y2 = 1.Assim, a des
ontinuidade fra
a de u sobre o 
ír
ulo nos forne
e a 
ara
terísti
a daequação. �Desse ponto em diante, observaremos que as 
on
lusões a
ima ainda são válidaspara EDPs de maior ordem. Para ver isto, 
onsidere uma EDP linear de ordem m,dada por
∑

α1+···+αn=α
|α| ≤ m

aα1,...,αn
(x)

∂αu

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

= f(x1, . . . , xn) (2.45)de modo que sua solução fra
amente des
ontínua é de�nida por:De�nição 5. Suponhamos que exista uma superfí
ie S de 
lasse C∞ no domínio Ω ⊆
Rn, onde a função u(x1, . . . , xn) é de�nida. Se u ∈ C∞(Ω \ S) é uma solução da EDP(2.45), u ∈ Cm−1(Ω) e a m-ésima derivada de u tem des
ontinuidade de primeira 
lasseem S, então u é 
hamada de solução fra
amente des
ontínua da EDP (2.45).Para a EDP (2.45) a superfí
ie φ(x1, . . . , xn) = 0 é 
hamada sua superfí
ie
ara
terísti
a, se a igualdade:

∑

α1+···+αn=α
|α|=m

aα1,...,αn
(x)

(
∂φ

∂x1

)α1

. . .

(
∂φ

∂xn

)αn

= 0 (2.46)é satisfeita em 
ada ponto sobre φ = 0.Teorema 2. Se u(x1, . . . , xn) é uma solução fra
amente des
ontínua da EDP (2.45),então a superfí
ie portando a des
ontinuidade fra
a de u deve ser uma superfí
ie 
a-ra
terísti
a.Demonstração. A prova deste teorema se en
ontra na Referen
ia [11℄, Pág. 4.
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al 25Nota 3. O teorema a
ima a�rma que a des
ontinuidade da m-ésima derivada dasolução da EDP (2.45), está sempre distribuída sobre a superfí
ie 
ara
terísti
a. Estefato também é válido para singularidades fra
as. Isto é, se u(x1, . . . , xn) é uma soluçãode 
lasse Ck da EDP (2.45) 
om k ≥ m e as (k + 1)-ésimas derivadas tem des
on-tinuidade de primeira 
lasse em S, então S deve ser uma 
ara
terísti
a da EDP (2.45).Uma 
onsequên
ia imediata do Teorema 2 e da Nota 3 é que a singularidadede soluções fra
amente singulares devem ser distribuídas sobre a superfí
ie 
ara
terís-ti
a. No entanto, geralmente singularidades podem não apare
er em ponto algum deuma dada superfí
ie 
ara
terísti
a. Assim, somos impelidos a fazer a seguinte per-gunta: 
omo podemos forne
er uma informação mais pre
isa sobre a distribuição dassingularidades da solução? Mais adiante, seremos 
apazes de responder tal questãoatravés do estudo do 
onjunto de frente de ondas.De�nição 6. Tomando a equação (2.46) 
omo uma EDP de primeira ordem, suas
ara
terísti
as são 
hamadas bi
ara
terísti
as da EDP (2.45) de ordem m.Desse modo, denotaremos a equação (2.46) 
omo
H

(
x1, . . . , xn,

∂φ

∂x1
, . . . ,

∂φ

∂xn

)
= 0 . (2.47)Assim, apli
ando o método usual das 
ara
terísti
as, para uma dada solução φ, asolução do sistema de equações diferen
iais ordinárias

dxi
ds

=
∂H

∂pi
, (2.48)satisfazendo a 
ondição ini
ial xi(0) = xi0, é 
hamada de 
ara
terísti
as da EDP (2.46).Denotando p = ∂φ

∂xi
(x1, . . . , xn) sobre a superfí
ie φ = 0, temos que

dxi
ds

=
∑

j

∂2φ

∂xi∂xj

dxj
ds

=
∑

j

∂2φ

∂xi∂xj
Hpj . (2.49)
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osAlém disso, diferen
iando a equação (2.46), temos
Hxi +

∑

j

Hpj

∂2φ

∂xi∂xj
= 0 .Assim, os pi(s) satisfazem

dpi
ds

= −∂H
∂xi

(
x, φx

)
. (2.50)Consequentemente, (x1(s), . . . , xn(s), p1(s), . . . , pn(s)) satisfará o sistema





dxi
ds

=
∂H

∂pi
dpi
ds

= −∂H
∂xi

(i = 1, . . . , n) , (2.51)onde os argumentos de H são x1, . . . , xn e p1, . . . , pn. A solução do sistema (2.51) étambém 
hamada de faixa-bi
ara
terísti
a da EDP (2.45) e a bi
ara
terísti
a destaEDP é a projeção desta faixa-bi
ara
terísti
a. Por exemplo, a projeção de uma faixa-bi
ara
terísti
a em R3 gera uma 
urva 
araterísti
a γ no plano-xy, 
omo mostra aFigura 2.8.

x

z

y

γ

Faixa-bi
ara
terísti
a

Curva bi
ara
terísti
a
(Geodésicas nulas)Figura 2.8: Projeção da faixa-bi
ara
terísti
a em R3.Agrupando essas ideias, enun
iaremos o seguinteTeorema 3. As singularidades das soluções fra
amente des
ontínuas da EDP linearde ordem m (2.45) sobre a superfí
ie 
ara
terísti
a φ = 0, se propagam ao longo dasbi
ara
terísti
as.Demonstração. A prova deste teorema se en
ontra na Referen
ia [11℄, Pág. 6.
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al 27Em outras palavras, uma 
ara
terísti
a φ é uma hipersuperfí
ie nula3 de modoque, existe em 
ada ponto Q de φ uma úni
a direção nula que é tanto normal quantotangen
ial em φ. As 
urvas sobre φ que são tangen
iais a este 
ampo de direções nulas,são 
hamadas bi
ara
terísti
as. Desse modo, as bi
ara
terísti
as são geodési
as nulas(Teorema 3.2.2 da Referên
ia [14℄) ao longo das quais as singularidades das soluçõesda EDP (2.45) se propagam. Como exemplo, veja o problema dis
utido no Apêndi
eA, mostrando que uma onda ópti
a (raio de luz) se propaga em linha reta em um meiohomogêneo.Assim, a dis
ussão a
ima indi
a dois importantes fatos:
i) Com respeito às soluções de equações diferen
iais par
iais lineares, as os
ilações
om alta frequên
ia se propagam ao longo das bi
ara
terísti
as, 
omo dis
utidopara singularidades.
ii) O 
aminho de propagação da os
ilação 
om alta frequên
ia, depende não somenteda lo
alização onde o
orre a os
ilação (pontos singulares), mas também da direçãode tais os
ilação (
urva 
ara
terísti
a).Estes fatos nos dão um es
lare
imento de que as singularidades das soluções devemser des
ritas usando a lo
alização e a direção 
omo dois elementos fundamentais, e o
aminho de propagação dependerá de ambos. Na verdade, este é um 
on
eito impres-
indível para a análise de singularidades na teoria moderna das equações diferen
iaispar
iais, na análise de propagadores na teoria quânti
a de 
ampos e em muitas outrasáreas da físi
a e da matemáti
a. Com base neste 
on
eito, dis
utiremos a partir deagora, o que vem a ser análise mi
rolo
al e 
onjunto de frente de ondas.

Figura 2.9: Frente de ondas planas.3Um 
onhe
ido exemplo de uma hipersuperfí
ie nula é o 
one de luz.
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os2.2.2 Conjunto de frente de ondasVamos agora introduzir o método matemáti
o ne
essário para investigar as sin-gularidades de distribuições. A teoria da análise mi
rolo
al foi desenvolvida por LarsHörmander (medalha Fields de 1962) e Johannes Jisse Duistermaat na dé
ada de 70
om o objetivo de analisar soluções de equações diferen
iais par
iais, 
onforme os ar-tigos originais [15, 16℄. A análise mi
rolo
al estuda o 
omportamento singular de umadistribuição no espaço de todos os possíveis pares ordenados (x, k) de posição e mo-mento (o espaço de fase). Em parti
ular, este estudo nos permite responder questõesbási
as, tais 
omo:
� quando o produto de duas distribuições é bem de�nido, o que é formalmentemostrado pelo 
ritério de Hörmander [9℄;
� em quais direções se propagam as polarizações das soluções das equações deMaxwell, o que é pormenorizadamente estudado na análise de propagação do
onjunto de polarização [17℄.Um 
on
eito fundamental na análise mi
rolo
al, é o 
on
eito de 
onjunto de frentede ondas. O termo �
onjunto de frente de ondas� foi 
unhado por Lars Hörmander,ao 
onsiderar a analogia existente entre o estudo da propagação de singularidades dedistribuições via o método de análise das 
urvas 
ara
terísti
as e a 
onstrução 
lássi
ada propagação de ondas de Huygens4.

Frente de onda no tempot+∆t

Frente de onda no tempotFigura 2.10: Propagação de ondas de Huygens.A de�nição do 
onjunto de frente de ondas foi motivada por uma versão doteorema de Paley-Wiener, que 
ara
teriza uma função suave, ou de 
lasse C∞, 
om4Huygens 
on
luiu que 
ada ponto lo
alizado na frente de onda se 
omporta 
omo uma nova fontepontual de emissão de novas ondas esféri
as, que ao se somarem, formam uma nova frente de onda eassim 
onse
utivamente.
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rolo
al 29suporte 
ompa
to por uma 
ondição de de
res
imento assintóti
o sobre sua transfor-mada de Fourier.Teorema 4 (Teorema de Paley-Wiener para C∞
0 ). O espaço das funções suaves
om suporte 
ompa
to é isomorfo, via transformada de Fourier, ao espaço de funçõesholomorfas inteiras. Em outras palavras, uma função inteira F sobre Cn é a trans-formada de Fourier de uma dada distribuição u ∈ C∞
0 in�nitamente diferen
iável 
omsuporte 
ompa
to se, e somente se, para 
ada inteiro N > 0 existe uma 
onstante CN ,tal que a estimativa

∣∣F (z)
∣∣ ≤ CN

(
1 + |z|

)−N
eB|Imz| , ∀ z ∈ Cn , (2.52)é satisfeita, onde B é uma 
onstante positiva.Demonstração. A prova desse teorema se en
ontra na Referên
ia [18℄, Teorema 7.3.1.Em parti
ular, se u perten
e ao espaço dual das funções in�nitamente diferen-
iáveis E ′(Rn), então sobre Rn têm-se o seguinteCorolário 1. Uma distribuição u ∈ E ′(Rn) é suave se, e somente se, para todo N ∈ Nexiste uma 
onstante CN tal que a estimativa

∣∣û(k)
∣∣ ≤ CN

(
1 + |k|

)−N
, (2.53)é satisfeita.Porém, 
onsiderando o 
ontexto em que a distribuição u ∈ E ′(Rn) não é suave;ainda assim pode o
orrer que em 
ertas direções k, sua transformada de Fourier û(k)seja assintoti
amente limitada. Neste 
aso, o 
onjunto formado pelos valores de k paraos quais a transformada de Fourier û(k) ainda satisfaz a estimativa (2.53) é 
hamado
onjunto de direções regulares de u(x). Com efeito, as direções ao longo das quais

û(k) não de
ai su�
ientemente rápido servirão para 
ara
terizar as singularidades de
u(x).
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osDe�nição 7 (Conjunto de frente de ondas). Seja u(x) ∈ E ′(X) uma distribuiçãode suporte 
ompa
to em um 
onjunto aberto X ⊂ Rn. Então, o 
onjunto
WF (u) =

{
(x0, k) ∈ X ×

(
Rn \ {0}

)
; k ∈ ΣX(u)

}
, (2.54)é 
hamado 
onjunto de frente de ondas de u, onde ΣX(u) é o 
omplementar do
onjunto de todas as direções k ∈ Rn \ {0} para os quais existe uma vizinhança 
�ni
a

Γ de k, tal que a transformada de Fourier û é de de
res
imento rápido em Γ.
Γ

k

Figura 2.11: Uma vizinhança 
�ni
a de k.Uma 
onsequên
ia imediata da De�nição 7, é que um ponto x0 é um pontonão-singular (ou regular) de uma distribuição arbitrária u(x), não ne
essariamentede suporte 
ompa
to, em um 
onjunto aberto X ⊂ Rn, se existe uma função 
uto�
φ ∈ C∞

0 (V ), 
om suporte 
ompa
to em uma vizinhança V de x0, de tal forma que atransformada de Fourier
ûφ(k) =

∫
u(x)φ(x)e−ikx dnx , (2.55)é de de
res
imento rápido para todas as direções k ∈ Rn. Em parti
ular, se x0 é umponto singular da distribuição u e a função 
uto� φ ∈ C∞

0 (V ), 
om φ(x0) 6= 0, entãoo produto uφ é de suporte 
ompa
to e é singular no ponto x0.Em suma, dada uma distribuição u(x), não ne
essariamente de suporte 
om-pa
to, em um 
onjunto aberto X ⊂ Rn, para determinar se (x0, k0) ∈ WF (u) éne
essário:
i) lo
alizar u(x) em torno de x0 via uma função 
uto� φ ∈ C∞

0 (V ) 
om suporte emuma vizinhança V de x0;
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ii) 
al
ular a transformada de Fourier de (uφ)(x);
iii) identi�
ar as direções no espaço-k de de
aimento rápido de (ûφ)(k).Para melhor �xarmos tal 
on
eito, 
onsidere os exemplos a seguir.Exemplo 3. Considere um pequeno �ponto� espalhador representado pela distribuição
V (x) = δ(x). Assim, qual é o 
onjunto de frente de ondas da distribuição delta deDira
 WF (δ) ?

bFigura 2.12: Um ponto espalhador.Como a transformada de Fourier
(
V̂ φ
)
(k) =

∫
δ(x)φ(x)e−ikx dx = φ(0) = Constante ,não de
ai em nenhuma direção, então o 
onjunto de frente de ondas é dado por

WF (δ) =
{
(0, k) ; k 6= 0

}
,ou seja, no espaço-k todas as direções são direções de propagação de singularidades.

�Exemplo 4. Considere as duas distribuições de�nidas por
u(ϕ) = lim

ε→0

∫ [
ϕ(x)

x+ iǫ

]
dx (2.56)e

v(ϕ) = lim
ε→0

∫ [
ϕ(x)

x− iǫ

]
dx (2.57)e 
al
ule seus respe
tivos 
onjuntos de frente de ondas. A transformada de Fourier dasdistribuições (2.56) e (2.57) são, respe
tivamente [9℄:
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os
û(k) = −2πi θ(−k) (2.58)e
v̂(k) = 2πi θ(k) (2.59)onde θ são as funções de Heaviside

θ(k) =





1 , se k > 0

0 , se k ≤ 0
(2.60)e

θ(−k) =





0 , se k ≥ 0

1 , se k < 0
. (2.61)Consequentemente, os 
onjuntos de frente de ondas de u e v são dados por

WF (u) =
{
(0, k) ; k ∈ R+ \ {0}

} (2.62)e
WF (v) =

{
(0, k) ; k ∈ R− \ {0}

} (2.63)
�Listaremos agora, algumas das propriedades mais úteis do 
onjunto de frente deondas de distribuições, as quais usaremos nos próximos 
apítulos:

a) o 
onjunto de frente de ondas WF (u) é 
�ni
o, isto é, se (x, k) ∈ WF (u) então
(x, λk) ∈ WF (u) para toda 
onstante real λ > 0;

b) para qualquer operador diferen
ial par
ial linear P , 
om 
oe�
ientes C∞, o 
on-junto de frente de ondas WF (Pu) ⊆WF (u);
c) se u e v são distribuições perten
entes ao dual do espaço de funções in�nitamentediferen
iáveis 
om suporte 
ompa
to D ′(Rn), 
om 
onjuntos de frente de ondas

WF (u) e WF (v), respe
tivamente, então o 
onjunto de frente de ondas da soma
(u+ v) ∈ D ′(Rn) está 
ontido em WF (u) ∪WF (v);

d) o 
onjunto de frente de ondas WF (u) = ∅ se a distribuição u é suave;
e) para toda função suave φ 
om suporte 
ompa
to, têm-se que WF (φu) ⊂WF (u);
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f) a projeção deWF (u) sobre a primeira 
oordenada, π1(WF (u)

)
→ X, 
orrespon-de ao suporte singular SS(u);

g) a projeção de WF (u) sobre a segunda 
oordenada, π2(WF (u)
)
→ ΣX(u), 
or-responde ao 
one em torno de k. Este 
one 
ontém todas as direções responsáveispelo apare
imento de uma singularidade no ponto x0.

k ΣX(u)

Figura 2.13: Cone em torno de k.As propriedades de projeção serão usadas no Capítulo 4, para mostrar que o
onjunto de frente de ondas é um 
aso parti
ular do 
onjunto de polarização de�nidopor Nils Den
ker em [6℄.



Capítulo 3
Transformada Wavelet Dire
ional:Valor Limite Distribu
ional eConjunto de Frente de Onda

As wavelets são objetos relativamente novos em matemáti
a; assim 
omo a teoriadas distribuições, elas têm en
ontrado inúmeras apli
ações nos 
ampos da matemáti
apura e apli
ada, na físi
a e engenharia. A alguns anos J.-P. Antoine e 
olaboradores es-tudaram 
om detalhes uma 
lasse parti
ular de wavelets dire
ionais, a saber as wavelets
�ni
as, 
om o objetivo de determinar as simetrias de um dado padrão 
om respeitoà rotação e dilatação [19, 20℄. No entanto, as exigên
ias da matemáti
a moderna, dafísi
a-matemáti
a e da engenharia trouxeram a ne
essidade de in
orporar ideias daanálise de wavelets na teoria das distribuições e vi
e-versa. Nos últimos anos, algunsautores tem estudado a relação entre wavelets e a teoria das distribuições (veja porexemplo [21�36℄ e Referên
ias lá 
itadas). Parti
ularmente, nas Referên
ias [25,27,31℄os autores investigaram as singularidades de distribuições temperadas via a transfor-mada wavelet. Na Referên
ia [25℄ Moritoh introduziu uma 
lasse de transformadawavelet 
omo uma versão 
ontínua e mi
rolo
al da de
omposição Littlewood-Paley e
omparou o 
onjunto de frente de ondas de�nido via sua transformada wavelet 
omo 
onjunto de frente de ondas de�nido por Hörmander em [18℄. Mais re
entemente,Pilipovi¢ e Vuleti¢ [31℄ deram algumas informações mais pre
isas 
on
ernente ao tra-balho de Moritoh. Eles 
onsideraram uma transformada wavelet espe
ial de Moritohe deram novas de�nições para o 
onjunto de frente de ondas de uma distribuição tem-perada usando essas transformadas wavelets de Moritoh. O prin
ipal resultado em [31℄34



35foi que estes 
onjuntos de frente de ondas são iguais ao 
onjunto de frente de ondas nosentido Hörmander para os 
asos n = 1, 2, 4, 8. Se n ∈ N \ {1, 2, 4, 8}, eles 
ombinaramresultados para dimensões n = 1, 2, 4, 8 e 
ara
terizaram o 
onjunto de frente de on-das ξ-dimensional, onde os ξ são representados 
omo produtos de pontos não-nulos de
Rn1 ,Rn2, . . . ,Rns sendo n1 + n2 + · · ·+ ns = n tal que ni ∈ {1, 2, 4, 8}, i = 1, 2, . . . , s.No artigo [27℄, Navarro apresentou uma wavelet analisadora em S (R2) e um grupode ação irredutível, 
om a propriedade de que a transformada wavelet asso
iada deuma distribuição temperada é singular ao longo do 
onjunto de frente de ondas da dis-tribuição. O resultado mais relevante deste artigo é a relação entre a noção de 
onjuntode frente de ondas e a transformada wavelet de distribuições em S ′(R2). Deve-se notarainda que, a parte 
entral da 
onstrução de Navarro � a ação do grupo irredutível sobre
L2(R2) � é similar à 
onstrução de Kutyniok e Labate [37℄, onde eles 
onsideram umanoção diferente de 
onjunto de frente de ondas baseado no 
on
eito de transformadashearlet 
ontínua.Neste 
apítulo, usando a 
lasse de wavelets 
�ni
as, as quais tem suporte estri-tamente 
ontido em um 
one 
onvexo próprio no espaço-k das frequên
ias, mostramosque uma distribuição f perten
ente ao espaço das distribuições temperadas S ′(Rn),pode ser obtida 
omo uma soma �nita de valores limites de funções analíti
as resul-tantes da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alização da transformadawavelet 
ontínua de f 
om respeito à wavelet analisadora1 ψ. Além disso, 
ara
teriza-mos o 
onjunto de frente de ondas analíti
o de uma distribuição temperada em termosdo 
omportamento de sua transformada wavelet dire
ional. Os prin
ipais resultadosdeste 
apítulo são des
ritos pelo Lema 2 e pelo Teorema 5. No Lema 2, provamosque a transformada wavelet distribu
ional 
om respeito à wavelet dire
ional, é umafunção analíti
a de 
res
imento lento (ou temperado). Ademais, usando este Lema,mostramos que as distribuições temperadas podem ser obtidas 
omo uma soma �nitade valores limites de funções analíti
as de 
res
imento lento, 
ujo resultado se en
ontrano Teorema 5. Na Seção 3.2, apli
amos o Teorema 5 no estudo do 
onjunto defrente de ondas analíti
o de distribuições temperadas. Mostramos que, para uma dadadistribuição f ∈ S ′(Rn), a transformada de f 
om respeito à wavelet 
�ni
a é de�nidade tal maneira que a transformada wavelet dire
ional de f produz uma função no es-paço de fase, 
ujas singularidades de alta-frequên
ia são pre
isamente os elementos do
onjunto de frente de ondas analíti
o de f . Em [39℄, Hörmander introduziu a noção1Do termo em inglês analyzing wavelet, que signi�
a a dilatação e translação de uma função bási
aúni
a ψ0,1 também 
hamada de wavelet �mãe� , 
onforme Antoine e 
olaboradores na Referên
ia [38℄.
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ional e Conjunto de Frente de Ondasde 
onjunto de frente de ondas analíti
o WFa(f) de uma distribuição f , 
omo umsub
onjunto do espaço 
otangente T ∗(X) \ {0}, 
uja projeção sobre X 
oin
ide 
om osuporte singular analíti
o de f . Sua de�nição baseia-se no emprego da transformadade Fourier de f . Porém neste 
apítulo, apresentamos uma de�nição alternativa parao 
onjunto WFa(f), em termos de valores limites de funções analíti
as de
orrentes da
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alização da transformada wavelet
ontínua de f 
om respeito a ψ.3.1 Valores limites distribu
ionaisNesta seção a transformada wavelet dire
ional será usada para mostrar quefunções analíti
as que satisfazem uma 
ondição de 
res
imento temperado (ou 
res
i-mento lento), obtém valores limites distribu
ionais no espaço das distribuições tem-peradas S ′(Rn). Antes porém, a �m de de�nir uma wavelet dire
ional, pre
isamosrelembrar algumas terminologias sobre 
ones.Um 
onjunto aberto C ⊂ Rn é 
hamado um 
one se C é invariante sob homote-tia positiva, isto é, para todo λ > 0 tem-se que λC ⊂ C. Propriedades do 
one:
� Um 
one C é um 
one 
one
tado aberto se C é um 
onjunto 
one
tado aberto.Lembramos que um 
onjunto é 
one
tado quando ele não pode ser parti
ionadoem dois ou mais sub
onjuntos não vazios e abertos, segundo a topologia induzidasobre o 
onjunto.
� Um 
one C é 
hamado 
onvexo se C + C ⊂ C, ou seja, se para todo x, y ∈ C equaisquer es
alares a > 0 e b > 0, tem-se que ax+ by ∈ C.
� Um 
one C é 
hamado próprio se, e somente se, x ∈ C e x 6= 0 impli
ar em

−x /∈ C.
� Um 
one C ′ é 
hamado 
ompa
to em C, se dadas as projeções prC ′ def

= C
′∩Sn−1e prC

def
= C ∩ Sn−1 tem-se que prC

′ ⊂ prC, onde Sn−1 é a hiperesfera unitáriaem Rn. Para tal 
one, es
reveremos C ′ ⋐ C.
� Dado um 
one C no espaço-x, asso
iaremos a ele um 
one 
onvexo fe
hado C∗no espaço-k, sendo C∗ =

{
k ∈ Rn; 〈k, x〉 ≥ 0, ∀ x ∈ C

}. O 
one C∗ é 
hamado
one dual de C.
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ionais 37A menos de uma espe
i�
ação em 
ontrário, 
onsideraremos que todos os 
ones tenhamseus vérti
es na origem do sistema.
prC ′

prC

C \B[0; 1]

C ′

C

C∗

bFigura 3.1: Cone C, 
one dual C∗ e 
one 
ompa
to C ′.De�nição 8. Uma wavelet ψ(x) é denominada dire
ional se o suporte de sua trans-formada de Fourier ψ̂(k) está 
ontido em um 
one próprio e 
onvexo no espaço-k dasfrequên
ias, 
om vérti
e na origem. Ela também será dire
ional, se for possível de�ní-la
omo uma união �nita de 
ones disjuntos, e neste 
aso, ela é usualmente 
hamada ψmultidire
ional.
k

Figura 3.2: Cone próprio e 
onvexo.Nota 4. De a
ordo 
om a Referên
ia [19℄, para 
hegarmos a uma wavelet genuina-mente dire
ional ψ(x), é su�
iente 
onsiderarmos uma função suave ψ̂(k) 
om su-porte estritamente 
ontido no 
one 
onvexo C∗ no espaço-k das frequên
ias, tendoum número arbitrariamente grande de momentos tendendo a zero sobre a fronteirado 
one suporte e se 
omportando dentro do 
one dual C∗ 
omo uma função produto
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ional e Conjunto de Frente de Ondas
P (k1, k2, . . . , kn)e

−〈k,y〉, onde y ∈ C e P (k1, k2, . . . , kn) denota um polin�mio de n va-riáveis ki ∈ C∗, i = 1, 2, . . . , n. Neste 
aso, a wavelet dire
ional resultante é 
hamadade 
�ni
a. Note que para todo y ∈ C, a função exponen
ial de k ∈ C∗ 
uja lei é dadapor e−〈k,y〉 perten
e ao espaço das funções de de
aimento rápido (espaço de S
hwartz)
S (Rn), e 
onsequentemente, P (k1, k2, . . . , kn)e−〈k,y〉 ∈ S (Rn). Visto que a transfor-mada inversa de Fourier F−1 é um isomor�smo topológi
o2 de S (Rn) sobre S (Rn),segue de imediato que ψ(x) ∈ S (Rn).Em parti
ular, a partir da Nota 4 apresentada a
ima, podemos rees
rever awavelet dire
ional (2.26) da seguinte forma

Wψf(z, ℓ) =
1

(2π)n

∫
P (ℓk)f̂(k)ei〈k,z〉 dnk , (3.1)onde introduzimos a variável 
omplexa z = x + iℓy ∈ Rn + iC. Lembremos quea variável �x� aqui apresentada, 
orresponde à lo
alização da transformada wavelet
ontínua de f 
om respeito à wavelet �mãe� ψ. Portanto, é evidente a partir da equação(3.1), que a transformada wavelet dire
ional,Wψf(x, ℓ), de uma distribuição temperada

f ∈ S ′(Rn) é naturalmente extensível 
omo uma função analíti
a 
ujo domínio está
ontido em Cn, para 
ada parâmetro de es
ala arbitrário, porém �xado, ℓ > 0. Alémdisso, já que o 
one dual C∗ é um 
onjunto regular 
onforme a Referên
ia [40℄, Pág.98e 99, tem-se que
supp

(
Ŵψf

)
= supp

(
ψ̂
)
⊆ C∗ . (3.2)Seja Ω um sub
onjunto aberto de Cn. Então, denotaremos por O(Ω) o espaçode funções holomorfas3 em Ω. Seja C um 
one 
onvexo aberto próprio e C ′ um 
one
ompa
to arbitrário 
ontido em C. Denotaremos por T (C ′) o sub
onjunto de Cn
onstituído por todos os elementos 
uja parte imaginária perten
e ao 
one 
ompa
to

C ′; 
hamaremos tais 
onjuntos de domínio tubo. Assim, de�niremos 
omo tubo, o
onjunto de todos os pontos z ∈ Cn tais que
T (C ′) =

{
z = x+ iy ∈ Cn; x ∈ Rn, y ∈ C ′, |y| < δ

}
. (3.3)onde δ > 0 é uma 
onstante arbitrária.2Isomor�smo topológi
o é um isomor�smo linear 
ontínuo 
om inversa 
ontínua, também 
onhe
idona literatura 
omo homeomor�smo.3São funções analíti
as ou também 
hamadas de funções in�nitamente diferen
iáveis em Cn.
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De�nição 9. Seja Z uma vizinhança 
omplexa de Rn. Uma função analíti
a f(z) ∈
O(Z ∩ T (C ′)) será de 
res
imento temperado se existir um inteiro α > 0 e uma
onstante M, dependente do 
one C ′, tal que a estimativa

∣∣∣f(x+ iy)
∣∣∣ ≤ M(C ′)|y|−α , (3.4)é satisfeita, para todo ponto z = x+ iy no domínio Z ∩ T (C ′).De�nição 10. Para 
ada número real s de�ne-se o espaço de Sobolev Hs(Rn) de ordem

s 
omo o espaço de todas as f ∈ S ′(Rn) tal que (1+ | · |2)s/2f̂ ∈ L2(Rn). Este espaçoé munido 
om a norma
‖f‖s =

(∫

Rn

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2dnk
)1/2

.Lema 2. Para uma es
ala arbitrária, porém �xada, ℓ ∈ R+, suponhamos que a função
Wψf(z, ℓ), resultante da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alizaçãoda transformada de wavelet 
ontínua de f ∈ Hs(Rn) 
om respeito à wavelet dire
ional
ψ, é holomorfa no domínio Z ∩ T (C ′). Então, a função Wψf(z, ℓ) é de 
res
imentotemperado 
omo uma função da variável �z�.Demonstração. Com efeito, 
onsideremos a transformada wavelet dire
ional (3.1) nodomínio do 
one dual C∗

Wψf(x+ iℓy, ℓ) =
1

(2π)n

∫

C∗

P (ℓk)f̂(k)ei〈k,z〉 dnk . (3.5)Como P (ℓk) é um polin�mio na variável k ∈ C∗ e f̂(k) é uma distribuição temperada,de a
ordo 
om o Teorema 7.13 da Referên
ia [41℄, segue que a função produto P (ℓk)f̂(k)é também uma distribuição temperada. Note que podemos es
rever
P (ℓk) = Pm(ℓk) + Pm−1(ℓk) + · · ·+ P0 , (3.6)onde Pj é homogêneo de grau j e Pm(ℓk) 6= 0 quando k 6= 0. Daí, 
on
lui-se que, paraalguma 
onstante M, temos a seguinte desigualdade

∣∣P (ℓk)
∣∣ ≤ Mℓm

∣∣P (k)
∣∣ . (3.7)
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ional e Conjunto de Frente de OndasIsto impli
a que ∣∣P (ℓk)f̂(k)
∣∣ ≤ Mℓm

∣∣P (k)f̂(k)
∣∣ . (3.8)Além disso, o quadrado de (1 + |k|)s|P (k)f̂(k)| pode ser estimado pela função (1 +

|k|)2(s+N) que é integrável se s < −n
2
−N , 4 ou seja, existe uma 
onstante M1 tal que

P (k)f̂(k) satisfaz a estimativa
∣∣P (k)f̂(k)

∣∣ ≤ M1

(
1 + |k|

)N (3.9)e 
onsequentemente, ∣∣P (ℓk)f̂(k)
∣∣ ≤ ℓmM2

(
1 + |k|

)N
. (3.10)Usando o teorema binomial, a estimativa a
ima pode ser rees
rita 
omo:

∣∣P (ℓk)f̂(k)
∣∣ ≤ ℓmM2

N∑

j=0

cj |k|j . (3.11)Agora, seja C ′ um 
one 
ompa
to, isto é, C ′ ⋐ C. Então, existe uma 
onstante c > 0de modo que o produto interno obedeça à desigualdade 〈k, ℓy〉 ≥ c|k||ℓy|, para todo
k ∈ C∗ e para todo y ∈ C ′. Portanto, para x+ iℓy ∈ Rn + iC ′, temos

∣∣∣Wψf(x+ iℓy, ℓ)
∣∣∣ ≤ ℓm

(2π)n

∣∣∣∣
∫

C∗

P (ℓk)f̂(k)ei〈k,z〉 dnk

∣∣∣∣ . (3.12)Como ∣∣ei〈k,z〉∣∣ = ∣∣ei〈k,x〉∣∣∣∣e−〈k,ℓy〉
∣∣ =

∣∣e−〈k,ℓy〉
∣∣ = e−〈k,ℓy〉, segue que

∣∣∣Wψf(x+ iℓy, ℓ)
∣∣∣ ≤ ℓm

(2π)n

∫

C∗

∣∣P (ℓk)f̂(k)
∣∣e−〈k,ℓy〉 dnk

≤ ℓmM2

(2π)n

N∑

j=0

cj

∫

C∗

|k|je−c|k||ℓy| dnk . (3.13)
4Com efeito, ∫

Rn

(1 + |k|)2(s+N)dnk = σn−1

∫
∞

0

(1 + r)2(s+N)rn−1dr ,que é �nita se, e somente se, 2(s+N) < −n uma vez que o integrando depende �grosseiramente� de
r2(s+N)+n−1 para r muito grande.
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ionais 41Conforme a Proposição 32 da Referên
ia [40℄, tem-se
∣∣∣Wψf(x+ iℓy, ℓ)

∣∣∣ ≤ ℓmM2

(2π)n

N∑

j=0

cj σ
n−1

∫ ∞

0

tn+j−1e−c|ℓy|t dt

≤ M3(C
′)|ℓy|−(n+N) , (3.14)onde σn−1 é a área da hiperesfera unitária em Rn. Logo, 
onseguimos um majorantepara ∣∣Wψf(x + iℓy, ℓ)

∣∣ 
onforme a estimativa (3.4), de modo que a função holomorfa
Wψf(z, ℓ) é de 
res
imento temperado 
omo uma função da variável �z�.Consideremos agora, um 
one aberto C de forma que C =

m⋃

j=1

Cj, m < ∞,onde 
ada Cj é um 
one 
onvexo aberto e próprio. Se tomarmos o 
one 
ompa
to
omo sendo C ′ ⋐ C, isso signi�
a que C ′ =

m⋃

j=1

C ′
j , m < ∞, 
om 
ada C ′

j ⋐ Cj .Ademais, de�niremos os 
onjuntos
C∗
j =

{
k ∈ Rn; 〈k, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ Cj

}
, (3.15)
omo sendo os 
ones duais de 
ada Cj , tais que 
ada 
one dual C∗

j , j = 1, 2, . . . , m,têm as propriedades de que os 
onjuntos




Rn \
{⋃m

j=1C
∗
j

}

C∗
j ∩ C∗

k , j 6= k para j, k = 1, 2, . . . , m

, (3.16)sejam de medida nula a Lesbegue. Além disso, admitiremos que a função produto
P (ℓk)f̂(k) possa ser es
rita 
omo

P (ℓk)f̂(k) =

m∑

j=1

λj(k)P (ℓk)f̂(k) , (3.17)onde λj(k) denota a função 
ara
terísti
a de C∗
j , j = 1, 2, . . . , m. Consideraremos tam-bém a propriedade assintóti
a deWψf(x, ℓ) quando ℓ→ 0 para z = x+iℓy ∈ Z∩T (C ′).Teorema 5. Seja f ∈ S ′(Rn) uma distribuição temperada. Então f pode ser expressa
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ional e Conjunto de Frente de Ondas
omo uma soma �nita do tipo
f =

m∑

j=1

bC′

j

(
Wψfj(z, ℓ)

)
, (3.18)onde 
ada função Wψfj(z, ℓ), resultante da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespon-dente à lo
alização da transformada de wavelet 
ontínua de 
ada fj ∈ S ′(Rn) 
omrespeito à wavelet dire
ional ψ, é:

i) holomorfa no domínio Z ∩ T (C ′
j);

ii) de 
res
imento temperado,onde os bC′

j

(
Wψfj(z, ℓ)

) denotam os valores limites em S ′(Rn).Demonstração. Com efeito, observemos que a distribuição f é uma 
ombinação linearde m valores limites de funções analíti
as. Assim, ao fazermos uso da De�nição 9 edo Lema 2 m vezes, provamos que 
ada função holomorfaWψfj(z, ℓ) é de 
res
imentotemperado. Es
olha agora y0 ∈ C ′
j e es
reva y = ℓy0. Esta es
olha de�ne um semi-espaço para 0 6= y0 ∈ C ′

j. Note que 
om y = ℓy0 na equação (3.1), tem-se que ℓ → 0quando y → 0. Com isso, temos
〈bC′

j
(Wψfj), ϕ〉 = lim

y→0

[∫

Rn

Wψfj(x+ iy, ℓ)ϕ(x) dnx

]

= lim
y→0

{∫

Rn

[
1

(2π)n

∫

C∗

j

λj(k)P (ℓk)f̂(k)e
i〈k,x+iy〉 dnk

]
ϕ(x) dnx

}
.Como ei〈k,x+iy〉 = ei〈k,x〉e−〈k,y〉, temos

〈bC′

j
(Wψfj), ϕ〉 = lim

y→0

{[∫

Rn

ϕ(x)ei〈k,x〉dnx

][
1

(2π)n

∫

C∗

j

λj(k)P (ℓk)f̂(k)e
−〈k,y〉dnk

]}
,usando a de�nição (2.20) de transformada de Fourier, tem-se

〈bC′

j
(Wψfj), ϕ〉 = lim

y→0

[
1

(2π)n

∫

C∗

j

λj(k)P (ℓk)ϕ̂(−k)f̂ (k)e−〈k,y〉 dnk

]

=
1

(2π)n

∫

C∗

j

λj(k)f̂(k)ϕ̂(−k) dnk = 〈fj, ϕ〉 .
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o 43Por 
onseguinte, usando a linearidade da distribuição temperada f ∈ S ′(Rn) e asrestrições em (3.16), obtemos que
〈f, ϕ〉 =

m∑

j=1

〈fj , ϕ〉

=
m∑

j=1

〈bC′

j
(Wψfj), ϕ〉 . (3.19)Assim, para y ∈ C ′ e y → 0, o limite de 
ada Wψfj(z, ℓ) existe em S ′(Rn), emoutras palavras, a distribuição f admite ser expressa 
omo valor limite distribu
ional

m∑

j=1

bC′

j
(Wψfj) no sentido da 
onvergên
ia fra
a. Mas, 
omo o espaço de S
hwartz dasfunções de de
aimento rápido S (Rn) é Montel5, 
onforme Proposição 34.6 da Referên-
ia [42℄, então f também é expressa 
omo valor limite distribu
ional m∑

j=1

bC′

j
(Wψfj) nosentido da 
onvergên
ia forte.3.2 Conjunto de frente de ondas analíti
oPelo que vimos na seção anterior que uma distribuição temperada f ∈ S ′(Rn)pode ser obtida 
omo uma soma �nita de valores limites de funções analíti
asWψfj(z, ℓ)
om j = 1, 2, . . . , m , resultante da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente àlo
alização da transformada wavelet 
ontínua de 
ada fj 
om respeito à wavelet dire-
ional ψ e onde uma 
ondição de 
res
imento temperado foi des
rita para 
ara
terizartais valores limites. Nesta seção, nosso objetivo é traduzir a referida 
ondição de 
res
i-mento em termos do 
onjunto de frente de ondas analíti
o. Para tanto, 
onsideremosa seguinte de�niçãoDe�nição 11. Seja f ∈ S ′(Rn) uma distribuição temperada, tal que

f = bC
(
Wψf(z, ℓ)

)
,onde bC(Wψf(z, ℓ)

) denota o valor limite no sentido da 
onvergên
ia forte em S ′(Rn),5Um espaço vetorial topológi
o E é 
hamado um espaço Montel, se E é lo
almente 
onvexo,Hausdor�, Barreled e se 
ada sub
onjunto limitado e fe
hado de E é 
ompa
to. Veja a De�nição 34.2na Referên
ia [42℄ para mais informações.



44 Transformada Wavelet Dire
ional e Conjunto de Frente de Ondasde uma função analíti
a Wψf(z, ℓ), resultante da 
omplexi�
ação da variável �x� 
or-respondente à lo
alização da transformada wavelet 
ontínua de f 
om respeito à waveletdire
ional ψ. Seja q = (x0, k0) um elemento do espaço de fase. Então q /∈ WFa(f) se,e somente se, existir uma 
onstante M(C ′) e um inteiro N > 0 tal que a estimativaabaixo é satisfeita
∣∣Wψf(z, ℓ)

∣∣ ≤ M(C ′)|ℓy|−N , z = x+ iℓy ∈ Z ∩ T (C ′) . (3.20)O 
onjunto WFa(f) é 
hamado de 
onjunto de frente de ondas analíti
o de f .Proposição 1. Seja f ∈ S ′(Rn) o valor limite, no sentido distribu
ional, de umafunção analíti
a Wψf(z, ℓ) no domínio Z ∩ T (C ′), resultante da 
omplexi�
ação davariável �x� 
orrespondente à lo
alização da transformada wavelet 
ontínua de f 
omrespeito à wavelet dire
ional ψ e que satisfaz a estimativa (3.20). Então, na vizinhançade x0 a �bra WFa(f)
∣∣
x0

está 
ontida no 
one dual C∗.Demonstração. Para tanto, seja WFa(f)
∣∣
x0

=
{
k ∈ (Rn \ {0}); (x0, k) ∈ WFa(f)

} a�bra sobre x0 (veja a Nota 5). Seja {C∗
j

}
j∈L

uma 
obertura �nita do 
one 
onvexopróprio fe
hado de C∗ e 
onsidere a de
omposição da função produto P (ℓk)f̂(k) 
omosegue
P (ℓk)f̂(k) =

m∑

j=1

λj(k)P (ℓk)f̂(k) , (3.21)onde os λj(k) denotam a função 
ara
terísti
a de C∗
j , j ∈ L. Então, via o Teorema5, tal de
omposição induz uma representação de f na forma de uma soma de valoreslimites de funções holomorfasWψfj(z, ℓ), tal que Wψfj(z, ℓ) → fj na topologia forte doespaço das distribuições temperadas S ′(Rn), uma vez que y → 0 sendo y ∈ C ′

j ⋐ Cj .De a
ordo 
om o Lema 2, a família de funções Wψfj(z, ℓ) satisfaz a estimativa
∣∣Wψfj(z, ℓ)

∣∣ ≤ M(C ′)|ℓy|−N , z = x+ iℓy ∈ Z ∩ T (C ′) , (3.22)ex
eto quando 〈k, Y 〉 < 0 para k ∈ C∗
j e para Y ∈ −C ′

j , 
om |Y | < δ. Desse modo, os
ones de direções singulares, responsáveis pelas singularidades destes valores limites,estão 
ontidos nos 
ones duais C∗
j , dos 
ones base Cj e 
onsequentemente, temos ain
lusão

WFa(f) ⊂ Rn ×
{⋃

j∈L

C∗
j

}
. (3.23)
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o 45Assim, fazendo um re�namento da 
obertura {C∗
j

}
j∈L

e reduzindo-a ao 
one dual C∗,obtemos que a �bra
WFa(f)

∣∣
x0

⊂ C∗ . (3.24)Nota 5. É observado que para Hörmander, na Referên
ia [39℄, a �bra sobre x0,
WFa(f)

∣∣
x0
, é 
ompletamente 
ara
terizada via sequên
ias do tipo fN = φNf , onde

{φN} é uma sequên
ia limitada no espaço das funções in�nitamente diferen
iáveis desuporte 
ompa
to C∞
0 (X), que é igual a 1 em uma vizinhança 
omum de x0 e satisfaza 
ondição ∣∣∣Dα+βφN

∣∣∣ ≤ Cα(CN)|β|, se |β| ≤ N ,onde a existên
ia de tais funções são asseguradas pelo Lema 2.2 de [39℄.
Note que, podemos reunir a De�nição 11 e a Proposição 1 naProposição 2. Sejam:

• f ∈ S ′(Rn) uma distribuição temperada e
• (x0, k0) ∈ T ∗(Rn)\{0} um par ordenado no espaço 
otangente, onde essa notaçãosigni�
a T ∗(Rn) \ {0} := Rn ×

(
Rn \ {0}

).Então, um ponto no espaço de fase (x0, k0) /∈ WFa(f) se, e somente se, existe umafamília �nita {Cj} de 
ones 
onvexos abertos próprios em Rn, uma vizinhança 
om-plexa Z de �x0� em Cn e uma de
omposição da distribuição f dada por
f =

m∑

j=1

bC′

j

(
Wψfj(z, ℓ)

)
, (3.25)
om 
ada funçãoWψfj(z, ℓ) ∈ O

(
Z∩T (C ′

j)
) sendo de 
res
imento temperado e analíti
apróxima de �x0�, para 
ada j satisfazendo C ′
j ⊂

{
y ; 〈k0, y〉 ≥ 0

} e onde os bC′

j

(
Wψfj(z, ℓ)

)denotam os valores limites, no sentido distribu
ional, das funções analíti
as Wψfj(z, ℓ)resultantes da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alização da trans-formada wavelet 
ontínua de f 
om respeito à wavelet dire
ional ψ.
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Note que a Proposição 2 a
ima mostra que uma de
omposição de uma dis-tribuição temperada f em uma soma de valores limites de funções analíti
as é equiva-lente a uma de
omposição do 
onjunto de frente de ondas analíti
o de f , uma vez quea �bra WFa(f)

∣∣
x0

está 
ontida na união dos 
ones duais ⋃j C
∗
j . Além disso, a de
om-posição (3.25) é realizada no espaço das funções in�nitamente diferen
iáveis C∞, desdeque a distribuição f seja C∞.Finalmente, re
ordamos que na Referên
ia [15℄ Hörmander de�niu o 
onjuntode frente de ondas de uma distribuição, WF (f), 
omo o 
onjunto de pontos no es-paço 
otangente T ∗(Rn) \ {0}, os quais devem ser 
ara
terísti
os para 
ada operadorpseudo-diferen
ial P tais que Pf ∈ C∞. É evidente que o 
onjuntoWF (f) ⊂ WFa(f),de modo que, segundo Nishiwada na Referên
ia [43℄, uma outra 
ara
terização para o
onjunto de frente de ondas WF (f) pode ser obtida a partir dos resultados dis
utidosa
ima.Proposição 3. Sejam:

• U um 
onjunto aberto em Rn,
• (x0, k0) ∈ T ∗(Rn) \ {0} um par ordenado no espaço 
otangente e
• f ∈ S ′(Rn) uma distribuição temperada.Então, um ponto no espaço de fase (x0, k0) /∈ WF (f) se existe uma família �nita{

Cj
} de 
ones 
onvexos abertos próprios em Rn, 
om j = 1, 2, . . . , m , uma vizinhança
omplexa Z de �x0� e uma de
omposição da distribuição f próxima de �x0�, dada por

f =
m∑

j=1

bC′

j

(
Wψfj(z, ℓ)

)
, em U , (3.26)
om 
ada função holomorfa Wψfj(z, ℓ) ∈ O

(
Z ∩ T (C ′

j)
) sendo de 
res
imento tempe-rado, tal que os valores limites distribu
ionais Wψfj(z, ℓ) ∈ C∞ próximo de �x0�, para
ada j satisfazendo C ′

j ⊂
{
y ; 〈k, ℓy〉 ≥ 0

}.Demonstração. A prova dessa proposição é similar à primeira parte da demonstraçãodo Teorema 3.4 que se en
ontra na Referên
ia [44℄.



Capítulo 4
Transformada Wavelet Dire
ional e aPropagação de Conjunto dePolarização para Soluções dasEquações de Maxwell

No Capitulo 3, usando a 
lasse de wavelets 
�ni
a, mostramos que uma dis-tribuição temperada pode ser obtida 
omo uma soma �nita de valores limites de funçõesanalíti
as resultante da 
omplexi�
ação do parâmetro transla
ional da transformadawavelet 
ontínua. Além disso, mostramos que para uma dada distribuição (es
alar)
f ∈ S ′(Rn), a transformada wavelet 
ontínua de f 
om respeito a uma wavelet 
�ni
a
ψ é de�nida de tal forma que a transformada wavelet dire
ional de f produz umafunção no espaço de fase, 
ujas singularidades de alta-frequên
ia são pre
isamente oselementos do 
onjunto de frente de ondas analíti
o de f .Neste 
apítulo, é realizada a generalização para o 
aso de distribuições a valores-vetoriais, seguindo o formalismo original de Nils Den
ker apresentado no artigo [6℄.Em parti
ular, estudamos a propagação de singularidades para soluções das equaçõesde Maxwell. Como é bem 
onhe
ido de todos, uma das mais importantes prediçõesfeitas pelas equações de Maxwell é a existên
ia de ondas eletromagnéti
as as quaispodem transportar energia e momento. As soluções mais triviais em tais problemas,são soluções de ondas planas em meios in�nitos (no vá
uo). No entanto, ondas planastem energia in�nita e é um 
on
eito altamente ideal (um modelo teóri
o). Nenhumafonte físi
a emite ondas planas. Além disso, o estudo de ondas planas não provê ferra-47



48 Transformada Wavelet Dire
ional e Conjunto de Polarizaçãomental su�
iente para deduzir a ópti
a geométri
a a partir das equações de Maxwell(veja [45℄). Portanto, uma alternativa seria representar o 
ampo eletromagnéti
o 
omosuperposições lineares de wavelets. De fato, no iní
io dos anos 90, Gerald Kaiser [46℄(veja também [47℄, 
apítulo 9) obteve uma nova representação para as soluções dasequações de Maxwell 
omo superposições lineares de wavelets esféri
as1. Ao 
ontráriodas ondas planas, que se prolongam por todo o espaço-tempo, a representação emwavelets das soluções das equações de Maxwell tem a vantagem de ser lo
al (emboraseja análoga à sua representação de Fourier).Revisitamos o problema analisado por Den
ker sobre a propagação de polariza-ções das soluções das equações de Maxwell. Levando em 
onta que o 
ampo eletro-magnéti
o é uma distribuição temperada 
om 
aráter vetorial, usamos os resultadosdo Capitulo 3 para representar as soluções das equações de Maxwell em termos daswavelets dire
ionais. Então, usamos o 
onjunto de polarização, o qual re�na a noção de
onjunto de frente de ondas para o 
aso de distribuições a valores-vetoriais, 
omo intro-duzidas por Den
ker [6℄, a �m de analisar as singularidades das soluções das equações deMaxwell. Enfatizamos ainda que Den
ker [6℄ apli
ou seus resultados para as equaçõesde Maxwell sem se preo
upar 
om a representação do 
ampo eletromagnéti
o, isto é,representando-o via ondas planas ao invés de via wavelets, 
omo é o 
aso da nossaabordagem.4.1 Propagação de Conjunto de Polarização paraSoluções das Equações de MaxwellTendo em vista a apli
ação dos resultados do Capitulo 3, em imagens de radarde abertura sintéti
a (ver Seção 5.1), lembramos que as ondas de radar são ondaseletromagnéti
as e, portanto, são regidas pelas equações de Maxwell. Quase todaanálise de propagação de onda de radar é 
onsiderada em ar se
o, o qual tem pro-priedades ele
tromagnéti
as semelhantes às do vá
uo ou espaço-livre. Consequente-mente, no de
orrer de todo este Capítulo, vamos supor que as ondas eletromagnéti
astêm velo
idade de onda 
onstante igual a �c�, a velo
idade da luz no vá
uo.Fo
alizando no modelo matemáti
o para a propagação de polarizações das soluçõesdas equações de Maxwell, Nils Den
ker em seu elegante e pioneiro artigo [6℄, de�niu1Veja 
om mais detalhes no Apêndi
e B, o porquê é possível representar o 
ampo de radiação viawavelets.
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onjunto de polarização para distribuições 
om 
aráter vetorial (um re�namento do
onjunto de frente de ondas no sentido de que o 
onjunto de polarização indi
a as 
om-ponentes �mais singulares� de uma distribuição) e estudou a propagação do 
onjuntode polarização de soluções de sistemas lineares do tipo-prin
ipal real (um exemplo, é osistema de equações de Maxwell). O Teorema de Den
ker sobre a propagação de po-larização provê informações pre
isas sobre o 
omportamento futuro das polarizações,
om base no 
onhe
imento de onde elas estão após algum intervalo de tempo. NesteCapítulo, apli
amos os resultados do 
apítulo anterior para ondas eletromagnéti
as, ouseja, nas soluções das equações de Maxwell no espaço-livre2. Estamos interessados noestudo da propagação de singularidades das soluções das equações de Maxwell, usandoo 
on
eito de propagação do 
onjunto de polarização 
omo introduzido por Den
ker.4.1.1 Distribuições avaliadas no espaço de HilbertPara ini
iar, vamos primeiro de�nir o que é uma distribuição avaliada em umespaço de Hilbert3. Suponhamos que nos é dado um espaço de Hilbert H .De�nição 12. O espaço S ′
(
Rn,H

) de distribuições H -avaliadas, ou de distribuições
om valores em H , é de�nido 
omo sendo o 
onjunto de todos os mapeamentos linearesfra
amente 
ontínuos S
(
Rn
)
→ H .Note que devido à nu
learidade do espaço de S
hwartz S

(
Rn
) esses mapeamen-tos são automati
amente fortemente 
ontínuos. Se X ⊆ Rn é um sub
onjunto aberto,um mapeamento linear

f : S
(
X
)
→ H , (4.1)está em S ′

(
X,H

) se, e somente se, exite uma 
onstante C > 0 tal que
∣∣f(ϕ)

∣∣ ≤ C sup
x∈X

{(
1 + |x|

)α∣∣Dβ
xϕ(x)

∣∣
}
< ∞ , ∀ α, β ∈ Nn

0 , (4.2)para toda função teste ϕ no espaço de S
hwartz S (X), onde Nn
0 = Nn \ {0}.2De a
ordo 
om Gerald Kaiser em [46℄, isto é possível e natural, porque as equações de Maxwell noespaço-livre são invariantes sob um grupo grande de simetrias (o grupo 
onforme do espaço-tempo),que in
luem translações e dilatações ou 
ontrações, as quais são as operações bási
as da teoria daswavelets.3A apresentação dessa Seção está baseada na Referên
ia [48℄.



50 Transformada Wavelet Dire
ional e Conjunto de PolarizaçãoSeja f uma distribuição sobre Rn e e um vetor �xado no espaço de Hilbert H .Então, o produto (fe) de�nido por
(
fe
)
(ϕ) = f(ϕ)e , (4.3)para 
ada ϕ ∈ S

(
Rn
), é uma distribuição H -avaliada. Além disso, quando H éde dimensão �nita, pode-se es
olher uma base e1, e2, . . . , eN de H , de tal forma quequalquer distribuição f ∈ S ′

(
Rn,H

) pode ser es
rita 
omo a 
ombinação linear
f = f1e1 + f2e2 + · · ·+ fNeN , (4.4)onde f1, f2, . . . , fN são distribuições es
alares uni
amente determinadas. Então, paraobtermos uma distribuição H -avaliada f , é su�
iente en
ontrarmos N distribuiçõeses
alares f1, f2, . . . , fN .A diferen
iação de distribuições a valores-vetoriais é de�nida da seguinte forma:seja f ∈ S ′

(
Rn,H

) uma distribuição H -avaliada e seja Dα o operador diferen
ialde�nido em (2.19). Assim, Dα
f é de�nida 
omo sendo a apli
ação que mapeia asfunções testes ϕ ∈ S

(
Rn
) em (−1)|α|f(Dαϕ) ∈ H . Isso impli
a que a derivada Dα

f éuma distribuição H -avaliada.De�nição 13. Seja H um espaço de Hilbert e seja Id uma apli
ação identidade quemapeia H nele próprio. O mapeamento linear 
ontínuo F ∈ Id do espaço S ′
(
Rn,H

)em S ′
(
Rn,H

) é 
hamado a transformada de Fourier de S ′
(
Rn,H

) nele mesmo.Usando o fato de que F−1 é a inversa da transformada de Fourier F e que
F ∈ Id e F−1 ∈ Id impli
am em FF−1 ∈ Id, vemos que

F ∈ Id : S
′
(
Rn,H

)
→ S

′
(
Rn,H

)
, (4.5)é de fato um automor�smo. Em resumo, se f ∈ S ′

(
Rn,H

), então pode-se de�nir atransformada de Fourier f̂ da mesma forma 
omo é feito para as distribuições usuais,
omo mostra aProposição 4. Considere uma distribuição 
om 
aráter vetorial f ∈ S ′
(
Rn,H

) euma função teste ϕ ∈ S
(
Rn
) no espaço de S
hwartz. Assim, a transformada de
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F f(ϕ) = f

(
Fϕ

)
. (4.6)Demonstração. A prova 
ompleta dessa proposição se en
ontra na Referên
ia [48℄,Proposição 8.1.4.1.2 Conjunto de polarizaçãoA �m de de�nir o 
onjunto de polarização de uma distribuição 
om 
arátervetorial, assumimos que H ≡ CN , na de�nição de distribuições avaliadas no espaçode Hilbert. Seja

f =
(
f1, . . . , fN

)
∈ S

′
(
Rn,CN

)
, (4.7)uma distribuição a valores-vetoriais temperada N-dimensional, ou seja, um vetor 
ujas
omponentes são distribuições es
alares

fj ∈ S
′
(
Rn
)

, j = 1, 2, . . . , N . (4.8)Consequentemente, devemos notar que o 
onjunto de frente de ondas de uma dis-tribuição a valores-vetoriais f =
(
f1, . . . , fN

)
∈ S ′

(
Rn,CN

), é de�nido simplesmente
omo a união dos 
onjuntos de frente de ondas de 
ada uma das suas 
omponentes,
WF (f) =

N⋃

j=1

WF (fj) , (4.9)porém, tal 
onjunto não nos forne
e quaisquer informações sobre quais 
omponentesde f são singulares. Portanto, é ne
essário de�nir o 
orrespondente 
onjunto de pola-rização 
om 
aráter vetorial.De�nição 14. O 
onjunto de polarização de uma distribuição a valores-vetoriais f ∈
S ′
(
Rn,CN

) é de�nido por
WF pol(f) =

⋂

Af ∈C∞

{(
x, k;ω(x, k)

)
∈
(
T ∗(Rn)\{0}

)
×CN ; ω(x, k) ∈ Kerσ(A)(x, k)

}
,(4.10)onde A é um sistema 1 × N de operadores pseudo-diferen
iais usuais 
om símboloprin
ipal σ(A) e onde T ∗(Rn) \ {0} := Rn ×

(
Rn \ {0}

) denota o espaço 
otangente.
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ional e Conjunto de PolarizaçãoPara o 
aso de uma distribuição es
alar (situação em que N = 1), o 
onjuntode polarização 
ontém a mesma informação que o 
onjunto de frente de ondas usualde�nido em (2.54). Para um N arbitrário, a relação entre o 
onjunto de polarizaçãoe o 
onjunto de frente de ondas de uma distribuição a valores-vetoriais, é obtida via aprojeção dos pontos não-triviais (pontos singulares) sobre o �brado 
otangente, 
on-forme des
rito noTeorema 6. Seja f ∈ S ′
(
RN ,CN

) uma distribuição a valores-vetoriais e seja
π :

(
T ∗(Rn) \ {0}

)
× CN −→

(
T ∗(Rn) \ {0}

) a projeção sobre o �brado 
otangente
π :

(
x, k;ω(x, k)

)
= (x, k). Então

π
(
WF pol(f) \

{(
T ∗(Rn) \ {0}

)
× {0}

})
= WF (f) . (4.11)Demonstração. A prova deste teorema se en
ontra na Referên
ia [6℄, Proposição 2.5.Isto mostra 
laramente que o 
onjunto de polarização é um re�namento do
onjunto de frente de ondas. Além disso, o 
onjunto de polarização WF pol(f) 
ontéminformações sobre as direções no espaço vetorial adi
ional ω(x, k) em que a distribuiçãoé singular, 
omo mostrado no seguinteExemplo 5. Na análise mi
rolo
al, duas propriedades bem 
onhe
idas do 
onjunto defrente de ondas são:

WF
(
∇ϕ

)
⊆WF (ϕ) (4.12)e

WF
(
∇× u

)
⊆ WF (u) , (4.13)onde ϕ é uma distribuição a valores-es
alares e u é uma distribuição a valores-vetoriais.Ou seja, o 
ál
ulo do 
onjunto de frente de ondas ignora os efeitos do operador gradiente

∇ e do operador rota
ional ∇× atuando nas distribuições. Isso signi�
a que se, porexemplo,
WF (ϕ) = WF (u) ,então não podemos expli
ar a diferença entre WF (∇ϕ) e WF (∇×u) via seus 
onjun-tos de frente de ondas. No entanto, os 
onjuntos de polarização de ∇ϕ e de ∇×u são
laramente distintos. Para ver isso, 
onsideremos uma distribuição a valores-es
alares
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ϕ ∈ S ′

(
R3
) de modo que u = ∇ϕ. Consequentemente, ∇× u = 0. E 
omo

Ker σ
(
∇×

)
=
{
zk ; z ∈ C

}
,têm-se que

WF pol(u) ⊆
{
(x, k; zk)

}
. (4.14)Por outro lado, 
onsiderando uma distribuição a valores-vetoriais v ∈ S ′

(
R3;C3

) demodo que u = ∇× v, terá 
omo 
onsequên
ia, ∇ · u = 0. E 
omo
Kerσ

(
∇ ·

)
=
{
z ∈ C3 ; z · k = 0

}
,têm-se que

WF pol(u) ⊆
{
(x, k; z) ; z · k = 0

}
. (4.15)

�De�nição 15. Um operador pseudo-diferen
ial P sobre Rn é denominado tipo-prin
ipalreal se seu símbolo prin
ipal p(x, k) é real. Para o 
aso em que p = 0 o 
ampo vetorialHamiltoniano
Hp(x, k) =

∑

µ

(
∂p(x, k)

∂kµ

∂

∂xµ
− ∂p(x, k)

∂xµ
∂

∂kµ

)
, (4.16)não é identi
amente nulo e nem tão pou
o tem direção radial, isto é, Hp 6= − ∂p

∂xµ
∂

∂kµ
.

Nota 6. Os símbolos prin
ipais são homogêneos, uma vez que 
onsideram apenasoperadores pseudo-diferen
iais 
lássi
os. Assim, o 
onjunto de polarização é fe
hado,
�ni
o nas variáveis k e linear no �brado.Um importante resultado mostrado na Referên
ia [6℄ é a propagação do 
on-junto de polarização para sistemas do tipo-prin
ipal real.De�nição 16. Um sistema N ×N de operadores pseudo-diferen
iais P sobre Rn 
omsímbolo prin
ipal p(x, k) é do tipo-prin
ipal real em (x0, k0) ∈ T ∗(Rn) \ {0} se existeum símbolo p̃(x, k), N ×N , tal que
p̃(x, k)p(x, k) = q(x, k) · 1I , (4.17)
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ional e Conjunto de Polarizaçãoem uma vizinhança de (x0, k0), onde q(x, k) é um símbolo es
alar do tipo-prin
ipal reale 1I é a identidade em CN .De�nindo Np 
omo sendo
Np =

{(
x, k;ω(x, k)

)
∈
(
T ∗(Rn) \ {0}

)
× CN ; ω(x, k) ∈ Ker p(x, k)

}
, (4.18)então o 
onjunto 
ara
terísti
o de um sistema de operadores pseudo-diferen
iais Psobre Rn 
om símbolo prin
ipal p(x, k) é de�nido 
omo

Char(P ) =
{
(x, k) ∈

(
T ∗(Rn) \ {0}

)
; det p(x, k) = 0

}

= π
(
Np \

{
(x, k; 0)

})
. (4.19)De a
ordo 
om a De�nição 14, se o operador pseudo-diferen
ial atuando na dis-tribuição temperada N-dimensional 
om 
aráter vetorial P f ∈ C∞, têm-se 
omo 
on-sequên
ia

WF pol(f) ⊆ Np . (4.20)Isso impli
a que o 
onjunto de polarização de f , satisfazendo P f ∈ C∞, pode propagar-se somente em Np (veja a Nota 7). Para melhor apresentar a propagação do 
onjuntode polarização de um sistemas do tipo-prin
ipal real, Den
ker introduziu a noção deórbitas de Hamilton.Nota 7. Para uma distribuição es
alar, o 
onjunto 
ara
terísti
o de um operadorpseudo-diferen
ial P sobre Rn, 
om símbolo prin
ipal p(x, k), é de�nido 
omo
Char(P ) =

{
(x, k) ∈

(
T ∗(Rn) \ {0}

)
; p(x, k) = 0

}
,e pode ser interpretado 
omo o 
onjunto de todas as direções k subordinadas ao ope-rador P de maior ordem, em um ponto �x�. De a
ordo 
om Duistermaat e Hörmanderem [16℄, se P é um operador pseudo-diferen
ial sobre Rn 
om símbolo prin
ipal p(x, k)e f ∈ S ′(Rn) é uma distribuição temperada tal que Pf ∈ C∞, então

WF (f) ⊂ Char(P ) .Se, além disso, P é do tipo-prin
ipal real, então o 
onjunto de frente de ondas WF (f)é invariante sob o �uxo gerado pelo 
ampo vetorial Hamiltoniano de p.
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urva bi
ara
terísti
a-nula no 
onjunto Char(P ). Umaórbita de Hamilton de um sistema P do tipo-prin
ipal real é de�nida pelo 
onjuntodas ternas ordenadas
{(
x, k; zω(x, k)

)
; ω(x, k) ∈ γ, z ∈ C

}
⊆ Np , (4.21)onde ω(x, k) é uma função-C∞ satisfazendo a equação Dp ω(x, k) = 0 sendo Dp ω(x, k)a 
onexão de Den
ker dada por

Dp ω(x, k) = Hq ω(x, k) +
1

2

{
p̃, p
}
ω(x, k) + ip̃psω(x, k) , (4.22)de modo que

Hq(x, k) =
∑

µ

(
∂q(x, k)

∂kµ

∂

∂xµ
− ∂q(x, k)

∂xµ
∂

∂kµ

)
, (4.23)é o 
ampo de Hamilton asso
iado 
om q,

{
p̃, p
}
=
∑

µ

∂p̃(x, k)

∂kµ

∂p(x, k)

∂xµ
−
∑

µ

∂p̃(x, k)

∂xµ
∂p(x, k)

∂kµ
, (4.24)é o 
ol
hete de Poisson e

ps(x, k) = pm−1(x, k)−
1

2i

∑

µ

∂2p(x, k)

∂xµ∂kµ
, (4.25)é o símbolo subprin
ipal de P .4Nota 8. É 
onveniente enfatizar que as órbitas de Hamilton são independentes daes
olha de p̃. Além disso, os vetores polarização sobre os pontos no 
onjunto de frentede ondas seguem uma lei de transporte paralelo simples ao longo das bi
ara
terísti
asque formam tal 
onjunto. Isto signi�
a que para 
ada 
ampo vetorial ω(x, k) ao longode uma 
urva bi
ara
terísti
a γ em Char(P ), têm-se que

Dp ω ∈ Ker p ao longo de γ ,4Lembrando que o símbolo de P é uma soma de termos homogêneos,
σ(P )(x, k) = p(x, k) + pm−1(x, k) + pm−2(x, k) + . . . ,onde p(x, k) = σP (P ) é o símbolo prin
ipal e pj(x, k) é homogêneo de ordem j.
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ional e Conjunto de Polarizaçãose, e somente se,
ω ∈ Ker p ao longo de γ .A equação Dp ω = 0 pode então ser resolvida 
om (x, k;ω) ∈ Np, que é uma 
ondiçãone
essária para elementos do 
onjunto de polarização (para mais detalhes, veja [6℄).Uma vez de�nida a órbita de Hamilton, a propagação do 
onjuntos de polariza-ção para sistemas do tipo-prin
ipal é expressa 
omo segue.Teorema 7 (Propagação de singularidades para distribuições 
om 
aráter vetorial).Seja P um sistema do tipo-prin
ipal real sobre Rn. Se P f ∈ C∞, então o 
onjunto depolarização, WF pol(f), é uma união de órbitas de Hamilton de P .Demonstração. A prova desse teorema é similar à demonstração do Teorema 4.2 naReferên
ia [6℄.Além disso, uma 
onsequên
ia imediata do Teorema 7 é que o 
onjunto

π
(
WF pol(f) \

{(
T ∗(Rn) \ {0}

)
× {0}

})
=WF (f)é invariante sob shifts ao longo das trajetórias do sistema Hamiltoniano





k̇ = −∂p(x, k)
∂x

ẋ =
∂p(x, k)

∂k

. (4.26)4.1.3 Propagação de polarizações para Equações de MaxwellQualquer teoria da ele
trodinâmi
a determina o movimento das ondas ele
tro-magnéti
as através do seu 
orrespondente sistema de equações diferen
iais par
iais.As trajetórias das ondas ele
tromagnéti
as podem ser obtidas no limite da ópti
a ge-ométri
a via o estudo da propagação das singularidades dos 
ampos ele
tromagnéti-
os. Por outro lado, no 
apítulo anterior vimos que a transformada wavelet dire
ionalforne
e uma 
ara
terização 
onstrutiva simples para o 
onjunto de frente de ondasanalíti
o de uma distribuição. A invariân
ia do 
onjunto de frente de ondas analíti
ode uma solução para uma equação diferen
ial par
ial sob o �uxo de bi
ara
terísti-
as geradas pelo símbolo do operador pseudo-diferen
ial, faz 
om que a transformadawavelet dire
ional de uma solução exiba um 
omportamento simples sob este �uxo
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ara
terísti
as no espaço de fase, 
om o limite de alta-frequên
ia invariante sobtal �uxo. Portanto, é 
on
ebível que a transformada wavelet dire
ional forneça umade
omposição 
an�ni
a dos dados ini
iais para o sistema de equações de Maxwell,fra
ionando-os em 
omponentes que se propagam ao longo de 
urvas bi
ara
terísti
as.Nesta subseção gostaríamos de apli
ar o Teorema 7 num estudo das equaçõesde Maxwell no espaço-livre. Porém, primeiro vamos apresentar o método matemáti
oque implementa a extensão de nossa análise de distribuições 
om 
aráter vetorial.Seja f ∈ S ′
(
Rn,H

) uma distribuição a valores-vetoriais, então a transformadawavelet de f pode ser es
rita 
omo
Wψf(x

′, ℓ) =
1

(2π)n

∫
Ŵψf(k, ℓ)e

i〈k,x′〉dnk , (4.27)onde
Ŵψf(k, ℓ) = ψ̂(ℓk)f̂(k)

= ψ̂(ℓk)
(
f̂1e1 + f̂2e2 + · · ·+ f̂NeN

)
, (4.28)é a transformada de Fourier de Wψf .

De�nição 18. Seja q0 = (x0, k0) um ponto do espaço de fase. Para f ∈ S ′
(
Rn,CN

),pode-se a�rmar que (q0, z0) /∈ WF pol(f) ⊆
(
T ∗(Rn) \ {0}

)
×CN se existir um operadorpseudo-diferen
ial P 
om 
oe�
ientes 
onstantes sobre Rn e um símbolo prin
ipal p(k),tal que p(k0)z0 6= 0.Investigaremos agora as equações de Maxwell sobre um espaço-tempo (R1,3, η

),onde η é a métri
a plana. Trabalharemos em unidades naturais, isto é, assumiremosque a velo
idade da onda c = 1. Em Me
âni
a Clássi
a Avançada é muitas vezesútil, e na Me
âni
a Quânti
a é quase sempre essen
ial, o uso de poten
iais no gauge deLorentz (que é usado para 
onservar a invariân
ia relativísti
a explí
ita), para expressaras equações de Maxwell em uma alternativa formulação manifestamente 
ovariante.Isso envolve o quadri-poten
ial eletromagnéti
o de�nido por Aµ = (A0,A), formado apartir do poten
ial-vetorA e do poten
ial-es
alarA0, resultando em uma úni
a equação
onhe
ida 
omo a forma manifestamente 
ovariante das equações de Maxwell no gauge
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ional e Conjunto de Polarizaçãode Lorentz ∂µxAµ(x) = 0, que na ausên
ia de fonte é dada por:
�xAµ(x) = 0 , µ = 0, 1, 2, 3 , (4.29)onde �x = ∂xµ∂

µ
x é o operador d'Alembertiano (ou operador de onda), sendo

∂µx =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
,−▽

)
. (4.30)Assim, 
ada 
omponente de Aµ(x) obede
e separadamente à equação de Klein-Gordon(
om m = 0). No espaço de Fourier as equações de Maxwell (4.29) tomam a seguinteforma

k2Âµ(k) = 0 , µ = 0, 1, 2, 3 . (4.31)Para uma solução não-trivial, isso impli
a que
k2 = k20 − |k|2 = 0 , (4.32)onde kµ = (k0,−k) é um vetor tipo-luz e Âµ(k) é qualquer quadri-vetor.Tomando a transformada wavelet dire
ional de Aµ(x) e efetuando sua extensão
omo uma função analíti
a da variável z, obtemos

WψAµ(z, ℓ) =
1

(2π)4

∫

C∗

P (ℓk)Âµ(k)e
i〈k,z〉d4k , µ = 0, 1, 2, 3 . (4.33)Conforme observado naNota 4, as wavelets dire
ionais estão estritamente 
ontidas emum 
one 
onvexo no espaço-k das frequên
ias, 
om um ângulo de abertura totalmente
ontrolável, independentemente de sua amplitude. Além disso, tal transformada temum número arbitrariamente de momentos tendendo a zero sobre o bordo do 
one su-porte e possui um de
aimento exponen
ial no interior de tal 
one. Assim, levando em
onsideração a transformada de Fourier de (4.29) (no gauge de Lorentz kµAµ(x) = 0),podemos assumir que P (ℓk) = ℓ2k2 na transformada wavelet (4.33), de modo que

WψAµ(z, ℓ) =
ℓ2

(2π)4

∫

C∗

k2Âµ(k) e
i〈k,z〉d4k

=
ℓ2

(2π)4

∫

C∗

ηαβkαkβδ
ν
µ Âν(k) e

i〈k,z〉d4k . (4.34)Em parti
ular, a transformada wavelet (4.34) nos retorna o número de momentos ten-
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one C∗, e 
om isso, 
ontrola a regularidade dawavelet.5 Deste modo, a transformada wavelet (2.26) é �
ega� para a parte mais suavedo 
ampo Aµ, o qual é polinomial de grau até dois. Assim, somente a parte maisnítida (de maior 
ontraste/des
ontinuidade) da onda é 
aptada pela transformada, oque in
lui todas as singularidades. Essa propriedade melhora a e�
iên
ia na dete
çãode singularidades do 
ampo Aµ.De a
ordo 
om a Proposição 3, para 
ada 
omponente do 
ampo Aµ temosque (x0, k0) /∈ WF (Aµ), 
om µ = 0, 1, 2, 3 , se existe uma família �nita {Cj}j=1,...,mde 
ones 
onvexos abertos próprios em Rn, uma vizinhança 
omplexa Z de x0 e umade
omposição de Aµ próxima de x0 dada por
Aµ =

m∑

j=1

bC′

j

(
Wψ

(
Aµ
)
j
(z, ℓ)

)
, em U sub
onjunto aberto de R1,3 , (4.35)
omWψ

(
Aµ
)
j
(z, ℓ) ∈ O

(
Z∩T (C ′

j)
), tal que o limite bC′

j

(
Wψ

(
Aµ
)
j
(z, ℓ)

)
∈ C∞ próximode x0 para 
ada j satisfazendo C ′

j ⊂
{
y ; 〈k, ℓy〉 ≥ 0

}. Portanto, o 
onjunto de frentede ondas do quadri-poten
ial eletromagnéti
o Aµ é a união dos 
onjuntos de frente deondas de todas as suas 
omponentes,
3⋃

µ=0

WF
(
Aµ
)

; (4.36)porém, isso não nos forne
e nenhuma informação sobre quais 
omponentes de Aµ sãosingulares. Assim, só nos resta 
al
ular os vetores polarização sobre os pontos do
onjunto de frente de ondas. Primeiramente, note que o número de momentos tendendoa zero de ψ̂ sobre o bordo do 
one, é dado por
ηαβkαkβδ

ν
µ , (4.37)

5Na práti
a, se quisermos estudar o 
omportamento da M -ésima derivada de ψ̂(k), as waveletsdevem ter 
an
elamentos até ordem M , a �m de não reagirem às variações de baixa-ordem de ψ̂(k),ou seja, deve-se ter ∫

C∗

kmψ̂(k) d4k = 0 ,sobre o bordo do 
one C∗, para todo m ≤M .
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ional e Conjunto de Polarizaçãoo qual é exatamente o símbolo prin
ipal do operador P = �x. Assim, podemos es
olher




(
p̃(k)

)λ
ν
= δλν

q(k) = ηαβkαkβ
, (4.38)a �m de obter p̃p = q · 1I. Observemos que q é um símbolo es
alar do tipo-prin
ipalreal, portanto, o operador P é do tipo-prin
ipal real. Consequentemente, o 
onjunto
ara
terísti
o de tal operador é dado por

Char(P ) =
{
(t,x, k0,k) ∈

(
T ∗(R) \ {0}

)
×
(
T ∗(R3) \ {0}

)
; q(k) = 0

}
. (4.39)Isso impli
a que k20 − |k|2 = 0, ou seja, a superfí
ie do 
one-de-luz. Além disso, para

k2 = 0,
q(k) = ηαβkαkβ = k2 (4.40)é a Hamiltoniana que gera geodési
as nulas. Para ver isso, 
onsidere as equações deHamilton 



dxµ

dτ
=

∂q

∂kµ

dkν
dτ

= − ∂q

∂xν

. (4.41)Assim, segue que 



dxµ

dτ
= 2ηµνkν

dkν
dτ

= 0

. (4.42)A 
ondição q(k) = 0 impli
a que
ηµνkµkν = 0 , (4.43)ou

1

4
ηµν ẋ

µ(τ)ẋν(τ) = 0 , (4.44)para todo τ no domínio da 
urva. Assim, a 
urva τ → x(τ) é uma 
urva nula. Paraver que essa 
urva é uma geodési
a nula, re
ordamos que sobre um espaço-tempo deMinkowski a equação da geodési
a é exatamente a equação da reta, ou seja, solução da
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urva ẍ(τ) = 0. Além disso, utilizando o fato de que
kν =

1

2
ηνµ

dxµ

dτ
. (4.45)obtemos que

dkν
dτ

=
d

dτ

(
dxµ

dτ

)
= 0 , (4.46)que é a equação da geodési
a.Agora, expandiremos o quadri-vetor Âµ(k) em uma base de quatro vetores po-larização

Âµ(k) =

3∑

γ=0

aγ
(
εµ(k)

)γ
. (4.47)Destes quatro quadri-vetores polarização, es
olhemos ε0µ(k) 
omo sendo tipo-tempo eos εiµ(k), 
om i = 1, 2, 3 , 
omo sendo tipo-espaço. Os vetores polarização formam umsistema ortonormal quadridimensional satisfazendo a relação

(
εµ(k)

)γ ·
(
εµ(k)

)γ′
= ηγγ

′

,que também signi�
a que
(
εµ(k)

)γ ·
(
εν(k)

)γ′
ηγγ′ = ηµν . (4.48)Neste ponto, queremos en
ontrar os elementos do 
onjunto 
araterísti
o (4.39),

Char(P ), 
om P = �x, que sejam solução da equação q(k) = 0. Então, substituindo(4.48) na expressão q(k) de (4.38), obtemos
q(k) =

[(
εµ(k)

)γ · kµ
][(

εν(k)
)γ′ · kν

]
ηγγ′ . (4.49)Uma vez que os vetores polarização dependem do quadri-momento k do fóton, porsimpli
idade, se orientarmos k ao longo da direção x3, veremos que kµ = (k; 0, 0, k).Assim, tomando as seguintes bases

ε0µ =




1

0

0

0




, ε1µ =




0

1

0

0




, ε2µ =




0

0

1

0




, ε3µ =




0

0

0

1




, (4.50)
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ional e Conjunto de Polarizaçãoe kµ = (1; 0, 0, 1), a partir da expressão 4.49 
on
lui-se que, as polarizações tipo-espaço,
ε1µ e ε2µ (estados físi
os de polarizações transversais) satisfazem a 
ondição

ε1µ(k) · kµ = ε2µ(k) · kµ = 0 . (4.51)Isto impli
a que
Ker p(k) =

{
εiµ ∈ C4 ; εiµ(k) · kµ = 0 , i = 1, 2

}
. (4.52)Isso mostra que as 
omponentes de Aµ, 
ujas soluções das equações de Maxwellsão fortemente os
ilantes (
hamadas de direções mais singulares em Cn), estão direta-mente rela
ionadas 
om os estados físi
os de polarização.Nota 9. Poderíamos ter es
olhido tomar 
omo uma solução da equação (4.51) os ve-tores polarização no sentido horário (dextrogiro) e no sentido anti-horário (levógiro)respe
tivamente representados por ε±µ = (0; 1,±i, 0)/

√
2 , em vez de os vetores linear-mente polarizados ε1µ = (0; 1, 0, 0) e ε2µ = (0; 0, 1, 0) 
onforme a referên
ia [49℄. Alémdisso, note que o ter
eiro vetor tipo-espaço ε3µ(k) (o estado de polarização longitudi-nal) e o estado de polarização tipo-tempo ε0µ(k), que são os dois estados de polarizaçãonão-físi
os, não são soluções de (4.51) e 
onsequentemente não perten
em ao Ker p(k).Seja

Np =
{(
t,x, k0,k;ω(t,x, k0,k)

)
∈
(
T ∗(R) \ {0}

)
×
(
T ∗(R3) \ {0}

)
× C4 ;

ω(t,x, k0,k) ∈ Ker p(k)
}

. (4.53)Então, de a
ordo 
om o Teorema 7, as órbitas de Hamilton γ (onde γ são as bi
ara
-terísti
as nulas asso
iadas a q) asso
iadas 
om Np são tais que Dp ω = 0. Através deum simples 
ál
ulo, podemos ver que
Dp ω = 2ηµνkµ ·

∂ω

∂xν
. (4.54)Usando as equações de Hamilton, têm-se

Dp ω =
dω

dτ
. (4.55)



4.1 Propagação de Conjunto de Polarização 63Assim, segue do teorema sobre a propagação de singularidades para distribuições
om 
aráter vetorial (Teorema 7), que o 
onjunto de polarização de uma solução dasequações de Maxwell (no espaço-tempo plano) é uma união de órbitas de Hamilton, ouseja, tal 
onjunto 
onsiste das 
urvas
(
x, k;ω

)
(τ) ∈

(
T ∗(R) \ {0}

)
×
(
T ∗(R3) \ {0}

)
× C4 , (4.56)parametrizadas por τ , tal que:

� x(τ) des
reve a geodési
a nula (linha reta), de modo que a união de todas essas li-nhas retas (ver Figura 4.1), as quais podem ser 
onsideradas passando pela origemdo sistema de 
oordenadas, formam a superfí
ie do 
one-de-luz 
uja equação édada por x2(τ) = 0;
� k(τ) é tangente às linhas retas x(τ) ou tangente à superfí
ie 
one-de-luz x2(τ) = 0;
� ω(τ) des
reve os estados físi
os de polarizações transversais, interpretados 
omoo transporte paralelo ao longo das linhas retas x(τ) ou ao longo do 
one-de-luz
x2(τ) = 0.

Figura 4.1: Feixe de retas formando o 
one-de-luz.Este resultado pode ser interpretado 
omo o fato bem 
onhe
ido de que a luz se propagaem linha reta em um espaço homogêneo.



Capítulo 5Con
lusões e Perspe
tivasNo artigo [50℄ Roy J. Glauber des
reve o 
ampo de radiação eletromagnéti
ausando os estados 
oerentes da me
âni
a quânti
a. No Apêndi
e B mostra-se queuma wavelet pode representar naturalmente um estado 
oerente 
an�ni
o. Além disso,Antoine e Murenzi mostraram em [19℄ que a 
lasse de wavelets de Cau
hy tem in
ertezamínima (que é uma propriedade inerente aos estados 
oerentes). Então 
on
luímos queé possível des
rever as ondas eletromagnéti
as via wavelets. De fato, Gerald Kaiser emseu artigo [46℄ deu uma nova representação para as soluções das equações de Maxwell,ao tratá-las 
omo superposições lineares de wavelets esféri
as, dinami
amente adapta-das e bem-lo
alizadas no espaço, obtendo 
om isso uma representação análoga à deFourier, porém bem lo
alizada no espaço das frequên
ias.Motivados por tais resultados e usando a 
lasse de wavelets 
�ni
as, as quais temsuporte estritamente 
ontido em um 
one 
onvexo próprio no espaço-k das frequên
ias,mostramos que uma distribuição f perten
ente ao espaço das distribuições tempe-radas S ′(Rn), pode ser obtida 
omo uma soma �nita de valores limites de funçõesanalíti
as resultantes da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alizaçãoda transformada wavelet 
ontínua de f 
om respeito à wavelet �mãe� ψ. Além disso,
ara
terizamos o 
onjunto de frente de ondas analíti
o de uma distribuição temperadaem termos do 
omportamento de sua transformada wavelet dire
ional. Os prin
ipaisresultados do Capítulo 3 dessa tese são des
ritos pelo Lema 2 e pelo Teorema 5. NoLema 2, provamos que a transformada wavelet distribu
ional 
om respeito à waveletdire
ional, é uma função analíti
a de 
res
imento lento (ou temperado). Ademais,usando este Lema, mostramos que as distribuições temperadas podem ser obtidas 
omouma soma �nita de valores limites de funções analíti
as de 
res
imento lento, 
ujoresultado se en
ontra no Teorema 5. Na Seção 3.2, apli
amos o Teorema 5 no estudo64



65do 
onjunto de frente de ondas analíti
o de distribuições temperadas. Mostramosque para uma dada distribuição f ∈ S ′(Rn), a transformada de f 
om respeito àwavelet 
�ni
a é de�nida de tal maneira que a transformada wavelet dire
ional de
f produz uma função no espaço de fase, 
ujas singularidades de alta-frequên
ia sãopre
isamente os elementos do 
onjunto de frente de ondas analíti
o de f . Em [39℄,Hörmander introduziu a noção de 
onjunto de frente de ondas analíti
oWFa(f) de umadistribuição f , 
omo um sub
onjunto do espaço 
otangente T ∗(X) \ {0}, 
uja projeçãosobre X 
oin
ide 
om o suporte singular analíti
o de f . Sua de�nição baseia-se noemprego da transformada de Fourier de f . Porém no Capítulo 3, apresentamos umade�nição alternativa para o 
onjunto WFa(f), em termos de valores limites de funçõesanalíti
as de
orrentes da 
omplexi�
ação da variável �x� 
orrespondente à lo
alizaçãoda transformada wavelet 
ontínua de f 
om respeito a ψ.No Capítulo 4, é realizada a generalização para o 
aso de distribuições avalores-vetoriais, seguindo o formalismo original de Nils Den
ker apresentado no ar-tigo [6℄. Em parti
ular, estudamos a propagação de singularidades das soluções dasequações de Maxwell. Revisitamos o problema analisado por Den
ker sobre a propa-gação de polarizações das soluções das equações de Maxwell. Então, levando em 
ontaque o 
ampo eletromagnéti
o é uma distribuição temperada a valores-vetoriais, usamosos resultados de Referên
ia [5℄ para representar as soluções das equações de Maxwellem termos das wavelets dire
ionais. Desse modo, utilizamos o 
onjunto de polariza-ção, o qual re�na a noção de 
onjunto de frente de ondas para o 
aso de distribuiçõesa valores-vetoriais, a �m de analisar as singularidades das soluções das equações deMaxwell. Enfatizamos ainda que Den
ker [6℄ apli
ou seus resultados para as equaçõesde Maxwell sem se preo
upar 
om a representação do 
ampo eletromagnéti
o, isto é,representando-o via ondas planas ao invés de via wavelets, 
omo é o 
aso da nossarepresentação.Através da representação de tais soluções via wavelets dire
ionais, ao invés derepresentá-las via wavelets esféri
as 
omo feito por Kaiser [46℄, esperamos um re�na-mento da informação 
aptada, já que ao usarmos wavelets dire
ionais 
omo �ltro paradete
tar 
ara
terísti
as orientadas (tais 
omo: arestas, bordas, 
ampos vetoriais et
) naimplementação numéri
a das 
on
lusões do Capítulo 4, teremos, por exemplo, 
omoresultado o re�namento do tratamento das imagens geradas via a 
aptação das ondasretro-espalhadas por meio de um radar de abertura sintéti
a, 
onforme motivado napróxima Seção.



66 Con
lusões e Perspe
tivas5.1 Motivação para futuras pesquisas: apli
ações paradados de radarEn
erraremos este Capítulo motivando a asso
iação da análise mi
rolo
al 
omwavelets dire
ionais observando o problema de análise de dados de radar. Lembremosque o objetivo do radar é a obtenção de informações sobre objetos através da análisede ondas re�etidas a partir destes objetos. Sinais de radar são, na realidade, ondaseletromagnéti
as no espaço-tempo, portanto, eles estão sujeitos às leis físi
as de propa-gação e espalhamento. Um dos aparatos te
nológi
os 
ontemporâneos mais e�
azes naanálise de sinais de radar é o Radar de Abertura Sintéti
a (SAR)1 [3℄. A imagem de umradar de abertura sintéti
a é gerada a partir de um avião ou satélite 
arregando umaantena e se movendo ao longo de uma trajetória de varredura, 
onforme apresentadona �gura 5.1. A antena emite pulsos de radiação eletromagnéti
a, que se espalham portodo o terreno e as ondas espalhadas são dete
tadas 
om a mesma antena.
Figura 5.1: Radar de abertura sintéti
a.É 
laro que o modelo mais �dedigno para des
rever ondas de radar são asequações de Maxwell, porém, na Referên
ia [3℄ os autores utilizam um modelo es
alarsimpli�
ado para representar a propagação da onda

(
∇2 − 1

c2(x)
∂2t

)
U(t, x) = 0 , (5.1)onde c(x) é a velo
idade lo
al de propagação das ondas ele
tromagnéti
as, 
om 
ada
omponente dos 
ampos elétri
o e magnéti
o no espaço livre satisfazendo a equaçãoda onda (5.1). Por sua vez, o espalhamento pode ser observado 
omo sendo devido àsperturbações na velo
idade da onda, o qual des
reveremos 
omo

1

c2(x)
=

1

c20
− V (x) , (5.2)1A sigla SAR é oriunda do inglês Syntheti
 Aperture Radar.



5.1 Motivação para futuras pesquisas: apli
ações para dados de radar 67de modo que V (x) é a função re�etividade, a qual não 
orrespondem exatamente àperturbação na velo
idade da onda ele
tromagnéti
a no material, mas sim representauma medida da re�etividade do radar para a polarização medida pela antena.A imagem I(y) de um radar de abertura sintéti
a está rela
ionada 
om a funçãore�etividade V (x) via a seguinte 
onvolução
I(y) =

∫
K(y, x)V (x) dx (5.3)onde K(y, x) é o kernel de um operador pseudo-diferen
ial, que pode ser es
rito naforma

K(x, y) =

∫
a(x, y, k)eik(x−y) dk , (5.4)onde a amplitude a(x, y, k), que são �ltros2, satisfazem 
ertas estimativas [15, 16℄.Em se tratando de objetos no espaço, a sua forma é determinada pelas fronteirasentre os diferentes materiais (
omo por exemplo, ar e metal). Nessa interfa
e, espera-seque a função re�etividade V (x) tenha uma des
ontinuidade de salto, que é um tipo desingularidade. Singularidades (
omo des
ontinuidades de salto ao longo de uma super-fí
ie ou 
urva) tem uma lo
alização e uma direção. No 
aso de uma des
ontinuidadede salto ao longo de uma superfí
ie, a direção é a normal à superfí
ie. Esta noção éformalizada na análise mi
rolo
al através do 
on
eito de 
onjunto de frente de onda.Dentre os problemas em aberto rela
ionados 
om imagens de radar de aberturasintéti
a, listados no Capítulo 11 da Referên
ia [3℄, estamos interessados na questãosobre �Como podemos explorar plenamente a informação da polarização no 
ampo es-palhado? � De a
ordo 
om Cheney-Borden [3℄, �este problema está intimamente ligado àquestão do espalhamento múltiplo: não temos um modelo linear que prevê qualquermu-dança na polarização do 
ampo elétri
o retro-espalhado. Consequentemente, o nossométodo de imagem linear não pode forne
er informações sobre 
omo o espalhamentomuda a polarização do 
ampo analisado.� Em nossa opinião, este problema poderiaser resolvido se trabalhássemos 
om as equações de Maxwell, em vez de trabalhar ape-nas 
om o modelo es
alar simpli�
ado. Na verdade, o 
onjunto de frente de ondasasso
iado ao modelo es
alar simpli�
ado (5.1) não 
ontêm qualquer informação sobreas 
omponentes do 
ampo elétri
o (ou do 
ampo magnéti
o) que são singulares. A �mde espe
i�
ar as direções singulares no espaço vetorial, pode-se 
onsiderar operadores2Filtros são simplesmente 
onvoluções ou operadores multipli
ação no domínio da transformada deFourier.
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lusões e Perspe
tivasa valores-vetoriais que mapeiam distribuição a valores-vetoriais em funções es
alaressuaves, em vez de manusear apenas 
om operadores es
alares mapeando 
omponentesindividuais em funções suaves. Esta abordagem leva à de�nição do 
onjunto de pola-rização de Den
ker [6℄.Em um outro artigo que está em andamento [51℄, é estudado um problema dere�exão linear inversa para o modelo a valores-vetoriais men
ionado a
ima. A partir detal estudo, é obtida a relação entre o 
onjunto de polarização de ondas re�etidas e ondasin
identes, para dados de radar de abertura sintéti
a. O uso do 
onjunto de polarizaçãode distribuições a valores-vetoriais é impres
indível nessa dis
ussão. Neste ponto, éimportante ressaltar que os métodos de análise mi
rolo
al foram usados por Cheney e
olaboradores (vejam as Referên
ias 
itadas em [3℄) para re
onstruir as singularidadesda região de espalhamento. Os métodos mi
rolo
ais nos forne
em meios de re
onstruirtais singularidades, mesmo nos 
asos quando os dados são in
ompletos, impre
isos enão-ideais. Além disso, tais métodos nos permitem lidar 
om dados que são limitadosno tempo e no espaço. No entanto, os métodos mi
rolo
ais têm a limitação de que elessó podem forne
er a re
onstrução de singularidades e sua intensidade, o que pode serum obstá
ulo nos 
asos em que a antena de radar tenha uma pobre dire
ionabilidade.Neste 
aso, seria interessante tomar 
omo �ltro as wavelets dire
ionais, uma vez quesão 
apazes de dete
tar 
ara
terísti
as orientadas (segmentos, arestas, bordas, 
amposvetoriais et
) em imagens 
om uma boa seletividade dire
ional [19, 20℄. Desse modo,a apli
ação de tais wavelets poderiam ser uma maneira de superar as limitações dosmétodos mi
rolo
ais.



A
Apêndi
e: Análise das 
urvas
ara
terísti
as da equação da onda

Considere a equação da onda
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x21
− ∂2u

∂x22
− ∂2u

∂x23
= 0 , (A.1)usando as de�nições e os teoremas apresentados na Subseção 2.2.1. Essa equação podeser usada para des
rever o movimento de uma onda de som, uma onda eletromagnéti
aou uma onda ópti
a. Se φ(t, x1, x2, x3) = 0 é a superfí
ie 
ara
terísti
a da equação(A.1), então a função φ deve satisfazer

φ2
t − φ2

x1
− φ2

x2
− φ2

x3
= 0 . (A.2)Quando φt 6= 0, pode-se resolver ∂φ

∂t
= k para obter t = ψ(x1, x2, x3), onde ψ satisfaz

ψ2
x1

+ ψ2
x2

+ ψ2
x3

= 1

⇔
(
∂ψ

∂x1

)2

+

(
∂ψ

∂x2

)2

+

(
∂ψ

∂x3

)2

= 1 . (A.3)Se φ(t, x1, x2, x3) = 0 é uma superfí
ie portando as singularidades da solução u, entãopara qualquer �t� �xo, a equação (A.3) provê a lo
alização dessa superfí
ie no espaço
(x1, x2, x3) no tempo �xado �t�. Assim, as 
ara
terísti
as de (A.3) podem ser obtidas69



70 Apêndi
e: Análise das 
urvas 
ara
terísti
as da equação da ondavia a projeção das 
urvas integrais




dxi
ds

= 2pi

xi(0) = xi0

,





dpi
ds

= 0

pi(0) = pi0

, i = 1, 2, 3 . (A.4)Efetuando os 
ál
ulos na variável x1 (uma vez que nas outras variáveis o 
ál
ulo éanálogo), têm-se que
dx1
ds

= 2p1 ⇒ x1(s) = 2p1s+ k ,
omo x1(0) = x10 ,
x1(0) = 2p10 + k = x10 ⇒ k = x10 ,daí

x1(s) = 2p1s+ x10 . (A.5)Da equação diferen
ial ordinária na variável p, temos
dp1
ds

= 0 ⇒ p1(s) = c ,
omo p1(0) = p10 ,
p1(0) = c = p10 ,daí

p1 = p10 . (A.6)De modo que este sistema na variável x10




x1(s) = 2p1s+ x10

p1 = p10
, (A.7)junto 
om os sistemas para as variáveis x2(s) e x3(s), representam uma reta paramétri
aem s, perten
ente ao R3 e 
om direção (p10, p20, p30).

As 
ara
terísti
as da equação (A.3) podem ser obtidas via a projeção das 
urvas



71integrais 



dx1
ds

= 2p1

dx2
ds

= 2p2

dx3
ds

= 2p3

,





dp1
ds

= 0

dp2
ds

= 0

dp3
ds

= 0

, (A.8)
sobre o espaço (x1, x2, x3). Tomando um ponto arbitrário (x10, x20, x30, p10, p20, p30),satisfazendo a 
ondição

3∑

i=1

p2i0 = 1 ⇒ p210 + p220 + p230 = 1 , (A.9)então a solução da equação (A.8) 
om o dado ini
ial




x1(0) = x10

x2(0) = x20

x3(0) = x30

,





p1(0) = p10

p2(0) = p20

p3(0) = p30

, (A.10)é dada por 



x1 = p10s+ x10

x2 = p20s+ x20

x3 = p30s+ x30

,





p1 = p10

p2 = p20

p3 = p30

. (A.11)Essa é a equação paramétri
a de uma reta em R3 
om direção (p10, p20, p30). Da
ondição (A.9) e do sistema (A.11) obtemos a equação da esfera de raio s
p210 + p220 + p230 = 1

⇔
(
x1 − x10

s

)2

+

(
x2 − x20

s

)2

+

(
x3 − x30

s

)2

= 1

⇔ (x1 − x10)
2 + (x2 − x20)

2 + (x3 − x30)
2 = s2 . (A.12)Já que (p10, p20, p30) é a direção normal da superfí
ie (A.3), então, o Teorema 3 indi
aque as singularidades fra
as da solução da equação da onda (A.1) se propagam ao longoda direção normal à frente de ondas ψ(x1, x2, x3) = t e que a velo
idade de propagaçãoé uma 
onstante. Portanto, se tal equação da onda é apli
ada para des
rever uma onda



72 Apêndi
e: Análise das 
urvas 
ara
terísti
as da equação da ondaópti
a, então o sistema de equações (A.11) denota que o raio de luz se propaga ao longode linhas retas em um meio homogêneo.
Porém, se 
onsiderarmos a propagação de uma onda ópti
a em um meio não-homogêneo, a equação da onda (A.1) torna-se

∂2u

∂t2
− 1

n2

(
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
+
∂2u

∂x23

)
= 0 , (A.13)onde n = n(x1, x2, x3) é o índi
e de refração. De maneira análoga aos 
ál
ulos feitospara o 
aso homogêneo, vemos que a função ψ satisfaz

ψ2
x1

+ ψ2
x2

+ ψ2
x3

=
[
n(x1, x2, x3)

]2
. (A.14)E 
onsequentemente, suas 
ara
terísti
as satisfazem





dx1
ds

= 2p1

dx2
ds

= 2p2

dx3
ds

= 2p3

,





dp1
ds

=
(
n2
)
x1

dp2
ds

=
(
n2
)
x2

dp3
ds

=
(
n2
)
x3

, (A.15)
obede
endo ao dado ini
ial





x1(0) = x10

x2(0) = x20

x3(0) = x30

,





p1(0) = p10

p2(0) = p20

p3(0) = p30

. (A.16)Novamente, efetuando os 
ál
ulos apenas para a variável x1 (uma vez que nas outrasvariáveis o 
ál
ulo é análogo), a solução de dx1
ds

= 2p1 
om 
ondição ini
ial x1(0) = x10é a mesma já 
al
ulada
x1(s) = 2p1s+ x10 .Porém, para este meio não-homogêneo, o índi
e de refração n = n(x1, x2, x3) é de-pendente da posição do feixe. Com isso a equação diferen
ial ordinária na variável p
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a
dp1
ds

=
(
n2
)
x1

⇔ p1(s) =
(
n2
)
x1
s+ c ,
omo p1(0) = p10 ,

p1(0) =
(
n2
)
x1
0 + c = p10

⇒ c = p10 ,daí
p1(s) =

(
n2
)
x1
s + p10 .Assim, 




x1(s) = 2p1s+ x10

p1(s) =
(
n2
)
x1
s + p10

,

⇒ x1(s) = 2
[(
n2
)
x1
s+ p10

]
s+ x10

⇒ x1(s) = 2
(
n2
)
x1
s2 + 2p10s+ x10 .Como o 
ál
ulo é análogo para as variáveis x2 e x3, as equações paramétri
as �
am





xi = 2
(
n2
)
xi
s2 + 2pi0s+ xi0

pi =
(
n2
)
xi
s+ pi0

i = 1, 2, 3 . (A.17)Geralmente, os pi não são 
onstantes já que o índi
e de refração em um meio não-homogêneo n = n(x1, x2, x3) não é 
onstante. Portanto, as 
ara
terísti
as não são maislinhas retas, uma vez que as parametrizações (A.17) não são mais equações de retas,mesmo que (n2
)
xi
não .dependa do parâmetro s. Isto signi�
a que a luz não se propagaao longo de linhas retas em meios não-homogêneos.

�



BApêndi
e: Relação entre os estados
oerentes e as waveletsEmMe
âni
a Quânti
a, um estado 
oerente é um tipo espe
í�
o de estado quân-ti
o apli
ável ao os
ilador harm�ni
o quânti
o, ao 
ampo eletromagnéti
o, et
, o qualdes
reve um tipo máximo de 
oerên
ia e um tipo 
lássi
o de 
omportamento. ErwinS
hrödinger em 1926, avaliou o estado 
oerente 
omo um pa
ote de ondas de in
ertezamínima, enquanto bus
ava a solução da equação que levou o seu nome, impondo quetais soluções satis�zessem o prin
ípio de 
orrespondên
ia1. Assim, ele de�niu estesestados 
omo sendo a solução da equação de S
hrödinger dependente do tempo [52℄,Pág. 57.Matemati
amente, o estado 
oerente |α〉 é de�nido 
omo sendo o auto-estadoket do operador aniquilação â, formalmente des
rito 
omo
â|α〉 = α|α〉 . (B.1)Como â não é hermitiano, α é um número 
omplexo 
uja parte imaginária não éne
essariamente nula, o qual pode ser representado 
omo

α = |α|eiθ , ∀ θ ∈ R , (B.2)onde |α| e θ são, respe
tivamente, a amplitude e a fase do estado. Na literatura, o es-tado |α〉 é 
hamado de estado quase-
lássi
o ou estado Gaussiano, 
onforme Referên
ia1O prin
ípio de 
orrespondên
ia formulado por Niels Bohr em 1920, é o estado em que o 
ompor-tamento dos sistemas des
ritos pela teoria da Me
âni
a Quânti
a reproduz a físi
a 
lássi
a no limiteem que 
onstantes quânti
as tendem às 
lássi
as.74



75( [53℄, pág.559) e 
omo ele é a espinha dorsal da Ópti
a Quânti
a, neste 
ontexto, |α〉é 
hamado de estado 
oerente 
an�ni
o ou padrão. Para uma representação matemati-
amente bem fundamentada, 
onsideremos a seguinte de�niçãoDe�nição 19. Sejam H um espaço de Hilbert separável e 
omplexo, X um espaçolo
almente 
ompa
to e dν uma medida sobre X. Seja |x〉 um vetor em H de�nido para
ada x ∈ X. Vamos assumir que este 
onjunto de vetores são munidos das seguintespropriedades:i) O mapeamento x 7→ |x〉 é fra
amente 
ontínuo, isto é, para 
ada vetor |φ〉 ∈ H,a função Ψ(x) = 〈x|φ〉 é 
ontínua na topologia de X.ii) A resolução da identidade
∫

X

|x〉〈x| dν(x) = IH , (B.3)é assegurada no sentido fra
o no espaço de Hilbert H, ou seja, para quaisquerdois vetores |φ〉, |ψ〉 em H, a seguinte equação é válida
∫

X

〈φ|x〉〈x|ψ〉 dν(x) = 〈φ|ψ〉 . (B.4)Um 
onjunto de vetores |x〉 satisfazendo as duas propriedades a
ima, é 
hamado umafamília de estados 
oerentes generalizados.Para re
uperar a de�nição 
an�ni
a (ou padrão) de estados 
oerentes, basta de�nir
X ≡ C 
omo o plano 
omplexo, tomar x ≡ α e a medida

dν(x) ≡ 1

π
d2α =

1

π
d
(
Re(α)

)
d
(
Im(α)

)
, (B.5)
onforme a Referên
ia ( [53℄, pág.569).O prin
ipal objetivo da identidade (B.3), é assegurar que um vetor arbitrário |ψ〉do espaço de Hilbert H seja expresso 
omo uma 
ombinação linear (integral) da famíliade estados 
oerentes formada pelo 
onjunto de vetores |x〉. De fato, multipli
ando |ψ〉em ambos os lados de tal identidade, tem-se

∫

X

|x〉〈x|ψ〉 dν(x) = |ψ〉 , (B.6)



76 Apêndi
e: Relação entre os estados 
oerentes e as waveletsde�nindo Ψ(x) = 〈x|ψ〉, temos
|ψ〉 =

∫

X

Ψ(x)|x〉 dν(x) . (B.7)Estes vetores Ψ são funções 
ontínuas de quadrado integrável sobre o espaço lo
almente
ompa
to X e satisfazendo as 
ondições da transformada integral de�nida em (2.1), demodo que ∫

X

K(x, y)Ψ(y) dν(y) = Ψ(x) , (B.8)onde K(x, y) = 〈x, y〉 é o kernel, que neste 
ontexto, goza das propriedades:
• K(x, y) ≥ 0 ;
• K(x, y) = K(y, x) ;
•
∫

X

K(x, z)k(z, y) dν(z) = k(x, y) .Uma maneira alternativa de se des
rever os estados quânti
os é usando o for-malismo de grupos. Gilmore e Perelomov per
eberam, de uma forma prati
amenteindependente, que a 
onstrução de estados 
oerentes as vezes pode ser vista 
omo umproblema de Teoria de Grupos [54�58℄.Seja G um grupo lo
almente 
ompa
to. Suponhamos que G tenha uma repre-sentação irredutível e 
ontínua U , sobre o espaço de Hilbert H via o operador unitário
U(g), ∀ g ∈ G. Esta representação é 
hamada de quadrado integrável se existe umvetor não-nulo |ψ〉 ∈ H, para o qual a integral

c(ψ) =

∫

G

∣∣〈ψ|U(g)ψ〉
∣∣2 dµ(g) , (B.9)
onverge. Aqui, dµ é a medida de Haar invariante à direita sobre o grupo G. Umvetor |ψ〉 para o qual c(ψ) < ∞, é 
hamado de admissível e pode ser mostrado que aexistên
ia de um vetor 
omo este, garante a existên
ia de um 
onjunto inteiramentedenso de tais vetores |ψ〉 em H. Além disso, se o grupo G é unimodular, isto é, seas medidas invariantes à esquerda e à direita são 
oin
identes, então a existên
ia deum vetor admissível |ψ〉, impli
a que 
ada vetor em H é admissível. Assim, dada umarepresentação quadrado integrável U e um vetor admissível |ψ〉, de�niremos os vetores

|g〉 = 1√
c(ψ)

U(g)|ψ〉 , ∀ g ∈ G . (B.10)



77Estes vetores são análogos aos dos estados 
oerentes 
an�ni
os, os quais, naquele for-malismo são es
ritos em termos da representação do grupo de Heisenberg. Ademais,pode ser mostrado que a resolução da identidade
∫

G

|g〉〈g| dµ(g) = IH , (B.11)é assegurada sobre o espaço de Hilbert H. Assim, os vetores |g〉 
onstituem uma famíliade estados 
oerentes generalizados. As funções F (g) = 〈g|ψ〉, para todos os vetores
|φ〉 ∈ H, são quadrado integráveis 
om respeito à métri
a dµ e o 
onjunto de taisfunções, que de fato são 
ontínuas na topologia de G, formam um subespaço fe
hadode L2(G, dµ). Além disso, o mapeamento φ 7→ F é uma isometria linear entre osespaços H e L2(G, dµ) e de a
ordo 
om esta isometria, a representação U é mapeadapara uma sub-representação da representação regular2 esquerda de G sobre L2(G, dµ).Um típi
o exemplo da 
onstrução de estados 
oerentes generalizados usando oformalismo de teoria de grupos, são as wavelets. Tal 
onstrução é provida pelo grupoa�m � grupo de todas as translações a�ns inversíveis do espaço nele mesmo � da retareal R, simbolizada por GAf . Este é o grupo de todas as matrizes 2× 2 do tipo

g =

(
a b

0 1

)
, (B.12)
om a, b ∈ R e a 6= 0, de modo que sua matriz inversa é dada por

g−1 =




1

a
− b

a

0 1


 . (B.13)Para fa
ilita as manipulações algébri
as, es
reveremos g 
omo a matriz linha g = (b, a),
om a ação sobre R dada por

(b, a) ◦ x = b+ ax . (B.14)Este grupo é não-unimodular, 
om a medida invariante à esquerda sendo dada por
dµ(b, a) = a−2db da e a medida invariante à direita dada por dµ(b, a) = a−1db da. Ogrupo a�m tem uma representação unitária e irredutível sobre o espaço de Hilbert2A representação regular de um grupo G, é a representação linear propor
ionada pelo grupo deação de G sobre ele mesmo, via uma translação.
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oerentes e as wavelets
L2(R, dx), onde os vetores em L2(R, dx) são funções mensuráveis ϕ(x) de uma variávelreal x e o operador unitário U(b, a) desta representação, atua sobre os ϕ(x) 
omo

(
U(b, a)ϕ

)
(x) =

1√
|a|
ϕ

(
x− b

a

)

=
1√
|a|
ϕ
(
(b, a)−1 ◦ x

) (B.15)onde (b, a)−1 = g−1 =

(
− b

a
,
1

a

).De modo geral, se ψ é uma função em L2(R, dx) tal que sua transformada deFourier ψ̂ satisfaz a 
ondição de admissibilidade
∫

R

∣∣ψ̂(k)
∣∣2

|k| dk < ∞ , (B.16)então, ψ̂ é um vetor admissível, ou seja,
c(ψ) =

∫

GAf

∣∣∣〈ψ|U(b, a)ψ〉
∣∣∣
2db da

a2
< ∞ . (B.17)Com isso, seguindo a 
onstrução geral des
rita a
ima, os vetores

|b, a〉 = 1√
c(ψ)

U(b, a)ψ , (b, a) ∈ GAf , (B.18)de�nem uma família de estados 
oerentes generalizados. Tais vetores tem a solução daidentidade ∫

GAf

|b, a〉〈b, a|db da
a2

= IL2 , (B.19)assegurada sobre o espaço de Hilbert L2(R, dx).Na literatura que trata de análise de sinais, um vetor satisfazendo a 
ondição deadmissibilidade (B.16), é 
hamado de wavelet �mãe� e os estados 
oerentes generaliza-dos |b, a〉 são 
hamados wavelets. Com isso, os sinais são identi�
ados 
om os vetores
|ϕ〉 em L2(R, dx) e a função

F (b, a) = 〈b, a|ϕ〉 , (B.20)é 
hamada de transformada wavelet 
ontínua do sinal ϕ, 
onforme as Referên
ias[59, 60℄. Em outras palavras, uma wavelet pode representar naturalmente um estado
oerente 
an�ni
o.



79Este 
on
eito pode ser estendido para duas ou mais dimensões �nitas. Comisso, o grupo a�m GAf seria substituído pelo assim 
hamado grupo de similaridadesdo plano (ou de similaridades do espaço n-dimensional estudado), o qual, 
onsistede transformações planas, rotações e dilatações globais. As resultantes wavelets bidi-mensionais, e algumas de suas generalizações para mais dimensões, são amplamenteutilizadas no pro
essamento de sinais de imagens [20℄. Além disso, Antoine e Murenzimostraram em [19℄ que a 
lasse de wavelets de Cau
hy tem in
erteza minima, ou seja,uma propriedade inerente aos estados 
oerentes.Para nós, tal 
onexão entre os estados 
oerentes e as wavelets é de fundamen-tal importân
ia, visto que no artigo [50℄ Roy J. Glauber des
reve o 
ampo de radiaçãoeletromagnéti
a usando os estados 
oerentes da Me
âni
a Quânti
a. Ou seja, é possíveldes
rever as ondas eletromagnéti
as via wavelets. Assim, habilitado por tão grande re-sultado, Gerald Kaiser em seu artigo [46℄ deu uma nova representação para as soluçõesdas equações de Maxwell, ao tratá-las 
omo superposições lineares de wavelets esféri-
as, dinami
amente adaptadas e bem-lo
alizadas no espaço, obtendo 
om isso umarepresentação análoga à de Fourier, porém bem lo
alizada no espaço das frequên
ias.Trilhando em 
aminhos 
orrelatos, porém esperando obter uma pre
isão ainda maiorna análise dos dados, o tratamento dado no Capítulo 4 desta tese, teve por objetivodes
rever as soluções das equações de Maxwell usando uma 
lasse de wavelets 
�ni
as
hamadas wavelets dire
ionais.
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