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“Meu filho, se vocé aceitar as minhas palavras e guardar no cora¢ao os meus
mandamentos; se der ouvidos a sabedoria e inclinar o coragao para o discernimento;
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pois guarda a vereda do justo e protege o caminho de seus fiéis.” (Provérbios 2:1-8)
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gundo o plano de um Ser que tudo sabe e tudo pode. Isto fica sendo a minha iltima e

mais elevada descoberta” (Isaac Newton)
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RESUMO

FAGUNDES, Fabio Nascimento, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2012.
Um Estudo sobre a Associacao da Analise Microlocal e Wavelets com Apli-
cacao na Eletrodinamica. Orientador: Daniel Heber Theodoro Franco. Coorienta-

dores: Afranio Rodrigues Pereira e Winder Alexander de Moura Melo.

Usando uma classe de wavelets direcionais (denominadas wavelets conicas, as quais tem
suporte estritamente contido em um cone convexo proprio no espago-k das frequéncias),
mostramos que uma distribuicao temperada é obtida como uma soma finita de valores
limites de funcoes analiticas resultantes da complexificagao do parametro translacional
da transformada wavelet. Além disso, provamos que para uma dada distribuicao f €
S (R™), a transformada wavelet continua de f com respeito a wavelet conica é definida
de tal maneira que a transformada wavelet direcional de f produz uma funcao no
espaco de fase, cujas singularidades de alta-frequéncia sao precisamente os elementos
do conjunto de frente de ondas analitico de f. Como uma aplicacao dos resultados
acima, representamos as solucoes das equacoes de Maxwell em termos da transformada
wavelet direcional. Entao, usamos o conjunto de polarizacao, o qual refina a nocao do
conjunto de frente de ondas para distribuicoes com carater vetorial, a fim de analisar

as singularidades de solugoes das equacoes de Maxwell.
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ABSTRACT

FAGUNDES, Féabio Nascimento, D.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July, 2012.
A Study on the Association of Microlocal Analysis and Wavelets with Appli-
cation in Electrodynamics. Advisor: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-Advisors:

Afranio Rodrigues Pereira and Winder Alexander de Moura Melo.

By using a particular class of directional wavelets (namely the conical wavelets, which
are wavelets strictly supported in a proper convex cone in the k-space of frequencies),
it is shown that a tempered distribution is obtained as a finite sum of boundary values
of analytic functions arising from the complexification of the translational parameter
of the wavelet transform. Moreover, we show that for a given distribution f € .%/(R"),
the continuous wavelet transform of f with respect to a conical wavelet is defined in
such a way that the directional wavelet transform of f yields a function on phase space
whose high-frequency singularities are precisely the elements in the analytic wavefront
set of f. As an application, we represent the solutions of Maxwell’s equations in terms
of directional wavelet transform. Then, we make use of the polarization set, which
refine the notion of wavefront set for vector-valued distributions, in order to analyze

the singularities of solutions of the Maxwell’s equations.
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Capitulo 1

Introducao e Motivacao

Um dos mais importantes campos de estudo contemporaneos, que surgiu devido
aos avancos na teoria da telecomunicacao e tecnologias digitais, é o Processamento de
Sinal Digital (DSP, do inglés Digital Signal Processing). Ele esta presente nas mais
diversas areas de pesquisa cientifica e tecnologica, tais como: imagens médicas — no
refinamento das imagens obtidas no exame de ressonancia magnética nuclear; senso-
riamento remoto — na filtragem de ruidos (refinamento da resolugiao) de fotos tiradas
via satélite para analise de dados de relevo da superficie terrestre, ou para a distin¢ao
de areas desmatadas em reservas florestais; imagens de radar — na minimizacao de
interferéncias em tempo real nas imagens do display em centrais de monitoramento
de vdos nos aeroportos ou na utilizacao de softwares que implementam métodos mi-
crolocais capazes de detectar até mesmo a forma geométrica do objeto que se aproxima,
da fonte emissora de radiacao eletromagnética situada no perimetro das bases mili-
tares; reconhecimento de padroes — no processamento e classificagao de imagens
do contorno da impressao digital ou do bordo da iris dos olhos humanos com o mé-
ximo possivel de fidedignidade no tratamento dos dados coletados para um posterior
reconhecimento de padroes, podendo ser utilizado, por exemplo, no registro do ponto
eletronico adotado nas empresas; entre outras iniimeras areas de aplicacao.

Um exemplo mais usual onde todos usufruem dos beneficios do processamento
de sinal digital, sao os downloads de miisicas da internet. Tipicamente, os downloads
que eram feitos por usuarios do inicio desse século tinham velocidade de 56 kilobits
por segundo; assim, baixar uma misica em seu tamanho original poderia levar ho-
ras. No entanto, usando os softwares atuais de compressao de MP3, o tamanho da
musica é reduzida em até 90%, podendo ser baixada em questao de minutos. Apesar

da reducao tao efetiva do tamanho do arquivo, a maioria dos usuérios nao consegue



2 Introducao e Motivagao

distinguir entre a qualidade do arquivo reduzido, do original. Como isto é possivel?
Primeiro, é importante analisar a musica original (um sinal/uma onda), e como ela é
representada digitalmente. Esta andlise leva a um algoritmo para armazenar os dados
nao-redundantes (compressao) que o usuério fard uso posteriormente. Tudo isso faz
parte da dindmica do Processamento de Sinal Digital (DSP). Porém, como nessa tese
daremos um tratamento inteiramente analitico as discussoes nela expostas, recomen-
damos ao leitor interessado em uma discussao pormenorizadamente numérica desse
assunto as Referéncias [I1,2].

Um questionamento que é imprescindivel e que sua resposta permeara todo o
restante dessa tese, é o seguinte: o que cada um dos exemplos que envolvem o trata-
mento de sinais (imagens), citados acima, tém em comum? Resposta: o estudo da

forma geométrica da interface (bordo) entre os distintos meios analisados.

Figura 1.1: Ressonancia magnética de um cranio humano.

No caso das imagens médicas poderia ser, por exemplo, o estudo da forma geométrica
das regioes de contraste de tonalidade de cor entre a massa cinzenta cerebral e um pos-

sivel tumor visualizado em uma tofo ressonancia, conforme a Figura [l

Figura 1.2: Foto via satélite do desmatamento florestal.

No caso do sensoriamento remoto poderia ser, por exemplo, o estudo do contorno



das regides de mudanca abrupta na tonalidade de cor nas fotos tiradas de satélites,

diferenciando as areas de florestas virgens das areas desmatadas, conforme a Figura
.2l

Figura 1.3: Reconhecimento biométrico.

No caso do reconhecimento de padroes poderia ser, por exemplo, a analise biométrica
que estuda a diferenca de contraste de cor entre o bordo do relevo (vales e picos) das

ranhuras da impressao digital, conforme a Figura [[L3]

Figura 1.4: Radares que detectam o contorno do objeto.

E no caso das imagens de radar poderia ser, por exemplo, a analise das descon-
tinuidades da funcao refletividade da onda eletromagnética emitida pelo radar, dando
como resultado o contorno do navio, conforme a Figura [[.4]

Um sinal é um fenémeno variavel no tempo que pode ser mensurado (um obser-
vavel fisico). E uma grandeza fisica que varia com o tempo, embora possa variar de
acordo com qualquer outro parametro tal como o espaco. Nossa interacao didria com

o ambiente se da através de diversos tipos de sinais:

v Sinais sonoros — via ondas mecanicas, como por exemplo: audicao, fala, sonares

de navios e submarinos, diferenca de tensao produzida por um microfone etc;
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v/ Sinais luminosos — via ondas eletromagnéticas, como por exemplo: visdo/luz
incidente, ondas de rddio, imagens transmitidas por uma camera de video, radares

de aeroportos etc.

Tomando uma funcao f : U4 C R™ — R, o subconjunto U é a regiao do espaco
na qual varia a grandeza fisica. Por exemplo, se n = 1, entao a grandeza representa um
sinal unidimensional (0 som); se n = 2, essa grandeza representa um sinal bidimensional
(uma imagem), cuja lei da fungdo pode ser dada por f(p) = cor de p, onde p é um
pixel da imagem num plano com a cor variando, por exemplo, na escala de cinza; se
n = 3, a grandeza representa um sinal tridimensional (um video) com a lei da fungao
f(p,t) representando a variacdo temporal da cor do pixel no plano.

Para estudar os sinais, é necessario descrevé-los matematicamente. O modelo

matemaético mais adequado para descrever os fend6menos sonoros é a equacao da onda

0% f

ﬁ = szgf (11)

onde “c” é a velocidade de propagacao da onda mecanica. Ja, para descrever a propa-
gacao da radiagao eletromagnética, o modelo matematico mais adequado ¢ dado pelo

sistema de equacoes diferenciais de Maxwell

V-E = £ VxE = -4
“o e on (1.2)
VB =0 VXB = pod + ftofo

As informagoes mais relevantes de um sinal, sao muitas vezes carregadas por es-
truturas irregulares e fen6menos transientes, ou seja, sao carregadas por singularidades.

Em uma imagem, as descontinuidades da funcao intensidade de cor sao interpretadas

Sucrose

Figura 1.5: Imagem de uma célula e seu contorno.

como uma classe de singularidades que nos permite localizar o contorno de um objeto,

conforme a Figura Analogamente, ao se analisar as descontinuidades da funcao



refletividade da radiacao eletromagnética emitida pelo radar, obter-se-a o contorno do
objeto que interage com tais ondas emitidas. Um método matematico bastante com-
pleto para se estudar tais descontinuidades com o objetivo de obter o contorno dos
objetos analisados, é a andlise microlocal.

A andlise microlocal estuda o comportamento singular de uma distribuigao (por
exemplo, uma onda eletromagnética) nos pontos (z, k) do espaco de fase. Ela so se
preocupa com os pontos singulares e a direcao de propagacao das singularidades nas
regioes assintoticas. No entanto, no processo fisico de captagao de tais singularidades,
isto é, na medi¢do das ondas retro-espalhadas, obtém-se também ruidos (oriundos
do multi-espalhamento da radiacdo emitida) indesejaveis para a andlise, os quais po-
dem ser filtrados usando operadores pseudo-diferenciais, conforme Margaret Cheney na
Referéncia [3]. Afim de dar um tratamento alternativo em tal filtragem, optamos por
trabalhar nessa tese com as funcgoes wavelets, as quais tem as propriedades de: média
nula, boa localizagio no espaco das frequéncias e inversibilidade [4].

A tese esta organizada da seguinte forma: apo6s uma breve revisao de algumas
defini¢oes e propriedades bésicas das wavelets e da analise microlocal no Capitulo
2] no Capitulo [Bl obtemos uma caracterizacao local do conjunto de frente de ondas
analitico em termos dos valores limite generalizados de funcoes holomorfas usando a
transformada wavelet direcional. Nos usamos a transformada wavelet direcional a fim
de mostrar que as fun¢oes analiticas que satisfazem uma condicao de crescimento tem-
perado, obtém valores limite distribucionais em .#”/(R™). Tais resultados podem ser
detalhadamente vistos na Referéncia [5]. No Capitulo [ revisitamos o problema ana-
lisado por Dencker sobre a propagacao de polarizagoes das solucoes das equacoes de
Maxwell. Levando em conta que o campo eletromagnético é uma distribui¢ao temper-
ada com carater vetorial, usamos os resultados da Referéncia [5] para representar as
solucoes das equacoes de Maxwell em termos das wavelets direcionais. Entao, usamos
o conjunto de polarizacao, o qual refina a nocao de conjunto de frente de ondas para
o caso de distribui¢bes com carater vetorial, como introduzido por Dencker [6], a fim
de analisar as singularidades das solucoes das equacoes de Maxwell. Finalmente, no
Capitulo [Bl tratamos das conclusées gerais dos resultados obtidos, bem como de suas
consequéncias fisicas, e motivamos a associacao da anélise microlocal com a anélise
wavelet observando o problema da anédlise de dados de radares de abertura sintética,
cujo assunto é tratado com muita propriedade no livro Fundamentals of Radar Ima-
ging de Margaret Cheney e Brett Borden [3]. Nosso objetivo, é chamar a atengao — nao

somente dos fisicos-matematicos, mas também dos matematicos puros e fisicos teori-
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cos interessados em temas interdisciplinares — para a relevancia do estudo da ampla

aplicagao da analise microlocal e da analise wavelet em problemas de engenharia.



Capitulo 2

Métodos Matematicos

2.1 Wavelet e transformada wavelet

O conceito de wavelet, ou ondoletas, surgiu na literatura somente nos anos
80. O conceito mais contemporaneo pode ser entendido como uma sintese de varias
ideias originadas em diferentes areas de conhecimento, como: a Matematica (operado-
res Calderon-Zygmund e teoria de Littlewood-Paley), a Fisica (formalismo de estados
coerentes em mecanica quantica e grupo de renormalizacdo) e a Engenharia (filtros de
banda de frequéncia, codificagio e decodificagdo em processamento de sinais/imagens).
Em 1982, Jean Morlet, um engenheiro geofisico francés, introduziu pela primeira vez
a nocao de transformada wavelet como uma novo método mateméatico para analise
de sinais sismicos. Foi Alex Grossmann, um fisico tedrico francés, quem rapidamente
reconheceu a importancia da transformada wavelet de Morlet, que é similar ao forma-
lismo de estados coerentes em mecanica quantica, e desenvolveu uma formula exata
para a inversa da transformada wavelet. Em 1984, em um encontro académico com a
presenca de Morlet e Grossmann, teve inicio um estudo matematico mais detalhado das
transformadas wawvelets continuas e suas diversas aplicagoes. Deste estudo ficou claro
que, de maneira analoga as expansoes de Fourier, a teoria das wavelets apresentava um

novo método para decompor uma func¢ao (um sinal) ou uma distribuigao.

7



8 Métodos Matematicos

2.1.1 Definicao, propriedades e exemplos

De forma mais geral, uma transformada integral, ¢ um operador T num espaco

de funcoes sobre algum subconjunto 2 C R, o qual é definido por

:/QK(x,y)f(x)dx : (2.1)

As propriedades da transformada, dependem da fungdo K, que na equagao (2.1 é
chamada de kernel da transformada. Por exemplo, no caso da transformada de Fourier,
o kernel assume a seguinte funcio K(z,y) = e *@¥). Note que a variavel y pode ser
independente como um fator de escala (um parametro), ou seja, se tomarmos a fungao
exponencial p(z) = e, podemos gerar a partir dela, uma familia de fun¢oes de um s6
pardmetro tomando copias escaladas de ¢, isto é, p, (1) = ™%, para todo o € R. A
transformada wavelet continua é similar & transformada de Fourier, no sentido de que
ela esta baseada em uma funcao tinica 1, que também é escalada. Mas, ao contrério da
transformada de Fourier, podemos também deslocar a fungao ¢, gerando assim uma

familia de fungoes de dois parametros v, ; do tipo:

Yonla) = a2 ( . b)

a

onde as constantes a,b € R com a # 0.

Definig¢ao 1. Uma wavelet é uma funcao 1 € L*(R) satisfazendo a condigio de admis-

stbilidade R )
/ M dw < oo (2.2)
coo W]

onde, QZ ¢ a transformada de Fourier de 1, definida como

-~

h(w) = e p(x (2:3)

7l

Uma importante propriedade das wavelets é que dada uma funcgao 1) € L?(R), entao a

funcao bi-parametrizada v, ; gerada a partir da 1, também ¢é de quadrado integravel,
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ou seja, 1, € L*(R), uma vez que

s = [ [ (252)

= /OO }@b(x)’Qd:p
= [le@)|I” - (2.4)

2

dx

A transformada de Fourier de 1,,(z) é dada por

~ 1 R —-b

Rl e’“’w@(aw) : (2.5)
LS |
10fF o ]
|
0sf | ]
|
0.0: : °
r | |
osk ! [ ]
[ | I
|
1ol ;—c) ]
_1_5_ T T Y T S S SR ST T | I

Figura 2.1: Grafico da wavelet de Haar.

Um dos exemplos mais classicos na teoria das wawvelets, é a wavelet de Haar.
Ela foi proposta em 1909 pelo mateméatico hungaro Alfred Haar. A transformada de
Haar é um caso particular de transformada wavelet discreta, onde a wavelet de Haar é

um pulso quadrado definido por:

ba)={ -1, se l<az<l . (2.6

0 , para qualquer outro valor de x
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Entao, a transformada de Fourier é dada por

€

[sen

(%

)]2 e Hw=m)/2 (2.7)

P(w)

S—

1
- s
e a condicao de admissibilidade

/_de¢<}=§/_de¢<)<00. (2.8)

o W] T)ooe W

Podemos ver na Figura 2.1}, que a wavelet de Haar é bem localizadaH no dominio do

tempo, apesar de nao ser continua. O valor absoluto de sua transformada de Fourier,

| (w)

pobre no dominio da frequéncia e também que ela nao tem suporte compacto nesse

, plotada na Figura2.2] mostra claramente que a wavelet de Haar tem localizacao

dominio.

Figura 2.2: Grafico do modulo da transformada de Fourier da wavelet de Haar.

A funcao W(w)’ ¢ par e atinge seu ponto de maxima frequéncia em wy = 4, 662.
Sua taxa de decaimento é de w™! quando w — 0o, ou seja, o decaimento é lento em
virtude da descontinuidade de ¢, de modo que essa natureza descontinua é sua maior
fraqueza em muitas aplicacoes. No entanto, a wavelet de Haar é um dos exemplos
mais fundamentais que ilustram a principal caracteristica da teoria geral das wavelets,

conforme o

Teorema 1. Sejam v uma wavelet e @ uma funcgao integrdvel e limitada. FEntdo a

convolugao (Y * p) € uma wavelet.

!Conforme [7], dizemos que uma fungdo y = f(x) é bem localizada num espago, por exemplo em
R?, se a maior parte dos pontos y da imagem sio nulos, ou pelo menos préximo de zero, exceto para
alguns valores de x préoximos de um zq fixado.
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Demonstragao. Com efeito,
[ les@lfe= 7| [~ o= opwa
< [ ot wletjan)
= [ ([ e wllot ot )
< [ ([ = olewlan [ fetwlac) do

< [ Jewlau [ [ ot = )Plotu)deda

- (/_:‘gp(u)‘du)Q/_i‘lp(x)‘de < o0, (2.9)

mostrando que (@Z) * gp) € L*(R), uma vez que ¢ é limitada. Além disso, do teorema

2

dx

da convolugao [8], temos

I (DI [ =G,

o0 |w] —_—

™ 2

[l
gsup{}(ﬁ(w)f}/_(: W|(:j|)} dw < oo . (2.10)
Logo, a funcao (1/1 * <p) () é uma wavelet. O

Como uma aplicacao imediata do Teorema [, vamos tomar a wavelet de Haar

definida na equagao (2.6) e vamos convolucioné-la com a seguinte fungao

0, se <0
plx)=q9 1, se 0<z<1 . (2.11)
0, se z>1

Assim, obtemos a funcao (w * cp) () continua mostrada na Figura 2.3
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1/2
0 1\/2

Figura 2.3: Grafico da wavelet continua (w * cp) (x).

. ~ 2
Mas, se convolucionarmos a wavelet de Haar (2.6]) com a fungao ¢(z) = e,

obtemos a funcao suave na Figura 2.4

0.2

Figura 2.4: Grafico da wavelet suave (@Z) * gb)(x)

Definigao 2. Sejam v € L*(R) uma funcao de quadrado integrdvel e 1, uma familia

de funcoes bi-parametrizadas geradas a partir de v, dada por

Yap(x) = la| 7 (x — b) , (2.12)

a

onde as constantes a,b € R com a # 0. Assim, a transformada integral W,, definida
sobre L*(R) via

(W, f)(a,b) = / " F@) P (@)da

= (f thap) (2.13)

¢ chamada de transformada wavelet continua de f, sendo f qualquer funcao bem
definida em L*(R).
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A funcao ¢ é frequentemente chamada de wavelet “mae” ou wavelet analisadora;
o parametro “b” pode ser interpretado como uma translacao temporal ou espacial,
dependendo do contexto em que ele esta inserido; ji a constante “a” geralmente é
interpretada como um parametro de escala que mede o grau de dilatagao ou contracgao.
A transformada wavelet continua de f nao é tnica, como é o caso da transformada
de Fourier, mas qualquer transformacao obtida segundo a Definicao [2] usando uma
fungao ¢ arbitraria, e que obedega a condigdo de admissibilidade (2.2)), satisfara as
exigéncias de transformada wavelet.

Para uma abordagem n-dimensional, como é o caso tratado nos Capitulos [3] e (4]

desta tese, na proxima subsecao faremos uma releitura das duas defini¢oes enunciadas

acima, usando a notagao multi-indice de Schwartz.

2.1.2 Wawvelets na notacao multi-indice de Schwartz

Nesta subsecao, vamos revisitar algumas defini¢oes e propriedades bésicas das
wavelets apresentadas na subsecao anterior, onde agora usaremos a notacgao padrao de
Schwartz para multi-indices. Sejam R™ o espaco real euclidiano n-dimensional cujos
pontos genéricos nele contidos serao denotados pela n-upla x = (z1,x2,...,2,) e C" 0o
espaco complexo n-dimensional onde quaisquer pontos nele contidos serao denotados
pela n-upla z = (21, 22, . . ., z,), tais que as operagoes de soma e produto por um escalar

A € R, sao dados por

vy = (T1+Y,T2+ Yo T+ Yn)

(2.14)
Ar = (Axy, Az, ..., Axy,)
e o produto interno é
(r,y) = x1y1 + oY + -+ + TpYn (2.15)
onde x > 0 significa z; > 0,29 > 0,...,2, > 0. Como consequéncia da definicao do
produto interno, temos
o] = (@ + 25+ -+ ad)' (2.16)

Além disso, definimos o = (ay,a0,...,a,) € Ny, onde Ny é o conjunto dos
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inteiros nao-negativos, tal que o comprimento de « é a correspondente norma ¢* dada

por |a] = a3 +ay+ -+« , onde

a+ [ significa (ag + S1,a0 + Bay .oy + Bn)

(2.17)
a > [ significa (g > 1,9 > Ba, ..o, > By)
e
ol = alan! . ay!
(2.18)
x* = zitay?.ad

J& um operador diferencial atuando em uma funcgao, ¢, neste formalismo é descrito

D(a) = () (o ) -+ () @)

— (_Z')Ioz\ aaﬂo(l‘h To, ... ,xn)

como

(2.19)

onde a constante (—i) foi introduzida para facilitar os célculos da transformada de
Fourier e onde os 0; significam a diferenciagao com respeito a j-ésima variavel. Para

um melhor entendimento, veja o

Ezemplo 1. Considere o operador diferencial no formalismo de Schwartz (2.19).
Sen=3¢e (o =2,a0 =0,3 = 5), temos que
X = (z1,72,3)
= (z,9,2)
Logo, |a] = a1 +as + a3 =2+ 0+5 =7, de modo que

. 87@(361 T2 373)
Da _ Y ) )
P(x) (=) 023029023
2.8790(56711,2)
012025

0

Consideremos dois espacos n-dimensionais, o espaco-x e o espaco-k, com a trans-
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formada de Fourier definida por

f(k) = Z[f(2)] (k) = f( Je e dra (2.20)

fl@) = Z ()] (z) = a7 . Flk)es= qrg (2.21)

onde a variavel k sempre pertencerd ao conjunto dos nimeros reais, enquanto que a
variavel z, tanto poderd pertencer aos reais como aos complexos. Quando ela for com-

plexa, sera denotada por z = x + 1y.

Definicao 3. Uma wavelet é uma fun¢ao complexa v avaliada no espago das fungoes

de quadrado integrdvel L?(R",d"z) e satisfazendo a condi¢io de admissibilidade

Cy = (27)" 'ﬁgﬁ i < oo | (2.22)

onde 1//1\ € a transformada de Fourier de 1. Tal condicao, permite a existéncia da

transformada inversa de wavelet.

Se 1 é suficientemente regular, pelo menos o suficiente para admitirmos que
Y € LY(R™, d"z) N L*(R™, d"x), entdo a condigao de admissibilidade ¢ equivalente a

b(0) =0 & /¢(x)d"x =0 , (2.23)
o que simplesmente significa que a wavelet tem média nula.
Definigao 4. A transformada wavelet continua de uma distribui¢ao temperada f(x) €

L' (R™) com respeito a alguma wavelet “mae”, 1, € definida conforme o sequinte ope-

rador convolugao

Wy f(@, ) = (F(2), Yare(2))

- [T ¢ |

o o) = Eln W @) (2.95)

(2.24)

onde
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sendo { € Ry o parametro de escala de dilatag¢io (ou contrag¢io) com o qual analisamos
a distribuicao temperada f(z) e 2’ € R™ o pardmetro de translag¢ao correspondente a

posi¢ao da wavelet “mae” 1.

Nota 1. Ao longo desta tese a transformada de Fourier, a transformada wavelet e os

valores limites das funcoes analiticas serao sempre interpretados no sentido distribu-

cional.
Note que a transformada wavelet continua (2.24) pode ser reescrita como
]_ — . ,
Wl (') = oo [ Wadk et avk (2.26)
(2m)"
onde
Wy f (k, £) = (k) f(K) (2.27)

¢ a transformada de Fourier de W,, f. Como consequéncia temos o
Lema 1. Para qualquer funcio f € L*(R™), tem-se que

FWyf@, 0]k, 0) = RnW¢f(x’,£)e_i<k’x'>d"x 229

= (k) f(k)
isto €, a transformada de Fourier da transformada wavelet de f é exatamente o produto

da transformada de Fourier da wavelet analisadora v pela transformada de Fourier da

fungao f.

Demonstragao. Partindo diretamente da equagao ([2.24), tém-se que

W@ = (07" [ 5 =)o) d's

n

_ (f)—n T p—1 .T—SL’I ei(k,z)A nx "
_(2ﬁ>n/n Rnd}(f ( ) e B F(k) da dk

((537): /n /n@(ﬁl(a: — l’l))ei(k’I) d"z J?(k:) d"k
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Neste ponto, faremos a seguinte mudanca de variavel

y=0"x -2 ,
assim,
x="L0y+1
de modo que
d"z =0"d"y .

Retornando, temos

~

= [ [ ettt iy ] Flk) ds

Wwf(l‘/, f) =

~

Wt .0 = s [ [ [ vt any |ty an

_ 1 (k') 7 n
= Gop /Rne (k) f(k)d"k (2.29)
Isso significa que
FIWyf (@, 0))(k, £) = (k) F (k) (2.30)

Finalmente, o resultado segue imediatamente do fato que, no espago de Fourier, as
wavelets direcionais tratadas no proximo capitulo sao reais.

O

Nota 2. O dominio de uma transformada wavelet é usualmente o espago das fungoes
de quadrado integravel L?, mas o Lema [ pode ser estendido para o espaco das dis-
tribui¢oes temperadas .#’'(R"), o qual é o dual do espaco de Schwartz .#(R"). Em
particular, na Nota [ serd observado que a classe de wavelets conicas pertence ao
espaco . (R™). Isto nos permite definir a transformada wavelet direcional de uma
distribuicao temperada f € .#/(R™) de tal maneira que a transformada wavelet de
f produza uma funcao no espaco de fase, cujas singularidades de alta-frequéncia sao

precisamente os elementos do conjunto de frente de ondas analitico de f.
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2.2 Analise microlocal

As singularidades de uma dada distribuicao v podem ser descritas por um sub-
conjunto de R™, chamado o suporte singular de u e denotado por SS(u). Especifica-
mente, se u é uma distribuicdo em um conjunto aberto 2 C R™, o SS(u) é o menor
subconjunto fechado relativo a €2, tal que u € C* (Q \ SS(u)). Um grande avanco,
introduzido por Hérmander e Duistermaat, foi a ideia de considerar que as singu-
laridades da distribuicao v sao melhor descritas pelo subconjunto de todos os pares
ordenados (x, k) do espago de fase, chamado conjunto de frente de ondas W F(u) de
uma distribui¢aal, o qual representa um refinamento da nocao de suporte singular de
uma distribuicao. O conceito de conjunto de frente de ondas estd fundamentado na
andlise que investiga a suavidade de uma distribuicao proxima a um ponto em R",
via a propriedade de decaimento da transformada de Fourier de localizagoes em torno
deste ponto. Neste caso, os pares (z, k) ndo somente nos dizem em quais pontos ocor-
rem uma singularidade, mas também especificam as direcoes singulares “k” no espaco
dual responséaveis pelo “mau” comportamento da transformada de Fourier u(k) quando
k — o0, que por sua vez, sao responsaveis pela nao-suavidade de u, no ponto “x”
no espaco das posicoes. Assim, usualmente estaremos interessados nos k£ # 0, ja que
faremos uso da transformada de Fourier. Em resumo, a ideia central da anélise de
Hormander e Duistermaat, também chamada de andlise microlocal, é a transferéncia
do estudo de singularidades de distribuicoes do espaco das configuracoes, para o espago
de fase R? x (R} \ {0}) de dimensdo 2n, muito embora as distribui¢oes sejam definidas

sobre o espago n-dimensional [9].

2.2.1 A propagacao de singularidades

As ideias embrionarias no estudo do conjunto de frente de ondas tiveram como
principal motivacao a resolucao quantitativa e qualitativa de Equacoes Diferenciais Par-
ciais (EDP), especialmente o estudo pormenorizado do problema de Cauchy com EDPs
hiperboélicas. Na historia da Matematica e da Fisica estao relatadas que, para com-
preender tais ideias e dar uma explicacao concebivel, muitos fisicos tedricos e matemati-
cos fizeram amplo estudo sobre a teoria da propagacao, reflexao e refracao da onda.
No tltimo século muito progresso foi feito, particularmente por: J. Hadamard, I. G.

Petrovsky, L. Garding, P. D. Lax [10] etc. Suas contribui¢oes melhoraram considerav-

2Usaremos a abreviagiao W F(u) para o Conjunto de Frente de Ondas (do inglés Wavefront Set).
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elmente a compreensao das propriedades das solucoes das EDP que descrevem vérios
tipos de movimento ondulatorio. Com o intuito final de estudar um famoso sistema de
EDPs hiperbolicas lineares de primeira ordem conhecido como equacoes de Maxwell,
faremos uma superficial revisao na teoria das EDPs focalizando na busca pelos dois
elementos primordiais na analise do conjunto de frente de ondas: a localizacao e a
direcao de propagacao das oscilagoes com alta-frequéncia.

Iniciaremos apresentando o teorema classico da propagacao de singularidades
e para tanto, consideraremos alguns exemplos, defini¢oes e teoremas muito bem dis-
cutidos na referéncia [I1], comegando com um problema envolvendo a EDP linear de

primeira ordem no espaco R?:

ou ou

onde a(z,y), b(z,y) e c(z,y) sdo fungoes infinitamente diferenciaveis, ou seja, de classe
C*>, com a(x,y) e b(z,y) obedecendo a condi¢ao a® + b* # 0. A equagao (2.31I) pode

ser resolvida usando o método das caracteristicas [12]. A técnica consiste em encontrar

~

Figura 2.5: Curvas caracteristicas planas.

curvas caracteristicas ao longo das quais a EDP torna-se uma equacao diferencial or-
dinaria (EDO). A resolu¢ao da EDO ao longo das curvas caracteristicas, ¢ uma solugao

para a EDP original. As caracteristicas de (2.31)) sao solugao do seguinte sistema:

Z—i = a(z,y)
(2.32)
@ b(z,y)

ds
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Suponhamos que exista uma curva parametrizada

x = £(t)
Y9 y=n() (2.33)
u = ((t)

d€1*  [dn)?
onde &(t), n(t) e ((t) sdo continuamente diferenciaveis, obedecendo {d—f + [d—?] # 0.

O problema que consiste em procurar uma funcdo u(z, y) satisfazendo a equagao
e a condicao inicial

u(&(t), (1) = <) (2.34)

é chamado problema de Cauchy. Para resolvermos este problema, primeiro temos que
resolver o sistema de EDOs (2:32)) com o dado inicial

: (2.35)

de modo que a solucao do problema de valor inicial é uma familia de curvas com um

parametro t, descritas por

x=&(s,t)
(2.36)
y =mn(s,1)
A familia de curvas integrais cobre uma vizinhanca Q de = = £(t) e y = n(t). Se a
0
matriz Jacobiana for nao-nula, 6((3:7 ZZ)) # 0, em qualquer ponto de  C R?, entao existe
87

um homomorfismo do espago (s,t) em (z,y).

Como as curvas caracteristicas sao curvas ao longo das quais a EDP pode ser

escrita como uma derivada total

du
E = C('T<37 t>7 y(S, t)) ’ (237)
ul =0 = ((t)

integrando, chegamos a fun¢do u(s,t). Assim, usando a transformacio inversa de
(2:36)), obtemos a solugio u(z,y) do problema (Z3I)) e [2.32). Obviamente, ji que as
funcoes a e b dependem apenas das variaveis x e y, entao, o procedimento de resolucao

dos dois problemas de valores iniciais listados acima, é equivalente a resolver o seguinte
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problema,
dx dy dz
= ;. — =0 ; c

as " s T ds | (2.38)
ZL‘|5:0 = g(t) ; y|8:0 - 7)(75) ; Z|8:0 = C(t)
Os argumentos acima sao usuais e também podem ser encontrados na Referéncia [13].

Vamos agora analisar a singularidade da solucao para o problema acima. Nesse
contexto, sabemos que singularidade ¢ o antonimo de regularidade, de modo que na
classe de func¢oes suaves C*°, qualquer ponto onde a solugao nao é C°°, pode ser con-
siderado como um ponto singular. Portanto, mesmo para uma funcao continuamente
diferenciavel u(z,y), podemos também discutir o conjunto dos pontos singulares de
suas derivadas. Suponha que a solugao u(z,y) da EDP (231) seja de classe C* no

ponto (z1, 1), entdo, podemos representar uma curva suave,

v x=6) ; y=md) , (2.39)

passando por (x1,%;), tal que a direcdo tangencial de v seja transversal ao campo
vetorial em todos os pontos. Denotando por ¢i(¢) = u(&(t),m1(t)) e usando os proce-
dimentos mencionados acima, a integral de superficie da equagao (2.31) passando por
(&(2),m(t), (1)), nada mais é do que u = u(z, y). Ademais, as funcdes z(s, t) e y(s,t)
obtidas, sdo suaves, ji que a solucdo u(x,y) e a curva 7 sdo, por hipotese, de classe

C* no ponto (z1,y1). Além disso, a matriz Jacobiana

d(z,y)
(s, t)

implica que u(z,y) é de classe C*™° em qualquer ponto ao longo de todas as caracteris-

=am(t) = b&(1) #0 (2.40)

ticas passando por (xl, y1, u(w, yl)). Reciprocamente, se u(z,y) nao for de classe C'*
em um ponto (z2,ys), entao u(x,y) também nao sera de classe C* ao longo da curva
caracteristica inteira que passa por (xs,¥s), devido a singularidade do problema de
valor inicial da EDO. Em outras palavras, pode-se compreender que, a singularidade

de uma solugao diferencidvel se propaga ao longo das caracteristicas da equagao.

Existem diferentes extensoes da conclusao acima, uma delas, é que se uma dada
solugd@o suave por partes da EDP (2.31) tem descontinuidade fraca (descontinuidade das
derivadas) sobre uma curva, entdo esta curva deve ser caracteristica da equagao. Para
melhor compreendermos tal afirmacao, consideremos o seguinte exemplo envolvendo

um problema de valor inicial.
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Ezxzemplo 2. Resolva o problema de Cauchy

ou ou
“Yor Ty ~ O
y (2.41)

u(z,0) = f(z), x>0

Comegaremos calculando as curvas caracteristicas planas da EDP em (2.4T]).

Procuramos entdo curvas s — («a(s), 5(s)) satisfazendo a condi¢ao (2.32), isto é

a'(s) = —=p(s)
p'(s) = als)

Multiplicando a primeira equacao por a(s), a segunda por §(s) e somando, obtemos

a(s)a(s) + B(s)B'(s) =0

= %[Oz(s)2 + B(s)?] =0

= afs)* + B(s)* = constante.

Portanto, as curvas caracteristicas planas da EDP em (Z41]) sdo circulos centrados
na origem. Como a curva inicial v é o semi-eixo y = 0, x > 0, entao  intercepta
ortogonalmente cada caracteristica plana em exatamente um ponto e todos os pontos

em R?\ {0} estdo em algumas dessas caracteristicas.

(z,9)

Curva inicialy

N2/

Curvas caracteristicas planas

Figura 2.6: Circulos centrados na origem.
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Ao longo do circulo de raio r centrado na origem, a EDP fica

di(lg [u(r cos 0, rsend)] = 8r’senf cosf .

Usando entao coordenadas polares para integrar a EDP, obtemos

0(z,y)
u(z,y) = / 8r?send cos 6 df + u(r,0)
0

0=0(z,y)

+ f(r)

= 4r2sen®d

0=0
=4y + f(Va? +y?) . (2.42)

Com isso, a solugao geral do problema (2.41)) é dada por

u(z,y) = 4y° + f(\/x2 + yz) . YV (z,y) € R*\ {(0,0)} . (2.43)

Observe que na origem, como +/2z2 + y? nao é derivavel, a diferenciabilidade de u

depende de f. Por exemplo, se tomarmos a funcao f como sendo

22 [ se 0<z<1

1 , se x>1

obtemos como solucao

Figura 2.7: Gréafico da solugao (Z44) do problema de Cauchy.

22+ 5y, se 2?2 +y? <1
u(z,y) = Y v : (2.44)
1+4y% | se 22 +y2>1
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Note que u € C(R?) mas u nao é diferenciavel no circulo 2? + y?> = 1. A funcio u
satisfaz a equacgao diferencial no interior e no exterior deste circulo, que é precisamente
a caracteristica plana passando pelo ponto (1,0).

Analisando graficamente essa solugao u(zx,y) conforme a Figura 27 de fato ob-
servamos que existe uma “quina”, ou seja, uma nao-diferenciabilidade no conjunto dos
pontos do grafico, cuja projecio no plano-zy é exatamente a equacao z2 + y? = 1.
Assim, a descontinuidade fraca de u sobre o circulo nos fornece a caracteristica da

equagao. ]

Desse ponto em diante, observaremos que as conclusoes acima ainda sao vélidas
para EDPs de maior ordem. Para ver isto, considere uma EDP linear de ordem m,

dada por

Z Aoy an (x)aL = f(z1,...,2) (2.45)

o1 a
a1t tap=a 1 0 n

laf < m

de modo que sua solucao fracamente descontinua é definida por:

Definicao 5. Suponhamos que exista uma superficie S de classe C*° no dominio 2 C
R™, onde a fun¢ao u(xy,...,xz,) € definida. Se w € C°(2\ S) € uma solu¢ao da EDP
(243), u € C™1(Q) e a m-ésima derivada de u tem descontinuidade de primeira classe

em S, entao u € chamada de solugdo fracamente descontinua da EDP (2.]5).

Para a EDP (2.45)) a superficie ¢(zq,...,z,) = 0 é chamada sua superficie

caracteristica, se a igualdade:

> ) G (T) (S—z) o (gi)% =0 (2.46)

é satisfeita em cada ponto sobre ¢ = 0.

Teorema 2. Se u(xy,...,x,) € uma solugao fracamente descontinua da EDP (2.75),
entao a superficie portando a descontinuidade fraca de u deve ser uma superficie ca-

racteristica.

Demonstragao. A prova deste teorema se encontra na Referencia [11], Pag. 4. O



2.2 Analise microlocal 25

Nota 3. O teorema acima afirma que a descontinuidade da m-ésima derivada da
solugdo da EDP (2:45), esta sempre distribuida sobre a superficie caracteristica. Este
fato também é valido para singularidades fracas. Isto é, se u(xy, ..., x,) é uma solucao
de classe C* da EDP (245) com k > m e as (k + 1)-¢simas derivadas tem descon-

tinuidade de primeira classe em S, entdo S deve ser uma caracteristica da EDP (2.45]).

Uma consequéncia imediata do Teorema [2] e da Nota Bl é que a singularidade
de solucoes fracamente singulares devem ser distribuidas sobre a superficie caracteris-
tica. No entanto, geralmente singularidades podem nao aparecer em ponto algum de
uma dada superficie caracteristica. Assim, somos impelidos a fazer a seguinte per-
gunta: como podemos fornecer uma informacao mais precisa sobre a distribuicao das
singularidades da solucao? Mais adiante, seremos capazes de responder tal questao

através do estudo do conjunto de frente de ondas.

Definicdo 6. Tomando a equacao (2.46) como uma EDP de primeira ordem, suas

caracteristicas sao chamadas bicaracteristicas da EDP M de ordem m.

Desse modo, denotaremos a equagao (2.46) como

9¢ 99\ _
H(xl,...,xn,axl,...,axn)—0 . (2.47)

Assim, aplicando o método usual das caracteristicas, para uma dada solucdao ¢, a

solucao do sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

= 24

satisfazendo a condigao inicial z;(0) = x;0, é chamada de caracteristicas da EDP (2.46]).

Denotando p = —(xy, ..., x,) sobre a superficie ¢ = 0, temos que

aZL'Z‘

ds - Ox;0x; ds

¢
— z]: D, H, . (2.49)
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Além disso, diferenciando a equagao (2.46)), temos

0%¢
H,, +;Hpjm =0 .

Assim, os p;(s) satisfazem

‘fi" = —g—Z(x,%) . (2.50)
Consequentemente, (;1:1(3), oo Zn(8), pi(s), . .. ,pn(s)) satisfara o sistema
dx; _ OH
j; 8%@'[{ (i=1,...,n) , (2.51)
ds _81’@-
onde os argumentos de H sao xi,...,T, € P1,...,pn- A solugao do sistema (2351]) é

também chamada de faixa-bicaracteristica da EDP (2.45]) e a bicaracteristica desta
EDP é a projecao desta faixa-bicaracteristica. Por exemplo, a projecao de uma faixa-
bicaracteristica em R?® gera uma curva carateristica 7 no plano-zy, como mostra a

Figura 2.8

Faixa-bicaracteristica

9%

Y

Curva bicaracteristica

T (Geodésicas nulas

Figura 2.8: Projecao da faixa-bicaracteristica em R3.
Agrupando essas ideias, enunciaremos o seguinte
Teorema 3. As singularidades das solucoes fracamente descontinuas da EDP linear

de ordem m (2.43) sobre a superficie caracteristica ¢ = 0, se propagam ao longo das

bicaracteristicas.

Demonstragao. A prova deste teorema se encontra na Referencia [11], Pag. 6. O
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Em outras palavras, uma caracteristica ¢ é uma hipersuperficie nulaH de modo
que, existe em cada ponto () de ¢ uma tnica direcao nula que é tanto normal quanto
tangencial em ¢. As curvas sobre ¢ que sao tangenciais a este campo de dire¢oes nulas,
sao chamadas bicaracteristicas. Desse modo, as bicaracteristicas sao geodésicas nulas
(Teorema 3.2.2 da Referéncia [14]) ao longo das quais as singularidades das solugoes
da EDP (243) se propagam. Como exemplo, veja o problema discutido no Apéndice
[A mostrando que uma onda 6ptica (raio de luz) se propaga em linha reta em um meio
homogéneo.

Assim, a discussao acima indica dois importantes fatos:

i) Com respeito as solugoes de equagoes diferenciais parciais lineares, as oscilagoes
com alta frequéncia se propagam ao longo das bicaracteristicas, como discutido

para singularidades.

i1) O caminho de propagagao da oscilacao com alta frequéncia, depende nao somente
da localizacao onde ocorre a oscilagao (pontos singulares), mas também da dire¢ao

de tais oscila¢ao (curva caracteristica).

Estes fatos nos dao um esclarecimento de que as singularidades das solucoes devem
ser descritas usando a localizacao e a direcao como dois elementos fundamentais, e o
caminho de propagacao dependerda de ambos. Na verdade, este ¢ um conceito impres-
cindivel para a analise de singularidades na teoria moderna das equagoes diferenciais
parciais, na analise de propagadores na teoria quantica de campos e em muitas outras
areas da fisica e da matemética. Com base neste conceito, discutiremos a partir de

agora, o que vem a ser andlise microlocal e conjunto de frente de ondas.

Figura 2.9: Frente de ondas planas.

3Um conhecido exemplo de uma hipersuperficie nula é o cone de luz.
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2.2.2 Conjunto de frente de ondas

Vamos agora introduzir o método mateméatico necessario para investigar as sin-
gularidades de distribui¢oes. A teoria da analise microlocal foi desenvolvida por Lars
Hormander (medalha Fields de 1962) e Johannes Jisse Duistermaat na década de 70
com o objetivo de analisar solucoes de equagoes diferenciais parciais, conforme os ar-
tigos originais [I5,16]. A analise microlocal estuda o comportamento singular de uma
distribuicao no espago de todos os possiveis pares ordenados (z, k) de posicao e mo-
mento (o espago de fase). Em particular, este estudo nos permite responder questoes

bésicas, tais como:

v quando o produto de duas distribuicoes ¢ bem definido, o que é formalmente

mostrado pelo critério de Hormander [9];

v em quais direcoes se propagam as polarizacoes das solucoes das equacoes de
Maxwell, o que é pormenorizadamente estudado na anéalise de propagacao do

conjunto de polarizagao [17].

Um conceito fundamental na anélise microlocal, é o conceito de conjunto de frente
de ondas. O termo “conjunto de frente de ondas” foi cunhado por Lars Hormander,
ao considerar a analogia existente entre o estudo da propagacao de singularidades de
distribuicoes via o método de andlise das curvas caracteristicas e a construcao classica

da propagacao de ondas de Huygens@.

Frente de onda no tempor At

N\

Frente de onda no tempo

Figura 2.10: Propagacao de ondas de Huygens.

A definicao do conjunto de frente de ondas foi motivada por uma versao do

teorema de Paley-Wiener, que caracteriza uma funcao suave, ou de classe C*°, com

4Huygens concluiu que cada ponto localizado na frente de onda se comporta como uma nova fonte
pontual de emissao de novas ondas esféricas, que ao se somarem, formam uma nova frente de onda e
assim consecutivamente.
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suporte compacto por uma condicao de decrescimento assintotico sobre sua transfor-

mada de Fourier.

Teorema 4 (Teorema de Paley-Wiener para C§°). O espaco das fungoes suaves
com suporte compacto € isomorfo, via transformada de Fourier, ao espaco de fungoes
holomorfas inteiras. Em outras palavras, uma funcao inteira F sobre C" € a trans-
formada de Fourier de uma dada distribuicao w € C§° infinitamente diferencidvel com
suporte compacto se, e somente se, para cada inteiro N > 0 existe uma constante Cy,

tal que a estimativa
|F(2)| < Cn(1+ \z|)_NeB“mz| , VzeC" | (2.52)
€ satisfeita, onde B € uma constante positiva.

Demonstragao. A prova desse teorema se encontra na Referéncia [18|, Teorema 7.3.1.
U

Em particular, se u pertence ao espago dual das funcoes infinitamente diferen-

ciaveis &’ (R"), entdo sobre R™ tém-se o seguinte

Corolario 1. Uma distribuicao u € &' (R™) € suave se, e somente se, para todo N € N

existe uma constante C'y tal que a estimativa
a(k)| < On(1+ k), (2.53)
€ satisfeita.

Porém, considerando o contexto em que a distribui¢ao u € &' (R™) néo é suave;
ainda assim pode ocorrer que em certas diregoes k, sua transformada de Fourier u(k)
seja assintoticamente limitada. Neste caso, o conjunto formado pelos valores de k para
os quais a transformada de Fourier u(k) ainda satisfaz a estimativa (253) é chamado
conjunto de dire¢oes regulares de u(x). Com efeito, as dire¢oes ao longo das quais

u(k) ndo decai suficientemente rapido servirdo para caracterizar as singularidades de
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Definigao 7 (Conjunto de frente de ondas). Seja u(x) € &'(X) uma distribuicao

de suporte compacto em um conjunto aberto X C R". Entao, o conjunto
WF(u) = {(:co, k)€ X x (R"\{0}) ; ke zX(u)} , (2.54)

é chamado conjunto de frente de ondas de u, onde Y.x(u) € o complementar do
conjunto de todas as diregoes k € R™\ {0} para os quais existe uma vizinhanga conica

I’ de k, tal que a transformada de Fourier u € de decrescimento rdpido em I.

Figura 2.11: Uma vizinhanca conica de k.

Uma consequéncia imediata da Definigao [T ¢ que um ponto xy é um ponto
nio-singular (ou regular) de uma distribui¢ao arbitraria u(z), ndo necessariamente
de suporte compacto, em um conjunto aberto X C R”", se existe uma funcao cutoff
¢ € C3°(V), com suporte compacto em uma vizinhanca V' de x¢, de tal forma que a

transformada de Fourier

ud(k) = / w(z)(z)e ** d'x | (2.55)

é de decrescimento rapido para todas as direcoes £ € R". Em particular, se o é um
ponto singular da distribui¢ao u e a funcao cutoff ¢ € C3°(V'), com ¢(xy) # 0, entdo
o produto u¢ é de suporte compacto e é singular no ponto xg.

Em suma, dada uma distribui¢do u(x), ndo necessariamente de suporte com-
pacto, em um conjunto aberto X C R", para determinar se (zo,ky) € WF(u) é

necessario:

i) localizar u(z) em torno de zo via uma fungao cutoff ¢ € C§°(V') com suporte em

uma vizinhanca V' de xg;
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i) calcular a transformada de Fourier de (u¢)();
i7i) identificar as dire¢oes no espago-k de decaimento rapido de (z/@) (k).

Para melhor fixarmos tal conceito, considere os exemplos a seguir.

Ezxzemplo 3. Considere um pequeno “ponto” espalhador representado pela distribuicao
V(z) = d(z). Assim, qual é o conjunto de frente de ondas da distribui¢do delta de
Dirac WF(9) ?

Figura 2.12: Um ponto espalhador.

Como a transformada de Fourier

(@)(k’) = /5($)¢($)6_ikx dx = ¢(0) = Constante |,

nao decai em nenhuma direcao, entao o conjunto de frente de ondas é dado por

WF(5) = {(O,k) . o} ,

ou seja, no espaco-k todas as diregoes sao dire¢oes de propagacao de singularidades.

O
Ezxzemplo 4. Considere as duas distribuicoes definidas por
() = tim [ |29 ] 4y (2.56)
e—0 | T + 1€ |
) () ]
. o(z
=1 d 2.57
ole) =lim [ | & (2.57)

e calcule seus respectivos conjuntos de frente de ondas. A transformada de Fourier das
distribuigoes (2.56) e (2.57) sao, respectivamente [9):
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u(k) = —2miO(—k) (2.58)
e
v(k) = 2mi 0(k) (2.59)
onde # sao as funcoes de Heaviside
1, se k>0
0(k) = (2.60)
0, se k<0
e
0, se k>0
0(—k) = (2.61)
1, se k<0
Consequentemente, os conjuntos de frente de ondas de u e v sao dados por
WF(u) = {(o, k) keR,\ {0}} (2.62)
e
WF(v) = {(o, k) keR_\ {0}} (2.63)

Listaremos agora, algumas das propriedades mais tteis do conjunto de frente de

ondas de distribuicoes, as quais usaremos nos proximos capitulos:

a) o conjunto de frente de ondas W F(u) é conico, isto é, se (z,k) € WF(u) entao

(x,\k) € WF(u) para toda constante real A\ > 0;

b) para qualquer operador diferencial parcial linear P, com coeficientes C*°, o con-
junto de frente de ondas W F(Pu) C WF(u);

¢) se u e v sao distribuigbes pertencentes ao dual do espago de fun¢oes infinitamente
diferenciaveis com suporte compacto 2'(R™), com conjuntos de frente de ondas
W F(u) e WF(v), respectivamente, entdo o conjunto de frente de ondas da soma
(u+wv) € Z'(R") esta contido em W F(u) U W F(v);

d) o conjunto de frente de ondas W F (u) = @ se a distribuicao u é suave;

e) para toda funcao suave ¢ com suporte compacto, tém-se que W F (¢pu) C WF (u);
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f) aprojecio de W F(u) sobre a primeira coordenada, m (W F(u)) — X, correspon-

de ao suporte singular SS(u);

g) a projecao de W F(u) sobre a segunda coordenada, m (W F(u)) — Sx(u), cor-
responde ao cone em torno de k. Este cone contém todas as direcoes responsaveis

pelo aparecimento de uma singularidade no ponto x.

Figura 2.13: Cone em torno de k.

As propriedades de projecao serao usadas no Capitulo [4], para mostrar que o
conjunto de frente de ondas é um caso particular do conjunto de polarizacao definido

por Nils Dencker em [6].



Capitulo 3

Transformada Wawvelet Direcional:
Valor Limite Distribucional e

Conjunto de Frente de Onda

As wavelets sao objetos relativamente novos em matematica; assim como a teoria
das distribuicoes, elas tém encontrado intimeras aplicacoes nos campos da matemética
pura e aplicada, na fisica e engenharia. A alguns anos J.-P. Antoine e colaboradores es-
tudaram com detalhes uma classe particular de wavelets direcionais, a saber as wavelets
coOnicas, com o objetivo de determinar as simetrias de um dado padrao com respeito
a rotacao e dilatacao [19,20]. No entanto, as exigéncias da matematica moderna, da
fisica-matematica e da engenharia trouxeram a necessidade de incorporar ideias da
andlise de wavelets na teoria das distribuigoes e vice-versa. Nos dltimos anos, alguns
autores tem estudado a relagio entre wavelets e a teoria das distribui¢oes (veja por
exemplo [21H36] e Referéncias 14 citadas). Particularmente, nas Referéncias [25,27]37]
os autores investigaram as singularidades de distribuicoes temperadas via a transfor-
mada wavelet. Na Referéncia [25] Moritoh introduziu uma classe de transformada
wavelet como uma versao continua e microlocal da decomposicao Littlewood-Paley e
comparou o conjunto de frente de ondas definido via sua transformada wavelet com
o conjunto de frente de ondas definido por Hérmander em [I8]. Mais recentemente,
Pilipovi¢ e Vuleti¢ [31] deram algumas informagoes mais precisas concernente ao tra-
balho de Moritoh. Eles consideraram uma transformada wavelet especial de Moritoh
e deram novas defini¢coes para o conjunto de frente de ondas de uma distribuicao tem-

perada usando essas transformadas wavelets de Moritoh. O principal resultado em [31]

34
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foi que estes conjuntos de frente de ondas sao iguais ao conjunto de frente de ondas no
sentido Hormander para os casos n = 1,2,4,8. Se n € N\ {1, 2,4, 8}, eles combinaram
resultados para dimensoes n = 1,2,4,8 e caracterizaram o conjunto de frente de on-
das &-dimensional, onde os & sao representados como produtos de pontos nao-nulos de
R™ R ... ,R™ sendo ny +ng +---+ng =n tal que n; € {1,2,4,8}, i =1,2,...,s.
No artigo [27], Navarro apresentou uma wavelet analisadora em .¥(R?) e um grupo
de acao irredutivel, com a propriedade de que a transformada wavelet associada de
uma distribuicao temperada é singular ao longo do conjunto de frente de ondas da dis-
tribuicao. O resultado mais relevante deste artigo é a relacao entre a nocao de conjunto
de frente de ondas e a transformada wavelet de distribuigdes em .#/(R?). Deve-se notar
ainda que, a parte central da construcao de Navarro — a acao do grupo irredutivel sobre
L?(R?) — ¢ similar & construc¢ao de Kutyniok e Labate [37], onde eles consideram uma
nocao diferente de conjunto de frente de ondas baseado no conceito de transformada
shearlet continua.

Neste capitulo, usando a classe de wavelets conicas, as quais tem suporte estri-
tamente contido em um cone convexo proprio no espaco-k das frequéncias, mostramos
que uma distribui¢do f pertencente ao espago das distribui¢oes temperadas .#/(R"),
pode ser obtida como uma soma finita de valores limites de fun¢oes analiticas resul-
tantes da complexificacao da variavel “x” correspondente & localizacao da transformada
wavelet continua de f com respeito a wavelet analisadoraH 1. Além disso, caracteriza-
mos o conjunto de frente de ondas analitico de uma distribuicao temperada em termos
do comportamento de sua transformada wavelet direcional. Os principais resultados
deste capitulo sao descritos pelo Lema [2] e pelo Teorema [Bl. No Lema [2, provamos
que a transformada wavelet distribucional com respeito & wawvelet direcional, é uma
fungdo analitica de crescimento lento (ou temperado). Ademais, usando este Lema,
mostramos que as distribui¢oes temperadas podem ser obtidas como uma soma finita
de valores limites de funcoes analiticas de crescimento lento, cujo resultado se encontra
no Teorema Na Se¢ao B.2] aplicamos o Teorema [5] no estudo do conjunto de
frente de ondas analitico de distribuicoes temperadas. Mostramos que, para uma dada
distribuigao f € .’(R"), a transformada de f com respeito a wavelet conica é definida
de tal maneira que a transformada wawvelet direcional de f produz uma funcao no es-
paco de fase, cujas singularidades de alta-frequéncia sao precisamente os elementos do

conjunto de frente de ondas analitico de f. Em [39], Hérmander introduziu a nogao

Do termo em inglés analyzing wavelet, que significa a dilatacio e translacdo de uma funcao bésica
tnica o ; também chamada de wavelet “mae”, conforme Antoine e colaboradores na Referéncia [38].
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de conjunto de frente de ondas analitico W F,(f) de uma distribui¢do f, como um
subconjunto do espago cotangente T*(X) \ {0}, cuja projecao sobre X coincide com o
suporte singular analitico de f. Sua defini¢cao baseia-se no emprego da transformada
de Fourier de f. Porém neste capitulo, apresentamos uma definicao alternativa para
o conjunto WF,(f), em termos de valores limites de fun¢es analiticas decorrentes da
complexificacao da varidvel “z” correspondente a localizacao da transformada wavelet

continua de f com respeito a .

3.1 Valores limites distribucionais

Nesta secao a transformada wavelet direcional serd usada para mostrar que
fungoes analiticas que satisfazem uma condicao de crescimento temperado (ou cresci-
mento lento), obtém valores limites distribucionais no espago das distribuigoes tem-
peradas ./(R™). Antes porém, a fim de definir uma wavelet direcional, precisamos
relembrar algumas terminologias sobre cones.

Um conjunto aberto C' C R™ é chamado um cone se C' é invariante sob homote-

tia positiva, isto é, para todo A > 0 tem-se que A\C' C C. Propriedades do cone:

v Um cone C' é um cone conectado aberto se C' é um conjunto conectado aberto.
Lembramos que um conjunto é conectado quando ele nao pode ser particionado
em dois ou mais subconjuntos nao vazios e abertos, segundo a topologia induzida

sobre o conjunto.

v Um cone C' é chamado convexo se C' 4+ C' C C, ou seja, se para todo z,y € C e

quaisquer escalares a > 0 e b > 0, tem-se que ax + by € C.

v Um cone C' é chamado proprio se, e somente se, x € C' e x # 0 implicar em

—x ¢ C.

v/ Um cone C" é chamado compacto em C, se dadas as projegoes prU/ Lo g1
e prC 0N S tem-se que pral C prC, onde S™! é a hiperesfera unitaria

em R"™. Para tal cone, escreveremos C' € C.

v Dado um cone C' no espago-z, associaremos a ele um cone convexo fechado C*
no espaco-k, sendo C* = {k eR”; (k,z) >0, Vzx¢€ C’}. O cone C* é chamado
cone dual de C.
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A menos de uma especificacao em contrario, consideraremos que todos os cones tenham

seus vértices na origem do sistema.

Figura 3.1: Cone C, cone dual C* e cone compacto C”.

Defini¢ao 8. Uma wavelet 1)(z) € denominada direcional se o suporte de sua trans-
formada de Fourier {Z)\(k‘) estd contido em um cone proprio e convero no espaco-k das
frequéncias, com vértice na origem. Ela também serd direcional, se for possivel defini-la
como uma uniao finita de cones disjuntos, e neste caso, ela € usualmente chamada

multidirecional.

Figura 3.2: Cone proprio e convexo.

Nota 4. De acordo com a Referéncia [19], para chegarmos a uma wavelet genuina-
mente direcional ¢ (x), é suficiente considerarmos uma func¢ao suave 12(]{;) com su-
porte estritamente contido no cone convexo C* no espaco-k das frequéncias, tendo
um numero arbitrariamente grande de momentos tendendo a zero sobre a fronteira

do cone suporte e se comportando dentro do cone dual C* como uma funcao produto
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P(ki,ka, ..., ky)e %Y onde y € C e P(ky, ks, ..., k,) denota um polinémio de n va-
ridveis k; € C*, 1 =1,2,...,n. Neste caso, a wavelet direcional resultante é chamada
de conica. Note que para todo y € C, a funcao exponencial de k € C* cuja lei é dada
por e~ ¥ pertence ao espaco das funcdes de decaimento rapido (espaco de Schwartz)
Z(R"), e consequentemente, P(ky, ky,..., ky)e %% ¢ Z(R"). Visto que a transfor-
mada inversa de Fourier .Z ! é um isomorfismo topolégicoH de Z(R") sobre .7 (R"),
segue de imediato que ¢ (z) € L (R").

Em particular, a partir da Nota [ apresentada acima, podemos reescrever a

wavelet direcional (2.26)) da seguinte forma

WM@@:@#/fWﬁMMWW%, (3.1)

onde introduzimos a varidvel complexa z = = + ily € R" 4 iC. Lembremos que
a variavel “x” aqui apresentada, corresponde a localizacao da transformada wavelet
continua de f com respeito a wavelet “mae” 1. Portanto, é evidente a partir da equagao
(1), que a transformada wavelet direcional, Wy, f(z, £), de uma distribuicao temperada
f € '(R") & naturalmente extensivel como uma fun¢do analitica cujo dominio esta
contido em C", para cada parametro de escala arbitrario, porém fixado, ¢ > 0. Além
disso, ja que o cone dual C* é um conjunto regular conforme a Referéncia [40], P4g.98
e 99, tem-se que

supp<m> = supp(@) cCcr . (3.2)

Seja 2 um subconjunto aberto de C". Entao, denotaremos por €'(2) o espago
de funcoes holomorfag] em Q. Seja C' um cone convexo aberto préprio e C' um cone
compacto arbitrario contido em C. Denotaremos por 7(C’) o subconjunto de C"
constituido por todos os elementos cuja parte imaginaria pertence ao cone compacto
C’; chamaremos tais conjuntos de dominio tubo. Assim, definiremos como tubo, o

conjunto de todos os pontos z € C" tais que
T@U:{z:x+WECExERﬂyEOJM<5}. (3.3)

onde & > 0 é uma constante arbitraria.

2Isomorfismo topoldgico é um isomorfismo linear continuo com inversa continua, também conhecido
na literatura como homeomorfismo.
3540 funcoes analiticas ou também chamadas de funcoes infinitamente diferencidveis em C”.
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Definigao 9. Seja Z uma vizinhanga complexa de R™. Uma fun¢ao analitica f(z) €
O(ZNT(C") serd de crescimento temperado se existir um inteiro o > 0 e uma

constante M, dependente do cone C’, tal que a estimativa
Fa+iy)| <Myl (3.4)

é satisfeita, para todo ponto z = x + iy no dominio Z NT(C").

Definig¢ao 10. Para cada nimero real s define-se o espago de Sobolev H*(R™) de ordem
s como o espago de todas as f € ' (R") tal que (1+| - |2)*2f € L2(R"). Este espaco

€ munido com a norma

1flls = (/]Rn(l + |k|2)8|f(k)|2dnk) 1/2

Lema 2. Para uma escala arbitrdria, porém fizada, ¢ € R, , suponhamos que a fun¢ao
Wy f(2,0), resultante da complezifica¢io da varidvel “x” correspondente a localizagdo
da transformada de wavelet continua de f € H*(R™) com respeito a4 wavelet direcional
Y, € holomorfa no dominio Z NT(C"). Entao, a fungao Wy f(z,£) é de crescimento

temperado como uma funcao da varidvel “z”.

Demonstragao. Com efeito, consideremos a transformada wavelet direcional (3.I]) no

dominio do cone dual C*

‘Wwﬂx+M%@::@%;[;PM@f@kWWHWk. (3.5)

Como P({k) é um polindémio na variavel k € C* e f(k:) ¢ uma distribuigao temperada,

de acordo com o Teorema 7.13 da Referéncia [41], segue que a fungao produto P(¢k) f(k)

¢ também uma distribuicao temperada. Note que podemos escrever
P(lk) = P,(tk)+ Pp_1(lk)+---+ Py (3.6)

onde P; é homogéneo de grau j e P,,(¢k) # 0 quando k # 0. Dai, conclui-se que, para

alguma constante M, temos a seguinte desigualdade

|P(Ck)| < M| P(k)| (3.7)
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Isto implica que
|P(tk)F(K)| < M| P(k)F(K)| (3.8)

~

Além disso, o quadrado de (1 + |k|)*|P(k)f(k)| pode ser estimado pela fun¢ao (1 +
|k[)2+N) que & integravel se s < —45 — N, ou seja, existe uma constante My tal que
P(k)f(k) satisfaz a estimativa

~

|P(k)F (k)] < My (1+ [K[)™ (3.9)

e consequentemente,

|P(Ck) F (k)| < "My (1 + [K])" . (3.10)
Usando o teorema binomial, a estimativa acima pode ser reescrita como:

~

|P(tk) f(k)| < ("M, ch|k|j . (3.11)

Agora, seja C' um cone compacto, isto ¢, C' € C. Entao, existe uma constante ¢ > 0
de modo que o produto interno obedeca a desigualdade (k,fy) > c|k||ly|, para todo
k € C* e para todo y € C'. Portanto, para x + iy € R"™+iC’, temos

‘Ww f(a:+i£y,€)) < ooy /C P(R)F )™ dk| (3.12)
Como |e'h2)| = |eith@||e= )| = |e=®) | = =) segue que
g N
‘W¢f(x+i€y,€)) < / |P(k)F (k)] e dnk
2m)™ Je-
mM N )
< lg%)jzcj /C * k[ el gr (3.13)

j=0

4Com efeito,
/ 1+ |k|)2(s+N)dnk = Unfl/ (1 Jr7,)2(5+N)Tn,1dr ,
! 0

que é finita se, e somente se, 2(s + N) < —n uma vez que o integrando depende “grosseiramente” de
p2(s+N)+n=1 para ¢ muito grande.
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Conforme a Proposicao 32 da Referéncia [40], tem-se

N

mM 0o '
()" 2 :
< M (C)[ey|~ (3.14)

1

onde "~ " é a area da hiperesfera unitaria em R"™. Logo, conseguimos um majorante

para }W¢f(;1: + iﬁy,ﬁ)‘ conforme a estimativa (3.4, de modo que a fun¢do holomorfa

Wy f(2,¢) é de crescimento temperado como uma funcao da variavel “2”. 0
m

Consideremos agora, um cone aberto C' de forma que C' = U C;, m < oo,
j=1

onde cada C; é um cone convexo aberto e proprio. Se tomarmos o cone compacto
m

como sendo C' € C, isso significa que C' = UC’]’., m < oo, com cada C} € Cj.

j=1
Ademais, definiremos os conjuntos

Cr = {k eR™ (k,z) >0, Vz € 0]} , (3.15)
como sendo os cones duais de cada Cj, tais que cada cone dual C, j=1,2,...,m,

tém as propriedades de que os conjuntos

R\ {UR )
, (3.16)
CinCy, j#k para j,k=1,2,...,m

sejam de medida nula a Lesbegue. Além disso, admitiremos que a funcao produto

P(lk)f(k) possa ser escrita como

m

P(tk)f(k) =Y N (k)P(Ck) f(k) (3.17)
j=1
onde \;(k) denota a fungdo caracteristica de C, j =1,2,...,m. Consideraremos tam-

bém a propriedade assintotica de W, f(z, £) quando ¢ — 0 para z = z+ily € ZNT(C").

Teorema 5. Seja f € ' (R") uma distribuicao temperada. Entao f pode ser expressa
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como uma soma finita do tipo
£ = bey (Wofi(z,0)) (3.18)
j=1

onde cada fungao W, f;(2,0), resultante da complexificacao da varidvel “z” correspon-
dente a localizagao da transformada de wavelet continua de cada f; € ' (R™) com

respeito a wavelet direcional 1, é:
i) holomorfa no dominio Z N'T(C});
i1) de crescimento temperado,
onde 0s by (Wwfj(z,ﬁ)) denotam os valores limites em %' (R™).

Demonstracao. Com efeito, observemos que a distribuicao f é uma combinacao linear
de m valores limites de funcoes analiticas. Assim, ao fazermos uso da Definicao [9 e
do Lema 2] m vezes, provamos que cada funcao holomorfa W, f;(z, ¢) é de crescimento
temperado. Escolha agora yo € C} e escreva y = (yo. Esta escolha define um semi-
espago para 0 # yo € C}. Note que com y = {y, na equagio 1), tem-se que £ — 0

quando y — 0. Com isso, temos

ey (W1u13).0) =ty | [ W01+ i, 0p(a) ']

— lim b . £k eilkatiy) gn ) dx
—gﬁo{ L [(W /C;Mk)P(fk)f(k) + dk] o) d }

Como ei<kyﬂ3+iy> — el’(k,z)e*(k,y), temos

(bey (W f), ) = lim { [ et [ = Aj<k>P<fk>f<k>e-<kvy>d"k] } ,

usando a defini¢ao ([2:20)) de transformada de Fourier, tem-se

~

(bey (W f;), ) = lim [ ! /C (R P(ER)E(—R) flk)e ) d"k]

y—0
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Por conseguinte, usando a linearidade da distribuigdo temperada f € ./(R") e as

restri¢oes em (3.I6]), obtemos que

NE

(fio) =D (fi, o)

=1

<
Il

[
NE

(boy (W), o) (3.19)

1

<.
Il

Assim, para y € C' e y — 0, o limite de cada W, f;(2,¢) existe em .#/(R"), em
outras palavras, a distribuicao f admite ser expressa como valor limite distribucional
m

Z bC; (W, f;) no sentido da convergéncia fraca. Mas, como o espago de Schwartz das

j=1
fungoes de decaimento rapido .7 (R™) é Monte]H, conforme Proposi¢ao 34.6 da Referén-

cia [42], entdo f também é expressa como valor limite distribucional Z ber (W f;) no
j=1
sentido da convergéncia forte. O

3.2 Conjunto de frente de ondas analitico

Pelo que vimos na se¢do anterior que uma distribui¢do temperada f € ./(R")
pode ser obtida como uma soma finita de valores limites de fun¢oes analiticas Wy, f;(z, ¢)
com j = 1,2,...,m , resultante da complexificacao da variavel “x” correspondente &
localizacao da transformada wavelet continua de cada f; com respeito a wavelet dire-
cional ¢ e onde uma condicao de crescimento temperado foi descrita para caracterizar
tais valores limites. Nesta secao, nosso objetivo é traduzir a referida condicao de cresci-
mento em termos do conjunto de frente de ondas analitico. Para tanto, consideremos

a seguinte defini¢ao

Definigao 11. Seja f € ' (R™) uma distribuicao temperada, tal que

f=bc(Wyf(z,0) ,

onde bc (W, f(z,¢)) denota o valor limite no sentido da convergéncia forte em '(R™),

5Um espaco vetorial topolégico E ¢ chamado um espaco Montel, se E é localmente convexo,
Hausdorff, Barreled e se cada subconjunto limitado e fechado de E é compacto. Veja a Defini¢do 34.2
na Referéncia [42] para mais informagoes.
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(o))

de uma funcgao analitica W, f(z, ), resultante da complexificagio da varidvel “x” cor-
respondente a localiza¢ao da transformada wavelet continua de f com respeito a wavelet
direcional ¢. Seja q = (xo, ko) um elemento do espaco de fase. Entao q ¢ WF,(f) se
e somente se, existir uma constante M(C") e um inteiro N > 0 tal que a estimativa

abairo € satisfeita
Wy f(z,0)] <MC)ey|™, z=z+ily € ZNT(C") . (3.20)

O conjunto W F,(f) é chamado de conjunto de frente de ondas analitico de f.

Proposicao 1. Seja f € ' (R"™) o valor limite, no sentido distribucional, de uma
fungao analitica Wy, f(2,¢) no dominio Z N'T(C"), resultante da complezificacio da

l ({ ”

varidve correspondente a localizagcao da transformada wavelet continua de f com
respeito a wavelet direcional v e que satisfaz a estimativa (3.20). Entao, na vizinhanga

de xq a fibra WFa(f)}xO estd contida no cone dual C*.

Demonstragao. Para tanto, seja V[/Fa(f)‘gc0 = { € (R"\ {0}); (wo,k) € WFa(f)} a
fibra sobre zy (veja a Nota [B]). Seja {C;}]GL uma cobertura finita do cone convexo
proprio fechado de C* e considere a decomposi¢ao da fungao produto P(Ek)f(k:) como

segue
m

-~ ~

P(tk)f(k) =Y N(k)P(tk) f(k) (3.21)

j=1
onde os Aj(k) denotam a fungio caracteristica de C7, j € L. Entdo, via o Teorema
Bl tal decomposicao induz uma representacao de f na forma de uma soma de valores
limites de fungoes holomorfas W, f;(z, £), tal que Wy, f;(z,¢) — f; na topologia forte do
espaco das distribui¢oes temperadas .#/(R"), uma vez que y — 0 sendo y € C’} € Cj.

De acordo com o Lema 2] a familia de fungoes Wy, f;(z, ¢) satisfaz a estimativa
’W¢fj(z,f)’ <M@COHyl™, z=z+ily € ZNT(C) , (3.22)

exceto quando (k,Y) < 0 para k € C} e para Y € —C7, com [Y| < . Desse modo, os
cones de diregoes singulares, responsaveis pelas singularidades destes valores limites,
estdao contidos nos cones duais C7, dos cones base C; e consequentemente, temos a
inclusao

WF,(f) € R"x {UC} . (3.23)

JjeL
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Assim, fazendo um refinamento da cobertura {C]*} e reduzindo-a ao cone dual C*,

jEL
obtemos que a fibra
WE(f)|. c . (3.24)

o

O

Nota 5. E observado que para Hormander, na Referéncia [39], a fibra sobre x,
WFa(f)}IO, é completamente caracterizada via sequéncias do tipo fy = ¢nf, onde
{¢n} é uma sequéncia limitada no espago das fungdes infinitamente diferenciaveis de
suporte compacto C§°(X), que é igual a 1 em uma vizinhan¢a comum de z, e satisfaz
a condicao

D] < ClCN)A, se (Bl N

onde a existéncia de tais fungoes sao asseguradas pelo Lema 2.2 de [39].

Note que, podemos reunir a Defini¢ao [l e a Proposicao [ na

Proposicao 2. Sejam:
o f e S (R") uma distribuicao temperada e

o (zg, ko) € T*(R™)\{0} um par ordenado no espago cotangente, onde essa notag¢ao
significa T*(R") \ {0} := R" x (R™\ {0}).

Entao, um ponto no espaco de fase (xo, ko) & WE,(f) se, e somente se, existe uma
familia finita {C’j} de cones convexos abertos proprios em R", uma vizinhanca com-

plexa 7 de “xq” em C" e uma decomposicao da distribuicao f dada por
f=>be (Ww fj<z,e)) , (3.25)
j=1

com cada fungao W, f;(2,¢) € ﬁ(ZﬂT(C]/»)) sendo de crescimento temperado e analitica
prozima de “vo”, para cada j satisfazendo C} C {y i (ko,y) > 0} e onde 0s b(;; (W¢fj(2, 6))
denotam os valores limites, no sentido distribucional, das fungoes analiticas Wy, f;(z, ()
resultantes da complezificacao da varidvel “x” correspondente a localizacao da trans-

formada wavelet continua de f com respeito a wavelet direcional 1.
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Note que a Proposicao [2] acima mostra que uma decomposicao de uma dis-
tribuicao temperada f em uma soma de valores limites de funcoes analiticas é equiva-
lente a uma decomposicao do conjunto de frente de ondas analitico de f, uma vez que
a fibra I/I/'Fa(f)}x0 estd contida na unido dos cones duais [ J; Cj. Além disso, a decom-
posicao (3.23)) é realizada no espago das fungoes infinitamente diferenciaveis C'*, desde
que a distribuicao f seja C*.

Finalmente, recordamos que na Referéncia [15] Hérmander definiu o conjunto
de frente de ondas de uma distribuicdo, W F'(f), como o conjunto de pontos no es-
pago cotangente 7*(R™) \ {0}, os quais devem ser caracteristicos para cada operador
pseudo-diferencial P tais que Pf € C*°. E evidente que o conjunto W F(f) C WF,(f),
de modo que, segundo Nishiwada na Referéncia [43], uma outra caracterizacdo para o
conjunto de frente de ondas W F'(f) pode ser obtida a partir dos resultados discutidos

acima.

Proposicao 3. Sejam:
o U um conjunto aberto em R",
o (zg, ko) € T*(R™) \ {0} um par ordenado no espago cotangente e
o f e ' (R") uma distribuicao temperada.

Entao, um ponto no espago de fase (xo, ko) ¢ WF(f) se existe uma familia finita
{Cj} de cones converxos abertos proprios em R, com j =1,2,...,m , uma vizinhanca

complexa Z de “xo” e uma decomposicao da distribuicao f prozima de “xqy”, dada por

f:ZbC;<W¢fj(z,€)> . em U, (3.26)
j=1

com cada fun¢do holomorfa Wy, f;(2,0) € ﬁ(Z N T(CJ’)) sendo de crescimento tempe-
rado, tal que os valores limites distribucionais Wy, f;(z,£) € C* prozimo de “xy”, para
cada j satisfazendo C} C {y; (k,ty) >0}.

Demonstracao. A prova dessa proposicao é similar a primeira parte da demonstracao

do Teorema 3.4 que se encontra na Referéncia [44]. O



Capitulo 4

Transformada Wawvelet Direcional e a
Propagacao de Conjunto de
Polarizacao para Solucoes das

Equacoes de Maxwell

No Capitulo [3] usando a classe de wavelets conica, mostramos que uma, dis-
tribuicao temperada pode ser obtida como uma soma finita de valores limites de fun¢oes
analiticas resultante da complexificacao do parametro translacional da transformada
wavelet continua. Além disso, mostramos que para uma dada distribuigao (escalar)
f € ."(R"), a transformada wavelet continua de f com respeito a uma wavelet conica
1 & definida de tal forma que a transformada wavelet direcional de f produz uma
funcao no espaco de fase, cujas singularidades de alta-frequéncia sao precisamente os

elementos do conjunto de frente de ondas analitico de f.

Neste capitulo, é realizada a generalizagao para o caso de distribuicoes a valores-
vetoriais, seguindo o formalismo original de Nils Dencker apresentado no artigo [6].
Em particular, estudamos a propagacgao de singularidades para solugoes das equacgoes
de Maxwell. Como é bem conhecido de todos, uma das mais importantes predig¢oes
feitas pelas equagoes de Maxwell é a existéncia de ondas eletromagnéticas as quais
podem transportar energia e momento. As solucoes mais triviais em tais problemas,
sao solugoes de ondas planas em meios infinitos (no vacuo). No entanto, ondas planas
tem energia infinita e ¢ um conceito altamente ideal (um modelo tedrico). Nenhuma

fonte fisica emite ondas planas. Além disso, o estudo de ondas planas nao prové ferra-

47
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mental suficiente para deduzir a dptica geométrica a partir das equacoes de Maxwell
(veja [45]). Portanto, uma alternativa seria representar o campo eletromagnético como
superposigoes lineares de wavelets. De fato, no inicio dos anos 90, Gerald Kaiser [46]
(veja também [47], capitulo 9) obteve uma nova representagao para as solugoes das
equacoes de Maxwell como superposicoes lineares de wavelets esféricasH. Ao contrario
das ondas planas, que se prolongam por todo o espaco-tempo, a representacao em
wavelets das solugoes das equagoes de Maxwell tem a vantagem de ser local (embora
seja analoga a sua representagao de Fourier).

Revisitamos o problema analisado por Dencker sobre a propagacao de polariza-
coes das solucoes das equagoes de Maxwell. Levando em conta que o campo eletro-
magnético é uma distribuicao temperada com carater vetorial, usamos os resultados
do Capitulo 3] para representar as solucoes das equacoes de Maxwell em termos das
wavelets direcionais. Entao, usamos o conjunto de polarizacao, o qual refina a nocao de
conjunto de frente de ondas para o caso de distribuicoes a valores-vetoriais, como intro-
duzidas por Dencker [6], a fim de analisar as singularidades das solucoes das equagoes de
Maxwell. Enfatizamos ainda que Dencker [6] aplicou seus resultados para as equagoes
de Maxwell sem se preocupar com a representacao do campo eletromagnético, isto é,
representando-o via ondas planas ao invés de via wavelets, como é o caso da nossa

abordagem.

4.1 Propagacao de Conjunto de Polarizacao para

Solucoes das Equacoes de Maxwell

Tendo em vista a aplicacao dos resultados do Capitulo Bl em imagens de radar
de abertura sintética (ver Segao [5.7]), lembramos que as ondas de radar sdao ondas
eletromagnéticas e, portanto, sao regidas pelas equagoes de Maxwell. Quase toda
andlise de propagacao de onda de radar é considerada em ar seco, o qual tem pro-
priedades electromagnéticas semelhantes as do vacuo ou espaco-livre. Consequente-
mente, no decorrer de todo este Capitulo, vamos supor que as ondas eletromagnéticas
tém velocidade de onda constante igual a “c”, a velocidade da luz no vacuo.

Focalizando no modelo matematico para a propagacao de polarizagoes das solugoes

das equagoes de Maxwell, Nils Dencker em seu elegante e pioneiro artigo [6], definiu

1Veja com mais detalhes no Apéndice [B] o porqué é possivel representar o campo de radiacio via
wavelets.
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o conjunto de polariza¢ao para distribuigdes com carater vetorial (um refinamento do
conjunto de frente de ondas no sentido de que o conjunto de polarizacao indica as com-
ponentes “mais singulares” de uma distribuigao) e estudou a propagacao do conjunto
de polarizagao de solugoes de sistemas lineares do tipo-principal real (um exemplo, é o
sistema de equagoes de Maxwell). O Teorema de Dencker sobre a propagagio de po-
larizacao prové informagoes precisas sobre o comportamento futuro das polarizacoes,
com base no conhecimento de onde elas estao ap6s algum intervalo de tempo. Neste
Capitulo, aplicamos os resultados do capitulo anterior para ondas eletromagnéticas, ou
seja, nas solucoes das equacgoes de Maxwell no espaco-livred. Estamos interessados no
estudo da propagacao de singularidades das solugoes das equagoes de Maxwell, usando

o conceito de propagacao do conjunto de polarizagao como introduzido por Dencker.

4.1.1 Distribuicoes avaliadas no espaco de Hilbert

Para iniciar, vamos primeiro definir o que é uma distribuicao avaliada em um

espaco de HilbertH. Suponhamos que nos é dado um espaco de Hilbert .77.

Definicao 12. O espaco .’ (R", j‘f) de distribuicoes € -avaliadas, ou de distribuigoes
com valores em F€, € definido como sendo o conjunto de todos os mapeamentos lineares
fracamente continuos y(R") — .

Note que devido a nuclearidade do espaco de Schwartz . (R") esses mapeamen-
tos sao automaticamente fortemente continuos. Se X C R™ é um subconjunto aberto,

um mapeamento linear

fi LX), (4.1)

estd em .’ (X, j‘f) se, e somente se, exite uma constante C' > 0 tal que
}f((p)‘ < Csu)y;{(l + \x|)a‘Df<p(x)}} < oo , Vo, feNy, (4.2)
e

para toda fungio teste ¢ no espago de Schwartz (X)), onde Nj = N\ {0}.

2De acordo com Gerald Kaiser em [46], isto & possivel e natural, porque as equacdes de Maxwell no
espago-livre sdo invariantes sob um grupo grande de simetrias (o grupo conforme do espago-tempo),
que incluem translacoes e dilatacOes ou contragoes, as quais sao as operagoes bésicas da teoria das
wavelets.

3 A apresentacio dessa Secgao estd baseada na Referéncia [48].
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Seja f uma distribuicao sobre R e e um vetor fixado no espaco de Hilbert 7.

Entao, o produto (fe) definido por

(fe)(v) = f(p)e | (4.3)

para cada ¢ € Y(R"), ¢ uma distribuicao #-avaliada. Além disso, quando 7 é
de dimensao finita, pode-se escolher uma base ey, e,,...,ey de 7, de tal forma que

qualquer distribuicao f € .’ (R”, I ) pode ser escrita como a combinacao linear
f=fier + faea +--- + fyen (4.4)

onde f1, fa,..., fn sado distribuicoes escalares unicamente determinadas. Entao, para
obtermos uma distribuicao 7-avaliada f, é suficiente encontrarmos N distribuicoes
escalares fi, fo,..., fn.

A diferenciacao de distribuicoes a valores-vetoriais é definida da seguinte forma:
seja f € . (R",%ﬂ) uma distribuicao 7-avaliada e seja D* o operador diferencial
definido em (ZI9). Assim, D*f é definida como sendo a aplicacdo que mapeia as
funcdes testes p € .7 (R") em (—1)I*If(D%p) € . Isso implica que a derivada D°f é

uma distribuicao .77-avaliada.

Definicao 13. Seja 7 um espaco de Hilbert e seja Iq uma aplicagao identidade que
mapeia € nele proprio. O mapeamento linear continuo % € Iq do espaco .’ (R", j‘f)
em &’ (R", j‘f) ¢ chamado a transformada de Fourier de .’ (R", j‘f) nele mesmo.

Usando o fato de que .#~! é a inversa da transformada de Fourier .# e que

F €lge ZF1 €1y implicam em .Z.Z ! € 14, vemos que
Felg : SR\ H) = S (R, ), (4.5)

é de fato um automorfismo. Em resumo, se f € .’ (R", j‘f), entao pode-se definir a
transformada de Fourier f da mesma forma como é feito para as distribui¢oes usuais,

como mostra a

Proposicao 4. Considere uma distribuicao com cardter vetorial f € f’(R”,%ﬂ) e

uma funcao teste ¢ € y(R") no espaco de Schwartz. Assim, a transformada de
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Fourier de f ¢ dada por
FHe) = 1(Fp) . (4.6)

Demonstragao. A prova completa dessa proposi¢io se encontra na Referéncia [48],

Proposicao 8.1. U

4.1.2 Conjunto de polarizacao

A fim de definir o conjunto de polarizacao de uma distribuicao com carater
vetorial, assumimos que s# = CV, na definicao de distribuicoes avaliadas no espaco
de Hilbert. Seja

f=(f,.... n) €S (R",C") , (4.7)

uma distribuicao a valores-vetoriais temperada N-dimensional, ou seja, um vetor cujas

componentes sao distribui¢oes escalares
e (RY) |, j=12,...,N . (4.8)

Consequentemente, devemos notar que o conjunto de frente de ondas de uma dis-
tribuicao a valores-vetoriais f = (fl, e fN) e .7 (R", (CN), é definido simplesmente

como a uniao dos conjuntos de frente de ondas de cada uma das suas componentes,
N
WE(E) = | JWE() . (4.9)
j=1

porém, tal conjunto nao nos fornece quaisquer informacgoes sobre quais componentes
de f sao singulares. Portanto, é necessario definir o correspondente conjunto de pola-

rizagao com carater vetorial.

Definicao 14. O conjunto de polariza¢ao de uma distribuicao a valores-vetoriais £ €

' (R",CN) € definido por

WE () = ) {(x,k;w(x,k:))e(T*(R")\{O})xCN;w(x,k)eKem(A)(x,k)},
Af e C>
(4.10)

onde A é um sistema 1 X N de operadores pseudo-diferenciais usuais com simbolo
principal o(A) e onde T*(R™) \ {0} := R" x (R"\ {0}) denota o espago cotangente.
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Para o caso de uma distribui¢do escalar (situacdo em que N = 1), o conjunto
de polarizacao contém a mesma informacao que o conjunto de frente de ondas usual
definido em (254). Para um N arbitrario, a rela¢ao entre o conjunto de polarizagao
e o conjunto de frente de ondas de uma distribuicao a valores-vetoriais, é obtida via a
projecao dos pontos ndo-triviais (pontos singulares) sobre o fibrado cotangente, con-

forme descrito no

Teorema 6. Seja f € .7/ (]RN, (CN) uma distribuicao a valores-vetoriais e seja
T o (T*(R")\ {0}) x CV — (T*(R") \ {0}) a projegio sobre o fibrado cotangente
m ¢ (2, kw(z, k) = (z, k). Entdo

r(WFRI(E)\ {(T°(R") \ {0}) x {0}}) = WF(f) . (4.11)

Demonstragao. A prova deste teorema se encontra na Referéncia [6], Proposigao 2.5.
U

Isto mostra claramente que o conjunto de polarizacao é um refinamento do
conjunto de frente de ondas. Além disso, o conjunto de polarizacio W FP°(f) contém
informagoes sobre as diregoes no espago vetorial adicional w(zx, k) em que a distribui¢ao

é singular, como mostrado no seguinte

Ezxzemplo 5. Na analise microlocal, duas propriedades bem conhecidas do conjunto de
frente de ondas sao:
WF(Ve) CWF(p) (4.12)

WF(V xu) CWF(u) , (4.13)

onde ¢ é uma distribuicao a valores-escalares e u ¢ uma distribuicao a valores-vetoriais.
Ou seja, o célculo do conjunto de frente de ondas ignora os efeitos do operador gradiente
V e do operador rotacional V x atuando nas distribuigoes. Isso significa que se, por

exemplo,

WF(p) =WF(u) ,

entdo nao podemos explicar a diferenca entre WF (V) e WF(V X u) via seus conjun-
tos de frente de ondas. No entanto, os conjuntos de polarizacao de Vi e de V x u sao

claramente distintos. Para ver isso, consideremos uma distribuicao a valores-escalares
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pe S (]R?’) de modo que u = V. Consequentemente, V x u = 0. E como
Kera(Vx):{zk; zE(C} ,
tém-se que
WEP (u) C {(z, k; 2k)} . (4.14)

Por outro lado, considerando uma distribui¢ao a valores-vetoriais v € .’ (R3; C3) de

modo que u = V X v, terd como consequéncia, V - u = 0. E como
Kera(V-) :{zng; z-k;:O} ,
tém-se que
WEP (u) C {(2,k;2) ; 2. k=0} . (4.15)
O

Definicao 15. Um operador pseudo-diferencial P sobre R"™ é denominado tipo-principal
real se seu simbolo principal p(z, k) € real. Para o caso em que p =0 o campo vetorial

Hamiltoniano

(k) 0 aplak) 9
H”(x’k)_zﬂ:( ok, Ozt Owxr 0Ok,) (4.16)

9 0
dxt Ok,

nao € identicamente nulo e nem tao pouco tem diregao radial, isto é, H, # —

Nota 6. Os simbolos principais sao homogéneos, uma vez que consideram apenas
operadores pseudo-diferenciais classicos. Assim, o conjunto de polarizacao é fechado,

coOnico nas variaveis k e linear no fibrado.

Um importante resultado mostrado na Referéncia [6] é a propagagao do con-

junto de polarizacao para sistemas do tipo-principal real.

Definicao 16. Um sistema N x N de operadores pseudo-diferenciais P sobre R™ com
simbolo principal p(x, k) € do tipo-principal real em (xg, ko) € T*(R™) \ {0} se existe
um simbolo p(x, k), N x N, tal que

plz, k)p(x, k) = q(x, k) - T, (4.17)
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em uma vizinhanga de (xo, ko), onde q(z, k) € um simbolo escalar do tipo-principal real

e 1 ¢ a identidade em CN.

Definindo .4}, como sendo
Ny = {(:p, kyw(z, k) € (T*(R™)\ {0}) x CV ; w(z, k) € Kerp(z, k:)} . (4.18)

entao o conjunto caracteristico de um sistema de operadores pseudo-diferenciais P

sobre R" com simbolo principal p(z, k) é definido como

Char(P) = {(a:, k) € (T*(R™)\ {0}) ; det p(x, k) = o}

- 7r<,/1§, \ { (@, k; 0)}) . (4.19)

De acordo com a Definicao 14l se o operador pseudo-diferencial atuando na dis-
tribuicao temperada N-dimensional com carater vetorial Pf € C°°, tém-se como con-
sequéncia,

WEFPNE) C oA, . (4.20)

Isso implica que o conjunto de polarizacao de f, satisfazendo Pf € C*°, pode propagar-
se somente em .4, (veja a Nota [7]). Para melhor apresentar a propagagao do conjunto
de polarizacao de um sistemas do tipo-principal real, Dencker introduziu a nocao de

orbitas de Hamilton.

Nota 7. Para uma distribuicao escalar, o conjunto caracteristico de um operador

pseudo-diferencial P sobre R"™, com simbolo principal p(z, k), é definido como

Char(P) = { (. k) € (T*(R")\ {0}) 5 p(r, k) =0} .

e pode ser interpretado como o conjunto de todas as direcoes k subordinadas ao ope-
rador P de maior ordem, em um ponto “z”. De acordo com Duistermaat e Hérmander
em [16], se P é um operador pseudo-diferencial sobre R com simbolo principal p(z, k)

e f € Y'(R") é uma distribui¢do temperada tal que Pf € C', entao
WF(f) C Char(P)

Se, além disso, P é do tipo-principal real, entao o conjunto de frente de ondas W F'(f)

é invariante sob o fluxo gerado pelo campo vetorial Hamiltoniano de p.
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Definigao 17. Seja v uma curva bicaracteristica-nula no conjunto Char(P). Uma
orbita de Hamilton de um sistema P do tipo-principal real € definida pelo conjunto

das ternas ordenadas
{(:p, k; zw(z, k)) s w(z, k) €y, z€ (C} c, (4.21)

onde w(z, k) € uma fun¢ao-C™ satisfazendo a equagio D,w(x, k) =0 sendo D, w(z, k)

a conexao de Dencker dada por
Dyw(z, k) = Hyw(z, k) + = {p p}w(z, k) +ippw(z, k) (4.22)

de modo que

< (Palak) O Oqlek)
Hq(x’“‘?( ok, Ozt Ozh Ok,) (4.23)

€ o campo de Hamazlton associado com q,

8p x, k) Op(x, k) op(z, k) Op(z, k)
{pr} = Z ) D e (4.24)

€ o colchete de Poisson ¢

O*p(, k)

p*(z, k) = pmr(z, k)—— ok,

(4.25)

€ o simbolo subprincipal de PH

Nota 8. E conveniente enfatizar que as orbitas de Hamilton sio independentes da
escolha de p. Além disso, os vetores polarizacao sobre os pontos no conjunto de frente
de ondas seguem uma lei de transporte paralelo simples ao longo das bicaracteristicas
que formam tal conjunto. Isto significa que para cada campo vetorial w(z, k) ao longo

de uma curva bicaracteristica v em Char(P), tém-se que

D,w € Kerp aolongoder~y ,

4Lembrando que o simbolo de P é uma soma de termos homogéneos,
o(P)(z, k) = p(a, k) + pm-1(2, k) + pm—2(z, k) + ... |

onde p(x, k) = op(P) é o simbolo principal e p;(z, k) é homogéneo de ordem j.
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se, e somente se,

w € Kerp aolongodery .

A equagao D,w = 0 pode entao ser resolvida com (z, k;w) € .4, que é uma condicao

necesséaria para elementos do conjunto de polarizagao (para mais detalhes, veja [6]).

Uma vez definida a 6rbita de Hamilton, a propagacao do conjuntos de polariza-

¢ao para sistemas do tipo-principal é expressa como segue.

Teorema 7 (Propagagao de singularidades para distribuigoes com carater vetorial).
Seja P um sistema do tipo-principal real sobre R™. Se Pf € C*, entao o conjunto de

polarizagcao, W FP°\(f), é uma unido de drbitas de Hamilton de P.

Demonstracao. A prova desse teorema é similar a demonstracao do Teorema 4.2 na

Referéncia [6]. O

Além disso, uma consequéncia imediata do Teorema [Tl ¢ que o conjunto

r(WFRIE)\ {(T°(R") \{0}) x {0}}) = WF(£)
é invariante sob shifts ao longo das trajetorias do sistema Hamiltoniano

b= ox

op(z, k)

ok

(4.26)

4.1.3 Propagacao de polarizacoes para Equagoes de Maxwell

Qualquer teoria da electrodindmica determina o movimento das ondas electro-
magnéticas através do seu correspondente sistema de equacoes diferenciais parciais.
As trajetorias das ondas electromagnéticas podem ser obtidas no limite da 6ptica ge-
ométrica via o estudo da propagacao das singularidades dos campos electromagnéti-
cos. Por outro lado, no capitulo anterior vimos que a transformada wavelet direcional
fornece uma caracterizacao construtiva simples para o conjunto de frente de ondas
analitico de uma distribui¢ao. A invariancia do conjunto de frente de ondas analitico
de uma solucao para uma equacao diferencial parcial sob o fluxo de bicaracteristi-
cas geradas pelo simbolo do operador pseudo-diferencial, faz com que a transformada

wavelet direcional de uma solucao exiba um comportamento simples sob este fluxo
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de bicaracteristicas no espaco de fase, com o limite de alta-frequéncia invariante sob
tal fluxo. Portanto, é concebivel que a transformada wavelet direcional forneca uma
decomposicao candnica dos dados iniciais para o sistema de equagoes de Maxwell,

fracionando-os em componentes que se propagam ao longo de curvas bicaracteristicas.

Nesta subsecao gostariamos de aplicar o Teorema [7] num estudo das equacoes
de Maxwell no espago-livre. Porém, primeiro vamos apresentar o método matemético

que implementa a extensao de nossa anélise de distribuicoes com carater vetorial.

Seja f € . (R", I ) uma distribuicao a valores-vetoriais, entao a transformada

wavelet de f pode ser escrita como
1 — . ’
Wyf(2/, 0) = —— / W (k, 0™ drk (4.27)
(2m)"
onde

W (k, ) = P(Ck)E (k)

(k) (Frer + Foe -+ + fven) (4.28)

¢ a transformada de Fourier de W, f.

Definigao 18. Seja qo = (w0, ko) um ponto do espago de fase. Para f € Y’(R",CN),
pode-se afirmar que (qo, 20) € WFP(f) C (T*(R™)\ {0}) x CV se existir um operador
pseudo-diferencial P com coeficientes constantes sobre R™ e um simbolo principal p(k),
tal que p(ko)zo # 0.

Investigaremos agora as equagoes de Maxwell sobre um espago-tempo (RL?’, n),
onde 7 é a métrica plana. Trabalharemos em unidades naturais, isto ¢, assumiremos
que a velocidade da onda ¢ = 1. Em Mecanica Classica Avancada é muitas vezes
util, e na Mecanica Quéantica é quase sempre essencial, o uso de potenciais no gauge de
Lorentz (que é usado para conservar a invariancia relativistica explicita), para expressar
as equacoes de Maxwell em uma alternativa formulacao manifestamente covariante.
Isso envolve o quadri-potencial eletromagnético definido por A, = (Ay, A), formado a
partir do potencial-vetor A e do potencial-escalar Ay, resultando em uma tinica equacao

conhecida como a forma manifestamente covariante das equacoes de Maxwell no gauge
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de Lorentz 0¥ A,,(z) = 0, que na auséncia de fonte é dada por:
0,4,(z)=0, pn=0,1,2,3, (4.29)

onde [J, = 970k ¢ o operador d’Alembertiano (ou operador de onda), sendo

0 0
I = — = _— —
o o, (875’ v) : (4.30)

Assim, cada componente de A,(x) obedece separadamente a equagao de Klein-Gordon
(com m = 0). No espaco de Fourier as equagoes de Maxwell (£29) tomam a seguinte
forma

A,(K)=0 , p=01,23 . (4.31)

Para uma solugao nao-trivial, isso implica que
=k —|k*>=0, (4.32)

onde k* = (k°, —k) é um vetor tipo-luz e A\“(k:) é qualquer quadri-vetor.

Tomando a transformada wavelet direcional de A, (x) e efetuando sua extensao

como uma funcao analitica da variavel z, obtemos

WyA,(2,0) = L / P(tk)A, (k)e™d*k | p=0,1,2,3 . (4.33)
(2m)* Jo-

Conforme observado na Nota [l as wavelets direcionais estao estritamente contidas em
um cone convexo no espago-k das frequéncias, com um angulo de abertura totalmente
controlavel, independentemente de sua amplitude. Além disso, tal transformada tem
um nimero arbitrariamente de momentos tendendo a zero sobre o bordo do cone su-
porte e possui um decaimento exponencial no interior de tal cone. Assim, levando em
consideragao a transformada de Fourier de (£.29)) (no gauge de Lorentz k" A, (x) = 0),

podemos assumir que P(¢k) = (*k? na transformada wavelet (£33)), de modo que

62
(2m)*

WA, (2, 0) = / * KA, (k) €% d*k

2 A~ .
= <2€ i / 1" kaksd, A, (k) e *2d'k (4.34)
T *

Em particular, a transformada wavelet (£34]) nos retorna o nimero de momentos ten-
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dendo a zero de 1//1\ sobre o bordo do cone C*, e com isso, controla a regularidade da
waveletH Deste modo, a transformada wavelet (2.20]) é “cega” para a parte mais suave
do campo A,, o qual é polinomial de grau até dois. Assim, somente a parte mais
nitida (de maior contraste/descontinuidade) da onda é captada pela transformada, o
que inclui todas as singularidades. Essa propriedade melhora a eficiéncia na deteccao

de singularidades do campo A,,.

De acordo com a Proposicao [3] para cada componente do campo A, temos
que (xo, ko) ¢ WF(A,), com p = 0,1,2,3 , se existe uma familia finita {Cj}jzl .

de cones convexos abertos proprios em R"™, uma vizinhanca complexa Z de xy e uma

decomposicao de A, proxima de xy dada por
A, = Z bC; <W¢ (A“)j(z, E)) ., em U subconjunto aberto de R | (4.35)
j=1

com W, (Aﬂ)j(z, () € 0(ZNT(CY)), tal que o limite ber (W (Aﬂ)j(z, ()) € C* préximo
de o para cada j satisfazendo C’} C {y (K, ly) > 0}. Portanto, o conjunto de frente
de ondas do quadri-potencial eletromagnético A, é a uniao dos conjuntos de frente de

ondas de todas as suas componentes,
3
UwFrA,) (4.36)
pn=0

porém, isso nao nos fornece nenhuma informacao sobre quais componentes de A, sao
singulares. Assim, s6 nos resta calcular os vetores polarizacao sobre os pontos do
conjunto de frente de ondas. Primeiramente, note que o niimero de momentos tendendo

a zero de 1 sobre o bordo do cone, é dado por

1" kaksd”, . (4.37)

°Na pratica, se quisermos estudar o comportamento da M-ésima derivada de (k), as wavelets
devem ter cancelamentos até ordem M, a fim de ndo reagirem as variagoes de baixa-ordem de ¥(k),
ou seja, deve-se ter

/ kM p(k)d'k =0
C*

sobre o bordo do cone C*, para todo m < M.
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o qual é exatamente o simbolo principal do operador P = [J,. Assim, podemos escolher

(k)" =&,
Q(k> = naﬁkakﬁ

(4.38)

a fim de obter pp = ¢ - I. Observemos que ¢ é um simbolo escalar do tipo-principal
real, portanto, o operador P é do tipo-principal real. Consequentemente, o conjunto

caracteristico de tal operador é dado por
Char(P) = { (t,%, ko, K) € (T"(R)\ {0}) x (T"(®*)\ {0}) ; q(k) =0} . (4.39)

Isso implica que k3 — |k|?> = 0, ou seja, a superficie do cone-de-luz. Além disso, para
k? =0,
a(k) = 1 kol = 12 (4.40)

¢ a Hamiltoniana que gera geodésicas nulas. Para ver isso, considere as equacoes de

Hamilton
dx¥ _ 0q
dr 0Ok, (4.41)
dk, dq
dr Oz
Assim, segue que
o
o,
dr
(4.42)
dk, 0
dr
A condigao ¢(k) = 0 implica que
n*kuk, =0, (4.43)
ou .
anx'“(T):t”(T) =0, (4.44)

para todo 7 no dominio da curva. Assim, a curva 7 — z(7) é uma curva nula. Para
ver que essa curva é uma geodésica nula, recordamos que sobre um espago-tempo de

Minkowski a equagao da geodésica é exatamente a equagao da reta, ou seja, solugao da
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curva Z(7) = 0. Além disso, utilizando o fato de que

1 dz*
kV - 57]1/“? . (445)
obtemos que
dk, d (dx*
ar (d—) =% (4.46)

que é a equacao da geodésica.
Agora, expandiremos o quadri-vetor A\ﬂ(k) em uma base de quatro vetores po-
larizagao ,
Auk) =" ay(eulk)” (4.47)
=0
Destes quatro quadri-vetores polarizacao, escolhemos eg(k;) como sendo tipo-tempo e
0S 5L(k), com i = 1,2,3, como sendo tipo-espaco. Os vetores polarizacao formam um

sistema ortonormal quadridimensional satisfazendo a relagao

/ ’

(eu(R)" - ("(R)" =",

que também significa que

/

(Ea®)" - (k) M = T - (4.48)

Neste ponto, queremos encontrar os elementos do conjunto carateristico (£39),
Char(P), com P = [0,, que sejam solu¢ao da equagao ¢(k) = 0. Entao, substituindo

(£48) na expressao q(k) de (A38)), obtemos
alk) = [ (2u (k) - k] [ (k)™ 8|y (4.49)

Uma vez que os vetores polarizacao dependem do quadri-momento k£ do féton, por

simplicidade, se orientarmos k ao longo da direcdo x3, veremos que k, = (k;0,0, k).

Assim, tomando as seguintes bases

1 0 0 0
0 1 0 0
0 _ 1 _ 2 3 _
€y = 0 ;€= 0 ;€= ) ;= 0 , (4.50)
0 0 0 1
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ek, =(1;0,0,1), a partir da expressao .49 conclui-se que, as polarizagoes tipo-espaco,

5}1 e ei (estados fisicos de polarizacoes transversais) satisfazem a condicao

1 _ 2 _
e, (k) k' =¢e,(k)-k'=0 . (4.51)
Isto implica que
Ker p(k) = {g; eC; E(k) k=0, i= 1,2} . (4.52)

Isso mostra que as componentes de A, cujas solugoes das equacoes de Maxwell
sao fortemente oscilantes (chamadas de dire¢oes mais singulares em C"), estao direta-

mente relacionadas com os estados fisicos de polarizacao.

Nota 9. Poderiamos ter escolhido tomar como uma solucao da equagao (@51 os ve-
tores polarizacao no sentido horario (dextrogiro) e no sentido anti-horario (levogiro)
respectivamente representados por et = (0;1,+4,0)/v/2 , em vez de os vetores linear-
mente polarizados ¢, = (0;1,0,0) e €2 = (0;0,1,0) conforme a referéncia [49]. Alem
disso, note que o terceiro vetor tipo-espaco &ﬁ(k;) (o estado de polarizagao longitudi-
nal) e o estado de polarizagao tipo-tempo 52(1{:), que sao os dois estados de polarizacao

nao-fisicos, nao sao solugoes de (£51]) e consequentemente nao pertencem ao Ker p(k).
Seja
Sy = { (% o ks w(t,x, Ko, K)) € (T (R)\ {0}) x (T"(R?)\ {0}) x C*
w(t,x, ko, k) € Kerp(k:)} : (4.53)

Entao, de acordo com o Teorema [7], as 6rbitas de Hamilton 7 (onde v sdo as bicarac-
teristicas nulas associadas a ¢) associadas com .4, sdo tais que D,w = 0. Através de

um simples calculo, podemos ver que

Y Ow
Dy,w = 20"k, - Ry (4.54)
Usando as equacoes de Hamilton, tém-se
d
Dyw=— . (4.55)

dr
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Assim, segue do teorema sobre a propagacao de singularidades para distribuicoes
com carater vetorial (Teorema [7]), que o conjunto de polarizagdo de uma solugao das
equagoes de Maxwell (no espago-tempo plano) é uma uniao de 6rbitas de Hamilton, ou

seja, tal conjunto consiste das curvas
(2, k;w)(7) € (T*(R) \ {0}) x (T"(R*) \ {0}) x C* , (4.56)

parametrizadas por 7, tal que:

v x(7) descreve a geodésica nula (linha reta), de modo que a uniao de todas essas li-
nhas retas (ver Figura[L]), as quais podem ser consideradas passando pela origem
do sistema de coordenadas, formam a superficie do cone-de-luz cuja equacao é

dada por z%(7) = 0;
v/ k(7) & tangente as linhas retas z(7) ou tangente a superficie cone-de-luz z*(7) = 0;

v w(T) descreve os estados fisicos de polarizagoes transversais, interpretados como

o transporte paralelo ao longo das linhas retas x(7) ou ao longo do cone-de-luz
(1) = 0.

Figura 4.1: Feixe de retas formando o cone-de-luz.

Este resultado pode ser interpretado como o fato bem conhecido de que a luz se propaga

em linha reta em um espaco homogéneo.



Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

No artigo [50] Roy J. Glauber descreve o campo de radiagao eletromagnética
usando os estados coerentes da mecanica quantica. No Apéndice [B] mostra-se que
uma wavelet pode representar naturalmente um estado coerente canonico. Além disso,
Antoine e Murenzi mostraram em [19] que a classe de wavelets de Cauchy tem incerteza
minima (que é uma propriedade inerente aos estados coerentes). Entao concluimos que
é possivel descrever as ondas eletromagnéticas via wavelets. De fato, Gerald Kaiser em
seu artigo [46] deu uma nova representagao para as solucoes das equagoes de Maxwell,
ao trata-las como superposicoes lineares de wavelets esféricas, dinamicamente adapta-
das e bem-localizadas no espaco, obtendo com isso uma representacao anédloga a de
Fourier, porém bem localizada no espaco das frequéncias.

Motivados por tais resultados e usando a classe de wavelets conicas, as quais tem
suporte estritamente contido em um cone convexo proprio no espaco-k das frequéncias,
mostramos que uma distribuicdo f pertencente ao espaco das distribuicoes tempe-
radas ./(R™), pode ser obtida como uma soma finita de valores limites de fungoes
analiticas resultantes da complexificacao da variavel “z” correspondente a localizacao
da transformada wavelet continua de f com respeito a wavelet “mae” 1. Além disso,
caracterizamos o conjunto de frente de ondas analitico de uma distribuicao temperada
em termos do comportamento de sua transformada wavelet direcional. Os principais
resultados do Capitulo [3]dessa tese sao descritos pelo Lema [2]e pelo Teorema Bl No
Lema [2] provamos que a transformada wavelet distribucional com respeito a wavelet
direcional, é uma funcdo analitica de crescimento lento (ou temperado). Ademais,
usando este Lema, mostramos que as distribuicoes temperadas podem ser obtidas como
uma soma finita de valores limites de funcoes analiticas de crescimento lento, cujo

resultado se encontra no Teorema Bl Na Secao [B.2], aplicamos o Teorema [5 no estudo

64
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do conjunto de frente de ondas analitico de distribuicoes temperadas. Mostramos
que para uma dada distribuicdo f € #'(R"), a transformada de f com respeito a
wavelet conica é definida de tal maneira que a transformada wavelet direcional de
f produz uma funcao no espago de fase, cujas singularidades de alta-frequéncia sao
precisamente os elementos do conjunto de frente de ondas analitico de f. Em [39],
Hormander introduziu a nogao de conjunto de frente de ondas analitico W F,(f) de uma
distribui¢ao f, como um subconjunto do espago cotangente 7*(X) \ {0}, cuja proje¢ao
sobre X coincide com o suporte singular analitico de f. Sua definicao baseia-se no
emprego da transformada de Fourier de f. Porém no Capitulo Bl apresentamos uma
defini¢ao alternativa para o conjunto W F,(f), em termos de valores limites de fungoes
analiticas decorrentes da complexificacao da variavel “z” correspondente & localizacao

da transformada wavelet continua de f com respeito a 1.

No Capitulo M|, é realizada a generalizacao para o caso de distribuicoes a
valores-vetoriais, seguindo o formalismo original de Nils Dencker apresentado no ar-
tigo [6]. Em particular, estudamos a propagacgao de singularidades das solugoes das
equacoes de Maxwell. Revisitamos o problema analisado por Dencker sobre a propa-
gacao de polarizagoes das solucoes das equacoes de Maxwell. Entao, levando em conta
que o campo eletromagnético é uma distribuicao temperada a valores-vetoriais, usamos
os resultados de Referéncia [5] para representar as solugoes das equagoes de Maxwell
em termos das wauvelets direcionais. Desse modo, utilizamos o conjunto de polariza-
¢ao, o qual refina a nocao de conjunto de frente de ondas para o caso de distribuicoes
a valores-vetoriais, a fim de analisar as singularidades das solucoes das equacoes de
Maxwell. Enfatizamos ainda que Dencker [6] aplicou seus resultados para as equagoes
de Maxwell sem se preocupar com a representacao do campo eletromagnético, isto é,
representando-o via ondas planas ao invés de via wavelets, como é o caso da nossa

representacao.

Através da representacao de tais solucoes via wawvelets direcionais, ao invés de
representa-las via wavelets esféricas como feito por Kaiser [46], esperamos um refina-
mento da informacao captada, ja que ao usarmos wawvelets direcionais como filtro para
detectar caracteristicas orientadas (tais como: arestas, bordas, campos vetoriais etc) na
implementagao numeérica das conclusdes do Capitulo 4] teremos, por exemplo, como
resultado o refinamento do tratamento das imagens geradas via a captacao das ondas
retro-espalhadas por meio de um radar de abertura sintética, conforme motivado na

proxima Secao.
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5.1 Motivacao para futuras pesquisas: aplicacoes para
dados de radar

Encerraremos este Capitulo motivando a associacao da anélise microlocal com
wavelets direcionais observando o problema de anélise de dados de radar. Lembremos
que o objetivo do radar é a obtencao de informacgoes sobre objetos através da analise
de ondas refletidas a partir destes objetos. Sinais de radar sao, na realidade, ondas
eletromagnéticas no espaco-tempo, portanto, eles estao sujeitos as leis fisicas de propa-
gacao e espalhamento. Um dos aparatos tecnologicos contemporaneos mais eficazes na
analise de sinais de radar é o Radar de Abertura Sintética (SAR) [3]. A imagem de um
radar de abertura sintética é gerada a partir de um aviao ou satélite carregando uma
antena e se movendo ao longo de uma trajetéria de varredura, conforme apresentado
na figura5.Il A antena emite pulsos de radiagao eletromagnética, que se espalham por

todo o terreno e as ondas espalhadas sao detectadas com a mesma antena.

Figura 5.1: Radar de abertura sintética.

E claro que o modelo mais fidedigno para descrever ondas de radar sao as
equagoes de Maxwell, porém, na Referéncia [3] os autores utilizam um modelo escalar

simplificado para representar a propagacao da onda

<v2 — 62(1:6) 83) Ult,z) =0 , (5.1)

onde c¢(z) é a velocidade local de propagagao das ondas electromagnéticas, com cada
componente dos campos elétrico e magnético no espaco livre satisfazendo a equagao
da onda (5.1)). Por sua vez, o espalhamento pode ser observado como sendo devido as

perturbacoes na velocidade da onda, o qual descreveremos como

1 1

) " 3 —V(z) , (5.2)

LA sigla SAR é oriunda do inglés Synthetic Aperture Radar.
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de modo que V(z) é a fungao refletividade, a qual ndo correspondem exatamente a
perturbacao na velocidade da onda electromagnética no material, mas sim representa

uma medida da refletividade do radar para a polarizacao medida pela antena.

A imagem I(y) de um radar de abertura sintética esta relacionada com a fun¢ao

refletividade V' (z) via a seguinte convolugao

I(y) = /K(y,x)V(x) dx (5.3)

onde K(y,x) é o kernel de um operador pseudo-diferencial, que pode ser escrito na

forma

K(z,y) = / alz, g, k)M di | (5.4)

onde a amplitude a(z,y, k), que sdo ﬁltrosH, satisfazem certas estimativas [15[16].

Em se tratando de objetos no espago, a sua forma é determinada pelas fronteiras
entre os diferentes materiais (como por exemplo, ar e metal). Nessa interface, espera-se
que a funcao refletividade V(x) tenha uma descontinuidade de salto, que é um tipo de
singularidade. Singularidades (como descontinuidades de salto ao longo de uma super-
ficie ou curva) tem uma localizagao e uma dire¢ao. No caso de uma descontinuidade
de salto ao longo de uma superficie, a direcao é a normal & superficie. Esta nocao é

formalizada na analise microlocal através do conceito de conjunto de frente de onda.

Dentre os problemas em aberto relacionados com imagens de radar de abertura
sintética, listados no Capitulo 11 da Referéncia [3], estamos interessados na questao
sobre “Como podemos explorar plenamente a informacao da polarizacao no campo es-
palhado?” De acordo com Cheney-Borden [3], “este problema estd intimamente ligado a
questao do espalhamento miltiplo: nao temos um modelo linear que prevé qualquer mu-
danca na polarizacao do campo elétrico retro-espalhado. Consequentemente, 0 n0sso
método de imagem linear nao pode fornecer informagoes sobre como o espalhamento

” Em nossa opiniao, este problema poderia

muda a polarizacao do campo analisado.
ser resolvido se trabalhassemos com as equacoes de Maxwell, em vez de trabalhar ape-
nas com o modelo escalar simplificado. Na verdade, o conjunto de frente de ondas
associado ao modelo escalar simplificado (5.I]) ndo contém qualquer informacao sobre
as componentes do campo elétrico (ou do campo magnético) que sao singulares. A fim

de especificar as direcoes singulares no espaco vetorial, pode-se considerar operadores

2Filtros sdo simplesmente convolucdes ou operadores multiplicacio no dominio da transformada de
Fourier.
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a valores-vetoriais que mapeiam distribuicao a valores-vetoriais em funcgoes escalares
suaves, em vez de manusear apenas com operadores escalares mapeando componentes
individuais em funcoes suaves. Esta abordagem leva & definicao do conjunto de pola-
rizagao de Dencker [6].

Em um outro artigo que estd em andamento [51], é estudado um problema de
reflexao linear inversa para o modelo a valores-vetoriais mencionado acima. A partir de
tal estudo, é obtida a relacao entre o conjunto de polarizacao de ondas refletidas e ondas
incidentes, para dados de radar de abertura sintética. O uso do conjunto de polarizacao
de distribuicoes a valores-vetoriais é imprescindivel nessa discussao. Neste ponto, é
importante ressaltar que os métodos de anélise microlocal foram usados por Cheney e
colaboradores (vejam as Referéncias citadas em [3]) para reconstruir as singularidades
da regiao de espalhamento. Os métodos microlocais nos fornecem meios de reconstruir
tais singularidades, mesmo nos casos quando os dados sao incompletos, imprecisos e
nao-ideais. Além disso, tais métodos nos permitem lidar com dados que sao limitados
no tempo e no espaco. No entanto, os métodos microlocais tém a limitacao de que eles
s6 podem fornecer a reconstrucao de singularidades e sua intensidade, o que pode ser
um obstaculo nos casos em que a antena de radar tenha uma pobre direcionabilidade.
Neste caso, seria interessante tomar como filtro as wavelets direcionais, uma vez que
sao capazes de detectar caracteristicas orientadas (segmentos, arestas, bordas, campos
vetoriais etc) em imagens com uma boa seletividade direcional [19,20]. Desse modo,
a aplicacao de tais wavelets poderiam ser uma maneira de superar as limitacoes dos

métodos microlocais.
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Apéndice: Analise das curvas

caracteristicas da equacao da onda

Considere a equacao da onda

0*u B 0%u B 0%u B Pu
o2 Ox; Or3 Oxi

0, (A.1)

usando as defini¢oes e os teoremas apresentados na Subsecao 2.2.1l Essa equacao pode
ser usada para descrever o movimento de uma onda de som, uma onda eletromagnética
ou uma onda optica. Se ¢(t,zq,x2,x3) = 0 é a superficie caracteristica da equagao

(A1), entao a fungao ¢ deve satisfazer

O = G — Op, — Oy =0 (A.2)

Quando ¢; # 0, pode-se resolver %—‘f = k para obter t = 1)(x1, x9, x3), onde 1 satisfaz

Y2 Yl Yl =1

(g_@b)+(g_¢)+(g_¢):1 - (A3)

Se ¢(t,x1,z2,x3) = 0 é uma superficie portando as singularidades da solu¢ao u, entdo
para qualquer “t” fixo, a equacao ([A.3)) prové a localizacao dessa superficie no espaco

(71, T2, z3) no tempo fixado “¢”. Assim, as caracteristicas de (A.3) podem ser obtidas

69
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via a projecao das curvas integrais

dz; dp;
= 2p; =0
ds P

: ds . i=1,2,3 . (A.4)
z;(0) = x40 pi(0) = pio

Efetuando os calculos na variavel z; (uma vez que nas outras varidveis o cédlculo é

anélogo), tém-se que

dx
d—sl =2p = x1(s)=2pms+k ,

como z1(0) = zy ,
1’1(0) :2p10+l{7:$10 = k:.rl() ,
dai
x1(s) =2p1s+x19 - (A.5)
Da equacao diferencial ordinaria na variavel p, temos

dp,

como p1(0) = pyg ,
p1(0) =c=piwo ,

daf
P1="Dio - (A.6)

De modo que este sistema na variavel xg

x1(s) = 2p1s + 19 (A7)

P1 = Do

junto com os sistemas para as variaveis xs(s) e x3(s), representam uma reta paramétrica

em s, pertencente ao R* e com dire¢do (p1o, P20, P30)-

As caracteristicas da equagio ([A.3]) podem ser obtidas via a projecao das curvas
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integrais ) )
% = 2po % =0 (A.8)

sobre o espaco (1, T2, T3).

Tomando um ponto arbitrario (x19, 20, 30, P10, P20, P30)

satisfazendo a condicao
3
doph=1 = ph+p+ph=1, (A.9)
i=1

entao a solu¢ao da equagio (A.8) com o dado inicial

21(0) = 10 p1(0) = p1o
22(0) = x20 p2(0) =pa (A.10)
23(0) = w39 p3(0) = p3o

¢ dada por
T1 = P1oS + T1o P1 = P1o
Ty = p2oS+ T2 P2 =DP20 - (A.11)
T3 = P30S + T30 D3 = P3o

Essa ¢ a equagdo paramétrica de uma reta em R3 com dire¢io (pig,pao, p30)- Da

condi¢ao [A.9) e do sistema ([A.1T]) obtemos a equagao da esfera de raio s

pfo +p§o +p§o =1

2 2 2
o (901 $10) n ($2 9020) i (903 $30) —1
S S S
= (.Tl — 1’10)2 + (.TQ — 1’20)2 + (SL’g — 1’30)2 =3 . (A12)

J& que (p1o, P20, p30) € a dire¢do normal da superficie (A.3]), entao, o Teorema B indica
que as singularidades fracas da solucao da equacao da onda ([A.T]) se propagam ao longo
da dire¢ao normal a frente de ondas ©(x1, xe, z3) =t e que a velocidade de propagagao

¢ uma constante. Portanto, se tal equacao da onda é aplicada para descrever uma onda
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Optica, entao o sistema de equagoes (A1) denota que o raio de luz se propaga ao longo

de linhas retas em um meio homogéneo.

Porém, se considerarmos a propagacao de uma onda 6ptica em um meio nao-

homogeéneo, a equagao da onda (A.I]) torna-se

(A.13)

o2 n2 \ 92 042 ox?

0%u 1 (82u 0*u 02u) _0

onde n = n(xy,xe,x3) é o indice de refragdo. De maneira andloga aos cilculos feitos

para o caso homogéneo, vemos que a funcio 1) satisfaz
2
3;1 + 1/13;2 + 1/13;3 = [n(56’173727373)] . (A.14)

E consequentemente, suas caracteristicas satisfazem

( day ( dp,

=9 = (n?
ds P1 ds (n )Il
d[L‘Q dpz 2
29 , == = , A.15
ds b2 ds (n )12 ( )
d[L‘g dpg 2
89 s

\ ds Ps L ds (n )13

obedecendo ao dado inicial

z1(0) = z19 p1(0) = p1o
22(0) =99 p2(0) =pag - (A.16)
56’3(0) = T30 pg(O) = P30

Novamente, efetuando os calculos apenas para a variavel z; (uma vez que nas outras
co . . , . ~ T C e e
variaveis o calculo é anélogo), a solucao de Is 2p; com condi¢ao inicial z1(0) = x1g
s
¢ a mesma ja calculada

x1(s) = 2p1s + 19

Porém, para este meio ndao-homogéneo, o indice de refragao n = n(wy,x2,x3) é de-

pendente da posi¢ao do feixe. Com isso a equagao diferencial ordindria na variavel p
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fica

dp
),

S pi(s) = (nQ)xls +c ,

como p1(0) = pyg ,

p(0) = (17),0+ ¢ = puo
= C=DpPio ,

dai
(2
pi(s) = (Tl )xls + P1o
Assim,

21(8) = 2p1S + x10

pi(s) = (712)9618 + P1o

2
= ZL‘l(S) :2[(71 )$1$+p10}8+l‘10
2 2
= r1(s) = 2(” )113 + 2p10s + T10
Como o calculo é andlogo para as variaveis zo e x3, as equagoes paramétricas ficam

z; =2(n?)_s*+ 2pios + w0
o i=1,2,3 . (A.17)
Di = (nz)ggis + Pio

Geralmente, os p; nao sao constantes ja que o indice de refracdo em um meio nao-

homogéneo n = n(z, x9, r3) ndo é constante. Portanto, as caracteristicas nao sao mais

linhas retas, uma vez que as parametrizacoes (A.17) nao sdo mais equagoes de retas,

mesmo que (n?)m nao .dependa do parametro s. Isto significa que a luz nao se propaga
1

ao longo de linhas retas em meios nao-homogéneos.

0
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Apéndice: Relacao entre os estados

coerentes e as wavelets

Em Mecéanica Quantica, um estado coerente é um tipo especifico de estado quan-
tico aplicavel ao oscilador harmoénico quantico, ao campo eletromagnético, etc, o qual
descreve um tipo méximo de coeréncia e um tipo classico de comportamento. Erwin
Schrodinger em 1926, avaliou o estado coerente como um pacote de ondas de incerteza
minima, enquanto buscava a solucao da equacao que levou o seu nome, impondo que
tais solugoes satisfizessem o principio de correspondénci. Assim, ele definiu estes
estados como sendo a solu¢ao da equagao de Schrodinger dependente do tempo [52],
Pag. 57.

Matematicamente, o estado coerente |a) é definido como sendo o auto-estado

ket do operador aniquilacao a, formalmente descrito como
ala) = ala) . (B.1)

Como @ nao é hermitiano, o é um nimero complexo cuja parte imaginaria nao é

necessariamente nula, o qual pode ser representado como
a=lale”, VOER , (B.2)

onde |a| e 0 sdo, respectivamente, a amplitude e a fase do estado. Na literatura, o es-

tado |a) & chamado de estado quase-classico ou estado Gaussiano, conforme Referéncia

1O principio de correspondéncia formulado por Niels Bohr em 1920, é o estado em que o compor-
tamento dos sistemas descritos pela teoria da Mecanica Quantica reproduz a fisica classica no limite
em que constantes quanticas tendem as classicas.
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( [53], pag.559) e como ele é a espinha dorsal da Optica Quantica, neste contexto, |a)
é chamado de estado coerente canonico ou padrao. Para uma representacao matemati-

camente bem fundamentada, consideremos a seguinte definicao

Definicao 19. Sejam $ um espaco de Hilbert separdvel e complero, X um espaco
localmente compacto e dv uma medida sobre X. Seja |x) um vetor em § definido para
cada v € X. Vamos assumir que este conjunto de vetores sao munidos das sequintes

propriedades:

i) O mapeamento x +— |x) € fracamente continuo, isto €, para cada vetor |p) € $,

a fungao V(z) = (x|p) € continua na topologia de X .

ii) A resolu¢dao da identidade

/X ) (z] dv(z) =T, | (B.3)

¢ assequrada no sentido fraco no espago de Hilbert $, ou seja, para quaisquer

dois vetores |@), |) em $, a sequinte equagio € vdlida
[ t6loralu) dva) = tolu (B.4)

Um conjunto de vetores |x) satisfazendo as duas propriedades acima, é chamado uma

familia de estados coerentes generalizados.

Para recuperar a defini¢do candnica (ou padrao) de estados coerentes, basta definir

X = C como o plano complexo, tomar z = « e a medida

d’a = ld(Re(oz))d(Im(oz)) : (B.5)

™

dv(x)

i
3 |

conforme a Referéncia ( [53], pag.569).

O principal objetivo da identidade (B.3]), é assegurar que um vetor arbitrario |¢)
do espago de Hilbert $) seja expresso como uma combinagao linear (integral) da familia
de estados coerentes formada pelo conjunto de vetores |z). De fato, multiplicando [1))

em ambos os lados de tal identidade, tem-se

/X )zl di(z) = ) | (B.6)
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definindo ¥(z) = (z|¢), temos

) = /X U (o)) du(z) . (B.7)

Estes vetores ¥ sao fungoes continuas de quadrado integravel sobre o espaco localmente
compacto X e satisfazendo as condic¢oes da transformada integral definida em (2.1]), de

modo que

/X K (2, 9)¥(y) di(y) = U(z) | (B.3)

onde K(z,y) = (z,y) é o kernel, que neste contexto, goza das propriedades:

o K(z,y)>0 ;

o K(r,y)=K(y,x) ;

OLfW%@M%de@:k@W>

Uma maneira alternativa de se descrever os estados quanticos é usando o for-
malismo de grupos. Gilmore e Perelomov perceberam, de uma forma praticamente
independente, que a construcao de estados coerentes as vezes pode ser vista como um
problema de Teoria de Grupos [54-58)].

Seja G um grupo localmente compacto. Suponhamos que G tenha uma repre-
sentacao irredutivel e continua U, sobre o espaco de Hilbert $ via o operador unitario
U(g), VY g € G. Esta representacao é chamada de quadrado integravel se existe um

vetor ndo-nulo |¢)) € §), para o qual a integral

(i) = /G (WU dulg) (B.9)

converge. Aqui, du é a medida de Haar invariante & direita sobre o grupo G. Um
vetor [1) para o qual ¢(¢) < oo, é chamado de admissivel e pode ser mostrado que a
existéncia de um vetor como este, garante a existéncia de um conjunto inteiramente
denso de tais vetores |¢)) em . Além disso, se o grupo G é unimodular, isto é, se
as medidas invariantes a esquerda e a direita sao coincidentes, entao a existéncia de
um vetor admissivel [¢), implica que cada vetor em $) é admissivel. Assim, dada uma

representacao quadrado integravel U e um vetor admissivel |1), definiremos os vetores

1
()

lg) = Ulgly) , YgeG . (B.10)
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Estes vetores sao andlogos aos dos estados coerentes canonicos, os quais, naquele for-
malismo sao escritos em termos da representacao do grupo de Heisenberg. Ademais,

pode ser mostrado que a resolucao da identidade

/G 190l dulg) =T . (B.11)

¢ assegurada sobre o espaco de Hilbert §). Assim, os vetores |g) constituem uma familia
de estados coerentes generalizados. As funcoes F'(g) = (g|¢)), para todos os vetores
|p) € $, sdo quadrado integraveis com respeito & métrica dy e o conjunto de tais
funcoes, que de fato sao continuas na topologia de GG, formam um subespaco fechado
de L*(G,dp). Além disso, o mapeamento ¢ +— F ¢ uma isometria linear entre os
espagos ) e L*(G,du) e de acordo com esta isometria, a representacio U é mapeada
para uma sub-representacao da representacao regulatH esquerda de G sobre L*(G, dpu).

Um tipico exemplo da construgao de estados coerentes generalizados usando o
formalismo de teoria de grupos, sao as wavelets. Tal construcao é provida pelo grupo
afim — grupo de todas as translacoes afins inversiveis do espago nele mesmo — da reta

real R, simbolizada por G 4. Este é o grupo de todas as matrizes 2 x 2 do tipo

g=<g i) (B.12)

com a,b € R e a# 0, de modo que sua matriz inversa é dada por

\
—
S|
S|

g = : (B.13)

Para facilita as manipulagoes algébricas, escreveremos g como a matriz linha g = (b, a),

com a acao sobre R dada por
(b,a)ox =b+ax . (B.14)

Este grupo é nao-unimodular, com a medida invariante a esquerda sendo dada por
du(b,a) = a~*dbda e a medida invariante & direita dada por du(b,a) = a~*dbda. O

grupo afim tem uma representacao unitaria e irredutivel sobre o espago de Hilbert

2A representacio regular de um grupo G, é a representacio linear proporcionada pelo grupo de
acao de G sobre ele mesmo, via uma translagao.
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L*(R, dz), onde os vetores em L*(R,dx) sdo fungdes mensuréveis ¢(z) de uma variavel

real = e o operador unitario U(b, a) desta representagao, atua sobre os ¢(x) como

(U a)¢) (@) = \/1|7|S0 (:c - b)

= —gp((b, a)™! ox) (B.15)

b 1
onde (b,a) ' =g7t= (—— —).

a’ a
De modo geral, se ¢ é uma fungao em L*(R,dz) tal que sua transformada de

Fourier 12 satisfaz a condi¢ao de admissibilidade

/RWFZ)’ dk < oo (B.16)

entao, ¢ é um vetor admissivel, ou seja,

e(¥) = /G )

Com isso, seguindo a construcao geral descrita acima, os vetores

<¢|U(b,a)¢>)2dl;f“ < o . (B.17)

boa) = ———U(b.a)t . (ba) € Gay . (B.15)
Ve®)
definem uma famfilia de estados coerentes generalizados. Tais vetores tem a solucao da
identidade
/ |b, a)(b,a|ﬂga =12 (B.19)
Gay a
assegurada sobre o espago de Hilbert L?(R, dx).

Na literatura que trata de anélise de sinais, um vetor satisfazendo a condicao de
admissibilidade (B.16]), € chamado de wavelet “mae” e os estados coerentes generaliza-
dos |b, a) sdo chamados wavelets. Com isso, os sinais sao identificados com os vetores
lp) em L*(R,dx) e a fungao

F(bya) = (b,alp) , (B.20)

é chamada de transformada wavelet continua do sinal ¢, conforme as Referéncias
[59,60]. Em outras palavras, uma wavelet pode representar naturalmente um estado

coerente candnico.
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Este conceito pode ser estendido para duas ou mais dimensoes finitas. Com
isso, o grupo afim G4y seria substituido pelo assim chamado grupo de similaridades
do plano (ou de similaridades do espago n-dimensional estudado), o qual, consiste
de transformacoes planas, rotagoes e dilatacoes globais. As resultantes wavelets bidi-
mensionais, e algumas de suas generalizacoes para mais dimensoes, sao amplamente
utilizadas no processamento de sinais de imagens [20]. Além disso, Antoine e Murenzi
mostraram em [19] que a classe de wavelets de Cauchy tem incerteza minima, ou seja,
uma propriedade inerente aos estados coerentes.

Para nos, tal conexao entre os estados coerentes e as wavelets é de fundamen-
tal importancia, visto que no artigo [50] Roy J. Glauber descreve o campo de radiagio
eletromagnética usando os estados coerentes da Mecanica Quantica. Ou seja, é possivel
descrever as ondas eletromagnéticas via wavelets. Assim, habilitado por tao grande re-
sultado, Gerald Kaiser em seu artigo [46] deu uma nova representacao para as solugoes
das equagoes de Maxwell, ao trati-las como superposicoes lineares de wavelets esféri-
cas, dinamicamente adaptadas e bem-localizadas no espaco, obtendo com isso uma
representacao analoga a de Fourier, porém bem localizada no espago das frequéncias.
Trilhando em caminhos correlatos, porém esperando obter uma precisao ainda maior
na analise dos dados, o tratamento dado no Capitulo [4] desta tese, teve por objetivo
descrever as solucoes das equacoes de Maxwell usando uma classe de wavelets conicas

chamadas wauvelets direcionais.
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