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RESUMO 

 

MARQUES, Éder Teixeira, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, julho de 2017. 
Automação do processo de modelagem geoidal aplicando diferentes métodos 
de redução gravimétrica em áreas geologicamente distintas. Orientador: William 
Rodrigo Dal Poz. Coorientadores: Gabriel do Nascimento Guimarães e Dalto 
Domingos Rodrigues. 

 

A determinação do geoide, superfície equipotencial do campo da gravidade da Terra 

que melhor se ajusta, no sentido do método dos mínimos quadrados, ao nível médio 

do mar é muito importante nas ciências geodésicas uma vez que é utilizada como 

superfície de referência para as medidas da altitude ortométrica. Objetivamente, 

determinar o geoide significa obter o afastamento, ao longo da normal, entre o modelo 

geométrico da Terra, usado no posicionamento por satélite, e a superfície 

equipotencial.  Essa separação entre os dois modelos é denominada ondulação 

geoidal. Para obter o seu valor pode-se associar nivelamento geométrico e medidas 

da gravidade ou usar a técnica Remover Restaurar (RR). No âmbito desta 

metodologia o presente trabalho foi proposto com a finalidade de se elaborar um 

software, que foi denominado de GeoFis 1.0, para obter a superfície equipotencial 

para ser utilizada como referência vertical de nível. Para avaliar cada etapa do cálculo 

aplicado pela técnica RR foi realizada uma comparação entre os resultados obtidos 

pelo GeoFis 1.0 e os resultados obtidos pelos módulos do pacote GRAVSOFT e do 

programa TC2DFTPL, fornecidos pelo International Service for the Geoid (ISG). As 

áreas de teste foram definidas com base na disponibilidade de dados gravimétricos e 

de suas características físicas, geologia e relevo. Para a determinação das anomalias 

residuais foram aplicados o Segundo Método de Condensação de Helmert, a correção 

de Bouguer completa e Rudzki. A Integral de Stokes foi utilizada na sua forma plana, 

no entanto, o GeoFis 1.0 permite aplica-la usando o núcleo esférico. Ao final das 

aplicações foi possível verificar que, durante as etapas da aplicação da técnica RR, 

houve boa aderência entre os resultados obtidos pelo GeoFis 1.0 e aqueles resultados 

obtidos pelos demais softwares. Na análise dos resultados foi possível verificar que 

aqueles obtidos pelo software desenvolvido possui significativa aderência com 

aqueles usados na comparação. Além disso, constatou-se que os diferentes métodos 

de redução gravimétrica associados às diferentes áreas merecem atenção no 

processo de modelagem e por isso devem ser considerados. Enfim, verificou-se que 



 

 
 

o software desenvolvido, GeoFis 1.0, alcançou o objetivo desejado e que estudos no 

sentido de aprimorá-lo devem ser realizados tanto em relação à implementação de 

novos métodos de redução gravimétrica, quanto na implementação de outras 

soluções para a Integral de Stokes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

ABSTRACT 

 

MARQUES, Éder Teixeira, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, July, 2017. 
Automation of the geoidal modeling process by applying different methods of 
gravimetric reduction in geologically distinct areas. Advisor: William Rodrigo Dal 
Poz. Co-advisors: Gabriel do Nascimento Guimarães and Dalto Domingos Rodrigues. 
 
 
The geoid is the equipotential surface of the Earth's gravity field that best fits the mean 

sea level in terms of the Ordinary Least Squares method. Its determination is very 

important in the geodesic sciences since it is used as a reference surface for the 

measurements of orthometric altitude. Determining the geoid objectively means getting 

the distance, along the normal, between the geometric model of the Earth used in the 

satellite positioning, and the equipotential surface. This separation between the two 

models is called geoidal undulation. To obtain its value, either the geometric leveling 

and the gravity measurements can be associated or the Remove Restore (RR) 

technique can be used. In the context of this methodology, the present research was 

aimed to develop the software, which was denominated GeoFis 1.0, to obtain the 

equipotential surface to be used as a vertical reference of level. In order to evaluate 

each step of the calculation applied by the RR technique, a comparison was made 

between the results obtained by GeoFis 1.0 and those obtained by the modules of the 

GRAVSOFT package and the TC2DFTPL program, provided by the International 

Service for the Geoid (ISG). The test areas were defined based on the gravimetric data 

availability and its physical characteristics, geology and relief. For the residual anomaly 

determination, the Helmert’s Second Method of Condensation, the complete Bouguer 

correction, and Rudzki were applied. The Stokes’ Theorem was used in its flat form; 

however, the GeoFis 1.0 allows to apply it using the spherical core. At the end of the 

applications, it was possible to verify that while the the RR technique was applied there 

was good adherence between the results obtained by GeoFis 1.0 and those obtained 

by other software. When analyzing the results, it was observed that those ones from 

the developed software have significant adherence with those used in the comparison. 

In addition, it was found that the different methods of gravimetric reduction associated 

to the different areas deserve attention in the modeling process, and thus, should be 

taken into consideration. Finally, it was verified that the developed software, GeoFis 

1.0, reached the anticipated objective and that studies to improve it must be carried 



 

 
 

out for the implementation of both new gravimetric reduction methods and other 

solutions for the Stokes’ Theorem. 
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1.INTRODUÇÃO 
 

Os sistemas de posicionamento global (GLONASS, GALLILEO, GPS e Beidou) 

produziram um grande impacto nas Ciências Geodésicas. Possibilitaram a 

determinação da posição de qualquer usuário, portador de um receptor específico, de 

forma rápida e acurada. As altitudes obtidas pelo GPS estão referenciadas ao 

elipsoide adotado pelo sistema, ou seja, são tomadas ao longo da normal que é 

perpendicular à superfície do modelo matemático. No entanto, as altitudes utilizadas 

no dia a dia da engenharia são aquelas tomadas ao longo da linha do prumo, ou seja, 

são perpendiculares à superfície equipotencial do campo de gravidade e por isso são 

definidas como altitudes com significado físico, diferentemente das altitudes 

perpendiculares ao elipsoide cujo significado é puramente geométrico. 

Para se determinar as altitudes com significado físico pode-se utilizar o 

nivelamento geométrico que, dependendo da distância horizontal nivelada e da 

ondulação do relevo, deve estar associado às medidas de gravidade (TALVIK, 2012) 

e pode-se utilizar também a ondulação geoidal (N), afastamento ao longo da normal 

entre o elipsoide e o geoide, em conjunto com medidas de altitude geométrica (h), 

como mostra a Figura 1. Nesta Figura estão representadas a altitude geométrica, 

distância entre o elipsoide e a superfície real medida ao longo da direção normal (n), 

a altitude ortométrica (H), distância entre o geoide e a superfície real medida ao longo 

da direção da vertical (v) e a ondulação geoidal (N), distância ao longo da normal entre 

o elipsoide e o geoide. 

 

Figura 1. Elipsoide, quase-geoide, geoide e superfície real 
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Matematicamente o valor de H pode ser obtido pela relação matemática dada 

pela equação 1. 

 

ܪ  ≈ ℎ − ܰ (1) 

 

Onde: 

H = Altitude ortométrica, 

h = altitude geométrica, e 

N = ondulação geoidal. 

 

Da Figura 1 se verifica que, a partir dos valores de N e h derivam-se as altitudes 

com significado físico de interesse nas atividades práticas de engenharia. 

Segundo Listing (1873) o geoide é uma superfície equipotencial do campo da 

gravidade da Terra que melhor se ajusta, no sentido do método dos mínimos 

quadrados, ao nível médio do mar. Na Geodesia esta superfície é tratada como 

referência para as medidas de altitudes ortométricas. Ao assumir o geoide como a 

superfície de referência vertical, tais medidas passam a ser observadas ao longo da 

vertical do lugar, como é o caso das medidas de altura no Sistema Astronômico Local 

(JEKELI, 2006). 

Definida a superfície que será utilizada como referência de nível, de 

geopotencial W0, pode-se materializar o sistema vertical de referência usando, 

nivelamento geométrico associado com gravimetria ou ondulação geoidal associada 

com altitudes geométricas. Nesse caso, a utilização dos Modelos Globais do 

Geopotencial (MGGs) provenientes das missões espaciais de satélites artificiais de 

órbita baixa Gravity Recovery And Climate Experiment (GRACE), CHAlleging 

Minisatellite Payload (CHAMP) e Gravity field and steady-state Ocean Circulation 

Explorer (GOCE), tem recebido destaque.  

Outro parâmetro de grande importância na modelagem do campo de gravidade 

externo são os Modelos Digitais de Elevação (MDEs). A acurácia desses modelos tem 

melhorado consideravelmente nos últimos anos. É o caso do Shuttle Radar 

Topography Mission (SRTM) que, segundo Kiamehr e Sjöberg (2005), alcança 

acurácia horizontal de 20 metros e vertical de 16 metros. 
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A junção de informações mais acuradas, latitudes e longitudes geodésicas, 

altitude geométrica, MGGs, gravimetria terrestre e MDEs, fornecem subsídios para se 

determinar o geoide mais acurado que é uma das tarefas mais importantes da 

Geodesia Física. Este modelo está associado a uma série de aplicações da 

engenharia de agrimensura e cartográfica, tais como: levantamentos topográficos, 

nivelamento GNSS, navegação, levantamento hidrográfico, entre outros. 

No Brasil são vários os estudos para a determinação do geoide, Yamamoto 

(1983), Santos e Escobar (2000), Lobianco (2005), Silva (2002), Guimarães (2013), 

IBGE (2015) e etc. 

Na busca pela obtenção do geoide acurado, diferentes técnicas também têm 

sido utilizadas: Wong e Gore (1969), Meissl (1971), Vaníček e Kleusberg (1987), entre 

outros, propuseram a modificação do núcleo da Integral de Stokes; Fei & Sideris 

(1999) propuseram correções elipsoidais sobre valores das altitudes geoidais obtidas 

sobre modelos esféricos; Tocho et. al. (2003) utilizaram diferentes metodologias para 

aplicar as reduções gravimétricas. Além dessas propostas, diferentes métodos 

matemáticos também foram aplicados, como Least Square Colocation (LSC) e Fast 

Fourier Transform (FFT) (Guimarães, 2013), Fast Colocation (FC) (Alves, 2007); 

Wavelets aplicada por (Pereira, 2013), redes neurais (Maia, 2003), método dos 

elementos finitos (Yamamoto, 1983), etc. 

O geoide pode ser obtido pela aplicação da técnica Remover Restaurar, RR. 

Neste procedimento tanto a topografia quanto os sinais de baixo grau dos MGGs 

devem ser removidos antes do cálculo e restaurados depois de se aplicar a integral 

de Stokes (Yildiz et. al. 2012). 

Na aplicação da RR o modelo geoidal é determinado a partir da separação das 

componentes do campo de gravidade em diferentes comprimentos de onda. As 

componentes de longo comprimento de onda da gravidade são obtidas dos modelos 

geopotenciais, coeficientes provenientes da expansão em série das funções 

harmônicos esféricos, derivados das variações na órbita dos satélites sensíveis às 

alterações do campo gravitacional terrestre (LI e SIDERIS, 1994a). As anomalias, 

obtidas a partir da aceleração da gravidade medida na superfície terrestre, usadas por 

Stokes (1849) para a solução do Problema de Valor de Contorno da Geodésia 

(PVCG), constituem as componentes de médio comprimento de onda. Para melhorar 
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a solução deve-se utilizar componentes de alta frequência, o que pode ser feito a partir 

dos MDEs.  

Para o processamento de toda essa massa de dados foram desenvolvidos 

softwares com a capacidade de manipular grande quantidade de informações. O 

pacote GRAFSOFT (Tscherning et al., 1991) em sua versão Python (Nielsen et al., 

2012), disponibilizado pela International Service for the Geoid (ISG) é um dos 

programas mais utilizados em trabalhos dessa natureza. Além deste, o software 

Stokes-Helmert Geoid (software SHGeo) é um pacote de software científico para a 

determinação gravimétrica precisa do geoide com base na teoria Stokes-Helmert. Este 

software foi desenvolvido durante um período de mais de 10 anos sob a liderança do 

professor Petr Vaníček, no Departamento de Geodesia e Engenharia Geomática da 

Universidade de New Brunswick (ELLMANN, 2009). 

Com a intenção de contribuir com o desenvolvimento da Geodésia, esse 

projeto teve como motivação o desenvolvimento de um programa, GeoFis 1.0, para 

cálculo do geoide usando a técnica Remover Restaurar-RR. Testes foram aplicados 

para diferentes áreas com diferentes geologias, com distintos modelos de redução 

gravimétrica, como Segundo Método de Condensação de Helmert, Bouguer e Rudzki. 

Além disso, foram aplicados diferentes métodos de interpolação do grid de anomalias 

residuais a fim de verificar o impacto desse importante parâmetro na determinação 

final do geoide. 

 

1.1 Objetivo 
  

1.1.1 Objetivo Geral 
 

Desenvolvimento e validação de um software para cálculo do geoide 

local/regional com base na técnica remover restaurar aplicando diferentes métodos 

de redução gravimétrica em áreas cujas características físicas, geologia e relevo, são 

diferentes.  

 

1.1.2 Objetivos específicos 
 

São objetivos específicos: 
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a) Desenvolver um software para calcular a ondulação geoidal usando a 

técnica RR. 

b) Usar dados de gravimetria coletados em áreas geologicamente distintas 

para validar o programa. 

c) Definir um MDE que melhor se ajusta às altitudes ortométricas 

disponíveis no Bando de Dados Gravimétricos (BDG) do IBGE e no 

Bando Nacional de Dados Gravimétricos (BNDG) da Agência Nacional 

do Petróleo (ANP). 

d) Testar o software para o cálculo da correção do terreno e das anomalias 

da gravidade comparando-o com outros programas relacionados. 

e) Verificar e analisar a existência de anomalias residuais inconsistentes 

usando a colocação por mínimos quadrados e a geoestatística e analisa-

las. 

f) Calcular a ondulação geoidal usando diferentes métodos de redução 

gravimétrica para as áreas estudo. 

 

1.2 Justificativa 
 

À medida que novas tecnologias são incorporadas às ciências é inevitável que 

ocorra um aprimoramento nos produtos derivados desse processo. No caso da 

Geodésia isso não é diferente, essa ciência tem se amparado nos aperfeiçoamentos 

dos diferentes modelos, MGGs, MDTs e instrumentos, gravímetros, GNSS, softwares 

e hardwares, objetivando determinar uma superfície de nível mais acurada que possa 

ser tomada como referência para as altitudes com significado físico. 

No intuito de obter um geoide acurado, outros autores, além dos já citados, 

apresentaram seus trabalhos de cálculo do geoide no Brasil. Em 2015 Marotta et. al. 

desenvolveu em MATLAB o software GRAVTool para o cálculo do geoide. Em 2012 

Amarante desenvolveu o programa GRAVSUR usado para o processamento de dados 

coletados por diferentes modelos de gravímetros. Além desses autores, poucas são 

as experiências disponíveis no Brasil no que se refere ao desenvolvimento de 

softwares para o cálculo do geoide.  

Com a ampliação e a divulgação das novas tecnologias, instituições que atuam 

diretamente nas áreas relacionadas com o sistema de referência vertical com 

significado físico, como a Agência Nacional das Águas e as concessionárias de 
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energia, demandarão metodologias e tecnologias para atender à implantação de 

sistemas de referência vertical que sejam compatíveis com o objeto de trabalho deles, 

a água.  

Além da prática, a aplicação acadêmica do GeoFis 1.0 pode representar um 

bom auxílio aos estudantes e profissionais na área de ensino. 

O GeoFis 1.0 permite ainda aplicar diferentes técnicas de redução gravimétrica 

para o cálculo do geoide o que permite avaliar diferentes possibilidades nessa 

determinação e fazer um contraponto com o método de redução usado pelo IBGE, 

Segundo Método de Condensação de Helmert, na elaboração do MAPGEO 2015. 

Associando os resultados de anomalia residual a diferentes métodos de 

interpolação refina-se ainda mais o modelo e pode-se definir o procedimento que irá 

contribuir, suficientemente, para se obter uma superfície equipotencial do campo de 

gravidade acurada. 
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2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 

2.1 Considerações iniciais 
 

Calcular o geoide consiste em determinar a superfície de referência para a 

obtenção das altitudes de interesse da engenharia. 

Para isso é preciso considerar que a base teórica da Geodésia está 

fundamentada em um conjunto diverso de ciências e técnicas. Vaníček e Krakiwsky 

(1992), sugerem a Matemática como sendo a ciência que sustenta toda gama de 

estudos da Geodésia, assim como, a Física e a Ciência da Computação.  

 

2.2 O campo de gravidade 
 

Depois da determinação da magnitude da aceleração da gravidade por Galileu 

e das Leis de Kepler para a descrição das órbitas dos planetas, Isaac Newton, em 

1987, publicou a lei de atração gravitacional. A gravidade sobre uma massa M pode 

ser definida como a força resultante dada pela combinação da força gravitacional, 

devido a massa M da Terra, e a da força centrífuga, devido à rotação da Terra.  

A força gravitacional entre dois corpos, sendo um com massa M na posição ݎ଴, 

em relação à origem (O), e o outro com massa m na posição ݎ, também em relação à 

origem, e separados entre si pela distância (݈), é a atração ao longo da linha que une 

os corpos M e m (ver Figura 2).  

 

Figura 2. Geometria da atração gravitacional. 

 

A equação 3, comum na Física, estabelece a relação algébrica entre os 

elementos apresentados na Figura 2: 
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ܨ  = ܩ ଶ݈݉ܯ  
(2) 

 

Ou na forma vetorial, 

 

ܨ⃗  = ܩ− ଷ‖݈‖݉ܯ ሺ݈′ሻ 
(3) 

 

Onde, ݈′ é um vetor unitário na direção ݈ cujo sinal negativo se deve ao fato da força ܨ  apontar na direção contrária ao deslocamento. G é a constante gravitacional 

universal e, segundo as convenções do International Earth Rotation and Reference 

System Service 2010 (IERS 2010), seu valor é 6,67428 * 10-11m3s-2kg-1. A aceleração 

da gravidade, ou força de uma unidade de massa devido à gravidade, pode ser obtida 

com o auxílio da segunda Lei de Newton:  

 

ܨ  = ݉ܽ = ݉݃ = ܩ− ଷ݈݉ܯ ݈′ ⇒ ‖݃‖ = ܩ  ଶܯ݈
(4) 

 

A aceleração gravitacional aponta na direção do centro da Terra e seu vetor é 

definido como sendo o campo gravitacional.  

 

2.3 O potencial gravitacional 
 

Qualquer massa m posicionada no campo de gravidade ݃  possui energia 

potencial gravitacional. Esta energia pode ser considerada como sendo o trabalho T, 

feito pela força gravitacional ݃ por unidade de massa, para transportar m de uma 

posição de referência ݈݂݁ݎ  até ݈  quando ݈݂݁ݎ =   . O campo gravitacional é 

conservativo, logo, independente de como a massa m se move dentro dele o trabalho 

realizado será sempre o mesmo (DEHLINGER, 1978). 

O potencial gravitacional V, conforme equação 5, pode ser definido comumente 

na Física, a qual considera a Terra como uma fonte de potencial, de tal forma que 

toda a massa atrativa M esteja concentrada no centro da esfera de raio R. 
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 ܸሺܲሻ = ∫ ݃. ݈݀௟
௟�೐೑ = − ∫ ଶ݈ܯܩ ݈′. ݈݀ = ܯܩ ∫ ͳ݈ଶ௟

∞
௟

௟�೐೑ ݈݀ = − ܯ݈ܩ
 

 

(5) 

 

sabe-se que ݈′. ݈݀ = −݈݀ porque ݈′ e ݈݀ apontam em direções opostas. 

A relação entre o valor de ݈ e o potencial V pode ser melhor entendido com o 

auxílio da Figura 3. Nela está representada a variação do potencial em função da 

variação de ݈, ou seja, o potencial será nulo quando ݈ for infinito. 

 

 
 

Figura 3. Relação entre a distância e o potencial. 

Fonte: Adaptado de Lowrie (2007). 

 

O potencial negativo evidencia que quando a massa ݉ se aproxima da Terra 

sua energia potencial diminui enquanto que sua aceleração aumenta em função da 

atração do centro de massa da Terra. O valor de V dado pela inclinação da curva 

apresentada na Figura 3 é positivo e o sinal negativo garante que o gradiente V aponta 

na direção de decréscimo de ݈, ou seja, na direção do centro de massa (DEHLINGER, 

1978).  

Pode-se verificar que o gradiente de um campo escalar é um vetor que 

determina a taxa de variação e a mudança da direção de V. Por exemplo, se S for 

uma superfície equipotencial com V constante e sendo ݈ଵ e ݈ଶ posições sobre esta 

superfície, então a componente g ao longo de S é dada por ሺ ଶܸ − ଵܸሻ/ሺ݈ଵ − ݈ଶሻ = Ͳ. 

Logo −∇ܸ = Ͳ e o campo é perpendicular à superfície equipotencial. 

Para um corpo não rotante, o potencial V do corpo de massa ܯ = ∫  em um ܯ݀

ponto P à distância ݈ no exterior das massas fora da superfície de massa pode ser 

representado por V(P), como mostra a Figura 4. 
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Figura 4. Elementos usados na determinação do potencial V(P) 
 

Segundo Heiskanen e Moritz (1967) o potencial de um corpo sólido é resultante 

da integração sobre todo o volume, ou seja: 

 

 ܸ = ܩ− ∭ ߩ݈  ݒ݀
௩  

(6) 

 

Para determinar o potencial gravitacional conforme equação 6 é necessário 

conhecer os valores de densidade, ߩ, dos elementos de volume, ݀ݒ, do corpo atrativo. 

Essa necessidade inviabiliza a aplicação dessa equação. No entanto, o potencial é 

contínuo em todo o espaço assim como as suas primeiras derivadas, as componentes 

da força gravitacional. Em relação às segundas derivadas, existem duas situações: 

a) A densidade ߩ é diferente de zero, interior, e nesse caso as segundas 

derivadas não são contínuas. 

b) A densidade ߩ é nula, exterior, e as segundas derivadas são nulas.  

Para o primeiro caso o Laplaciano do potencial V satisfaz a equação de 

Poisson (HEISKANEN e MORITZ, 1967): 

 

 ∆ܸ = −Ͷ(7) ߩߨܩ 

 

Para o exterior das massas, segundo caso, o Laplaciano do potencial atenda a 

equação de Laplace: 

 

 ∆ܸ = Ͳ (8) 
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Como a função potencial atende a equação de Laplace ela é uma harmônica 

e, consequentemente, pode ser determinada por uma expansão em harmônicos 

esféricos (HEISKANEN e MORITZ, 1967). 

  Usando a Lei dos Cossenos, conforme elementos da Figura 4, pode-se 

escrever o potencial da seguinte forma: 

 

 ܸ = − ݎߩܩ [ͳ + ቀݎ௢ݎ ቁଶ − ʹ ቀݎ௢ݎ ቁ cos ሺ߰ሻ]ଵ/ଶ 
(9) 

 

Com o uso do Teorema Binomial para expandir a expressão 9 em uma série de 

potencias de ݎ௢/ݎ, resulta em: 

 

 ͳ݈ = ͳݎ ∑ ቀݎ଴ݎ ቁ௡ ௡ܲሺ߰ሻ∞
௡=଴  

(10) 

 

Em análise espectral a expressão ௡ܲሺ߰ሻ ≡ ௡ܲሺܿ߰ݏ݋ሻ  é conhecida como 

Polinômio de Legendre de grau n, e define os harmônicos esféricos de superfície. 

Segundo Gemael (1999) pode-se fazer ܿ߰ݏ݋ =  de modo que a sobreposição dos ,ݐ

Polinômios de Legendre descrevem a variação do potencial com a latitude. A equação 

11, determinada por RODRIGUES apud GEMAEL (1999), permite derivar esses 

polinômios: 

 

 ௡ܲሺݐሻ = ͳʹ௡݊! ݀௡ሺݐଶ − ͳሻ௡݀ݐ௡  
(11) 

 

Substituindo 10 e 11 na equação 6 o potencial gravitacional resultará em: 

 

 ܸሺܲሻ = ܩ − ∫ ݈݀݉ = − 
ெ

ܩ݈ ∑ ቀݎ଴ݎ ቁ௡ ௡ܲሺ߰ሻ∞
௡=଴  

(12) 

 

Relacionando, com o auxílio da fórmula dos quatro elementos da trigonometria 

esférica, o ângulo  com a posição em coordenadas esféricas (’, ’) e (, ) do 
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elemento de massa dm e da massa atrativa m, respectivamente, vão aparecer novos 

termos no desenvolvimento de Pn() da forma: 

 

,�݊݁ݏ  ,′�݊݁ݏ ,�ݏ݋ܿ�݊݁ݏ ,′�ݏ݋ܿ′�݊݁ݏ . .. (13) 

 

estes representam os polinômios associados de Legendre. 

A partir dos termos apresentados na Equação 13 os polinômios de Legendre 

passam a ser denominados funções de Legendre e são usados com índices duplos, 

grau (n) e ordem (m), com a forma: 

 

 ଵܲሺ߰ሻ = ଵܲሺܿ߰ݏ݋ሻ = ଵܲ଴ሺ�ሻ ଵܲ଴ሺ�′ሻ + ଵܲଵሺ�ሻ ଵܲଵሺ�′ሻcos ሺߣ −  ሻ (14)′ߣ

 

 ଶܲሺ߰ሻ = ଶܲ଴ሺ�ሻ ଶܲ଴ሺ�′ሻ + ଶܲଵሺ�ሻ ଶܲଵሺ�′ሻcos ሺߣ − ሻ′ߣ + ଶܲଶሺ�ሻ ଶܲଶሺ�′ሻcos ʹ ሺߣ−  ሻ′ߣ

(15) 

 

Assim, a função de Legendre fica definida conforme equação 16: 

 

 ௡ܲ௠ሺ߰ሻ = ∑ [ܽ௡௠ ௡ܲ௠ሺ�ሻ cosሺ݉ߣሻ + ܾ௡௠ ௡ܲ௠ሺ�ሻ senሺ݉ߣሻ]௡
௠=଴  

(16) 

 

As constantes arbitrárias ܽ௡௠ e ܾ௡௠ referem-se aos elementos de massa relativos à 

posição ሺ�′, ௡௠ obtidos pelas equações 17 e 18. Os valores ௡ܲ௠ሺ ሻܥ ሻ e aos coeficientes′ߣ  são denominados harmônicos especiais. Para m=0 tem-se harmônicos 

esféricos zonais, se m=n os harmônicos esféricos são chamados setoriais e se nm 

tem-se os harmônicos esféricos tesserais (GEMAEL, 1999). 

 

݉ ܽݎܽܲ  = Ͳ ⇒ ௡௠ܥ = ͳ (17) 

 

 
݉ ܽݎܽܲ  ≠ Ͳ ⇒ ௡௠ܥ = ʹሺ݊ − ݉ሻ!ሺ݊ + ݉ሻ!  

(18) 

 

O potencial gravitacional no ponto P em harmônicos esféricos fica definido pela 

equação 19. 
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 ܸሺܲሻ = ∑ ∑ ͳݎ௡+ଵ ௡௠ܣ] cosሺ݉ߣሻ + .[ሻߣሺ݉݊݁ݏ௡௠ܤ ௡ܲ௠ሺܿݏ݋�ሻ௡
௠=଴

∞
௡=଴  

(19) 

 

Segundo Gemael (1999) as funções seno e cosseno na equação 19 são 

ortogonais entre si o que facilita a determinação dos coeficientes Anm e Bnm e permitem 

que eles possam ser obtidos separadamente. Esses coeficientes estão relacionados 

com a distribuição de massas da Terra. Anm e Bnm são os coeficientes harmônicos 

esféricos de grau n e ordem m dados por: 

௡௠ܣ  = ܩ ∫ ௡ܽ௡௠′ݎ ௡ܲ௠ሺ�′ሻܿߣ݉ݏ݋′݀݉ 
்  

(20) 

௡௠ܤ  = ܩ ∫ ௡ܾ௡௠′ݎ ௡ܲ௠ሺ�′ሻߣ݉݊݁ݏ′݀݉ 
்  

(21) 

 

As funções associadas de Legendre de grau n e ordem m, ௡ܲ௠ሺܿݏ݋�ሻ, para ܿݏ݋� =  ,ݐ

na forma generalizada é: 

 

 ௡ܲ௠ሺݐሻ = ሻʹ௡ݐ௠ሺ݊݁ݏ ∑ ሺʹ݊ − ʹ݇ሻ! ሺ−ͳሻ௟ܿݏ݋௡−௠−ଶ௞ሺ�ሻሺ݊ − ݉ − ʹ݇ሻ! ሺ݊ − ݈ሻ! ݇!ூ
௞=଴  

(22) 

 

O valor de I na equação 22 corresponde ao maior inteiro contido em ሺ݊ − ݉ሻ/ʹ. 

Geralmente se utilizam os coeficientes ܣ௡௠ e ௡௠ܤ  nas suas formas 

adimensionais, ܬ௡௠ e ܭ௡௠, respectivamente: 

 

௡௠ܬ  = −  ௡ܽܯܩ௡௠ܣ
(23) 

 

௡௠ܭ  = −  ௡ܽܯܩ௡௠ܤ
(24) 

 

Para transformar os coeficientes ܬ௡௠ ݁ ܭ௡௠ em coeficientes plenamente 

normalizados utilizam-se as equações: 
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௡̅௠ܥ  = − ௡௠௡ܲ௠ܬ  ݁ ܵ௡̅௠ = − ௡௠௡ܲ௠ܭ  
(25) 

 

Para obtenção das funções Associadas de Legende totalmente normalizadas 

faz-se o emprego da relação: 

 ܲ̅௡௠ሺ�ሻ = ௡௠ܪ ௡ܲ௠ሺ�ሻ (26) 

 

Para a equação 26 o valor de ܪ௡௠ é obtido por: 

 

௡௠ܪ  = ሺ݊ܪ√ − ݉ሻ! ሺʹ݊ − ͳሻሺ݊ + ݉ሻ para {݉ = Ͳ ⇒ ܪ = ͳ݉ ≠ Ͳ ⇒ ܪ = ʹ 
(27) 

 

É importante evidenciar que os coeficientes ܥ௡̅௠݁ ܵ௡̅௠  são dependentes da 

distribuição de massa da Terra. Isso pode ser comprovado pelas equações 23 e 24. 

Nessas equações, pode-se verificar que o limite das integrais é a superfície 

topográfica da Terra. Em função da sua alta frequência é impossível utilizá-la como 

limite das integrais. Então, para contornar esse problema foram utilizados valores 

conhecidos do geopotencial ܹ,  em diversas posições, ݎ, ߣ ݁ ߮  das órbitas dos 

satélites artificiais. Nota-se que os coeficientes normalizados são obtidos a partir do 

monitoramento das órbitas de satélites artificiais que fornecem consideráveis sistemas 

de equações lineares cujas incógnitas são esses coeficientes (CARDOSO, 2006). 

 

2.4 O campo da gravidade terrestre 
 

Os pontos na superfície terrestre, assim como a atmosfera estão sob a 

influência, da distribuição de massa no interior da Terra e da velocidade de rotação 

do planeta.  

O potencial da gravidade W ou geopotencial  em um ponto P é a resultante da 

soma do potencial gravitacional V, atração devido às massas, e do potencial 

centrífugo C, devido à rotação, que atuam neste mesmo ponto P, conforme equação 

28. 

 

 ܹሺܲሻ = ܸሺܲሻ +  ሺܲሻ (28)ܥ
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Segundo Heiskanen e Moritz (1967), a segunda parcela da equação 28 é obtida 

por: 

 

ሺܲሻܥ  = ͳʹ  ଶ߱ଶ݌
(29) 

 

Onde p é a distância perpendicular entre o ponto P e o eixo de rotação da Terra e  

é a velocidade angular de rotação da Terra. 

 Segundo Gemael (1999) a equação que define o geopotencial em harmônicos 

esféricos tem a forma: 

 

 ܹሺܲሻ = ∑ ∑ ͳݎ௡+ଵ ሺܣ௡௠ cosሺ݉ߣሻ + ሻሻߣሺ݉݊݁ݏ௡௠ܤ ௡ܲ௠ሺܿݏ݋�ሻ௡
௠=଴

∞
௡=଴ +  ሺܲሻܥ

(30) 

 

Considerando que a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro 

de massa da Terra e que o eixo de rotação é o eixo principal de inercia, então anulam-

se os termos de primeiro e segundo graus e também o tesseral de segundo grau 

(GEMAEL, 1999). 

Usando os coeficientes adimensionais para obter o geopotencial em 

harmônicos esféricos aplica-se a equação 31: 

 

 ܹሺܲሻ = − ݎܯܩ ∑ ቀܽݎቁ௡ ∑ ሺܬ௡௠ܿߣ݉ݏ݋௡
௠=଴

∞
௡=଴ + ሻߣ݉݊݁ݏ௡௠ܭ ௡ܲ௠ሺ�ሻ +  ሺܲሻܥ

(31) 

 

Além do critério da ortogonalidade, a representação do potencial em 

harmônicos esféricos deve-se considerar que, para todo e qualquer grau e ordem, as 

funções tenham amplitudes semelhantes, para isso é necessário aplicar o processo 

de normalização da Função de Legendre. A figura 5 mostra o gráfico da função 

Associada de Legendre de grau 3 e ordem 1, 2 e 3. É fácil verificar a variação 

acentuada na amplitude do gráfico dessas funções. Noutra situação, aquela da figura 

6, após a normalização verifica-se a semelhança gráfica entre as funções. 
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Figura 5. Gráfico da função de Legendre de grau 3 e ordens 1,2 e 3. 
Fonte: Cardoso (2006). 

 

 

Figura 6. Gráfico da função  de Legendre totalmente Normalizada de grau 3, e 
ordem 1, 2 e 3. 

Fonte: Cardoso (2006). 
 

A normalização consiste em definir uma função em que o valor médio 

quadrático correspondente à superfície harmônica da esfera, para quaisquer n e m, 

tenha valor unitário. 

Substituindo as equações 23, 24 e 25 na equação 30 pode-se utilizar a 

expressão 32 para obter o geopotencial em harmônicos esféricos: 

 

 ܹሺܲሻ = ݎܯܩ ∑ ∑ ቀܽݎቁ௡ ሺܥ௡̅௠ܿߣ݉ݏ݋௡
௠=଴

∞
௡=଴ + ܵ௡̅௠ߣ݉݊݁ݏሻܲ̅௡௠ሺܿݏ݋�ሻ +  ሺܲሻܥ

(32) 
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2.5 O campo da gravidade normal 
 

Como no caso do geopotencial, o campo da gravidade normal ou 

esferopotencial é resultante da adição de duas parcelas uma devido à atração das 

massas e a outra devido à rotação da Terra. A parcela gravitacional do esferopotencial 

é diferente daquela do geopotencial em função do limite de integração que passa a 

ser a superfície do elipsoide. Isto significa que o esferopotencial é o potencial 

produzido pela Terra Normal, ou seja, um elipsoide com a mesma velocidade de 

rotação da Terra real , e mesma massa incluindo a massa da atmosfera (GEMAEL, 

1999). 

Segundo Heiskanen e Moritz (1967) o potencial gravitacional para a Terra 

Normal é dado por: 

 

 ܷሺܲሻ = ܯܴܩ [ͳ − ∑ ቀܽݎቁଶ௡ ଶ௡,଴௎ܬ ܲ̅ଶ௡,଴ሺ�ሻ∞
௡=ଵ ] + ͳʹ  ଶ߱ଶ݌

 

(33) 

 

Onde ܬଶ é o coeficiente dinâmico de forma, ܬଶ௡ são os coeficientes do potencial 

gravitacional normal para o Geodetic Reference System 1980 (GRS 80), o índice 2n 

refere-se aos zonais pares.   

Segundo Heiskanen & Moritz (1967) os coeficientes ܬଶ௡,଴௎  podem ser obtidos a 

partir do coeficiente ܬଶ,଴ : 
 

ଶ௡,଴௎ܬ  = ሺ−ͳሻ௡+ଵ ͵ሺ݁ଶሻ௡ሺʹ݊ + ͳሻሺʹ݊ + ͵ሻ (ͳ − ݊ + ͷ݊ ݁ ଶ,଴ܬ ଶ ) 
 

(34) 

 

Substituindo a primeira excentricidade ݁ଶ por  ʹ݂ − ݂ଶ na equação 34, obtem-se: 

 

ଶ,଴௎ܬ  = ʹ͵ ሺ݂ − ݉ଵʹ − ݂ଶʹ + ͻ݉ଵ݂ͳͶ ሻ 
 

(35) 

Onde ݉ଵ = ఠమ௔యீெ , e ݂ é o achatamento. 

A magnitude do campo de gravidade do modelo teórico Terra Normal é obtido 

calculando o gradiente da equação do esferopotencial em coordenadas esféricas, ou 

seja: 
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ߛ  = −∇ܷ = − ݎܷ߲߲) , ͳݎ ߲ܷ߲∅) 
(36) 

 

A expressão foi adotada pelo Geodetic Reference System 1980 (GRS80) para 

o cálculo da gravidade teórica, (MORITZ, 2000) dados por: 

 
ߛ  = ௘ߛ { ͳ + ͳ√∅;݊݁ݏ݇ −  {∅;݊݁ݏ;݁

(37) 

 
As constantes geométricas, gravidade teórica no equador, ߛ௘, ݇ = ሺܾߛ௣/ܽߛ௘ሻ −ͳሻ  e primeira excentricidade ݁;  possuem os valores 9,7803267715 m/s², 

0,00193185138639 e 0,00669437999013, respectivamente. Diferentes equações 

para a determinação do campo de gravidade para o modelo elipsoidal podem ser 

obtidas em Moritz (1980). 

 
2.6 O campo da gravidade anômalo 

 

Segundo Heiskanen e Moritz (1967) em um ponto P, na superfície de contorno, 

existe uma pequena diferença entre o geopotencial, W, e o esferopotencial U 

denominada de potencial perturbador ou potencial anômalo, T, que pode ser obtido 

pela equação: 

 

 ܶሺܲሻ = ܹሺܲሻ − ܷሺܲሻ (38) 

 

Pela expressão 38 pode-se verificar que a parcela referente ao potencial 

centrífugo se anula para potencial perturbador. 

Aplicando o operador gradiente, , na equação do potencial perturbador obtém-

se a equação 39.  

 

 ∇ܶሺܲሻ = ∇WሺPሻ − ∇UሺPሻ (39) 

 

A diferença entre o valor da gravidade, g, sobre o geoide no ponto P e o valor da 

gravidade normal, , sobre esse mesmo ponto define o valor do distúrbio da gravidade 

g conforme equação 40 (ver Figura 7). 
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Figura 7. Vetores g e . 
 

 

݃ߜ  = ݃ሺܲሻ −  ሺܲሻ (40)ߛ

 

A comparação entre o valor de gravidade, g, no ponto P e a gravidade teórica, 

, no ponto Q, permite determinar uma relação denominada de anomalia da gravidade 

Δg conforme a equação 41 (HEISKANEN e MORITZ, 1967). 

 

 ∆݃ = ݃ሺܲሻ −  ሺܳሻ (41)ߛ

 

Considerando uma taxa de variação constante da gravidade teórica ao longo 

da normal, pode-se obter (HEISKANEN e MORITZ, 1967): 

 

ሺܲሻߛ  = ሺܳሻߛ + ℎߜߛߜ ܰ 
(42) 

Fazendo: 

 

ߜ  �ℎߜܶ� =  ݃ߜ−
(43) 

 

Relacionando as equações 40, 41, 42 e 43 obtêm-se a Equação Fundamental 

da Geodésia Física (HEISKANEN e MORITZ, 1967).  

 

 ߲ �߲ܶℎ� − ͳߛ �ℎ߲�ߛ߲ . ܶሺܲሻ = −∆௚� 
(44) 

g 

 
P 

Q 

W=W0 
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Como a anomalia da gravidade não é conhecida de forma contínua sobre o 

contorno, geoide, mas apenas de forma discreta, então, na prática a equação 44 não 

pode ser usada na determinação de T. Ela é usada como uma condição de contorno. 

Além disso, segundo Stokes (1849) não pode haver massas fora do geoide o que é 

impossível uma vez que a gravidade é observada na superfície terrestre. 

No PVCG clássico o objetivo é determinar o potencial perturbador T, o qual 

satisfaz a equação de Laplace, equação 45, sob uma condição contorno na superfície 

limitante. 

 

 Δܶ = ߲ଶ߲ܶܺଶ + ߲ଶ߲ܻܶଶ + ߲ଶ߲ܼܶଶ 
(45) 

 

Considerando a superfície limitante em uma aproximação esférica, ou seja, 

negligenciando erros relativos ao achatamento do elipsoide de referência (MORITZ 

1980) pode-se estabelecer a condição: 

 

ݎ߲߲ܶ  + ݎʹ ܶ + ∆݃ = Ͳ 
(46) 

 

A solução da equação 45 sob as condições da equação 46 fornece o valore de T em 

função da anomalia de gravidade sobre o geoide e é dada pela Integral de Stokes 

(SANSÒ, 2013). 

 

 ܶ = Ͷܴߨ ∫ ܵሺ߰ሻΔ݃݀� 
�  

(47) 

 

Na equação 47, R corresponde ao valor do raio médio da Terra,  é o elemento 

de área e S() é o núcleo esférico ou kernel de Stokes. 

Relacionando a equação de Bruns ܰሺܲሻ = ܶሺܲሻ/ߛ e  equação 47 pode-se obter 

o valor da ondulação geoidal, N, com o auxílio da Integral de Stokes: 
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 ܰ = ܴͶߛߨ ܩ ∫ ∫ ܵሺ߰ሻ�݃݀߰݀߰݊݁ݏ��
଴

ଶ�
଴  

(48) 

 

Os elementos que compõem a equação de Bruns e a equação (48) são: �݃ = anomalia da gravidade; ߰ =distância, sobre a superfície esférica, entre o ponto de interesse e o ponto utilizado 

na integração; �= Azimute em torno do ponto de interesse; 

Na Figura 8 estão representados os valores descritos anteriormente. 

 

 

Figura 8.  Elementos relacionados na equação 48. 

Fonte: Gemael 1999. 

 

Essa é a solução do PVCG para o caso de um modelo esférico. Nesse caso, o 

raio é constante e os valores da anomalia da gravidade são os valores obtidos sobre 

o contorno. 

O núcleo nas equações 47e 48, conforme Heiskanen e Moritz (1967) é definido 

pela equação 49. 

 

 ܵሺ߰ሻ = ͳ݊݁ݏ ቀ߰ʹቁ − ͸sen ߰ʹ + ͳ − ͷܿ߰ݏ݋ − ݊݁ݏ) ln߰ݏ݋ܿ͵ ߰ʹ + ;݊݁ݏ ߰ʹ) 
(49) 

 

É importante lembrar que para aplicar da Integral de Stokes, equações 47 e 48, 

para solução do PVCG deve-se considerar que: o elipsoide de referência tenha 
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potencial de gravidade normal, U, igual ao potencial sobre o geoide, W0; a massa e a 

velocidade de rotação do elipsoide de referência sejam iguais às da Terra (BLITZKOW 

et. al., 2008).  

Na aplicação da solução do PVCG por Stokes, além das restrições 

estabelecidas anteriormente, a principal crítica está na aplicação de reduções sobre o 

valor da gravidade medida à superfície da Terra, ou seja, a solução apresentada só 

tem validade quando inexistirem massas externas ao geoide. 

 

2.7 Reduções gravimétricas 
 

A ondulação geoidal N está diretamente relacionada com a anomalia de massa 

em relação à Terra Normal. No caso do excesso de massa a ondulação é positiva e a 

superfície equipotencial é deformada para o exterior do elipsoide de referência, sendo 

a ondulação negativa a equipotencial será deformada para o interior do elipsoide de 

referência, ou seja, o excesso ou a deficiência de massa leva à ondulação geoidal 

como mostrado na Figura 9. 

 

 

Figura 9. Relação entre a ondulação geoidal e a distribuição de massas. 

Fonte: Lowrie, 2007. 

 

Na solução do PVCG para a determinação precisa da ondulação do geoide ou 

quase geoide usando Stokes ou Molodenky as massas são levadas em consideração 

de diferentes formas e tem função particular na solução correspondente. Isto implica 

dizer que na presença da topografia nas observações gravimétricas não estão sobre 

uma superfície de nível e consequentemente as bases necessárias para a teoria de 

Stokes não é válida. No caso da solução de Stokes é fundamental a aplicação das 

reduções gravimétricas sobre os valores de g observados na superfície terrestre para 

Deficiência 
 de massa. 

Excesso  
de massa. 

Superfície de 
referência 

Superfície 
equipotencial 

g 
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corrigir o não nivelamento da superfície. Ao resultado de cada redução obtêm-se a 

anomalia ou distúrbio da gravidade correspondente à redução aplicada (SANSÒ, 

2013). 

Com o intuito de remover a contribuição, no valor da gravidade observada pelas 

massas topográficas externas ao geoide, aplicam-se diversos tipos de reduções 

gravimétricas: Redução do Ar-Livre, redução Bouguer, Redução Isostática de Airy-

Heiskanen ou de Pratt-Hayford, Modelo do Terreno Residual - Residual Terrain Model 

(RTM), Segundo Método de Condensação de Helmert e Método de inversão de 

Rudski.  

De acordo com Guimarães (2010), as reduções mais utilizadas para a 

determinação das anomalias da gravidade são: Redução Ar-Livre, Redução de 

Bouguer, Redução Isostática e Segundo Método de Condensação de Helmert.  Neste 

trabalho serão aplicadas as reduções: Segundo Método de Condensação de Helmert, 

Bouguer Completa, Rudzki e Redução Isostática Airy-Heikanen. A intenção é estudar 

e comparar a aplicação deste diferentes métodos de redução na determinação do 

geoide preciso. 

 Para Wellenhof e Moritz (2005) a redução ou correção ar livre é obtida a partir da 

equação 50: 

 

ܨ  = − ℎ߲ߛ߲ ܪ = Ͳ,͵Ͳͺ͸ሺ݈݉ܽܩሻ 
(50) 

 

Fica evidenciado pela equação 50 que a aplicação dessa redução nada mais é 

do que a correção devido à altitude da estação em relação ao geoide, no caso, o nível 

médio dos mares não perturbado, não sendo aplicada em função do excesso ou da 

deficiência de massas. 

Para Featherstone e Dentith (1997) a redução ar livre deve levar em 

consideração o achatamento e nesse caso recomendam: 

 

ܨ  = ߛܽʹ ሺͳ + ݂ + ݉ − ܪሻ∅;݊݁ݏ݂ʹ − ଶܽߛ͵  ;ܪ
(51) 

 

As constantes física e geométrica para a equação 51 referente ao GRS80 são: 

f é o achatamento elipsoidal, igual a 1/298,25722210; 
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m parâmetro geodésico da relação entre as forças gravitacional e centrífuga no 

equador cujo valor é de 0,00344978600308; 

 é a latitude da estação gravimétrica; 

 é a gravidade teórica para o modelo elipsoidal e pode ser obtido a pela fórmula 

Somigliana; 

e é a gravidade teórica no equador, 9,7803267715 m/s²; 

a= semi eixo maior do elipsoide, 6378137 metros; 

b=semi eixo menor, 6356752,3141 metros; e ݇= 0,001931851353.  

A redução de Bouguer, segundo Wellenhof et al. (2005), é utilizada para 

remover completamente a componente gravitacional referente as massas 

topográficas, isto é, as massas existentes entre o geoide e o ponto de medida da 

gravidade.  

Segundo Gemael (1999), a forma completa da correção de Bouguer para 

eliminar a componente vertical da atração devido as massas topográficas é: 

 

஻ܥ  = ܣ− − ܤ +  (52) ܥ

 

O valor ܥ஻ é a redução de Bouguer, a parcela A corresponde à componente 

vertical de atração devido ao platô de Bouguer. O segundo termo, B, é utilizado para 

transformar o platô numa calota de mesma espessura que o platô e estendida até 

166,7 km do ponto de medição da gravidade.  O último termo, C, refere-se à correção 

do terreno (GEMAEL, 1999). 

Assumindo que entre o ponto P de tomada da gravidade e a superfície do 

geoide existe um platô cilíndrico, plano, de raio infinito com altura H e densidade  

constante de valor médio igual a 2670 kgm-3. Então a atração exercida sobre P pelo 

platô de Bouguer pode ser obtida pela equação 53: 

 

ܣ  = ܪߩܩߨʹ = Ͳ,ͳͳͳͻ(53) [݈ܽܩ݉]ܪ 

 

Remover o platô significa remover sua atração sobre a componente vertical da 

gravidade observada. Isso é denominado de Redução incompleta de Bouguer. 
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Como verificado, para a correta determinação da redução é necessário 

conhecer a distribuição de variação da densidade entre o ponto de medição da 

gravidade e a superfície de referência de nível. 

Quando o efeito da densidade na camada próxima à superfície é sub ou 

superestimado podem ocorrer anomalias positivas ou negativas que afetam as 

características de interesse. Deve ser lembrado que a seleção imprecisa do valor de 

densidade para a camada superficial afeta o cálculo das anomalias Bouguer (SINGH 

et al., 2006). 

Para determinar o valor da parcela B na equação 52, utilizam-se as tabelas de 

Bullard. Nessas tabelas estão relacionados os valores, entre, a diferença dos 

componentes verticais da atração exercida pela calota e pelo platô, com a altitude na 

estação gravimétrica. 

 Para refinar a redução Bouguer aplica-se a correção do terreno, C. Esse 

procedimento é utilizado para corrigir o desvio da topografia em relação ao platô. A 

determinação prática consiste em adicionar o efeito dos compartimentos individuais 

como mostrado na figura 10. Para o cálculo da correção do terreno é necessário 

utilizar informações altimétricas da área em estudo, com precisão compatível com a 

determinação que se deseja de CB. 

Conforme se pode verificar na figura 10, se H>Hp, então, tem-se um excesso 

de massa, Δm+, caso contrário uma deficiência, Δm-, assim o valor de C será: 

 

ܥ  = ∑ ∆݉ (54) 

 

 

 

Figura 10. Correção do terreno.  

Fonte: Wellenhof e Moritz (2005). 
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Kaban et al. (2004), considera que as reduções descritas anteriormente, ar livre 

e Bouguer, são de caráter clássico e para o conhecimento do modelo de ondulação 

geoidal com a maior acurácia possível, é essencial considerar a distribuição de 

densidade da litosfera. 

Segundo Sansò (2013), o Segundo Método de Condensação de Helmert é um 

dos métodos mais comuns de redução usados no cálculo do geoide gravimétrico em 

aplicações locais e regionais. Neste esquema não há eliminação de massas 

topográficas elas são transferidas para uma camada condensada de densidade , 

sobre o geoide de modo que a massa total se mantenha inalterada.  Embora a massa 

total da Terra seja mantida ocorre uma alteração do campo da gravidade e isso causa 

o denominado efeito indireto. 

Segundo Gemael (1999) esse método comporta as seguintes etapas: 

a. remoção de platô de Bouguer −ʹܪߩܩߨ, 
b. redução ao geoide +ܨ, 

c. correção do terreno +ܥ, 

d. condensação do platô e cálculo de sua atração sobre P, +ʹܩߨሺߤሻ, com =H. 

Da aplicação dos itens, a, b, c e d apresentados anteriormente pode-se 

perceber que o Segundo Método da Condensação de Helmert difere da correção Ar 

Livre apenas pela correção do terreno C. 

Devem-se considerar também outras reduções na medida observada da 

gravidade. Com base em estudos sobre grande quantidade de dados gravimétricos 

Heiskanem (1958 apud GEMAEL, 1999) acatou a isostasia como parte a ser 

considerada nas aplicações geodésicas.  De acordo com Kaban et al. (2004), a 

primeira evidência de que ocorre a compensação entre massas topográficas, 

isostasia, foi feita por Pratt a partir de medidas de gravidade realizadas na Índia em 

1858. O desvio da vertical obtido nas mensurações foi 1/3 menor que o calculado para 

as massas visíveis do Himalaia e Tibet. Isso sugere que algo no interior da Terra deve 

neutralizar o efeito da gravidade observada sobre a superfície terrestre. As anomalias 

isostáticas são obtidas a partir da subtração do valor de compensação crosta/litosfera 

daquele valor observado da gravidade. Como as massas topográficas estão mais 

próximas da estação gravimétrica do que as raízes de compensação o seu efeito 

combinado sobre o valor de g observado não é nulo, mesmo quando ocorre completo 
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balanço isostático. A anomalia isostática são resíduos de anomalia em função do que 

se assume para a distribuição da densidade no interior da litosfera. 

Elas foram calculadas considerando a superfície topográfica e sua 

compensação segue o que foi idealizado por Airy ou Pratt. O ponto de partida da 

anomalia isostática é o perfeito equilíbrio de massas a partir do topo da topografia até 

o nível de compensação isostática (T+H), considerada como sendo o limite 

litosfera/atenosfera, que inclui crosta e manto superior.  

Enfim, o objetivo da redução topoisostática é tornar a crosta a mais homogênea 

possível. No caso Pratt e Hayford as massas topográficas são distribuídas entre a 

profundidade de compensação (limite litosfera/atenosfera) e o nível do mar, fazendo 

com que a densidade original da crosta se torne a constante 0. No modelo Airy-

Heiskanen as massas topográficas são usadas para preencher raízes dos continentes 

fazendo com que a densidade de 0=2670 kg/m³ mude para 1=3270 kg/m³. 

Assim, a componente gravitacional devido às massas topográficas é removida 

na compensação e o resultado final é uma crosta ideal e homogênea de densidade 0 

e profundidade D(Pratt-Hayford) ou T(Airy-Heiskanen) (WELLENHOF et al., 2005).  

 São três passos para essa redução: 

1. Remoção do campo de gravidade devido à topografia, 

2. Remoção da compensação na componente vertical da gravidade, e 

3. Redução ar livre. 

Os passos 1 e 3 são conhecidos, o passo 2 será discutido com base no sistema 

Airy-Heiskanen. 

Para o sistema Airy-Heiskanen a Figura 11 ilustra o princípio. 
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Figura 11. Modelo isostático segundo Airy-Heiskanen.  
Fonte: Bajracharya(2003). 

 
Airy e Heiskanen propuseram que a litosfera, de densidade 0 = 2.67 g/cm³, 

flutua sobre uma camada de densidade constante 1=3,27 g/cm³. Quanto maior a 

altura da montanha mais ela afunda.  Assim haverá, sob os continentes, raízes, t, e 

sob os oceanos anti-raízes, t'. 

A equação 55 fornece a altura, t, da raiz de cada compartimento sob o 

continente. 

 

ݐ  = ଵߩ଴ߩ − ଴ߩ .  (55) ܪ

 

Para a anti-raiz, t', compartimento oceânico, utiliza-se a equação 56. 

 

′ݐ  = ଴ߩ − ଵߩ௪ߩ − ଴ߩ  (56) ܪ

 

Para a teoria apresentada o conceito de anomalia isostática é: 

 

ܽܿ�ݐáݐݏ݋ݏܫ ܽ�݈ܽ݉݋݊ܣ  = ݎ݁ݑ݃ݑ݋ܤ ܽ�݈ܽ݉݋݊ܣ −  (57) ݖ�ܽݎ ܽ ܽݎܽ݌ ݎ݁ݑ݃ݑ݋ܤ ܽ�݈ܽ݉݋݊ܣ

  

Caso o resultado da equação 57 seja negativo significa dizer que se tem uma 

raiz muito grande, ou seja, uma deficiência de massa inesperada. Caso contrário, uma 

raiz insuficiente. 

 ௪ߩ
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A compensação das massas para a correção isostática pode ser aplicada de 

forma local ou regional. Na compensação local assume-se que a massa de 

compensação está imediatamente abaixo da crosta carregada (HEYWOOD, 1992).  

Na compensação regional assume-se que a litosfera é rígida e a compensação 

isostática pode não ocorrer apenas abaixo do ponto de carregamento, ou seja, a 

litosfera poderá se flexionar e distribuir a carga lateralmente até área mais extensas. 

Além disso, como as placas tectônicas estão em constante movimento este é um 

processo dinâmico e a Terra está sempre mudando seu estado de equilíbrio. Como a 

ondulação do geoide está diretamente relacionada com a variação lateral da 

densidade e da topografia é importante, para a modelagem, conhecer de forma 

aprofundada e acurada estes dois parâmetros. 

Segundo Setiawan (2003) a atração gravitacional vertical de um prisma 

retangular de seção transversal A é obtido pela equação: 

 

 ݃௩ = ܩ ଶݔሺܣߩ∆ + ଶሻଵ/ଶݕ ሺܿݏ݋�ଵ −  ଶሻ�ݏ݋ܿ
(58) 

 

ou pela equação: 

 

 ݃௩ = ܣߩ∆ܩ ቆ ͳሺݔଶ + ଶݕ + ℎଵଶሻଵ/ଶ − ͳሺݔଶ + ଶݕ + ℎଶଶሻଵ/ଶቇ 
(59) 

 

Nas equações 58 e 59, A é a área da seção transversal em m², x e y 

corresponde à distância horizontal entre o ponto P e o prisma em metros, h1 é a 

profundidade do topo do prisma em metros e h2 é a profundidade da base do prisma 

também em metros. 

A Figura 12 ilustra os parâmetros que compõem a equação 58. 
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Figura 12. Elementos que compõem a equação para o cálculo do efeito gravitacional 

em um ponto P dado um prisma a determinada profundidade. 

Fonte: Setiawan (2003). 

 

Segundo Gö TTL e Rummel (2009), a seleção do modelo de isostasia tem como 

base quatro critérios. A redução isostática da gravidade deve: 

1. ter significado geofísico, 

2. facilitar os cálculos, 

3. ter modelagem suave, ou seja, de fácil interpolação, 

4. evitar a mudança do potencial de gravidade, ou seja, tornar o efeito indireto 

pequeno. 

O fato de que os dados gravimétricos estarem cada vez mais densos e 

acurados e os modelos numéricos computacionais mais eficientes, então, é salutar 

revisar a isostasia geodésica com base nos critérios adotados. Ao longo dessa linha 

estão estudos de Claessens (2003); Engels et al. (1995); Wild e Heck (2004); Kaban 

et al. (2004); Kuhn (2003); Rummel et al. (1988); e Tsoulis (2001).  

O método de redução gravimétrica proposto por Rudzki e que leva o seu nome 

consiste em um esquema puramente matemático sem significado físico associado, o 

que não é interessante para estudos geofísicos na determinação do geoide. 

Segundo Rudzki o potencial das massas topográficas acima do geoide é igual 

ao potencial das massas topográficas invertidas para dentro do geoide. 
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Figura 13. Método da Inversão de Rudzki 

Fonte: S. Bajracharya (2003). 

A Figura 13 ilustra a metodologia proposta por Rudzki. De acordo com a teoria 

do potencial o ponto Q’ pode ser considerado como uma inversão de Q se esses dois 

pontos estão sobre a mesma radial em relação ao centro da esfera e se o raio da 

esfera é a média geométrica de r e r’. Nesse caso o geoide é considerado uma esfera 

de raio R. Para haver a inversão sobre a esfera a condição pode ser expressa por 

(MACMILLAN 1958 apud BAJRACHARYA 2003). 

 

ݎܴ  = ′ݎܴ ; ݎ݀ = ;′ݎ;ܴ  (60) ′ݎ݀

 

A principal condição nesse método é que o efeito indireto sobre o geoide seja 

nulo.  

O potencial gravitacional, T, no ponto Po sobre o geoide devido ao elemento de 

massa dm em Q é igual ao potencial, T’, em função do elemento de massa dm’ em Q’, 

de tal forma que: 

 ∆ܶ = ܶ − ܶ′ = Ͳ (61) 

 

O diferencial de potencial ݀ܶ  no ponto Po devido ao elemento de massa 

topográfica dm e o correspondente ݀ܶ′ devido à massa topográfica invertida dm’ 

podem ser expressos por (BAJRACHARYA, 2003). 

 

 ݀ܶ = ܩ ݏ݉݀ = ;ݎሺ√�݀ߣ݀ݎ݀∅ݏ݋ܿ;ݎߩܩ + ܴ; −  ሻ߰ݏ݋ܴܿݎʹ
(62) 

geoide 

Superfície topográfica 

Topografia espelhada 

z 

z’
’ 
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 ݀ܶ′ = ܩ ′ݏ′݉݀ = ;′ݎሺ√�݀ߣ݀′ݎ݀∅ݏ݋ܿ;′ݎ′ߩܩ + ܴ; −  ሻ߰ݏ݋ܴܿ′ݎʹ
(63) 

 

Onde ߩ  refere-se à densidade do elemento de massa no ponto Q; ߩ′  é a 

densidade no ponto topográfico invertido Q’; (ݎ, �, ,′ݎሻ e ሺߣ �′,  ሻ são as coordenadas′ߣ

esféricas de Q e Q’ respectivamente; ݏ e ݏ′ são as distâncias entre o ponto ଴ܲ e o 

elemento de massa; e ߰ é o ângulo formado entre o raio vetor de ଴ܲ  e o raio do 

elemento de massa. 

Aplicando as equações 60 e 61 nas 62 e 63 chega-se a: 

 

′ߩ  = ቀܴݎ ቁହ ߩ = ( ͳͳ − ହ(ܴ/′ݖ  ߩ
(64) 

′ߩ  = ହ(′ݎܴ) ߩ = ( ͳͳ − ହ(ܴ/′ݖ  ߩ
(65) 

onde ݖ = ݎ − ܴ, e, ݖ′ = ܴ −   .′ݎ
As equações 64 e 65 fornecem a relação fundamental entre a densidade da 

topografia na superfície física da Terra e a densidade da topografia espelhada abaixo 

do geoide. 

A tabela 1 apresenta um resumo dos métodos de redução adotados e os 

consequentes efeitos sobre os critérios estabelecidos: 

 

Tabela 1. Efeito da redução aplicada sobre os critérios de seleção. 
Redução Efeito Indireto Suavidade Significado geofísico 

Ar Livre Pequeno não é muito 

ondulado 

Não tem significado 

Bouguer Muito grande suave Tem significado 

Helmert Muito pequeno ondulado Não tem significado 

Ary-Heiskanen Pequeno, porém maior que a 

redução de Helmert 

suave Tem significado 

Pratt-Hayford Pequeno, porém maior que a 

redução de Helmert 

suave Tem significado 

Rudski Nulo ondulado Não tem significado 

Fonte: Bajracharya, 2003. 
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A explicação para o grande efeito indireto que ocorre na aplicação da redução 

de Bouguer, está na negligência das massas de compensação. Nesse caso, a solução 

é introduzir um modelo de compensação isostática que pode ser local ou regional ou 

aplicando um filtro de passa baixa com base na redução ar livre. 

 

2.8 Métodos de cálculo do geoide 
 

Aplica-se para a determinação do modelo geoidal: 

1. O método gravimétrico utilizando dados de gravidade da superfície ou 

aéreo; 

2. O posicionamento por satélite sobre estações com altitudes ortométricas 

conhecidas; 

3. Os coeficientes harmônicos esféricos dos modelos do geopotencial 

determinados a partir da análise das órbitas dos satélites; 

4. O nivelamento geométrico associado com medidas da gravidade; 

5. As medidas altimétricas transmitidas por satélites sobre o oceano; 

6. Os métodos combinados, dados gravimétricos e coeficientes 

harmônicos esféricos. 

Para os casos 1 e 6 a Integral de Stokes é fundamental para a determinação 

do modelo geoidal para qualquer PVCG adotado. Embora sua aplicação direta sobre 

a malha de anomalias não tenha convergência rápida, é um procedimento necessário 

para determinar o valor de N. Neste estudo será aplicado o método combinado o qual 

será enfatizado no item 2.8.1. 

 

2.8.1 Método combinado 
 

Este método é conhecido também como técnica remover restaurar.  Consiste 

basicamente em separar as componentes do campo de gravidade em curtos, médios 

e longos comprimento de onda conforme Figura 14.  
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Figura 14. Decomposição espectral do campo de gravidade. 

Fonte: Adaptado de SIDERIS (1997). 

 

Os longos comprimentos do campo de gravidade, NMGG, são obtidos a partir de 

um conjunto de coeficientes derivados das irregularidades nas órbitas dos satélites 

gravimétricos GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment), 

CHAMP(CHAlleging Minisatellite Payload), e GOCE (Gravity field and steady-state 

Ocean Circulation Explorer). Esses coeficientes permitem desenvolver os potenciais, 

gravitacional, de gravidade e anômalo em uma série de funções harmônicas esféricas 

(JAMUR et. al., 2010) e são publicados no site do International Centre for Global Earth 

Models (ICGEM).  

Para determinar os coeficientes citados anteriormente deve-se igualar os 

elementos que descrevem as órbitas dos satélites com o potencial anômalo descrito 

em série de harmônicos esféricos. Então, para a obtenção dos coeficientes é 

necessário montar um sistema de equações de observação de tal forma que os 

coeficientes sejam as incógnitas, e assim solucionar o sistema (CARDOSO, 2006). 

Por sua vez os médios comprimentos de onda, Ng, são obtidos a partir de 

observações da gravidade realizadas sobre a superfície da Terra (gravimetria 

terrestre) ou em suas proximidades (gravimetria aérea) e reduzidas ao geoide. É 

importante perceber que nestes valores estão incluídos a componente de longo 

comprimento de onda do campo, logo, é fundamental a remoção destas componentes 

para se obter apenas a influência dos médios comprimentos de onda no cálculo da 

segunda parcela da ondulação geoidal, cor verde na Figura 14.  

Os curtos comprimentos de onda, cor preta na Figura 14, que compõem a 

terceira parcela, NEI, da determinação da ondulação estão relacionados à variação da 
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topografia, logo, é fundamental se utilizar modelos digitais de elevação, MDEs, com 

acurácia compatível ao modelo geoidal proposto.  

2.8.1.1 Colocação por Mínimos Quadrados 
 

Na aplicação da Integral de Stokes para o cálculo da ondulação geoidal a partir 

das anomalias residuais é necessário que elas estejam distribuídas espacialmente na 

forma de uma malha regular (GOLDANI, 2006). 

Por sua vez a colocação por mínimos quadrados tem como vantagem o 

emprego de dados heterogêneos com distribuição regular ou não, permite também a 

entrada das variâncias das medidas e fornece os erros associados aos resultados 

obtidos. É uma técnica utilizada para predizer qualquer elemento do campo de 

gravidade e associa ajustamento por mínimos quadrados e a colocação (MORITZ, 

1972). 

Segundo Gemael (1994) a colocação é a teoria que congrega, no contexto dos 

mínimos quadrados, o ajustamento para estimar ܺ௔, a filtragem para remover o ruído ݊ e a interpolação para a determinação dos valores dos sinais preditos ݏ nos pontos 

de cálculo. Permite ótima determinação do campo da gravidade a partir da 

combinação de diferentes tipos de dados, no caso da geodésia física, anomalias da 

gravidade, desvios da vertical, etc.  

No ajustamento pelo método paramétrico utiliza-se o modelo matemático da 

equação 66 (MORITZ, 1972): 

 

ݔ  = ܺܣ + ݊ (66) 

 

Nele o vetor ݔ é o vetor coluna das ݍ observações; ܺ é o vetor dos ݉ parâmetros 

ajustados; ݊ é o vetor coluna dos resíduos nas observações com a mesma dimensão 

do vetor ݔ e ܣ é a ݉ݔݍ matriz Jacobina. 

Percebe-se pela fórmula 66 que o vetor ݔ foi dividido em duas partes uma 

sistemática, ܺܣ, e outra aleatória ݊. Esse sistema será determinado se ݉ <  .ݍ

O modelo básico da colocação acrescenta ao ajustamento apresentado uma 

segunda quantidade aleatória, ݏ′, denominada sinal. Então a equação 66 tem nova 

forma:  

ݔ  = ܺܣ + ′ݏ + ݊ (67) 
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Nesse caso os valores observados, ݔ , são dependentes de duas grandes 

grandezas aleatórias, sendo uma simbolizada por ݊, associada aos erros nas medidas 

realizadas e outra, ݏ′, referente ao vetor dos sinais nos pontos observados q. Esse 

sinal pode variar continuamente mesmo que as observações sejam discretas. Isso 

porque se utiliza de um modelo matemático para a interpolação. Se o vetor ݔ são 

observações do mesmo tipo então se pode considerar o problema como um caso 

simples de interpolação. Mas isso não é necessário uma vez que as quantidades dos 

sinais correspondentes estão funcionalmente inter-relacionadas. Para a Geodesia 

Física isso é muito importante porque existe um sinal básico, o campo anômalo da 

gravidade da Terra, com o qual as demais quantidades, anomalias da gravidade, 

desvios da vertical, etc., estão funcionalmente inter-relacionadas (MORITZ, 1972). 

A figura 15 ilustra as componentes da colocação: na cor vermelha é a parte 

sistemática mais o sinal, ܺܣ௔ + ′ݏ ; obtida a partir das observações; em azul a 

componente sistemática ܺܣ ; n1, n2 e n3 representam os resíduos nas observações x1, 

x2 e x3; os valores s’1, s’2 e s’3 são os sinais nos pontos observados x1, x2 e x3; e s1 e 

s2 são os sinais nos pontos interpolados. É importante considerar que os sinais, s e 

s’, representam entre outras coisas, a não adequabilidade do modelo matemático 

determinado. 

 

 

Figura 15. Representação dos elementos da colocação por mínimos quadrados.  

Fonte: Gemael, 1994 
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No caso específico da Geodésia Física, Moritz (1972) faz a seguinte 

associação: 

 x é a leitura do gravímetro, 

 s é a anomalia da gravidade, 

 n é o erro aleatório na variável observada e 

 AX é a parte sistemática, cujos parâmetros, que podem ser a gravidade 

normal e constantes instrumentais e outros efeitos sistemáticos sobre as 

medidas tais como a deriva (drift). 

Na aplicação da colocação deseja-se estimar ou predizer o sinal para um 

número arbitrário de pontos de cálculo que podem ser diferentes dos valores 

observados. No caso da Geodesia Física, com valores conhecidos de ߛ  e ∆݃ em 

posições discretas pode-se construir a curva ߛ + ∆݃ = ܺܣ + -a partir da qual pode ′ݏ

se obter pontos de gravidade onde não foram realizadas observações (GEMAEL, 

1994). 

Seja p o número de pontos de cálculo, então o vetor sinal a ser calculado será: 

 

ݏ  = ଶݏ  ଵݏ] … ்[௣ݏ
 (68) 

 

Fazendo ݖ = ′ݏ + ݊ na equação 67 chega-se a: 

 

ݔ  = ܺܣ +  (69) ݖ

 

O vetor z, resultante da soma dos sinais, ݏ′, correspondentes às q observações 

x com o respectivo resíduo, ݊, é dado por: 

 

ݖ  = ଶݖ  ଵݖ] … ்[௣ݖ
 (70) 

 

Então: 

 

ݒ  = ଶݏ  ଵݏ] … ଶݖ  ଵݖ  ௣ݏ … ்[௣ݖ =  (71) ்[்ݖ்ݏ]

 

compreendem todas as p+q variáveis aleatórias do problema. 
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A matriz covariância do vetor v pode ser escrita como uma matriz particionada 

Moritz (1972). 

௩ܥ  = ( ௦ܥ ௭௦ܥ௦௭ܥ ௭ܥ ) = ௦௦ܥ) ௫௦ܥ௦௫ܥ  ௫௫) (72)ܥ

 

Onde: ܥ௦௦  é a matriz variância covariância dos sinais nos pontos de cálculo; essa 

matriz tem que ser conhecida. ܥ௫௫ = ௫௦ܥ .௭ é a matriz variância covariância das observaçõesܥ  =  ௦௫் é a matriz covariância cruzada entre as observações e o sinal nosܥ

pontos de cálculo. 

Na aplicação da equação 67 ainda é necessário considerar a matriz variância 

covariância do ruído o qual, a título de simplificação, assume o mesmo valor para 

todos os pontos amostrados conforme equação 73. 

 

௡௡ܥ  = ,ሺ݊ݒ݋ܿ ݊ሻ = {்݊݊}ܯ = �௡ଶ. ܫ = �௡ଶ. [ͳ ڮ Ͳڭ ⋱ Ͳڭ ڮ ͳ] 
(73) 

 

onde ܫ é a matriz identidade de ordem igual ao número de observações e �௡ଶ é a 

variância de n. 

Para o sinal nos pontos observados utiliza-se do mesmo princípio na equação 

68: 

 

′௦′௦ܥ  = ,′ݏሺݒ݋ܿ ሻ′ݏ =  (74) {்′ݏ′ݏ}ܯ

 

Considerando que o sinal e o ruído não são correlacionados entre si. Esta 

hipótese é justificada se x é o resultado de uma observação direta, onde o tamanho 

do sinal s’ não tem influência no tamanho da medida de n. Então: 

 

′௡௦ܥ  = ,ሺ݊ݒ݋ܿ ሻ′ݏ = {்′ݏ݊}ܯ = Ͳ ܥ௦′௡ = ,′ݏሺݒ݋ܿ ݊ሻ = {்݊′ݏ}ܯ = Ͳ 

(75) 

 

Para: 
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ݖ = ′ݏ + ݊, 
 

de modo que pelas equações 73, 74 e 75 chega-se a: 

௫௫ܥ  = {்ݖݖ}ܯ  = ′ݏሺ}ܯ + ݊ሻ(ݏ′் + = {(்ݖ ்′ݏ′ݏ}ܯ + ்′ݏ݊ + ்݊′ݏ + ்݊݊} = {்′ݏ′ݏ}ܯ + {்′ݏ݊}ܯ + {்݊′ݏ}ܯ + = {்݊݊}ܯ ′௦′௦ܥ +  ௡௡ܥ

 

Ainda com base no pressuposto de que n e s’ serem não correlacionados, de 

acordo Gemael (1994), vale a relação: 

 

௦௫ܥ  =  ௦௦′ (76)ܥ

 

Esta relação envolve os sinais nos pontos de cálculo e nos pontos observados, 

portanto, não tem variâncias. 

Para envolver o valor dos sinais dos pontos de cálculo na equação 69 se aplica 

uma matriz da forma: 

 

ܤ  = [Ͳ  (77) [ܫ

 

Assim a equação 67 passa ser escrita com a forma: 

 

ݔ  = ௔ܺܣ + [Ͳ .[ܫ  (78) ݒ

 

Ao manipular a equação 78 e chega-se a: 

 

ݔ  − ܺܣ − ݒܤ = Ͳ (79) 

 

A soma dos resíduos dos quadrados dos resíduos ponderados é dado por: 

 

 � =  (80) ݒ்ܲݒ
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Na equação 80 o valor da matriz ݒ corresponde à equação 71 e a matriz peso 

pode ser obtida pela expressão: 

 

 ܲ = �௢ଶ. ௦௦ܥ) ௫௦ܥ௦௫ܥ ௫௫)−ଵܥ
 

(81) 

 

Para minimizar a equação 80 utiliza-se do seguinte artificio: 

 

 ∅ = ͳʹ ݒ்ܲݒ − ்݇ሺܺܣ + ݒܤ −  ሻݔ
(82) 

 

Onde k é um multiplicador de Lagrange e as demais funções foram definidas 

anteriormente. 

Então, para minimizar a equação 78 aplicam-se as derivadas ߲∅/߲ݒ = Ͳ e  ߲∅/߲ܺ = Ͳ.  

Como resultado tem-se as equações 83 e 84. A primeira estima os valores dos 

parâmetros X ajustados e a segunda estima os valores (preditos e/ou filtrados) dos 

sinais s no pontos de cálculo (MORITZ, 1972).    

 

 ܺ =  (83) ݔ௫௫−ଵܥ்ܣଵ−(ܣ௫௫−ଵܥ்ܣ)

 

ݏ  = ݔ௫௫−ଵሺܥ௦௫ܥ −  ሻ (84)̂ܺܣ

 

onde A é a matriz pxq e representa o efeito dos parâmetros sobre os erros nas 

medidas. ܥ௫௫ é soma das matrizes de covariância cruzada do sinal e dos erros (n), 

respectivamente. ܺ é a estimativa dos parâmetros. 

A relação essencial entre as observações x e as quantidades desejadas s é 

dada pelas covariâncias as quais são assumidas conhecidas, ou seja, as matrizes ܥ௦௫ 

e ܥ௫௫ são obtidas a partir da função covariância conhecida. 

Para a aplicação prática da 84, ou seja, para estimar s, sendo s=N(P) a partir 

de um conjunto de anomalias da gravidade ݔ = [Δ݃ଵ, Δ݃ଶ, Δ݃ଷ, … , Δ݃௡]  em vários 

pontos ( ௜ܲ , � = ͳ, ʹ, ͵, … . , ݂) a estimativa por mínimos quadrados será: 
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ݏ  =  (85) ݔ௫௫−ଵܥ௦௫ܥ

 

sendo que: 

 

௦௫ܥ  = ,ଵே௚�ܥ) … . ,   (௙ே௚�ܥ

 

௫௫ܥ  = ቌܥ௫௫௚௚ ڮ ڭ௫௙௚௚ܥ ⋱ ௙௫௚௚ܥڭ ڮ  ௙௙௚௚ቍܥ

 

 

Aplicando a lei de propagação de covariância na equação fundamental da 

geodésia física obtêm-se a função covariância: 

 

,ሺܲሻܰ)ݒ݋ܿ  Δ݃ሺܳሻ) = ͳߛ଴ (− ′ݎ߲ܥ߲ − ′ݎʹ ,ሺܲܥ ܳሻ) 
(86) 

 

,ሺܲሻ݃∆)ݒ݋ܿ  ∆݃ሺܳሻ) = ′ݎ߲ݎ߲ܭ;߲ + ݎ߲′ݎܥ߲ʹ + ݎʹ ′ݎ߲߲ܿ Ͷݎݎ′ ,ሺܲܥ ܳሻ 
(87) 

 

 

Nas expressões 86 e 87, C(P,Q) é a covariância de T e os pontos P e Q 

possuem coordenadas ሺݎ, �, ,′ݎሻ e ሺߣ �′,  :ሻ respectivamente, assim′ߣ

Para compor as matrizes ܥ௫௫ ݁ ܥ௦௫ tem-se os elementos: 

 

௫௫ܥ  = ௜௝௚௚ܥ = ݒ݋ܿ ቀΔ݃ሺ ௜ܲሻ, Δ݃( ௝ܲ)ቁ (88) 

 

௦௫ܥ  = ௜ே௚�ܥ = ,ሺܰሺܲሻݒ݋ܿ Δ݃ሺ ௜ܲሻሻ (89) 

 

Para pontos ௜ܲ em uma superfície de referência esférica: ݎ = ′ݎ = ܴ e ߛ = ′ߛ  .଴ߛ=

Considerando dois pontos P e Q sobre a superfície de uma esfera de r=R, com 

potencial perturbador T(P) e T(Q), a covariância do potencial é definida da seguinte 

forma: 
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,ሺܲܥ  ܳሻ = ,ሺܲሻܶ}ܯ ܶሺܳሻ} (90) 

 

onde M é um operador homogêneo e isótropo. Esse operador pode ser uma norma 

do espaço de Hilbert ou um operador escolhido para melhorar a aproximação.  

Definido o operador M a função covariância irá depender apenas da distância esférica 

entre P(,) e Q(’,’). Assim, a função covariância global toma a seguinte forma: 

 

,ሺܲܥ  ܳሻ = ሺ߰ሻܥ = {ሺܲሻܶሺܳሻܶ}ܯ
= ͳͺߨ; ∫  ଶ�

�=଴ ∫  �
�=଴ ∫  ܶሺ�, ,′�ሻܶሺߣ �ଶߣ݀�݀�݀�݊݁ݏሻ′ߣ

�=଴  

(91) 

 

Fazendo as considerações de que a massa do elipsoide é igual à massa da 

Terra e que os centros dessas formas são coincidentes pode-se expressar a função 

covariância em harmônicos esféricos: 

 

,ሺܲܥ  ܳሻ = ∑ �௡ ቆܴ̅ଶݎݎ′ቇ௡+ଵ ௡ܲሺܿ߰ݏ݋ሻ∞
௡=ଶ  

(92) 

 

Os coeficientes �௡ଶ = ቀீெ�̅ ቁଶ ∑ ሺܥ௡̅௠ሻଶ ቀ�̅௔ቁଶ௡+ଶ௡௠=−௡ , são denominados variância por 

grau.  

A função covariância contém toda a informação relativa ao campo gravitacional, 

variabilidade, distância de correlação, anisotropias e a relação entre as funções dos 

vários elementos do campo. 

A fórmula 91 é uma função covariância global e é aplicada a dados sobre toda 

a superfície da Terra. A partir dela pode-se chegar a função covariância local que é 

proveniente da retirada da informação cujos comprimentos de onda são superiores à 

área em estudo.  

Para determinar a covariância local é necessário definir zonas de dimensão 

ótima, ou seja, suficientemente pequenas para que seja considerada homogênea e 

isotrópica e suficientemente grande para abranger um número adequado de dados 

observados para cumprir a condição de média zero. Ainda, segundo Arabelos e 
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Tscherning (1997) é necessário que a distância esférica seja de uma vez e meia a 

distância de correlação. 

Calcula-se função local com dados isentos da contribuição dada pelo modelo 

de referência ଴ܶ de ordem N. A equação para a determinação da função covariância 

local proposta por Tscherning (2008) é dada por: 

 

,ሺܲܥ  ܳሻ = � ∑ ݁௡ଶ ቆ ቇ௡+ଵ′ݎݎ;ܴ̅ ௡ܲሺܿ߰ݏ݋ሻே
௡=ଶ+ ∑ ሺ݊ܣ − ܽሻ ∙ ሺ݊ − ʹሻ ∙ ሺ݊ + Ͷሻ ቆܴ஻ଶݎݎ′ቇ௡+ଵ∞

௡=ே+ଵ ௡ܲሺܿ߰ݏ݋ሻ 

(93) 

 

Onde ݁௡ଶ = � ∙ ቀீெ�̅ ቁଶ ∙ ∑ ሺ�ଶሺ݁ܥ௡௠ሻ௡௠=଴ + ሺ�ଶሺ݁ܵ௡௠ሻሻ .  
 

Os valores �ଶሺ݁ܥ௡௠ሻ ݁ �ଶሺ݁ܵ௡௠ሻ são as variâncias por grau dos erros dos 

coeficientes dos modelos globais geopotenciais, �ଶሺ݁ܥ௡௠ሻ  e �ଶሺ݁ܵ௡௠ሻ , ܴ̅  é o raio 

médio da esfera, ܴ஻ é o raio da esfera de Bjerhammar, ݎ é o resultado da soma do 

raio médio e da altitude ortométrica, ݎ = ܴ̅ + ℎ ,  é um fator de escala e A uma 

constante. 

Com valores da covariância de uma determinada quantidade do campo 

gravitacional, por exemplo, anomalias da gravidade associadas à altitudes da 

superfície do oceano provenientes da altimetria por satélites pode-se confirmar se a 

equação 93 é válida para a estimação. Dessa forma se tem um modelo da covariância 

que será utilizada como parâmetro de comparação para a variância empírica. 

Para a função covariância 93, Moritz (1972) definiu três parâmetros:  A variância ܥ଴; 

 A distância de correlação ∅ଵ, e 

 O parâmetro de curvatura ߯. 
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Figura 16 – Parâmetros da função covariância. 

Fonte: Moritz (1972). 

Os elementos que compõem o gráfico da Figura 16 são: 

 ܥ଴ que é o valor da função covariância para o argumento ߰=0, ou seja, ܥ଴ =  ሺͲሻܥ

 �ଵ é a distância de correlação e o argumento de tal forma que ܥሺ�ଵሻ =஼బଶ ; 

 ߯ se relaciona com a curvatura da função covariância para ߰=0 e pode 

ser obtido por ߯ = ௞�భ஼బ . Nessa equação ݇ é a curvatura. 

Verifica-se pelo exposto que ܥ଴  é um tipo de escala para os erros de 

interpolação, o valor ߯ caracteriza o comportamento da função para pequenos valores 

da distância esférica, por sua vez, �ଵ  mostra o comportamento da função para 

distâncias próximas à própria distância de correlação. Para distâncias maiores que ͳ,ͷ ∙ �ଵ a forma da função não é determinante. 

Outro aspecto relevante é a distância do primeiro zero �଴. Esse valor define 

para a equação 89 o valor de N. 

2.8.1.2 Geoestatística aplicada à Geodesia Fisica 
 

Segundo Landim (2002) a geoestatística estuda as denominadas variáveis 

regionalizadas, ou seja, variáveis que estão espacialmente distribuídas. Essas 

variáveis refletem características aleatórias e determinísticas em seu comportamento 
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espacial. Neste contexto a geoestatística aplicada à Geodesia Física pode responder 

perguntas do tipo:   

 Qual é o número necessário de amostras de gravidade para estimar o valor da 

ondulação geoidal ou do desvio da vertical?  

 Até que distância as amostras devem ser consideradas para uma estimativa 

acurada? 

 Dado que as amostras se agrupam qual a influência desse agrupamento na 

estimativa de algum funcional do campo de gravidade? 

 A posição da amostra em relação à área de estudo tem maior ou menor 

influência na estimativa? 

As perguntas elencadas anteriormente tem forte correlação com a 

determinação dos funcionais do campo da gravidade uma vez que o valor da 

gravidade observada está diretamente relacionada com a geologia.  

Seja uma variável x distribuída de forma aleatória em determinada região, o 

seu valor em uma dada posição se relaciona com os demais valores posicionados a 

certa distância, de tal modo que, quanto menor essa distância maior a relação entre 

as variáveis. O grau de relação entre as variáveis, segundo uma direção, é expresso 

pela covariância entre pontos que podem estar espaçados de forma regular ou não 

LANDIM (2002). 

Segundo Landim (2000) a covariância entre as variáveis em pontos distantes 

entre si de um valor inteiro ∆h numa direção h é obtida pela equação: 

 

ሺℎሻܥ  = ሺ∆ℎሻܥ = ͳ݊ ∑ .ሺ௜ሻݔ ሺ௜+ℎሻݔ −  ሺ௜ሻ (94);ݔ̅

 

Na equação 94, ݊ é o número de pares de valores combinados, ݔሺ�ሻ representa uma 

variável em uma posição i, ݔሺ� + ℎሻ representa uma variável numa posição distante h 

da variável anterior e ̅ݔሺ௜ሻ é a média de todas as variáveis regionalizadas em estudo. 

Os dados do campo da gravidade, observações da gravidade e anomalias da 

gravidade, são variáveis que se distribuem de forma contínua no espaço. Para inferir 

sobre esses dados, a partir de dados amostrais disponíveis, uma abordagem 

estatística pode ser adotada. Como na teoria da colocação, adota-se que uma 

grandeza medida pode ser explicada parte por um modelo geométrico e parte por uma 
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variação aleatória.  As análises estatísticas que têm como base a independência das 

observações vêm sendo substituídas por métodos que consideram a correlação entre 

observações vizinhas. Esses estudos estão vinculados à teoria das variáveis 

regionalizadas que é a base da geoestatística. 

Verificada a dependência espacial das amostras pode-se, por interpolação 

destas, determinar valores do campo da gravidade. 

Para modelar espacialmente uma variável com base na teoria das variáveis 

regionalizadas utiliza-se com instrumento principal o semivariograma, (Journel & 

Huibregts, 1978): 

 

ሺℎሻߛ  = ͳʹܰሺℎሻ ∑ [ܼሺݔ௜ሻ − ܼሺݔ௜ + ℎሻ];ேሺℎሻ
௜=ଵ  

 

(95) 

 

onde N é o número de pares de valores medidos ܼሺݔ௜ሻ, ܼሺݔ௜ + ℎሻ separados por uma 

distância h. 

A Figura 17 mostra o gráfico resultante da aplicação da equação 95. A partir 

dele pode-se estimar as semivariâncias (ߛሺℎሻ) utilizando diferentes combinações de 

pares de pontos bem como verificar o grau de dependência espacial da variável em 

estudo, além disso, são obtidos elementos necessários para predizer valores em 

locais não amostrados.  

 

 

Figura 17. Semivariograma empírico e o modelo ajustado. 
 

A partir do conjunto de amostras ajusta-se a função modelo à empírica 

predefinida para obter os parâmetros do semivariograma. Esses parâmetros são: o 
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efeito pepita (Co), valor de ߛ para h nulo; alcance da dependência espacial (a), além 

deste valor os dados não possuem dependência espacial, ou seja, o alcance define o 

raio da krigagem. Outro elemento importante é o patamar (C+Co), valor 

aproximadamente igual à variância dos dados, resultante das parcelas variância 

estrutural (C) e efeito pepita. 

O ajuste do modelo teórico é a parte mais importante para a predição correta 

dos valores evitando erros de estimação quando se aplicar a krigagem. Segundo 

Vieira (2000) os modelos teóricos que se destacam são o gaussiano, exponencial e 

esférico, todos eles com patamar bem definido.  
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3. MATERIAS E MÉTODOS 
 

Neste capítulo será realizada uma descrição das áreas e das fontes de dados 

utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho assim como da metodologia adotada 

para a determinação do geoide usando a técnica Remover Restaurar.  

 

3.1 Localização e descrição geológica das áreas de estudo 
 

As duas áreas de estudo estão ilustradas na Figura 18. Uma região, 

denominada área 1, situada a oeste do estado de São Paulo e ao norte de Paraná e 

outra, denominada área 2, abrange parte do Sul de Minas Gerais, norte de São Paulo 

e Sul do estado do Rio de Janeiro. A área 1 situada mais a oeste está entre os 

meridianos de -52o43’29”e -47o07’26” e entre os paralelos de -25o31’54” e -19o54’32”, 

a área 2, situada ao Sul de Minas Gerais está entre os meridianos de -48o40’05” e -

42o40’05” e entre os paralelos de -24o27’02” e -18o51’02”. Os parâmetros utilizados 

para a escolha das áreas de estudo foram: a forma do relevo, a quantidade de 

informação gravimétrica disponível e a geologia da região. O geoide, regional/local, a 

ser determinado terá como limite o polígono de 1º X 1º assinalado pela cor verde na 

Figura 18.  

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 18. Localização das áreas de estudo 
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Na área 1 existe o predomínio de rochas sedimentares, Figura 19. Nessa área 

existem, basicamente, dois grandes grupos, Grupo Bauru com predomínio de siltitos, 

arenitos e argilito arenoso e o Grupo Caiuá também com o predomínio de Arenito. Na 

área 2, localizada predominantemente no sul de Minas Gerais, há o predomínio de 

rochas metamórficas. Nela há dois grandes grupos, Varginha-Gauxupé e Andrelândia. 

No primeiro são encontrados anfibólio, hornblenda e Ca-plagioclásio enquanto que no 

outro grupo há gnaisses e xistos. Ao norte da área MG também é possível verificar a 

presença de rochas ígneas do grupo Lavras com a presença de granitos, migmatitos 

e granitóides. 

 

 

Figura 19 – Geologia das áreas de estudo 
 

As informações sobre a geologia das áreas estudas foram obtidas nos sites do 

visualizador da Infraestrutura Nacional de Dados Espaciais (INDE), da Companhia de 

Pesquisa de Recursos Minerais (CPRM) e da Companhia para o Desenvolvimento 

Econômico de Minas Gerais (CODEMIG). Na Figura 19 verifica-se que há nítida 

diferença geológica entre as áreas estudadas o que motivou a escolha das mesmas 

para o presente estudo. 

 

3.2 Dados de gravidade 
 

Atualmente, os dados gravimétricos públicos existentes no Brasil são 

disponibilizados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatísitca (IBGE), no sítio 
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www.visualizador.inde.gov.br e pela Agencia Nacional do Petróleo (ANP). Os dados 

obtidos no locais indicados estão representados na Figura 20.  

A ANP em parceria com a Companhia de Pesquisa de Recursos Minerais 

(CPRM), Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE), Universidade de São 

Paulo (USP), Observatório Nacional (ON) e a Sociedade Brasileira de Geofísica 

(SBGf) são gestores do Banco Nacional de Dados Gravimétricos (BNDG) que tem por 

objetivo gerir os dados gravimétricos de forma compartilhada. Os dados são 

disponibilizados para todos os interessados, com algumas restrições em função da 

forma de coleta do dado. Se o coletor for uma empresa particular o dado ficará no 

BNDG mas terá uma carência de tempo para ser liberado para uso público.  

Os dados gravimétricos estão vinculados direta ou indiretamente ao IGSN-71 

(International Gravity Standardization Net 1971, IGSN 71). O IGSN-71 foi aprovado e 

adotado como o padrão internacional de gravidade em substituição ao datum 

Potsdam. É um datum gravimétrico mundial constituído por 1854 estações de 

gravidade cujo desvio padrão, depois do ajustamento, é de +-0,1 mGal (MORELLI  et 

al., 1972). 

Área 1 Área 2 

  
Figura 20. Dados de gravidade disponíveis para as áreas estudadas 

 
Os dados de gravidade levantados pelo IBGE foram coletados com diferentes 

equipamentos. Entre eles estão os gravímetros relativos Romberg Lacoste e CG5-

AutoGrav. 
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3.2.1 Gravímetro CG5 
 

O funcionamento básico dos gravímetros se baseia no equilíbrio de um corpo 

com uma massa predefinida e sustentado por uma mola de constante conhecida. O 

deslocamento da mola devido a força gravitacional permite, a partir dos parâmetros 

deslocamento e massa, determinar o módulo da aceleração da gravidade, g.   

O CG-5 AUTOGRAV, figura 21, é um medidor de gravidade automatizado 

baseado em microprocessador que pode ser usado para levantamentos geodésicos 

locais ou globais. É um equipamento que mede a gravidade de forma relativa, ou seja, 

mede a variação de um sistema elástico que pode ser transformada em escala de 

mGal. Assim, a determinação da gravidade em um ponto é função da gravidade 

conhecida em outro ponto (SCINTREX, 2006).  

 

Figura 21-Gravímetro CG5. 
 

O elemento sensível do gravímetro CG5 SCINTREX tem como base um 

sistema elástico de amálgama de quartzo. Devido à sua excelente propriedade 

elástica e força adequada, juntamente com elementos de parada em torno do corpo 

de prova permite ao instrumento operar sem travamento.  

Um circuito de retorno automático aplica uma corrente contínua nas placas do 

capacitor que produz uma força eletrostática sobre a massa trazendo-a de volta para 

a posição de origem. 

A voltagem de retorno é a medida do valor da gravidade no ponto de medição. 

Ela é convertida em um sinal digital e então transmitida para o sistema de aquisição 

de dados do instrumento para processamento, visualização e armazenamento. 
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Os circuitos eletrônicos e os parâmetros do sensor de gravidade permitem uma 

tensão de retorno para obter valores de até 8000 mGals, sem reinicialização. O 

sistema eletrônico de baixo ruído associado com a auto-calibração de alta precisão 

analógica para a conversão digital, fornece uma resolução de 0,001 mGal, assim, esse 

equipamento é apropriado tanto para investigações detalhadas de campo em escalas 

regionais quanto para levantamento geodesicos. 

Esse equipamento faz leituras na frequência de 6 Hz, dependendo do tempo 

em uma estação o número de leituras/dados brutos pode ser muito grande, no entanto, 

o próprio equipamento processa as informações e fornece as médias em miligal das 

leituras realizadas para cada ponto. 

3.2.2 Gravímetro Lacoste-Romberg 
 

Os dados de observações gravimétricas disponíveis para o Brasil, em sua 

maioria, foram obtidos com o auxilio do gravímetro Lacoste/Romberg. 

Segundo Amarante (2012) o valor relativo de g obtido com o auxílio desse 

gravímetro pode ser alcançado pela a equação 96: 

 

 ݃௡ = ݃ሺ௡−ଵሻ + ݈௠ሺ௡ሻ − ݈௠ሺ௡−ଵሻ + ሺ௡ሻ݃ܥ + ௘ሺ௡ሻܦ + ௗሺ௡ሻܦ +  ሺ௡ሻ (96)ݒ

 

Onde: 

 

g(n) valor da gravidade da estação n; 

g(n-1) valor da gravidade da estação anterior; 

lm(n) leitura da estação n já transformada em unidades de miligal; 

lm(n-1) leitura da estação anterior já transformada em unidades de miligal; 

Cg(n) correção gravimétrica da leitura da estação n; 

De(n) deriva estática da leitura na estação n; 

Dd(n) deriva dinâmica da leitura na estação n;v(n) correção referente ao desnível entre 

a referência de nível e a medição gravimétrica. 
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3.3 Coeficientes do modelo geopotencial global 
 

Neste estudo foram utilizados os coeficientes do modelo geopotencial global 

GOCE. A escolha desse modelo ocorreu devido ser esse o mesmo modelo adotado 

pelo IBGE na elaboração do MAPGEO 2015, que neste estudo, foi utilizado como 

parâmetro de comparação com os resultados alcançados. 

A missão GOCE teve como objetivo principal determinar um modelo do campo 

da gravidade com alta acurácia, ≈ ͳ − ʹ cm para a altura geoidal e ≈ ͳ ܽ ʹmGal para 

o distúrbio da gravidade. A aplicação dos dados é muito grande, por exemplo, 

determinar estrutura e a densidade da litosfera e do manto superior da Terra, bacias 

sedimentares, movimentos verticais das geleiras e para o caso específico da geodésia 

física a aplicação está relacionada ao nivelamento por GNSS, unificação das redes 

altimétricas mundiais, sistema inercial de navegação e determinação das órbitas dos 

satélites. A órbita da satélite em questão varia entre 250-270 km com inclinação de 

96,70o com o plano equatorial com ciclo de 61 dias de duração e subciclos de 20 dias.  

Embora o satélite GOCE já esteja fora de órbita todas as medidas obtidas 

durante seus quatro anos de vida útil resultou em uma série de modelos gravitacionais 

com precisões sempre melhores. Esses modelos são conjuntos de coeficientes do 

potencial anômalo e podem ser obtidos no seguinte endereço http://icgem.gfz-

potsdam.de/calc/. 

 

3.4 Modelos Digitais de Elevação (MDEs) 
 

Não sendo objetivo desde estudo definir qual é a melhor nomenclatura para a 

representação da superfície do terreno aqui será utilizado o termo Modelo Digital de 

Elevação (MDE). 

Os modelos digitais de elevação e os modelos digitais batimétricos (MDEs e 

MDBs) respectivamente, tem função primordial no estudo do campo da gravidade uma 

vez que eles proporcionam, através dos métodos de redução de massa disponíveis, 

o conteúdo de alta frequência do espectro do campo da gravidade. Esta contribuição 

de alta frequência dos efeitos topográficos para diferentes constituintes do campo da 

gravidade ocorre devido à alta correlação das feições de curto comprimento de onda 

gravimétricos com a topografia/batimetria (SANSÒ, 2013). 
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A definição das altas frequências ou curtos comprimentos de onda na 

determinação do modelo geoidal ocorre em função das altitudes médias na área de 

estudo, ou seja, para obter as correções do terreno, correções isostáticas e efeito 

indireto é necessário um modelo digital do terreno e um modelo digital batimétrico. 

As fontes de obtenção de dados para a geração MDT são várias, por exemplo, 

fotogrametria aérea, topografia, Radio Detection And Ranging (RADAR), Light 

Detection And Ranging (LIDAR), batimetria e Sound Navigation and Ranging 

(SONAR). Deve-se considerar que na modelagem do geoide o que interessa são 

dados que representem a superfície do terreno, então, elementos como árvores, 

lagos, construções devem ser desconsiderados. 

Para representar a superfície do terreno pode-se utilizar dados estruturados na 

forma vetorial ou matricial. No primeiro caso são utilizadas grades triangulares ou 

retangulares em cujos vértices estão disponíveis a posição XY assim como a elevação 

do referido vértice em relação a uma superfície de referência. Trata-se de uma 

representação discreta da superfície terrestre. Geralmente, se utiliza a malha 

triangular, ou Triangular Irregular Network (TIN), quando os pontos estão dispostos de 

forma irregular sobre a superfície a ser modelada. Na Figura 22 pode-se verificar a 

diferença entre estas duas distribuições para os dados vetoriais. 

 

 

Figura 22. Superfícies vetoriais com malhas retangulares e triangulares. 

Fonte: Namikawa (1995) 

 

Na estrutura matricial, ou seja, considerando a representação contínua da 

superfície terrestre, a elevação é obtida a partir de quadrículas regulares denominadas 

de pixel. Quanto menor as dimensões em DX e DY destas células maior a resolução 

espacial e, consequentemente, melhor detalhada está a representação do relevo, 

conforme figura 23.  
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Figura 23. Representação da estrutura matricial do MDE. 

Fonte: Valeriano (2004) 

 

Para os MDEs vetoriais as altitudes em pontos não amostrados são 

determinadas a partir da interpolação dos dados de elevação existentes nos vértices 

dos triângulos ou retângulos conforme Figura 23. A posição e a distribuição em 

número de pontos amostrados devem ser compatíveis com a precisão que se deseja 

para o modelo resultante (MATOS, 2005). 

Com relação às estruturas matriciais, a qualidade do MDE está inteiramente 

relacionada com a qualidade do sensor imageador à bordo do satélite, da espaçonave 

ou do módulo que o conduz. 

É importante considerar que para obter o MDE as altitudes utilizadas devem 

estar associadas a um único sistema de referência, nesse caso vale ressaltar que às 

vezes as altitudes além de não estarem referidas a uma mesma superfície 

equipotencial, podem ter sido obtidas de diferentes sistemas de referência, por 

exemplo a Shuttle Radar Topography Mission (SRTM) está referenciada ao EGM96 e 

os modelos DTM2002 e 2006 estão no EGM2008, PAVLIS (2013). No caso brasileiro 

algumas altitudes tem referência no marégrafo de Imbituba em Santa Catarina.  Para 

resolver essa questão é imperativo a compatibilização entre os diferentes sistemas. 

Lançado em fevereiro de 2000 à bordo da Space Shuttle Endeavour o sensor 

SRTM (Shuttle Radar Topography Mission) teve como objetivo, utilizando radar de 

abertura sintética interferométrica (synthetic aperture radar interferometry – SAR ou 

InSAR), obter dados sobre a superfície terrestre. A partir de dados de 1”x1” (segundo 

de arco) ou 90m de resolução espacial, e 16 bits foi possível gerar topografia global.  

O sistema sensor opera nas bandas X e C do microondas, com comprimentos de onda 

em 3,1 cm e 5,6 cm respectivamente, o que tem como vantagem obter dados através 

de nuvens (SRTM, 2016). 
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No caso do ASTER-GDEM, o MDT é obtido a partir de duas imagens, uma 3n 

(nadir looking) e outra 3b (backward looking), que são usadas para gerar o par 

estereoscópico e assim obter o modelo digital de superfície. Neste caso, por ser um 

sensor ótico, a presença de nuvens interferem no resultado final. As imagens ASTER 

estão no sistema WGS84/EMG96 e contam com resolução espacial de 30m e 16 bits 

(http://asterweb.jpl.nasa.gov/). 

 Neste trabalho foram analisados dados altimétricos de diferentes fontes, SRTM 

e ASTER-GDEM (Advanced Spaceborne Thermal Emission and Reflection 

Radiometer) - (Global Digital Elevation Model).  

 

3.5 Softwares 
 

3.5.1 Módulos do pacote GRAVSOFT 
 

Em desenvolvimento desde os anos 70, primeiramente pelo Geodetic Institute 

e depois pelo Kort og Matrikelstyrelsen, (National Survey and Cadastre of Denmark, 

atual DTU-Sapce)  e pelo Geophysical Institute (atual Geophysics Dept. of the Niels 

Bohr Institute), University of Copenhagen, o GRAVSOFT é um software usado para 

modelagem do campo local da gravidade, determinação do geoide, do desvio da 

vertical e recuperação das anomalias da gravidade de satélites altimétricos. 

É uma ferramenta criada em FORTRAN e pronta para lidar com diferentes 

problemas da geodésia física. São vários módulos criados ao longo do tempo, como 

por exemplo, o GEOCOL (1973) programa para colocação geral; GRAVIMETRIC 

terrain effect programa, TC, em 1980 e também nos anos 80 o Fourier analisys e 

altimetry program.  

Os módulos GRAVSOFT foram desenvolvidos por diferentes autores, C. C. 

Tscherning (Cph. Univ.) - collocation program GEOCOL; Rene Forsberg (KMS) – 

terrain, grids, FFT, planar collocation etc; D. Arabelos (University of Thessaloniki) - 

bases para simplificar o uso do programa de avaliação dos harmônicos esféricos. 

A interface dos programas GRAVSOFT em Python (Nielsen at al., 2012) é 

mostrado na Figura 24. 
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Figura 24. Programas do pacote GRAVSOFT. 

 

Cada programa apresentado na Figura 24 é descrito em Forsberg e Tscherning 

(2008). Alguns módulos do programa GRAVSOFT estão descritos na Tabela 2. 

 

Tabela 2. Nome do programa, função e autor de alguns módulos do GRAVSOFT. 
Programa Nome do 

programa 

Função Autor 

Seleção e 

reformatação 

de dados. 

SELECT Selecionar, dados puros e / ou média em qualquer ponto ou 

formato de grade. Também pode adicionar ruído aos dados 

para fins de simulação e produzir gráficos de linha de 

impressoras bruto 

RF 

FCOMP Adicionar/subtrair, modificar linearmente ou juntar arquivos de 

pontos com estatísticas. 

CCT 

RF 

GCOMB Adicionar/subtrair/sobrescrever e recombinar grids inclusive 

correções especializadas como separação geoide-cogeoide. 

RF 

Interpolação e 

gridding 

GEOIP Interpolação, linear ou splines, de grids para pontos ou de grid 

para grid. Também adiciona ou subtrai grid de interpolação 

3D. 

RF 

GEOID Interpolação linear binária para o geoide. Inclui transformação 

de coordenadas e de alturas. 

RF 

GEOGRID Colocação por mínimos quadrados (Krigagem) ou predição 

das médias ponderadas a partir de pontos para grids. Também 

pode interpolar valores desconhecidos em grids ou 

predeterminar pontos. 

RF 

Integração 

prism Terrain  

TC Integração prisma efeitos do terreno, (topografia, topo-

isostática, RTM, e a correção clássica do terreno). 

RF 

TCGRID Programa de apoio para obter grids médios e superfícies 

médias do terreno para o método RTM na TC. 

RF 
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Integral de 

Stokes 

STOKES Avaliar integrais de Stokes ou Vening Meinesz pela integração 

no domínio do espaço. 

RF 

Métodos de 

Fourier 

GEOFOUR Programa FFT planar com vários módulos. Problema de Valor 

de Contorno de Molodensky. 

RF 

 SPFOUR Determinação do geoide por multi-bandas esféricas. RF 

 SP1D Determinação do geoide por FFT 1-D esférica.  

 TCFOUR Calculo do efeito do terreno por convolução FFT com 

aproximação planar. 

RF 

 COVFFT Estima a função covariância 2D pela FFT RF 

Fonte: Forsberg & Tscherning, 2008. 

 
3.5.2 ArcGIS 
 

Alguns procedimentos utilizados neste trabalhado foram realizados com o 

auxílio do programa ArcGIS Desktop. Esse Sistema de Informação Geográfica (SIGs) 

é desenvolvido pela empresa americana ESRI (Environmental Systems Research 

Institute) fundada em 1969. Ele permite aos usuários elaborar representações 

cartográficas, gerenciar e analisar dados geográficos e também estabelecer relações 

espaciais entre os diferentes elementos, geométricos e alfanuméricos, que compõem 

o espaço geográfico. Devido à sua versatilidade e funcionalidade permite a aplicação 

de um conjunto considerável de ferramentas, para projeções cartográficas, 

interpolação, captura de coordenadas 3D, etc., que na sua maioria são eficazes e 

produzem resultados que facilitam a tomada de decisão. 

 

3.5.3 Linguagem C++ 
 

Para a realização deste trabalho optou-se pela utilização da Linguagem C++. 

Desenvolvida na década de 1980 por Bjarne Stroustrup da Bell Labs tinha como 

objetivo implementar um núcleo distribuído do UNIX. A linguagem foi escolhida para 

implementação do software pois se mostrou muito qualificada para o uso em 

computação cientifica e pela eficiência da linguagem para manipular matrizes 

numéricas. É uma linguagem de programação que possui suporte aos paradigmas 

imperativo e orientado a objetos, é considerada de médio nível pois combina 

características de linguagem C que é uma linguagem de baixo nível com o paradigma 

de orientação a objetos que é de alto nível. Ao longo do tempo algumas características 

foram adicionadas, como sobrecarga de operadores, funções virtuais e tratamento de 
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exceções, características que a linguagem C não possui e que não é obrigatório ao 

paradigma de orientação a objetos (STRAUSTRUP 1997). 

 

3.6 Metodologia 

 

A maioria dos problemas de valor de contorno são solucionados em termos de 

integrais, Stokes e Vening Meisnesz, sobre toda a superfície de contorno. Na 

Geodesia Física a aplicação destas fórmulas tem como pressuposto o conhecimento 

de quantidades físicas, potencial perturbador, anomalias da gravidade, distúrbios da 

gravidade, ondulação geoidal, desvios da vertical e anomalia de altura, sobre toda a 

superfície terrestre. No entanto, as redes gravimétricas contam, geralmente, com 

poucos pontos o que provoca a necessidade de aplicar procedimentos de interpolação 

e extrapolação. Denominados como predição, estes métodos não retornam os valores 

verdadeiros por isso sugerem a necessidade de serem capazes de estimar os erros 

resultantes da interpolação e da extrapolação assim como os efeitos destes erros nas 

quantidades derivadas e os seus efeitos devido às regiões distantes negligenciadas.  

A não existência de funcionais do campo de gravidade distribuídos de forma 

continua sobre toda a superfície terrestre implicou na necessidade de utilizar a técnica 

remover-calcular-restaurar associada ao procedimento da predição. Usualmente a 

predição é feita aplicando-se a colocação por mínimos quadrados. O principal 

problema desta aproximação é realizar a correta modelagem da função covariância 

das observações, principalmente, quando se combinam diferentes funcionais do 

potencial perturbador.  

 

3.6.1. Etapas da técnica remover calcular restaurar 
 

A metodologia adotada pode ser resumida da seguinte forma: 

  

1. Medir o valor da gravidade, gobs, e a posição geodésica do ponto (∅,  ℎ) na ݁ ߣ

superfície física da Terra; 

2. Ao utilizar a solução do problema de valor de contorno segundo Stokes, deve-se 

aplicar as reduções aos valores de gravidade observados. Se se deseja aplicar o 

Segundo Método de Condensação de Helmert deve-se, primeiramente, determinar a 

anomalia ar livre, depois fazer a correção atmosférica e por fim aplicar a correção do 
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terreno, CT.  O resultado obtido pela sequência descrita é denominado de anomalia 

de Faye e é obtida pela equação 97:  

 

 ∆݃ி௔௬௘ = ∆݃஺௥௅௜௩௥௘+ܥ௔௧௠ + ܥ  ܶ (97) 

 

O cálculo da redução ar livre, ∆݃஺௥௅௜௩௥௘, não implica na remoção das massas, 

apenas no deslocamento do ponto de observação da gravidade até o ponto do nível 

médio do mar.  

3. O próximo passo é eliminar, do sinal do campo de gravidade, os efeitos dos longos 

comprimentos de onda no valor da anomalia obtida no item 2. A partir dos coeficientes 

provenientes das funções harmônicas esféricas dos modelos do geopotencial, 

truncado até determinado grau e ordem, calcula-se a anomalia ar livre, ΔgMGG. Nesse 

caso, o resultado é uma malha com valores de ΔgMGG com o mesmo número de linhas 

e de colunas da grade obtida no item 2. O truncamento deve ser realizado de tal forma 

que haja convergência para o valor de N calculado.  Valor da anomalia de gravidade 

para os coeficientes de qualquer modelo global do geopotencial é dado pela equação 

98: 

 

 ∆݃ெீீ = ߛݎܯܩ) ) [∑ ∑ ሺ݊௡
௠=଴

∞
௡=ଶ− ͳሻ ቀܽݎቁ௡ ሺܥ௡̅௠ܿߣ݉ݏ݋ + ܵ௡̅௠ߣ݉݊݁ݏሻܲ̅௡௠ሺܿݏ݋�ሻ 

 ] 
(98) 

 

4. Com os resultados dos itens 2 e 3 determinam-se os valores das anomalias 

residuais usando a equação 99. 

 

 ∆݃௥௘௦ = ∆݃ி௔௬௘ − ∆݃ெீீ (99) 

 

5. Segundo Gemael (1999) aplicando a integral de Stokes, equação 96, a uma malha 

com dados de anomalias residuais regularmente espaçada, determina-se o valor do 

geoide residual. Antes de usar a equação 99 é preciso aplicar algum processo de 

interpolação para gerar a malha regular. 
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 ௥ܰ௘௦ = ܴͶߛߨ ∬ ∆݃௥௘௦ 
� ܵሺ߰ሻ݀� 

(100) 

 

Na aplicação da Integral de Stokes é necessário que as anomalias residuais de 

gravidade, ∆݃௥௘௦, representem os valores do contorno sobre o geoide (TOCHO et. al., 

2003). 

Segundo Santos e Escobar (2000) para utilizar a Integral de Stokes é 

necessário considerar as restrições impostas: 

a) O modelo utilizado por Stokes é esférico. Considerando que a substituição do 

modelo esférico pelo elipsoidal acarreta um erro de 0,003 no valor de N, então, 

sabendo que N poucas vezes ultrapassa 100 metros, a referida substituição 

não implicará em um erro maior do que 1 metro. 

b) A integração de Stokes abrange toda a superfície terrestre, o que enseja a 

necessidade de conhecer os valores de anomalias para toda a superfície 

terrestre continental ou não. Em áreas de grande extensão associadas a dados 

muito esparsos e distribuídos de forma aleatória prejudicam e podem limitar o 

uso dessa técnica. 

c) A harmonicidade da função potencial externa às massas é condição 

obrigatória. 

d) O efeito indireto deve ser considerado para regiões de topografia acidentada 

independentemente da precisão nessas regiões. 

e) Segundo hipóteses dinâmicas e geométricas Stokes considerou a necessidade 

de haver coincidência de massa e volume entre o modelo teórico elipsoidal e a 

Terra Real, além da interseção entre os centros e eixos dos dois modelos. 

Na prática a integral definida na equação 100 é aplicada em sua forma planar 

por (SCHWARZ et al, 1990): 

 

 iܰ = �ߛߨʹߣ∆∅∆ܴ ∑ ∑ Δ݃௜௥௘௦݀�೙
�=�భ

�೘
�=�భ  

(101) 

e 
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 pܰ = �ߛߨ√ߣ∆∅∆√ ∑ ∑ Δ݃௣௥௘௦
�೙

�=�భ
�೘

�=�భ  
(102) 

 

Onde �,  são as coordenadas do ponto de cálculo, Δ� ݁ Δλ é o espaçamento em ߣ

latitude e longitude da malha de pontos, ݉ ݁ ݊ correspondem ao número de paralelos 

e meridianos da malha, respectivamente, ݀ corresponde à distância plana entre o 

ponto de cálculo e o de integração e Δ݃௥௘௦ é a anomalia da gravidade resultante da 

remoção dos longos comprimentos de onda, preditos por um MGG, �݃ெீீ. 

O valor da ondulação residual, ௥ܰ௘௦, é então obtido pela equação 103: 

 

 ୰ܰeୱ = ௜ܰ + ௣ܰ (103) 

 

Na prática, como mostrado pelas equações 101, 102 e 103, a integral é dividida 

em duas partes: uma integral para a região próxima ao ponto de interesse para o 

cálculo da ondulação geoidal, ௣ܰ, e outra para a região distante, além da área vizinha, 

௜ܰ. A contribuição da região próxima, definida como uma calota esférica ocorre por 

meio das anomalias de gravidade regionais, já a contribuição das áreas distantes é 

estimada com o auxílio dos modelos geopotenciais. Dessa forma a equação 100 , em 

sua forma esférica, pode ter a forma (MORITZ, 1980): 

 

 ୰ܰeୱ = ܴͶߛߨ ∫ ∆݃௥௘௦ܵሺ߰ሻ݀� + ߛʹܴ ∑ ܳ௡ሺ߰଴ሻ∆݃௡∞
௡=ଶ

 
�బ  

(104) 

 

Onde  

 ܳሺ߰଴ሻ = ∫ ܵሺ߰ሻ ௡ܲሺܿ߰ݏ݋ሻ߰݀߰݊݁ݏట
టబ  

(105) 

 

Os valores de ܳሺ߰ሻ são denominados erros de truncamento. 

6. O valor da ondulação referente aos longos comprimentos de onda do campo de 

gravidade, ܰெீீ, segundo Souza (2008) é obtida a partir de um modelo geopotencial 

conforme equação 106: 
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 ܰெீீ = ଴ܰ + ߛݎܯܩ ∑ ቀܽ݊ቁ௡ଷ଺଴
௡=ଶ ∑ ሺ∆ܥ௡̅௠ܿߣ݉ݏ݋ + ܵ௡̅௠ߣ݉݊݁ݏሻܲ̅௡௠ሺܿݏ݋�ሻ௡

௠=଴  
(106) 

 

Se a massa e o potencial do elipsoide de referência forem diferentes do 

potencial e da massa do geoide então deve-se utilizar o termo ଴ܰ. Este é o termo 

denominado de constante zero e é utilizado na transformação entre o modelo 

empregado na determinação dos coeficientes do geopotencial e o modelo elipsoidal 

em que se definiu como a solução global GRS 80, ∆ܥ௡̅௠  é a diferença entre os 

coeficientes totalmente normalizados da expansão em harmônicos esféricos do 

geopotencial e do esferopotencial, ܵ௡̅௠  são os demais coeficientes normalizados 

(MORITZ, 1980). 

7. A última parcela resultante da decomposição espectral do campo de gravidade a 

ser determinada é efeito indireto, ாܰூ. Este efeito se deve a alteração do potencial de 

gravidade decorrente da remoção ou deslocamento de massa durante a aplicação das 

reduções gravimétricas. Heiskanen e Moritz, (1967). Para o Segundo Método de 

Condensação de Helmert, a solução proposta por Wichiencharoen (1982) para o efeito 

indireto é dada pela equação 107: 

 

 ாܰூ = − ∆݃஻ ∙ �ߛ௣ܪ − �ߛ͸ߩܩ ∬ ଷܪ − ଷ݀ଷ�ܪ ݀� + �ߛͶͲߩܩ͵ ∬ ହܪ − ହ݀ହ�ܪ ݀� 
�

 
�  

(107) 

 

8. Por fim, na etapa restaurar, calcular o geoide gravimétrico pela equação 108: 

 

 ܰ = ∆ܰெீீ + ௥ܰ௘௦ + ாܰூ (108) 

 

Existem variações para o cálculo do valor do valor ாܰூ  que devem ser 

consideradas. Algumas reduções, para serem aplicadas, modificam a topografia e 

causam consideráveis efeitos indiretos afastando o geoide do elipsoide. É o caso da 

redução de Bouguer que por isso não é usada para determinação do geoide 

(Wellenhof et al., 2005) apenas para a interpolação. No entanto, determinadas 

reduções causam efeito indireto pequeno como é o caso da topoisostática que 

removem os efeitos das massas considerando algum princípio isostático. Em outros 
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casos, como na inversão de Rudzki não há alteração do potencial perturbador e por 

isso se assume que o efeito indireto é nulo.  

De forma geral o efeito indireto é uma relação entre a variação do potencial 

anômalo antes e após a remoção das massas, ∆ܶ = ܶ − �ܶ,ு,஻,்ூ, e gravidade teórica, ߛ. Sideris (1997) sugere a expressão: 

 

 ாܰூ = ߛܶ∆  
(109) 

onde T refere-se ao potencial perturbador devido às massas topográficas e TR,H,B,TI é 

o potencial após a aplicação de cada método de redução, Rudzki, Helmert, 

Topoisostática e Bouguer.  

Quando se aplica a correção de Bouguer para determinar a anomalia residual 

a equação 97 fica definida da seguinte forma: 

 

 ∆݃௥௘௦ = ∆݃஺௥௅௜௩௥௘ + ௔௧௠ܥ − − ஻ܥ ∆݃ெீீ (110) 

 

Os valores obtidos pela equação 110 são interpolados e se obtem, Δ݃௥௘௦௜௡௧. Para 

que o efeito indireto seja anulado é necessário restaurar a correção de Bouguer 

utilizando a parcela referente ao platô, A, conforme equação 111. Como se verifica é 

necessário adotar métodos de interpolação e/ou estimativa muito eficientes para a 

obtenção de valores onde não houve amostragem. 

 

 Δ݃ = Δ݃௥௘௦௚௥௜ௗ +  ௚௥௜ௗ (111)ܪߩܩߨʹ

 

Teoricamente, se aplicados consistentemente, todos os métodos de redução, 

Faye, Bouguer Completo, Topoisostático, etc., devem levar ao mesmo geoide, 

embora, cada redução tenha uma forma diferente de tratar a topografia (TOCHO et. 

al. ,2003). 

De forma geral a metodologia descrita nas etapas 1 a 8 pode ser visualizada 

na Figura 25. 
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Figura 25. Fluxograma das etapas 1 a 8 da metodologia adotada. 

 

É importante ressaltar que na Figura 25, além da aplicação do Segundo Método 

de Helmert, estão ilustradas as reduções de Bouguer e Rudzki que serão 

apresentadas posteriormente. 
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4. RESULTADOS E ANÁLISES 
 

4.1 Desenvolvimento de um software para cálculo do geoide  
 

Para determinar o modelo geoidal para as áreas 1 e 2 foi necessário, 

primeiramente, desenvolver um software que atendesse às necessidades da 

pesquisa. Além de atender a este trabalho o software em questão tem como objetivo 

facilitar a prática do cálculo do geoide.  

O software GeoFis 1.0, interface apresentada na Figura 26, em sua primeira 

versão, permitirá aos usuários a determinação da ondulação geoidal usando o 

Segundo Método de Condensação de Helmert e Bouguer completo. 

 

 

Figura 26. Área de trabalho do software  GEOFIS 1.0. 

 

O GeoFis1.0 permite que sejam atribuídos valores diversos para a densidade 

da geologia tanto no módulo da correção do terreno quanto no módulo referente à 

determinação da ondulação geoidal usando as anomalias da gravidade residuais.  

Para um melhor ajuste à superfície terrestre a correção do terreno é realizada usando 
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prismas com topo inclinado. Além disso, o programa permite calcular a ondulação 

residual aplicando a integração no módulo planar e esférico. Também é possível 

calcular o erro de comissão por grau a partir das variâncias por grau dos coeficientes 

dos MGGs.  O esquema apresentado na Figura 27 ilustra o cálculo do geoide a partir 

de um conjunto de entradas, MGG, MDTs, e dados de gravidade terrestre. 

 

 

Figura 27. Esquema do programa GEOFIS 1.0 

 

De acordo com FOSBERG (1984) o conhecimento da distribuição de densidade 

irá fornecer um campo residual mais suave. Como o conhecimento das anomalias de 

densidade ainda está relacionado às estruturas mais superficiais da crosta e do manto 

superior, sendo esta a principal contribuição dos curtos comprimentos de onda na 

avaliação do campo da gravidade, é necessário aplicar métodos de determinação da 

distribuição de densidade que fogem ao escopo deste trabalho e por isso será tratado 

em outro momento. 

Na sequência serão apresentados os resultados para as áreas de teste 

 

4.2 Determinação do modelo geoidal para as áreas de estudo 
 
Como dados de entrada foram utilizados, valores de gravidade, modelos 

digitais de elevação e o conjunto de coeficientes do Modelo Geopotencial EIGEN 6C4 

(Förste et al, 2014).  Para validar os resultados do geoide gravimétrico foi realizado, 

em janeiro de 2017, uma campanha para obter dados do geoide geométrico usando 

GNSS sobre nivelamento. Todas as coordenadas das estações visitadas fazem parte 

do sistema de referência SIRGAS2000 e estão descritas na Tabela 3. 
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Tabela 3. Dados coletados com GNSS sobre nivelamento. 

Estação RN Latitude Longitude h (m) 
Sigma 
Lat (m) 

Sigma 
Long (m) 

Sigma 
h (m) 

3096T -22° 17´ 06,8624” -49° 29´ 29,4242” 620,95 0,009 0,025 0,034 

3096C -22° 13´ 04,9191” -49° 41´ 31,8496” 644,14 0,009 0,019 0,047 

3095U -22° 13´ 34,2253” -49° 47´ 31,0325” 613,93 0,014 0,028 0,06 

3128J -22° 12´ 33,3608” -49° 57´ 48,5071” 644,04 0,009 0,023 0,059 

3245V -22° 17´ 59,0552” -50° 01´ 33,0177” 437,75 0,008 0,036 0,034 

3245G -22° 25´ 54,7183” -50° 12´ 35,9131” 673,64 0,018 0,09 0,094 

3245B -22° 31´ 30,9426” -50° 17´ 19,3998” 530,53 0,01 0,027 0,042 

3244V -22° 35´ 56,8570” -50° 21´ 51,4976” 528,34 0,01 0,017 0,058 

3057C -22° 41´ 44,0904” -50° 17´ 33,8743” 486,61 0,024 0,065 0,056 

3056U -22° 44´ 53,3647” -50° 11´ 12,3173” 526,11 0,009 0,031 0,044 

3056M -22° 48´ 29,4808” -50° 04´ 23,1143” 478,58 0,007 0,021 0,05 

3055F -22° 59´ 34,7257” -49° 51´ 55,0021” 469,95 0,01 0,052 0,061 

1586A -23° 02´ 25,5088” -50° 04´ 27,9085” 437,6 0,013 0,03 0,044 

1586X -23° 06´ 58,5487” -50° 22´ 24,7943’ 408,18 0,014 0,031 0,06 

1586L -23° 03´ 08,3291” -50° 13´ 47,0266” 473,99 0,009 0,054 0,056 

1591U -23° 09´ 38,9686” -49° 58´ 30,6300” 484,02 0,008 0,059 0,065 

3054N -23° 02´ 45,6934” -49° 42´ 12,5715” 547,44 0,074 0,242 0,299 

3054H -23° 03´ 15,8385” -49° 37´ 34,6588” 569,93 0,009 0,016 0,033 

3031Z -23° 10´ 25,6060” -49° 32´ 05,6018” 611,78 0,01 0,024 0,04 

3032D -23° 07´ 53,1694” -49° 29´ 47,2396” 501,39 0,03 0,097 0,128 

3077G -22° 43´ 54,0915” -49° 27´ 44,4088” 556,25 0,008 0,038 0,056 

IAG_ASSIS -22° 39´ 43,549” -50º 25’ 14,9772” 563,876 - - - 

IAG_SALTO -22º 53’ 34,6560” -49º 59’ 10,0896” 391,569 - - - 

IAG_BERNC -23º 05’ 59,326” -49º 29’ 37,8888” 633,903 - - - 

IAG_UBIRA -22º 31’ 27,4044” -49º 39’ 49,9140” 476,526 - - - 

3097R -22° 20´ 06,7413” -49° 11´ 15,4358” 462,37 0,007 0,028 0,031 

3097H -22° 20´ 12,9757” -49° 17´ 37,0824” 562,2 0,019 0,068 0,059 

3097C -22° 19´ 44,4836’” -49° 23´ 23,8738” 595,98 0,009 0,035 0,065 

3300G -21° 15´ 56,6062” -44° 57´ 45,6127” 892,82 0,027 0,053 0,112 

3049U -21° 09´ 29,0088” -45° 00´ 34,7016’ 891,27 0,019 0,056 0,119 

3042T -21° 11´ 28,5991” -45° 03´ 45,0600’ 788,31 0,079 0,209 0,334 

3042U -21° 11´ 15,5235” -45° 03´ 33,0228” 804,74 0,02 0,084 0,151 

3045G -21° 13´ 05,4706” -45° 07´ 40,5252” 845,38 0,102 0,319 0,32 

2386N -21° 13´ 47,3175” -45° 15´ 04,5335” 799,79 0,022 0,049 0,129 

2386V -21° 10´ 40,9264” -45° 16´ 00,7401’ 802,04 0,022 0,047 0,066 

3045B -21° 14´ 22,6212” -45° 13´ 10,2225” 868,19 0,02 0,042 0,067 

2386B -21° 14´ 35,5089” -45° 24´ 47,8164” 877,35 0,018 0,039 0,058 

2389M -21° 11´ 23,3958” -45° 26´ 27,0204” 845,98 0,038 0,083 0,148 

2386G -21° 14´ 30,2950” -45° 19´ 18,6559” 823,93 0,048 0,263 0,19 

2385T -21° 14´ 59,5378” -45° 30´ 23,0088” 824,61 0,015 0,153 0,17 

3257M -21° 11´ 23,4329” -45° 31´ 51,9330” 800,85 0,02 0,074 0,059 

2385G -21° 22´ 16,7879” -45° 29´ 23,1210” 916,85 0,026 0,061 0,071 

2384U -21° 28´ 41,6891” -45° 30´ 15,1442” 833,00 0,038 0,105 0,191 

2384J -21° 33´ 54,4741” -45° 26´ 13,2892” 914,47 0,02 0,036 0,068 

2384D -21° 37´ 48,3142” -45° 24´ 38,8937” 877,94 0,02 0,049 0,085 
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2383Z -21° 39´ 44,7160” -45° 20´ 50,7124” 841,7 0,038 0,058 0,139 

3317A -21° 25´ 28,8862” -45° 56´ 51,8224” 877,06 0,032 0,102 0,061 

3316S -21° 32´ 53,7256” -45° 55´ 46,9533” 883,51 0,031 0,048 0,204 

3316M -21° 37´ 41,2812” -45° 55´ 12,7636” 804,42 0,019 0,032 0,047 

3316H -21° 41´ 25,9043” -45° 53´ 56,2594” 819,02 0,022 0,048 0,082 

2805E -21° 48´ 24,5099” -45° 25´ 29,0739” 873,13 0,027 0,087 0,082 

2805F -21° 49´ 29,9194” -45° 24´ 53,6055” 868,13 0,017 0,077 0,065 

111Z -21° 51´ 10,3484” -45° 17´ 44,2708” 947,87 0,037 0,139 0,114 

2804E -22° 02´ 35,7827” -45° 41´ 59,0027” 808,33 0,029 0,032 0,076 

IAG ALFEN -21° 25´ 42,8500” -45° 56´ 50,090” 876,124 - - - 

IAG TRSCO -21° 41´ 00,5300” -45° 15´ 53,7900” 881,009 - - - 

IAG LAVRAS -21° 13´ 49,4900” -45° 02´ 34,6000” 902,709 - - - 

 

Os dados das estações denominadas IAG foram obtidos junto ao Instituto de 

Astronomia, Geofísica e Ciências Atmosféricas da USP e não foram visitados. Há 

também estações que foram obtidas no site do IBGE. No entanto, a maior parte das 

estações disponíveis na Tabela 3 foram visitadas. 

Durante a campanha alguns problemas foram verificados, como é o caso das 

estações 1591U e 3245G. Na Figura 28 está representada a estação 1591U e foi 

verificado que o marco da RN estava “solto” e, por isso, pode ser desconsiderado na 

análise. 

 

  

Figura 28. Estação de referência de nível 1591U em Jacarezinho-PR 

 

A estação 3245G também pode ter tido sua integridade comprometida devido 

ao crescimento de uma árvore ao seu lado cujas raízes podem ter alterado a posição 

da referência altimétrica, Figura 29. 
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Figura 29. Estação de referência de nível 3245GU em Echaporã-SP 

 

Além da comparação entre o geoide gravimétrico e o geométrico também foram 

realizadas comparações entre os resultados obtidos pelo GeoFis 1.0 com os 

resultados obtidos pelos módulos do software GRAFSOFT (Tscherning et al, 1991) 

em sua versão Python (Nielsen et al. 2012) e com o software TC2DFTPL (Sideris, 

1985) e (Li e Sideris, 1994) e IND (Li, 1993). Todos disponibilizados pela International 

School of Geoid. 

 

4.2.1 Análise da consistência das observações disponíveis  
 

Para a utilização correta dos dados gravimétricos é necessário garantir a sua 

homogeneidade. Para atingir tal objetivo é necessário verificar se os dados estão 

referenciados ao mesmo elipsoide e datum gravimétrico, retirar dados repetidos e 

eliminar erros grosseiros nas altitudes. Segundo Gemael e Rosier (1991), a rede 

gravimétrica brasileira, RENEGA - Rede Nacional de Estações Gravimétricas 

absoluta, conta com sete estações absolutas, Brasília-DF, Curitiba-PR, Santa Maria-

RS, Terezina-PI, Valinhos – SP, Vassouras –RJ e Viçosa-MG, todas coerentes com o 

IGSN-71, sendo por isso, homogênea em termos de datum gravimétrico. Quanto ao 

elipsoide, segundo o IBGE e a ANP, todas as coordenadas das estações 

gravimétricas estão referenciadas ao SIRGAS2000. 
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4.2.1.1 Análise de pontos duplicados e sem altitude ortométrica  
 

As observações que não traziam altitudes ortométricas foram eliminadas e para 

a análise de dados repetidos foi aplicada a metodologia de Sevilla et al. (1997), ou 

seja, estações que distam entre si, ao longo dos paralelos ou dos meridianos, de até 

0,0005º, aproximadamente 55 metros, foram consideradas duplicadas. 

Do total de 10375 observações gravimétricas para a área 1, 27 estavam sem 

altitude ortométrica associada. Para a área 2, do total de 9520 observações de 

gravidade terrestre 47 estavam sem observações de altitude ortométrica. 

Para a determinação dos pontos duplicados foi utilizado um programa de 

Sistema de Informação Geográfica (SIG). Neste caso foram detectados 1382 pontos 

distantes entre si de até 55 metros para a área 1 e 310 pontos distantes entre si de 

até 55 metros para a área 2. 

 

4.2.1.2 Análise gráfica dos dados altimétricos 
 

Para verificar as inconsistências altimétricas nas observações resultantes das 

aplicações realizadas no item 4.2.1.1, 8966 e 9163 observações para as áreas 1 e 2, 

respectivamente, foram aplicadas duas análises, uma gráfica e outra comparativa. 

Na análise gráfica, os dados de anomalia ar livre foram relacionados com as 

altitudes ortométricas com o intuito de se detectar pontos discrepantes do grupo de 

observações. A Figura 30 mostra a dispersão da anomalia de gravidade em ordem 

crescente de altitude para a área 1. Nela se percebe três grupos de anomalia ar livre, 

um grupo com boa coesão e outros dois grupos, circulados, que estão separados do 

grupo mais coeso e precisam ser analisados de forma mais detalhada. Para a área 2, 

Figura 31, percebe-se uma dispersão ainda maior dos dados. Os círculos assinalados 

nas Figuras 30 e 31 sugere a necessidade de uma investigação pormenorizada dos 

valores aí contidos. 
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  Figura 30. Dispersão da anomalia ar livre em relação à altitude área 1. 

 

 

Figura 31. Dispersão da anomalia ar livre em relação à altitude área 2. 

 

4.2.1.3 Análise comparativa dos dados altimétricos 
 

Para a análise comparativa entre as altitudes ortométricas disponíveis no BDG 

e aquelas fornecidas pelos MDTs foi realizada uma sobreposição dos dados de 

gravimetria sobre os MDTS: SRTM 3 e ASTERGEM V2. Segundo Sevilla et al. (1997) 

pode-se usar uma diferença de 10 metros como a tolerância na diferença entre as 

duas altitudes, do IBGE e a do MDE. No entanto, depois de uma análise visual mais 
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detalhada dos dados de gravimetria, considerando a fonte de obtenção da altitude 

ortométrica, a situação da estação e a diferença de altitude entre o pontos do MDE e 

do banco de dados de gravimetria, optou-se por eliminar as observações cuja 

diferença absoluta entre a altitude do MDE e a altitude ortométrica fosse superior a 20 

metros. Deve-se considerar também que a tolerância de  20 metros está referenciada 

na acurácia vertical dos dados de altitude do SRTM que é de 16 metros (Kiamehr e 

Sjörbeg, 2005).  

Os resultados obtidos para a diferença absoluta de altitude entre o MDE e o 

banco de dados de gravidade estão apresentados nas tabelas 4 e 5. 

 

Tabela 4. Resultado da diferença absoluta entre h(MDT) – H(ortométrica) Área1 
  SRTM - H (m) ASTER - H (m) 
Mínimo 20,000 20,000 
Máximo 518,370 514,370 
Média 51,380 47,493 
Desvio Padrão  52,828 49,033 
Variância  2790,783 2404,262 
Maiores do que 20 metros 709 844 

 

Como se verifica na Tabela 4, as discrepâncias entre os valores absolutos de 

altitude entre o MDE, SRTM ou ASTER, e as altitude fornecidas pelo BDG/BNDG para 

a área 1 são similares. Apesar dessa condição, após análise foram encontrados 709 

observações cuja diferença absoluta de altitude entre o SRTM e as ortométricas 

superaram os 20 metros, totalizando 7,90% dos dados e foram identificadas 844 

observações cuja diferença absoluta de altitude entre o ASTER e as ortométricas 

superaram os 20 metros, ou seja, 9,41%. 

Na análise dos dados altimétricos para a área 2, Tabela 5, identificaram-se 

1347 observações cuja diferença absoluta entre as altitudes SRTM-ortométrica 

ultrapassaram 20 metros, ou seja, um total de 14,70% das observações validadas 

anteriormente. Para essa mesma área foram identificadas, para a diferença absoluta 

de altitude ASTER-ortométrica, um total de 1415 estações, ou seja, um total de 

15,44% das observações acima do limite de 20 metros estabelecido.  
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Tabela 5. Resultado da diferença absoluta entre h(MDT) – H(ortométrica) Área2 
  SRTM - H (m) ASTER - H (m) 
Mínimo 20,000 20,000 
Máximo 1206,290 1189,290 
Média 64,453 62,369 
Desvio Padrão  87,258 85,338 
Variância  7614,043 7282,613 
Maiores do que 20 metros 1347 1415 

 

4.2.1.4 Definição do MDE utilizado  
 

Para realizar um sistema vertical de referência altimétrico é fundamental que 

na combinação, GNSS, gravimetria e MGGs haja consistência entre os dados. No 

caso do método remover-restaurar, no qual os MDEs e MDBs são essenciais, é 

necessário detectar aquele que é mais consistente com os dados altimétricos 

disponíveis na base de dados gravimétricos, BDG/BNDG. Neste estudo foram 

avaliados os MDTs SRTM 3 e ASTERGDEM V2. O MDE que resultou em menor 

quantidade de dados retirados foi SRTM conforme resultados apresentados nas 

tabelas 3 e 4 foi SRTM e com base nesse critério ele foi adotado.  

 

4.2.1.5 Análise matemática dos dados validados por distância e altitude 
 

 Para verificar se as observações resultantes das validações anteriores, 8257 

e 7816 para as áreas 1 e 2, respectivamente, atendem a requisitos mínimos de 

qualidade é necessário aplicar métodos matemáticos que garantam tal condição. 

Neste estudo foram aplicados dois modelos matemáticos, a colocação por mínimos 

quadrados e a Geoestatística. Nos dois casos deseja-se predizer valores em posições 

onde esses valores já são conhecidos, caso as diferenças entre valor predito e o 

conhecido estejam dentro de um limiar pré-estabelecido, então, pode-se comprovar a 

qualidade dessas observações.  

Para aplicar este procedimento é necessário aplicar as reduções gravimétricas 

e utilizar as anomalias residuais, ou seja, deve-se somar a correção do terreno às 

anomalias ar livre e deste resultado subtrair as anomalias de gravidade obtidas 

segundo um modelo geopotencial. 
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4.2.1.6 Resultados para as componentes do geoide residual para as áreas de 
estudo 
 

Os valores do geoide residual dependem do método de redução adotado. Para 

o Segundo Método de Condensação de Helmert, o mesmo adotado para o 

MAPGEO2015 IBGE (2016), é necessário obter a anomalia de Faye. Neste caso, as 

componentes necessárias são a anomalia ar livre e a correção do terreno. 

 

4.2.1.6.1 Resultados para as componentes da anomalia ar livre 
 

Os funcionais do campo da gravidade utilizados nesta pesquisa foram obtidos 

junto às instituições: Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE), Agência 

Nacional do Petróleo (ANP) e Technical University of Denmark (DTU).  Os valores de 

anomalia ar livre foram calculados a partir dos dados de gravidade e de altitude 

ortométrica fornecidos pelo IBGE e pelo Banco de Nacional de Dados Gravimétricos 

(BNDG) da ANP. Por sua vez, os dados do modelo DTU se referem a anomalia ar 

livre, tanto para a área continental quanto para a oceânica. A Figura 32 ilustra a 

distribuição das anomalias ar livre para as áreas de estudo. Como esta anomalia tem 

alta correlação com a altimetria a rugosidade desta última irá refletir na rugosidade do 

modelo ar livre. 

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 32. Anomalias Ar Livre em mGal. 
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4.2.1.6.2 Resultados para a correção do terreno 
 

No GeoFis a correção do terreno é determinada pelo método dos prismas. 

Dessa forma, a título de comparação, foram utilizados softwares que também aplicam 

essa metodologia. Foram utilizados o módulo TC-GRASOFT e o programa 

TC2DFTPL. Na sequência, Figuras 33, 34, 35, 36, 37 e 38, detalham a distribuição de 

frequência da correção do terreno obtida pelo GeoFis 1.0, TC-GRAVSOFT e, 

TC2DFTPL para as duas áreas estudadas. Para todos os cálculos foi utilizada a 

densidade de 2,67g/cm. 

 

 

Figura 33. Distribuição da correção do terreno para Área 1 - GeoFis 1.0  

 

 

Figura 34. Distribuição da correção do terreno para Área 1 - TC-GRAVSOFT  
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Figura 35. Distribuição da correção do terreno para Área 1 - TC2DFTPL  

 

Pelos resultados apresentados nas Figuras 33, 34 e 35 para a área 1, verifica-

se que independente do software utilizado a maior frequência de valores para a 

correção do terreno estão entre os valores de 0 a 4 mGal.  

 

 

Figura 36. Distribuição da correção do terreno para Área 2 - GeoFis 1.0  
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Figura 37. Distribuição da correção do terreno para Área 2 - TC-GRAVSOFT  

 

 

Figura 38. Distribuição da correção do terreno para Área 2 - TC2DFTPL  

 

Verifica-se pelos resultados apresentados nas Figuras 33, 34 e 35 referentes à 

área 2 que para todos os softwares utilizados a maior frequência de valores para a 

correção do terreno está no intervalo de 0 a 5 mGal.  

No programa GeoFis 1.0 a determinação da correção do terreno fornece 

resultados mais representativos da influência da variação do relevo na correção uma 

vez que usa a superfície inclinada do terreno como sendo o topo do prisma. 

Como se pode notar os resultados alcançados para o programa GeoFis são 

promissores e as diferenças mais significativas se concentram onde há maior variação 

de altitude. As diferenças obtidas para a correção do terreno estão diretamente 
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relacionadas à modelagem adotada para este cálculo. A equação aplicada por 

Forbersg e Tscherning, 2008 para o software TC tem como referência (MORITZ, 1968 

apud KIRBY & FEATHERSTONE, 1999), no seu núcleo planar. Para o programa 

TC2DFTL, Li e Sideris (1994), usam a expressão para a correção do terreno que 

considera a massa do prisma concentrada ao longo da sua vertical dada por: 

 

,௣ݔ)ܥ  (௣ݕ = ݕ∆ݔ∆ߩܩ ∑ ∑ [ቆ ͳݔ)ݎ௣ − ,௡ݔ ௣ݕ − ,௡ݕ Ͳ)ெ−ଵ
௠=଴

ே−ଵ
௡=଴− ͳݔ)ݎ௣ − ,௡ݔ ௣ݕ − ,௡ݕ ௣ܪ −  [௡௠)ቇܪ

(112) 

 

Onde ∆x e ∆y são os lados da seção transversal do prisma, Hp e Hnm as altitudes 

dos pontos de cálculo e de integração, respectivamente. 

Os resultados alcançados pelo programa GeoFis são mais significativos onde 

há maior variação de altitude, ou seja, quanto maior o detalhamento do relevo pelo 

MDE adotado melhor será a capacidade do programa em modelar a correção do 

terreno.  

Para o GeoFis 1.0 foi aplicada a metodologia proposta por Ma e Watts (1994). 

Nela, a área é dividida em regiões de acordo com a proximidade do ponto de cálculo, 

interna, próxima e intermediária com alcance de até 50km. A área interna, aquela na 

qual a estação gravimétrica está inserida, é dividida em quatro prismas, sendo que 

cada prisma contribui vertical e positivamente para o valor da gravidade observada. 

Assim, as equações utilizadas são, para a área interna: 

 

,௣ݔଵሺܥ  ௣ሻݕ = ߩܩ ∫ ݔ݀ ∫ ௞మ௫ݕ݀
௞భ௫ ∫ ଶݔሺ√ݖ݀ݖ + ଶݕ + ଶሻͿ௔భ௫+௕భ௬ݖ

଴
௫ଵ

଴  

(113) 

 

Onde, ai e bi representam a inclinação da face superior do prisma, e os coeficientes ki 

são as retas das bases do prisma em um sistema plano de coordenadas. 

Para a área próxima tem-se a equação: 
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,௣ݔଶሺܥ  ௣ሻݕ = ;ܦߩܩ ቆͳݎ − ͳ√ݎଶ + ℎ;ቇ 
(114) 

 

Onde r é o raio de integração, D o espaçamento da malha do MDE e h é a diferença 

de altura entre o ponto de cálculo e o de integração.  

Para a área intermediária tem-se a seguinte equação: 

 

,௣ݔଷሺܥ  ௣ሻݕ = ;ܦߩܩ ቆͳݎ − ͳ√ݎଶ + ℎ;ቇ 
(115) 

 

O resultado final para a correção do terreno usando o GeoFis1.0 é a soma das 

parcelas C1+C2+C3. 

 

4.2.1.6.3 Resultados anomalia de Faye 
 

A anomalia de Faye é a Anomalia Ar Livre com a correção do terreno, são 

obtidas conforme equação 93.  

 

Área 1 Área 2 

 

Figura 39. Anomalia de Faye calculadas pelo GeoFis para as áreas de estudo 

 

A Figura 39 apresenta o resultado da aplicação do Segundo Método de 

Condensação de Helmert. Os valores da anomalia de Faye são mais suaves do que 

aqueles da anomalia ar livre, mas ainda tem forte influência da variação do relevo. O 
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co-geoide para a anomalia de Faye é muito pequeno e consequentemente essa 

anomalia pode ser utilizada para calcular o geoide. 

As anomalias de Faye foram determinadas para a parte continental e elas serão 

empregadas no cálculo da anomalia residual que é a entrada na Integral de Stokes. 

Por sua vez, a anomalia residual é determinada usando os valores da anomalia de 

Faye, parte continental, e a anomalia ar livre, região oceânica, aplicando-se um 

Modelo Geopotencial Global (MGG). No caso das anomalias oceânicas foi necessário 

utilizar os dados de anomalia ar livre do modelo DTU10. A Figura 40 ilustra a 

distribuição dos dados conforme sua fonte, IBGE, ANP e DTU. 

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 40. Malha de dados por instituição geradora 

  

Na área 2 foi necessário completar a malha de anomalias ar livre terrestre já 

que parte da área de influência no cálculo do geoide encontra-se em região marinha. 

Para a área oceânica recorreu-se ao site do modelo do campo de gravidade global 

onde a Technical University of Denmark disponibiliza os dados de anomalias ar livre 

marítimas. 
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4.2.1.6.4 Resultados para as componentes da anomalia da gravidade ΔgMGG 
EIGEN-6C4 grau 200 

 

Para o cálculo da anomalia ar livre do MGG, ΔgMGG, foram utilizados o conjunto 

dos coeficientes do modelo geopotencial EIGEN- 6C4 (European Improved Gravity 

model of the Earth by New techniques) até o grau e ordem 200. Esse modelo foi 

determinado a partir de informações dos satélites gravimétricos GOCE, GRACE, 

LAGEOS e também de dados dos modelos DTU12 e EGM2008, sendo considerado 

completo com grau e ordem até 2190 (Förste et al., 2014). Na sequência, as Figuras 

de 41 a 42 apresentam os resultados obtidos pelo GeoFis e também aqueles obtidos 

pelo GEOEGM-GRAVSOFT para a área de estudo. 

 

 

Figura 41. Distribuição de frequências para a anomalia ar livre ΔgMGG GeoFis 
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Figura 42. Distribuição de frequências para a anomalia ar livre ΔgMGG GEOEGM 

 

Comparando-se as Figuras 41 e 42, ambas referentes a área 1, fica evidente a 

similaridade entre os valores obtidos pelo GeoFis 1.0 e pelo programa GEOEGM do 

pacote GRAVSOFT. 

 

 

Figura 43. Distribuição de frequências para a anomalia ar livre ΔgMGG GeoFis 

 

 

Figura 44. Distribuição de frequências para a anomalia ar livre ΔgMGG GEOEGM 

 

Os resultados apresentados pelas Figuras 43 e 44 evidenciam a semelhança 

entre os valores de anomalia ar livre obtidos pelo GeoFis 1.0 e pelo GEOEGM-

GRAVSOFT a partir dos coeficientes do modelo EIGEN-6C4 grau 200 para a área 2. 
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Com os valores de anomalia da gravidade obtidos a partir do MGG pode-se 

determinar as anomalias residuais. 

 

4.2.1.6.5 Anomalias residuais de Faye 
 

 

Na Figura 45 estão representadas as anomalias residuais para as duas áreas 

estudadas. Na região continental é necessário aplicar as reduções gravimétricas 

conforme comentado anteriormente, no entanto, na região oceânica não é necessário 

aplicar a correção do terreno nem a redução ao geoide uma vez que a anomalia ar 

livre utilizada, DTU, já está sobre a superfície de interesse, Nível Médio do Mar (NMM). 

Neste caso foi realizada a subtração da anomalia ar livre para o MGG EIGEN-6C4 

grau 2190 dos valores de anomalia ar livre obtido do DTU. 

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 45. Anomalia residual Faye 

 

Subtraindo a componente do longo comprimento de onda do campo de 

gravidade, para um determinado MGG, se obtém as anomalias residuais. Isso significa 

que os resultados provenientes destes valores estão relacionados apenas com a 

geologia local/regional como mostra a Figura 45. No caso da utilização do MGG até 

grau 200 tem-se uma resolução de 0,9 graus. Esse valor é utilizado como raio de 

integração no processo de cálculo da ondulação geoidal. 
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4.2.1.6.6 Anomalias residuais de Bouguer  
 

Para calcular a anomalias residuais de Bouguer é necessário, segundo Sansò 

(2013), subtrair as componentes gravitacionais relacionadas ao platô de Bouguer dos 

valores de gravidade observados nas estações gravimétricas, interpolar os dados 

reduzidos e ao final, para o grid interpolado, deve-se restituir os valores relativos ao 

platô. A adoção deste procedimento se deve ao fato da redução de Bouguer causar 

grande alteração no campo gravitacional e consequentemente acarretar grande efeito 

indireto. 

Conforme metodologia proposta foram calculadas as anomalias residuais de 

Bouguer nas estações gravimétricas e depois foi necessário restaurar o platô de 

Bouguer no grid interpolado. 

A Figura 46 ilustra a distribuição da anomalias residuais de Bouguer para as 

áreas estudadas. 

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 46. Anomalias Residual Bouguer 

 

Como se verifica, pela comparação com a Figura 45, as anomalias residuais de 

Bouguer são mais suaves do que as anomalias residuais de Faye.  
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4.2.1.6.7 Anomalias residuais de Rudzki 
 

No cálculo da correção de Rudski substitui-se a correção de Bouguer pela de 

Rudzki e, segundo Bajracharya (2003), a equação 110 toma a forma: 

 

 ∆݃௥௘௦ = ∆݃஺௥௅௜௩௥௘ − − �ܥ ∆݃ெீீ (116) 

 

A determinação da correção de Rudzki, ܥ� , foi realizada com o auxílio do 

programa “Rudzki” disponibilizado pelo International Service for the Geoid (ISG). 

As anomalias residuais de Rudzki estão ilustradas na Figura 47.  

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 47. Anomalias Residuais Rudzki 

 

Como se pode notar, comparando as Figuras 46 e 47, os valores das anomalias 

residuais de Rudzki e de Bouguer para a área 1 são muito semelhantes, no entanto, 

para a área 2 existem diferenças significativas. Provavelmente isso ocorre devido a 

maior variação do relevo e da geologia. 

 

4.2.1.7 – Avaliação dos dados de anomalias residuais de Faye usando a 
colocação por mínimos quadrados 

 

Antes de se aplicar uma análise matemática para a análise dos dados de 

anomalias residuais é importante que se faça uma avaliação visual. Como a suavidade 
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do campo de gravidade é maior depois da remoção da alta e da baixa frequência, 

grandes discrepâncias podem ser consideradas como erros. Pontos de uma mapa de 

anomalia residual como depressões ou elevações abruptas devem ser considerados 

como suspeitos. A Figura 48 foi utilizada para verificar as duas situações mais 

discrepantes, ou seja, quando as observações do primeiro quantil se encontravam 

misturados com valores do quarto quantil. Para a Área 1 verifica-se uma separação 

bem definida entre os diferentes quantiles com exceção para uma pequena 

concentração de valores ao sul da referida área. Já para a Área 2 verifica-se uma 

maior mistura de valores na região sudoeste da área estudada o que sugere avaliá-la 

matematicamente. Depois da verificação visual, Figura 48, foi aplicada duas 

avaliações matemáticas. Neste caso, priorizou-se modelos mais robustos que 

empregam funções de variância ou covariância, como por exemplo, a colocação por 

mínimos quadrados e a geoestatistica. 

 

Área 1 Área 2 

  

Figura 48. Ordenamento da anomalia de Faye residual em quantis para as Áreas 1 e 

2 

Segundo Tziavos et al. (2005), a detecção de erros grosseiros com a CMQ 

segue as seguintes etapas: 

1. Dividir da área em grids retangulares com tamanhos compatíveis com o 

modelo matemático adotado; 

2. Para cada grid verificar se os dados se distribuam de forma homogênea; 
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3. Usar a CMQ tendo como entrada os valores “observados” de anomalia 

residual e predizer os valores das anomalias nos pontos de observação; 

4. Estimar o módulo da diferença entre os valores originais e os preditos; 

5. Se o módulo da diferença entre o valor observado e predito, |Δ݃௢௕௦ −Δ݃௣௥௘ௗ|, for maior que um limiar, ݇√�ଶ(Δ݃௢௕௦ − Δ݃௣௥௘ௗ) + �ଶΔ݃௢௕௦, então, a 

observação em questão é considerada suspeita de conter erro grosseiro e 

pode ser eliminada. Onde, Δ݃௢௕௦ é o valor da anomalia residual, Δ݃௣௥௘ௗ é o 

valor da anomalia residual predita, �ଶ(Δ݃௢௕௦ − Δ݃௣௥௘ௗ) é a estimativa do 

erro quadrado médio da diferença entre a anomalia reduzida observada e a 

predita, �ଶΔ݃ é a variância da observação Δ݃௢௕௦ e k é uma constante que 

varia de 2 a 5 dependendo do rigor aplicado na análise. 

Para este trabalho seguiu-se a metodologia proposta por Tziavos et al., 2005. 

Adotou-se para o conjunto de observações o desvio padrão de +-5mGal e para k o 

valor de 2. 

Para a realização das etapas delineadas anteriormente foram utilizados os 

módulos EMPCOV, COVFIT, GEOGRID e GEOIP do pacote GRAVSOFT. 

Com a aplicação do módulo (EMPCOV) obteve-se a função covariância 

empírica, dada pela equação 117: 

 

,ሺܸܱ߰ܥ  ,௠ݎ ௠ሻݎ = ͳܯ ∑ Δ݃ሺܲሻΔ݃ሺܳሻெ
௡=ଵ  

(117) 

 

Onde M é o número de produtos de um intervalo de amostragem, ݎ௠ é a altitude média 

e ߰ é a distância esférica entre os pontos P e Q. Os resultados são: o limite da área, 

latitudes e longitudes máximas e mínimas, o espaçamento médio, a altitude média, a 

variância à altitude média e a distância de correlação, ou seja, aquela correspondente 

à 50% da variância. Todos esses parâmetros são usados no ajuste do modelo 

analítico, com exceção da distância de correlação usada no GEOGRID. 

Com o módulo COVFIT foi realizado o ajuste de um modelo local de covariância 

analítico. Na aplicação deste programa se usa um modelo de variância por grau do 

tipo 2 (TSCHERNING e RAPP1974), dada por: 
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 �௡ଶ = ሺ݊ܣ − ͳሻ ∙ ሺ݊ − ʹሻ ∙ ሺ݊ + Ͷሻ ∙ (ܴ஻ܴ̅)ଶ௡+ଶ
 

(118) 

 

Onde n é o grau, ܣ é uma constante, ܴ஻ é o raio da esfera de Bjerhammar e ܴ̅ 

é o raio médio da esfera. O resultado do COVFIT são: o fator de escala (), a 

profundidade da esfera de Bjerhammar ( ܴ̅ − ܴ஻ ) e a variância da anomalia da 

gravidade à altitude zero, denominada de VARG. Estes fatores são utilizados no 

programa GEOCOL para realizar a colocação. O resultado final da aplicação dos 

módulos EMPCOV e COVFIT para as anomalias residuais EIGEN6C4 grau 200 estão 

representados nas Figuras 49 e 50. 

 

 

Figura 49. Funções covariâncias empírica e analítica ajustada para a área 1 
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Figura 50. Funções covariâncias empírica e analítica ajustada para a área 2 

 

Com o módulo GEOGRID gera-se uma malha regular usando a colocação por 

mínimos quadrados. Cada ponto da malha tem seu valor predito a partir de um 

determinado número de observações vizinhas a ele. Se os valores vizinhos são 

menores do que aquele no ponto de cálculo o programa funciona como um filtro de 

passa baixa caso contrário, de passa alta. Neste programa, se for necessário, é 

possível remover a tendência média, linear em x e y, polinomial de segundo e terceiro 

grau e ainda remover os quatro parâmetros de deslocamento do datum. Depois de 

executado o GEOGRID, aplicando a distância de correlação de 7,7’, 

aproximadamente 15,4 km para área 1 e 14,70’, aproximadamente 27,3 km, para a 

área 2 e fixando o RMS em 0,5 mGal para os resíduos da área 1 e 0,45 mGal para os 

resíduos da área 2, foram obtidos os resultados apresentados na Tabela 6: 

 

Tabela 6. Resultado da predição por CMQ usando o GEOGRID 
Área  Mínimo 

(mGal) 

Máximo 

(mGal) 

Média 

(mGal) 

Desvio Padrão 

(mGal) 

1 Observações -83,636 58,137 1,148 13,849 

Predição -82,430 58,100 0,230 14,480 

2 Observações -70,206 125,976 -5,890 23,212 

Predição -70,510 126,020 -1,780 19,400 
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Para verificar a qualidade da malha obtida usa-se o GEOIP.  Este programa 

fornece a diferença entre o valor predito e o observado para cada ponto de anomalia 

residual. 

Ao final deste processo, foram detectados 144 observações suspeitas de conter 

erros grosseiros para a área 1 e 250 observações com erros grosseiros para a área 

2, conforme condição estabelecida pela equação 119. Os resultados apresentados na 

Tabela 7 foram obtidos depois da retirada dos erros grosseiros.  

 

 |Δ݃௢௕௦ − Δ݃௣௥௘ௗ| > ݇√�ଶ(Δ݃௢௕௦ − Δ݃௣௥௘ௗ) + �ଶΔ݃௢௕௦ 
(119) 

 
Tabela 7. Resultado da predição por CMQ usando o GEOGRID depois da retirada dos 
erros grosseiros 

Área  Mínimo 

(mGal) 

Máximo 

(mGal) 

Média 

(mGal) 

Desvio Padrão 

(mGal) 

1 Observações -82,636 58,137 1,100 13,270 

Predição -82,060 57,740 0,350 13,900 

2 Observações -64,180 125,976 -6,631 22,978 

Predição -62,180 126,320 -2,240 19,290 

 

Ao analisar as tabelas 6 e 7 verifica-se que não ocorreu alteração significativa 

nos valores preditos após a retirada dos erros grosseiros para as área 1 e 2. 

 

4.2.1.8 – Validação dos dados de anomalias residuais de Faye usando a 
geoestatistica 

 

A partir do conjunto de anomalias residuais, Figura 48, foram realizadas: a 

análise exploratória básica e espacial, a análise variográfica, o semivariograma 

onmidirecional e o ajuste do modelo teórico. 

Os resultados apresentados na primeira linha da tabela 8 são referentes às 

anomalias residuais da Área 1. A média para os dados é de 1,147 mGal, valor mínimo 

de –83,636 mGal e máximo de 58,137 mGal, resultando numa amplitude de variação 

de 141,773 (Max-Min) e dispersão entorno da média, Coeficiente de Variação (CV) de 

1206,784%, indicando alta dispersão dos dados (PIMENTEL e GOMES, 1985). O 

valor de curtose e de assimetria evidenciam o formato leptocúrtico e assimétrico 



 

101 
 

negativo do histograma, Figura 51. O gráfico Quantitl-Quantil (QQ), dessa mesma 

figura, comprova a não normalidade dos dados. 

Na análise exploratória básica dos dados de anomalia residual para a Área 2, 

segunda linha da tabela 8, verifica-se média de -5,890 mGal para a anomalia residual, 

valor mínimo de -70,206 mGal e máximo de 125,976 mGal, resultando numa 

amplitude de variação de 196,182 (Max-Min) e dispersão entorno da média, 

Coeficiente de Variação (CV) de -394,080%. O valor de curtose, 3,224, ilustra bem o 

histograma da Figura 52, ou seja, representa uma curva leptocúrtica. Já a curva é 

assimétrica positiva fraca, conforme coeficiente de assimetria de 0,026. Na Figura 55 

o gráfico QQ evidencia a não normalidade dos dados. 

 

Tabela 8. Estatística descritiva das anomalias residuais (EIGEN6C4 grau200) 
Anomalias 

Residuais 

Média 

(mGal) 

Mínimo 

(mGal) 

Máximo 

(mGal) 

Variância 

(mGal)² 

Desvio 

Padrão 

CV 

 

Curt 

 

Ass 

 

Área 1 1,147 -83,636 58,137 191,792 13,849 1206,784 5,720 -0,370 

Área 2 -5,890 -70,206 125,976 538,800 23,212 -394,080 3,224 0,026 

 

 

 

 

Figura 51. Histograma e gráfico QQ para os dados de anomalia residual – Área 1 
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Figura 52. Histograma e gráfico QQ para os dados de anomalia residual – Área 2 

 

Para as duas áreas estudadas verifica-se a não presença de tendência nos 

dados de anomalia residual, nem para a direção Leste-Oeste nem para a direção 

Norte-Sul, como mostra a Figura 53.  

 

  

Figura 53. Linhas de tendência para as anomalias residuais das áreas 1 e 2 

 

Os semivariogramas omnidirecionais para as áreas 1 e 2, análise variográfica, 

estão apresentados nas figuras 54 e 55. A utilização deste recurso permite verificar 

se há ou não dependência espacial, hipótese intrínseca da teoria das variáveis 

regionalizadas, ou ainda, examinar se as variáveis em estudo são dependentes ou 

independentes entre si (LANDIM et al., 2002). 
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Figura 54. Semivariograma omnidirecional para as amostras de anomalia residual 

 

O semivariograma omnidirecional da Figura 54 foi elaborado aplicando-se a 

krigagem ordinária. O modelo teórico adotado foi o Gaussiano com os seguintes 

características: 79,607 mGal² para o efeito pepita, variância estrutural de 104,28 

mGal² e alcance de aproximadamente 80060,3 metros. A soma do efeito pepita e da 

variância estrutural está muito próximo da variância dos dados para a área 1, de 

191,792 mGal², conforme Tabela 8. Isso mostra que há consistência no modelo 

adotado. 

 

Figura 55. Semivariograma omnidirecional para as amostras de anomalia residual 
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O semivariograma omnidirecional da Figura 55 também foi elaborado a partir 

da krigagem ordinária. O modelo teórico adotado foi o gaussiano resultando em um 

efeito pepita de 25,812 mGal², alcance de 40110,2 metros e variância estrutural de 

518,60 mGal². Verifica-se que o resultado da soma de 25,812mGal² e 518,60 mGal² é 

um valor muito próximo da variância de 538,80mGal² para os dados da área 2, como 

mostra a Tabela 8.  

Para quantificar as incertezas no processo de predição foi utilizada a validação 

cruzada. Assim, foram obtidas para cada valor de anomalia residual “observada” um 

valor predito que leva em consideração a variabilidade espacial em função das 

distancias entre os pontos amostrados conforme o variograma correspondente. A 

partir do conhecimento dos valores observados e preditos pode-se determinar: o erro 

médio (EM), raiz quadrada do erro médio (RMS), raiz quadrada do erro médio 

padronizado (RMSS), o coeficientes “a” e o intercepto “b” da reta resultante da 

regressão linear entre os valores observados e preditos, Figura 56. Esses resultados 

estatísticos avaliam a qualidade da predição para as duas amostras de anomalia 

residual e estão apresentados na Tabela 9. 

Tabela 9. Resultados da validação cruzada para krigagem ordinária 
Anomalias 

Residuais 

RMS (mGal) EM (mGal) RMSS “a” “b”(mGal) 

Área 1 6,269 -0,049 0,675 0,741 0,285 

Área 2 7,659 0,142 1,300 0,924 -0,164 
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Figura 56. Resultado da validação cruzada paras as anomalias residuais para as duas 

áreas 

Na análise dos resultados apresentados na tabela 9 verifica-se que os valores 

do RMS são semelhantes para as duas áreas estudadas e nos dois casos o valor do 

coeficiente “a” ficou próximo da unidade mostrando que o modelo foi bem ajustado e 

é um bom estimador. Outro parâmetro importante é o RMSS. No caso da área 1 se 

está superestimando a variabilidade da predição, RMSS<1, enquanto para a área 2 

se está subestimando a variabilidade da predição, RMSS>1. 

A partir da aplicação dos métodos de predição foi determinado o erro absoluto 

entre o valor predito e o observado e também sua variância. Com o uso destes valores 

pode-se detectar valores suspeitos de conter erros grosseiros conforme equação 119. 

Assim, do total de 8257 observações da área 1, 395 amostras foram consideradas 

suspeitas de possuírem erros grosseiro e para a área 2, do total de 8049 observações, 

346 foram consideradas amostras suspeitas de conterem erros grosseiros. Esses 

valores foram retirados para ser aplicada nova estimação com a CMQ e com a 

geoestatística. 

 

4.2.1.9 – Cálculo do valor do N-residual usando as anomalias de Faye 
 

Para calcular o valor da ondulação geoidal residual, Nres utiliza-se a integral de 

Stokes aplicada sobre uma malha regular com valores das anomalias residuais 
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interpoladas. Na Tabela 10 estão os resultados para Nres usando o total de 8257 

observações. 

 

Tabela 10. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto completo de anomalias Faye residuais interpoladas com a CMQ e com a 
geoestatística para a Área 1. 

Estacao 
 Latitude Longitude 

N_residual (m)  
krigagem 

N_residual (m) 
CMQ 

3096T -22,28523956 -49,49150672 0,352 0,353 

3096C -22,21803308 -49,69218044 0,505 0,501 

3095U -22,22617369 -49,79195347 0,471 0,470 

3128J -22,20926689 -49,96347419 0,282 0,278 

3245V -22,29973756 -50,02583825 0,133 0,130 

3245G -22,43186619 -50,20997586 -0,045 -0,046 

3245B -22,52526183 -50,28872217 -0,140 -0,143 

3244V -22,59912694 -50,36430489 -0,139 -0,139 

3057C -22,69558067 -50,29274286 -0,117 -0,117 

3056U -22,74815686 -50,18675481 -0,015 -0,016 

3056M -22,80818911 -50,07308731 0,071 0,072 

3055F -22,99297936 -49,86527836 0,097 0,099 

1586A -23,04041731 -50,07441939 -0,082 -0,079 

1586X -23,11626353 -50,37355397 -0,083 -0,095 

1586L -23,05231364 -50,22972961 -0,181 -0,182 

1591U -23,16082461 -49,97517500 -0,011 -0,005 

3054N -23,04602594 -49,70349208 0,240 0,241 

3054H -23,05439958 -49,62629411 0,294 0,297 

3031Z -23,17377944 -49,53488939 0,331 0,337 

3032D -23,13143594 -49,49645544 0,310 0,314 

3077G -22,73169208 -49,46233578 0,238 0,241 

IAG_ASSIS -22,66209700 -50,42082700 -0,159 -0,159 

IAG_SALTGRAN -22,89296000 -49,98613600 0,059 0,060 

IAG_BERNC -23,09981300 -49,49385800 0,328 0,331 

IAG_UBIRA -22,52427900 -49,66386500 0,261 0,261 

3097R -22,33520592 -49,18762106 -0,013 -0,015 

3097H -22,33693947 -49,29363361 0,107 0,107 

3097C -22,32902322 -49,38996494 0,241 0,241 

 

Comparando-se os resultados da ondulação residual apresentados na Tabela 

10 verifica-se que, independentemente do método de predição adotado, os valores 

residuais da ondulação geoidal são muito semelhantes. Para os dois conjuntos de 

dados, 8257 observações, obteve-se valor mínimo de -0,180 m, máximo de 0,500 m 

e média de 0,100 metros para Nres. 
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Tabela 11. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto suavizado de anomalias Faye residuais interpoladas com a CMQ e com a 
geoestatística para a Área 1. 

Estacao Latitude Longitude 
N_residual (m)  

Krigagem 
N_residual (m) 

CMQ 
3096T -22,28523956 -49,49150672 0,397 0,352 

3096C -22,21803308 -49,69218044 0,513 0,504 

3095U -22,22617369 -49,79195347 0,460 0,471 

3128J -22,20926689 -49,96347419 0,321 0,280 

3245V -22,29973756 -50,02583825 0,170 0,132 

3245G -22,43186619 -50,20997586 -0,072 -0,045 

3245B -22,52526183 -50,28872217 -0,124 -0,141 

3244V -22,59912694 -50,36430489 -0,150 -0,138 

3057C -22,69558067 -50,29274286 -0,142 -0,117 

3056U -22,74815686 -50,18675481 -0,058 -0,016 

3056M -22,80818911 -50,07308731 0,018 0,071 

3055F -22,99297936 -49,86527836 0,108 0,095 

1586A -23,04041731 -50,07441939 -0,055 -0,084 

1586X -23,11626353 -50,37355397 -0,124 -0,087 

1586L -23,05231364 -50,22972961 -0,182 -0,186 

1591U -23,16082461 -49,97517500 0,023 -0,012 

3054N -23,04602594 -49,70349208 0,254 0,236 

3054H -23,05439958 -49,62629411 0,296 0,293 

3031Z -23,17377944 -49,53488939 0,356 0,328 

3032D -23,13143594 -49,49645544 0,369 0,309 

3077G -22,73169208 -49,46233578 0,294 0,239 

IAG_ASSIS -22,66209700 -50,42082700 -0,176 -0,158 

IAG_SALTGRAN -22,89296000 -49,98613600 0,049 0,057 

IAG_BERNC -23,09981300 -49,49385800 0,376 0,327 

IAG_UBIRA -22,52427900 -49,66386500 0,309 0,260 

3097R -22,33520592 -49,18762106 -0,017 -0,013 

3097H -22,33693947 -49,29363361 0,125 0,106 

3097C -22,32902322 -49,38996494 0,266 0,240 

 

Da Tabela 11 verifica-se que para as anomalias residuais de Faye, retirados os 

valores considerados suspeitos de conter erros grosseiros, foi obtida ondulação 

geoidal residual mínima de -0,182 m e - 0,186 m, valores máximos de 0,513 m e 0,504 

m e média de 0,128 m e 0,117 m para os dois métodos Krigagem e CMQ, 

respectivamente   

Na comparação entre os resultados apresentados nas Tabelas 10 e 11 verifica-

se que a maior variação de Nres, depois da retirada dos valores considerados como 
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suspeitos de erros grosseiros para a área 1, ocorreu entre os valores obtidos pela 

krigagem.  

Os resultados para a área 2 estão apresentados nas tabelas 12 e 13.  

 

Tabela 11. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto completo de anomalias Faye residuais interpoladas com a CMQ e com a 
geoestatística para a Área 2. 

Estacao Latitude Longitude 
N_residual (m)  

krigagem 
N_residual (m) 

CMQ 
3300G -21,26572380 -44,96267044 -0,639 -0,620 

3049U -21,15805800 -45,00963933 -0,567 -0,546 

3042T -21,19127752 -45,06251666 -0,486 -0,527 

3042U -21,18764541 -45,05917300 -0,473 -0,491 

3045G -21,21818775 -45,12792083 -0,369 -0,388 

2386N -21,22981036 -45,25125952 -0,090 -0,105 

2386V -21,17803511 -45,26687225 -0,063 -0,099 

3045B -21,23961700 -45,21950625 -0,167 -0,170 

2386B -21,24319708 -45,41328236 0,238 0,180 

2389M -21,18983286 -45,44084191 0,214 0,197 

2386G -21,24174861 -45,32184886 0,070 0,042 

2385T -21,24987161 -45,50639133 0,314 0,256 

3257M -21,18984247 -45,53109250 0,274 0,237 

2385G -21,37132997 -45,48975583 0,340 0,300 

2384U -21,47824697 -45,50420672 0,338 0,320 

2384J -21,56513169 -45,43702477 0,233 0,223 

2384D -21,63008727 -45,41080380 0,033 0,049 

2383Z -21,66242111 -45,34742011 -0,181 -0,181 

3317A -21,42469061 -45,94772844 0,381 0,371 

3316S -21,54825711 -45,92970925 0,418 0,425 

3316M -21,62813372 -45,92021216 0,227 0,229 

3316H -21,69052897 -45,89896094 0,043 0,050 

2805E -21,80680830 -45,42474275 -0,469 -0,541 

2805F -21,82497761 -45,41489041 -0,550 -0,527 

111Z -21,85287455 -45,29563077 -0,612 -0,592 

2804E -22,04327297 -45,69972297 -1,101 -1,096 

IAG -21,42856900 -45,94724800 0,388 0,380 

IAG -21,68348000 -45,26494100 -0,358 -0,357 

IAG -21,23041300 -45,04294500 -0,488 -0,485 

 

Nos resultados da Tabela 12 verificam-se valores mínimos de Nres de -1,101 m 

e -1,096 m, máximos de 0,418 m e 0,425 m e desvio da média de -0,107 m e -0,119 

m para a Krigagem e a CMQ, respectivamente. Entre os dois métodos verifica-se que 
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a diferença máxima de ondulação residual, em termos absolutos, foi de 0,070 metros 

com valor média da diferença absoluta de 0,046 metros.  

 

Tabela 13. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto suavizado de anomalias Faye residuais interpoladas com a CMQ e com a 
geoestatística para a Área 2. 

Estacao Latitude Longitude 
N_residual (m)  

GeoFis 
N_residual (m) 

CMQ 

3300G -21,26572380 -44,96267044 -0,657 -0,640 

3049U -21,15805800 -45,00963933 -0,574 -0,556 

3042T -21,19127752 -45,06251666 -0,492 -0,541 

3042U -21,18764541 -45,05917300 -0,479 -0,503 

3045G -21,21818775 -45,12792083 -0,376 -0,391 

2386N -21,22981036 -45,25125952 -0,098 -0,106 

2386V -21,17803511 -45,26687225 -0,070 -0,102 

3045B -21,23961700 -45,21950625 -0,174 -0,170 

2386B -21,24319708 -45,41328236 0,221 0,197 

2389M -21,18983286 -45,44084191 0,202 0,220 

2386G -21,24174861 -45,32184886 0,057 0,049 

2385T -21,24987161 -45,50639133 0,296 0,294 

3257M -21,18984247 -45,53109250 0,260 0,276 

2385G -21,37132997 -45,48975583 0,311 0,306 

2384U -21,47824697 -45,50420672 0,303 0,325 

2384J -21,56513169 -45,43702477 0,184 0,247 

2384D -21,63008727 -45,41080380 -0,025 0,059 

2383Z -21,66242111 -45,34742011 -0,229 -0,180 

3317A -21,42469061 -45,94772844 0,382 0,390 

3316S -21,54825711 -45,92970925 0,409 0,433 

3316M -21,62813372 -45,92021216 0,215 0,224 

3316H -21,69052897 -45,89896094 0,027 0,052 

2805E -21,80680830 -45,42474275 -0,523 -0,541 

2805F -21,82497761 -45,41489041 -0,604 -0,533 

111Z -21,85287455 -45,29563077 -0,664 -0,598 

2804E -22,04327297 -45,69972297 -1,164 -1,100 

IAG -21,42856900 -45,94724800 0,389 0,397 

IAG -21,68348000 -45,26494100 -0,397 -0,359 

IAG -21,23041300 -45,04294500 -0,499 -0,487 

 

Os dados da Tabela 13 mostram valores mínimos de -1,164 m e -1,100 m, 

máximos de 0,409 m e 0,433 m e média de -0,130 m e -0,115 m para a Krigagem e a 

CMQ, respectivamente.  Verifica-se ainda que a maior discrepância entre o valor 
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obtido pela CMQ e pela geoestatística é de 0,084 metros e que a média das diferenças 

absolutas entre os resultados obtidos pelos dois métodos é de 0,058 metros.  

Conforme se verifica nos resultados apresentados nas tabelas 10, 11, 12 e 13 

os dois métodos de predição, a CMQ e a geoestatística, são ferramentas que 

apresentam resultados semelhantes na preparação da malha regular de anomalias 

residuais de Faye estimadas para a determinação da ondulação residual. 

 

4.2.1.10 – Cálculo do valor do N-residual usando as anomalias residuais de 
Bouguer e Rudzki 

 

Diante dos resultados obtidos nos itens 4.2.1. 7, 4.2.1.8 e 4.2.19 constatou-se 

que a geoestatística é capaz de detectar com maior rigor as observações 

consideradas suspeitas. Verificou-se também que, tanto para os dados completos 

quanto para aqueles sem observações suspeitas de erros grosseiros, todos os 

pressupostos importantes para este método são atendidos, não normalidade dos 

dados, a inexistência de tendência e, de forma clara, a dependência espacial 

conforme se percebe nos semivariogramas omnidirecionais às Figuras 54 e 55. Diante 

do exposto, para as anomalias residuais de Bouguer e Rudzki, optou-se por adotar a 

estimação por geoestatísitica e de se usar todos os dados.  

Na Tabela 14 estão os resultados de Nres da área 1 para o total de 8257 

observações e aplicação da geoestatistica como método de predição. 

 
Tabela 14. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto de anomalias de Bouguer e Rudzki residuais preditas com a geoestatística 
para a Área 1. 

Estacao 
 Latitude Longitude 

N_residual (m)  
Bouguer 

N_residual (m) 
Rudzki 

3096T -22,28523956 -49,49150672 0,251 0,224 

3096C -22,21803308 -49,69218044 0,376 0,336 

3095U -22,22617369 -49,79195347 0,333 0,291 

3128J -22,20926689 -49,96347419 0,199 0,128 

3245V -22,29973756 -50,02583825 0,056 0,010 

3245G -22,43186619 -50,20997586 -0,137 -0,160 

3245B -22,52526183 -50,28872217 -0,221 -0,193 

3244V -22,59912694 -50,36430489 -0,240 -0,212 

3057C -22,69558067 -50,29274286 -0,215 -0,175 

3056U -22,74815686 -50,18675481 -0,109 -0,086 

3056M -22,80818911 -50,07308731 -0,057 -0,016 
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3055F -22,99297936 -49,86527836 -0,043 0,049 

1586A -23,04041731 -50,07441939 -0,161 -0,110 

1586X -23,11626353 -50,37355397 -0,040 -0,125 

1586L -23,05231364 -50,22972961 -0,232 -0,221 

1591U -23,16082461 -49,97517500 -0,116 -0,059 

3054N -23,04602594 -49,70349208 0,094 0,179 

3054H -23,05439958 -49,62629411 0,117 0,212 

3031Z -23,17377944 -49,53488939 0,178 0,256 

3032D -23,13143594 -49,49645544 0,141 0,255 

3077G -22,73169208 -49,46233578 0,083 0,168 

IAG_ASSIS -22,66209700 -50,42082700 -0,231 -0,224 

IAG_SALTGRAN -22,89296000 -49,98613600 -0,065 0,006 

IAG_BERNC -23,09981300 -49,49385800 0,142 0,264 

IAG_UBIRA -22,52427900 -49,66386500 0,135 0,189 

3097R -22,33520592 -49,18762106 -0,101 -0,066 

3097H -22,33693947 -49,29363361 0,012 0,028 

3097C -22,32902322 -49,38996494 0,129 0,126 

 

Na análise dos resultados da Tabela 14 foram obtidas para a diferença absoluta 

entre o N_residual de Bouguer e o de Rudzki o valor mínimo de 0,003 m, máximo de 

0,122 m e média de 0,053 m. Embora a discrepância máxima seja de 12 cm a média 

mostra boa aderência entre as duas reduções aplicadas para a área 1. Ainda pela 

Tabela 14 verifica-se valores de N_residual máximos de 0,510 m e 0,520 m e média 

de 0,183 m e 0,159 m para Bouguer e Rudzki, respectivamente. 

 

Tabela 15. Ondulação residual calculada pelo programa GeoFis 1.0 usando o 
conjunto de anomalias de Bouguer e Rudzki residuais preditas com a geoestatística 
para a Área 2. 

Estacao Latitude Longitude 
N_residual (m)  

Bouguer 
N_residual (m) 

Rudzki 
3300G -21,26572380 -44,96267044 -0,414 0,173 

3049U -21,15805800 -45,00963933 -0,403 0,141 

3042T -21,19127752 -45,06251666 -0,365 0,072 

3042U -21,18764541 -45,05917300 -0,354 0,078 

3045G -21,21818775 -45,12792083 -0,283 0,058 

2386N -21,22981036 -45,25125952 -0,117 0,088 

2386V -21,17803511 -45,26687225 -0,154 0,020 

3045B -21,23961700 -45,21950625 -0,145 0,110 

2386B -21,24319708 -45,41328236 0,144 0,164 

2389M -21,18983286 -45,44084191 0,095 0,071 

2386G -21,24174861 -45,32184886 -0,004 0,138 

2385T -21,24987161 -45,50639133 0,189 0,169 
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3257M -21,18984247 -45,53109250 0,128 0,055 

2385G -21,37132997 -45,48975583 0,285 0,342 

2384U -21,47824697 -45,50420672 0,310 0,492 

2384J -21,56513169 -45,43702477 0,284 0,570 

2384D -21,63008727 -45,41080380 0,115 0,479 

2383Z -21,66242111 -45,34742011 -0,094 0,362 

3317A -21,42469061 -45,94772844 0,261 0,453 

3316S -21,54825711 -45,92970925 0,325 0,692 

3316M -21,62813372 -45,92021216 0,112 0,576 

3316H -21,69052897 -45,89896094 -0,095 0,460 

2805E -21,80680830 -45,42474275 -0,289 0,267 

2805F -21,82497761 -45,41489041 -0,360 0,270 

111Z -21,85287455 -45,29563077 -0,484 0,227 

2804E -22,04327297 -45,69972297 -0,762 0,220 

IAG -21,42856900 -45,94724800 0,269 0,472 

IAG -21,68348000 -45,26494100 -0,274 0,227 

IAG -21,23041300 -45,04294500 -0,337 0,129 

 

Da Tabela 15 derivam os resultados da anomalia residual de Bouguer e Rudzki 

para a área 2.  Foram obtidos valores absolutos mínimos de 0,762 m e 0,020 m, 

máximos de 0,325 m e 0,692 m e média de 0,083 m e 0,261 m para os respectivos 

métodos. Diferentemente dos resultados para a área 1, aqui ocorreu significativa 

diferença na aplicação dos dois métodos de redução. 

4.2.3 – Cálculo do valor do N usando os coeficientes do MGG EIGEN6C4 grau 
200 

 

Os valores da ondulação geoidal, derivados dos coeficientes do modelo 

geopotencial global EIGEN6C4 grau 200, estão discriminados na Tabela 16, área 1, e 

Tabela 17, área 2. 

  

Tabela 16. Valores da ondulação geoidal na área 1 para o modelo geopotencial  
Estações 
 

Latitude 
(graus) 

Longitude 
(graus) 

Altitude 
(metros) 

 NMGG 
(metros) 

3096T -22,285239560 -49,491506720 626,8638  -6,160 

3096C -22,218033080 -49,692180440 649,836  -6,244 

3095U -22,226173690 -49,791953470 619,4512  -6,225 

3128J -22,209266890 -49,963474190 650,0697  -6,202 

3245V -22,299737560 -50,025838250 443,8416  -6,099 

3245G -22,431866190 -50,209975860 679,186  -5,913 

3245B -22,525261830 -50,288722170 536,4583  -5,792 

3244V -22,599126940 -50,364304890 534,2072  -5,678 
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3057C -22,695580670 -50,292742860 492,3694  -5,613 

3056U -22,748156860 -50,186754810 531,6773  -5,596 

3056M -22,808189110 -50,073087310 484,002  -5,545 

3055F -22,992979360 -49,865278360 474,8591  -5,200 

1586A -23,040417310 -50,074419390 442,5542  -5,053 

1586X -23,116263530 -50,373553970 412,8897  -4,727 

1586L -23,052313640 -50,229729610 478,9768  -4,975 

1591U -23,160824610 -49,975175000 488,3228  -4,698 

3054N -23,046025940 -49,703492080 552,5101  -5,055 

3054H -23,054399580 -49,626294110 574,4615  -5,023 

3031Z -23,173779440 -49,534889390 616,0661  -4,658 

3032D -23,131435940 -49,496455440 505,8987  -4,788 

3077G -22,731692080 -49,462335780 561,5759  -5,615 

IAG_ASSIS -22,662097000 -50,420827000 569,725  -5,575 

IAG_SALTGRAND -22,892960000 -49,986136000 396,857  -5,412 

IAG_BERNC -23,099813000 -49,493858000 638,334  -4,879 

IAG_UBIRAJARA -22,524279000 -49,663865000 482,587  -5,921 

3097R_FORA -22,335205920 -49,187621060 468,4059  -6,041 

3097H_FORA -22,336939470 -49,293633610 568,1735  -6,060 

3097C_FORA -22,329023220 -49,389964940 601,8702  -6,091 

 

Tabela 17. Valores da ondulação geoidal na área 2 para o modelo geopotencial  
Estações 
 

Latitude 
(graus) 

Longitude 
(graus) 

Altitude 
(metros) 

 NMGG 
(metros) 

3300G -21,26572380560 -44,96267044440 896,30670 892,800 -3,492 

3049U -21,15805800000 -45,00963933330 895,27490 891,270 -3,779 

3042T -21,19127752780 -45,06251666670 792,47050 788,310 -3,86 

3042U -21,18764541670 -45,05917300000 808,50850 804,740 -3,858 

3045G -21,21818775000 -45,12792083330 849,23180 845,090 -3,975 

2386N -21,22981036110 -45,25125952780 803,95910 799,850 -4,241 

2386V -21,17803511110 -45,26687225000 806,26020 802,040 -4,398 

3045B -21,23961700000 -45,21950625000 872,22660 868,190 -4,148 

2386B -21,24319708330 -45,41328236110 881,38170 877,200 -4,527 

2389M -21,18983286110 -45,44084191670 850,17830 845,800 -4,721 

2386G -21,24174861110 -45,32184886110 827,88240 823,930 -4,362 

2385T -21,24987161110 -45,50639133330 828,78450 824,610 -4,649 

3257M -21,18984247220 -45,53109250000 805,17720 800,850 -4,858 

2385G -21,37132997220 -45,48975583330 920,60660 916,850 -4,271 

2384U -21,47824697220 -45,50420672220 836,11140 833,000 -3,969 

2384J -21,56513169440 -45,43702477780 917,72320 914,470 -3,662 

2384D -21,63008727780 -45,41080380560 881,21200 877,940 -3,464 

2383Z -21,66242111110 -45,34742011110 844,99450 841,700 -3,336 

3317A -21,42469061110 -45,94772844440 880,76770 877,060 -4,291 

3316S -21,54825711110 -45,92970925000 887,40900 883,510 -3,892 

3316M -21,62813372220 -45,92021216670 807,54890 804,420 -3,637 

3316H -21,69052897220 -45,89896094440 822,13270 819,020 -3,438 

2805E -21,80680830560 -45,42474275000 876,03680 873,130 -3,015 
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2805F -21,82497761110 -45,41489041670 871,06100 868,130 -2,969 

111Z -21,85287455560 -45,29563077780 950,93380 947,870 -2,885 

2804E -22,04327297220 -45,69972297220 811,28210 808,330 -2,438 

IAG -21,42856900000 -45,94724800000 879,72500 876,120 -4,279 

IAG -21,68348000000 -45,26494100000 884,23500 881,010 -3,225 

IAG -21,23041300000 -45,04294500000 906,68300 902,710 -3,742 

 

Os valores das tabelas 16 e 17 foram obtidos com base na equação 106. Nesta 

equação o termo N0 foi calculado segundo Heiskanen and Moritz (1967): 

 

 ଴ܰ = ∆ܽ − ͳ͵ ܽ∆݂ 
(120) 

 

Onde a é a diferença entre o semi eixo do elipsoide usado na determinação 

do MGG e o semi eixo do elipsoide do modelo de referência, GRS80, e f é a diferença 

entre o achatamento dos dois modelos já citados. 

4.2.4 – Resultados para as componentes do efeito indireto 
 

A distorção no potencial que ocorre devido a remoção das massas faz surgir o 

denominado efeito indireto. A partir do cogeoide, superfície obtida ao término das 

reduções gravimétricas e da ondulação geoidal devido ao efeito indireto, pode-se 

obter o geoide. Esse efeito é determinado pela aplicação da equação de Bruns à 

variação do geopotencial (MARTINEC, VANICEK, 1994): ாܰூ =  ߛ/ܹ߲

O cálculo do efeito indireto, para os pontos de referência, foi realizado usando 

o GeoFis1.0. Nas Tabelas 18 e 19 estão os resultados da ondulação geoidal referente 

à alteração do potencial devido à remoção ou deslocamento das massas.  

 

Tabela 18. Valores da ondulação geoidal na área 1 para o efeito indireto  
Estações 
 

Latitude 
(graus) 

Longitude 
(graus) 

Altitude 
(metros) 

 NEI 
(metros) 

3096T -22,285239560 -49,491506720 626,8638  -0,0155 

3096C -22,218033080 -49,692180440 649,836  -0,0150 

3095U -22,226173690 -49,791953470 619,4512  -0,0149 

3128J -22,209266890 -49,963474190 650,0697  -0,0147 

3245V -22,299737560 -50,025838250 443,8416  -0,0151 

3245G -22,431866190 -50,209975860 679,186  -0,0157 

3245B -22,525261830 -50,288722170 536,4583  -0,0161 

3244V -22,599126940 -50,364304890 534,2072  -0,0164 

3057C -22,695580670 -50,292742860 492,3694  -0,0171 
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3056U -22,748156860 -50,186754810 531,6773  -0,0176 

3056M -22,808189110 -50,073087310 484,002  -0,0181 

3055F -22,992979360 -49,865278360 474,8591  -0,0196 

1586A -23,040417310 -50,074419390 442,5542  -0,0197 

1586X -23,116263530 -50,373553970 412,8897  -0,0198 

1586L -23,052313640 -50,229729610 478,9768  -0,0196 

1591U -23,160824610 -49,975175000 488,3228  -0,0207 

3054N -23,046025940 -49,703492080 552,5101  -0,0201 

3054H -23,054399580 -49,626294110 574,4615  -0,0202 

3031Z -23,173779440 -49,534889390 616,0661  -0,0210 

3032D -23,131435940 -49,496455440 505,8987  -0,0207 

3077G -22,731692080 -49,462335780 561,5759  -0,0180 

IAG_ASSIS -22,662097000 -50,420827000 569,725  -0,0167 

IAG_SALTGRAN -22,892960000 -49,986136000 396,857  -0,0188 

IAG_BERNC -23,099813000 -49,493858000 638,334  -0,0205 

IAG_UBIRAJARA -22,524279000 -49,663865000 482,587  -0,0167 

3097R_FORA -22,335205920 -49,187621060 468,4059  -0,0158 

3097H_FORA -22,336939470 -49,293633610 568,1735  -0,0159 

3097C_FORA -22,329023220 -49,389964940 601,8702  -0,0158 

 

Como se verifica na Tabela 18 os valores obtidos para o efeito indireto na área 

1 não ultrapassam, em termos absolutos, 2,1 cm com média de 1,7 cm. 

 

Tabela 18. Valores da ondulação geoidal na área 2 para o efeito indireto  
Estações 
 

Latitude 
(graus) 

Longitude 
(graus) 

Altitude 
(metros) 

 NMGG 
(metros) 

3300G -21,26572380560 -44,96267044440 896,30670 892,800 -0,056 

3049U -21,15805800000 -45,00963933330 895,27490 891,270 -0,055 

3042T -21,19127752780 -45,06251666670 792,47050 788,310 -0,055 

3042U -21,18764541670 -45,05917300000 808,50850 804,740 -0,055 

3045G -21,21818775000 -45,12792083330 849,23180 845,090 -0,056 

2386N -21,22981036110 -45,25125952780 803,95910 799,850 -0,056 

2386V -21,17803511110 -45,26687225000 806,26020 802,040 -0,055 

3045B -21,23961700000 -45,21950625000 872,22660 868,190 -0,056 

2386B -21,24319708330 -45,41328236110 881,38170 877,200 -0,055 

2389M -21,18983286110 -45,44084191670 850,17830 845,800 -0,055 

2386G -21,24174861110 -45,32184886110 827,88240 823,930 -0,055 

2385T -21,24987161110 -45,50639133330 828,78450 824,610 -0,055 

3257M -21,18984247220 -45,53109250000 805,17720 800,850 -0,054 

2385G -21,37132997220 -45,48975583330 920,60660 916,850 -0,057 

2384U -21,47824697220 -45,50420672220 836,11140 833,000 -0,058 

2384J -21,56513169440 -45,43702477780 917,72320 914,470 -0,059 

2384D -21,63008727780 -45,41080380560 881,21200 877,940 -0,060 

2383Z -21,66242111110 -45,34742011110 844,99450 841,700 -0,061 

3317A -21,42469061110 -45,94772844440 880,76770 877,060 -0,056 

3316S -21,54825711110 -45,92970925000 887,40900 883,510 -0,057 
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3316M -21,62813372220 -45,92021216670 807,54890 804,420 -0,057 

3316H -21,69052897220 -45,89896094440 822,13270 819,020 -0,058 

2805E -21,80680830560 -45,42474275000 876,03680 873,130 -0,063 

2805F -21,82497761110 -45,41489041670 871,06100 868,130 -0,063 

111Z -21,85287455560 -45,29563077780 950,93380 947,870 -0,064 

2804E -22,04327297220 -45,69972297220 811,28210 808,330 -0,063 

IAG -21,42856900000 -45,94724800000 879,72500 876,120 -0,056 

IAG -21,68348000000 -45,26494100000 884,23500 881,010 -0,062 

IAG -21,23041300000 -45,04294500000 906,68300 902,710 -0,056 

 

Para a área 2, Tabela 19, o maior valor absoluto encontrado para o efeito 

indireto foi de 6,4 centímetros e média alcançada foi de 5,8 cm. 

Na análise conjunta dos resultados apresentados nas Tabelas 18 e 19 verifica-

se forte impacto, mais do que 50% de influência, no co-geoide da área 2 em relação 

a área 1. 

 

4.2.5 – Ondulação geoidal para as áreas de estudo 
 

A ondulação geoidal gravimétrica é obtida pela soma das três parcelas, Nres, 

NMGG e NEI. Para avaliar a acurácia da ondulação geoidal gravimétrica pode-se fazer 

uma comparação externa com ondulações geoidais obtidas com GNSS e nivelamento 

geométrico. Em relação a este método a ondulação geométrica do geoide é obtida 

pela diferença entre a altitude geométrica, GNSS, e ortométrica obtida com 

nivelamento geométrico. Vale ressaltar que estas ondulações, diferentemente 

daquelas obtidas a partir de modelos globais, referem-se a um datum vertical local. 

Foram coletados durante campanha de campo 28 posições de controle, GNSS 

sobre RRNN, para a área 1 e 29 para a área 2, distribuídas conforme a rede de 

referência altimétrica brasileira materializada. A distribuição dos pontos de controle, 

GNSS/RRNN, estão apresentadas na Figura 57. 
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Área 1 Área 2 

  

Figura 57. Distribuição de pontos de controle, GNSS/NIVELAMENTO 

 

O programa GeoFis 1.0 permite calcular as parcelas da ondulação geoidal 

diretamente sobre as estações de controle, com exceção da parcela referente ao 

efeito indireto que precisa ser interpolada. Somando-se os valores obtidos para as 

parcelas componentes da ondulação: Nres, NMGG e NEI, pode-se comparar a ondulação 

geoidal total, N, com os valores de referência, NGNSS/NIVEL e NMAPGEO2015. As Tabelas 

20 e 21 mostram as ondulações obtidas para área 1.  
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Tabela 20. Resultado para a ondulação geoidal para a área 1 e o correspondente resíduo. 
Estação MAPGEO 

2015 (m) 
GNSS/ 

NIV 
(m) 

N total (metros) Resíduo (metros) 
Módulo (GNSS/NIVEL–N) 

Resíduo (metros) 
Módulo (MAPGEO–N) 

Faye Bouguer Rudzki 
Faye-
Ref 

Bouguer-
Ref Rudzki-ref 

Faye-
MAPGEO 

Bouguer-
MAPGEO 

Rudzki-
MAPGEO 

3096T -5,87 -5,914 -5,824 -5,909 -5,936 0,090 0,005 0,022 0,046 0,039 0,066 
3096C -5,89 -5,696 -5,754 -5,868 -5,908 0,058 0,172 0,212 0,136 0,022 0,018 
3095U -5,88 -5,521 -5,769 -5,892 -5,934 0,248 0,371 0,413 0,111 0,012 0,054 
3128J -5,95 -6,030 -5,935 -6,003 -6,074 0,095 0,027 0,044 0,015 0,053 0,124 
3245V -5,93 -6,092 -5,981 -6,043 -6,089 0,110 0,049 0,003 0,051 0,113 0,159 
3245G -5,84 -5,546 -5,974 -6,050 -6,073 0,428 0,504 0,527 0,134 0,210 0,233 
3245B -5,72 -5,928 -5,948 -6,013 -5,985 0,020 0,085 0,057 0,228 0,293 0,265 
3244V -5,53 -5,867 -5,833 -5,918 -5,890 0,034 0,051 0,023 0,303 0,388 0,36 
3057C -5,52 -5,759 -5,747 -5,828 -5,788 0,012 0,069 0,029 0,227 0,308 0,268 
3056U -5,39 -5,567 -5,629 -5,705 -5,682 0,061 0,138 0,115 0,239 0,315 0,292 
3056M -5,34 -5,422 -5,492 -5,602 -5,561 0,070 0,180 0,139 0,152 0,262 0,221 
3055F -4,99 -4,909 -5,123 -5,243 -5,151 0,214 0,334 0,242 0,133 0,253 0,161 
1586A -4,88 -4,954 -5,155 -5,214 -5,163 0,201 0,260 0,209 0,275 0,334 0,283 
1586X -4,51 -4,710 -4,830 -4,767 -4,852 0,120 0,057 0,142 0,32 0,257 0,342 
1586L -4,86 -4,987 -5,176 -5,207 -5,196 0,189 0,220 0,209 0,316 0,347 0,336 
1591U -4,49 -4,303 -4,730 -4,814 -4,757 0,427 0,511 0,454 0,240 0,324 0,267 
3054N -4,65 -5,070 -4,835 -4,961 -4,876 0,235 0,109 0,194 0,185 0,311 0,226 
3054H -4,63 -4,532 -4,749 -4,906 -4,811 0,218 0,374 0,280 0,119 0,276 0,181 
3031Z -4,23 -4,286 -4,348 -4,480 -4,402 0,062 0,194 0,116 0,118 0,25 0,172 
3032D -4,39 -4,509 -4,499 -4,647 -4,533 0,010 0,138 0,024 0,109 0,257 0,143 
3077G -5,43 -5,326 -5,395 -5,532 -5,447 0,069 0,206 0,121 0,035 0,102 0,017 
IAG_ASSIS -5,44 -5,849 -5,751 -5,806 -5,799 0,098 0,043 0,050 0,311 0,366 0,359 
IAG_SALTGRAN -5,21 -5,288 -5,372 -5,477 -5,406 0,084 0,189 0,118 0,162 0,267 0,196 
IAG_BERNC -4,50 -4,431 -4,572 -4,737 -4,615 0,140 0,306 0,184 0,072 0,237 0,115 
IAG_UBIRAJARA -5,74 -6,061 -5,677 -5,786 -5,732 0,384 0,275 0,329 0,063 0,046 0,008 
3097R -5,90 -6,036 -6,070 -6,142 -6,107 0,034 0,106 0,071 0,170 0,242 0,207 
3097H -5,91 -5,974 -5,969 -6,048 -6,032 0,005 0,075 0,059 0,059 0,138 0,122 
3097C -5,88 -5,890 -5,866 -5,962 -5,965 0,024 0,072 0,075 0,014 0,082 0,085 
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Na Tabela 21 está o resumo estatístico dos resíduos resultantes da 

comparação entre o geoide gravimétrico calculado com as duas referências 

GNSS/NIVELAMENTO e MAPGEO2015 para a área 1. 

. 

Tabela 21. Resumo estatístico para os resíduos da ondulação geoidal para a área 1. 
  Resíduo (metros) Resíduo (metros)   

 MAPGEO
-NSS/NIV 
 

  Módulo (GNSS/NIV – N) Módulo (MAPGEO– N) 

  

Faye-
Ref 

Bouguer-
Ref 

Rudzki-
ref 

Faye-
MAPGEO 

Bouguer-
MAPGEO 

Rudzki-
MAPGEO 

Máximo 0,428 0,511 0,527 0,320 0,388 0,360 0,420 

Mínimo 0,005 0,005 0,003 0,014 0,012 0,008 0,010 

Média 0,134 0,183 0,159 0,155 0,218 0,189 0,169 

Desvio 0,122 0,140 0,138 0,096 0,115 0,105 0,116 

Variância 0,015 0,019 0,019 0,009 0,013 0,011 0,013 

RMS 0,180 0,229 0,209 0,182 0,246 0,215 0,204 

 

Os resultados apresentados na Tabela 21 referem-se os resíduos absolutos 

obtidos pela diferença entre o geoide gravimétrico calculado, o geoide geométrico 

GNSS/NIVELAMENTO e o modelo MAPGEO 2015. No caso dos resíduos absolutos 

obtidos pela diferença entre o geoide gravimétrico calculado e a referência 

GNSS/NIVELAMENTO foram obtidos, para o Segundo Método de Condensação de 

Helmert, resíduo máximo de 0,428 m na estação 3245G e mínimo de 0,005 m na 

estação 3097H, média de 0,134 metros com desvio padrão de 0,122 m e resíduo 

médio quadrático, RMS, de 0,180 m. Para a Redução de Bouguer completa foram 

obtidos: valor máximo de 0,511 m na estação 1591U e mínimo de 0,005 m na estação 

3096T, média foi de 0,183 m com desvio de 0,140 m e RMS de 0,229 m. Na aplicação 

de Rudzki o valor máximo foi 0,527 m na estação, o mínimo foi de 0,003 m na estação 

3245V, média de 0,159 com desvio padrão de 0,138 m e RMS de 0,209 metros.  

No caso dos resíduos absolutos obtidos pela diferença entre o geoide 

gravimétrico calculado e a referência MAPGEO 2015 foram obtidos, para o Segundo 

Método de Condensação de Helmert, valor máximo de 0,320 m na estação 1586X, 

mínimo de 0,014 m na estação 3097C, média de 0,182 m com desvio padrão de 0,115 

m e RMS de 0,182 metros. Para a redução Bouguer foram alcançados valor máximo 

de 0,388 m para a estação 3244V, mínimo de 0,012 m para a estação 3128J, média 

de 0,218 com desvio padrão de 0,115 m e RMS de 0,246 m. Na aplicação da redução 

de Rudzki foram obtidos, máximo de 0,360 m na estação 3244V, mínimo de 0,008 m 
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na estação IAGUBIRAJARA, média de 0,218 m com desvio padrão de 0,105 e RMS 

de 0,215. 

Além das análises realizadas anteriormente foram comparadas as duas 

referências entre si, GNSS/NIVELAMENTO com MAPGEO2015. Os resultados 

alcançados para os resíduos foram valor máximo de 0,420 m na estação 3054N, 

mínimo de 0,010 m na estação 3097C, média de 0,169 m com desvio padrão de 0,116 

m e RMS de 0,204 metros. 

Os resultados obtidos para a ondulação geoidal referentes a área 2 estão 

disponíveis na Tabela 22. 
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Tabela 22. Resultado para a ondulação geoidal para a área 2 e o correspondente resíduo. 
Estação MAPGEO 

2015 (m) 
GNSS/ 
NIV (m) 

N total (metros) Resíduo (metros) 
Módulo (GNSS/NIV – Nt) 

Resíduo (metros) 
Módulo (MAPGEO– Nt) 

Faye Bouguer Rudzki 
Faye-
Ref 

Bouguer-
Ref Rudzki-ref 

Faye-
MAPGEO 

Bouguer-
MAPGEO 

Rudzki-
MAPGEO 

3300G -3,90 -3,5067 -4,187 -3,906 -3,319 0,680 0,399 0,188 0,287 0,006 0,581 
3049U -4,05 -4,0049 -4,401 -4,182 -3,638 0,396 0,177 0,367 0,351 0,132 0,412 
3042T -4,10 -4,1605 -4,401 -4,225 -3,788 0,240 0,064 0,373 0,301 0,125 0,312 
3042U -4,10 -3,7685 -4,386 -4,212 -3,780 0,617 0,443 0,011 0,286 0,112 0,320 
3045G -4,14 -4,1418 -4,400 -4,258 -3,917 0,258 0,116 0,225 0,260 0,118 0,223 
2386N -4,23 -4,1091 -4,387 -4,358 -4,153 0,278 0,249 0,044 0,157 0,128 0,077 
2386V -4,38 -4,2202 -4,516 -4,552 -4,378 0,296 0,332 0,158 0,136 0,172 0,002 
3045B -4,17 -4,0366 -4,371 -4,293 -4,038 0,334 0,256 0,001 0,201 0,123 0,132 
2386B -4,34 -4,1817 -4,344 -4,383 -4,363 0,162 0,201 0,181 0,004 0,043 0,023 
2389M -4,56 -4,3783 -4,562 -4,626 -4,650 0,184 0,248 0,272 0,002 0,066 0,090 
2386G -4,27 -3,9524 -4,347 -4,366 -4,224 0,395 0,414 0,272 0,077 0,096 0,046 
2385T -4,42 -4,1745 -4,390 -4,460 -4,480 0,216 0,286 0,306 0,030 0,040 0,060 
3257M -4,68 -4,3272 -4,638 -4,730 -4,803 0,311 0,403 0,476 0,042 0,050 0,123 
2385G -4,01 -3,7566 -3,988 -3,986 -3,929 0,231 0,229 0,172 0,022 0,024 0,081 
2384U -3,71 -3,1114 -3,689 -3,659 -3,477 0,578 0,548 0,366 0,021 0,051 0,233 
2384J -3,48 -3,2532 -3,488 -3,378 -3,092 0,235 0,125 0,161 0,008 0,102 0,388 
2384D -3,41 -3,272 -3,491 -3,349 -2,985 0,219 0,077 0,287 0,081 0,061 0,425 
2383Z -3,39 -3,2945 -3,578 -3,430 -2,974 0,284 0,136 0,320 0,188 0,040 0,416 
3317A -3,98 -3,7077 -3,966 -4,030 -3,838 0,258 0,322 0,130 0,014 0,050 0,142 
3316S -3,58 -3,899 -3,531 -3,567 -3,200 0,368 0,332 0,699 0,049 0,013 0,380 
3316M -3,48 -3,1289 -3,467 -3,525 -3,061 0,338 0,396 0,068 0,013 0,045 0,419 
3316H -3,39 -3,1127 -3,453 -3,533 -2,978 0,340 0,420 0,135 0,063 0,143 0,412 
2805E -3,22 -2,9068 -3,547 -3,304 -2,748 0,640 0,397 0,159 0,327 0,084 0,472 
2805F -3,18 -2,931 -3,582 -3,329 -2,699 0,651 0,398 0,232 0,402 0,149 0,481 
111Z -3,20 -3,0638 -3,561 -3,369 -2,658 0,497 0,305 0,406 0,361 0,169 0,542 

2804E -2,98 -2,9521 -3,602 -3,200 -2,218 0,650 0,248 0,734 0,622 0,220 0,762 
IAG -3,96 -3,605 -3,947 -4,010 -3,807 0,342 0,405 0,202 0,013 0,050 0,153 
IAG -3,41 -3,225 -3,645 -3,499 -2,998 0,420 0,274 0,227 0,235 0,089 0,412 
IAG -4,03 -3,973 -4,286 -4,079 -3,613 0,313 0,106 0,360 0,256 0,049 0,417 
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Na Tabela 23 está o resumo estatístico dos resíduos resultantes da 

comparação entre o geoide gravimétrico calculado com as duas referências 

GNSS/NIVELAMENTO e MAPGEO2015 para a área 2. 

 

Tabela 23. Resumo estatístico para os resíduos da ondulação geoidal para a área 2. 
  Resíduo (metros) Resíduo (metros) 

 MAPGEO-
GNSS/NIV 
 

  Módulo (GNSS/NIV – N) Módulo (MAPGEO– N) 

  
Faye-
Ref 

Bouguer-
Ref 

Rudzki- 
Rref 

Faye-
MAPGEO 

Bouguer-
MAPGEO 

Rudzki-
MAPGEO 

Mínimo 0,162 0,064 0,001 0,002 0,006 0,002 0,002 

Máximo 0,680 0,548 0,734 0,622 0,220 0,762 0,599 

Média 0,370 0,286 0,260 0,166 0,088 0,294 0,219 

Desvio 0,157 0,126 0,173 0,158 0,053 0,195 0,134 

Var 0,025 0,016 0,030 0,025 0,003 0,038 0,018 

RMS 0,401 0,312 0,310 0,227 0,102 0,351 0,255 

 

No resumo estatístico apresentado na Tabela 23 verifica-se para a diferença 

absoluta entre o geoide gravimétrico calculado e o geoide geométrico, para o Segundo 

Método de Condensação de Helmert o valor máximo de 0,680 m na estação 3300G e 

mínimo de 0,162 m na estação 2386B, média de 0,370 m com desvio de 0,157 m e 

RMS de 0,401 m. Para a redução de Bouguer foi encontrado valor máximo de 0,548 

m na estação 2384U e mínimo de 0,064 m na estação 3042T, média de 0,286 m com 

desvio padrão de 0,126 m e RMS de 0,312 metros. No caso da aplicação de Rudzki 

foram obtidos valor máximo de 0,734 m na estação 2804E, mínimo de 0,001 m na 

estação 3045B, média de 0,166 m com desvio padrão de 0,158 m e RMS de 0,227 

metros. 

Para a diferença absoluta entre o geoide gravimétrico calculado e geoide 

MAPGEO 2015 foram obtidas as diferenças absolutas, para o Segundo Método de 

Condesação de Helmert, valor máximo de 0,622 m na estação 2804E, mínimo de 

0,002 m na estação 2386G, média de 0,166 m com desvio padrão de 0,158 m e RMS 

de 0,227metros. Os resultados obtidos para a redução de Bouguer foram, valor 

máximo de 0,220 metros na estação 2804E, mínimo de 0,006 na estação 3300G, 

média de 0,088 m com desvio padrão de 0,053 m e RMS de 0,102 metros. Para Rudzki 

os valores alcançados foram, máximo de 0,762 m na estação 2804E, mínimo de 0,002 

m na estação 2386V, média de 0,294 m com desvio de 0,195 m e RMS de 0,351 

metros. 
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Na análise comparativa entre os valores dos resíduos de referência, 

GNNS/NIVELAMENTO e MAPGEO2015, para a área 2, foram encontrados valo 

máximo de 0,599 m na estação 2384U, mínimo de 0,002 m na estação 3045G, média 

de 0,219 m com desvio padrão de 0,134 m e RMS de 0,255 metros. 
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5. CONSIDERAÇÕES FINAIS, CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 
 

Um dos principais objetivos deste trabalho era desenvolver um sistema 

automático para o cálculo do geoide e aplicá-lo utilizando diferentes métodos de 

redução gravimétrica em áreas com características geológicas distintas a título de 

avaliação. 

A análise foi realizada em duas etapas, num primeiro momento comparando-

se, para cada fase da técnica RR, os resultados obtidos pelo sistema desenvolvido, 

GeoFis 1.0, com outro já em aplicação GRAVSOFT. Depois foram analisados os 

resíduos da diferença absoluta entre os valores da ondulação geoidal gravimétrica e 

os da ondulação geoidal geométrica, GNSS sobre nivelamento e MAPGEO2015. 

Durante a verificação “etapa por etapa” constatou-se que tanto no cálculo da 

correção do terreno quanto no cálculo das anomalias residuais da gravidade os 

resultados para todos os softwares utilizados foram muito similares o que sugere a 

boa performance do GeoFis 1.0 nesta fase. 

Para a análise dos resíduos foi necessário calcular a ondulação geoidal 

gravimétrica. Isso foi feito usando-se diferentes métodos de redução para as duas 

áreas estudadas. Foram obtidas as anomalias residuais de Faye, Bouguer e Rudzki 

as quais foram estimadas, utilizando-se de diferentes procedimentos, CMQ e 

geoestatística, para elaborar a malha regular empregada como entrada na Integral de 

Stokes.  

Em relação aos métodos de predição adotados, Colocação por Mínimos 

Quadrados e a Geoestatística, verificou-se que ambas são técnicas importantes para 

estimar valores dos funcionais do campo de gravidade, no entanto, a geoestatística 

mostrou ser mais rigorosa na determinação de observações suspeitas de conter erros 

grosseiros. Como na estimativa usando a CMQ há a necessidade de se modelar a 

função covariância, atividade extremamente complexa, aplicar a Krigagem pode ser 

uma boa alternativa.  

Foi verificado que a distância de correlação na colocação por mínimos 

quadrados assim como o alcance na Krigagem possuem diferença de 

aproximadamente 50% para as áreas estudadas. Isso reforça a ideia de que a 

determinação do modelo geoidal é fortemente influenciada pelo tipo de relevo e da 

geologia o que valida a necessidade de particionar, em termos geológicos, a 
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plataforma continental e só depois disso confeccionar o modelo geoidal gravimétrico 

local/regional. 

Outro aspecto importante está no fato dos valores de ondulação residual para 

as anomalias residuais Faye, Bouguer e Rudzki, serem muito semelhantes para a área 

1 e bastante discrepantes para a área 2. Isso fortifica a ideia de que, na obtenção de 

um geoide acurado, seja necessário evitar aplicação de forma generalizada do mesmo 

método de redução gravimétrica. 

Para a área 2 houve maior diferença absoluta entre o valor do geoide 

gravimétrico e o valor do geoide geométrico. Segundo Sjöberg (2005) o Segundo 

Método de Condensação de Helmert não é adequado para estimar o geoide 

centímetrico em áreas com relevo fortemente ondulado sendo necessário algumas 

alterações no cálculo da ondulação residual, por exemplo, realizar a correção do 

terreno para os termos de grau zero e um na Integral de Stokes. Isto acarretaria uma 

correção na ordem de 10 cm na ondulação residual. 

Analisando os resultados da aplicação das três reduções para a área 2 verifica-

se maior diferença entre os valores obtidos na redução de Rudzki em relação às outras 

duas reduções. É importante lembrar que, neste método, o deslocamento das massas 

ao longo da direção axial para o interior do geoide é puramente geométrico e tem 

como objetivo determinar uma posição interna cujo potencial seja o mesmo daquele 

fornecido por essa massa na posição externa ao geoide. Neste caso é notório que 

uma variação muito grande do relevo irá provocar uma grande variação no 

deslocamento de massa mantendo o potencial inalterado. 

Como se percebe pelas aplicações na área 1, onde o relevo tem variação mais 

suave e geologia mais uniforme, há boa aderência entre os valores residuais obtidos 

para as diferentes reduções gravimétricas. Para a área 2, no entanto, cujo relevo é 

mais ondulado e cuja geologia é mais diversificada houve maior diferença entre os 

valores obtidos para a ondulação residual e consequentemente para o geoide 

gravimétrico. Outro aspecto que deve ser considerado é a distribuição de dados 

gravimétricos, para a área 1, esses dados são distribuídos de forma bem mais 

homogênea do que para a área 2.  

Embora para a área 2 os valores obtidos para a ondulação geoidal estejam fora 

do limite estabelecido como referência é importante ressaltar que os resultados 

tiverem sempre boa aderência àqueles resultados obtidos a partir de outros 
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métodos/softwares. Nesse aspecto pode-se evidenciar que tanto o programa GeoFis 

1.0 quanto à metodologia adotada atendeu satisfatoriamente aos objetivos propostos 

para a pesquisa. 

A dificuldade de se avaliar a qualidade final do modelo geoidal gravimétrico 

reside no fato de não se saber quais os erros estão presentes nas altitudes das RRNN 

nos pontos de controle. Como se verifica não há informações de qualidade das 

altitudes destas referências o que impede um ajustamento adequado. 

Vale ressaltar que as RRNN utilizadas como controle não estão bem 

distribuídas por toda a área, logo, é necessário precaução na análise dos resultados 

obtidos até aqui. 

É importante considerar também que a partir do desenvolvimento de softwares 

com interfaces mais amigáveis para a determinação do modelo de referência vertical, 

geoide, este procedimento torna-se mais simples e isso amplia a aplicação da 

Geodesia nas atividades de ensino e nas práticas da engenharia. 

Para futuras pesquisas associadas ao tema sugere-se continuar o 

desenvolvimento do programa incluindo fatores de correção na integral de Stokes para 

as áreas de relevo acidentado e com geologia diversificada e aplicar métodos de 

inversão para detectar valores de densidade geológica mais realista ao contrário de 

se usar 2,67g/cm³ como padrão. Deve-se também continuar com o desenvolvimento 

de outros métodos de reduções gravimétricas, como por exemplo, a isostática. Além 

disso, usar MDTs e MDBs melhorados e atualizados podem, com certeza, melhorar a 

qualidade do resultado final.  
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