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RESUMO

MACHADO, Ricardo Junior, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro de
2025. Fracionalizacao de Elétrons em Isolantes Topolégicos Tridimensionais.
Orientador: Jakson Miranda Fonseca.

A fracionalizagao de carga elétrica € um dos fenébmenos emergentes mais intrigantes
da fisica da matéria condensada, desafiando a nocao de que a carga elétrica deva
ocorrer apenas em multiplos inteiros da carga do elétron. O conceito de carga
fracionaria surgiu na teoria quantica de campos, quando Jackiw e Rebbi mostraram
que a equagéao de Dirac em espaco-tempo (1+1)-dimensional admite um modo zero
quando o termo de massa sustenta uma unica parede de dominio. Eles também
mostraram que, ao realizar a segunda quantizagdo da equacdo de Dirac na
presenca desse modo zero, o espectro do operador de carga fermiénica de muitas
particulas é deslocado em 1/2 em relagcdo ao espectro do operador de carga
fermidnica de muitas particulas para um termo de massa constante. Esse resultado
fundamentou a compreensdo do fenémeno em sistemas de matéria condensada
unidimensionais, como o poliacetileno descrito pelo modelo de Su-Schrieffer-Heeger
(SSH), e motivou extensdes a sistemas bidimensionais, como o modelo de Hou-
Chamon-Mudry (HCM) para o grafeno com distorcdo de Kekulé. Este trabalho
investiga a possibilidade de realizar mecanismos analogos de fracionalizagdo de
carga em isolantes topoldgicos tridimensionais (ITs 3D), materiais cuja superficie é
descrita por férmions de Dirac sem massa protegidos pela simetria de reversao
temporal. Partindo da revisdo de conceitos fundamentais de fisica da matéria
condensada e teoria quantica de campos, o estudo adapta elementos de modelos
efetivos consolidados em 1D e 2D para o contexto destes materiais. Sao discutidos
modelos de Hamiltonianos efetivos continuos para estados de superficie de ITs 3D,
a influéncia de campos escalares complexos na abertura de gap e a introducéo de
vértices como potenciais nucleadores de estados ligados. Os resultados obtidos
contribuem para identificar critérios tedricos que viabilizam a fracionalizacdo de
carga em ITs 3D e, além de aprofundar a compreensao fundamental do fenémeno,
este estudo fornece subsidios para futuras investigacdes sobre possiveis realizagoes
experimentais, especialmente a partir de heteroestruturas que combinem ITs 3D e
supercondutores convencionais.

Palavras-chave: fracionalizacdo de carga; isolantes topol6gicos tridimensionais;
modelo de Jackiw-Rebbi; modelo SSH



ABSTRACT

MACHADO, Ricardo Junior, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, October, 2025.
Electron fractionalization in three-dimensional topological insulators. Adviser:
Jakson Miranda Fonseca.

The fractionalization of electric charge is one of the most intriguing emergent
phenomena in condensed matter physics, challenging the notion that electric charge
should only occur in integer multiples of the electron charge. The concept of
fractional charge arose in quantum field theory, when Jackiw and Rebbi showed that
the Dirac equation in (1+1)-dimensional spacetime admits a zero mode when the
mass term supports a single domain wall. They also demonstrated that, upon second
quantization of the Dirac equation in the presence of this zero mode, the spectrum of
the many-body fermionic charge operator is shifted by 1/2 relative to the spectrum
obtained for a constant mass term. This result laid the foundation for understanding
the phenomenon in one-dimensional condensed matter systems, such as
polyacetylene described by the Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model, and motivated
extensions to two-dimensional systems, such as the Hou-Chamon-Mudry (HCM)
model for graphene with Kekulé distortion. This work investigates the possibility of
realizing analogous charge-fractionalization mechanisms in three-dimensional
topological insulators (3D Tls), materials whose surfaces are described by massless
Dirac fermions protected by time-reversal symmetry. Building on a review of
fundamental concepts in condensed matter physics and quantum field theory, the
study adapts effective models originally developed in 1D and 2D to the context of
these materials. It discusses effective continuous Hamiltonians for the surface states
of 3D TIs, the role of complex scalar fields in opening a spectral gap, and the
introduction of vortices as potential nucleation sites for bound electronic states. The
results help identify theoretical criteria that enable charge fractionalization in 3D Tls
and, beyond advancing the fundamental understanding of the phenomenon, provide
a foundation for future experimental investigations, particularly in heterostructures
combining 3D Tls and conventional superconductors.

Keywords: charge fractionalization; three-dimensional topological insulators; Jackiw-
Rebbi model; SSH model
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Capitulo 1

Introducao

Na fisica da matéria condensada, estamos interessados nos blocos fundamentais da matéria
constituidos por dtomos. Os 4dtomos, por sua vez, sdo feitos de nucleos e elétrons. A escala
de comprimento microscopica caracteristica dessa matéria € a distancia média entre o nicleo
e o elétron em um dtomo de hidrogénio, isto é, o raio de Bohr. Nessa escala de comprimento,
nucleos e elétrons sao particulas pontuais. Por um lado, nicleos e elétrons t€ém propriedades
intrinsecas, como massa, carga elétrica, momento linear, momento angular e energia, que sao
compartilhadas com particulas pontuais da mecanica cldssica. Por outro lado, nucleos e elétrons
possuem atributos de onda, nimeros quanticos discretos e graus de liberdade internos que sé
podem ser descritos dentro do dominio da mecanica quantica [1].

Como a matéria de interesse € composta por um numero astronomicamente grande de
nucleos e elétrons, ela deve ser descrita dentro do formalismo da fisica de muitas particulas.
O estado fundamental é um estado quantico de muitas particulas, bem como as excitagdes que
sdo construidas a partir dele. Ora, o estado fundamental quantico de muitas particulas e seus
estados excitados podem ser muito diferentes de seus equivalentes quando todas as interagdes
(eletromagnéticas) entre ntcleos e elétrons sdo desligadas. O tratamento mais simples das
interagdes entre niicleos e elétrons € assumir que os nucleos estdo localizados nos sitios de uma
rede (nfo necessariamente periddica) e que suas interacdes com os elétrons sdo aproximadas
por um potencial cldssico de um corpo, para elétrons que, de outra forma, ndo interagem [1, 2].
Mesmo nesse limite, o estado fundamental de muitas particulas para os elétrons pode adquirir
propriedades exdticas no limite termodinamico.

A fracionalizacdo de carga representa um dos fendmenos mais intrigantes da fisica moderna,
desafiando a intui¢do de que cargas elétricas devem aparecer como multiplos inteiros da carga
eletrOonica fundamental. O conceito de carga fraciondria emergiu da teoria quantica de campos
em 1976, quando Jackiw e Rebbi [3] mostraram que a equagdo de Dirac massiva, em espago-
tempo com (1+1) dimensdes, admite um modo fermidnico ligado de energia zero quando o termo
de massa suporta uma parede de dominio simples. Apds a segunda quantizacdo da equagdo de
Dirac na presenca desse modo zero, como eles também mostraram, o espectro do operador de

carga fermionica de muitas particulas € deslocado em 1/2 em relagdo ao do operador de carga
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de muitas particulas com um termo de massa constante [1, 4, 5].

Como também demonstrado por Jackiw e Rebbi [3], no caso tridimensional, quando se
acoplam campos de Yang-Mills através de um acoplamento minimo com campos de Higgs e
com férmions de Dirac, a quantiza¢ao dos férmions de Dirac no fundo estitico de um monopolo
de ’t Hooft-Polyakov nucleia um estado ligado fermidnico com carga fraciondria igual a 1/2 a
um custo finito em energia [4, 6].

Este trabalho pioneiro estabeleceu as bases tedricas para a compreensiao de como proprieda-
des topoldgicas ndo triviais dos campos envolvidos podem levar a fracionalizagdo de ndimeros
quanticos fundamentais, um fendmeno que vai além da descri¢cdo convencional de particulas
elementares em sistemas fisicos. As condicdes adequadas para que o mecanismo de fracionali-
zacdo ocorra sdo as seguintes: (i) a propria no¢do de carga fraciondria demanda que o nimero de
férmions seja um bom nimero quantico; (ii) os campos bosonicos envolvidos devem disparar a
quebra espontanea de uma simetria que abre um gap no espectro fermidnico de particula tnica;
(iii) os campos bosdnicos devem sustentar defeitos topoldgicos locais que possibilitem nuclear
estados ligados fermidnicos de particula Unica na vizinhanga imediata dos defeitos [6, 7].

A fracionalizacdo da carga fermidnica é uma propriedade de baixa energia e de longo alcance
do sistema de muitas particulas. Isso sugere que as licdes aprendidas com teorias de campos
quanticos poderiam ser aplicadas de maneira mais geral a modelos microscépicos contidos
na fisica da matéria condensada, abrindo inclusive a possibilidade de uma medi¢do da carga
fracionaria [6, 7].

Em alguns sistemas de matéria condensada, o espectro de excitagdo de elétrons préximo
a superficie de Fermi pode ser determinado a partir de uma equagdo matricial do tipo Dirac.
Esta equagdo nao surge de consideracoes relativisticas, mas sim da linearizacdo da dispersao
de energia préxima a um nimero finito de interse¢des da dispersdo de energia com o nivel de
Fermi (chamadas de pontos de Dirac). Tais sistemas podem exibir fracionaliza¢do de férmions,
satisfeitas as condi¢Oes apontadas anteriormente, se a equacao de Dirac possuir estados ligados
isolados no gap entre estados de energia negativa (banda de valéncia) e estados de energia
positiva (banda de conducdo) [8].

O carbono é um dos elementos mais versateis da tabela periddica em termos do niimero de
compostos criados a partir dele, principalmente devido aos tipos de ligacdes que pode formar
(simples, duplas e triplas) e ao nimero de dtomos diferentes com os quais pode se ligar [9].
Considerando sua configuracio eletrdnica no estado fundamental (15%25%2p?), o carbono possui
dois elétrons de nicleo (1s) que ndo estdo disponiveis para ligagdo quimica e quatro elétrons de
valéncia (2s e 2p) que podem participar da formacgao de ligagdes. O carbono pode rearranjar
a configuracdo dos elétrons de valéncia para maximizar o nimero de ligacdes formadas, pois
a formacao de ligacdes quimicas induz uma diminui¢ao na energia do sistema. Esse rearranjo,
chamado hibridizagao, afeta apenas os elétrons 2s e 2p. Uma forma possivel de hibridizacdo
consiste em misturar os quatro orbitais atdmicos (um orbital 2s e trés orbitais 2p), formando

quatro orbitais hibridos sp?, cada um contendo apenas um elétron, como na Figura 1.1. Para
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minimizar a repulsdo, esses quatro orbitais hibridos otimizam sua posi¢do no espaco, levando
a uma geometria tetraédrica, na qual quatro ligacdes sdo formadas com atomos vizinhos de
carbono, cada uma com um angulo de 109,5° em relacdo as demais. Outro esquema de
hibridizacdo € a mistura de trés orbitais atobmicos (um 2s e dois 2p), formando trés orbitais
hibridos spz, cada um com um elétron, também mostrado na Figura 1.1. Esses orbitais se

arranjam em geometria trigonal planar, com angulos de 120°, formando trés ligagdes.

Pure Atomic Hybridiza-

Orbitals of tion of the Number Shape
the Central Central of Hybrid of Hybrid
Atom Atom Orbitals Orbitals

180°
5 p sp 2 m

Linear

v .

s, pp sp° 3 ‘b
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Trigonal planar
109.5°

s pp.p sp° -+

/

Tetrahedral

Figura 1.1: ConfiguracOes eletronicas do carbono. S@o mostradas, de cima para baixo, a
hibridizacdo sp; a hibridizagio sp?; e a hibridizacdo sp3. Fonte: adaptado de [10].

Sistemas quase unidimensionais sdo bastante comuns em matéria condensada. Uma classe
desses sistemas consiste em polimeros, que sdo moléculas grandes em forma de cadeia com
atomos de carbono formando a “espinha dorsal”, acoplados por for¢as intercadeias relativamente
fracas. Os elétrons podem se mover muito mais facilmente ao longo da cadeia do que saltando
entre as cadeias, e seu movimento pode ser considerado efetivamente unidimensional. Um
exemplo particularmente importante € o poliacetileno, que € feito de cadeias de dtomos de
carbono e hidrogénio com férmula quimica (CH), (x — oo). Entre os vdrios arranjos espaciais
dos atomos de carbono e hidrogénio, o mais estavel € o trans-(CH),, mostrado na Figura 1.2.
Cada célula unitaria contém dois carbonos e dois hidrogénios, e, portanto, dez elétrons de
valéncia (dois dos hidrogénios e oito dos carbonos). Para cada dtomo de carbono na cadeia,
sua configuracio eletronica de valéncia é 2s*2p2. Os orbitais 2s, 2p, e 2p, misturam-se
por efeito do campo cristalino imposto pelos vizinhos mais préximos, originando trés orbitais

hibridos sp?. Esses orbitais hibridos orientam-se em um plano e formam trés ligacdes o~ com os
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atomos vizinhos. No poliacetileno, essa coordenagdo é adaptada a sua geometria linear: cada
carbono liga-se a dois outros carbonos e a um hidrogénio por meio dessas ligagdes o. O orbital
remanescente 2p ., perpendicular ao plano da cadeia, ndo participa do processo de hibridizacao
sp®. Esses orbitais p. se sobrepdem lateralmente ao longo da cadeia, formando um sistema
estendido de ligacdes n. Cada carbono contribui com um elétron 7, que € deslocalizado ao
longo da cadeia, sendo esse sistema de elétrons deslocalizados responsédvel pelo comportamento

de baixa energia do poliacetileno [11].
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Figura 1.2: O trans-poliacetileno (abreviado aqui como poliacetileno) € um polimero linear
composto por cadeias fracamente acopladas de unidades CH formando uma rede quase unidi-
mensional. As linhas entre os &tomos de C e H s@o representacdes pictdricas das ligagdes o entre
os dtomos, resultantes da hibridizacdo sp? de trés dos quatro elétrons de valéncia do carbono
provenientes dos orbitais atomicos 2s e 2p. O quarto elétron de valéncia do C tem simetria
de orbital atdbmico 2p,, formando ligacdes m que estdo meio preenchidas no poliacetileno. Os
painéis (a) e (b) correspondem aos dois possiveis padroes de dimerizagao, isto €, os fois estados
fundamentais degenerados, mostrando a coordenada de dimerizacdo u,. Fonte: adaptado de
[1, 11, 12].

O poliacetileno sofre uma transi¢ao de Peierls, induzida pelo acoplamento elétron-fénon.
Em temperaturas suficientemente baixas, o custo de energia eldstica de uma distor¢do na rede
¢ compensado pelo ganho em energia eletronica através da abertura de um gap na energia de
Fermi [1]. A instabilidade de Peierls dita que a cadeia de carbono dimeriza espontaneamente,
resultando em duas configuragdes de estado fundamental degeneradas, como mostrado nas
Figuras (1.2)(a) e (b) [11]. Os efeitos combinados do hopping de elétrons r e da dimerizagdo da
rede no poliacetileno sdao adequadamente descritos através do modelo de Su-Schrieffer-Heeger
(SSH).

O fendmeno da fracionalizac¢do no poliacetileno foi previsto teoricamente por Su, Schrieffer
e Heeger em 1979 [5, 12]. A distor¢do da rede subjacente perturba o movimento dos elétrons
de modo a abrir um gap no espectro de energia. Na descri¢do de baixas energias e longos
comprimentos de onda do comportamento eletronico por equacdo de Dirac, isso € alcancado
acoplando o campo de Dirac ¥ a um campo escalar ®, que é uma medida da distor¢ao da

rede. O campo @ possui uma simetria Z, com dois estados fundamentais nos quais assume
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valores homogéneos +®). Mas ® também pode assumir um perfil de kink dependente da
posicao @ que interpola entre os dois vicuos +®g. Esta “torcao” do termo de massa descreve
um defeito na distor¢ao da rede. A equacdo de Dirac com o perfil de kink ®; substituindo o
homogéneo possui um autoestado isolado no meio do gap (energia zero). Isso dad origem ao
nidmero fermidnico fraciondrio 1/2 para os elétrons [8]. Em trabalhos subsequentes, mostrou-se
que a fracionaliza¢do de carga em sistemas quanticos de muitas particulas unidimensionais nao
estd restrita a valores fraciondrios mas pode ser continuamente ajustada por uma pequena quebra
da simetria de reflexdo do espectro de energia assumida nas Refs. [3] e [12].

A extensdo destes conceitos para sistemas bidimensionais trouxe novos desafios e opor-
tunidades. Com a descoberta dos efeitos Hall quanticos inteiro e fraciondrio, um paradigma
diferente para a fracionalizacdo de carga, em que a quebra espontdnea de simetria ndo de-
sempenha papel algum, foi proposto por Laughlin [40] para sistemas bidimensionais com uma
forte quebra da simetria de reversao temporal por um campo magnético externo. Central para
este paradigma estd a nocdo de ordem topoldgica, que constitui uma propriedade global que
caracteriza um estado incompressivel da matéria através da degenerescéncia finita do estado
fundamental quando o sistema € definido sobre uma superficie de topologia ndo trivial, com
a degenerescéncia dependendo do genus da superficie. A carga fraciondria estd intimamente
conectada a esta degenerescéncia do estado fundamental, que ndo permite variagdo continua da
carga fraciondria [6, 7].

Materiais de carbono em nanoescala também revelam um rico polimorfismo de varios
alétropos, exibindo todas as possiveis dimensionalidades: molécula de fulereno (0D), nanotubos
(1D), grafite e fitas de grafeno (2D) e nanodiamante (3D) sao alguns exemplos [9]. Devido a essa
extraordindria versatilidade de materiais, que exibem diferentes propriedades fisicas e quimicas,
as nanoestruturas de carbono desempenham um papel importante na ciéncia fundamental e na
nanotecnologia.

Grafeno € o nome dado a folha plana idealmente perfeita e infinita de um dtomo de espessura,
composta por dtomos de carbono com ligacio sp?, dispostos em uma rede cristalina em forma
de favo de mel, como representado na Figura 1.3. O grafeno monocamada bidimensional serve
como bloco de construgdo para as demais nanoestruturas mencionadas (exceto o nanodiamante)
podem ser derivadas dele. Nanofitas de grafeno podem ser vistas como estruturas quase uni-
dimensionais, com uma dimensao lateral curta o suficiente para gerar efeitos de confinamento
quantico. Nanotubos de carbono podem ser construidos dobrando nanofitas de grafeno em ci-
lindros, e o grafite resulta do empilhamento de um grande nimero de monocamadas de grafeno
fracamente ligadas. Na verdade, acreditava-se que o grafeno puro ndo poderia existir livremente,
sendo instdvel em relacdo a formagdo de estruturas curvas como fulerenos e nanotubos. No
entanto, em 2004, amostras de grafeno foram sintetizadas por esfoliagdo mecénica (remog¢ao
repetida por fita adesiva) a partir de grafite [13, 14]. Ao mesmo tempo, foi relatada a rota para
controlar o crescimento epitaxial de multicamadas de grafeno sobre carbeto de silicio (SiC) por

decomposicao térmica [15], o que eventualmente levou a fabricagdo de monocamadas unicas de
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grafeno com qualidade varidvel.

Figura 1.3: Os orbitais de valéncia do carbono. As ligagdes o na rede hexagonal de carbono
conectam fortemente os 4tomos de carbono e sdo responsdveis pela energia de ligacdo e pelas
propriedades estruturais da folha de grafeno. As ligagdes 7 sdo perpendiculares a superficie da
folha. Fonte: adaptado de [9].

A relativa facilidade de produgdo do grafeno usando o método da fita adesiva e a possibilidade
de transferir uma unica camada atdmica de carbono do grafite para um substrato adequado para
medicoes de propriedades elétricas levaram a um interesse renovado nesse que foi considerado
um sistema bidimensional tedrico prototipico. O grafeno apresenta propriedades eletronicas
incomuns decorrentes do confinamento dos elétrons em duas dimensdes e de caracteristicas
geométricas peculiares. Suas propriedades eletronicas bésicas ja eram bem conhecidas desde
o trabalho seminal de Wallace [16] no final da década de 1940, e os modelos tedricos prevéem
que a dispersao eletronica linear caracteristica perto dos cantos da zona de Brillouin (pontos de
Dirac) dé origem a elétrons e buracos que se propagam como férmions de Dirac sem massa,
com velocidade da ordem de centésimos da velocidade da luz. Essas excitagdes proximas
ao nivel de Fermi podem ser descritas formalmente como particulas relativisticas sem massa
obedecendo a equacao de Dirac, com um novo grau de liberdade derivado de simetrias inerentes
(degenerescéncia de sub-rede), que aparece nos estados eletronicos: o pseudospin.

A superficie de Fermi em meio preenchimento para uma folha de grafeno consiste em dois
pontos inequivalentes isolados. O espectro de excitacdo ao redor desses dois pontos de Dirac
dota os elétrons de banda com uma estrutura de Dirac de quatro componentes [50]. E exatamente
essa propriedade que abre a porta para a fracionalizacdo de carga, sem a quebra da simetria
de reversdo temporal, por meio de quebra espontanea de simetria, como mostrado por Hou et
al. [7]. As flutuagdes sobre as amplitudes de hopping uniformes entre vizinhos mais préximos
no grafeno, particularmente as do tipo denominado de distor¢ao de Kekulé (Figura 1.4), no
limite de continuo, podem ser representadas por um campo de Higgs com valor complexo que

interage com os férmions de Dirac de quatro componentes [7, 6]. Um valor constante desse
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Figura 1.4: Rede de colmeia com distorcdo de Kekulé, com sub-redes representadas por esferas
azuis e pretas. A amplitude de hopping eletronico é aumentada nas ligagdes espessas em
vermelho e reduzida nas ligagdes finas em amarelo, em relacdo a amplitude de hopping entre
primeiros vizinhos t. O padrdo de dimerizacdo do tipo Kekulé abre um gap de energia para
os niveis fermionicos de particula tnica e corresponde, no limite de continuo, a um campo de
Higgs complexo. Fonte: adaptado de [6].

campo de Higgs com valor complexo quebra espontaneamente uma simetria axial U(1) efetiva
do limite de continuo e abre um gap no espectro fermionico de particula tinica. Se a fase desse
campo de Higgs com valor complexo € defeituosa de tal forma a sustentar um perfil de vortice,
esta estrutura topoldgica nucleia estados ligados fermidnicos de particula tinica que carregam a
carga fraciondria +1/2 por estado. O custo de energia ndo € finito, no entanto.

Jackiw e Pi [8] mostraram que o custo de energia de um vortice no campo de Higgs com
valor complexo pode ser tornado finito se os férmions de Dirac e o campo de Higgs acoplarem-se
minimamente a dois campos bosOnicos reais que realizam os dois componentes vetoriais de um
campo de gauge axial, e se esse campo de gauge também sustentar vortices [6].

O progresso na fisica da matéria condensada frequentemente € impulsionado por descobertas
de novos materiais. Nesse sentido, materiais que apresentam propriedades quanticas tnicas sao
de particular importancia [17]. Nas ultimas duas décadas, emergiu um novo campo na fisica
da matéria condensada baseado na realizacdo de que a interac@o spin-6rbita pode levar a fases
eletronicas topologicamente isolantes e na previsdo e observacdo dessas fases em materiais
reais [19]. Um isolante topoldgico (IT), como um isolante comum, possui um gap de energia
no volume (bulk), que separa a banda eletronica ocupada mais alta da banda vazia mais baixa.
A interface de um isolante topoldgico - ou seja, a superficie em trés dimensdes e a borda em
duas dimensdes, no entanto, possui necessariamente estados sem gap que sdo protegidos pela
simetria de reversdo temporal, como representado na Figura 1.5. Esses estados de interface
originam um comportamento condutor com propriedades tnicas, distintas das encontradas nos
sistemas eletronicos unidimensionais ou bidimensionais mais conhecidos. Além de seu interesse
fundamental, as propriedades especiais desses estados sdo previstas de serem possivelmente tteis

para aplicagdes que vao desde a spintronica até a computacao quantica [19].



19

(@) Vacuum (c)
3 x . ,g

A Y up spin

‘{down spin¥ L /

2D Topological Insulator LL

(b) ' Bulk (d) E

.. Helical spin
i Conduction Band z

9 polarization
2D Dirac cone

S

. y
Surface
’ . Brillouin zone
-

Figura 1.5: (a) Representacdo esquemdtica em espago real do estado de borda helicoidal 1D
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de um isolante topolégico bidimensional (IT 2D). (b) Dispersdo de energia do estado de borda
nao degenerado em spin de um IT 2D, formando um cone de Dirac 1D. (c) Representacio
esquemadtica em espaco real do estado de superficie helicoidal 2D de um isolante topoldgico
tridimensional (IT 3D). (d) Dispersao de energia do estado de superficie ndo degenerado em
spin de um IT 3D, formando um cone de Dirac 2D; devido a polarizagdo helicoidal de spin, o

retroespalhamento de k para —k € proibido. Fonte: adaptado de [17].

O estudo dos isolantes topoldgicos emergiu de uma sequéncia de descobertas fundamentais
na fisica da matéria condensada, relacionadas ao papel da topologia na descri¢ao de propriedades
eletrOnicas de materiais. Em 1980, von Klitzing et al. [20] descobriram o efeito Hall quantico
(QHE) em um semicondutor bidimensional de alta mobilidade sob altos campos magnéticos. A
ocorréncia deste efeito € normalmente limitada a baixas temperaturas, onde os elétrons se movem
em Orbitas de Landau quantizadas, o que leva ao desaparecimento da condutividade longitudinal
Oxx, €nquanto a condutividade Hall o7, € quantizada em multiplos inteiros de e?/h quando o
potencial quimico estd localizado entre os niveis de Landau. Essa quantizacdo dos coeficientes
de transporte apontou para um fendmeno quantico macroscépico, e logo se percebeu que o efeito
Hall quéntico poderia ser descrito por uma topologia de espaco de momento [17]. O efeito Hall
de spin, que consiste no aparecimento de uma corrente transversal de spin em resposta a um
campo elétrico longitudinal, j4 vinha sendo discutido teoricamente desde a década de 1970, mas
sua confirmac¢do experimental, por Kato ez al. [21] em 2004, deu um grande impulso a pesquisa
nessa drea. Mais tarde, Murakami, Nagaosa e Zhang [22] propuseram o conceito de isolante
Hall de spin, que € um isolante com gap, de condutividade elétrica nula, mas que apresenta
uma condutividade Hall de spin finita, devido a uma fase de Berry finita associada aos estados
ocupados [17]. Essa ideia levou a propostas subsequentes de uma versdo quantizada, o isolante

Hall quantico de spin (QSH), de Kane e Mele [23]. Os isolantes QSH sdo essencialmente
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duas cépias do sistema de Hall quantico, nas quais o estado de borda quiral € polarizado em
spin, e os dois estados formam um par relacionado por reversdo temporal, restaurando assim
a simetria de reversao temporal (TRS). O modelo deles € essencialmente o modelo do grafeno
com acoplamento spin—6rbita (SOC) [17].

Mais importante ainda, Kane e Mele reconheceram que os estados eletronicos do isolante Hall
quantico de spin podem ser caracterizados por uma nova topologia, descrita por um invariante
Z3, que expressa se o nimero de cruzamentos de estados de borda entre 0 e 7 € par ou impar [24].
Bernevig, Hughes e Zhang (BHZ) [25] previram que um pog¢o quantico de CdTe/HgTe/CdTe
deveria exibir o efeito QSH. Essa previsao foi verificada em 2007 por Konig et al. [26], que
observaram o, quantizado em 2e”/h sob campo magnético nulo, quando o potencial quimico
era ajustado dentro do gap da banda de bulk. Esse foi o primeiro sucesso experimental na
confirmag¢do de uma fase topoldgica invariante por reversao temporal caracterizada pelo indice
Zy [17].

Antes mesmo da verificacdo experimental da topologia Z; em 2D, tedricos notaram que
essa classificagdo topoldgica poderia ser estendida a sistemas tridimensionais, nos quais existem
quatro invariantes Z, que descrevem completamente a topologia [17]. Em 2006, Fu e Kane [27]
fizeram a predicdo concreta de que a liga Bij_,Sby, no regime isolante, seria um isolante
topolégico tridimensional, e que a topologia ndo trivial poderia ser verificada observando-se os
estados de superficie via espectroscopia de fotoemissdao angular (ARPES) e contando o niimero
de vezes que esses estados cruzam o nivel de Fermi entre dois pontos invariantes por reversao
temporal. O experimento conduzido por Hsieh et al. [28] em 2008 confirmou que Bi;_,Sby &,
de fato, um isolante topolégico 3D [17].

Uma consequéncia importante de uma topologia nao trivial associada as fun¢des de onda de
um isolante € justamente que estados sem gap na interface necessariamente aparecem quando
o isolante € fisicamente truncado e entra em contato com um isolante comum (incluindo o
vacuo). Isso ocorre porque a topologia ndo trivial € uma caracteristica discreta dos estados com
gap, e enquanto o gap de energia permanece aberto, a topologia nao pode mudar. Portanto,
para a topologia mudar na interface para uma trivial, o gap deve fechar na interface. Assim,
os ITs tridimensionais (3D) sempre estdo associados a estados de superficie sem gap, € os
ITs bidimensionais (2D) tém estados de borda sem gap. Esse principio para a ocorréncia
necessdria de estados sem gap na interface é chamado de correspondéncia bulk-fronteira em
fases topoldgicas [17].

Materiais da familia Bi;Ses, BiyTes, e SbyTes representam realizagdes experimentais bem
caracterizadas de isolantes topoldgicos tridimensionais [29, 30, 31, 32]. Suas propriedades
eletronicas sdo bem descritas por modelos efetivos de quatro bandas que capturam a fisica
essencial dos estados de superficie. Nesses sistemas, o acoplamento spin-6rbita induz uma
inversdo de bandas no ponto I" do centro da zona de Brillouin. Na fase topologicamente nao
trivial, existe um estado de superficie topologicamente protegido, consistindo em um tnico

férmion de Dirac bidimensional sem massa. Este férmion de Dirac € helicoidal, no sentido de
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que o spin aponta perpendicularmente a0 momento, formando uma textura helicoidal no espago
de momentos, como mostrado na Figura 1.5(d). Perturbagdes de particula Unica invariantes sob
reversdo temporal ndo podem abrir um gap para o estado de superficie, sendo necessario, para
i$s0, que uma perturbacao que quebra a reversao temporal seja introduzida na superficie. Nesse
caso, o sistema torna-se totalmente isolante, tanto no bulk quanto na superficie, dando origem
a novos fendmenos, como o efeito magnetoelétrico topoldgico [31].

Essa simplicidade da estrutura do estado de superficie torna esses materiais bastante apropri-
ados para experimentos que abordam as propriedades topoldgicas superficiais. Os experimentos
de transporte de carga mostram-se problemadticos em materiais tridimensionais, pois a assinatura
da condutividade associada ao carater topoldgico dos estados de superficie é mais sutil em trés
dimensdes. Além disso, € dificil separar a contribuicdo da superficie daquela proveniente do
bulk. O método de ARPES € o ideal para investigar o cardter topoldgico dos estados de super-
ficie [19]. A técnica de ARPES utiliza f6tons para ejetar elétrons de um cristal e, em seguida,
determina a estrutura eletronica de superficie ou de bulk a partir da andlise do momento do
elétron emitido. ARPES de alta resolu¢do, realizada com energia de fé6ton modulada, permite
isolar de forma clara os estados de superficie daqueles do bulk, pois aqueles ndo se dispersam
na direcdo perpendicular a superficie, enquanto estes sim. Além disso, diferentemente dos
experimentos de transporte, o0 ARPES realizado em modo de resolucdo de spin pode medir a
distribui¢do das orientacdes de spin na superficie de Fermi, o que permite estimar a fase de
Berry associada a superficie. A sensibilidade ao spin € fundamental para sondar a existéncia
do acoplamento spin-momento esperado na superficie como consequéncia da ordem topolégica
do bulk. As propriedades caracteristicas dos estados topoldgicos de superficie foram demons-
tradas, por exemplo, a partir de dados de ARPES para o Bi;Ses, que apresenta o cone de Dirac
mais simples e um gap de banda grande em relacao aos isolantes topoldgicos conhecidos, como
mostrado na Fig. 1.6 [17].

Um tema importante na pesquisa de materiais isolantes topoldgicos € a reducdo dos por-
tadores de carga ndo intencionais presentes no bulk, os quais dificultam a observacdo das
propriedades de transporte de superficie. Cristais naturais de Bi;Se3 sdo sempre do tipo n, com
densidade tipica de portadores de n3p ~ 10'” cm™, devido a presenca termodinamicamente
inevitdvel de vacincias de selénio (Vg?) ou a defeitos de antisitio de selénio (Seg;). A dopa-
gem com Ca”* no sitio de Bi** mostrou-se ttil para reduzir o tipo n e alcangar uma transicio
n-para-p. No entanto, a dopagem com Ca introduz centros de espalhamento fortes, reduzindo
a mobilidade. A otimizacdo das condi¢des de crescimento e a dopagem isovalente de Sb no
sitio de Bi sdo relatadas como uteis para reduzir a densidade de portadores n3p até cerca de
10'® cm=3, mantendo alta mobilidade eletronica, o que permitiu a observacdo de oscilagdes de
Shubnikov—de Haas (SdH) de superficie, embora a transicdo de tipo n para tipo p ndo tenha
sido alcancada por esses métodos. Além disso, cristais de BipSes do tipo p com alta mobilidade
foram crescidos combinando dopagem com Cd e uma condicao de crescimento rica em Se. O

annealing subsequente desses cristais permitiu compensar os portadores tipo p pelos elétrons
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provenientes das vacancias de Se, tornando possivel obter amostras tanto do tipo n quanto do
tipo p com baixa densidade de portadores no bulk, nas quais oscilagdes SAH de superficie foram
observadas. Em contraste com Bi;Ses, o composto BirTe; pode ser crescido tanto no tipo n
quanto no tipo p. Contudo, € dificil obter amostras de Bi, Te; com baixa densidade de portadores
n3p [17].

O composto Bir Te;Se pode ser muito mais isolante do que Bi;Ses ou Bir Tes quando crescido
em uma condicdo ligeiramente ricaem Se. Isso ocorre porque o Bi,Te,Se cristaliza naturalmente
em uma estrutura ordenada composta por camadas quintuplas do tipo Te-Bi—-Se-Bi-Te. Essa
estrutura peculiar resolve simultaneamente os problemas das vacancias de Se em Bi;Sesz e dos
defeitos de antisitio Bi/Te em BiyTes. Primeiro, como o Se estd confinado na regido central
da camada quintupla, a formacdo de vacancias de Se € muito mais dificil do que em Bi,Ses.
Segundo, como a eletronegatividade do Se € maior do que a do Te, o Bi liga-se mais fortemente
ao Se do que ao Te, o que desencoraja a ocorréncia de defeitos de antisitio Bi/Te. Como
resultado, o Bi;Te,Se pode ser considerado razoavelmente isolante no bulk. Além disso, sua
estrutura ordenada garante alta mobilidade eletronica e, consequentemente, o estado topoldgico
de superficie pode ser facilmente estudado por meio das propriedades de transporte desse
material [17].

Questdes fundamentais sobre as condicdes para a viabilidade da fracionalizagdo de carga
em isolantes topoldgicos tridimensionais permanecem, contudo, menos compreendidas e pouco
exploradas, especialmente fora do paradigma das fortes correlagdes eletronicas. Os modelos efe-
tivos continuos que descrevem os estados de superficie de isolantes topoldgicos tridimensionais,
descritos anteriormente, apresentam caracteristicas que os tornam candidatos promissores para
a adaptacdo de conceitos consolidados em dimensdes mais baixas. Assim, estes modelos podem
oferecer um ponto de partida adequado para investigar condi¢des andlogas as que levam a fraci-
onalizacdo em sistemas uni e bidimensionais, permitindo estudar a viabilidade de mecanismos
similares no contexto tridimensional. H4, no entanto, diferencas conceituais importantes entre
os sistemas de baixa dimensionalidade e os isolantes topoldgicos tridimensionais que afetam
diretamente as abordagens tedricas. Enquanto, em 1D e 2D, a fracionalizacdo emerge de pro-
priedades especificas de modelos de rede, como a formacao de sélitons em cadeias dimerizadas
ou a distorcdo de Kekulé em redes de colmeia, os isolantes topoldgicos tridimensionais sao
tipicamente descritos por Hamiltonianos de Dirac efetivas que nao fazem referéncia explicita a
rede subjacente. Essa distin¢io exige o desenvolvimento de novas estratégias para incorporar a
fracionaliza¢do nesse regime, conciliando a descricdo continua com os mecanismos topolégicos
capazes de gerar modos zero isolados em um gap aberto no espectro e cargas fraciondrias. Tra-
balhos como o de Seradjeh, Moore e Franz [33] exemplificam essa abordagem, mostrando que
filmes finos de I'Ts 3D podem hospedar condensados excitonicos topolégicos que nucleiam mo-
dos zero e carregam carga fraciondria associada a um parametro de ordem com perfil de vortice.

Tal cendrio sugere um amplo potencial para avancos conceituais e contribuicdes inéditas.
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Figura 1.6: Férmions de Dirac de superficie helicoidais com acoplamento spin-momento sao
caracteristicas marcantes dos isolantes topoldgicos. (a) Dados de ARPES para Bi,Se; revelam
estados eletronicos de superficie com um tnico cone de Dirac polarizado em spin. (b) A
superficie de Fermi na superficie exibe uma textura quiral de spin com quiralidade a esquerda.
(c) Estrutura eletronica de superficie de BipSes calculada na aproximacao de densidade local. As
regides sombreadas descrevem estados de volume, e as linhas representam estados de superficie.
(d) Esquema da dispersdo dos estados de superficie polarizados em spin na superficie (1;000)
de isolantes topoldgicos Bi» X3. Fonte: adaptado de [19].

Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo investigar os mecanismos de fracio-
nalizacdo de elétrons em sistemas de matéria condensada, com foco na adaptacdo de elementos
conceituais e formais de modelos tedricos consolidados para sistemas unidimensionais e bi-
dimensionais para descrever possiveis manifestacdes do fendmeno em isolantes topoldgicos
tridimensionais. Especificamente, busca-se revisar e aprofundar a compreensao sobre os meca-
nismos de fracionaliza¢do de elétrons em sistemas unidimensionais e bidimensionais, incluindo
a andlise do modelo de Su-Schrieffer-Heeger (SSH) para o poliacetileno e do modelo de Hou-
Chamon-Mudry (HCM) para o grafeno. Pretende-se, por meio deste estudo, identificar as
condi¢Oes necessdrias para a formagdo de modos de energia zero associados a configuragdes
topoldgicas e para a emergéncia de estados de muitas particulas com fracionalizacdo de carga.
Busca-se, ainda, investigar os estados topoldgicos da matéria, com foco nos isolantes topold-
gicos tridimensionais, analisando as propriedades fundamentais de seus estados de superficie,
como a estrutura eletronica protegida por simetria de reversdao temporal, a dispersao linear tipica
de férmions de Dirac em baixas energias e outras propriedades que possam suportar condi¢des

semelhantes as propostas para a fracionalizacdo em baixa dimensionalidade. Por fim, busca-se
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identificar as condi¢Oes necessdrias para a emergéncia de estados fraciondrios em isolantes
topoldgicos tridimensionais, e propor um modelo tedrico que descreva o fendmeno.

A pesquisa visa responder a questio central: E possivel realizar fracionalizagdo de carga em
isolantes topologicos tridimensionais através da introducdo de campos que geram configuragoes
topolégicas estaveis, e quais sdo as condigcoes tedricas e experimentais necessdrias para tal
realizacdo?

Para abordar esta questdo, serd adotada uma abordagem tedrica baseada em métodos anali-
ticos da fisica da matéria condensada e da teoria quantica de campos aplicada. A metodologia
incluird a revisdo sistemadtica e aprofundamento da compreensao sobre mecanismos de fraci-
onaliza¢do em sistemas de dimensionalidade inferior, bem como de modelos tedricos efetivos
propostos na literatura para a descricdao de isolantes topoldgicos tridimensionais, visando o
desenvolvimento de um modelo que incorpore campos escalares e, eventualmente, de gauge, e
a andlise das condicodes de estabilidade e, porventura, detectabilidade experimental dos estados
fraciondrios propostos.

A relevancia deste trabalho reside na possibilidade de expandir o conhecimento fundamental
sobre a fracionalizacdo de carga em diferentes dimensionalidades, contribuindo para a elu-
cidacdo das condi¢des necessdrias para a emergéncia e detec¢do de estados fraciondrios nos
materiais que sdo objeto deste estudo. Além disso, os resultados podem ter implicagdes préticas
para o desenvolvimento de tecnologias quanticas baseadas em materiais topolégicos, incluindo
aplicacdes em computacdo quantica topoldgica e spintronica.

A dissertacdo estd organizada em seis capitulos. Os Capitulos 2, 3 e 4 contém a funda-
mentacao tedrica, revisando conceitos essenciais de fisica da matéria condensada e de teoria
quantica de campos. Sao discutidos, em particular, modelos efetivos que descrevem o polia-
cetileno, o grafeno - com énfase no caso com distor¢ao de Kekulé - e os isolantes topoldgicos
tridimensionais. E € apresentada uma revisao abrangente dos mecanismos de fracionaliza¢do em
sistemas unidimensionais e bidimensionais. O Capitulo 5 apresenta os resultados obtidos para o
modelo tedrico estudado nesta pesquisa, incluindo a caracterizacdo dos modos zero associados
a vortices e a discussdo das implicacOes fisicas em termos de fracionalizagdo de carga. Por fim,
no Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusoes, destacando as contribui¢des do trabalho, suas

limitagdes e indicando perspectivas para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Fracionalizacao de carga em sistemas

unidimensionais

2.1 Fenomenologia do poliacetileno e modelo tight-binding

O poliacetileno € um polimero semicondutor com um gap de energia da ordem de 1, 8 eV. Em
temperaturas suficientemente baixas, a condutividade dc ao longo das cadeias de poliacetileno
excede em ordens de magnitude a condutividade nas dire¢des transversais as cadeias [1].
Devido a esta grande anisotropia, o transporte eletronico € denominado quase unidimensional
no poliacetileno e, como explicaremos a seguir, pode ser modelado com um Hamiltoniano de
tight-binding unidimensional na aproximacao que negligencia todo o transporte eletronico nas

direcdes transversas as cadeias do poliacetileno.

2.1.1 Modelo tight-binding ao longo de uma cadeia

O método tight-binding constitui uma abordagem para estudar a estrutura eletronica de um
material partindo das fun¢des de onda orbitais de 4tomos isolados e superpondo estes orbitais
para construir as funcdes de onda dos elétrons itinerantes. E ttil imaginar a montagem do sélido
aproximando dtomos isolados progressivamente. Quando os orbitais eletronicos situados em
diferentes 4tomos comecam a se sobrepor, eles se hibridizam e formam as bandas eletronicas do
sélido [1].

Em modelos tight-binding, o elemento de matriz para um elétron fazer tunelamento entre
dois dtomos € conhecido como amplitude de hopping. O hopping dos elétrons entre os orbitais 7
de um par de sitios de carbono no poliacetileno origina uma banda orbital 7, enquanto as ligacoes
sp? mantém as cadeias unidas. Uma vez que as funcdes de onda atdmicas sio exponencialmente
localizadas préximas aos 4tomos, com uma escala de comprimento caracteristico da ordem
do raio de Bohr, a sobreposicao entre dois orbitais em dtomos distantes é exponencialmente
pequena. A condutividade dc fortemente anisotrépica no poliacetileno é explicada por apresentar

amplitudes de hopping intracadeia muito maiores que as amplitudes de hopping intercadeia [1].
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Enumeramos os dtomos de carbono em uma cadeia de N dtomos por um indice i. Em
uma primeira aproximac¢ao, vamos ignorar o hopping dos elétrons em orbitais 7 pertencentes a
atomos de carbono situados em diferentes cadeias. Assumimos simplesmente que os elétrons
em orbitais & estdo restritos a tunelar entre 4tomos pertencentes a mesma cadeia. Ou seja, 0
movimento eletronico no poliacetileno é predominantemente unidimensional (1D). Ainda, o
elemento de matriz de hopping mais importante € o que conecta dois dtomos adjacentes na

mesma cadeia [1]. Desta forma, chegamos ao Hamiltoniano 1D:

A=) (tiazgai+1,0 + H.c.) . 2.1)
i=1 o=1,]

A notacgdo H.c. denota conjuga¢do hermitiana de todos os termos precedentes. O indice i rotula
um sitio de carbono ao longo da cadeia representada na Figura 2.1. O indice o designa o
nimero quantico de spin de um elétron ao longo de algum eixo de quantizacdo no espacgo de
spin. O nimero #; € C, dependente do sitio, constitui a amplitude de tunelamento entre dois
sitios consecutivos ao longo de uma cadeia unidimensional. Um circunflexo sobre uma letra
latina enfatiza que esta letra descreve um objeto matemético que € um operador, ao invés de ser
um mero nimero C [1].

Os operadores CAZG_ e ¢; » criam e aniquilam, respectivamente, um elétron no orbital que estd
exponencialmente localizado no espago de posi¢do em torno de r; com o nimero quantico de

spin 0. Pares destes operadores satisfazem as relagdes de anticomutacao fermidnicas:
A At _ Ao I DS S
{Ci’o-, Cj,o" = 51-’ '(50',0'% {Ci,(r, Cj’a'/} = Ci,o” Cj,o" = 0 (22)

O Hamiltoniano (2.1) atua sobre o espaco de Fock & com a base ortonormal obtida por
qualquer aplicacdo de produtos de operadores de criacdo ao estado vazio |0) que € aniquilado

por todos os ¢; . Mais precisamente:

N |
§i=spand [ [ (el,) 710 mio=0.1, él0) =0 2.3)

i=1 o=T,]

E frequentemente ttil escolher condi¢cdes de contorno periédicas de modo a identificar o
sitioi = N+ 1 como sitioi = 1:

A~ At A A
Cine =Cior Ciano = Cio (2.4)

Desta forma, a cadeia é transformada em um anel, conforme representado na Figura 2.1.
Muitas propriedades do Hamiltoniano (2.1) dependem sensivelmente da dependéncia da
amplitude de hopping t; com o indice do sitio i. Por exemplo, se o Hamiltoniano (2.1) obedece

a condicoes de contorno periddicas, ele adquire entdo uma simetria de translacdo no limite
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Figura 2.1: Uma rede unidimensional regular A com o espagamento de rede a e a topologia
de um anel imposta pelo uso de condi¢des de contorno periddicas. O comprimento do anel é
L = Na. Fonte: adaptado de [1].

uniforme t; = ¢t parai = 1,...,N, isto é, o Hamiltoniano (2.1) torna-se invariante sob a
transformacao [1]

o A o A
ac;  + béigr—a Ciono T bliine, a,b € C, (2.5)

para qualquer inteiro n (ndo apenas N, como seria exigido pelas condi¢des de contorno pe-
riddicas). Como veremos, um modelo que explica as propriedades espectrais observadas no

poliacetileno € aquele em que as amplitudes de hopping sdo alternadas, isto €,
ti=t+(-1)6t, (2.6)

onde o nimero adimensional positivo |dz|/t quantifica o grau de dimerizagdo em relagdo a

largura de banda (o intervalo de energias na banda), enquanto o sinal de §¢/¢ seleciona como a

simetria de translagcdo no limite uniforme 6t = 0 é quebrada por um espagamento de rede.
Quando o hopping € uniforme, isto é, quando #; = t > 0 para todos os sitios, 0 Hamiltoni-

ano (2.1) torna-se
N

:_tzz(mc,ﬂﬁHc) 2.7)

i=1 o=T,]
Impondo as condi¢cdes de contorno periddicas (2.4), a invariincia sob as translacdes discre-
tas (2.5) é mantida. O Hamiltoniano (2.7) pode ser diagonalizado com o auxilio da transformacao

de Fourier unitdria! [1]

Mz

+1kl — Z Cko- —ik " (28)

i=1 keA*

'Estamos usando unidades com 7 = a = 1, onde £ é a constante de Planck e a é o espagamento da rede.
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onde, para impor as condi¢cdes de contorno, deve-se escolher k de um conjunto chamado zona
de Brillouin. A zona de Brillouin compativel com as condi¢des de contorno periddicas (2.4) é

o conjunto2 [1]

2

N
A* = k:—, = —
BZ { Nnn

2

N N
+1,—{5|+2,---,—{5|+N}. (2.9)

Toe Cko criam e aniquilam um estado eletronico de particula tnica com

k,o
momento k e nimero quantico de spin o, respectivamente. Eles obedecem as relacoes de

Os operadores ¢

anticomutacao

{Ckorr €, Y = kkboorn Ak Crror}y ={0) 2 Ch o} = 0. (2.10)

Trabalhar no espago de momento leva a representacdo mais econdomica

H= " > &} Cuo .11)

keAy,, o=1.1

onde a relacdo de dispersao de energia de particula tnica g é degenerada devido ao spin. No

limite termodindmico N — oo, ela é dada por
&r = —2tcosk, |k| < 7. (2.12)

A dispersdo de energia de particula tnica (2.12) do Hamiltoniano de hopping uniforme de
vizinhos mais proximos em uma dimensdo, definida sobre a zona de Brillouin (2.9) no limite
termodindmico N — oo, possui energias minimas € maximas de —2¢ e +2¢, respectivamente, de

modo que a largura de banda € 47 [1], como mostrado na Figura 2.2(a).

e (k) e (k)
i A

N A B
NP RN N/

- T /2 +1/2
(a) (h)

Figura 2.2: (a) A dispersao de energia de particula tinica da Eq. (2.12) para o Hamiltoniano com
hopping uniforme ¢, definido na Eq. (2.11), ao longo da zona de Brillouin definida na Eq. (2.9),
no limite termodindmico N — oo. (b) A mesma dispersdao, mas dobrada sobre metade da zona

de Brillouin, como feito na Eq. (2.24). Fonte: adaptado de [1].

2 A funcio piso |x| retorna o maior inteiro menor ou igual a x.
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A temperatura zero, o estado fundamental de muitas particulas para 1 < N, < 2N elétrons é
obtido preenchendo os N, estados de particula tinica com as menores energias possiveis. Esses

estados preenchidos formam o mar de Fermi [1]:

|k|<kp
es) = | | ¢l el 10). (2.13)

ke/\gZ

Entao, o estado fundamental do Hamiltoniano (2.11) € obtido preenchendo sucessivamente todos

os pares degenerados de Kramers
|k, o)y = ¢} |0}, ~k,—o)=¢", _10), (2.14)

de estados de particula tunica, comecando do fundo da dispersdo de energia de particula
Unica (2.12) até atingir a energia de Fermi:
2

gF ;= =2tcoskp, kp = ~ X Ny, (2.15)

onde n, > 0 € um inteiro. A energia do estado fundamental de muitas particulas do mar de

Fermi (2.13)¢é
|k|<kp

Eps =2 Z k. (2.16)

keAgz

E prética comum introduzir a densidade de estados de particula tnica por sitio

v(&) ::% Z 5(e — &). (2.17)

keAgZ

No limite termodindmico N — oo ou mediante uma regularizacdo da delta de Dirac (por
exemplo, por uma Gaussiana ou uma Lorentziana), € possivel tornar v(&) uma funcéo suave de

e. Em termos de v(¢), a energia do estado fundamental de muitas particulas, Efg, torna-se [1]

er
Ers = 2N/ dev(e)e. (2.18)

O mar de Fermi (2.13) descreve dois estados distintos de matéria dependendo do valor

assumido pela fracdo de preenchimento

N.

= o (2.19)

Ve

Quando v, = 0 ou v, = 1, o mar de Fermi nao preenche nenhum estado ou preenche comple-
tamente todos os estados de particula Unica, respectivamente. A acdo de remover um elétron

com momento k e spin o e criar um elétron com momento k’ # k ou spin o’ # o aniquila
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este mar de Fermi. Consequentemente, este mar de Fermi ndo acopla a nenhuma perturbacdo

que interaja com os elétrons por meio dos operadores CAZ

Fermi € um estado fundamental isolante e magneticamente inerte, nao susceptivel de suportar

, ~Cko [1], de modo que este mar de

excitacoes de carga ou spin em temperatura zero.

Quando 0 < v, < 1, o mar de Fermi ndo preenche todos os estados de particula tnica da
zona de Brillouin. Assim, a acdo de remover um elétron com momento k € spin o e criar um
elétron com momento kK’ # k ou spin o’ # o ndo necessariamente aniquila este mar de Fermi,
que €, portanto, um estado fundamental metélico, pois € susceptivel a excitacdes de carga ou
spin em temperatura zero quando perturbado por fétons, mtions ou néutrons, por exemplo [1].

O modelo (2.1) prediz um estado fundamental metdlico para qualquer preenchimento parcial
da banda representada na Figura 2.2(a). Isso ndo € consistente com o fato de que o poliacetileno
¢ um semicondutor, isto €, € um isolante a temperatura zero, com um gap de energia da ordem
de 1.8 eV, menor que a largura da banda 7 da ordem de 12 eV. No entanto, veremos que &
possivel modificar o Hamiltoniano (2.1) pela introdu¢do de uma segunda escala de energia além
da largura da banda  de 4t ~ 12 eV, que abre um gap de energia de particula tnica 2A ~ 1.8 eV

dentro da banda representada na Figura 2.2(a) [1].

2.1.2 Dobramento espectral

Antes de identificarmos aquelas perturbacdes do Hamiltoniano (2.11) que abrem um gap de
energia de particula Gnica e quais sao compativeis com o gap de energia medido no poliacetileno,

observamos primeiro que a dispersdo (2.12) possui a seguinte simetria de espelho:
Ek = —Ekxr- (2.20)

Introduzindo os espinores de criagdo e aniquilacdo de dois componentes para cada momento

k e para cada nimero quantico de spin o:

o T N

I N | Ckeo

Rio= ] Re=|, : 2.21)
Ck—zr,(r Chk-mo

pode-se reescrever o Hamiltoniano (2.11) como [1]

|k|<m/2
H= ) > il Hkeo (2.22)
kEAEZ o=T.l

com a matriz hermitiana de particula tnica 2 X 2 resolvida em momento
S = €T3 (2.23)

Aqui, restringimos a zona de Brillouin pela condi¢do |k| < 7/2, enquanto introduzimos a matriz
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de Pauli 2 x 2 73°.
Existem duas bandas com energias opostas, pois 73 tem autovalores +1. As energias dessas

duas bandas, rotuladas por +, no limite termodinadmico (N — o0), sdo
&k« = t|ek], k| < m/2. (2.24)

Para a zona de Brillouin reduzida pela metade, |k| < /2, para cada autoestado de energia de
particula Unica com energia +¢&, existe um autoestado espelhado com energia —¢. Esta simetria

espectral € consequéncia do fato de que a transformagao quiral [1],

At Nir [ st " v n
el El = (—1)’cl.',a, Cio = Gy =(=1)'Ci0, (2.25)

ou, no espaco de momento,

AT N A/ A
ck+7r,0' - Ck,o—’ Ck+7r,0' = Ck,o» (226)

e que pode ser representada na base (2.21) por
Xko > T1 Xk (2.27)
obedece a relagdo de anticomutacao
G - 16T = = (2.28)

Agora vamos relacionar explicitamente a simetria espectral (2.28) a existéncia de duas sub-
redes interpenetrantes na cadeia linear e conectd-la a transformacdo quiral (2.25). A cadeia
unidimensional

A=A{r;=ie;, i=1,...,N} (2.29)

com N par pode ser dividida igualmente em sub-redes A e B definidas por

A ={ri=ie;, i=13,...,N—-1}, (2.30)

AB = {r;=ie;, i=2,4,...,N}. (2.31)

3Esta matriz é independente do momento k e do spin o~. No caso presente, o =T, | age apenas sobre os graus
de liberdade de spin, e T = + age sobre os indices de banda + que surgem do dobramento espectral em metade da
zona de Brillouin. As trés matrizes de Pauli podem ser representadas como:

01 0 —i 10
oo "7l oo "Tlo a)
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Definimos a zona de Brillouin associada a sub-rede A4 por [1]

N

_|+1,...,_ ﬂ|+ﬁ}. (2.32)

4

2
Ax . _ _ _
ABZ.—{k——Nn, n=-— ) >

Qualquer k € AQ*Z corresponde a um k € Ay, no intervalo |k| < /2. Em outras palavras, Aé;
¢ a zona de Brillouin reduzida a metade mostrada na Fig. 2.2(b).

Se introduzirmos a notag¢ao

Ajo = C2j-1,0 bjo =C2jos (2.33)
para j = 1,..., N /2 e aproveitarmos as condi¢des de contorno periddicas, podemos escrever
NJ2
A==t 3 | b+ bjoto) + 5 (G010 +2j0)| (2.34)
j=lo=1l

Para diagonalizar esse Hamiltoniano, introduzimos as transformadas de Fourier unitérias [1]

5 ) N/2
djo=yy 2, ¢ Hae. e =qx ]Z_; e K2q; (2.35)

Ax
keAg,

A / ik2) 7 2 [ k2 7
bj,O' = N Z e ka,(ra bk,a' = N;e ! jbj,O'- (236)

A
keAg;

Agora, o Hamiltoniano (2.34) pode ser levado para a representacao

H= ) > ¥l Ao, (237)

A% p—
keAg, o=T.

onde a estrutura de sub-rede pode ser codificada em dois graus de liberdade com o auxilio dos

espinores de dois componentes [1]

= (a0 ,) ke = (“’”’) . (2.38)
| ok bio
A matriz hermitiana de particula tnica 2 X 2 resolvida em momento é
A = —t [1+cos(2k)] 71 — t sin(2k) 1. (2.39)
Os autovalores do Hamiltoniano de particula tnica (2.39) sdo

grs =x2tcosk, ke AL (2.40)
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Novamente, para cada autoestado de particula Ginica com energia +¢&, existe um autoestado
espelhado com energia —¢. Esta simetria espectral é consequéncia do fato de que a transformagao

quiral (2.25), que na base (2.38) é representada por

Vo = (~T3)ker, (2.41)
obedece a relacao de anticomutagdo

S (—13) H(~13) = - A4 (2.42)

2.1.3 Um modelo para o poliacetileno

Agora veremos como € possivel abrir um gap de energia de particula inica na dispersao (2.24)

ao mesmo tempo em que se reduz a simetria de translag@o discreta (2.5) de modo que

all +béiyracll,, +béune, a,beC, nez, (2.43)

I8 i+2n,0

para qualquer i € A. Observe que a simetria sob translacao por dois espagcamentos de rede de A
é a mesma que a simetria sob translacdo por um espacamento de rede de A4, ou seja, ela gera a
simetria

T
J.o

cbt, +dbjs > cbl,,  +dbjing, (2.44)

+ddj, o cdl, +ddjine,

ca jxn,o

para quaisquer c,d e C,neZ,ej=1,...,N/2.

No modelo mais simples para o transporte eletrdnico no poliacetileno, considera-se uma
cadeia unidimensional e introduz-se uma segunda escala de energia caracteristica, a amplitude
de hopping alternado entre vizinhos mais préximos o6¢ € R, além da amplitude de hopping
uniforme entre vizinhos mais préximos ¢ > 0. Isso fornece o Hamiltoniano efetivo eletronico e

nao interagente de tight-binding [1]

Hyoa == Y >, (11 + 12 008(2K)] 71 + 12510 (2K) 72) e o

keAy,, o=1.
N/2
== 2 {d},a (t=00)bjo+ (1+61)bj 1] + H.c.} . (2.45)

j=lo=1

onde
f1:=t—0t, ty:=t+0t. (2.46)
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Os componentes dos espinores obedecem a dlgebra fermidnica

{'ﬁk,a’,(za l/}lt’,o-’,a/} = 5k,k'6(1',0"6(l’,d'a {'ﬁk,a’,(la l/;k’,(r’,(y’} = {l//}};r’o./’am lZ}Z,o‘,a} = O, (247)

/ Ax
para k, k" € A3,

representada pela Eq. (2.41).

o,0’ =T,], e a,a’ = A, B. Nesta base, a transformacdo quiral é diagonal e

Um autoestado de energia de particula tnica |k, +, o) [1] de flpolya com a autoenergia positiva

duplamente degenerada

Ekat 1= +2\/t2 cos? k + (61)2 sin® k, (2.48)

pode sempre ser pareado com um autoestado de energia |k, —, ) de Hpolya cOm a autoenergia

negativa duplamente degenerada

k. i= —24/t2cos? k + (61)2 sin” k, (2.49)

por meio da transformacao quiral (2.41).
O méximo da banda inferior (¢ —) € 0 minimo da banda superior (& +) estdo separados por

um gap de particula tnica,

min &4+ — max &g _ = 4|0t|, sel|dot|/t <1,

keAss keAd:

2A = Bz Bz (2.50)
min &4 — mMax & _ = 41, se |ot|/t > 1.
keAds ke

Esse gap € mostrado na Figura 2.3(a). As dispersdes para diferentes razdes de ||/t sdo
mostradas nas Figuras 2.3(b)-2.3(d). O gap (2.50) € um gap direto, isto €, 0 midximo da banda
inferior e 0 minimo da banda superior ocorrem ou no momento k = 7/2 mod & quando |5t < 1,
ounomomento k =0 mod 7 quando |6¢| > ¢. Quando |6¢| = ¢, as bandas inferior e superior sao
planas, isto €, independentes do momento k, e a cadeia se decompde em dimeros independentes.

Para o poliacetileno, a fenomenologia dita que 4 ~ 12¢eV, 6t ~ 0,5eV, e er = 0.
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e(k)
|
A2 1D

ENVE

‘ é | &1/t | —T/2 +m/2

+1

(k) (k)
L ] | \

z z VNN

—m/2 +m/2 —m/2 +m/2
(c) (d)

Figura 2.3: (a) Gap da Eq. (2.50) como fungdo de 6¢/¢. (b) Dispersdo da cadeia dimerizada
quando |6f] < t. (c) Dispersdo da cadeia dimerizada quando |5¢| = ¢, caso em que a cadeia
se decompde em N /2 dimeros disjuntos. (d) Dispersdo da cadeia dimerizada quando |6¢| > ¢.
Fonte: adaptado de [1].

2.2 O Modelo Su-Schrieffer-Heeger

Introduzimos agora o modelo de rede unidimensional mais simples possivel que acopla os
elétrons da banda m do poliacetileno as moléculas de acetileno que entram em sua férmula
quimica. Este modelo € denominado modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) [1, 12].

Primeiramente, consideramos deformacoes elésticas da cadeia de poliacetileno ilustrada na
Figura 1.2. Negligenciamos a torcdo da cadeia, isto é, assumimos deformacdes tais que os
orbitais sp? permanecem em um plano, com o orbital 7 perpendicular a este plano. Nestas
condicoes, a sobreposicao dos orbitais 7 vizinhos depende apenas da distancia entre os 4tomos
de carbono adjacentes. O i-ésimo 4tomo de carbono, dentre N, estd localizado na posi¢cao
ri = R;+u; € R, onde R; = ia é a posi¢ao de equilibrio do dtomo e u; € o seu deslocamento
em relagdo a essa posicdo. O outro grau de liberdade do 4tomo de carbono de massa M € seu
momento linear p; € R ao longo da dire¢ao unidimensional da cadeia [1].

Em segundo lugar, associamos a cadeia do poliacetileno o Hamiltoniano quéantico ﬁphomns

para uma cadeia harmonica linear, pelo qual ﬁphonons € definido por [1, 12]:

JZ
—= o+ = (il — 1)’ (2.51)
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com as relagdes de comutacdo candnicas de tempo igual:

[4:, p;] = iho (2.52)
para qualquer par i, j = 1,--- , N e com as condi¢des de contorno periddicas de tempo igual:
0 =0iyn, Pi= PisN- (2.53)

A constante adimensional xk > 0 constitui a constante eldstica ou de mola. Ela origina-se
implicitamente dos elétrons da ligacdo o.

Os modos normais de Hphonons 40 denominados fonons. Eles sdo dados por [1]:

N
1 / h (qr-i t,=ilqri
3(1) = A +i(qpi—wyt) + AT —1(111'1—731[)] , 2.54
(1) VN = 2Mw [ale “° ( )

—i i [AM @, (i (i
pi(t) = [dleﬂwl"‘wﬂ) ~ dje-'(ql"‘w”)] , (2.55)
WiV 2

parai =1,---,N. A relacdo de dispersdo €é dada por:

[2 2rl
w) = MK(I —c0sqp), qi:= % (2.56)

especificadas certas condicdes iniciais pelos N pares de operadores d; e a;. Estes operadores

obedecem a dlgebra bosdnica:

[a,, dj,] =61, [aj,aj,] = [a1,ar] =0, (2.57)
paral,l’=1,---,N, e geram o espaco de Fock bosonico:
phonons := span {ﬁ (d;)”l 0y, m;=0,1,---, @]|0)= O} . (2.58)
=1 V!

Estes fonons sdo sem gap com a dispersdo linear w; = +k/Mgq; + ﬁ(qlz), isto €, \Vk/M
desempenha o papel de uma velocidade caracteristica.
Em terceiro lugar, os Unicos elétrons que iremos manter explicitamente sdo os elétrons 7.

Postula-se que sua dindmica quéntica, no limite em que estdo desacoplados das moléculas das



37

quais se originam, € governada pelo Hamiltoniano [1]

N N
Hacarons ==t ) 3 (el o+ He)=u ) 3 &l oo (2.59)
i=1 o=1,| =l o=1.|

Os operadores de criacao e aniquilagdo para os elétrons obedecem a dlgebra (2.2) e as condi¢des
de contorno periddicas (2.4). Eles geram o espaco de Fock (2.3), que renomeamos como
Belectrons- Aqui, também introduzimos o potencial quimico de valor real u.

Em quarto lugar, o modelo SSH postula uma interacao entre os fonons e os elétrons 7 que é

governada pelo Hamiltoniano:

Hepi= —a Y (i~ i) (éZGéHLU + H.c.) (2.60)
i=1 =T,

com o acoplamento elétron-fonon @ carregando a dimensao de energia por unidade de compri-

mento. Este Hamiltoniano atua sobre o produto tensorial:

%SSH = 8’phonons ® %electrons- (2.61)

Ao todo, chegamos ao Hamiltoniano SSH:

—~

ﬁSSH = thonons + ﬁelectrons + ﬁe—p (262)

atuando sobre o espago de Fock Fssy. A fungdo de parti¢do é definida por [1]:

1

2.63
T (2.63)

ZssH = ]\}E}I}” Trggen (e_'BFISSH) , B=

Aqui, o limite termodindmico N — oo é tomado mantendo-se a fracdo de preenchimento por

spin

1 0Zssu
Ve 1= ——
2NB du

fixada em qualquer nimero entre 0 e 1. As Egs. (2.62), (2.63) e (2.64) definem o modelo SSH

em equilibrio termodindmico na temperatura inversa 8 = 1/(kgT).

(2.64)

A soluc@o do modelo SSH (2.62) no limite @ = 0, para o qual os féonons se desacoplam
dos elétrons, ja foi apresentada na Subse¢do 2.1.3. O modelo SSH ndo é exatamente soldvel
(integravel) quando a # 0 e M ¢é finito. Contudo, a integrabilidade para qualquer acoplamento
elétron-fonon ndo nulo a # 0 pode ser recuperada se assumirmos que o estado fundamental de
muitas particulas para os fonons nao apresenta flutuacdes quanticas, isto €, no limite classico
M — oo para os fonons. Nessa aproximacao, os fonons sao tratados, entdo, como um fundo
cldssico para os elétrons. Esse limite foi resolvido em forma fechada, dentro de uma aproximagao

de ponto de sela, tanto por SSH na rede quanto por Takayama, Lin-Liu e Maki [34] no limite
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continuo.
O limite classico para os fonons pode ser obtido comparando-se 0 movimento de ponto zero

dos ions ao espacamento de rede, o que produz a condigdo [1]:

c|— < a (2.65)

com ¢ uma constante numérica. Esta condicao € trivialmente satisfeita no limite em que 7 — O.
E também satisfeita no limite de massas de acetileno pesadas, M — oo. No tltimo caso,
podemos substituir os operadores #; por qualquer autovalor real u;. Ao fazé-lo, seleciona-se o
subespaco:
SC
%SSH C %SSH (2-66)

que € isomorfico a Felectrons- Este limite nos permite substituir o Hamiltoniano de fonons (2.51)

pelo Hamiltoniano cléssico:

N
K
Hoponons 1= 3., |5 i = wis1)?| . (2.67)
i=1

Podemos também substituir o Hamiltoniano elétron-fonon (2.60) pelo Hamiltoniano semiclas-

sico:

N
= =3 > - ui) (@j’o_ém,(, 4 H.c.) . (2.68)
i=1 o=1,]

O Hamiltoniano ﬁgfp ndo € mais que o Hamiltoniano (2.1) com a identificacdo t; — a(u; —u;41)-
Assim, o limite semiclassico (2.65) do modelo SSH (2.62) é:

ﬁ gCSH = Hphonons + ﬁ electrons T ﬁé?p (269)
com a funcdo de particao:
SC o 13 « —ﬁﬁsc _
Zgy 1= lim Trge (ePn), p= pac (2.70)

onde o limite termodindmico N — oo deve ser tomado mantendo-se a fracao de preenchimento
por spin (2.64) fixada em qualquer numero entre O e 1.

Embora o Hamiltoniano combinado

—~

N
Helectrons + H;?p = - Z Z {[t + a’(ui - Mi+1)]><

i=1 o=T1,]

(6106,41,0 + H.c.) + ,uézac},g} @2.71)



39

seja consideravelmente mais simples que ﬁelecmns + ﬁe_p, ele também nao pode ser resolvido em
forma fechada para escolhas arbitrarias de uy, - - - , uy. Contudo, a escolha alternada (recordando
a Eq. (2.46)):

ui— i = (=Du & t; =1+ (=1)6t, 6t :=au, (2.72)

com u qualquer nimero real, fornece a solucao fechada obtida para o modelo na Eq. (2.45)).

2.3 Limite continuo e teoria de campos efetiva

Agora, desejamos passar do modelo de rede discreta para uma descri¢do continua de baixa
energia e longo comprimento de onda. Para isso, definimos o limite de escala da cadeia A no

qual o nimero de sitios
N — (2.73)

e o espagamento de rede
a— 0, (2.74)

sob as duas condi¢des de que o comprimento
L=Na (2.75)

e a fracdo de preenchimento
O<ve. <1 (2.76)

definida na Eq. (2.19) sao mantidos fixos. No limite de escala, o corte de momento ultravioleta

AUV T
—_— = 2.77
2 2a ( )
fixado pela zona de Brillouin A’g; diverge.
No limite de escala, fazemos as identificagdes [1]
N L L dx
=1, =, Aj=1 —— <x<+=, —=1y, 2.78
{J B } = { 2 =Y 3 } (2.78)
2n 2r T Vs dp
k==—,--,n, Nk="}={-—<p<+—1, =1;. 2.79
{ N N} { 20 =V >"2a 2a/L } (.79)
Isto sugere absorver o fator multiplicativo (27/L)~! pela reescalonagem
A — N | A
Vs

quando relacionamos operadores de rede a operadores de campo para o elétron.
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Se exigirmos que 57 (p) iguale 77; em

Hi= ) ) b, Hidie (2.81)

keAg, =T,

sempre que ap = k para [—x/2,+n/2[, pode-se inferir a identificacdo [1]

~ +Ayv /2 R A
H— ) / dp i (p) A (p) s (p), (2.82)
=Tl -Ayv/2

no limite de escala. Os operadores de campo obedecem a dlgebra

{lﬁa,a’(p)» lﬁz-',a’ (P’)} =000 Oaa’ o(p - p,)»

{Boap)diorar (P} = (il o (0. 0L a(p)] = 0. (2.83)

Além disso, dado que a fracao de preenchimento é mantida fixa no limite de escala, o médulo

do momento de Fermi adimensional

kr =a|pr.+| (2.84)
definido na Eq. (2.15) também € fixo neste limite. O indice + distingue os dois pontos de Fermi

PFx = xkp/a (2.85)
sob a suposicao de que cada ramo das dispersdes de particula tinica

gkx — &+(p) (2.86)

€ uma func¢do estritamente mondétona do centro da zona p = 0 até cada um dos limites da zona
p = +r/(2a), além de ser periddica sobre a zona de Brillouin [-7/(2a),+n/(2a)[ [1]. Esta
suposicao € verificada para as dispersoes (2.48) e (2.49) usadas para modelar o transporte
eletronico em poliacetileno se, e somente se, |0f| # £.

Quando v, = 1/2, o momento de Fermi estd localizado ouem pr = 0ouem pr = —1/(2a),
os unicos pontos da zona de Brillouin que sdo invariantes sob a inversdo k — —k até o momento
reciproco 7. Portanto, hd apenas um ponto de Fermi pr com a energia de Fermi £r em meia
ocupacdo [1]. Denotamos por Ur q o intervalo de tamanho Q <« A,, centrado nesse ponto de

Fermi. Introduzimos também as notacdes abreviadas:

Uy o (p) =0 (pr+p).  Ure(p) =de(pr+p). (2.87)
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com a convencao para a transformada de Fourier dada por

. 1 +Q/2 o ] .
wF,O'(x) = _/ dp €+lpx'va,0'(p) = 6"””%(36)- (2.88)
V2rr J-Q/2
e, da mesma forma, definimos
Rb o (0) =X pr+p). kra(P) = Ro(pr +p). (2.89)

com a convencao para a transformada de Fourier dada por

+Q/2
+ipx & —IpFX

or o (x) = —— d ~(p) = . 2.90
Pro ) m[m D P R o (p) = € PG (x) (2.90)

O setor de baixa energia e longo comprimento de onda do Hamiltoniano (2.81) € entdo capturado,

para os espinores no espaco orbital e de Bloch, respectivamente, com o Hamiltoniano efetivo

+Q/2
He = Z dp ¥l (p) H(pr +p) ¥r.o(p)
=N ’
+Q/2

=> > / dp %f () €a(PF + P) XF.0a (D). (2.91)
o1 =

onde se entende que ou a matriz Hermitiana 2 x2 de particula inica .7 (p g+ p) ou os autovalores
de energia &,(pr + p) devem ser expandidos em poténcias de p até a primeira ordem nao nula
além da ordem zero [1].

No caso do modelo (2.45) do poliacetileno em meio-preenchimento, expandindo o Hamil-

toniano de particula tinica

H(p) :=—[t1 +1rcos ((pr + p)2a)] 71 — tasin ((pF + p) 2a) 12, (2.92)
onde
1 :=t—0t, ty:=t+6t, |6t <t, (2.93)
c
T
pri= 5 (2.94)
a

em poténcias de p até a ordem dominante, seu setor de baixa energia e longo comprimento de

onda € capturado pelo Hamiltoniano efetivo [1]:

+Q/2
= >, / dp i, (p) (vepes + mevi ) deo (p) (2.95)
o=T.|
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na base orbital do espaco de Fock, ou equivalentemente:

ryeft /2 A 2 2. 4712
H™ = Z a2 dp Xy (p) [(vep)* + mivg] " T3 kR0 (p) (2.96)
=N

na base de Bloch do espaco de Fock. A velocidade de Fermi € dada por [1]:
VF = 2at, (2.97)
e a “energia de repouso relativistica” é:

mpve = 26t. (2.98)

2.4 O Trabalho pioneiro de Jackiw e Rebbi

2.4.1 Fundamentos teoricos

O trabalho seminal de Jackiw e Rebbi em 1976 [3] estabeleceu as bases tedricas para a
compreensdo da fracionalizacdo do ndmero fermidnico em teorias de campo relativisticas. Seus
resultados demonstraram que campos bosonicos podem induzir estados com carga fraciondria
1/2, constituindo uma descoberta fundamental que transcendeu a fisica de altas energias e
encontrou aplicacoes diretas em sistemas de matéria condensada.

Vamos considerar um conjunto de Hamiltonianos de Dirac definidos na reta real, comegando
com o caso invariante por translacdo, representado por um Hamiltoniano de referéncia dado por
[1, 3]:

. d
Ty = —szE + T1 oo, (2.99)

onde ¢o > O constitui um pardmetro com dimensdao de comprimento inverso, € Ty, T» S0

matrizes de Pauli. O Hamiltoniano conjugado por carga é:

d
T Ty = —iTza — T Poo- (2.100)

Para investigar a fracionalizacdo, Jackiw e Rebbi estudaram configuracdes com defeitos

topoldgicos através dos Hamiltonianos:

I = —irzi + 715 (x) (2.101)
dx

d
Hs = i —114s(x) = AT, (2.102)
x
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onde o perfil do séliton é dado por:

¢s5(x) 1= Poo tanh[ oo (x — xy)]. (2.103)

Para o sistema uniforme, as solu¢des de particula Gnica do problema de autovalores:

HoWoox(PsX) = Eco,t(P)Woo (P, X) (2.104)

Ecox(P) := £/ P + 82 = xe(p). (2.105)

Estas solu¢des podem ser normalizadas de forma que satisfacam [1, 3, 35, 36]:

possuem energias:

/ Ap Ul (o Wren (o) = S8 (x = ), 2.106)

/ el (oW (92) = S8 (p — ). (2.107)

A transic@o para uma teoria de muitas particulas € realizada através da defini¢io do Hamil-

toniano e dos campos fermidnicos de segunda quantizacgao [1, 3, 35, 36]:

Heo ::/dx‘fl;(t,x) Ao Poo(t, %), (2.108)
PL(tx) = ) / dp "= Pyl (p,x)é (p), (2.109)
INCEDY / dp ™= Py, o (p, x)éq (p), (2.110)

onde os operadores de criacdo e aniquilagdo obedecem a dlgebra fermidnica, sendo

{Eo(p), &, (p)} = 650:6(p = D). (2.111)

os Unicos anticomutadores ndo-nulos. O campo de Dirac e o seu adjunto satisfazem relagdes de

anticomutacdo de tempos iguais onde
{‘i‘oo,a(t,x), ‘?L,a,(t,x’)} = Oq.ar 6(x = X') (2.112)

sd0 os Unicos anticomutadores em tempos iguais ndo-nulos para qualquer par de indices de
espinor @, @’ = 1,2 e para qualquer par x e x’ na reta real.
O Hamiltoniano de muitas particulas também pode ser escrito em termos destes operadores

como:
= / dp (D) [EL(P)es(p) — & (M- (p)]. 2.113)
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O estado fundamental do sistema, quando a energia de Fermi estd dentro do gap do espectro de
particula Unica, corresponde ao estado obtido preenchendo todos os estados de particula tnica

de energia negativa:

vacy := | | eL(p)I0), (2.114)

p
onde |0) é aniquilado por todos os ¢, (p) [1, 3, 35].
Como vimos anteriormente, a teoria de Dirac possui uma carga total conservada (??), cujo

operador correspondente na teoria quantizada € [1, 35]
0 := /dx Pl (2,x) Yoo (2, X). (2.115)
O operador de carga total Q comuta com o Hamiltoniano de Dirac H:
[Q0,H]=0. (2.116)

Assim, os autoestados do Hamiltoniano H possuem uma carga bem definida.

E conveniente realizar uma transformacio que preserva a dlgebra fermionica canonica (2.111),
ao mesmo tempo garantindo que o estado fundamental seja aniquilado por todos os operadores
de aniquilagdo. A transformacdo conveniente que atende a esses critérios € dada definindo os

operadores de criacdo e aniquilacio de férmions é(p), ¢t (p) e d(p), d' (p) como [35]

é(p) = ¢+(p),
d(p) = ¢L(p), 2.117)

de modo que
é(p) [vacy = d(p) |vac) = 0. (2.118)

Esta redefinicdo corresponde a uma transformacao particula-buraco para os estados de energia

negativa. Esta transformacao produz as representacdes [1, 35]:

He = +/ dp e(p) [€1(p) é(p) —d(p)d'(p)] ., (2.119)
p= / dp p [¢7(p) é(p) — d(p) d"(p)] . (2.120)
G- / dp [¢7(p) é(p) + d(p) dF ()] 2.121)

E desejavel trazer todos os operadores de aniquilagio para a direita dos operadores de cri-
acado para evitar ambiguidades de ordenamento. Isso pode vir ao custo de nimeros complexos
C, possivelmente infinitos, que provocam mudancas de energia rigidas nos espectros de mui-
tas particulas, ao se realizar essa operacdo em formas bilineares de operadores de criacdo e

aniquilacdo [1]. Para eliminar termos infinitos indesejados, aplica-se o ordenamento normal,
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denotado por : - - - :, que posiciona todos os operadores de criacdo a esquerda dos operadores de
aniquilagdo. Este procedimento equivale a tratar os operadores como nimeros de Grassmann

durante o reordenamento. Para os operadores normal-ordenados em relagdo ao vicuo, obtém-se:

Aai=+ [ dpen() [0 ) + & (p) d(p)]
= Ho +6(q :())/dp Eoo(p), (2.122)
Pi= [ dpp [ e+ d (0 d)
=P+6(qg=0) / dp p, (2.123)
0=+ [ dp )i - &) dip)]
:Q—a(q=0)/dp1. (2.124)

Os operadores com ordenamento normal exibem propriedades de simetria notdveis sob

conjugacio de carga (¢ < d):
* O Hamiltoniano (2.122) e o momento (2.123) sdo pares;
* A carga (2.124) é impar.

Esta ultima propriedade alinha-se com a intui¢do fisica: a conjuga¢do de carga troca particulas
por antiparticulas, invertendo o sinal da carga.

A carga com ordenamento normal (2.124) admite uma representacao integral no espaco de
posicao [1, 35]:

0225 [ dp{[E.e)] - [d o) dp])

1 ~ ~
_ / ey [l{f; (), \Pm,(,(t,x)] . (2.125)
2 ’
a=1,2
Aplicando o ordenamento normal, verifica-se que o estado fundamental |vac) satisfaz:
‘Heo |vac) =: P: |vac) =: Q . |vac) =0, (2.126)

confirmando que este estado possui energia, momento e carga nulos quando definidos com

ordenamento apropriado.

2.4.2 Quantizacao do campo de Dirac em background solitonico

Para construir a teoria quantica de campos para o Hamiltoniano de particula tnica (2.101),

consideramos todos os autoestados de .77 que sejam normalizdveis na reta real ou que tenham



46

assintotas de ondas planas quando x — +oo. Estes incluem os autoestados ¢ .. (x) de .7 com

autovalores ndo nulos &, 4, caracterizados por:

f% 'ﬁs,i (X) = &g+ ws,i(x)a (2 127)
onde
g2 = E|&g, (2.128)
B (us,gx)) )
Ysa(x) = € C~. (2.129)
vs’i(x)

Além disso, a autofungdo 5 o(x) de .7 € um modo zero ndo degenerado de 77 se [1, 3]
Hs0(x) =0. (2.130)

Apesar da quebra da simetria de translacdo pelo perfil de séliton ¢,(x) (2.103), o sistema

exibe invariancia sob a composicao de inversao espacial e conjugacdo [1]:

(x = x5) = —(x = xy), (2.131)
I = 13 I T3. (2.132)

Esta simetria implica as seguintes relagdes:

WS,—(X) =13 lﬁ:,+()€), se |8s,i| = |8s| > 0,

T3 Y50(X) = Y 0(x), caso contrdrio.

(2.133)

Assim, o espectro de 7%, contém um continuo de energias £,.+(p) = £Vp2 + 2 = *&.(p), e

contém um modo zero ndo-degenerado com autofuncao:

Uso(x) = N (”s’%(x)), s 0(x) = exp (— / xdx'qbs(x’)), (2.134)

onde ./ € uma constante de normalizagao [1, 3].
Os operadores de campo fermidnicos de segunda quantizacdo admitem expansdes em modos

normais usando a base de estados de particula tnica, apds o uso da transformacao definida pela
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Eq. (2.117), dadas por [1, 3]

Wl(1.0) = gy (0) BT + / dp ==y (p,x) & (p) + e Pyl () T3 d(p)]

(2.135)
Py (t,x) = Ys(x) b + / dp [e*=Py (p,x) é(p) + €D rs g 4 (p,x) d' (p)]
(2.136)
onde impomos a dlgebra fermidnica com os tnicos anticomutadores nao nulos:
{e(p).¢" (P} ={d(p).d (P} = 6(p — "), (2.137)
para os modos continuos, e
(6,67} =1. (2.138)
para o modo zero.
Definindo o Hamiltoniano e o operador de carga total de muitas particulas como
H, := / dx Wi (1, x) #,%,(1, x), (2.139)
0 = / dx Wl (2, x) Wy(1,x), (2.140)
o ordenamento normal produz [1]:
A=+ [ dpentp) [ e +d () )
=H; +6(q =0) / dp e (p), (2.141)
e
0 =bb+ [ ap () e - ') dip)]
=0-6(q=0) /dpl. (2.142)

E possivel verificar que o Hamiltoniano com ordena¢do normal, : H :, comuta com o
operador de carga normal ordenado, : Q :. Além disso, os estados fundamentais de muitas
particulas de : Hy : sdo duplamente degenerados quando o potencial quimico estd exatamente

na energia de particula tnica zero, ou seja, os estados de muitas particulas

|s, —) := |vac), (2.143)
|s, +) := bT|vac), (2.144)
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onde |vac) foi definido na Eq. (2.114), satisfazem
cHg: s, %) =0. (2.145)

O operador : Q : distingue os estados fundamentais dependendo do preenchimento do modo
zero: tem autovalor 0 se o potencial quimico estd ligeiramente abaixo da energia de particula
Unica zero, e autovalor 1 se estd ligeiramente acima.

Sob a transformacao de conjugacdo de carga, implementada por

¢ e d, (2.146)
e pela troca dos operadores do modo zero,
b'—b, b b, (2.147)
os operadores transformam-se como
:ES:H:ES:, :Q:H—:Q:H. (2.148)

Este resultado evidencia que a ordenacdo normal, por si s, ndo € suficiente para definir um
operador de carga de muitas particulas que seja estritamente impar sob conjugacdo de carga na

presenca de um sdliton. Isso motiva a defini¢@o alternativa do operador de carga [1, 3],

~ 1 ~ ~ ~ 1

0, = / dxs 3 B0, 80| =20 -5, (2.149)
2 a=1,2 ’ 2

que possui a propriedade desejada de ser impar sob a representacio anterior de conjugagao de

carga. Com esta defini¢do do operador de carga, Jackiw e Rebbi encontraram que
~ 1
Qsls, x) = £5s, ). (2.150)

Este resultado demonstra que o estado fundamental de muitas particulas no setor do séliton
¢ duplamente degenerado, com cada estado portando nimero fermidnico fraciondrio +1/2.
Consequentemente, todos os estados obtidos pela adicao de excitagdes de particula tnica a
qualquer um dos estados fundamentais degenerados |s, —) ou |s,+) possuem nimeros fermi-
Onicos semi-inteiros, estabelecendo a fracionalizagcdo como uma propriedade robusta do setor

topolégico[1, 3].
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2.5 Fracionalizacao no poliacetileno

Continuamos a considerar o limite semiclassico (2.65) do Hamiltoniano SSH (Eq. (2.69),
no qual podemos tratar os fonons como um fundo cldssico para os elétrons. No entanto, em
vez de assumir o fundo (2.72), que quebra a simetria de translacdo do Hamiltoniano SSH em
um espagamento de rede, assumimos a existéncia de um perfil na dependéncia de u; na posi¢ao
i da molécula de acetileno que interpola entre as duas configuragdes de ligacdo mostradas na
Fig. 1.2[1, 5, 12]. Tal perfil pode ser associado a um defeito pontual no qual duas ligacdes fortes
(ou fracas) se encontram. Para uma cadeia fechada (com a topologia de um anel € um nimero
par de sitios), apenas um nimero par de defeitos € compativel com condi¢des de contorno

periddicas, como ilustrado na Figura 2.4(a).

e(k)
|

(a)

Figura 2.4: (a) Estados ligados localizados nos defeitos pontuais do padrao de dimerizagdo. (b)
Espectro eletronico de particula Gnica na presencga de um par séliton/anti-séliton suficientemente

afastados. Fonte: adaptado de [1].

Uma das consequéncias mais notdveis dos modos zero ligados a sélitons ou anti-sé6litons no
poliacetileno reside no fato de que eles podem ser associados a uma carga fraciondria. A seguir
apresentamos um argumento de contagem que fundamenta a nogdo de fracionalizacdo da carga
eletronica [1, 5, 12]. Este argumento, baseado na mecanica quantica, conduz a conclusiao de
que a carga ligada a um séliton corresponde a 1/2 da carga eletrdnica.

Seja |i) o estado de particula tinica com o elétron (sem spin) localizado no sitioi = 1,--- , N

da cadeia. Estes estados de particula Gnica formam uma base ortonormal completa:
N
1= Z )Gl (@li) = 0ip, i =1,--- N, (2.151)
i=1

Seja também |e,) um autoestado de energia de particula tinica para algum Hamiltoniano definido

sobre o espaco de Hilbert gerado pela base de rede da Eq. (2.151), isto €, um autoestado de
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particula tinica da base ortonormal {|g;),€ = 1,---, N} que satisfaz a relacao de completude:
N
1= Z lee)(eel,  (eeler) =6ee, €0 =1,---,N. (2.152)
=1

Daqui em diante, omitiremos a referéncia explicita ao indice contdvel £ dos autoestados de
energia de particula unica. Para um dado sitio i, podemos combinar as Egs. (2.151) e (2.152)

para encontrar a seguinte identidade local [1]:
1 = (i)
= ) (ile)eli)
&
= > liel

= > Vie. (2.153)

Aqui,
Vie = |Wiel* = [(ile)|? (2.154)

representa a densidade de estados adimensional no sitio i e na energia (discreta) €. A identidade
local da Eq. (2.153) constitui uma regra de soma aplicdvel a qualquer Hamiltoniano de rede de
particula unica.

Seja v;, a densidade de estados resolvida em posigdo e energia no sitio / e energia & para
elétrons sem spin que experimentam hopping de primeiros vizinhos ao longo de uma cadeia
feita de N sitios com dimerizacao pristina. Denotemos por vlsi a correspondente densidade de
estados para elétrons sem spin ao longo de uma cadeia feita de N sitios com um defeito de
dimerizacao suportando um séliton centrado em torno de i, € um anti-séliton centrado em torno
de i5. A regra de soma da Eq. (2.153) implica a identidade local [1, 5, 12]:

D= (2.155)
& &

para qualquer sitioi = 1,--- , N.
Assumimos que a separacao
rs = |rs = rsl (2.156)

entre os centros do sdliton e do anti-séliton € muito maior que o comprimento caracteristico [1]
E=1/A (2.157)
(em unidades para as quais h e a velocidade caracteristica sio ambos unitarios),

rss > &, (2.158)
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onde A constitui a escala de energia caracteristica para a dimerizacdo. A densidade de estados
Vi € controlada exclusivamente pelo quase-continuo de estados de Bloch nas bandas de valéncia
e conducdo®. No limite N > 1, a densidade de estados vlsi consiste (por suposi¢ao) tanto de um
quase-continuo de estados de Bloch nas bandas de valéncia e conducao quanto de dois estados

no centro do gap (modos de energia quase zero) ¥; . € ¥; ., com energias
e =-6,<0, comyi, = (-1, (2.159)
em que a simetria espectral se deve a transformacao quiral, e onde (por suposi¢ao da Eq. (2.158)) [1]:
le_ — &4] ~ A%, (2.160)

Podemos agora reescrever a regra de soma local (2.155) como:

D e P+ Wie, P Y v = Y v > v 2.161)

e<e_ E>E4 £<0 >0

A simetria quiral implica que a densidade de estados resolvida em posi¢do e energia é uma

fungdo par da energia. Portanto, a regra de soma local da Eq. (2.161) torna-se:

5 2 2
23 v+ Wie P+ Wie, P =2 Vi (2.162)
e<e_ <0
Escolhemos que o potencial quimico esteja acima do dltimo estado da banda de valéncia
quase continua e abaixo de e_. Ambas as densidades de estados integradas em energia mas

resolvidas em posicao

vit= Y v (2.163)
e<e_
€
=y = Y v (2.164)
e<0 e<e_

constituem quantidades potencialmente divergentes no limite termodindmico N — oo para

espectros ilimitados como os espectros de Dirac. Contudo, sua diferenca:

SV = iy (2.165)

1

4 A terminologia de espectro quase-continuo considera o fato de que a dimensionalidade N do espaco de Hilbert
de particula dnica € finita devido ao tamanho finito da cadeia, isto €, antes de tomar o limite termodindmico
N > 1. Consequentemente, o espectro de autovalores de energia € discreto. A propriedade definidora do espectro
quase-continuo € que o espacamento entre quaisquer duas energias consecutivas pertencentes ao quase continuo
decresce com o aumento de N.
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permanece finita no limite termodindmico N — oo, assim como a representacao regularizada:

5 = - (Wi P+ e, P) (2.166)
da regra de soma local da Eq. (2.162). A subtracdo de infinitos constitui pritica comum na
teoria quantica de campos. A representagao tedrica local da regra de soma (2.166) é andloga ao
procedimento de fazer um ordenamento normal com respeito ao mar de elétrons [1].

Os modos de energia (quase) zero ;. € y; ., constituem, em muito boa aproximagao
quando rg; > &, as combinagoes lineares de ligagdo e antiligagdo do modo zero ¢ obtido para
uma cadeia aberta suportando um tnico séliton e o modo zero ¢} obtido para uma cadeia aberta

suportando um Unico anti-séliton [1],

Vie. ® — (U7 £4}). (2.167)

Com o auxilio da Eq. (2.167), a regra de soma local (2.166) torna-se:
§§—00 1 512 1 512
% ~ —E|lpi| - §|wi| . (2.168)

Esta aproximacdo € exata no limite rg5/& — oo.
Definimos, entdo, a carga integrada em espaco e energia Q% ligada ao par séliton/anti-
séliton como [1]:

0V = ) v, (2.169)

a qual é medida relativamente a uma carga de referéncia, a carga do mar de elétrons de muitas
particulas preenchido até meio preenchimento com dimerizagdo pristina. A carga da Eq. (2.169)
¢ dada por:

0¥ = -1, (2.170)

se normalizarmos os modos zero de tal forma que:

Z Wwil? = Z lyi* = 1. 2.171)

Entdo a Eq. (2.170) nos informa que temos um déficit de exatamente um elétron. Uma vez
que escolhemos o nivel de Fermi logo abaixo do valor £_, estamos a um estado do meio
preenchimento, e portanto temos um elétron sem spin a menos de ter a mesma carga do
sistema com topologia trivial. Assim, a diferenca entre a carga para as duas configuracdes
topologicamente diferentes € de —1. Mas, até aqui, tudo € padrdo. Onde estdo as cargas
fraciondrias?

As cargas fraciondrias ficam localizadas nas proximidades do séliton e do anti-séliton.

Calculando a carga total do sistema, ndo conseguimos vé-las. Precisamos focar nossa atengao
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em uma regiao que envolva ou o séliton ou o anti-séliton, mas ndo ambos na mesma perspectiva.

Assim, definimos a soma ponderada sobre as densidades de carga [1]
5 3 1 1 _
si—eo = NV pssieo 2N sz L 2N 502
Q7 = 3 fov"™ =3 D Wi =3 X AP 2.172)

onde f; : {1,---,N} — [0,1], i — f; constitui qualquer funcdo teste assumindo valores
positivos. A escolha f para a funcgdo teste define nosso campo de visdo. Se queremos sondar
a carga ligada ao séliton centrado em i;, escolhemos uma funcdo teste f* que assume o valor
f? = 1 parai emuma vizinhanga de tamanho ndo menor que ¢ centrada em torno de i;, enquanto
se anula em outras regides, digamos f; = 0 para i em uma vizinhanga de tamanho da ordem
de ¢ centrada em torno de i5, como representado na Figura 2.5. Inversamente, se queremos
sondar a carga ligada ao anti-s6liton centrado em i5 escolhemos uma funcio teste f* andloga.

Assumimos, entdo, uma hierarquia [1]:
rss > sup f° =sup f* > supy® =supy’ ~ & > sup d.¢° = sup 0,¢° (2.173)

entre as escalas de comprimento 7 (a separagdo entre um anti-séliton e um séliton), o tamanho
da regido do suporte da fungio teste sup f* = sup f*, o tamanho do suporte dos estados ligados
sup¥r* = supy® e o tamanho do suporte do séliton (anti-séliton) sup 8,¢* = sup d,¢*, sendo que
a dltima desigualdade proibe a proliferacdo de estados no centro do gap além daqueles oriundos
do teorema do indice.

S (x) fx)

Figura 2.5: Escalas de comprimento caracteristicas das funcdes teste f*(x) e f¥(x) localizadas
em torno das posi¢oes x5 € xg, usadas para sondar as cargas fraciondrias associadas aos modos
zero ¥r* (x) e Y (x) ligados a um par séliton/anti-séliton separado por uma distancia rg;. Fonte:
adaptado de [1].

Com as duas fungdes teste, f*(x) e f*(x), encontramos:

1
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QO ~ 3. (2.175)

respectivamente. Estas aproximagdes se tornam exatas no limite rg;/é — oco. Concluimos
que existe um déficit de particula de 1/2 de um elétron em uma vizinhan¢a ndo muito grande
nem muito pequena de um defeito topoldgico, relativamente a fase dimerizada pristina do
poliacetileno preenchido até meio preenchimento. Claramente, em um sistema fechado, ndo
se pode ter um déficit global de uma fracao de uma particula, mas este déficit pode aparecer
localmente.

Como vimos, o método utilizado em [12] para calcular a carga fracionéria envolve computar
os valores esperados de dois estados fundamentais de muitas particulas e entdo subtrair o de um
estado de referéncia livre de defeitos de outro com um defeito pontual. Na linguagem da teoria
quantica de campos, este método constitui uma renormalizacdo. No limite termodindmico, o
qual é exigido para que a separacdo exponencialmente pequena entre os estados ligados induzidos
pelo par séliton-antiséliton seja estritamente nula, a subtracdo € do tipo co — co. Subtrair um
oo de outro ndo leva necessariamente a uma resposta tnica. A ordem dos limites tomados
para alcancar estas quantidades infinitas importa. E, portanto, desejavel utilizar uma derivacdo
alternativa da carga fraciondria que forneca uma compreensdo complementar da ordem dos
limites invocados (implicitamente) para alcangar o resultado 1/2 [1].

Os métodos da teoria quantica de campos, com o auxilio dos quais Jackiw e Rebbi [3]
obtiveram primeiro a carga fraciondria 1/2, sdo esclarecedores nesse aspecto, pois eles im-
plementam de forma tnica a renormalizacdo da carga sob a simetria de conjugacdo de carga
do Hamiltoniano. Além disso, a carga fraciondria 1/2 ndo é um mero valor esperado em seu
cdlculo. E o autovalor preciso do operador de carga de muitas particulas expandido na base de
particula tnica do Hamiltoniano de Dirac com um e apenas um séliton como background [1].

Recordando a discussdo a respeito do poliacetileno nas Secoes 2.1, 2.2, e 2.3, vimos que
os elétrons no poliacetileno possuem dois graus de liberdade de spin—%. No entanto, estamos
ignorando o spin—% do elétron ao discutir as paredes de dominio no poliacetileno, substituindo
elétrons com spin por férmions sem spin, como os estudados por Jackiw e Rebbi. Isso pode
ser feito, sem perda de generalidade, quando a simetria de rotacdo de spin se mantém no limite
nao interagente. Considerar o spin—% do elétron, entretanto, deve ser relevante ao considerar os

efeitos das interacdes fermionicas de muitas particulas [1].

2.5.1 Modos de energia zero no limite continuo

O Hamiltoniano de Dirac 2 X 2 mais geral em espa¢o unidimensional que € compativel com

simetria de translacdo assume a forma [1]:

JC(p) = ap+Pm+ifysms = op + T1 P + T3Us, (2.176)
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onde escolhemos a representacao bidimensional das matrizes de Dirac como sendo 7, um trivetor

de matrizes de Pauli:

B=y'=1, a=y%"'=n, ys=—"%'=-n, iBys=m. (2.177)

As constantes de valorreal m = ¢, e ms = ug carregam dimensoes de energia. No poliacetileno,

temos as identificacoes [1]:
* m = ¢o: Codifica uma dimerizacao microscopica

* ms = s Representa um potencial quimico alternado, que constitui uma penalidade (ou

ganho) energético para elétrons sem spin localizados nos sitios da subrede A (B).

Os autoestados do Hamiltoniano de Dirac (2.176) podem ser representados pelos pares de

espinores de dois componentes [1]:

_ [P 2 cos(0(p)/2)

Yi(p) = (+e+,¢(p) 2 sin(8(p) /2)) : (2.178)
_ [ e PPsin(6(p)/2)

¥-(p) = (_ew(m 2 cos(6(p) /2)) : (2.179)

com os autovalores de energia:

g:(p) = P2 +m? + m3 = £4[p? + % + 115, (2.180)

respectivamente.
Qualquer dependénciade ¢ (x) e u;(x) na posicdo x quebra a simetria de translacdo. Contudo,
quando:
us(x) =0, (2.181)

qualquer modo zero de (h = 1):

d
Hy(x) = —iTzE + 110 (x) (2.182)

para algum perfil especifico da func¢do ¢(x) é robusto a mudangas suaves neste perfil devido a
simetria espectral quiral [1]:
Hy(x) = —1375(x)73. (2.183)

Aqui, a transformacao quiral:
a¥?(x) + ¥ (x) — a3 ¥?(x) + '3 ¥ (x), (2.184)

para qualquer par de nimeros complexos a e @’ e qualquer par de espinores complexos ¥ (x) e
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Y’ (x), mapeia o autoestado satisfazendo:

Hy(x0)¥s(x) = £%5(x), (2.185)
no autoestado satisfazendo:
Ay ()P (x) = =¥ (), (2.186)
onde:
Y_.(x) =3P (x). (2.187)

Em particular, qualquer autoestado simultdneo da transformagdo quiral 73 e de JZ3(x) =

—13.¢3(x)13 € um modo zero:

WP(x) = +¥(x)

= Hy(x)¥(x) =0. (2.188)
Hy(x)P(x) = e¥(x)

Os dois componentes do modo zero definido pela Eq. (2.188) devem satisfazer as equagdes

diferenciais de primeira ordem:

0 _4d
) & T W (e _ o (2.189)
4igx) 0 v(x)
cuja solugdo formal, dadas condic¢des iniciais u(0) e v(0), segue da integracao:
d —fx dx’ ¢(x")
= +¢(x) | u(x) =0= u(x) =u(0)e /o , (2.190)
d X ’ ’
[_E +o(x)|v(x) =0 = v(x) = v(O)e+f0 dP) (2.191)

Impomos as condi¢des de contorno de que os componentes dos modos zero se anulem
no infinito. Essas condi¢des de contorno s6 podem ser satisfeitas nos dois casos seguintes
(assumindo |¢p(xo0)| # 0) [1]:

* Se a funcdo ¢(x) suporta um séliton definido pela convencio ¢(—o0) < 0 e ¢(+o0) > 0,
entdo u(x) tende a zero exponencialmente rapido conforme x — +oo para qualquer u(0),
enquanto devemos impor a escolha v(0) = 0 para satisfazer as condi¢des de contorno em

X = +00;

* Seafun¢do ¢(x) suporta um antiséliton definido pela convengdo ¢(—o0) > 0e ¢p(+o0) < 0,
entdo v(x) tende a zero exponencialmente rapido conforme x — +oco para qualquer v(0),
enquanto devemos impor a escolha u(0) = 0 para satisfazer as condi¢des de contorno em

X = +00.

Em ambos os casos, existe apenas um modo zero que satisfaz as condi¢des de contorno em
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x = +o0. O fato de que apenas uma das solucdes u(x) ou v(x) satisfaz as condi¢des de contorno
¢ consistente com o fato de que modos zero sdo autoestados da transformacao quiral.

As duas equagdes diferenciais ordindrias definidas pela Eq. (2.189) s@o exemplos do pro-

o 2\(r\_
(@T 0)(g)—0, (2.192)

dadas condic¢des iniciais em f e g (e suas derivadas se necessdrio) suplementadas por condi¢des

blema de autovalor:

de contorno. Aqui, 2 é algum operador diferencial e 2" seu adjunto.
Para uma classe de operadores 2 e 2" e condi¢des de contorno, o niimero de modos zero

admissiveis para o problema de autovalor (2.192) € dado pelo indice analitico:
Index(2) := dimker(2") — dimker(2). (2.193)

Este indice € a diferenca entre o niimero de solu¢des linearmente independentes para as equacoes
2'f=0e 9g=0.

Para resumir, encontramos o0 modo zero normalizado:

1 - /X dx’¢(x") +00 o,
Pi_,(x) = oG (e ' 0 , N :/ dx e 2l &), (2.194)
para o background solitdbnico e o modo zero normalizado:
P (x) = L 0 N = " etk aow) (2.195)
=0\ = NY% ot h o) | - X e ) .

para o background anti-solitonico ao resolver o problema de autovalor (2.189).

2.5.2 Fracionalizacao via teoria de espalhamento

Trataremos agora o efeito da quebra explicita da simetria espectral quiral sobre a carga
ligada a um defeito de parede de dominio no padrdo de dimerizacao do poliacetileno utilizando
a perspectiva da teoria de espalhamento [1, 41, 42, 43, 45]. Para este fim, o fenomeno de fraci-
onalizacdo de carga no poliacetileno pode ser expresso como um efeito de contorno no espago
unidimensional. Em seguida, utilizando um ansatz de espalhamento, obtém-se a dependéncia
notdvel no potencial quimico alternado, expressa na Eq. (2.225), da carga ligada ao defeito de
parede de dominio no poliacetileno.

Partimos do Hamiltoniano de Dirac de particula tnica 2 x 2
H5(x) = 12p + T14(x) + T35, (2.196)

atuando no espaco de Hilbert construido como o produto tensorial entre o espagco gerado pela
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base de ondas planas definidas na reta real e o espaco C2, que representa os dois graus de

liberdade internos. O operador momento € representado por:

1d
h = —— 2.197
P i dx ( )
na base de posi¢ao. Impomos as condi¢cdes de contorno
lim ¢(x) = £+, ¢ >0, x€R, (2.198)

X—>t00

para o perfil de séliton ¢(x). O potencial quimico alternado u; € real e quebra a simetria quiral

gerada por 73. Definimos também o Hamiltoniano de referéncia
oo = TP + T1Poo + T3, (2.199)

atuando sobre o mesmo espago de Hilbert que o Hamiltoniano (2.196).
Introduzimos também dois conjuntos completos de autofuncdes ortogonais, {Ww(&,x)} €
{¥(e&,x)} com & € R, para caracterizar cada um dos espectros. Para qualquer x € R, as

densidades locais do nivel de energia de particula tinica £ sao definidas por:
pw..(£) = Wi (8,%) Peo (8, %), (2.200)

que € independente de x por invariancia translacional para o sistema homogéneo definido por
o, ©
pw(e,x) =P (e, x)¥(s,x). (2.201)

Definimos também as medidas v, € vy como as distribuicdes tais que v, (&) de e vy(&) de sdo os
nimeros de autoestados dos Hamiltonianos .72, e .7 no intervalo [&, € + de], respectivamente
[1].

As densidades locais dos estados fundamentais de muitas particulas s@o obtidas integrando-

se sobre todos os estados de particula unica ocupados abaixo do potencial quimico u:

Yoo (x) := /_N de v (€) py_ (&), (2.202)
Y(x) := [ﬂ devs(e) py(e,x). (2.203)

O par de fungdes Yo (x) e Y(x) representa, portanto, a densidade local de estados integrada
em energia para todos os estados de particula tnica ocupados, sem e com o perfil de séliton,
respectivamente. Devido a simetria de translagdo de 7%, a densidade local de referéncia é
independente de x:

Yoo (¥) = Yoo (2.204)

O valor Y, nada mais € do que a densidade média de elétrons no potencial quimico pu.



59

A carga global no background de séliton € entdo definida relativamente ao caso sem séliton,

integrando-se no espaco a diferenga entre as densidades locais de estados ocupados [1]:

0= /]R dx [Y(x) = Yool (2.205)

Primeiramente, para avaliar a Eq. (2.205), observamos que o espectro de .75, depende

continuamente do momento k, com autovalores determinados por [1, 45]
g2(k) = k* + ¢% + u%, VkeR,. (2.206)

Segundo, por simplicidade e sem perda de generalidade, assumiremos que, quando o perfil do

sOliton for suficientemente estreito ao redor do seu centro de localizacao,
exp (- [d )
®,. (x) ::( p( Jo 4y #() ) (2.207)
0

¢ o autovetor Unico (até um fator de fase multiplicativo) com autovalor de energia u; do operador
;(x), ou seja, um estado ligado. Estados ligados, neste contexto, sdo autovetores de .7Z;(x),
necessariamente normalizdveis, cujos autovalores t¢ém mdédulo limitado entre | | e V@2 + 2.
Como serd explicado posteriormente, estados ligados cujos autovalores sao maiores em moédulo

do que |us| ndo contribuem para a carga global na Eq. (2.205). Terceiro,

n /S(k) + s 1
Y(k,x) = —2g(k) (S(k)lws (6, + ¢(x)]) u(k,x), (2.208)

em que u(k,x) € solucdo da equagdo de Schrodinger estaciondria
[-07 + ¢7(x) — ¢’ (x)| u(k,x) = (kK* + ¢p2)u(k,x), k, x €R, (2.209)

¢ autovetor de 7Z;(x) com autovalor de energia (k) satisfazendo
g2 (k) = k> + 2, + 12, (2.210)

e condi¢des de contorno do tipo onda plana para x — +oco. Quarto, segue-se que, para qualquer

€ que satisfaca || > o2 + u2,
deve(g) =devy(e) = dev(e). (2.211)

A densidade local (2.201) do nivel de particula tnica (2.208) com autovalor de energia &
que satisfaz
e =k>+ ¢ + 12 (2.212)
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pode ser escrita, usando a Eq. (2.209), como [1]

1
pl{'(‘ga x) = |M(8, X) |2 + —ax [u*(g, x)axu(sa X) + (b(.X)M*(S, X)M(S, x)] . (2213)
2e(e + uy)
Quando ¢(x) = ¢ paratodo x € R, u’, (&, x)0slteo (€, X) € |t (€, x)|* tornam-se independentes
de x, de modo que
P (&) = lu (e, )P, &8 = k% + 62 + 415 (2214)

Assim, quando o potencial quimico u estd imediatamente abaixo do potencial quimico

alternado p, isto é, quando u = ug + 07, a carga global (2.205) é:

0= ‘/Rdx[m - dev(e) [lu(s,x)lz—luoo(s,x)lz]

-V +u2 1
+ /_ dev(e) —28(8 )

[u*(&,x)0cu(e, x) + p(X)u* (&, x)u(e, x)| - o .

(o)

(2.215)

A integral dupla (em x e £) pode ser avaliada assumindo-se que a base de autoestados definida
pelo problema de autovalor da Eq. (2.209) € completa, tanto para o fundo com um perfil de
soliton, quanto sem ele (o estado de referéncia com simetria de translacdo). Se for assim, os
autoestados u (&, x) com autovalores g2 > ¢2 + /J? estdo a um estado de um conjunto completo,

uma vez que o estado ligado normalizado ndo esta entre eles, de modo que [1, 45]

~Voa+us
/dx/ de 1/(<9)[|u(8,x)|2 - |uoo(8,x)|2] =-1. (2.216)
R —00

A carga global €, portanto, determinada unicamente pelo termo de contorno em

[u*(&,x)0cu(e,x) + p(x)u* (e, x)u(e, x)]7=r0 .

o 2e(& + ) T
(2.217)
A contribui¢ao do termo
~Voa+us 1 _
/ dev(e)——— [u*(&,x)0u(e, x)]1ore =0 (2.218)
o 2e(& + )

€ nula, como foi demonstrado por Jackiw e Semenoff na Ref. [45] a partir do seguinte ansatz de

espalhamento para a funcdo u(e, x):

T€+ikx, X — +00,
u(e,x) = _ _ (2.219)
e+lkx +R€_lkx, X — —00.
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Este ansatz de espalhamento descreve uma onda plana com energia de particula Unica &€ =
—Vk2 + ¢2, + p2 incidindo da esquerda sobre o perfil de séliton centrado na origem do eixo
real. Essa onda incidente pode ser transmitida ou refletida pelo perfil, com amplitudes 7 e R,

respectivamente. A conservacdo do fluxo implica
1=|R)?+|T|%. (2.220)

Assim, a contribui¢do de contorno para a carga global Eq. (2.205) se torna a integral

L /—V¢§o+/t§ boo / dk 1

dev(e) = ¢ | 7 ’
00 e(e + us) R2T k2w g% + 12 (\/k2+q§§o +,u%—lls)
(2.221)

oriunda da densidade dos estados ocupados do continuo em x = +co, com

_ L lel _ e -2
=t K@= ek —ul (2.222)

A integral pode ser resolvida por mudancas apropriadas de varidveis e o uso de identidades

v(e) = %

dk

de

trigonométricas, conforme detalhado em [1]. Apds tais manipulagdes algébricas chega-se ao

resultado
QO=-1+1 (2.223)
onde
1 —%arctan(&":'), se ug > 0,
I= (2.224)
%arctan (|‘Z°:|) , se ug < 0,
e, portanto,
—% arctan (ﬁl—j) , se ug > 0,
0= (2.225)

1 oo
—1+ - arctan (Iu_sl) , seus <0.

Note que a carga global Q da Eq. (2.225) depende apenas dos valores assint6ticos +¢., (com
¢$o > 0) do perfil de séliton em x — +oco. Esta insensibilidade a mudangas locais suaves do
perfil de séliton € um indicativo topoldgico importante [1]. Finalmente, no limite iy — 0 com
$oo > 0, tem-se Q = —1/2.

2.5.3 Assimetria espectral e fracionalizacao

O Hamiltoniano de Dirac (2.196) possui uma propriedade especial que permite o calculo
exato da carga fermidnica conservada induzida [1, 47, 48]. Esta propriedade estd fundamentada
em uma supersimetria [49] oculta presente em um Hamiltoniano que estd linearmente relacio-

nado ao quadrado do operador de Dirac. A formulacdo matematica desta supersimetria fornece
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uma base rigorosa para a compreensao dos mecanismos de fracionalizacdo.
Para um sistema em d dimensodes espaciais euclidianas, define-se um conjunto de matrizes

complexas N X N P; que obedecem as relacdes de anticomutacao:
PIP;+PIP; =25, PiP}+P;P| =25, (2.226)

para qualquer par i, j = 1,---,d. Para cada ponto x no espago euclidiano d-dimensional R,
associa-se uma matriz complexa N X N denotada por ¢(x) [1]. As d matrizes constantes P; e 0

campo matricial ¢(x) sdo combinados em um par de operadores diferenciais de primeira ordem:

At ._ pt t
D' :=P/id; + ¢'(x), (2.227)
D := Piid; + (%), (2.228)
onde 0; = aixi e emprega-se a convencdo de soma sobre indices latinos repetidos [1].

Assumindo que a dependéncia do campo matricial ¢ em x € R? é suave, e que i, é um

numero real, define-se o Hamiltoniano de particula tinica como:

—~

+us D

= ~ )
DT —HMs

(2.229)

Seguindo a convengdo fisica padrao, uma entrada como u; multiplica implicitamente a matriz

identidade N X N [1]. Por construgdo, .7¢ € hermitiano e € um operador de Dirac, uma vez que:

I = Hy+ usls, (2.230)
onde
% =150 + (I)(X), (2.231)
com as matrizes 2N X 2N:
0 P; +1 0
I;:= , Is:= . 2.232
’(P;o) 5(0—1) e

O campo matricial hermitiano ®(x) é construido a partir do campo complexo ¢(x) através da

definicdo:

50 0 (2.233)

As d matrizes I'; anticomutam aos pares devido a Eq. (2.226), satisfazendo as relagdes funda-

D(x) = ( 0 W)) .

mentais:
{F,-,Fj} =20, i,j=1,---.,d. (2.234)

Todas estas matrizes anticomutam com a matriz ['s. Esta estrutura algébrica garante que
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{A5,T5} = 0.
A natureza de Dirac do Hamiltoniano (2.229) implica que seu quadrado constitui um Ha-

miltoniano positivo, cujos autovalores sdo limitados inferiormente por u? [1]:
A = A+ i 2 (2.235)

Segundo a representacdo dada pela Eq. (2.229), as componentes superior e inferior de qualquer

autoestado ¥ = ! de ¢ com autovalor & devem obedecer as equagdes acopladas:
1%
Dfu = (e + py)v, (2.236)
Dv = (e - ps)u (2.237)

A iteracdo deste par de equagdes revela que:

DD'u = (&% - 1P)u, (2.238)
D'Dv = (&> - 1P (2.239)

Pode-se deduzir que o espectro de .7 ¢ qualitativamente diferente no limiar espectral &> = u?
em comparagio com energias acima deste limiar, isto &, quando & > p? [1].

Por um lado, para qualquer solu¢do nao nula # da equacao estaciondria de Schrodinger (2.238)
acima do limiar espectral, existe uma solu¢dao nio nula D'u da equacao estaciondria de Schro-

dinger (2.239) com o mesmo autovalor ndo nulo g2 — ,u% >0[1]:

—~

D'D(D'u) = D" (DD'u) = DT (&* — p?)u = (&2 - yu*)D'u. (2.240)

Similarmente, para qualquer solu¢cdo ndo nula v da equagao estaciondria de Schrodinger (2.239)

acima do limiar espectral,
DD'(Dv) = D(D'Dv) = D(&* - ,uf)v = (&* - ,uf)ﬁv. (2.241)

Esta observacao revela que as duas representacoes diferem apenas pela escolha (arbitréria) de
impor uma condi¢do de normalizacdo sobre u ou v ao resolver as Egs. (2.238) ou (2.239),
respectivamente, acima do limiar espectral. Uma convencao de normaliza¢do adequada para o

calculo da carga fraciondria, baseada na teoria de espalhamento € [1]:
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(ﬁm) (£, %) (2.242)

U(enx) = £+ U (u(s,x)

2 \v(e,x)

_ [e— g [u(e,x) 1 o~
U(e, x) = Ty (v(s, x)) , u(e,x)= p— (Dv) (&,x) (2.243)

se impomos as condi¢des limite de onda plana assintética limy|—, [#(&, x)| = 1 sobre a solucdo

) , vie,x)=

& + s

u de Eq. (2.238), ou se impomos lim| | |[v(&,x)| = 1 sobre a solugdo v de Eq. (2.239),
respectivamente, acima do limiar espectral quando &2 > u? [1].
Por outro lado, entre todas as possiveis solu¢gdes do problema de autovalores (2.236) e (2.237)

no limiar espectral £ = u2, existem as solugdes especiais [1]:

u i
U= ol D'u=0 (2.244)
em & =+ e existem as solucdes:
0 ~
U= , Dv=0 (2.245)
v
em £ = —U,, respectivamente. Contudo, se u € um modo zero de l’)\T, em geral, ele ndo € um

modo zero de D [48] e, portanto, as Egs. (2.238) e (2.239) deixam em aberto a possibilidade
de que Du+0e Dy # 0, mesmo quando Diu=0eDv = 0, respectivamente. Portanto, a
possibilidade [1]:

dim(Ker DT) # dim(Ker D) (2.246)

surge naturalmente.

Quando uy; = 0, o limiar espectral colapsa para o centro do gap, conforme ilustrado na
Figura 2.6. Neste limite, o Hamiltoniano de Dirac de particula tnica ¢ (2.230) adquire uma
simetria espectral unitdria gerada por I's, uma vez que I's anticomuta com 7 [1]. Qualquer
autoestado ¢ de .7 com autovalor ndo nulo & é mapeado unitariamente no autoestado I'sys de
¢ com autovalor nao nulo —& quando ug = 0. Modos zero de 7 com a forma (2.244) e (2.245)
sdo autoestados de I's com autovalores +1 e —1, respectivamente, quando p; = 0.

Quando u; # 0, nenhum autoestado dentro do intervalo de energia —|u| < &€ < +|ug| pode
ser encontrado para o Hamiltoniano de Dirac de particula tnica (2.230). Qualquer modo zero
de 74 definido por (2.231) que € um autoestado de I's € deslocado para o limiar inferior —pu;

ou o limiar superior +u. A matriz unitdria I's ndo anticomuta com o Hamiltoniano de Dirac de
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Hu |
—Iu

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Decomposic@o do espectro do Hamiltoniano %75 definido na Eq. (2.231) em
espectro pontual e continuo. A simetria espectral unitdria {73, s} = 0 garante o pareamento
de todos os autoestados de particula tinica com autovalores ndo-nulos em pares com energias
opostas. (b) Decomposi¢do do espectro de .77 definido na Eq. (2.230) em espectro pontual e
continuo. Qualquer modo zero de 7 se torna um estado limitrofe nas energias & = +|u|. O
espectro ndo-limitrofe de .7# corresponde ao conjunto de todas as autoenergias com &> > 2.
Fonte: adaptado de [1].

particula unica (2.230) [1]. Contudo, verifica-se que o operador nao-unitario:

—~

0 -D

—~ , 2.247
+DT 0 ( )

1
A = 5[«%”,F5] = =[5, Ts] = Ayl = (

N =

anticomuta com .77

(A, '} =0, (2.248)

e aniquila qualquer estado limitrofe. Consequentemente, o espectro de .77 definido por (2.231)
que ndo ¢é aniquilado por o é simétrico com respeito a £ = 0. Por exemplo, qualquer estado
de espalhamento i/ (&, x) da forma (2.242) estd relacionado ao estado de espalhamento ¢ (—&, x)
das formas (2.242) e (2.243) por:

b(mex) = -8 (o), (2.249)

Vel — 3

Contudo, em geral, ndo esperamos que um mapeamento como o da Eq. (2.249), que € imple-
mentado por um operador diferencial, preserve a densidade de estados continuos [48]. De fato,

assumindo a normaliza¢@o continua:

/ dixyT(e,x) (e x) =6(e &), (2.250)
R4
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inferimos que:

/ d% () (e, x) (A Y) (e, x) = (62 — uP)é(e - €). (2.251)
Rd

Correspondentemente, o nimero de estados no intervalo [|g], |€| + de] do espectro continuo
com autovalores positivos de energia ndo precisa igualar o nimero de estados no intervalo
[—|e| — de, —|&|] com autovalores de energia negativos [1].

O valor esperado do operador de carga fermidnica no estado fundamental de muitas particulas

¢ definido por:

0= %/Rd d'x <GS H@T(x),@(x)”Gs>. (2.252)

O estado fundamental |GS) constitui o estado de muitas particulas aniquilado por todos os
operadores de aniquilacdo nas expansdes em modos. Os operadores de campo fermidnico

admitem as expansdes em ¢ = 0 [1]:
Vi) = Y al wr )+ D by i _(x)
+ 3 |ehun ) + ol ()]

+ / d'p " () wl(p. ) + d(p)w (p.w)| . (2.253)
R4

P() 1= ) Y (X) dn, + Y Y - (¥) b

ny

# 3 (Y (x) &0+ - (x) ]
o [ 4 [0 o0 6p) 40 () ()] (2.254)

A organizacdo da expansao em modos segue a estrutura espectral do Hamiltoniano 7 [1]:

» Estados limitrofes: estados com autovalores exatamente nos limiares espectrais € = +| |
representados por funcdes de onda ¢,, (x), e autovalores € = —|u,| representados por

Yn_(x). Para este setor, postulamos as seguintes relacdes de anticomutagdo nao nulas:

{am, aj;;} = Sy {bm, bl } = . (2.255)
» Estados ligados discretos: estados com energias €, + > +|us| e €,- = —&,,.+, representa-

dos pelas fungdes de onda i, 4 (x) e ¥, —(x), respectivamente, com indice discreto n. As
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relacdes de anticomutacdo ndo nulas para o setor de estados ligados sdo:

{él’l’ é\jl/} = 6}1,]’1" {d\n, dj/} = 5n,n'- (2256)

* Estados do espectro continuo: o rétulo de momento p € reservado aos pares de auto-
estados de particula tinica com autovalores €,(p) e e_(p) = —&+(p) que sdo represen-
tados pelas fun¢des de onda com comportamento assintético de onda plana ¢, (p,x) e

v-(p,x) o< Y.(p,x), respectivamente. Para o setor continuo, admite-se
{e(p). " (PN} = {d(p).d" (P} = 6(p - ). (2.257)

A insercao das expansdes de modo (2.253) e (2.254) no operador de carga (2.252) resulta

em [1]:

0= - % /R dx [Z U () Y, 4 (x) = Z v (x) wn_,_u)]
) % /Rd d'x /Rd dp WP, 0 (p.) =0l (px) w-(po) | (2.258)

A integracdo pode ser realizada antes das somatdrias sobre n; e n_ para estados limitrofes,
uma vez que estes estados sd@o normalizados a unidade. O primeiro termo do lado direito da
Eq. (2.258) reduz-se a diferenga no nimero de estados limitrofes com energias de particula tinica

€ = +|us| e € = —|u,|. Esta diferenga é proporcional ao indice do Hamiltoniano 7 [1]:
Index ; := dim (Ker DY) - dim (Ker D). (2.259)

No caso presente o indice € +1 (—1) para um sdliton (anti-séliton) [48].

Nao h4 contribuicao dos estados ligados no setor entre o limiar e o continuo, uma vez que
estes estados sd@o normalizados a unidade, de modo que a integral sobre x pode ser seguramente
realizada antes de somar sobre suas energias discretas de particula dnica, e eles vém em pares
com autoenergias opostas. A segunda linha do lado direito da Eq. (2.258) surge do continuo.
Agora, a ordem de integracdo importa grandemente, pois os estados de particula tnica do
continuo ndo sdao normalizdveis. Contudo, a integral sobre 0 momento pode ser convertida em
uma integral sobre as energias de particula tinica do continuo sobre a densidade de estados de

particula unica resolvida espacialmente por unidade de energia

frad®p 6 (e = ec(p) ¥l (p. X)W (p,x), see >0,
v(e, x) = (2.260)

fead’p s (e—e(P) Y (p.x)y_(p.x), see <O,
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multiplicando a funcio sinal da energia de particula Unica:

0 = ~gseniuindex 5~ 5 [ d'x [ devenseno). 2.261)
2 2 Jpa R

Portanto, se v(&, x) € uma funcao par da energia, a segunda linha do lado direito da Eq. (2.258)
se anula. Isto € o que acontece quando u; = 0 devido a simetria espectral quiral unitéria pela qual
I's anticomuta com 7 definido na Eq. (2.231) e assim com . uma vez que %" = .7 quando
us = 0. Mas essa contribui¢do pode ser ndo nula quando u; # 0, porque a simetria espectral
induzida pelo fato de que o operador ndo-unitario .# anticomuta com .7’ ndo ¢ suficiente para

garantir que v(&, x) seja uma fungdo par da energia.
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Capitulo 3

Fracionalizacao de carga em sistemas

bidimensionais

3.1 Propriedades eletronicas do grafeno

No grafeno os dtomos de carbono estdo dispostos periodicamente em uma rede hexagonal
em formato de favo de mel (Fig. 1.3). Tal estrutura atdmica € definida por dois tipos de ligacoes
dentro da hibridiza¢do sp?. A partir dos quatro orbitais de valéncia do 4tomo de carbono (os
orbitais 2s, 2p,, 2p, € 2p,, onde z € a dire¢do perpendicular ao plano dos d4tomos), os orbitais
§, px, py combinam-se para formar os orbitais o~ (ligantes ou ocupados) e o™ (antiligantes ou
desocupados) no plano. As liga¢des o sdo fortemente covalentes, determinando a estabilidade
energética e as propriedades eldsticas do grafeno. O orbital restante p., apontando para fora
da folha de grafeno, estd desacoplado dos estados 0. Das interagdes laterais com orbitais p,
vizinhos, sdo formados orbitais 7 (ligantes) e 7* (antiligantes). A ligacdo m € perpendicular
a superficie da folha de grafeno. As bandas de ligacdo e antiligacdo o correspondentes estao
separadas por um grande gap de energia de aproximadamente 12 eV, enquanto os estados de
ligacdo e antiligacdo 7 encontram-se na vizinhanga do nivel de Fermi (Er). Consequentemente,
as ligacdes o sdo frequentemente desprezadas na previsdo das propriedades eletronicas do
grafeno ao redor da energia de Fermi [9].

As bandas o de ligacdo e antiligacdo sdo fortemente separadas em energia (> 12 eV) e,
portanto, sua contribui¢do para as propriedades eletronicas é comumente desconsiderada [9].
As duas bandas 7 restantes descrevem completamente as excitagdes eletronicas de baixa energia
no grafeno, em que os orbitais ligantes 7 e antiligantes 7* produzem bandas de valéncia e de
condugdo, que se cruzam nos pontos de neutralidade de carga (ponto de Fermi do grafeno nao
dopado) nos vértices da zona de Brillouin hexagonal.

Os dtomos de carbono em um plano de grafeno estdo localizados nos vértices de uma rede

hexagonal. Esta rede de grafeno pode ser considerada uma rede de Bravais triangular com uma
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base de dois d&tomos por célula unitiria (A e B) e vetores de base (ay, az) [9, 50]:

_ (V31 _ (V31
R IEREY A I )

Note que a = \/§acc, onde a.. = 1,42 A ¢ a distancia carbono-carbono no grafeno. As trés

direcOes para vizinhos mais proximos no espago real sao dadas por:

a

1 1
o = — 1], 6= —\ 1], 6 1,0), 3.1
: a(m ) ? “(2«@ ) s=-5 00 &0

enquanto os seis segundos vizinhos mais proximos estdo localizados em 6] = +a;, §5 = *a,,
r_
63 = i(az - al).

Através do uso da condig¢do aj - bj = 276;;, os vetores reciprocos da rede (by, b2) podem ser
obtidos:
1 V3 1 3
blzb _’£ 5 b2:b _7_£
272 272

com b = 32” = 4—\’/%. Esses vetores sdo mostrados na Fig. 3.1 juntamente com a primeira zona
cc a

de Brillouin. Dos seus seis cantos, dois sdo inequivalentes (0s outros podem ser escritos como
um destes dois mais um vetor reciproco). Esses dois pontos especiais sdao denotados por K, e
K_ (ou K e K, respectivamente). Outro ponto de alta simetria é o ponto rotulado com M na
Fig. 3.1. Eles sdo dados por

K,

" T34l 20 2

272

Y

_4_n(\/§ 1)’ K_47r(\/§ 1)’ on

Figura 3.1: Rede de colmeia e sua zona de Brillouin. A esquerda: estrutura da rede do grafeno,
composta por duas redes de Bravais triangulares interpenetradas, com vetores de base a; e a;, €
vetores de ligacdo com vizinhos mais proximos d;, comi = 1,2, 3. Os sitios da sub-rede A estao
indicados por pontos azuis e os da sub-rede B por pontos amarelos. A direita: zona de Brillouin
correspondente, com vetores de base reciprocos b e b,. Os pontos altamente simétricos I', K,
K’ e M também sido indicados. Fonte: adaptado de [50].
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As funcdes de onda eletronicas de diferentes 4tomos na rede hexagonal se sobrepdem. No
entanto, devido a simetria, a sobreposi¢@o entre os orbitais 7 € os orbitais s ou 0s p, € py €
estritamente zero [9]. Portanto, os elétrons p, que formam as ligagdes m no grafeno podem
ser tratados independentemente dos outros elétrons de valéncia. Dentro dessa aproximacao, o
atomo A (ou B) é definido unicamente por um orbital por sitio atdmico p_(r—ry4) (ou p (r—rg)).

Para derivar o espectro eletronico do Hamiltoniano total, a equacao de Schrodinger corres-
pondente deve ser resolvida. De acordo com o teorema de Bloch, as fun¢des de onda avaliadas
em dois pontos dados da rede de Bravais R; e R; diferem entre si apenas por um fator de fase,
exp(ik - (Rj — Rj)). Devido a base de dois 4tomos, a ansatz de Bloch para as func¢des de onda é

uma combinagao linear de somas de Bloch em cada sub-rede [9]:
Y(k,r) = ca(k)p? (k,r) + cp(k)p2 (K, ),

onde

1
<A _ ok Ry — 1 —R:
pz (k) = N, Ej ip(r—ry i)

PP (k.r) = V_Z e*Rip.(r—rp - R)),

onde k € o vetor de onda eletronico, N, o nimero de células unitdrias na folha de grafeno, e
R; € um ponto da rede de Bravais. A seguir, vamos negligenciar a sobreposi¢do (p?; A 2= By entre

orbitais p, vizinhos. Entdo, as somas de Bloch formam um conjunto ortonormal:

(P2 (K) 52 (K)) = OkxeOa

onde a,B = A,B. Usando essas relacdes de ortogonalidade na equagdo de Schrodinger,

HY(k,r) = E¥Y(k,r), o problema é reduzido a uma equacgio 2x2. Tomando

(p2012p0y = (pBL1or | pBO) =

como referéncia de energia, podemos escrever o Hamiltoniano como

(3.2)

HW) = ( 0 —m(k))’

—ta*(K) 0

onde ¢ representa a transferéncia de elétrons entre orbitais 7 de primeiros vizinhos, e a fun¢ao
a(k) é dada por
(k) = ( |4k g e—"k'a2) . (3.3)

Asrelacdes de dispersao de energia sdo obtidas pela diagonalizacdo de 77 (k), resultando em [9]:

E.(k) = r]a(k)], (3.4)
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e pode ser expandida como:

3k kya kya
E.(ky, ky) = it\/l +4cos \/_2xa COS —— + 4 cos2 % (3.5)

2

Os vetores de onda k = (ky, k) sdo escolhidos dentro da primeira zona de Brillouin hexagonal.
Os zeros de a(k) correspondem aos cruzamentos das bandas com sinais opostos, ocorrendo
nos pontos K, e K_. Com apenas um elétron p, por &tomo no modelo -7*, a banda (—) esté
totalmente ocupada enquanto a banda (+) estd totalmente vazia para o grafeno eletricamente
neutro [9]. Portanto, o nivel de Fermi Er (ou ponto de neutralidade de carga) € a referéncia
de energia zero, e a superficie de Fermi é composta pelos pontos K, e K_, como mostrado na
Figura 3.2. O termo semimetal ou semicondutor de gap zero € normalmente empregado para
descrever o grafeno, uma vez que a superficie de Fermi é reduzida a um conjunto discreto de

pontos.

n" band

Figura 3.2: Bandas eletronicas 7 e 7* do grafeno. A relacdo de dispersdo linear proxima aos
pontos K, e K_ da primeira zona de Brillouin 2D d4 origem aos “cones de Dirac”, como
mostrado a direita. Note que, proximo a esses cones, k, € k, sdo usados para denotar o desvio
em relacdo ao ponto de Dirac correspondente. Fonte: adaptado de [9].

O Hamiltoniano de tight-binding para os elétrons no grafeno, considerando saltos entre
atomos vizinhos mais proximos e segundos vizinhos mais proximos pode ser escrito, de forma

andloga a Eq. (2.1), como:

A=ty 3 (al bjo+He) =t 3 3 (af, aj0 + bl bjo+He). (36
= o=

em unidades com & = 1. Neste Hamiltoniano, d; (dj ) aniquila (cria) um elétron com spin
o no sitio R; da sub-rede A (a definicdo andloga vale para a sub-rede B). O primeiro termo
descreve o hopping com energia t ~ 2,8 €V entre os vizinhos mais préximos (entre sub-redes

diferentes), enquanto o segundo termo, proporcional a #’, descreve o hopping para os segundos
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vizinhos mais préximos (dentro da mesma sub-rede). Considerando o Hamiltoniano (3.6) com

" =0, e a transformada de Fourier dos operadores dos elétrons, como

1 .
a, = i DR k), (3.7)
¢ k

onde N, € o nimero de células unitdrias, podemos escrever o campo d,, como a soma de dois
termos provenientes da expansao da soma de Fourier em torno dos pontos K, e K_. Isso leva a

aproximacao [50]

a, ~ e—iK+.R,, d§=+1,n + e—iK,.Rn df:—l,n» (3.8)
Bn ~ ¢ K+Ry l;§:+1’n + ¢ KRy l;gz_]’n, 3.9
onde 0s noOvos campos dg , € 135,, (com ¢ = +1 para K, e £ = —1 para K_) variam lentamente

sobre a célula unitdria.
O procedimento para derivar uma teoria valida préxima aos pontos de Dirac consiste em
inserir as Eqgs. (3.7) e (3.9) no Hamiltoniano de tight-binding (3.6) e expandir os operadores até

primeira ordem em & [50]:
i~ —ivF/ dx dy [\if}(r) oV )+ oV ‘i’z(r)] , (3.10)

onde

_ \3ta
Y

(3.11)

€ a velocidade de grupo eletrdnica, com o = (0%, 0y), 0* = (0x,—0y), € ‘i’g = (d;,@;).
Assumindo k como uma medida do desvio em relagdo a K, ou K_, entdo a expansdo linear

conduz a seguinte expressao [9]:

0 ky—ik,

K, = hv
e F(kx+iky 0

) = Vvr(pxox + pyo-y)’ (3.12)

onde p,(y) = hky(y) € as matrizes de Pauli o, o, sdo definidas como usual:

0 1 0 —i 1 0 G5.13)
s Oy = , g, = . .
10 Y \i o0 “lo -1

De forma mais compacta, o Hamiltoniano efetivo pode ser escrito como:

O-x:

K, = VFO - P. (3.14)
Para o ponto K_, o Hamiltoniano é dado por:

HK_ =Vvpo©-p. (3.15)
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Ao substituir o momento pelo operador correspondente, p — —ihV, temos uma forma andloga
a equacdo de Dirac em duas dimensdes para uma particula de massa zero [9]. Portanto, o
Hamiltoniano efetivo (3.10) descreve duas cdpias independentes do Hamiltoniano de Dirac
sem massa, uma para momentos p proximos a K, e outra para momentos préximos a K_. A
velocidade das particulas proximas destes pontos é da ordem de vy ~ 8,5 x 10> m/s e, dentro
da analogia com férmions de Dirac sem massa, representa uma “velocidade da luz” efetiva no
sistema [9].

Podemos ainda reescrever os Hamiltoniano em torno de cada ponto de Dirac como [9]:

e_ifep

0
H(p) = v . 3.16
¢(p) = vrlpl JEh (3.16)

onde py +ipy = \|p:+ p3e'’, 0, = arctan(p,/pyx), e & = +1 para K,, & = —1 para K_. Esse
Hamiltoniano € diagonalizado pelo operador unitdrio
1 _e_ifep e_i‘fep

=— A
U N { { (3.17)

Dessa forma, verifica-se que a dispersao linear é explicitada como E(p) = svp|p| (com s = +1),
evidenciando a simetria entre elétrons e buracos quando ¢’ = 0. Para valores finitos de ¢/, esta
simetria € quebrada e as bandas 7 e 7™ tornam-se assimétricas [9, 50].

As matrizes de Pauli que aparecem na descri¢do efetiva de baixa energia atuam nos graus de
liberdade de sub-rede em vez do spin, originando assim o termo pseudospin. Uma quantidade

importante para caracterizar os autoestados € a helicidade [50]

P (3.18)

b=
Ip|

| =

que representa a projecao do operador de pseudospin o na direcio do momento. Pela definicdao

acima, os estados representados por Wk, (r) e WPk_(r) sdo autoestados de h,
N 1
h'¥k,(r) = ii Yk, (1), (3.19)

com equacdo andloga para Wk, (r), mas com o sinal invertido. Como & comuta com o Ha-
miltoniano, a projecdo do pseudospin € uma quantidade conservada, podendo ser positiva ou
negativa, correspondendo a pseudospin e momento paralelos ou antiparalelos, dependendo da

banda e do vale considerado [9].
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3.2 Fracionalizacao de carga no grafeno com distor¢ao de
Kekulé

O mecanismo de fracionalizacdo pode ser ilustrado considerando elétrons sem spin sal-
tando em uma rede hexagonal com amplitudes de tight-binding texturizadas, descritas pelo
Hamiltoniano [7]: X

Hi== )" (tri+06tr;) albyss, + He. (3.20)
reAd i=1
Aqui, s; com i = 1,2, 3 conecta qualquer sitio r pertencente a sub-rede triangular A* aos seus
trés vizinhos mais préximos da sub-rede triangular AZ. Os operadores d, e b, assim como seus
adjuntos, atuam sobre as sub-redes A4 e A, respectivamente. Pequenas variacdes na amplitude
de hopping, ot,;, sobre o valor uniforme ¢ fornecem o fundo sobre o qual estados com carga
fracionada podem ser construidos [7].

Vamos nos concentrar em campos de fundo que produzem uma mistura quiral entre as

espécies . Uma distor¢cao de Kekulé, representada na Figura 1.4, € uma modula¢do da amplitude

de hopping entre primeiros vizinhos que proporciona tal mistura. A modulagdo

1 . .
Oty = gA(r) e K$i gGT 4o (3.21)

com o vetor de onda G := K, — K_, acopla os pontos de Dirac em K., como mostrado na
Fig. 3.3. Aqui, permitimos flutuacdes espaciais (em escalas de comprimento muito maiores que
o espacamento da rede a) do parimetro de ordem complexo A(r). Expandindo o Hamiltoni-
ano (3.20) sujeito a distorcao de Kekulé (3.21) em poténcias de p até a ordem dominante, seu

setor de baixa energia e longo comprimento de onda € capturado pelo Hamiltoniano efetivo [7]:

—~

He := / a’r ¥ (r) (r) ¥ (r), (3.22)

com ¥T(r) := (uZ(r) uh (r) vi(r) vZ(r)) e

0 Px — ipy A(r) 0
Ay = | PPy O 0 aln- | (3.23)
A*(r) 0 0 —px +ipy
0 A*(r) —px—ip, 0

Sem a distor¢do de Kekulé (3.21) que leva a A(r), o Hamiltoniano (3.23) é simplesmente o
Hamiltoniano relativistico de particula tinica sem massa em um espaco-tempo 2+1 dimensional.
Quando a distor¢cdo de Kekulé estd presente, com A(r) := Ap, a dispersdo assume a forma
simples .(p) = i\/m, ou seja, um gap de massa de particula tnica |Ag| € aberto. O
Hamiltoniano de Dirac (3.23) respeita a simetria de reversao temporal (TRS) [7]. Além disso,

a lei de transformacgdo sob d, — —d, e E,Hi - +l3,+sl. do Hamiltoniano de tight-binding de
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Figura 3.3: Primeira zona de Brillouin da rede triangular, mostrada juntamente com os pontos
de Dirac K., o vetor reciproco G que os conecta e a dispersdo relativistica massiva centrada em
torno de K. que se abre devido a uma distor¢ao de Kekulé com A(r) = Ag. Fonte: adaptado de

[7].

particula unica (3.20) assegura que qualquer autoestado de energia positiva de (3.23) pode ser
associado a um autoestado de energia negativa, enquanto apenas modos zero podem ficar sem
correspondéncia [7].

Vamos agora analisar o caso em que a fase do parametro de ordem A(r) varia no espaco e,

em particular, contém vértices. Assumimos que
A(r) = Ag(r)e @ (3.24)

onde Ag(r) > 0, n € Z e utilizamos coordenadas polares. Buscamos autoestados normalizaveis

do Hamiltoniano de Dirac (3.23) com energia tendendo a zero, de modo que as equagdes

(ar - ir_lc')g) Ua(r) +ie® A(r)va(r) = 0,

i€ A (P (r) = (0, +ir™'8p) va(r) = 0, (3.25)

valem na sub-rede A4, enquanto duas outras equacdes, obtidas de (3.25) pelas substituicdes
Uy — Up, vg — vp € 0 — —6, valem na sub-rede A® [7]. As mesmas equagoes foram estudadas
nas Refs. [51, 52] sob uma perspectiva diferente, uma vez que o gap texturizado nesses trabalhos
estd associado a um parametro de ordem supercondutor.

Existem |n| modos zero normalizdveis independentes [51, 52], que tém suporte na sub-rede
A4 quando n < —1 ou na sub-rede A® quando n > 1 [7]. Assumindo n = —1, as funcdes de

onda normalizdveis e univalentes para o modo zero sao

ol (+5) -1/2

e~ Jo dr' Ao(r) (/ drre2J a4 bo()
PAVES 0
va(r,0) =u,(r,0). (3.26)

u,(r,0) =



7

O suporte dessa solucdo estd na sub-rede A4. O modo zero para n = 1 é obtido da Eq. (3.26)
pelas substituicdes u, (r, ) — vp(r,0) e vq(r,0) — up(r, ). Nesse caso, o suporte do modo
zero estd na sub-rede A5,

A funcdo de onda (3.26) decai exponencialmente longe do nicleo do vértice definido por
A(r) na origem do plano complexo, e seu comprimento de localizagdo é determinado pelo
valor do gap Ag. Se a distor¢dao de Kekulé (3.21) suportar um par de vortices suficientemente
afastados, entdo o Hamiltoniano de Dirac (3.23) apresentard dois autoestados cujos autovalores
de energia sdo exponencialmente pequenos [7].

Para obter a carga associada a um vortice, consideramos a varia¢do na densidade local de
estados de particula dnica do Hamiltoniano de Dirac (3.23) com (|rn| = 1) e sem (|n| = 0)
vortice (3.24):

6p(r, &) := pp=1(r, &) — pu=o(r, &), (3.27)

Devido a existéncia de simetria espectral (como pode ser visto na Eq. (5.12) no Capitulo 5),
para qualquer autoestado negativo do Hamiltoniano de Dirac, W_.(r), existe um autoestado
de energia positiva, W,.(r), relacionado a W_.(r) por uma transformacao unitdria. Assim, a

densidade local de estados do nivel de energia &,
o(r,e) = Z Wi, (r) Yoo (r) (s - &) (3.28)
g/

¢ simétrica em relacdo a energia zero, e 0s autoestados de energia negativa e positiva contribuem
igualmente para a densidade local total integrada em energia [7].

Na presenga de um tnico modo zero Wy (r) ligado ao vértice com |n| = 1, a simetria
espectral, juntamente com a conservacdo do nimero total de estados, de modo andlogo a
Eq. (2.162) implica [7]

o
/ d*r [2 / sp(r, &) de + |Po(r)*| = 0. (3.29)
Como o modo zero é normalizado para unidade, segue que
0 1
0 :/er/ sp(r,e)de = -5 (3.30)

Esse resultado mostra que a diferenca na carga liquida entre uma banda de valéncia totalmente
ocupada com e sem o vortice € —%.

E importante destacar que as condicdes fisicas e matematicas empregadas nesta secio — em
particular, a simetria espectral do Hamiltoniano e a presenca de um modo zero nio pareado —
sdo exatamente aquelas que serdo buscadas na andlise do modelo proposto para a superficie de
isolantes topoldgicos tridimensionais. Dessa forma, o cdlculo da carga fraciondaria, amplamente

reproduzido na literatura [6, 7, 33, 64], € aqui tomado como referéncia direta para o efeito de



superficie a ser desenvolvido nas secdes seguintes.
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Capitulo 4
Isolantes topologicos tridimensionais

A estrutura eletronica da classe de isolantes topoldgicos tridimensionais do Bi;Ses, Bir Tes
e SbyoTes € suficientemente simples para ser capturada por um Hamiltoniano modelo simples,
porém realista em que o acoplamento spin-Orbita gera uma transi¢do de inversao de bandas no
ponto I" [29, 30, 31, 32].

4.1 Modelo efetivo para estados de superficie

Vamos considerar um modelo efetivo para isolantes topoldgicos 3D, que pode ser usado,
simplesmente ajustando os parametros, para estudar as propriedades de Bi;Ses, Bix Tes e SbyTes.
Esses materiais compartilham a mesma estrutura cristalina romboédrica com cinco dtomos
por célula unitdria. Por exemplo, a estrutura cristalina do Bi;Ses consiste em uma estrutura
em camadas onde camadas individuais formam uma rede triangular. Os eixos de simetria
importantes sdo: um eixo de simetria de rotacdo trigonal definido como eixo z, um eixo de
simetria de rotacao bindria definido como eixo x, e um eixo bissectriz (no plano de reflexdo)
definido como eixo y. O material consiste em camadas de cinco dtomos empilhadas ao longo
do eixo trigonal, conhecidas como camadas quintuplas. Cada camada quintupla consiste em
cinco dtomos por célula unitaria, com dois dtomos equivalentes de Se denominados Sel e Sel’,
dois atomos de Bi denominados Bil e Bil’, um Bi2, e um terceiro atomo de Se denominado
Se2, como mostrado na Figura 4.1. O acoplamento entre duas camadas atdmicas no interior
de uma camada quintupla € forte, enquanto que as camadas quintuplas sdo mantidas juntas
predominantemente por for¢as de van der Waals [31].

Para entender melhor a estrutura de bandas e os estados de superficie, comeg¢amos a partir
dos niveis de energia atdmicos e, em seguida, consideramos os efeitos do campo cristalino e do
acoplamento spin-6rbita (SOC) nos autovalores de energia no ponto I' no espagco de momento.
Isto € mostrado esquematicamente em trés estagios: (1), (II) e (IIT) na Fig. 4.2. Como os estados
préoximos ao nivel de Fermi derivam de orbitais p, desprezamos os orbitais s e focamos nos

orbitais p do Bi (configuragao eletronica 6s26p3) e Se (4s24p4) [31].
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Figura 4.1: Estrutura cristalina do BixSes com trés vetores primitivos de rede denotados por
t123. (a) Estrutura de uma camada quintupla com a sequéncia Sel-Bil—-Se2—-Bil’—Sel’,
indicada pelo retangulo vermelho. (b) Vista superior ao longo da direcao z. A rede triangular
em uma camada quintupla possui trés posi¢des distintas, denotadas por A, B e C. (c) Vista lateral
da estrutura de camada quintupla. Sob uma operacdo de inversdao, na qual os dtomos de Se2
atuam como centros de inversdo, Bil € mapeado em Bil’ e Sel € mapeado em Sel’. Fonte:
adaptado de [29].

A ligacdo entre dtomos de Bi e Se dentro de uma camada quintupla corresponde a maior
escala de energia. A combinagdo dos orbitais na célula unitdria de acordo com sua paridade
resulta em trés estados (dois impares, um par) de cada orbital p de Se e dois estados (um
impar, um par) de cada orbital p de Bi [31]. A formacgdo de ligagdes quimicas hibridiza os
estados nos atomos de Bi e Se, elevando todos os estados de Bi e abaixando todos os estados
de Se. Na Fig. 4.2, esses novos estados hibridizados sdo rotulados como |P1§,y’z), |P2§’y’z), e
|PO;, ), onde os superescritos + e — indicam a paridade dos respectivos estados. No estdgio
(IT), consideramos o efeito do splitting do campo cristalino entre diferentes orbitais p. O
orbital p, € separado dos orbitais p, € p,, enquanto estes permanecem degenerados. Apds esse
desdobramento, os niveis de energia mais proximos do nivel de Fermi acabam sendo os orbitais
pz: |P1%) e |P27). No dltimo estdgio (III), consideramos o efeito do acoplamento spin-6rbita.
O Hamiltoniano SOC atéomico € dado por Hsoc = AL -S, onde L e S sdo os momentos angulares
orbital e de spin, respectivamente, € A € a constante de acoplamento. O Hamiltoniano SOC
mistura os momentos angulares orbital e de spin, mas preserva 0 momento angular total. A
energia do estado [P17,7 (])) € empurrada para baixo pelo efeito do SOC, enquanto a energia
do estado | P27, T (|)) € empurrada para cima. Se o SOC for maior que um valor critico, 4 > A,
a ordem destes niveis de energia € invertida [31]. Como esses dois niveis tém paridades opostas,

a inversdo entre eles leva o sistema a uma fase topoldgica nao trivial.
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Figura 4.2: Representacdo esquematica da origem da estrutura de bandas do Bi;Ses. Partindo
dos orbitais atdbmicos de Bi e Se, sdo necessdrios trés passos para entender a estrutura de bandas:
(D) a hibridizacdo dos orbitais de Bi e Se, (II) a formacdo dos estados ligantes e antiligantes
devido a simetria de inversao, (III) a divisdo por campo cristalino e a influéncia do acoplamento
spin-Orbita (SOC). A linha tracejada azul representa a energia de Fermi. Fonte: adaptado de
[29].

Como a natureza topoldgica € determinada pela fisica proxima ao ponto I', € possivel escrever
um Hamiltoniano efetivo simples para caracterizar as propriedades de baixa energia e de longo
comprimento de onda do sistema. As simetrias importantes do sistema sdo: simetria de reversao
temporal .7, simetria de inversdo .# e simetria de rotac@o trigonal C3 ao redor do eixo z. Na
base {|P17, 1), P27, 1), |P1%,1), P27, ])}, arepresentacdo dessas operagdes de simetria é dada
por

T =i’ H ®las, I =lno®1,  C3=exp ig(az ©lx)|, @1

onde %" € o operador de conjugacdo complexa, e o' e 7' denotam as matrizes de Pauli nos espagos
de spin e orbital, respectivamente. Exigindo essas trés simetrias ¢ mantendo apenas termos até

ordem quadrética em k, obtém-se a seguinte forma geral para o Hamiltoniano efetivo [31]:

M(K) Ak, 0 Aok

Ak, - # (&) Ask. 0
H(K) ;= k)1 4.2
(k) := go(k) a4 + 0 Aoke K Ak, 4.2)
Aok, 0 -Ark, —-(Kk)

com ky = ky £ iky, £0(k) = C+ D k2 + Dy (ki + k3) e A4 (K) = M — B1kZ — By (ki + k3). Os
parametros do modelo podem ser determinados ajustando-se a estrutura de bandas obtida por

calculos ab initio [29, 30]. Exceto pelo termo identidade £y (k), o Hamiltoniano (4.2) é similar



82

ao modelo de Dirac 3D com anisotropia uniaxial ao longo da direcdo z, mas com a diferenca
crucial de que o termo de massa é dependente de k. Além disso, a massa de Dirac M, isto
€, o gap isolante de bulk € ~ 0,3 €V, o que permite a possibilidade de um isolante topoldgico
estdvel a temperatura ambiente [31]. Tal modelo efetivo pode ser usado para estudos tedricos
do sistema Bi,Ses, desde que apenas as propriedades de baixa energia estejam em questao.

Correcdes ao Hamiltoniano efetivo (4.2) de ordem superior em k também podem ser consi-
deradas. Uma versdo modificada do modelo efetivo (4.2), levando em conta correcdes até k>,
foi obtida para os trés isolantes topoldgicos BirSes, BiyTes e SbyTes, baseada em cédlculos ab
initio [30, 31].

A existéncia de estados de superficie topologicos € uma das propriedades mais importantes
dos isolantes topoldgicos. Considerando o modelo efetivo (4.2) no semi-espaco z > 0, pode-se

dividir o Hamiltoniano em duas partes:

M(k,) Ak, 0 0
— Ak, -M(k 0 0
Hy=&(k)+| " ° ko)
0 0 M(k,) —Aik,
0 0 -Avk, —-M(k,)
-Bk> 0 0 Ak
~ 0  Byk? Ak 0
H, = Dzki + 2L : 2 (43)
0 Ak, —-Bok> 0
Arky 0O 0 Bkl

com k2 = k2 + ki, E(k,) = C+ leg, e M(k;) = M — Blkg. Uma solucdo de superficie
existe para M/B; > 0. A helicidade do spin é determinada pelo sinal do pardmetro A;/By,
que depende de propriedades do material, como o acoplamento spin-6rbita atobmico (SOC).
Na familia de materiais Bi;Ses, o cone superior de Dirac apresenta helicidade canhota quando
observado de cima da superficie (ver Figura 1.5). Aqui, sempre assumimos BB, > 0,A1A> > 0
[31].

Projetando o Hamiltoniano de bulk sobre o subespaco dos estados de superficie, obtém-se o

modelo efetivo para os estados de superficie com a forma [31]:
Hurt (ks ky) = C + Az (kyory = kyo) (4.4)

Vemos, entdo, que o estado de superficie € descrito por um Hamiltoniano de Dirac 2D sem
massa. Termos de ordem superior, como k3, quebram a simetria axial em torno do eixo z para
uma simetria de rotacdo trigonal discreta, levando a uma anisotropia hexagonal na superficie de
Fermi [30, 61].
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Capitulo 5
Resultados

Neste capitulo, apresentamos os principais resultados da investiga¢ao acerca dos mecanismos
de fracionalizacdo de carga em isolantes topoldgicos tridimensionais (ITs 3D), seguindo a
proposta delineada na introducao desta dissertacdo. O objetivo central € analisar em que medida
a adaptacdo de modelos tedricos consolidados para fracionalizagdo em sistemas unidimensionais
e bidimensionais pode ser empregada para descrever um fendmeno andlogo em ITs 3D.

Para explorar o fendmeno de fracionaliza¢iao de carga em ITs 3D, € fundamental examinar
de forma criteriosa quais aspectos do mecanismo de fracionaliza¢do sao essenciais € como as
correspondéncias formais com modelos ja consagrados na literatura (como os de Seradjeh et
al. [64] e Hou et al. [7]) se estabelecem. A pertinéncia dessas conexdes reside no fato de
que, ao realizar transformacgdes adequadas, torna-se possivel adaptar argumentos matemdticos
ja validados para sustentar a emergéncia de modos zero localizados e isolados no espectro de

energia e, consequentemente, de estados fraciondrios na superficie de ITs 3D.

5.1 Modelo proposto

Partimos de um modelo efetivo para os estados de superficie de isolantes topoldgicos tri-
dimensionais, amplamente aceito para materiais como Bi;Se3 e BirTes [31], como o modelo
expresso na Eq. (4.4). O Hamiltoniano efetivo que descreve a dinamica dos estados de superficie

préximo ao ponto I', na ordem dominante no momento, pode ser escrito como:

Hgyt(p) = V(O'xpy - O'ypx), (5.1

em que o* e 0 sdo matrizes de Pauli que atuam sobre o spin real do elétron na superficie,
e v representa a velocidade do estado de Dirac superficial. Este Hamiltoniano corresponde a
dispersao linear caracteristica de férmions de Dirac 2D, conforme j4 discutido anteriormente.
A abordagem adotada para investigar a fracionaliza¢do de carga na superficie de ITs 3D é
fundamentada na possibilidade de se introduzir um termo adicional no Hamiltoniano efetivo

dos estados de superficie que desempenha o papel de um acoplamento a funcdo de onda de
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superficie, e que pode, em principio, adquirir perfis ndo triviais, tais como vortices topolégicos.

A motivagdo central para a escolha de uma estrutura adequada do Hamiltoniano para nossa
investigacao, que seja passivel de ser realizado experimentalmente, vem do modelo proposto
por Fu e Kane [54], que consideraram a deposicdo de um supercondutor convencional sobre
a superficie de um IT 3D. Conforme apresentado por Fu e Kane, o Hamiltoniano efetivo dos
estados de superficie de um isolante topoldgico como o Bi;Ses, que possui um unico cone de

Dirac na superficie, pode ser escrito de forma compacta como:

H= ) uy (@ xp)-2—ulu,, (5.2)
p

onde ¥p = (Yp1,¥p l)T representa os operadores de campo dos elétrons superficiais, o =
(0%, 0y) sdo as matrizes de Pauli do spin e um potencial quimico u foi incluido. Quando um
supercondutor onda s € depositado sobre a superficie do isolante topoldgico, pelo efeito de
proximidade, pares de Cooper podem tunelar para os estados superficiais [31, 54, 55, 63]. O

termo de pareamento correspondente é descrito por
v=Ay' y' +Hec. (5.3)
pT7-pl ’

sendo que o parimetro de ordem supercondutor A = Age'? depende da natureza da interface.
Os estados de superficie podem, entdo, ser descritos por meio do Hamiltoniano de Bogoliu-
bov—de Gennes (BdG):

1 t
Hpac = 5 D WLH,®,, (5.4)
p
onde, na nota¢do de Nambu, W), = (Y p1, ¥ p ), w;l’ —z//;T)T, e

vioxXp)-Z-pu A
A* —v(oXp)-Z+u

H, (5.5)

Observa-se invariancia sob reversdo temporal que decorre do fato de que [®, H,] = 0, onde
® =iocY # e % representa o operador de conjugacdo complexa. A simetria de particula-buraco
€ expressa por E = o7, que satisfaz {5, H,} = 0.

Quando A ¢ espacialmente homogéneo, o espectro de excitacao é:

Ey = i\/(iv|k| — )2+ A2, (5.6)

Para u > Ag, o espectro de baixa energia se assemelha ao de um supercondutor (sem spin)

DPx +ipy.
Baseado no que foi exposto, para os propdsitos deste trabalho, propomos a anélise do modelo
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descrito pelo seguinte Hamiltoniano (v = 1):

u Pytipy A 0
by —ipy - 0 A
e =|Pr e T RNt (5.7)
A 0 H —(Py +1pPx)
0 A* —(Py —ipx) H

Com base na formulagdo acima, propomos que o mecanismo de fracionalizacao de carga ocorra
por meio da proximidade de um supercondutor de tipo II depositado sobre a superficie de um
isolante topoldgico tridimensional. Em um supercondutor tipo II, quando submetido a um
campo magnético externo acima de um valor limiar, forma-se uma rede de vortices quantizados
— cada voértice transporta um quantum de fluxo magnético [11]. Em nossa heteroestrutura, os
portadores de superficie do isolante topoldgico interagem com esses vortices na interface da
forma descrita pelo Hamiltoniano da Eq. (5.7). E por meio dessa interagio — codificada no
termo de acoplamento A com textura de vortice — que se espera a geracao de estados localizados
e a eventual fracionalizac@o de carga na superficie do isolante topolégico.

Do ponto de vista experimental, é fundamental avaliar cuidadosamente as condi¢des da
interface entre o isolante topoldgico e o supercondutor, em particular, os fatores que possam
afetar os portadores da superficie. Por exemplo, o préprio campo magnético requerido para
nucleacdo dos vortices pode alterar as propriedades da superficie do isolante (como mobilidade,
densidade de portadores ou abertura de gap), o que por sua vez pode modificar o cendrio
de fracionalizacdo. A andlise desses fatores ndo foi abordada nesta pesquisa e devem ser
considerados em trabalhos futuros.

A fim de investigar a possivel existéncia de modos zero ligados ao vértice, reformulamos
o Hamiltoniano (5.7) por transformag¢des unitdrias de base, conforme detalhado nos cédlculos
seguintes, de modo a evidenciar sua equivaléncia formal com o modelo previamente discutido
para o grafeno com distor¢ao de Kekulé e outros sistemas bidimensionais. Essa estratégia permite
mapear explicitamente o Hamiltoniano de superficie do IT 3D com termo de massa topolégico,
em modelos onde a fracionaliza¢iao de carga foi rigorosamente demonstrada. Assim, torna-se
legitimo esperar a existéncia de modos localizados e possivelmente de estados fraciondrios
também no contexto de isolantes topoldgicos 3D.

Seja U uma matriz diagonal unitdria com entradas complexas apropriadas (os detalhes exatos
variam conforme o modelo alvo para o qual se deseja realizar o mapeamento). Um exemplo

relevante é:

1 00 0

o -0 o0

1o o1 o
0 0 0 —i

cujo efeito sobre o Hamiltoniano na Eq. (5.7) € trocar oy — oy € 0, — —0 nos operadores
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cinéticos nos blocos diagonais. Aplicando esta transformacao,

A =U'#U,
obtém-se explicitamente:
—u o Pe-ipy A 0
Hy +ip - 0 A
e = |y R Nt (5.8)
A 0 7 —(Px —iPy)
0 A —(px+ipy)  p

Esta nova forma torna explicita a relacdo do modelo para a superficie do IT 3D com Hamil-
tonianos investigados em outros contextos, mostrando-se formalmente equivalente ao modelo
de Hou, Chamon e Mudry para redes tipo grafeno [7], especificamente no limite u = 0, ou, de
forma mais geral, ao modelo investigado por Seradjeh et al. [64] de bicamada de grafeno, cuja

teoria de baixas energias € descrita pelo Hamiltoniano:

Y0 (Y1Px + v2By + Vyoys + Imle™75X) (5.9)

em que V representa uma diferenca de potencial ou desbalanceamento entre as camadas e
m(r) pode portar vorticidade, com a identificacdo V < —u, m < A, permitindo aproveitar o
ferramental analitico desenvolvido nesses contextos.

O motivo pelo qual este mapeamento unitdrio € central para nossa andlise estd no fato de que,
nos modelos originais estd rigorosamente demonstrado que um perfil de vortice para o termo
de massa conduz a existéncia de modos zero eletronicos ligados ao ntcleo do vértice, que sdo
robustos devido a uma combinacdo de simetrias espectrais do Hamiltoniano [7, 64].

As andlises precedentes sugerem que, caso o termo de acoplamento A apresente um perfil
de vortice, o Hamiltoniano efetivo da superficie do IT 3D apresenta autoestados de energia
zero associados ao nucleo desses defeitos topoldgicos. De fato, como mostraremos a seguir, o
modelo para a superficie do I'T 3D, quando sujeito a tal configuragao topoldgica, possui estrutura
matematica idéntica a explorada nos trabalhos mencionados no que diz respeito ao espectro de
energia e a simetria de pares de niveis, o que sustenta (exceto por detalhes de outros termos

subdominantes) a transferibilidade dos argumentos sobre fracionalizacdo de carga.

5.1.1 Analise detalhada da existéncia e estrutura dos modos zero

Nesta secdo, apresentamos de forma rigorosa e detalhada a sequéncia légica dos cdlculos
essenciais para sustentar a possibilidade de fracionalizacdo de carga em estados de superficie
de isolantes topoldgicos 3D. Segue-se e aprofunda-se o roteiro delineado anteriormente e em
referéncias-chave da literatura [7, 31, 54, 64], agora com énfase nos aspectos matematicos.

Precisamos comprovar que a estrutura do Hamiltoniano preserva as condi¢des necessarias
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para a existéncia de modos zero localizados desde que o termo de massa tenha estrutura to-
polégica. Primeiramente, observamos que o espectro de .7#” é simétrico em relacdo a energia
zero. Esta simetria é fornecida pelo operador antiunitdrio Q = y,.%", onde %  é o operador de
conjugacio complexa, uma vez que {Q, 77} = 0. Para demonstrar essa propriedade de forma

explicita, verificaremos que y,5¢*y, = €. A matriz vy, na representagdo de Weyl é

0 00 —i
10 0 ¢ O
70 0 of
— 0 0
e, calculamos y, 777*:
0 00 —i —u —Px —ipy A* 0
0 0 O (|-pPs+ip - 0 A*
N A" = ’ Pethy A o
i 00 A 0 H —(=px —ipy)
- 00 O 0 A —(=Px +ipy) u
0 —iA i(—px+ipy) —iu
_ iA 0 iu —i(=px —ipy)
i(—=px+ipy) —iu 0 iA*
Ip —i(=px —1Py) —iA” 0
Agora, multiplicando a direita por y,, encontramos que
—H —(=Px+ iﬁy) A 0
S T DI 0 A
Y2 Y2 = o . | =
A 0 u —px +ipy
0 A —Px — iPy H

Além disso, y% = —1, de modo que
QI+ HQ =y H A+ Hyr K =y 50K + Hyr K =y H + (—y ) = 0.

Logo,
{Q, 7} =0. (5.10)

Como consequéncia, se ¥ g € um autoestado de .77 com energia E, entdo Qg = ysz satisfaz

HQyp = —EQug.
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Para mostrar isso, suponha que 7y g = Eyg. Tomando o conjugado complexo, temos
Ay = B
Multiplicando ambos os lados por y,, obtemos
V2 Y = Eyay.
Como y% = -1, temos que y,. 7" = -7y, e, entdo,
H(yyp) = —E(y2y).

Portanto, Qg € um autoestado de energia —F.
Quando p = 0 formalmente, hd outro operador unitario, ypys3, que anticomuta com 7.

Nesse caso, o Hamiltoniano da Eq. (5.8) assume a forma

0 pe—ipy A 0
o =|Ptiy 0 0 NN
A 0 0 —(Px —iPy)
0 A (P +ipy) 0
e temos
0010//0 01 0\ (-1 0 0 0
looo t|fo oo -1] [0 1 0 oy’ = 1
5= 00 0llcto0 ol o o 1 oo T
0100/\o0 10 0 0 0 0 -1
Assim, encontramos que
0  —(p.—ip,) -A 0 1 0 0 0
Px + 1Py 0 0 A 0 1 0 0
w -
(Yoy3 7€) (voy3) A 0 0 “Ge—-ippllo 0 1 0
0 —A¥ Pr+ iy 0 0 0 0 -1
0 —(he-ip) A0
—(py +ip 0 0 —A
_ |~ PxtiBy) v (5.11)
—A* 0 0  pe—ipy
0 —A* Pe+ipy O

Portanto,
Yoys H = — I yoy3 = {voy3, 7€} = 0. (5.12)



89

Para p # 0, por outro lado, Q € o tnico operador que anticomuta.
O que n6s esperamos, do mapeamento unitario que foi feito, € que

Consideramos um vortice no parametro de pareamento,

A(r) = A(r)e™, nez, (5.13)

onde n € a vorticidade, com os valores assintoticos:

A(r) — Ao, parar — 0,

A(r) > Aw, parar — oo, (5.14)

Como ja notamos anteriormente, para u = 0, a Eq. (5.8) com a textura de vortice formalmente
coincide com a Hamiltoniana estudada nas Refs. [7, 8], situacdo que sabemos levar a existéncia
de |n| modos zero localizados para um vértice de ordem n e, mais especificamente, a um modo
zero Unico no centro do gap para n = £1. Uma vez que o sistema também apresenta a simetria
espectral mostrada anteriormente, € esperado uma carga fraciondria +e /2 associada ao vértice,
neste limite, ou seja, quando u — 0.

Quando p # 0 e quando o tamanho do nicleo do vértice € desprezivelmente pequeno,
para encontrar as solu¢des de energia zero Y satisfazendo 7y = 0, podemos considerar
|A(r)| como uma constante, A,. Ou seja, limitamo-nos aqui, por simplicidade, ao caso em
que A(r £ 0,0) = Awe™. O caso de um vértice mais geral radialmente simétrico poderia, a
principio, ser tratado de forma semelhante.

No subespago de energia zero, [ 77, Q] = 0. Como resultado, podemos escolher Qi = Y.
Vamos mostrar que os autoestados de energia zero ¢ da hamiltoniana .7 podem ser escritos
em uma forma especifica quando satisfazem a condi¢do Qo = .

Um autoestado genérico de .# com energia zero pode ser escrito como g = (Y1, Yo, Y3, ¥4) .
Aplicando Q = y,. %" a ¢:

0 0 0 —i\(y] -y,
0 0 i O ; i
0 - S
0 ¢ 0 O0(|y; 11738
-i 0 0 0/\y; -y
A escolha Qi = Y entdo implica que:
Y = -y,
ﬁlﬂzzilﬂ;
Y3 =1y,
Yq = =iy
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Vamos verificar que essas relagdes sdo consistentes. Daterceira equagdo: ¢3 = iy;. Substituindo
na segunda: Yo = iy = i(iyy5)" = i(=iy2) = ¥». De modo andlogo: ¥4 = —iy], e Yy = =iy, =
—i(+iy1) = Y1

Portanto, introduzindo as fun¢gdes complexas arbitrdrias f = y| e g = >, a forma mais geral
de Y que satisfaz Qg = Y é:

Yo=| . . (5.15)

As derivadas parciais em coordenadas polares sao dadas por:

sin 6

Oy =cosfd, — — 0p,
r
0
dy = $in 0 d, + —— 3.
Logo, temos
in 6 0
Dx £ipy =—i [cos@@, - &89 +i (sin@@, + cos (99)]
r r
e, simplificando:
Py *ipy = —ie*? (a, + 169) . (5.16)
r
Substituindo as expressdes acima na Hamiltoniana (5.8), obtemos:
—p —ie™ (0, — Ldp) A 0
=" ( ) K , . .
A* 0 u ie™ (6, — Loy)
0 A* ie" (0, + L0p) u

A equacgdo 7y = 0 gera as quatro equagdes seguintes:
—uf —ie™ (ar - ;00) g+A(ig") =0,
—ie? (a, + fag) f—ug+A(-if*) =0,
A f o+ p(igh) +ie™ (ﬁr - ;09) (—if*) =0,
A*g +ie® (Br + ;69) (ig") +u(=if*) =0.

Multiplicando a primeira e a segunda equacgdes por i, e substituindo A = A,e?, chegamos 2
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duas equacgdes diferenciais acopladas para as componentes:
' (ar + iae) f+Ase™ f* —iug =0, (5.17)
r
—if I inf :
e ((9,——(90)g—Aooe g —iuf=0. (5.18)
r

Podemos tomar A, € R sem perda de generalidade, ja que qualquer fase constante e'® de
Ao pode ser absorvida por f, g. Assumimos o seguinte ansatz para as componentes da fungao
de onda:

f(r,0) = F(r)e', g(r,0) = G(r)e?. (5.19)

Substituindo na Eq. (5.17):
e'f (6, + ié?g) (F(r)ei"e) + Ase™ (F*(r)e_iag) —iu (G(r)eibe) =0
r
' (F’(r)emg + L. iaF(r)ei“g) + A F*(r)e' 9% —iiG(r)e”? = 0
r
I (F/(r) = SF(1)) + A" (1) "= = iuG (r)e™ = 0.
r
Analogamente, a equacgado (5.18) torna-se:
(G'(r) + %G(r)) 6=V _ AL G*(r)el P — iuF(r)e'? = 0.
Agora, note que podemos fazer todas as fases nas equagdes anteriores coincidirem se tomarmos:
n-1 _n+l

+tl=n-a=b=a=—— b=
a n a = a ) )

(5.20)

Esta escolha garante que todos os termos tenham a mesma dependéncia angular, permitindo
cancelar o fator exponencial comum e obter um sistema puramente radial. As equagdes radiais

resultantes sdo:
F'(r) - %F(r) + AGF*(r) — iuG(r) = 0, (5.21)
G'(r)+ gG(r) - AG*(r) —iuF(r)=0. (5.22)
A solucdo proposta para a parte radial, inspirada pela Ref. [64], assume a forma:
F(r) = e " J,(ur), G(r) =ie ™™ Jy(ur), (5.23)

onde J, € a fungdo de Bessel de primeira espécie. Note que, para n par, a € b na Eq. (5.20)
seriam semi-inteiros, e nao ha solugao de valor Gnico nesse caso. Portanto, solucdes fisicamente

aceitdveis s6 existem para vorticidade n impar.
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Substituindo F(r) e G(r) dados pela Eq. (5.23) em (5.21):

d
d—(e_A“’rJa (ur)) _¢ e T (ur) + Acoe ™" T (ur) — i (ie_A‘”’Jb (pr)) =0.
r r

Simplificando,
Ay , a
e | =Bl () + 1 () = S () + Acsd () + ()| = 0,

isto €,
’ a
pdg(ur) = ;Ja(ur) + uJp(ur) = 0. (5.24)

Por outro lado, substituindo as expressoes na Eq. (5.23) em (5.22):

d (. _ r b. _ r - Aot - —Aor
E(le A Jb(,ur)) + —le Aol Iy (ur) = Aeo (—le Beo Jb(,ur)) —ipe ™", (ur) =0,

o que da

. —_ / b
je AT [—Aoon(lJr) + pdy, (ur) + ;Jb(ﬂr) + Acodp (pr) — 'L‘Ja('“r)] =0,

e, portanto,
, b
uJy(pr) + ;Jb(ur) - pJg(ur) = 0. (5.25)

Da seguinte relacdo de recorréncia para fungdes de Bessel de primeira espécie [65],

L0 = 311 () e ()],
temos
T = 3 1) = Jar ()] Ty () = 3L ) = Ty ()]

Inserindo em (5.24) eusando b = a + 1,

a 2a
) - =Ja +/1Ja+1 =0 = Jo1+Jo1 = —Ja.
r Hr

Ja—l - Ja+1
i )

De modo andlogo, de (5.25) com b =a + 1,
2b
Jp-1+Jps1 = — Jp.
ur

Essas sdo exatamente as relacdes de recorréncia [65]

Jya () + D () = 20,0,



93

confirmando a consisténcia da solucdo (5.23) e demostrando rigorosamente a existéncia dos
modos zero ligados ao nicleo do vortice. A solugdo para o modo zero pode, portanto, ser

exXpressa como

F(r)e'?
G(r)e'?
Yo(r,0) =N e (5.26)
i G*(r)eib?
—i F*(r)e™'%9
em que a e b sdo determinados pela relacao
n-—1 n+l
= = 27
a=—, b=—. (5.27)
e as partes radiais sdo dadas por
F(r)= e Ju(ur),  G(r)=ie™™" Jy(ur), (5.28)

sendo J, a fungdo de Bessel de primeira espécie. A constante .#” € obtida a partir da condi¢ao

de normalizacao
/ d*ryluo = 1. (5.29)

Os resultados obtidos indicam de forma clara a presenga de modos zero localizados no niicleo
de vértices do parametro de acoplamento, isolados no interior do gap do espectro de excitacoes.
O paralelismo com o caso do grafeno com distor¢cdo de Kekulé [6, 7] agora € evidente: em
ambos os sistemas, o defeito de fase no parametro de acoplamento induz a modifica¢do local
do espectro eletronico, abrindo um gap e permitindo o aprisionamento de um modo zero. Na
presenca de um unico modo zero, a simetria espectral do Hamiltoniano, expressa pela Eq. (5.10)
no presente modelo, garante que os modos de energia +E aparecem em pares, de modo que
0 Unico estado nao pareado € o modo zero. Assim, a ocupagdo desse modo zero determina
diretamente a carga associada ao defeito. Nesse contexto, o sinal da carga depende da escolha
de ocupacio: ocupando o modo zero, obtém-se uma carga fraciondria +e/2; deixando-o vazio,
obtém-se —e /2. Esse resultado independe de detalhes microscépicos, sendo determinado apenas

pela topologia do defeito e pela estrutura de acoplamento no Hamiltoniano.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

O contexto desenvolvido nesta dissertacdo demonstra, de maneira fisica e matematicamente
fundamentada, que a adaptacdo rigorosa de modelos de fracionalizacdo originalmente estabe-
lecidos em sistemas unidimensionais e bidimensionais pode ser estendida de forma consistente
para descrever a emergéncia de modos zero e estados de carga fraciondria na superficie de
isolantes topoldgicos tridimensionais. A andlise apresentada mostra que, assim como no polia-
cetileno e no grafeno com distorcao de Kekulé, a presenca de um campo de massa efetivo com
textura topoldgica vorticial conduz a formacio de um modo zero isolado no interior do gap do
espectro eletronico. A simetria espectral do Hamiltoniano € outro elemento central na anélise,
garantindo que os estados de energia aparecam em pares +E, de forma que o modo zero tnico
permanece nao pareado, e sua ocupacdo define diretamente a carga fraciondria associada ao
defeito, fixada em +e/2. Esse resultado € independente de detalhes microscopicos e reflete a
natureza topolégica do mecanismo, refor¢cando sua robustez frente a perturbacdes locais desde
que a abertura de gap global e a estrutura topoldgica do campo de massa sejam preservadas.

Os cdlculos realizados confirmam que o principio de Jackiw—Rebbi para fracionalizacdo de
carga, originalmente formulado para férmions sem spin em uma dimensao, pode ser transposto
para superficies de isolantes topoldgicos tridimensionais descritas por férmions de Dirac bi-
dimensionais. Essa generalizacdo estabelece uma ponte conceitual entre modelos usados para
polimeros conjugados e grafeno distorcido e o regime tridimensional, evidenciando que um
mesmo mecanismo topoldgico pode atuar em sistemas com naturezas aparentemente distintas.
Cabe ressaltar que, no poliacetileno e no grafeno, o fendmeno emerge a partir de proprieda-
des intrinsecas da rede cristalina descritas por modelos de tight-binding. No poliacetileno, a
fracionalizacdo estd associada a sélitons formados em uma cadeia dimerizada, enquanto que
no grafeno, decorre da distorcao de Kekulé que modula os parametros de hopping e gera uma
textura topoldgica no campo de massa efetivo. Em contraste, o formalismo desenvolvido nesta
dissertacdo demonstra que a fracionalizacao pode ser obtida mesmo quando o campo de massa
nao resulta de um defeito estrutural da rede, mas € induzido externamente por um mecanismo de
proximidade, como o acoplamento entre a superficie de um isolante topoldgico tridimensional

e um supercondutor convencional. Nesse cendrio, o pardmetro de acoplamento supercondutor
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atua como campo de massa topoldgico necessdrio para abrir um gap e, quando assume confi-
guracdo vorticial, induzir modos zero nos estados de superficies de ITs 3D. Essa abordagem
amplia o alcance do fendmeno para sistemas onde o mecanismo de abertura de gap nao depende
de distor¢des da rede subjacente, oferecendo uma rota conceitual para explorar fracionalizacdo
em heteroestruturas e plataformas hibridas.

Do ponto de vista fisico, a demonstracdo de que vortices em um campo de acoplamento
supercondutor sdo capazes de aprisionar modos zero e gerar estados de carga fraciondria fornece
um suporte tedrico concreto para a busca experimental do fendmeno em materiais reais. Em
particular, reforca a viabilidade de observar tais estados em materiais como BirSes; e BiyTes,
especialmente em heteroestruturas com supercondutores que permitam induzir vortices contro-
lados. A robustez topoldgica desses modos frente a desordem local e perturbagdes de curto
alcance reforca seu potencial para estudos experimentais e para aplicacoes em plataformas de
transporte eletrdnico. Assim, a luz dos cdlculos realizados e das correspondéncias formais
estabelecidas, conclui-se que hé suporte tedrico sélido para a realizacdo de fracionalizagcao de
carga em isolantes topoldgicos tridimensionais, desde que seja possivel implementar experi-
mentalmente um campo de massa efetivo com textura topoldgica adequada, como o que pode
ser induzido via proximidade supercondutora.

Ao longo da andlise da fracionalizag¢do de carga no poliacetileno, no regime nao interagente,
apresentada na Se¢do ??, tratamos o problema eletrdnico utilizando férmions sem spin, a
semelhanc¢a do formalismo desenvolvido por Jackiw e Rebbi para o modelo de Dirac em uma
dimensdo com um campo escalar solitonico. Essa simplificacdo € justificada quando a simetria
de rotagdo de spin € preservada. Note que o Hamiltoniano eletronico efetivo de tight-binding ndo
interagente (2.45) do modelo SSH ou o Hamiltoniano efetivo no setor de baixas energias e longos
comprimento de onda (2.95) ndo contém termos que quebrem explicitamente essa simetria, €
as duas projecdes de spin do elétron sdo, portanto, equivalentes e desacopladas. Dessa forma, a
solucdo para uma cadeia sem spin pode ser simplesmente duplicada para descrever um sistema
real de elétrons com spin-4, bastando considerar que cada modo zero de Jackiw—Rebbi possui
uma degenerescéncia de dois devido ao spin.

Entretanto, a presenca do spin—% introduz consequéncias fisicas relevantes, principalmente
quando se consideram interagdes de muitas particulas. Considerar o spin torna possivel ex-
plorar mecanismos que envolvem a possibilidade de separar os nimeros quanticos de carga e
spin. Assim, a inclusdo do spin fornece um espectro mais rico de excitacoes fracionadas, em
que as texturas topoldgicas presentes nos modelos deixam de ser apenas portadoras de carga
fraciondria para abrigarem estados com diferentes combinagdes de carga e spin. A relevincia
do spin—% torna-se ainda mais evidente ao introduzir interacdes eletronicas. Estas consideracoes
aproximam os modelos de descri¢des mais realistas de materiais candidatos a exibir fracionali-
zacdo.Além disso, investigar como estabilizar ou manipular essas excitagdes fracionadas é um
passo importante para conectar a teoria simplificada a fisica de sistemas reais e abrir caminho

para propostas experimentais.
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Outro aspecto relevante relacionado ao grau de liberdade de spin que nio foi tratado explici-
tamente neste trabalho, é o travamento spin—-momento caracteristico dos estados eletronicos de
superficie de isolantes topoldgicos tridimensionais. Nesses sistemas, os elétrons de superficie
sdo descritos por um Hamiltoniano de Dirac em duas dimensdes, no qual o spin real estd rigi-
damente acoplado ao momento cristalino, suprimindo retroespalhamento e garantindo protecao
topoldgica contra perturbacdes que preservem a simetria de reversdao temporal. A inclusdo
explicita desse travamento na formulagdo de um modelo de fracionaliza¢do poderia ter algum
efeito como, por exemplo, o de revelar restricdes sobre 0 mecanismo.

Em diversos cendrios, a fracionalizacio estd associada a quebras espontaneas de simetrias
que podem conferir uma massa efetiva aos férmions de Dirac de superficie. Uma outra questao
que pode ser investigada é em quais condi¢des € possivel preservar férmions sem massa enquanto
se mantém a carga fraciondria?

Uma dire¢cao promissora para estudos futuros envolve explorar mecanismos alternativos de
fracionalizagdo de carga. Nesse sentido, alguns trabalhos exploraram mecanismos baseados em
condensados de éxcitons. Em sistemas bidimensionais, como a bicamada de grafeno polarizada
por eletrodos externos, a interacdo Coulombiana entre elétrons e buracos em camadas opostas
pode induzir a formacdo de um condensado de éxcitons, descrito por um parametro de ordem
complexo que abre um gap na estrutura eletronica [64]. Seradjeh, Weber e Franz mostraram
que vortices nesse condensado podem ligar modos zero fermidnicos, andlogos aos estudados
por Jackiw e Rebbi, embora modificados pela . Nesses sistemas, embora a carga elétrica
total associada aos vortices ndo seja fraciondria devido a presenca do indice adicional de
vale, surge a nocao de carga axial fraciondria — definida como a diferenga de carga entre as
camadas — que pode ser continuamente ajustada por parametros externos e confere aos vortices
estatisticas de troca fraciondrias. De forma andloga, superficies de filmes finos de isolantes
topoldgicos fortemente acoplados por interagc@o intercamadas podem hospedar um condensado
de éxcitons topoldgico, no qual vortices carregam modos zero topologicamente protegidos e
exibem fracionalizacdo de carga elétrica +e/2, além de propriedades associadas a resposta
eletromagnética axional desses materiais [33]. Investigar tais condensados excitdnicos pode
fornecer um caminho complementar ao abordado nesta dissertacao, ampliando a compreensao
de como graus de liberdade como spin, vale e camada influenciam a fracionalizagao e a estatistica
quantica de excitagdes topoldgicas.

Outra perspectiva interessante € explorar mecanismos de fracionaliza¢do que nao dependam
do acoplamento direto dos férmions a um campo escalar complexo, como ocorre nos modelos
baseados no mecanismo de Jackiw-Rebbi. Um exemplo relevante é o proposto no contexto
de isolantes topolégicos bidimensionais em estado Hall quantico de spin (quantum spin Hall,
QSH) [66]. Nessa fase, os estados de borda formam um liquido helicoidal com apenas dois
graus de liberdade, um canal para cada direcdo e polarizacdo de spin correlacionada. Qi,
Hughes e Zhang mostraram que, ao aplicar campos magnéticos que quebrem a simetria de

reversdo temporal, € possivel induzir um termo de massa efetivo para os modos de borda do
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QSH. Uma parede de dominio magnética nesse contexto gera um estado ligado que carrega
carga fraciondria +e/2, sem exigir a presenca de um campo escalar complexo na hamiltoniana
efetiva. Além disso, os autores demonstraram que a rotagdo adiabatica de um campo magnético
pode bombear corrente quantizada através da borda do sistema, oferecendo uma via operacional
para detectar experimentalmente tais efeitos topolégicos.

Uma linha de investigacdo promissora para além dos modelos ndo magnéticos estudados
nesta dissertacdo envolve os isolantes topoldgicos magnéticos. A estrutura eletronica de um
IT magnético pode ser entendida como uma modificacdo direta da de um isolante topoldgico
tridimensional (IT 3D) convencional. Em um IT n3o magnético, os estados de superficie
apresentam uma dispersao tipo Dirac sem massa e exibem travamento spin-momento, no qual
a direcdo do spin esta rigidamente acoplada ao movimento dos elétrons. Esses estados surgem
devido a inversdo de bandas induzida pelo forte acoplamento spin-Orbita e sdo protegidos
pela simetria de reversao temporal (TRS), o que garante a natureza metélica das superficies
enquanto o bulk permanece isolante. Quando se introduz magnetizagdo — seja por dopagem
com metais de transicdo, deposi¢do de camadas ferromagnéticas ou pela sintese de compostos
intrinsecamente magnéticos, como a familia MnBi;Te; — a TRS é quebrada e ocorre um
acoplamento de troca entre os elétrons de superficie e os momentos magnéticos [67, 68]. Esse
acoplamento aparece como um termo de massa na Hamiltoniana de Dirac, abrindo um gap
de troca no cone de Dirac de superficie e transformando seus elétrons em férmions massivos.
O spin deixa de estar rigidamente perpendicular ao momento, pois surge uma componente
adicional, induzida pela magnetizacdo, que inclina o spin para fora do plano da superficie,
alterando a textura de spin dos estados superficiais. Ajustando o nivel de Fermi para dentro
desse gap, o sistema pode transitar para uma fase topoldgica magnética caracterizada pelo efeito
Hall quantico andmalo (QAH), que apresenta modos de borda quirais livres de dissipagdo, cuja
direcdo € controlada pelo sinal da magnetizag@o e pelo nimero de Chern associado. Além
disso, a quebra da TRS em TIs 3D permite respostas eletromagnéticas topoldgicas descritas pela
chamada eletrodindmica do éxion, levando ao efeito magnetoelétrico topoldégico quantizado. A
possibilidade de induzir magnetismo fornece um caminho para manipular diretamente os estados
topoldgicos de superficie.

A investiga¢do de possivel fracionalizagdo de carga ou fendmenos andlogos associada a
dominios ou texturas magnéticas, desponta como um caminho natural para ampliar o escopo
das propostas de fracionalizacdo em isolantes topoldgicos tridimensionais. Outra questao que
surge diz respeito a como ordens magnéticas podem modificar, cooperar ou competir com 0s
mecanismos descritos nesta dissertacdo para a fracionalizacdo de carga, além da perspectiva
interessante de explorar possiveis efeitos combinados.

Uma ponte essencial a ser construida entre teoria e experimento € o desenvolvimento de
estratégias de controle e manipulagdo das excitacdes fraciondrias previstas pelo modelo por
meios elétricos, magnéticos, mecanicos ou Opticos. Idealmente, seria necessario garantir um

gap suficientemente grande para isolar o modo zero e cada excitacao fraciondria deveria poder
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ser nucleada, deslocada e detectada sem destruir o gap que as protege. Do ponto de vista
tecnoldgico, essa capacidade de manipulagdo viabiliza arquiteturas de dispositivos baseados em
qubits topoldgicos ou componentes em spintronica topoldgica, nas quais a carga fraciondria,
atrelada também ao spin, pode ser utilizada para armazenar e transportar informacdo com

robustez contra ruido local.
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