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RESUMO

SILVA, Yury Vasconcellos da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, junho de
2012. Andlise de correspondéncia: uma abordagem geométric a.
Orientador: Carlos Henrique Osorio Silva. Coorientadores: Adair José Regazzi
e Gérson Rodrigues dos Santos.

A andlise de correspondéncia é uma técnica estatistica multivariada que
permite realizar a analise simultanea de diferentes variaveis categoricas.
Possui aspecto simples e intuitivo na apresentacéo de resultados por meio dos
mapas perceptuais. Apesar da analise de correspondéncia estar disponivel em
diversos softwares, incluindo o sistema livre R, o principal problema que
contribui para o desconhecimento do potencial desta técnica e de sua
consequente difusdo € a existéncia de diversos textos especializados de dificil
compreensao, por apresentarem um alto nivel de algebrismo, abstracdo e por
omitirem passos elucidativos importantes. Por outro lado, a leitura pura e
simples das técnicas de interpretacdo se torna desprovida de sentido
convincente, que pode levar a equivocos e inseguranca nas interpretacdes e
impede até mesmo de tirar o maior proveito possivel dos resultados. Assim, o
objetivo deste trabalho foi elaborar um texto elucidativo que mostrasse os
detalhes matematicos de todas as etapas da analise de correspondéncia, de
forma aplicada e com énfase na construcdo geomeétrica. Uma aplicacao desta
técnica com dados de um experimento na area de melhoramento genético da
cana-de-agucar é apresentada na qual constatou-se que o niumero de colmos é
um fator determinante para antecipar a categoria de peso da touceira. Esta
informacdo é de fundamental importancia, uma vez que pode facilitar os
aspectos operacionais na sele¢do de familias para o melhoramento genético,
visto que o pesquisador ndo necessitara esperar a época da colheita para
seleciona-las, pois podera fazé-la previamente se baseando naquelas com os
maiores numeros de colmos. Portanto concluiu-se que esta técnica pode ser
promissora em ciéncias agrarias. Apesar da leitura do presente trabalho exigir
tempo e disposicdo, 0 mesmo contribui para um melhor entendimento desta
técnica, principalmente para um leitor ndo muito afeito aos desenvolvimentos
algébricos, pois ele fornece uma visdo completa do passo a passo da analise
de correspondéncia simples através da visdo geométrica e do exemplo

ilustrativo.



ABSTRACT

SILVA, Yury Vasconcellos da, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, June,
2012. Correspondence analysis: a geometric approach . Advisor: Carlos
Henrique Osorio Silva. Co-Advisers: Adair José Regazzi and Gérson Rodrigues
dos Santos.

Correspondence analysis is a multivariate statistics technique that allows the
symultaneous analysis of different categorical variables. It has a simple and
intuitive aspect in the presentation of results through perceptual maps. Although
correspondence analysis is available in several softwares, including free system
R, the main problem that contributes to the lack of knowledge about the
potential of this technique and its subsequent diffusion is the existence of
several literatures of difficult comprehension, as they present linear algebra with
a high level of abstraction and, additionally, for omitting important clarifying
steps; on the other hand, the pure and simple reading of interpretation
techniques simply become steps lacking in convincing meaning, which may
lead to misunderstandings and insecurity in the interpretations and even takes
away from the highest possible results. Thus, the aim of this study was to
elaborate a clarifying text that showed the mathematical details of all the steps
of the correspondence analysis in the form-applied method and with emphasis
on its geometric construction. One of the applications of this technique with data
from an experiment in the area of genetic improvement of the sugar cane and it
allowed important and practical conclusions, such as, the number of stalks is a
key factor to anticipate the weight of the clump. This information is of the
highest importance, since it can facilitate the operational aspects of selection of
families for genetic enhancing, and the researcher won't need to wait for
harvest season to select the families with the best clump weight traits, as they
will be able to select the clump based on largest number of stalks. Therefore, it
was concluded that this technique can be promising in the agrarian sciences.
Even though the reading of this study takes time and disposal, it contributes to a
better understanding of this technique, especially for a layman in algebraic
developments, since it provides a complete vision of the step by step of the

correspondence analysis through geometric vision and illustrative example.
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1 INTRODUCAO

A andlise de correspondéncia (AC) é uma técnica estatistica multivariada
que permite realizar a analise simultdanea de diferentes variaveis categoricas.
Estas variaveis categorizadas podem possuir niveis de mensuracdo nominal e
ordinal, ou ainda podem ser provenientes de varidveis quantitativas discretas
ou continuas. A AC é essencialmente uma analise exploratéria e descritiva dos
dados que permite uma analise grafica das inter-relagbes ou correspondéncias
entre as variaveis. Possui aplicabilidade nas mais diversas éareas de
conhecimento, tais como: ciéncias sociais (economia, administragéo,
sociologia, demografia), humanas (psicologia, historia), ciéncias biolégicas e da
saude, como também nas areas agrarias. Especialmente na area de ciéncias
sociais e humanas esta técnica demonstra ser de grande valia, visto que é
comum a utilizacdo de questionarios com variaveis categoricas para a coleta de
informacdes.

Segundo Favero et al. (2009), denomina-se analise de correspondéncia
simples quando a AC é aplicada para duas variaveis. Quando AC é utilizada
para trés ou mais variaveis, a técnica € uma generalizacdo da AC simples e
recebe a denominacgdo de analise de correspondéncia multipla (ACM), também
denominada de Optimal Scaling ou pela sigla HOMALS, cujo significado em
inglés € homogeneity analysis via alternating least squares, (HILDEBRAND;
MULLER-FUNK, 2012).

A analise de correspondéncia simples possui aplicacdo relacionada as
tabelas de frequéncia de dupla entrada. AC permite elucidar o grau de
relacionamento entre as categorias das linhas, ou entre as categorias das
colunas, ou ainda, entre o conjunto de categorias das linhas com o conjunto de
categorias das colunas (CZERMAINSKI, 2004).

E comum a utlizacdo do teste de qui-quadrado para verificar a
existéncia ou nao de relacdo de dependéncia entre duas variaveis categoricas,
porém esta técnica ndo demonstra em quais categorias existe essa
dependéncia, como também, ndo demonstra sua intensidade.

Em contraposicdo, na AC a visualizacdo destes padroes de
relacionamento se da através da interpretacdo de graficos bidimensionais,
denominados gréaficos perceptuais, onde séo plotados os pontos resultantes da

reducdo da dimensionalidade do conjunto de dados. Neles, € possivel observar
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se as variaveis de interesse distanciam-se do pressuposto de independéncia
convergindo para possiveis associacfes existentes entre elas, sendo possivel
ainda verificar como se d4 esta associagdo, uma vez que niveis das variaveis
de linha e de coluna assumem posi¢cées nos graficos de acordo com suas
associacbes ou com suas similaridades (GREENACRE, 1984; BENZECRI,
1992; GREENACRE, 2007). Ou seja, 0 mapa perceptual gerado na analise de
correspondéncia demonstra, de maneira simples, a existéncia de dependéncia
entre as variaveis, bem como quais categorias estao relacionadas.

Apesar de estar implementada em diversos softwares, um fator ainda
limitante para o entendimento da AC por usuarios (pesquisadores, estudantes
e/ou profissionais) sao seus calculos matematicos complexos provenientes da
analise multivariada. Neste sentido, textos elucidativos e de facil leitura, aliado
ao uso de ferramentas computacionais torna-se indispensavel para
implementar esta técnica que, de acordo com Souza (2004), tem se tornado
cada vez mais popular e reconhecida como poderosa ferramenta estatistica de

analise exploratéria de dados.

1.1 Histérico

Para melhor compreender o desenvolvimento da anélise de
correspondéncia, pode-se dividir sua evolucdo historica em trés fases distintas:
(i) desenvolvimento algébrico, (ii) desenvolvimento geométrico e sua (iii)
expansao cientifica.

A analise de correspondéncia foi originalmente criada para andlise de
grandes tabelas de contingéncia envolvendo duas variaveis categoricas.
Atualmente o0 seu uso se estende para tabelas de frequéncia com mais do que
duas varidveis. Nyfjall (2002a, p. 5), esclarece as diferencas entre tabelas de
contingéncia e tabelas de frequéncias. Essencialmente, em uma tabela de
frequéncia cada célula informa o numero de vezes que determinada
combinacdo de categorias ocorreu, sendo que, um objeto ou individuo pode
pertencer ou escolher mais de uma categoria. J& em uma tabela de
contingéncia cada célula informa o numero de objetos ou individuos que
pertencem ou escolheram aquela combinacéo de categorias.

Existem varias técnicas de analise aplicadas a tabelas de contingéncia,

tais como modelos log-lineares, modelos logisticos, escalonamento 6timo,
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analise de homogeneidade e a estatistica qui-quadrado de Karl Pearson
(1900), sendo esta ultima uma das mais importantes e conhecidas e que
inspirou o desenvolvimento algébrico da analise de correspondéncia
(PAMPLONA, 1998).

Em 1935 H. O. Hartley publicou sob seu nome em aleméao — Hirschfeld
— um artigo matemético descrevendo a formulagcdo algébrica da “correlacdo”
entre linhas e colunas em uma tabela de contingéncia. Pode-se atribuir a
origem matematica da analise de correspondéncia a este artigo, apesar dos
trabalhos de Ricardson and Kunder (1933) e Horst (1935) terem sugerido
independentemente a mesma ideia na literatura psicométrica, sem o respectivo
desenvolvimento matemético, sendo que Horst inclusive sugeriu o termo
meétodo das médias reciprocas (GREENACRE, 1984, p. 8).

Na década de 40, houve avancos significativos na formulacéo
matematica da analise de correspondéncia. Segundo Greenacre (1984, p. 8,
traducao nossa), Fisher (1940) derivou a mesma teoria de Hartley na forma de
analise discriminante de uma tabela de contingéncia, aplicada a dados
biométricos relativos a coloracdo dos olhos e dos cabelos de estudantes.
Guttman (1941), independentemente, derivou o método construindo escalas
para dados categéricos, sendo na esséncia a mesma teoria de Fisher, porém
aplicada a dados psicométricos. Foi também Guttman que introduziu a forma
geral para lidar com tabelas de contingéncia com mais do que duas variaveis,
conhecido como dual (ou optimal) scaling, origem da analise de
correspondéncia multipla (SOUZA, 2004, p. 68).

Greenacre (1984) e Khattree e Naik (2000) citam também como sendo
as principais contribuicbes histéricas para o desenvolvimento da andlise de
correspondéncia, os trabalhos de Hotelling (1933), Thurstone (1935), Eckart
and Young’'s (1936), Mosier (1946), Rao (1948), Burt (1950), Hayashi (1950,
1952, 1954, 1968), Williams (1952) e Bock (1960). Sendo assim, houveram
inUmeras contribuicdes na técnica, o que acarretou no surgimento de diversos
termos para esta técnica, tais como HOMALS, Optimal Scaling e Dual Scaling.

A segunda fase da evolugéo da andlise de correspondéncia originou-se
com um grupo de pesquisadores franceses liderados por Jean-Paul Benzécri,
que formulou a forma geométrica da analise de correspondéncia como a
conhecemos atualmente. Este grupo iniciou seus estudos durante a década de

60 na area de linguistica, tendo seu desfecho em uma surpreendente obra de
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1973, composta de dois volumes a saber: “L’Analyse des Donnés” (volume |) e
“L’Analyse des Correspondance” (volume II).

Este grupo de pesquisadores franceses merece destaque por terem
desenvolvido ideias e principios que se estenderam bem mais além da area
inicial de trabalho, a linguistica, e por preconizarem muitas ideias inovadoras
relacionadas a analise de dados, tais como um principio defendido por
Benzécri: “O modelo deve se ajustar aos dados, e ndo o contrario”
(GREENACRE, 1984, p.10, traducdo nossa). Este principio € uma rejeicao
inicial a modelagem usual com modelos matematicos probabilisticos, com suas
pressuposi¢cdes que quase sempre ndo sao atendidas em sua plenitude.

Neste sentido, Benzécri desenvolveu técnicas geométricas de
visualizacdo dos dados na forma de pontos em um espaco multidimensional
mostrados em graficos bidimensionais. Outra particularidade de Benzécri e sua
equipe era a utilizagdo de uma notacdo algébrica extremamente rigorosa e
poderosa. Ao mesmo tempo, esta linguagem matematica diferenciada,
dificultava a comunicacdo e o entendimento da técnica de analise de
correspondéncia pelos pesquisadores da escola anglo-americana. Khattree e
Naik (2000, p. 444, traducdo nossa) afirmam que a “analise de correspondéncia
se tornou uma ferramenta popular entre os profissionais do resto do mundo
apos o lancamento do livro de Greenacre (1984)".

Greenacre é sul africano e conheceu a metodologia de analise de
correspondéncia durante seu doutorado na Franca, orientado pelo préprio
Benzécri. Em 1980 apos o término do doutorado, foi convidado a palestrar em
uma conferencia internacional de meétodos graficos multidimensionais que
ocorreu na Inglaterra e nesta oportunidade percebeu o grande interesse da
comunidade cientifica pelo assunto, e entao resolveu escrever um livro lancado
em 1984 sob o titulo: “Theory and Applications of Correspondence Analysis”.

A terceira fase da evolucdo da analise de correspondéncia inicia-se
apos a publicacdo de Greenacre (1984), que além de traduzir a metodologia
para o inglés adaptou a notacdo algébrica diferenciada de Benzécri para que
pudesse ser entendida pelos pesquisadores e estudiosos ao redor do mundo.
Surgiram entdo numerosas publicacbes nesta area e consequentemente o
aperfeicoamento do algoritmo original além de adaptacdes e variantes, tais
como (NAITO, 2007): analise canbnica de correspondéncia simples ou parcial

(Ter Braak, 1985, 1986 e 1988), andlise de correspondéncias conjuntas
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(Greenacre, 1988), analise de correspondéncia nédo simétrica (D’Ambra e
Lauro, 1989), andlise de correspondéncia com restricdes (Takane, et al., 1991),
analise de correspondéncia utilizando a distancia de hellinger (Rao, 1995),
analise de correspondéncia ordinal (Beh, 1997), analise de correspondéncia
inversa (Groenen Van de Velden, 2002) e rotacdo em analise de
correspondéncia (Van de Velden e Kiers, 2003).

Apesar de existirem inimeras publicac6es a respeito da AC na lingua
inglesa, na literatura brasileira existem inumeros trabalhos com a aplicacdo da
AC, porém sado escassos os trabalhos que expliquem os detalhes matematicos
e estatisticos relacionados a esta técnica, principalmente para pesquisadores
de outras areas que nao a Estatistica.

Neste contexto, o estimulo para realizacdo do presente trabalho esta
pautado na necessidade de um texto elucidativo que mostre os detalhes

matematicos de forma aplicada.

1.2 Estudos e aplicacbes da AC nos dias atuais

Duas vertentes sdo comuns nos artigos envolvendo a AC: os estudos
tedricos e as aplicagbes, sendo estas Ultimas mais comuns nas ciéncias
sociais.

Os estudos tedricos envolvem tanto derivacdes da AC simples ou
multipla que atendam a certas configuracdes especiais de dados como também
associacfes da AC a outras analises de agrupamentos com o objetivo de
otimizar a interpretacao de seus resultados.

Foi exatamente com esta intencdo que Alves, Belderrain e Scarpel
(2007) utilizaram a andlise de agrupamentos conjuntamente com a AC num
estudo referente a associacdo de variaveis relativas a saude fisica e mental de
idosos de uma comunidade. Neste estudo, os autores ressaltam, também, a
importancia de pesquisas que expdem a combinacdo de métodos como meio
de aperfeicoar resultados. Tal opinido € compartilhada por Silva Neto e Raposo
(2010).

Na mesma linha de associacdo de meétodos, pode-se ainda citar Guedes
et al. (1999), que propdem em seu trabalho um procedimento que aplica a
analise procrustes combinada com a AC para encontrar um ranking de

importancia para as colunas (atributos) de uma tabela de contingéncia. E ainda,
5



Silva et al. (2008), que fazem uso da analise de cluster para auxiliar nas
interpretacbes dos mapas perceptuais obtidos pela AC em dados envolvendo
as relagcbes de percepcao da alta administracdo das empresas produtoras de
moveis da regido Sul do Brasil quanto a ameacas encontradas em relagdo a
Area de Livre Comércio das Américas (ALCA).

Avancando nos estudos teoricos, Greenacre e Fargas (2010) propdem
uma variante da andlise de correspondéncia, a andlise de correspondéncia de
dados brutos (néo relativizados) em amostragem de aplicacdes ecologicas, nas
quais € comum que sejam realizadas em areas iguais ou volumes iguais.
Souza, Bastos e Vieira (2010) utilizaram os resultados da AC mudltipla para
propor uma metodologia de escores ponderados em pesquisa de satisfacéo.

Beh (2004) trabalha com questbes tedricas, praticas e computacionais
da analise de correspondéncia simples e discute sua relagdo com os avancos
da época — e ainda séo validos para hoje — nas exibicbes graficas. Mais tarde
apresenta outros resultados de estudos da AC, envolvendo viesamento e
curtose (BEH, 2009).

Também na linha computacional, de Leeuw e Mair (2007) apresentam e
exploram os recursos adicionais que o pacote ANACOR possui que nao sao
oferecidos por outros pacotes de AC do R, apoiados em referencial teorico;
Figueira (2004) ensina a usar o procedimento ANACOR do SPSS e a
interpretar seus resultados.

Enfocando tépicos controversos da AC, pode-se citar Carvalho, Vieira e
Moran (2002), que apresentam a AC como um meétodo estatistico multivariado
que pode ajudar na interpretacdo de mapas de produtividade, mas lembrando
de que é inadequado seu uso indiscriminado como ferramenta de informacéo
preditiva. Guedes e Ivanqui (1999) também afirmaram que as conclusdes
obtidas na AC nao podem ser generalizadas para a populacdo, embora seja o
que tem sido praticado. Souza, Bastos e Vieira (2011) em seu estudo mostram
que os resultados da AC podem ser seriamente afetados pela amostragem. E
Greenacre (2011) rebate as criticas sobre a sensibilidade da AC em relacdo a
objetos raros, mostrando que seus deslocamentos de baixo peso reduzem
seus efeitos sobre as contribuicdes de tais objetos tanto para a determinacéo
dos eixos principais quanto para a distancia de qui-quadrado.

Apesar das criticas e algumas desconfiangas, a AC vem ganhando

reputacdo internacional como uma ferramenta poderosa para a analise de
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tabelas de contingéncia (BEH, 2004). Outro fator que impele seu crescimento,
€ 0 uso cada vez maior de dados categdricos tanto no campo tedrico como no
pratico

Na linha da aplicacao pratica, estudos em diversas areas comprovam 0s
bons resultados da AC. Jelihovschi e Ferraz (2010) confirmam a eficiéncia da
analise de correspondéncia para explorar agrupamentos de fatores
socioculturais, utilizando um questionario preenchido pelos vestibulandos da
UESC de 2008. Aranha et al. (2004) usam a AC em dados de pesquisa de
avaliacdo de saude publica. Na area agraria, pode-se citar Lopes et al. (2010)
que utilizam a AC para relacionar situacdo de fontes de aguas subterraneas e
fatores que interferem na qualidade da agua. Ghini e Zaroni (2001) aplicaram
AC para definir agrupamentos de caracteristicas que levam a supressividade
do solo. Carvalho, Vieira e Moran (2002) utilizaram a AC para a definicao de

mapas de produtividade dos solos.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho € a apresentacdo de um estudo a
respeito da AC, com uma aplicacdo na area agraria, expondo os detalhes do
desenvolvimento algébrico, dos principios matematicos e estatisticos da
fundamentacdo tedrica desta metodologia, com enfoque na evolucao
geométrica de suas etapas, propiciando assim um texto que permita o

entendimento da AC por profissionais de areas aplicadas.

1.3.2 Objetivos especificos

» Apresentar um resumo de algebra linear, que aborde os principais conceitos
necessarios ao entendimento da AC, utilizando pequenos exemplos
ilustrativos;

» Apresentar o desenvolvimento algébrico de cada etapa da AC, detalhando
seus calculos e explicando-os por meio da interpretacdo geomeétrica, a partir
de um exemplo ilustrativo;

e Aplicar AC a um conjunto de dados oriundo do Centro de Pesquisa e

Melhoramento de Cana-de-Acucar da Universidade Federal de Vigosa para
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exemplificar o uso desta técnica como uma alternativa metodoldgica de

andlise estatistica na area de ciéncias agrérias.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Como foi dito na introducdo, a analise de correspondéncia requer
conhecimentos matematicos, que em sua maioria, ndo estdo ao alcance de
muitos usuarios da estatistica, principalmente aqueles cuja formacéao
académica ndo é da area de ciéncias exatas. Embora a aplicagdo desta técnica
seja tremendamente facilitada pela disponibilidade de pacotes computacionais
especialistas, o entendimento dos métodos matematicos utilizados € importante
para uma adequada compreensdo da técnica, de sua aplicabilidade, da
interpretacéo dos resultados e de suas consequéncias, favorecendo assim uma
analise mais segura e elucidativa dos dados.

Nesse sentido, nesta primeira subsecéo (item 2.1) serdo apresentados
os conceitos e definicbes de algebra linear utilizados na anélise de
correspondéncia, tais como operacdes com vetores e matrizes, projecdes
ortogonais, transformagbes lineares, autovalores e autovetores, formas
quadraticas, ajuste de minimos quadrados, diagonalizacdo e decomposicao de
matrizes, sendo este ultimo de fundamental importancia para analise de
correspondéncia.

Na segunda subsecdo (item 2.2) serdo apresentados todos os
procedimentos algébricos necessarios para realizacdo de uma analise de
correspondéncia, com o0s conceitos, fundamentacéo tedrica e interpretacéo

geométrica envolvidos em cada um de seus passos.

2.1 Fundamentos de algebra linear

Toda a fundamentacdo tedrica de algebra linear apresentada neste
trabalho estd baseada nas obras dos seguintes autores: Boldrini et al. (1978),
Lay (1999), Leon (1999), Poole (2004) e Matos e Amaral (2008). Em alguns
casos, foram utilizados os exemplos destes autores o0s quais foram

devidamente citados.



2.1.1 Introducgéo a algebra linear

Nessa subsecdo serd realizada uma répida revisdo dos aspectos
elementares de algebra linear. Portanto, caso o leitor ndo os conheca é
recomendado 0 seu respectivo estudo nas obras ja citadas anteriormente ou
em qualquer literatura de algebra linear basica.

Ao mesmo tempo, se o leitor ja esta familiarizado com operacdes
basica de vetores e matrizes, podera ignorar esta subsecdo e adiantar sua
leitura para o item 2.1.2 - projecdes ortogonais ou outro topico que ndo esteja
tao familiarizado, tais como transformacdes lineares, autovalores e autovetores,
diagonalizagdo e decomposicdo de matrizes, ajustes de minimos quadrados e
formas quadréticas.

Aqueles que possuem dominio dos assuntos acima citados poderao

iniciar sua leitura a partir do item 2.2 que aborda a AC propriamente dita.

2.1.1.1 Vetores

Um vetor v no R™ € um arranjo de n elementos reais tais que v =

xn
Geometricamente, v é um ente do R®™ com modulo, direcdo e sentido. Dois
vetores sdo ditos equipolentes se ttm 0 mesmo modulo, a mesma direcéo e o
mesmo sentido, conforme ilustrado na Figura 1. Todos os vetores equipolentes
podem ser representados por um unico vetor, sendo este o que parte da

origem do sistema cartesiano.

Define-se como v transposto o vetor linha vt = [X1 Xz ... Xp].
s
X
> x
g

Figura 1 — Vetores equipolentes no R?
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Operacdes com vetores

X1 V1
Considerando u = [ 2| e R*, v = | ¥2| e R* e k € R, entdo:
xTL yn
X1+
() a soma de dois vetores u e v é dada por u + v = |2 -:Fyz , Cuja viséo
xn + yn

geométrica, no R?, é apresentada na Figura 2;

VA

c a a+c

»
»
X

Figura 2 — Regra do paralelogramo para a soma de vetores

(i) a multiplicacdo de um vetor por uma constante real (escalar), chamada de
kxq

multiplicac@o por escalar, é dada por ku = lkﬂ;
kx,,

(i) a diferenca entre dois vetores u e wv ¢é dada por

X1 =M1
u-v=u+(-v) = xZ:_yZ .
Xn = Yn

A Figura 3 mostra a visdo geométrica no R? das operagdes com vetores

acima descritas.

11



VA

2u

=<V

-1,5u
(a) (b)

Figura 3 — Visdo geométrica das operacdes com vetores: (a) soma e subtracdo
de vetores; (b) multiplicacéo por escalar

Produto interno e norma

O produto interno entre os vetores u e v €& dado por
utv = (u,v) = x;y; + X9, + - + X, V.

A norma (ou comprimento) do vetor u, ||lu|, é dada por ||u|| = Vutu, isto
€, a raiz quadrada do produto interno de um vetor por ele mesmo. Assim,
lull? = utu = x,2 + x,% + ...+ x,2. A Figura 4 apresenta a visdo geométrica da

norma de um vetor no R?, sendo x; = a e x, = b.

llv

ol
<y

Figura 4 — Visdo geométrica da norma de um vetor

Se um vetor v tem ||v|| = 1, entdo v é dito unitario. Chama-se de versor
de um vetor v ao vetor unitario de mesma direcdo e sentido que v. Como

A s , v . P
consequéncia, versor(v) =v = o Diz-se que o versor de v é a forma

normalizada do vetor v (Figura 5).
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Figura 5 — Vetores no R? e respectivos versores.

O produto interno entre dois vetores também pode ser dado pela
formula u‘v = (u, v) = ||ul|||v|| cos 8, sendo 6 o angulo entre os dois vetores.
Assim, u e v sdo ortogonais, se e somente se, u‘v = 0.

A visdo geométrica do produto interno é apresentada no item 2.1.2 —

projecdes ortogonais.

2.1.1.2 Matrizes

Uma matriz A,,«, € um arranjo retangular de elementos dispostos lado

a lado em m linhas e n colunas, na qual o elemento a;; representa o elemento

da i-ésima linha com a j-ésima coluna:

_all a12 e alj see aln_
a1 Az az; aon
A= '
iy a;; aij Qin
[ Am1 Amz " Qpj " Opnd

Uma matriz coluna é uma matriz A,,,, também chamada de vetor. Uma
matriz linha € uma matriz A,,, que pode ser identificada como a transposta de
um vetor.

Uma matriz 4,,«, pode ser vista como um arranjo de m vetores-linha

com n coordenadas ou um arranjo de n vetores-coluna com m coordenadas.
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sendo (li)lxn € (cj)mxl'

Uma matriz A € dita quadrada se possui n linhas e n colunas.

all a12 en aln

a21 azz aen a2n
A= : : . :

an1 (0% . Apn

Uma matriz quadrada é dita diagonal se todos os elementos fora da

diagonal principal séo iguais a zero:

a; 0 .. 0
A= 0 a?Z = diag(a4, ay, ..., a,)
0 0 .. ap

A matriz identidade I é uma matriz quadrada de ordem n em que todos

0s elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e fora dela sdo iguais a O:

10 0
e P
0 0 1

Operagdes com matrizes

S&o definidas as seguintes operacdes com matrizes:
() se A e B sdo matrizes de mesma ordem m X n,entdo A + B = C, sendo C

de ordem m X n, tal que Cij = Qij + bij:

a11+b11 a12+b12 “es a1n+b1n
A+B=C= aZlTb21 aZZTbZZ aZn-:I_bZn ;
Am1+bm1  Amatbyme . Quntbmn
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(i) se A € uma matriz de ordem m xn e k € uma constante real, entdo a
multiplicac@o por escalar € definida por kA = C, de mesma ordem que a matriz

A, tal que ¢;; = ka;;:

ka;; kayn ... kaq,
C=KkA = kaz1 ka:22 - ka:Zn ;
ka,, kan, .. kan,

(iii) se A € uma matriz de ordem m x n e B é uma matriz de ordem n X p, entdo

a multiplicacéo de A por B, AB = C é uma matriz de ordem m X p tal que:

n
ci]-=Zaik-bk]-, comi=1,...me j=1,..,p.
k=1

Outra interpretacdo para o elemento c;; € que ele representa o produto
interno do vetor linha i da matriz A com o vetor coluna j da matriz B.

Tem-se que:
(i) Normalmente AB # BA.
(i) A associacdo entre matrizes pode ser feita de varias formas, desde que se
mantenha rigorosamente a ordem das matrizes envolvidas, como, por exemplo,
em (AB)(CD) = [A(BC)]D = A[(BC)D] = A[B(CD)].
(i) Se AB = 0 (matriz nula), ndo se pode afirmar que A =0 ou B = 0.
(iv) Se AB = CB, nédo se pode afirmar que A = C.

Se A é uma matriz de ordem mxn, B=diag(by,b,,...,by) €
D =diag(d4,d,, ..., d,), entdo:

e AD = ||dicq| |dycy| - |dpcpll-

Isto €, se uma matriz diagonal pré-multiplica uma matriz A, a matriz
resultante € a matriz A tendo suas linhas multiplicadas pelos elementos

correspondentes da matriz diagonal; e se uma matriz diagonal pos-multiplica
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uma matriz A, a matriz resultante é a matriz A tendo suas colunas multiplicadas

pelos elementos correspondentes da matriz diagonal.

Matriz transposta

Dada uma matriz 4, sua transposta A* é obtida com os mesmos

elementos originais, mas escrevendo suas linhas como colunas e vice-versa.

Assim, a transposta de

a1 dp Ain a1 Az am1

a1 Az aon Az Ay Am2
A= . = B=A'= :

Am1i Amz - Amn Ain Qop - Qmn

Uma matriz quadrada A € dita simétrica quando a;; = a;:

all a12 en aln

a12 azz aen a2n
A= : : . :

A1 Qon . Apn

Numa matriz simétrica a linha k € idéntica a coluna k, o que faz com
que a matriz seja igual a sua transposta, A = Af.
Séo propriedades operatdrias das matrizes simétricas:
(i) A+B) = A" +B!
(i) (AB)t = B'A!
(i) (AHt = A4

Se A € uma matriz de ordem m x n, entdo AA' e A'A sdo matrizes
quadradas e simétricas de ordem m X m e n X n respectivamente. Em ambos
0S casos, 0s elementos da diagonal principal sdo produtos internos de uma
linha (ou coluna) por ela mesma, isto é, os elementos da diagonal principal

representam o quadrado da norma do vetor linha (ou coluna) da matriz A:
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(11; ll) (11; lZ) (llilm> [ ”llll2 (11; lZ) (11; lm)

AAt — <12'.ll> <12'.12) (121.lm) <12:.ll> ”12”2 <lz,.lm>
Ul Ul oo Al W b)) e L2
(c1,€1) (cr€r) o {ep )] [llell® (e €2) o {e1€n)]

e AtA — (CZJ-("l) (CZJ.C2> (CZJ-Cn> — [(CZ,.C1> ”02”2 (Cz,.cn)‘
(cn; c1) (cn: c2) <Cn" Cn) (cn: c1) (cn; c2) - |Ic7'1||2

Determinante

O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n € um numero
obtido a partir de operagdes especificas sobre seus elementos, sendo definido

como:

detA = Z(_l)]alh Az, - Onj,
p

onde J = J(ji,...,jn) € 0 numero de inversdes da permutagédo (ji,...,Jj,) das n
colunas de A e p indica que a soma é estendida a todas as n! permutacdes de
@a 2 .. n).

Como consequéncia da definicdo, o calculo do determinante de uma
matriz A, det A, envolve:
(i) o somatério de n! produtos com n fatores cada um, sendo metade deles
positivos e a outra metade negativos;
(i) cada produto envolve obrigatoriamente um Unico elemento de cada linha e
um unico de cada coluna;
(i) colocando os elementos de um produto em ordem crescente das linhas
(colunas), o sinal desse produto é dado pelo numero de inversdes feitas das
colunas (linhas) desses elementos, sendo positivo se 0 nimero de inversdes
for par e negativo caso contrario.
(iv) reescrevendo a definicho de determinante a partir da ordenagédo das

colunas tem-se:

detA = Z(—l)]a]-11 A,z - G n
p
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Os determinantes possuem varias propriedades como consequéncia de
sua definicdo e das observacgdes acima. Para este trabalho, destacam-se:
() det(AB) = det(A) - det(B)
(i) det(AY) = det(A)
(iii) det(diag(ay,...,ay)) =a,-as+ ... a
Uma matriz quadrada é dita singular se seu determinante é igual a

Zero.

Matriz inversa

Se A e B sédo matrizes quadradas de mesma ordem tais que AB =1,
entdo B é dita inversa de A, denotada por B =A"1, e A é dita inversa de B,
denotada por A = B~ 1.

Sao propriedades da inversa:
() Ainversa de uma matriz quadrada € Unica.
(i) A matriz A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0, isto &, se A € uma
matriz ndo singular.

(i) O determinante da matriz inversa A~! é o inverso do determinante da

1
det (A)

matriz A, isto €, det(4™1) =

(iv) (AH™ 1= (471t isto é, a inversa da transposta é a transposta da inversa.
(v) (A7) t=4

(viy (AB)™! = B71471

(vi) Se A € uma matriz simétrica ndo singular, entdo sua inversa também &
simétrica e ndo singular.

(viii) Se A =diag(aq,ay, ..., a,), entdo A~! = diag(1/a,,1/ay, ..., 1/ay)

Matriz ortogonal
Uma matriz quadrada inversivel A é dita ortogonal se A~! = At. Como,
neste caso, det A = det A'* = det A, entdo o determinante de uma matriz

ortogonal é igual a 1 ou igual a —1.

Se A é ortogonal, entdo AA* = A'A = I. Isto quer dizer que
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(L, Ly )y o (L) 1 0 .. 0
AAE = (L) (Il .. (L) _10 1 0
(ln; ll) (ln; lZ) (ln; ln) 0 0 |
(€1,¢1) (e, 63) .. (€1, 6p) 1 0 .. 0
AtA = (€3,€1) (€z¢3) . (e3¢ _ |0 1 0
(cn: C1> <Cn; c2> (cn: Cn) 0 0 .. 1

Como o produto interno de duas linhas (ou colunas) distintas tem que
ser zero, entdo as linhas (ou colunas) de A sdo vetores ortogonais entre si.
Como o produto interno de uma linha (ou coluna) consigo mesma tem que ser
igual a 1, entdo ||;]|> =1 (ll¢;]|* = 1), isto €, a norma de cada vetor linha (ou

vetor coluna) de A é sempre igual a 1.

Posto e traco

Dada uma matriz A de ordem m X n, uma submatriz de A é qualquer
matriz obtida de A pela supresséo de alguma(s) linha(s) ou coluna(s).

O posto ou rank de uma matriz A, p(A) ou r(A) ou posto (A) ou
rank(A), € dado pela ordem da maior submatriz quadrada de A que possui
determinante diferente de zero. O posto de uma matriz A pode ser obtido,
também, pelo niumero de linhas ou colunas linearmente independentes que A
possui, como poderd ser visto adiante. Como consequéncia, p(4) < min{m, n}.

O traco de uma matriz quadrada de ordem n, tr(A4) ou traco (4), é
dado pela soma dos elementos da diagonal principal da matriz, isto é,
tr(4) = Xz a;.

2.1.1.3 Espaco vetorial

De uma maneira geral, espaco vetorial € todo conjunto ndo vazio cujos
elementos se comportam como vetores, isto €, seus elementos operam como
vetores e mantém as propriedades dos vetores. Assim, 0S espacos vetoriais
possuem as seguintes propriedades quando u, v e w sdo elementos do espaco
vetorial V e a e b sdo constantes reais:

i) u+v=v+u
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i) u+v)+w=u+w+w)

(i) u+0=u, Yuev

(iv) vueV, 3I(—w)eV:u+(—u) =0
v) a(u+v)=au+av

(vi) (a+b)u=au+bu

(vii) a(bu) = (ab)u

(viii) lu=u

Os espacos vetoriais que serdo usados neste trabalho serdo R
(unidimensional), R? (bidimensional), R3 (tridimensional), .., R" (n-

dimensional).

Subespaco vetorial

Dado um espaco vetorial V, um subconjunto W de V ndo vazio, sera
um subespaco vetorial de V se:
() Yu,v € W, tivermos (u+v) e W
(i) Va€eR, Yu e W, tivermos (au) e W

Estas duas condigcbes garantem que W tenha as 8 propriedades de
espaco vetorial e que um subespaco vetorial sempre vai conter o vetor nulo 0.

Qualquer reta que passe pela origem do sistema de eixos do R™ é um
subespaco desse espaco vetorial (Figura 6), assim como qualquer plano

contendo a origem também é subespaco do R", com n > 2.

e

<y
<

(@) (b)

Figura 6 — Exemplos de subespacos (a) do R*>: ser; (b)doR3: te a
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Dependéncia e independéncia linear

Se um vetor v € combinacao linear de uq,u,, ..., u,, entdo v pode ser
obtido a partir desses vetores, de tal forma que v = a;uq + a,uy; + ...+ a,u,

conforme ilustrado na Figura 7.

2u;

V= iyz +(-1,5) uz

-1,5 uz
Figura 7 — Visdo geométrica de um exemplo de combinacéo linear

Se em u4,u,, ..., u, existir algum vetor que é combinacéo linear dos
outros, entdo diz-se que esses vetores sédo linearmente dependentes, e, caso

contrario, os vetores sdo ditos linearmente independentes.

Base de um espaco vetorial

Seja V um espaco vetorial. Qualquer subconjunto n&do vazio de
k vetores de V, {uy,u,,...,u}, € capaz de gerar um subespaco vetorial W,
[uq,uy, ..., u] =W, contidoem V.

Seja B = {uq,uy, ...,u,} 0 menor subconjunto de vetores linearmente
independentes capaz de gerar W. Neste caso diz-se que € uma base de W e
a dimensdo de W € dada pelo numero de vetores da base, dim(W) = n.
Entdo, uma base de um espago vetorial W é um conjunto de vetores
linearmente independentes capaz de gerar esse espaco vetorial. Um mesmo
espaco vetorial pode apresentar muitas bases, tendo todas o0 mesmo ndamero
de elementos.

Seja V um espaco vetorial com base B = {uy,uy,...,u,}. Se v € um
vetor qualquer desse espaco vetorial, entdo v pode ser escrito como
combinacao linear dos vetores da base B, ou seja,
vV =auq + a,uy; + ...+ ayu,. Assim, define-se o vetor de coordenadas de v
na base g por:
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Sendo B a matriz cujos vetores coluna sdo os vetores da base S, entédo
B-[v]g =v.

Se todos os vetores de uma base sdo unitarios, entdo essa base é
chamada de base normal; se todos os vetores de uma base sdo ortogonais
entre si, entdo essa base é chamada de base ortogonal; se uma base for
normal e ortogonal, entdo ela é chamada de base ortonormal.

Seja f = {uq,u,, ..., u,} uma base ortogonal para o espaco vetorial V e

B a matriz de vetores coluna dessa base. Entao,

(u,ug) (ug,uy) ..o (ug,uy) [||C1||2 0 0 ]
BB = (uz;'u1) (uz,_uz) <u2;.un) _1 0 llc.|I? 0
(Up, Up) (U, Up) o Uy, Uy) 0 0 “CnHZJ

Mas, se B for ortonormal, entdo B'B = BB' = I. Logo, os vetores linha

da matriz B também formam uma base ortonormal do espaco vetorial V.

2.1.1.4 Sistemas lineares

Um sistema de equacgdes lineares € um conjunto de equacdes

ai1Xq + aA12X, + -+ A1pnXn = b1
S' alel + azzxz + -+ aann = bz

A1 X1 + QX + -+ QX = by

que pode ser representado matricialmente por

Ax=b
a4 Q2 .. Qqin X1 b;
a_21 Cl:zz a?n‘ . lxz _ b:z _sendo
Am1 Amz - Amnl |Xn b.,
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A a matriz de coeficientes, x o vetor composto de n variaveis e b o vetor de
termos independentes.

Uma solucdo de um sistema linear € um vetor que satisfaz todas as
equacglOes do sistema simultaneamente. Um sistema linear pode ter ou né&o
solucéo.

Se 0 sistema possui uma unica solucédo, entdo ele € dito sistema
possivel determinado (SPD) e posto(A) = posto(A|b) = n, sendo A|b a matriz
A ampliada pela justaposicéao do vetor coluna b. Se A é uma matriz quadrada e
det(A) # 0 (A é ndo singular) entdo a solucdo unica do sistema é dada por
x=A"1b.

Se o0 sistema possui infinitas solugbes, entdo ele é dito sistema
possivel indeterminado (SPI) e posto(A) = posto(A|b) < n.

Se o sistema ndo possui solugdo, entdo ele é dito sistema impossivel
(SI) e posto(A) # posto(A|b).

Um sistema é dito homogéneo se o vetor de termos independentes é

nulo:
Ax =0
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = 0
S' alel + azzxz + -+ aann = O
A1 X1 + A Xy + -+ ApXxy, =0
Todo sistema homogéneo é possivel, pois possui a solucado trivial
[*1 X2 . X]*=[0 0 .. 0]°. Se o sistema é SPD, esta solucéo é Unica.

Se o sistema é SPI, ha ainda infinitas solu¢des para o sistema. Se a matriz A
do sistema é quadrada e singular, entdo o sistema sera obrigatoriamente SPI.
Para determinar a solucdo de um sistema linear um dos processos
mais utilizados é o método de escalonamento que é baseado na transformacgéo
da matriz ampliada A|b numa matriz escada. Para maiores esclarecimentos

consultar a bibliografia dada.

2.1.2 Projecg0bes ortogonais

' viev i , tai viv, =viv, =0, a0 v
Sejam v, e v, dois vetores do R?, tais que viv, = viv, =0, entdo v, e

v, SA0 ortogonais entre si. Tais vetores formam uma base ortogonal do R?, isto
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é, qualquer outro vetor do R? pode ser escrito como combinacdo linear dos
vetores da base {v,, v,}, conforme exemplificado a seguir.

Sejam os vetores w, v, e v, representados no plano xy através de suas
respectivas coordenadas tais como w = (2,2),v, = (3,—1),v, = (1,3). Como
v, e v, sao ortogonais entre si, pode-se utilizd-los como uma base para
reescrever as coordenadas de w através de uma cominacao linear entre esses

vetores, em que w = ¢, * V4 + ¢, * V,, cuja solugdo é trivial e dada por:
2,2) =2 py 41
, —_ — v —_— v
@D =c vtz v

Graficamente, tem-se a seguinte representacao:

Cz'

Oy <

Figura 8 — Gréfico comparativo ilustrando a mudanca de base do vetor w.

Chamam-se de projec¢Oes ortogonais de w sobre os vetores da base v,

. . 2 . 4
e v,, respectivamente aos vetores (Proj w),,lzgv1 e (Proj W)y2=gvz-

Graficamente tem-se: v
2

.....
.....
.

- v
v
Figura 9 — ProjecOes ortogonais de w sobre os vetores da base v; e v,.
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Os conceitos de base ortogonal e projecbes ortogonais sobre os
vetores da base podem ser estendidos para o R™. Portanto, se vy, v, ..., v, S0
n vetores do R" ortogonais entre si, entdo esses vetores formam uma base
ortogonal do R". Se, além disso, esses n vetores s&8o unitarios, isto &, ||v,| =
lv,]l = -+ = |lv,ll = 1, entdo a base formada é ortonormal.

Assim, dado um vetor w do R", esse vetor pode ser escrito como uma

combinacdao linear dos vetores da base ortonormal {v,,v,, ..., v, }:
w = C1v1 + szz + -+ Cnvn

Tem-se que as projecdes ortogonais de w sobre os vetores da base

ortonormal séo dadas por:

(Proj w),,1 =CV;

(Projw),, = c;v,
(Projw)y,, = CyUy
Portanto, para que cada projecédo seja definida, é preciso determinar
€1, Cy, ..., Cy. Quando a base é ortonormal estes calculos sdo tremendamente

facilitados e obtém-se ¢; = wtv; conforme ilustrado a seguir.

W = C1v1 + szz + -+ Cnvn

wt = (o1 + Uy + -+ V)t = v + b + - + Y
Pdos multiplicando-se por v, ambos os lados da igualdade, tem-se:
t — t t t
w'v, = (v + u5 + -+ V)V,
wto, = ¢ viv, + c,vivy + - + i,
como viv; = 0, se i # j (vetores ortogonais) e viv; = [|lv;]|> = 1
wo, =c1+c,0++¢c,0=¢

Analogamente, todo c; € dado pelo produto interno entre w e v;,
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¢ = why;, = viw
Assim:

(Proj w),, = cv; = W), = Wiw); 1)

O resultado acima permite a visualizacdo geométrica do produto
interno entre dois vetores: o produto interno entre os vetores u e v é a norma

da projecao ortogonal de u sobre v, se v € um vetor unitario (Figura 10).

> Iy
» >

|(Proj w),|l = uv

Figura 10 — Visdo geométrica do produto interno entre os vetores u e v, tendo
v norma 1

Se a norma de v é maior do que zero e diferente de 1, entdo

lI(Proj w), |l = u =

vl

2.1.3 Autovalores e autovetores

O estudo de autovalores ou raizes -caracteristicas e 0S seus
respectivos autovetores sdo de fundamental importancia na diagonalizacéo e
decomposicdo de uma matriz de ordem n X n, visto que tal procedimento
facilita o entendimento global da matriz em relacdo ao seu determinante,
inversa se existir, calculo de poténcia de matrizes e projecdes ortogonais que
podem ser obtidas através da decomposicdo espectral. Outras generalizacdes
podem ser feitas para matrizes de ordem m X n, como a decomposicdo em
valores singulares que sao utilizadas na AC.

Para facilitar o entendimento, o estudo de autovalores e autovetores

sera abordado na perspectiva de transformacdes lineares.
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2.1.3.1 Transformac®es lineares

Definicdo: sejam R™ e R™ dois espacos vetoriais de dimensdes n e m
respectivamente, em que n e m podem ou ndo serem diferentes. Uma
transformacado linear € uma funcdo do R"™ no R™, isto &, T:R™ - R™, que

satisfaz as seguintes condi¢des (Poole, 2004, p. 188):

a) T(u+v)=T(u)+T(v), paratodou e vem R".

b) T(cv) = cT(v), paratodo v em R" e todos os escalares c em R.

Ambas as condi¢Bes acima significam que uma transformacéo linear
preserva a soma entre vetores e a multiplicacdo de vetor por escalar e, como
consequéncia do item b, a transformacéo do vetor nulo leva no vetor nulo, isto
é€,T0)=0.

Considera-se que existe uma transformacao linear quando um vetor é
modificado seguindo-se algumas regras e preservando-se algumas
propriedades, tais como soma e multiplicacdo por escalar. Por exemplo, seja T
uma transformacgéo linear de um vetor v em w pertencentes aos espacos
vetoriais R3 e R? respectivamente, tais que v = (x,y,z) ew = (x +y, —x + 2z).

Abaixo descreve-se tal transformagéo:
T:R3 - R?
T(x,y,z) =(x+y,—x+22)

Esta transformacdo pode ser facilmente estabelecida como Av =w

com a seguinte operacdo matricial

X
L AP emae

R S CEE e

Assim, o vetor v é transformado em w pela matriz de transformacéo 4,
que dita as regras da transformacdo, ou seja, a matriz de transformacédo A

estabelece o relacionamento entre os dois vetores v e w.
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Portanto, uma forma geral para uma transformacao linear qualquer do

R™ no R™ é descrita como:

T: R" - R™
TWw)=Av=w (2)

em que A é uma matriz de ordem m x n, sendo v € R" e w € R™.
Quando uma transformacao linear ocorre dentro do préprio espaco

vetorial, isto é, T: R™ - R", esta € chamada de operador linear.

2.1.3.2 Relacao entre transformacdes lineares e aut ovalores e
autovetores

Em alguns operadores lineares é de interesse que a transformacéo de
v pela matriz A leve a um vetor w que € um multiplo escalar de v, de modo que

ele possa ser reescrito em fungéo de v, conforme descrito abaixo:

Tw)=Av=w=2Av 3)

Neste caso, A € o autovalor de 4 e v é o0 autovetor associado ao

autovalor A, sendo v # 0
A figura a seguir ilustra a comparagdo de uma transformacgéo linear

com e sem geragao de um autovetor. Observe que em (a) a transformagéo do

vetor v preserva a direcdo de v, isto €, v e w = Av estdo na mesma dire¢céo, o

que caracteriza que v € um autovetor associadoaumA=3. Em (b) vew = Av

nao estdo na mesma direcdo, logo v ndo € um autovetor.

at’ 4 i

Av =w = 3v

(a) (b)
Figura 11 — Comparacédo da transformacéo linear T(v) = Av = w com geracao
de autovetor (a) e sem a geracao do mesmo (b)
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O exemplo a seguir obtido de Lay (1999, p. 273) ilustra a utilizacdo de
uma mesma matriz A para realizar duas transformacodes lineares dos vetores u
e v em Au e Av, sendo que somente a transformacédo Av € um multiplo escalar
de v, isto €, Av = Av em que A = —4 é um autovalor de A. Ja a transformacéo

Au ndo é um multiplo escalar de u e portanto u ndo é um autovetor de A.

a=fs ol v=[G] e u=[3)
Av = é S] [_65] = [_2204] portanto
Av = —4 [_65] =A\v

Au = [é g] [_32] = [If] portanto

Au + A [_32]

Um importante teorema abordado a seguir garante a existéncia de
infinitos autovetores associados ao mesmo autovalor A.

Teorema: Dado um operador linear T: R® - R"™ e um autovetor v
associado ao autovalor A, qualquer vetor u=cv(c € Rec# 0) € também

autovetor de T associado a A.

Demonstragéo:
Seja v um autovetor associado a A, portanto T(v) = Av, e considere um

vetor u proporcional a v de modo que u = cv. Tem-se que:
T(u) =T(cv) =cT(v) =cAv = Acv = Au

Logo, T(u) = Au, entdo u também é um autovetor associado ao
autovalor 4. Portanto, qualquer multiplo escalar de um autovetor é também um
autovetor associado ao mesmo autovalor.

Pode-se visualizar o teorema anterior utilizando-se o exemplo de Poole
(2004, p. 233) descrito a seguir:

1

Dado A = E ;],uz [1

] e A = 4, portanto Au = A\u.
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1 sl =4[]

Entdo u € um autovetor associado a A. Note que os vetores w = 2u e
t = 4u descritos abaixo também sao autovetores associados ao autovalor
A=4.

w = [;] e t= [i], portanto,

Aw = Aw At = At
s 3Bl =4[2) HEEIHEEIN
Céalculo dos autovalores e autovetores

Existem diversos procedimentos para facilitar o calculo dos autovalores
e autovetores. O procedimento mostrado a seguir apresenta uma
fundamentacgéo simples e segura.

Sendo v um autovetor de 4 associado a um autovalor A, entao:

Av = v, parav + 0
Av — v =0,
Av —AMv =0,
(A-AD)v =0.

Desta forma, encontrar os autovalores de A equivale a resolver o
sistema homogéneo (A —Al)v =0, isto €, encontrar os vetores v # 0, que
satisfagam essa igualdade. Um sistema € homogéneo quando todos os termos
independentes (lado direito da igualdade) sdo iguais a zero. Obviamente, todo
sistema homogéneo admite a solucéo trivial, que é o proprio vetor nulo. Como
v deve ser diferente do vetor nulo, o sistema homogéneo (A — Al)v = 0 devera
ter solucdo além da trivial. Portanto, o sistema precisa ser possivel e
indeterminado, isto €, ele devera ter infinitas solu¢bes. Para isso, (A —Al)

devera ser singular, ou seja, det(A — AI) = 0.
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Sendo:

a1 4gz Ain 1 0 0
A—2] = az1 a:22 a?n‘ _ AIO 1 0
An1  QAn2 Ann 0 0 1
a;p — A a2 Ain
A—A =| % azz._ A agn
An1 An2 Ann — A

Entdo, P(A) = det(A — AI) é um polinbmio em A de grau n, chamado de
polinbmio caracteristico da matriz A. A equacédo det(A —Al) = 0 é chamada de

equacao caracteristica de A.

Assim, pode-se determinar os autovalores de A encontrando-se as
raizes do polinbmio caracteristico, o qual tera no maximo n raizes reais, em
que n € a ordem da matriz. A seguir, um exemplo ilustrativo, apresentado por
Leon (1999, p. 214) para o qual sdo calculados (com detalhes algébricos) os

autovalores associados a uma matriz A e os respectivos autovetores.

2 -3 1
Sejad=|1 -2 1], portanto o sistema a ser resolvido (A — Al)v =0,
1 -3 2

para o qual se tem,

O resultado desejado obtido de det(A — AI) = 0, fornece,

_Z—EA zi;\]_(_3)det [1 217\]+1th H _2—?\ =

C-MD(E2-D2-D+3]+3[2-D)—-1]+[(-3)—(-2-1]=0
2-0D3(-2-2)+32-1)+3-3A-1+1=0
(4—4A+2)(-2-2D)+6-31+2-21=0
—8—4A+8A+422 —2A2 —2A3+8-51=0

B +22-2=0 (-1
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AB—=2A2421=0
A2 —22+1)=0
Tem-sequeA; =00UA>—21+1=0
A2—2A+1=0
A= (—2)% —
A=0

—(=2)+0 _
> =
~(=2) -0 _
> =
Portanto as raizes da equacao caracteristica ou autovalores de A séo:

}\zz

}\3=

Para determinar os autovetores associados a cada autovalor, deve-se
resolver o seguinte sistema:
A-ADHv=0

X
ParaA; =0, emquev = [y] tem-se:
Z

2-0 -3 1 2 -3 1

A-0l=| 1 -2-0 1 |[=|1 -2 1

1 -3 2-0l l1 -3 2
(A—0Dv=0

ol

Escalonando, tem-se:

2 -3 1 :+ 0 1 -2 1 : 0 1 -2 1 + 0
1 -2 1 : 0~2 -3 1 ¢ Of~]0 1 -1 ¢ O

1 -3 2 -3 2 : 0 1 -3 2 + 0

1 -2 1 0 1 -2 1 + 0 1 0 -1 : O
o 1 -1 ¢ O|]~10 1 -1 ¢ Of~|0 1 -1 ¢ O
0 -1 1 ¢ 0 0 O 0o ¢ 0 0O 0 0 : O
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Entao:
x—z=0 . x=1z
y—z=0 « y=1z

X=y=1z -

Bl

X
ParaA, =A; =1, emquev = lyl tem-se:
Z

Assim,

2—-1 -3 1 1 -3 1
A-1=| 1 -2-1 1 |=|1 =3 1
1 -3 2-1 11 -3 1

(A-1Dv =0

Escalonando, tem-se:

1 -3 1 : 0 1 -3 1 : 0 1 -3 1 : 0
1 -3 1 : 0f~{0 0 O 0]~10 0 :+ 0
i 0 0 0 :

: 0
1 -3 1 -3 1 : 0 0 O 0
Entao:
x—3y+z=0 -
x=3y—2z -
X 3y —z
RE;
Z Z
X 3y —Z
o=[2]+[e]
A 0 A

X 3 -1
lyl=y1 +z| 0
z 0 1

3 -1
v, = [1] ev; = [ 0 | € uma das solugdes possiveis para os vetores v,
0 1

e v; assumir associado a A, = A3 = 1.
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2.1.4 Diagonalizacdo e decomposi¢cao de matrizes

Até este ponto no texto foram apresentados alguns conceitos
importantes relacionados a AC, porém nao diretamente envolvidos nos calculos
desta metodologia e sim para um melhor entendimento da proxima secao, que
trata de métodos para diagonalizacdo e decomposicdo de matrizes, 0s quais
sdo cruciais para o entendimento da metodologia AC. Em especial a
decomposicdo em valores singulares (DVS) que € a base da AC, entretanto,
antes de abordar diretamente a DVS, € necessario que se apresente as

decomposicdes para matrizes quadradas e simétricas.

2.1.4.1 Diagonalizacdo e decomposicdo de matrizes q uadradas

Mostra-se a seguir como utilizar os n autovalores e respectivos
autovetores para diagonalizar ou decompor uma matriz 4, quadrada de ordem
n.

Seja D a matriz diagonal contendo os autovalores A;de A, isto é
D =diag (A1, A3, ..., Ay), sendo Ay = A, = -+ = A,.

A, 0 - 0
p=| 2 T8
0 0 - A

Seja P uma matriz cujas colunas sdo os autovetores de A, de modo

gue o autovetor v; esta associado ao autovalor 2;,

X111 X120 Xin
X21 Xz2 v Xop
P=[vy vy - Vp]=|] : . N
Xn1 Xn2 " Xnn

Entdo Av; = Av; =w;, para i = 1,2,...,n, definem as transformacdes
dos autovetores de A. Seja W uma matriz cujas colunas sao estas

transformacdes:
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W=[wy Wy - Wy

W =[Av, Av, - Av,]
W=[Mv, Mo, - vyl
Portanto,
[Av, Av, - Av,] =[Mvy MU, o Ay,
de modo que,
MX11 AXip v AgXin
Alvi v, o V)= 7\19:c21 }\29:522 ;\anZn
MXn1 ApXnz 0 ApXpg
X117 X12 vt X[y O - 0
Xn1 Xn2 " Xnn 0 0 )\.n
Assim:
AP = PD

A igualdade AP = PD quando pré-multiplicada por P~! fornece a
diagonalizagdo da matriz 4, e quando pés-multiplicada por P~1 fornece a
decomposicdo da matriz A. Entdo, obviamente, € necessario que exista a
inversa P~ da matriz P.

Pré-multiplicando,
P~'AP = P7'PD =D,
P~'AP =D.
Pos-multiplicando,
APP™' = A =pPDP!
A=PDP1,

Entdo, se existir uma matriz P inversivel tal que P"1AP = D, diz-se que
A é uma matriz diagonalizavel e semelhante a D. J4 a expressdo A = PDP~!
representa uma decomposicédo da matriz A em autovalores e autovetores.
Se a matriz A é semelhante a matriz diagonal D, denota-se A~D, as
seguintes condi¢cOes podem ser verificadas:
a) det A =detD;
b) A é inversivel, se e somente se, D é inversivel;

c) Ae D tém o mesmo posto;
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d) A e D tém o mesmo polinbmio caracteristico e por consequéncia,

0S mesmo autovalores.

2.1.4.2 Diagonalizacdo e decomposicdo de matrizes s imétricas

Um importante teorema da algebra linear diz que toda matriz A
simétrica é diagonalizavel. Além disso, seus autovetores associados a
autovalores distintos sao ortogonais entre si.

Para os autovetores associados a autovalores iguais, é possivel
ortogonaliza-los, sendo o algoritmo de Gram-Schmidt uma das alternativas
mais comumente utilizadas.

Para uma matriz A simétrica é possivel obter uma matriz P de
autovetores com todos eles ortogonais entre si.

Um fato interessante associado a essa matriz P esta

esquematicamente mostrado a seguir:

X11 X12 X1n
_ X2, _ | X22]. . _|*2n
vl ol E ; vz e 5 ; cee ; vn = 2
Xn1 Xn2 Xnn
X111 X12 X1n
X21 X222 v Xop
P = [v1 ‘172 vn] = . . . .
Xn1 Xn2 0 Xpn
V]
t v}
PP = l ,ZJ[V1 Vy Uy
t
vTL
t t t
[vlvl 1)1172 b vlvn]
t t t
ptp = |V2V1 V3Vz - VaUp
t t t
VpV1 VpU; - Vply

Como os vetores vy, v,, ..., v, S80 ortogonais entre si, entdo viv; = 0,

sei # j e viv; = ||v;]|?, portanto:
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[Ilvlll2 o - 0 ]
Ptp = 0 ||772||2 0
0 0o - IIvnIIZJ
Como P € uma matriz de autovetores ortogonais de A, visto que A é

uma matriz simétrica, entdo define-se Q como uma matriz dos autovetores

normalizados de A, entao:

V4 v, VUn
Il Tl T = vl

q1

[Ilqlll2 o - 0 ]
[ 0 0o - IlanIZJ
Como ||q;|| = 1, Vi, tem-se:
1 0 0
0tQ = 0 1 0
0 0 1
Q'Q=1
P6s-mutiplicando-se por Q1 tem-se,
Q'QQ ™' =1Q7"
Qt =07t

Assim, a matriz Q € ortogonal. Entédo, pode-se diagonalizar A utilizando-

se Q ao invés de P, obtendo-se assim,

AQ = QD.

Portanto, analogamente aos resultados anteriores, obtém-se a

diagonalizagdo ou a decomposicéo da matriz A, respectivamente como:

QtAQ = D ou A = QDQ.

A expressdo A = QDQ! representa a decomposi¢do da matriz A em

autovalores e autovetores ortogonais e normalizados.
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Portanto, uma matriz A € simétrica se, e somente se, pode ser
decomposta em A = QDQ¢, onde Q € uma matriz ortogonal.

A denominacao de decomposicao espectral de A é devido a seguinte

expressao,
M0 0 [qgl
A=QDQ'=[a1 4 ~ aqn]|° P 0 ":5
oo 5 llad
A=[Mqr Aq; - Anqy]
L,,J

A=200q19] + 21,9295 + - + A qnq5,

em que cada um dos termos 1;q;q¢ € uma matriz de posto 1, sendo q;q! a
matriz de projecdo sobre o subespaco gerado por q;. Isto é, € uma matriz

capaz de gerar as projecdes de um vetor w qualquer do R™ na direcéo de q;,

(Projw),, = ciq; = W'q)q; = (giw)q; = q;qiw

Por isso, muitas vezes a decomposi¢cdo espectral também é conhecida
como teorema espectral na forma de projecoes.
A demonstracédo no R3 a sequir pode ser facilmente generalizada para

vetores no R".

Xi

X
Seja q; = |Yi| um autovetor de uma matriz A e seja w = [yl um vetor
Zj Z

qualquer do R3. Entdo

Xi rX
(qigH)w = |yi|[xi Vi z] yl
Zi L7z
XiXi  XiYi XiZi]rx
(qigDw = [xyi yivi Yizi lyl
Xizi  YViZi ZiZi]lz
XXX + YXiyi + ZXiZ;
(q:qH)w = |[xxy; + yyiyi + zy:2;
XX;Z; + VyiZ; + ZZiZ;
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Gex)x; + (x)yi + (2x)z;
(qiqHw = |(xy)x; + y)yi + (zy)z;
(xz)x; + ¥z)y; + (22)z;

XX VX ZXi1 X
(qigdHw = |xyi  yyi zyi||yi
XZ; yZi ZZi| | Z;
X [ X
(qigHw = |Yi|[x ¥y 2]|yi
Zj | Z;

(QiQf)W = q;w'q;

Como wtq; é um escalar,

(q:q)w = (W'q)q; = (proj w)g,

Outra maneira de visualizar as propriedades matriz de projecdo q;q‘ é

exemplificada a segquir:

Seja T: R™ - R™ um operador linear tal que T(w) = Aw, onde A é uma matriz
simétrica, e B =1{q1,92 ..,q9,} uma base ortonormal de autovetores de A.

Assim, w pode ser escrito como combinacao linear dos vetores de f.

W =C1q1 +Cqp + -+ Chqy
T(w) =c1T(qq) +¢c;T(qz) + -+ ¢, T(qn)
T(w) = 11q,¢1 + A2q2C; + - + An@uCy,

Recorde que ¢; = w'q; = q‘w, portanto
T(W) =Mq:191W + 0425w + - + Ay qrqrw
T(w) = (Mq19] + 229295 + - + M q@nqr)Ww
T(w) = Aw

Exemplo detalhado de uma projecdo no  R3 utilizando-se decomposic¢&o

espectral

Para ilustrar de forma concreta uma decomposicdo espectral sera

utilizada uma matriz A5, simétrica retirada de Lay (1999, p. 419) em que sera
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abordado o passo a passo para realizacdo de uma decomposicdo espectral,
conforme descrito a seguir:

« Passo 1: Determinar autovalores e autovetores da matriz A

3 2 0
SejaAd=1|2 2 2]
0 2 1
3—-41 2 0
A—M:[ 2 2—1 2 ]
0 2 1-1

Para encontrar os autovalores da matriz A, deve-se encontrar as raizes

para a equacao caracteristica det(4 — AI) = 0. Sendo assim, tem-se:

B-D2-DA-DH-40-D—-4B-D=0
B-D2-DA-DH-82-D=0
2-DBE-HA-D-8]=0
2-DA*-41-5)=0

As raizes da equacao ou autovalores s@o A; = 5,4, =2, 13 = —1

Para encontrar um dos autovetores associados a A, =5, deve-se

resolver o seguinte sistema: (A —5)v =0 para uma solucdo néo trivial, ou
seja, v # 0. Entdo tem-se:

3-5 2 0 -2 2 0
(A-5]) = 2 2—5 2 =12 -3 2
0 2 1-5 0 2 -4
Escalonando:

-2 2 0 01 [-2 2 0 : O 1 -1 0 : O
2 -3 2 ¢ 0O0/~{0 -1 2 ¢ O|~I0 -1 2 : O

o 2 -4 : 0 LO 2 -4 : 0 0 0 0 : O

O sistema equivalente obtido é dado por

{x—y=0

y—2z=0 x=y=zz
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Entao,

2
(x,y,2) = (22,22,7) = 2(2,2,1) = v, = H
1

Para encontrar um dos autovetores associados a A, = 2, deve-se

resolver o seguinte sistema: (A —2I)v =0 para uma solucdo néo trivial, ou

seja, v # 0. Entdo tem-se:

3—2 2 0 1 2 0
(A-5D=| 2 2-2 2 |=(2 0 2
0 2 1-2 0 2 -1
Escalonando:
1 2 0 0 1 2 0O : 0 1 2 O 0
2 0 2 +: 0Ol~|0 -4 2 : Of|~|0 2 -1 0
0O 2 -1 : O O 2 -1 : 0 0O 0 O 0
x+2y=0 _ _
{2y—z=0 —-xX=2y=z

Entao,

-2
,y,z) =(2y,y,2y) =y(-2,1,2) ~ v, = [ 1 ]
2

Para encontrar um dos autovetores associados a A1; = —1, deve-se

resolver o seguinte sistema: (A+1) v =0 para uma solugdo ndo trivial, ou

seja, v # 0. Entdo tem-se:

3+1 2 0 4 2 0

A+ = 2 2+1 2 =12 3 2

0 2 1+1 0 2 2

Escalonando:
4 2 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0
2 3 2 o|~10 2 2 o[~10 1 1 0
0 2 2 0 0 2 2 0 0 0 O 0
2x+y=0 _ _
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Entao,

1
(x,y,z) = (x,—2x,2x) = x(1,—-2,2) ~ v3 = [_2]
2

* Passo 2: Determinado as matrizes D e P

D=|0 1, O 0 2 O

0 0 A lo o -1

440 0 50 0
= emquei; =4, = A5

2 -2 1
P=[vi v v3]=[2 1 =2

Entdo a matriz A pode ser decomposta como se segue:

A= PDP1

2 =2 175 0 07[2/9 2/9 1/9
2 1 —2”0 2 0”—2/9 1/9 2/9]
21lo 0 -1

1 2 1/9 —=2/9 2/9

A=

e Passo 3: Determinando a matriz Q

Normalizando os autovetores wv,, v,, v3, encontra-se 0s vetores

q1,q2, q3, respectivamente. Tais vetores formardo uma nova base ortonormal

2 =2 1
P=[v: v v3]=|2 1 =2
1 2 2

Encontrando as normas dos autovetores v,, v, e v5, tem-se:

Ivall = V22 422+ 12 =3

lv,ll = (=22 +12+22 =3

lvsll = V12 + (=2)2 + 22 =3

Encontrando os versores de v;, v, e v;, determinam-se os vetores q;, q, € qs,

respectivamente conforme mostra-se a seguir.
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Tl "3 [i - _JJ
e [
SR TN P B P
v 1 [L] V3]
RN N e _‘22/{9,3_

Portanto a matriz Q é formada por

2/3 =2/3 1/3
Q=091 9 q3]=[2/3 1/3 —2/3]
1/3 2/3  2/3

Finalmente, determina-se a decomposicao espectral de A:
A=QDQ"

2/3 —=2/3 1/31[5 0 O01[2/3 2/3 1/3
2/3 1/3 —2/3}[0 2 0 ‘[—2/3 1/3 2/3}
13 23 2/31lo0 0 —-1ll1/3 -2/3 2/3

A=

A =200q1q] + 229,95 + 239395
4/9 —2/9 —4/9 1/9 -2/9 2/9
4/9 4/9 2/9 ]—1[ ]
2/9 2/9 1/9

4/9 4/9 2/9
A:S[ +2

—2/9 1/9 2/9 —2/9 4/9 —4/9
—4/9 2/9  4/9 2/9 —4/9 4/9

As matrizes q;q¢ descritas possuem posto 1, pois todas suas linhas sdo
multiplos escalares de q; e sdo denominadas de matrizes de projecdes, visto
que através delas pode-se projetar um vetor na direcdo de gq;. Para
exemplificar pode utilizar das matrizes q;q¢ para projetar um vetor w em

direcdo da nova base ortonormal B = {q4, 92, q3}, conforme apresentado na
Figura 12.

-1
Dado um vetor w = [ 0 ]
1

4/9 4/9 2/911-1 -2/9
(projw)q, = [4/9 4/9 2/9] [ 0 ] = [—2/9]
2/9 2/9 1/9111 -1/9

43



r4/9  =2/9 —4/911-11 [—8/N
(projw)g, =|—2/9 1/9 2/9 (|0 |=]|4/9
—-4/9 2/9 4/91111 18/9]
r1/9  =2/9 2/9711-11 [ 1/97
(projw)e, = |—2/9 4/9 —4/9(| 0 |=|-2/9
L 2/9 —-4/9 4/910L11 12/9]

qs

(proj w)g,

(proj w)g,

y

Figura 12 — Projecao do vetor w sobre q4,q, e q3

2.1.4.3 Decomposigéo em valores singulares

Apresentou-se anteriormente algumas alternativas para se decompor
uma matriz quadrada A. Porém, nem sempre as matrizes envolvidas em AC
sdo quadradas, fazendo-se necessaria uma nova forma de decomposicéo, que
sera apresentada nesta subsecao.

Para decompor uma matriz A,,«, Qqualquer, existe um processo
amplamente empregado na matematica e na estatistica, denominado de
decomposicdo em valores singulares (DVS). Uma adequada compreensao de
DVS é um importante requisito para o entendimento da AC. Resumidamente, a
DVS fornece A = UZV, sendo U,,«, € V,xn Matrizes ortogonais cujos vetores
coluna formam uma base do R™ e do R", respectivamente, e Z,,., uma matriz
(“semelhante a uma diagonal em blocos”), que contém a matriz diagonal D
contendo as raizes quadradas dos autovalores ordenados de A‘A. A seguir
detalha-se todo o processo da DVS.

O processo de DVS considera inicialmente a matriz A*A simétrica, e o
importante resultado de que ela possui todos os autovalores reais e néao

negativos, conforme demonstrado a seguir.
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Seja v um autovetor unitario de A'A4, associado a algum A, logo,

(AtA)v = Av. Se A é um autovalor de A4, entdo A > 0, pois:

0 < ||Av||? = (Av, Av) (produto interno)
= (Av)!(Av) (reescrevendo na forma matricial)
= vt AtAv
=v'iv
= v
= Allvll?
=1

A expressao valores singulares surge quando se considera as raizes

7

quadradas dos autovalores de AfA. Isto é, 0 < ||Av|| = VA = o, definem os
valores singulares gy, g5, ..., 0,,, que por convenc¢ao séo ordenados de modo que
01 =20y 2+ 2 0Op.

Para um melhor entendimento dos conceitos ora apresentados sera
realizada a decomposicdo de uma matriz associada a transformacéo linear
T: R? - R3 (POOLE, 2004).

1 1
Seja A uma matriz de transformacéo T: R? - R3, tal que A = |1 0].
0 1
Considere um vetor v tal que T(v) = Av = w,
1 1 x+y
X
Ty =1 of[,]=| =
0 1 y

Portanto, na transformacéo descrita acima x e y podem assumir
qualquer valor. Porém, se for estabelecido a condicdo que o vetor v tenha
norma unitaria, ou seja, ||v|| = 1, percebe-se que as coordenadas x e y estao

sujeitas a seguinte restricao:

vl = vx*+y? =1
x?+y?=1.
Sendo assim, as coordenadas x e y do vetor v podem assumir

qualquer valor desde que a equacdo x2 + y? = 1 seja respeitada, o que gera
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infinitos vetores v sobre o circulo com raio igual a 1 no plano, ou seja, no R2.

Graficamente tem-se,

Figura 13 — Visualizagéo de algumas possibilidades do vetor v com a restricdo
lvll =1

Cada um dos infinitos vetores v pertencentes ao R? possui um vetor a
ele associado no R3, que pode ser determinado pela transformacdo linear
T(v) = Av =w. A norma do vetor Av pode ser entdo determinada como se

segue:

|Av||? = (Av)t(Av) = vt At Av = viAv = A
Portanto,

lAvll=Vi=0

Pode-se perceber no desenvolvimento anterior que sé foi possivel
determinar a norma do vetor Av apés calcular os autovalores da matriz A%A4,
que é simétrica de ordem 2x2 e portanto pode ser diagonalizada pelo teorema
espectral A'A = QD,Q" (observe que na decomposicdo espectral a matriz D,

nao utiliza a raiz quadrada dos autovalores).
1 1

fo 110 12 1

AA_[I 0 1](1) (1)_[1 2]

AtA = QDQt
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AtA:Iu«/E —~1/V2 [3 o]lux/i 1/V2
1V2 12 —-1/NV2 142

Assim 1; =3 e 1, =1 e 0s autovetores unitarios associados a estes

autovalores sao respectivamente

‘171=

1/V2 —1/V2
e v, =
1/V2 VS

gue por sua vez formam uma matriz Q ortogonal. Fazendo V = Q tem-se que

1N2 12

B [1/& —-1/V2
- —1/N2 1/V2]

cuja transposta é dada por V¢ = [
1/N2 12

Entdo v, e v, formam uma base ortonormal do R? que, por sua vez,

podem ser transformados em Av; e Av,. Estes, depois de normalizados,

integrardo uma base ortonormal do R3. Pelo processo de ortogonalizacdo de

Gram-Schmidt é possivel determinar um terceiro vetor que seja unitario e

ortogonal a Av, e Av, para formar uma base do R3.

11 2/V2
Avl—[ yﬁl Im/i
o 1/l1/v2 N3

0
sz_[1 0 1/\/—1 ~-1/v2
o 1linv2 1/V2

Como ja demonstrado que ||Av|| = VA = ¢, da normalizacéo de Av, e

Av, obtém-se os vetores u; e u, respectivamente

Avi Avi 1
==
o

u; = =
lavll T
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) 2/N2|  |2/V6
W= 1/V2|=|1/V6
1V2| (146

0 0
1/V2 1/V2

Finalmente, u; € obtido pelo procedimento de ortogonalizagdo de
Gram-Schmidt,

—1/V3
u; =|( 1/V3
1/V3

Com os vetores u,, u, e u; € possivel determinar-se a matriz ortogonal

26 0 —1/V3
U=|1/V6 —-1/42 1/\3
1NV6 1/N2  1/V3

A matriz £ que contém os valores singulares A € formada pela raiz
quadrada da matriz diagonal D, tendo sido excluidos os autovalores iguais a
zero, e completada com matrizes nulas de tamanho apropriado para que X seja

de ordem m x n

V3 0
=[]
0 0

Assim A pode ser decomposta pela DVS como A = UXVE.

26 0 13l g
A=Uvt =16 —1/V2 1/V3 [0 “—11/)/\/55 zﬁ

1
1/v6 12 143 |0 0
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Na Figura 14, pode-se visualizar os vetores v; e v, que formam uma
base em torno de um circulo no R? e os vetores u;, u,, € u; que sio

ortogonais e formam uma base no R3,

ul

Figura 14 — Vetores que formam uma base em R? e no R3

Resumindo os passos da decomposicdo em valores singulares da
matriz A de ordem mxn e posto k, em A = UZV®. Primeiramente determina-se a
matriz A*A, que por ser simétrica permite fazer a decomposicéo espectral em

AtA = QD;Qt; faz-se V = Q e determinam-se os vetores de U a partir de

Av; , . ,
T = Wi e completando-o0s, se necessario, até obter uma base ortonormal
i

compativel com sua dimenséao; determina-se a matriz diagonal D utilizando as
k primeiras raizes quadradas dos autovalores A‘A colocadas em ordem
decrescente; obtém-se a matriz em blocos ¥ composta pela matriz D e
completada por matrizes nulas para que tenha ordem m X n; finalmente obtém-
se a decomposi¢do em valores singulares da matriz 4, por A = ULV,

E importante verificar as ordens das matrizes envolvidas na DVS: A é
uma matriz m x n; A*A resulta em uma matriz quadrada n x n, e, portanto, Q e
D, também o séo; VV também é uma matriz n xn, U é uma matrizmxme X é
uma matriz m X n. Como posto(4) = k < min {m, n}, entdo D terd ordem k X k.

Particiona-se U e V em submatrizes de modo que o primeiro bloco de
cada uma contenha k vetores relativos aos k autovalores diferentes de zero,

esguematicamente pode-se representar a DVS de A por:
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D, o1 V¢
a=we v 3 S]] |
n—-k

sendo U, uma matriz com k vetores de m coordenadas e V, com k vetores de

n coordenadas. Tem-se, entdo, que

t
A = [UxDy + Uy 10 Uk0-+lhn_k0][vzk l

n—k

a=wee ol ¥ |

n—-k
A = [UDVE+VE_ 0]
A = UD V¢

Esta ultima forma de escrever a matriz A é a DVS reduzida.
Usando a DVS reduzida pode-se obter um tipo de inversa generalizada
para a matriz A quando esta ndo é quadrada ou quando é quadrada singular:
AT =V, D UL
conhecida como inversa de Moore-Penrose, em que AATA = A; ATAAY = A™;
(AAT)E = AAT e (ATA)' = A'A (REGAZZI, 2010).

2.1.5 Ajuste de quadrados minimos

7

O método dos minimos quadrados é uma técnica matematica
amplamente utilizada na estatistica para fazer o ajuste de um modelo de
regress@o a um conjunto de dados. E comum uma representacio geométrica
deste ajuste através de um grafico no R?* como o mostrado na Figura 15, em
que se procura minimizar a soma dos quadrados dos erros. Porém, utilizando-
se o enfoque vetorial pode-se ter outra visdo do problema, envolvendo a
relacdo entre erro quadratico, projecdo ortogonal e formas quadraticas que
serd de fundamental importancia na determinagdo de um subespago O6timo,

necessario para reducao de dimensionalidade da AC.
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Figura 15 — Visado geométrica de um ajuste de quadrados minimos

2.1.5.1 Projecao ortogonal e erro quadratico

Considere a situacéo apresentada pela

Figura 16, com projecdes do vetor u sobre o plano a em varias
direcdes, sendo u a projecao ortogonal de u sobre o plano a (4 = (Proj u),),
isto é, projecdo na qual o plano projetor de u é perpendicular ao plano a.

() E o,

Figura 16 — ProjecOes do vetor u sobre o plano a, sendo u a projecdo
ortogonal

Esta figura mostra claramente algumas propriedades das projecdes
ortogonais:
() A norma de u, ||lul|, € sempre maior que a norma de qualquer outra
projecéo, visto que os triangulos ABC, ABD e ABE sé&o todos retangulos com
hipotenusa AB.
(i) A norma da projecdo ortogonal, ||i]|, € maior que a norma de qualquer
outra projecdo, visto que os triangulos ACD e ACE sao retangulos com
hipotenusa AC.
(iii) A distancia do ponto B ao plano a é dada pela distancia do ponto B ao
ponto C, isto é, dist(B, a) = dist(B, C).
(iv) Considerando dist(B,C), dist(B,D) e dist(B,E), a menor delas é dist(B, C),
pois nos triangulos retangulos BCD e BCE as hipotenusas sdo BD e BE

respectivamente, sendo BC um cateto.
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(v) Tem-se que dist(B,C) = ||CB|| e CB = AB — AC = u — @, que é ortogonal ao
plano a.

Logo, pode-se relacionar que a maior projecdo de um vetor sobre o
plano a gera a menor diferenca entre o vetor e sua projecao, isto é, a projecao
ortogonal minimiza a diferenca entre um vetor e sua projecdo, que, por
consequéncia, maximiza a projecédo de um vetor sobre um plano.

A diferenca u — u pode ser vista como um vetor de erro, isto €, como o
erro cometido ao se utilizar a projecédo de u no lugar de u, e minimizar o erro

significa minimizar a norma dessa diferenca:

lell = llu—all = lle|l* = [lu—al>
Se u e 1 tém coordenadas u = [u; u, .. u,lfetdi=[d, 4, .. 1,]% entdo,

lell? = llu—all* = (wy — )% + (up — W) + -+ (U — W)

Assim, minimizar o erro € o0 mesmo que minimizar o erro quadratico
gue € o0 mesmo que minimizar a soma de quadrados das coordenadas do erro.

A seguir serd usado um exemplo de Matos e Amaral (2008, aula 33,
p.6)

Seja W um subespaco do R®* com base ortogonal
{[2 2 0]5[-2 2 O]'}eovetoru=[0 2 2]

Figura 17 — Projecao do vetor u no subespaco W
Fonte: Matos e Amaral, 2008, p. 2.

Vé-se pela Figura 17 que o vetor u ndo pertence ao subespaco W,
entdo, a melhor representacédo de u em W € dada por sua projecédo ortogonal.

Sendo W gerado por v; = [2 2 0]* e por v, =[—2 2 0]¢ que sdo ortogonais,
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mas nao sao vetores normais, € preciso normaliza-los primeiro para depois

determinar as projecoes.

v, 220
v1= =

vl V8
L o 0]t
27 vyl V8

u = (Proj w)w = (Proj u),, + (Proj u),,

i = (uv)v] + (uvy)v)

1[2] 1 [2 1 [~2] 1[-2
a=1[0 2 2]-—|2|-—=|2|+[0 2 21-=]| 2 |- —=| 2
8lo] v8|p V8| o] V8l
S SN 4 R ‘22]
u=—-—: —_—
8 ol 8 0
11 -1
a=1+]1
ol Lo
0
i=|2
0

O vetor u pertencente a W é a melhor aproximacéo do vetor u neste

subespaco, com vetor de erro e sua norma quadratica dada por:

e=u—1u

B

O subespaco W também pode ser gerado por outra base de vetores
ortogonais v; =[1 3 0]* e v, =[3 —1 0]‘. Determinando a projecdo de u

em W através dos vetores v; e v, tem-se:

v; [1 3 0]
l[vsl] V10

v =
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v, [3 -1 0]
A V10

v, =

u = (Proj u)w = (Proj u),, + (Proju),,

u = (u'vy)vs + (u'vyv,

1
u=1[0 2 2 3 022
022 7 ol F[ ]FH
1
ﬁz—-6-3+— 2
10 o = )[ ]
3/5 -3/5
ﬁ=[9/5 + 1/5]
0 0

~

u=

0
2
0
que é a mesma projecado determinada anteriormente pela outra base ortogonal

de W. Este resultado mostra que a projecdo de um vetor num subespaco néo
depende da base escolhida (MATOS e AMARAL, 2008, p.2).

2.1.6 Formas quadraticas

Forma quadratica € uma expressdao em que cada um de seus termos
possui grau total igual a 2, desta maneira:
e 5x%—3y%+2xy é uma forma quadratica,
e 3x%2+4y?—2z%2-3xy éumaforma quadratica e

e 3x%2+44y?—5x ndo é forma quadratica.

As expressdes quadraticas podem ser representadas na forma

matricial como mostrado a sequir:

2 2 _ a c/Z] X1
ax* + by* +cxy = [X Y][C/Z b [y]—xAx
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a d/2 e/2|x
ax®? +by?+cz?+dxytexz+ fyz=[x Yy z]|d/2 b f/2 [yl = xtAx
Termos ndo mistos Termos mistos
Assim,
3 -2 1/21x
3x2 —5y? + 7z —4xy+xz=[x ¥y Zz]|-2 -5 0 lyl = xtAx
1/2 0 7 A
3 0 O0]px
3x2—-5y2+7z2=[x ¥y z]|0 -5 0 lyl = xtAx
0O 0 71tz

Verifica-se pelas expressdes anteriores que a matriz A é sempre
simétrica, sendo que quando a expressao Nao possui termos mistos a matriz A
sera uma matriz diagonal, pois os coeficientes dos termos mistos serdo iguais a
zero.

A definicdo formal para forma quadratica aparece em Poole (2004, p.
368).

Definicdo: Uma forma quadratica em n varidveis € uma funcao:
f:R™ > R da forma f(x) = x*Ax onde A é uma matriz simétrica n X n e x esta
em R™. A matriz A € a matriz associada a f.

A Figura 18 apresenta graficos de vérias formas quadraticas e que por
ndo possuirem termos mistos estdo centradas na origem, Segundo Poole
(2004) as formas quadraticas que nao possuem termos mistos sdo mais

facilmente analisadas.
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(a) 2= 222 + 32

(©) 2 =22 — 3)2 (d) z=2x2

Figura 18 — Gréficos das formas quadraticas f(x, y)
Fonte: Poole, 2004, p. 369.

Entdo, a analise de formas quadraticas com termos mistos pode ser
mais simples se for possivel obter uma transformacédo no vetor x de tal forma
gque a matriz A possa ser diagonalizada.

Como a matriz A na forma quadratica é sempre simétrica, entdo pode-
se utilizar o teorema espectral para diagonalizar a matriz A, que associado a
uma transformacédo do vetor x permite eliminar os termos mistos da funcéo,
preservando a mesma forma quadratica. A seguir descreve-se 0 processo para
eliminag&o dos termos mistos.

» Forma quadratica com termos mistos:

f(x) = xtAx

» Diagonalizag&o da matriz A

A=QDQt = D =QTAQ
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» Transformacao do vetor x

x=Qy = y=Q 'x=Q'

» Forma quadratica sem termos mistos

f(x) = xtAx
= (Q¥)"AQY)
= y'Q*(@DQ"Qy
= y'IDIy
=y'Dy = g(y)
Concluindo, f(x) = g(y), fazendo y = Q*x
x'Ax = y'Dy = L1y% + .¥5 + - + Y3

Esta € uma forma quadratica sem termos mistos na qual os
coeficientes de cada termo sdo autovalores da matriz A. Este processo é
denominado de diagonalizacdo de formas quadraticas, também conhecido

como teorema dos eixos principais.
Algumas consequéncias interessantes do teorema dos eixos principais:

a) Sey= Q%% e |x|| =1 entdo ||ly|| = 1, ou seja, a transformacé&o
de um vetor unitario € também um vetor unitario.

lyll* = ¥y = (Q*x)'(Q*x)

= x'QQ"x
= xtx
=IxlI> =1
b) 41 = f(x) =4,
Lembrando que se
Ay < A4,

entao
Az)’f < A1Y12
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Assim,
xtAx = y'Dy
= MYi + Y5+ + Ay
S Ay +Ays + o+ g
<L +yE+ e+ )
< Aillyll?

<A

A mesma ideia pode ser aplicada para
An < Apq
AV < An-1 Vi
Portanto,
xtAx = y'Dy
=My + 453 + o+ Ay
> Anyi + Any3 + -+ Anyi
= (VT + Y5+ i)
> Anllyll?

> 1,

c) O valor maximo de f(x) é 1,, quando x € um autovetor unitario
associado a 4,
Se V,, € um subespaco formado pelos infinitos autovetores associados

a A, e um vetor q; € V3, com ||q4]l = |lq41|*> = 1, entdo
f(q1) = qiAq,
f(q1) = qihq,
f(q) = 11q1q:
f(q1) = 24llq.1?
fla) =4

d) O valor minimo de f(x) é A,, quando x € um autovetor unitério
associado a A,

Se V, € um subespaco formado pelos infinitos autovetores associados

a A, e um vetor q, € V; com |lq,|l = llg,|I* = 1, ent&o
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f(qn) = qLAq,
f(@n) = @1 Anqn
f(@n) = 2nq1.9x
f(@r) = 4llqnll?
fQqn) = 4,

2.1.7 Subespaco 6timo

A determinacdo de um subespaco 6timo constitui a ideia central da AC,
que é obter um subespaco de dimenséo reduzida que maximize as projecdes
de um conjunto de vetores.

Seja A uma matriz de ordem m X n formada por um conjunto de m
vetores-linha de um espaco vetorial de dimensédo n, isto é, de vetores
pertencentes ao R", sendo posto(A) = k. Deseja-se obter um vetor unitario
x do mesmo espaco vetorial de tal maneira que maximize as projecdes dos
vetores-linha de A sobre si.

Maximizar as projecdes € o mesmo que minimizar o erro cometido ao
tomar as projecdes dos vetores-linha de A sobre x em substituicdo aos proprios
vetores-linha. Como ja visto, a projecdo que minimiza os erros € a ortogonal,
cuja norma pode ser obtida diretamente pelo produto interno entre um vetor-
linha e o vetor unitario x. Fazendo-se, entdo, Ax obtém-se um vetor com as

normas das proje¢des ortogonais dos vetores-linha de A sobre x:

l-x [|(Proj 1)l
Ax = l!] _|lrx| | lProj L)
l l' Ly - xl LI(Proj Lyl
m
Ao se fazer (Ax)*Ax obtém-se o somatério das normas quadréaticas:

l,-x
(Ax)tsz[ll-x L-x - lm_x]llz:-x\
L, x
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(Ax)"Ax = ||(Proj 1)lI? + [I(Proj 1;)xlI1? + -+ + [|(Proj L)%

Mas,

() Ax = x (A A)x = ) |(Proj L)1

i=1
que por ser uma forma quadratica — A*4 é uma matriz simétrica — pode ser
maximizada fazendo uso do teorema dos eixos principais, como visto no item
anterior.

Para maximizar a forma quadratica faz-se necessaria sua
diagonalizacéo, por meio da decomposicao espectral, obtendo-se a matriz Q de
autovetores e D, de autovalores. O maior autovalor, designado por A,
representa o maior valor que a funcdo quadratica pode ter, isto é, no caso
presente este valor representa 0 maior somatério das proje¢des quadréticas. O
autovetor associado a 14, q;, € 0 vetor unitario que maximiza as projecées dos
vetores-linha de A.

Para formar uma base ortonormal do subespaco linha de A seréo
necessarios k vetores, pois posto(A) = k. Assim, desejando um segundo vetor
unitario, ortogonal ao primeiro e que maximize as projecdes das linhas de A
sobre si, tera de ser tomado o vetor g, correspondente a 1,, que € o segundo
maior valor que o somatdrio das normas quadraticas pode assumir. Desejando
um terceiro vetor unitario, ortogonal a q; € g, € que maximize as projecdes das
linhas de A sobre si, tera de ser tomado o vetor g; correspondente a A5, que €
o terceiro maior valor qgue o somatério das normas quadraticas pode assumir. E
assim por diante até o k-ésimo vetor q; correspondente a A,. Visto que
posto(A) = posto(D;), 0os demais autovalores sdo obrigatoriamente iguais a
zero, levando a projec¢des nulas que, portanto, nao interessam.

Desejando-se projetar os vetores-linha de A num subespaco de
dimensdo r menor que a dimensdo do espaco linha de A4, isto é, r < k, basta
tomar os r autovetores associados aos r primeiros maiores autovalores de AA.
Estes autovetores formardo a base ortonormal do subespaco o6timo de
dimenséo r.

Outro enforque para a definicho dos eixos principais, a partir de
multiplicadores de Lagrange, pode ser visto em Pamplona (1998) e Ferreira
(2008).
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Sera, agora, feito um exemplo, considerando uma matriz A de

dimenséo 5 X 6, e posto(4) = 4

1 2 -1 0 0 0
-2 0 0 -1 0 o]
A=l0 -1 2 2 1 1
1 2 0 0 0 1
-2 3 1 0 1 2
Sendo A'A = QD,Q*, com
0,29 0,36 0,80 0,27 0 —0,257

-0,81 043 016 -0,16 -0,31 0,02
_{-0,14 -061 0,14 038 -0,63 -0,20
Q= 0,02 -040 052 -0,56 0 0,50
-0,19 -0,27 0,09 -042 032 -0,78
.-0,45 -0,26 0,17 0,51 0,63 0,20

2295 0 0 0 0 O

0 1412 0 0 0 0

b | 0 0 951 0 0 0
A 0 0 0 041 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 O

Desejando um subespaco oOtimo de dimensdo 2, basta tomar
w =[(0,29; -0,81; —0,14; 0,02; —0,19; —0,45), (0,36; 0,43; —0,61; —0,40; —0,27; —0,26)]
Como o somatoério geral das projecOes quadraticas nos 4 eixos

principais é dado por 22,95 + 14,12 + 9,51 + 0,41 = 46,99, entdo o subespaco

22,95 + 14,12

otimo W de dimenséao 2 captura e

x 100 = 78,9% do somatorio geral.

2.2 Analise de correspondéncia: metodologia e um ex  emplo introdutério

O embasamento algébrico fornecido até o momento permitird
compreender o0s principios matematicos e estatisticos da AC, tais como
definicdo de massa, perfis, nuvens de pontos, distancia de qui-quadrado,
inércia, etc.

Esta secdo abordara todas as fases para realizacdo de uma AC
simples, descrevendo-se inicialmente os fundamentos tedricos e em seguida
detalhando-se todos os calculos com um exemplo ilustrativo. Em cada uma
dessas fases os célculos sdo justificados e séo introduzidos conceitos
geomeétricos pertinentes, pois, como diz Naito (2007, p. 7), “Apesar dos

conceitos geométricos constituirem os alicerces da maioria das técnicas
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multivariadas, muitos livros de analise de dados multivariados apresentam

apenas uma descri¢do sucinta destes conceitos”.

2.2.1 Tabela e matriz de dados

A andlise de correspondéncia simples se inicia com a elaboracdo de
uma tabela de contingéncia de dupla entrada com as frequéncias absolutas de

duas variaveis categoricas, conforme mostrado na Tabela 1.:

Tabela 1 — Estrutura geral de uma tabela de contingéncia utilizada na AC
simples

Variavel B
: Total
1 2 J
1 Ni1 Ni2 Nyj Nyj ni.
2 No1 No2 Ny; Noy No.
<
g
B i Niy Niz Nj Niy n;.
@
>
| Ni1 N2 nj; Niy n
Total N.1 N. n, n.g n..
Em que:

n;; € a frequéncia observada na i-ésima categoria da variavel A e j-€sima

categoria da variavel B;

n;.. € frequéncia total da i-ésima categoria da variavel A, ou seja, o total
marginal da i-ésima linha, dado por: n;. = ¥;_; ny;;

n.; € a frequéncia total da j-ésima categoria da variavel B, ou seja, o total
marginal da j-ésima coluna, dado por n.; = Z£=1nij;

n.. € o total geral da tabela, dado por n.. = §=1Z§=1nij.

A AC se inicia com a Tabela 1 representada numa matriz Wiy

denominada matriz de dados.

62



-nll n12 “en nlj Xy nl]-
n21 nzz s nzj e nz]
W =
njq nj, Ili]' Ili]
| Ny N nI]‘ - Nyj ]

No presente texto utilizar-se-a um exemplo ilustrativo com duas
variaveis categoricas A e B, com 4 e 3 categorias respectivamente, cujas
frequéncias sdo apresentadas na tabela de contingéncia dada a seguir. Este
exemplo ilustrativo sera retomado toda vez que for apresentado um novo

procedimento para execucédo da AC.

Tabela 2 — Exemplo ilustrativo: tabela de contingéncia com as frequéncias
observadas das categorias de duas variaveis A e B.

Variavel B
Variavel A Total
Bl B2 B3

Al 50 50 50 150

A2 100 300 100 500

A3 120 0 120 240

A4 100 10 0 110
Total 370 360 270 1000

Fonte: adaptado de Khattree e Naik, 2000, p. 445.

Portanto, a matriz de dados W referente a tabela 2 é dada por,

50 50 50
W = 100 300 100

120 0 120

100 10 0

Pode-se perceber que a matriz de dados W contém os mesmos valores
numéricos da tabela de contingéncia, exceto pelos totais marginais (total das

linhas e das colunas da tabela) e total geral da tabela.
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2.2.2 Matriz de correspondéncia

Como o objetivo final da AC é representar os relacionamentos

(correspondéncias) entre as categorias das variaveis, é necessario que se

conheca a distribuicdo conjunta dessas variaveis. Sendo assim, faz-se

necessario transformar a matriz de dados em uma matriz de frequéncias

relativas.

A matriz de frequéncias

relativas ¢é denominada matriz de

correspondéncia P. Esta matriz P n&o altera as relagdes proporcionais entre as
linhas e as colunas (PAMPLONA, 1998, p. 11; NAITO, 2007, p. 19) e ela &

obtida dividindo-se cada termo n;

n. = £=1 Z§=1 Tll'j:
my
n. n
n.
1 5
P W=in
n n.
Mg
n n

Portanto, p;; = % emquel<p;<1Viej e Zﬁzlzle pij = 1.

da matriz W pelo

P11
P21

Pi1

[ P11

P12
P22

Pi2

P12

P1j
P2j

Pij

Pjj

total

geral

P1j7
P2

Pij

Py |

A matriz de correspondéncia contém as estimativas de probabilidades

conjuntas, isto €, de ocorréncia simultanea dos eventos i e j.

A matriz de correspondéncia do exemplo ilustrativo da Tabela 2 € dada

por:

50 50 50 T

1000 1000 1000

100 300 100

_ 1 _|1000 1000 1000]|_
b= 1000'VV" 120 0 120
1000 1000 1000
100 10 0
11000 1000 1000-
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2.2.3 Massa de linha e coluna

S&o as probabilidades marginais obtidas a partir da matriz P.

J
n;.
pi. :Zpij =5 © Epi- =1
j=1

_ I _ Il.j _
p.]- = pi]- = n_ e p] = 1.
i=1 b j=1

Em termos praticos representam a importancia relativa da i-ésima e j-
ésima categorias das variaveis A e B, respectivamente.

Desta forma define-se o vetor massa de linha m, que contém o total de
cada linha da matriz P, assim como o vetor massa de coluna m_, contem o total

de cada coluna da matriz P:

m.=[p. P2 - Di - D]

Em AC estes vetores de massa de linha e coluna sao obtidos a partir
das seguintes operacdes matriciais, realizadas diretamente na matriz de

correspondéncia P.

P11 P12z - Py - Pyl 17 P17
P21 P2z - Pzj - DPzj| |1 p2.
mr = PIX] : 1] = pll plz ans pl] ) pl] ) 1 = pl
lPn Pz - Py - Pyl 14 Lprd
(P11 P21 - DPir - Py r17 P17
P12 P22 - Pi2 - P12| |1 D.2
P . _ : : . : - : | _ :
me = (Ppa 1y Pij Pz - Py - Pyf 1] [Py
Py P2y - Py - Ppyd L34 LPg]

2.2.4 Perfil de linha e coluna

Inicialmente definem-se as matrizes diagonais dos vetores massa de

linha e de coluna:
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p. O 0 01
0 p.. 0 0

. : : 0

D, = diag(m,) = 0 0 P 0
: : 0

0 0 0 Dy

pa1 O 0 07

0 p., 0 0

, P : 0

D, =diagm) =1 o ¢ P, 0
: 0

0 0 0 P,

A partir das células de uma tabela de frequéncia, a cada linha i pode-se
associar um vetor de probabilidades condicionais r; = n;;/n;., j =12,..,],
assim como, para cada coluna j pode-se associar um vetor de probabilidades
condicionais ¢; = n;;/n.j, i = 1,2, ..., 1. Esses vetores sdo denominados de perfil
de linha e perfil de coluna, respectivamente (BENZECRI, 1992, p.9, traduc&o
nossa).

A seguir descrevem-se os célculos matriciais para obtencdo dos perfis

de linha e coluna.

Perfil de linha i
¢ [pn Pi2 Pij pi]]
i =T T e T e
Pi.  Pi Pi. Pi.
Perfil de coluna j:
. P1j  P2j Pij Pjj
7Py Py P P

Cada elemento do vetor r¢ representa a probabilidade de ocorrer o

evento j condicional ao evento i. Interpretacdo analoga pode ser feita para c}.

66



Matriz de perfil de linha:

R=D;'P =

L 0
P1.

o L

P2.

0 0

i 0 0

R =

P11

P1.
P21

P2.
P
Pi.
P
L Pr.

P12

P1.
P22

P2.
Pz
Pi.
Piz
Pr.

Matriz de perfil de coluna:

C=D;'Pt =

_i 0
P1
o L
P2
0 O
0 O
C =

P11
P

P12
p.2

p.11'

Py

L P

P21
P

P22
P2

p'zj

P2y
Py

P11
P21

Pi1

[ P11

Slro oo o o

P1j

P1.
P2;j

P2.
p'ij
Pi.
p.Ij
pr

P11
P12

P1j

| P1j

lro oo o o

o

Pi1
P.1
Piz
P2

P'i j

Piy
Py
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P12
P22

Pi2

P12

P1j7

P1.
P2j

P2.
by
Pi.
by

P14

P21
P22

P2j
P2

&_

P.1
Pr2

P2
p.Ij

Py

pgd

P1j
P2;j

Pij

Pjj

Pi1
Pi2

Pij

Pjj

P1j7
P2j

Pjj

Py |

P11
P12

Pjj

Pyj |



Estes conceitos de perfis de linha e coluna sdo importantes quando se
deseja comparar as linhas entre si ou ainda as colunas entre si. Neste
contexto, faz-se necessario transformar a matriz P objetivando-se eliminar a
influéncia das suas respectivas marginais (NAITO, 2007, p. 22). O exemplo
ficticio a seguir ilustra bem esta necessidade.

Supondo que em certo municipio, foi coletada aleatoriamente uma
amostra representativa de 1000 individuos cujo objetivo era relacionar o uso de
drogas ilicitas com a escolaridade, conforme as tabelas abaixo:

Tabela 3 — Frequéncias absolutas do uso de drogas ilicitas e escolaridade

Escolaridade Fez ou faz uso de drogas ilicitas
. : _ Total
(ensino) Sim N&o
Fundamental 75 495 570
Médio 63 247 310
Superior 42 78 120
Total 180 820 1000

Tabela 4 — Frequéncias relativas do uso de drogas ilicitas e escolaridade

Escolaridade Fez ou faz uso de drogas ilicitas Total
(ensino) Sim N&o
Fundamental 7,5% 49,5% 57,0%
Médio 6,3% 24, 7% 31,0%
Superior 4,2% 7,8% 12,0%
Total 18,0% 82,0% 100,0%

Portanto analisando as Tabela 3 e Tabela 4 acima pode-se ter a
impressao errbnea que a populacao de nivel superior consome menos drogas
(4,2%) do que a populagdo de nivel fundamental (7,5%). Esta afirmacdo é
correta em termos absolutos, ou seja, sem levar em conta que ha mais
individuos no nivel fundamental de educac&o do que no nivel superior.

Para que se possa fazer uma andlise, sem que a magnitude
(frequéncias absolutas) das categorias influencie nas comparagfes, deve-se
fazer uma tabela com as “frequéncias condicionais”, isto €, comparando as

frequéncias relativas com as respectivas frequéncias marginais.
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Tabela 5 — Frequéncias relativas do uso de drogas ilicitas e escolaridade

Escolaridade Fez ou faz uso de drogas ilicitas
_ : _ Total
(ensino) Sim Nao
Fundamental 13,2% 86,8% 100,0%
Médio 20,3% 79,7% 100,0%
Superior 35,0% 65,0% 100,0%
Total 18,0% 82,0% 100,0%

Na Tabela 5 acima as categorias de escolaridade possuem 0 mesmo
“peso”, e portanto percebe-se claramente que proporcionalmente consome-se
mais drogas ilicitas no nivel superior do que no ensino fundamental.

E importante ressaltar que os perfis de linha e coluna foram
constituidos com o objetivo de se compara-los, porém sem a influéncia de suas
respectivas massas. Surge entdo um problema, pois cada um desses perfis
esta intimamente ligado a sua respectiva massa. Adiante no texto sera
apresentado o conceito de inércia em conexao com este problema.

De volta ao exemplo ilustrativo da Tabela 2, tem-se que:

0,15 037
mr=P-11= 0,50 e mC=Pt-1]=0,36
0,24 0,27
0,11 '
015 0 0 0
. 0 050 0 0
Dy =diagim,) =| 0 024 0
0 0 0 011

037 0 0
D. = diag(m,) = [ 0 036 0 ]
0 0 027

Matriz de perfil de linha

0,33 0,33 0,33
0,20 0,60 0,20
050 0 0,507)
091 0,09 O

R=D;'P =

formada pelos vetores:
r{ =[0,33 0,33 0,33]
r5 =1[0,20 0,60 0,20]
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r{ =[0,50 0,00 0,50]
ri =091 0,09 0,00]

Matriz de perfil de coluna

0,14 0,27 0,32 0,27
c=D;'Pt=(0,14 083 0 0,03],
0,19 037 044 O

formada pelos vetores:
c¢i =[0,14 0,27 0,32 0,27]
c¢5 =10,14 0,83 0,00 0,03]
¢t =1[0,19 0,37 044 0,00]

2.2.5 A nuvem de pontos

Como a ideia basica da AC é a representacdo gréafica das relacdes
(correspondéncias) entre as categorias das variaveis envolvidas, faz-se
necessario representar os perfis de linha e coluna, ou seja, as categorias de
linha e coluna em um mesmo espaco multidimensional. Assim, os perfis de
linha e coluna podem ser representados em um espaco vetorial /-dimensional,
R/, e I-dimensional, R/, respectivamente (NAITO, 2007, p. 25).

Cada um desses espacos vetoriais formara uma nuvem N(I) e N(J) com
| e J pontos, respectivamente, formados pelas componentes de cada um dos
vetores dos perfis. Essas componentes serdo consideradas as coordenadas de
cada ponto vetorial (perfil).

Admite-se que as componentes de cada vetor seguem uma distribuicdo
multinomial condicional ao total da linha ou coluna e obviamente sua soma € 1,
0 que gera uma dependéncia linear entre tais componentes.

Assim sendo, cada um desses pontos vetoriais (perfil de linha ou
coluna) podem ser representados em uma dimensdo menor do que
originalmente foram projetados, ou seja, dimensdo (J — 1) para representar 0s
perfis de linha e dimensédo (I —1) para representar os perfis de coluna.
Retomando ao exemplo ilustrativo da Tabela 2, tem-se que cada um dos 4
vetores que formam o perfil de linha possuem 3 componentes, podendo entao

representa-los em um espaco euclidiano tridimensional.
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c2

cl

c3

Figura 19 — Representacao tri-dimensional dos perfis de linha sob dois angulos
de viséao.

Pode-se perceber que estes pontos vetoriais (perfis de linha) foram
originalmente representados em um espaco tridimensional, porém é possivel
perceber que todos os pontos estdo sobre o mesmo plano (uma dimenséao
menor), denominado de simplex, devido a dependéncia linear entre suas

componentes, que somam 1.

2.2.6 Centro de gravidade ou centroide

Segundo Benzécri (1992, p. 28) o centro de gravidade de um sistema
de pontos com massas que lhe séo atribuidas (nUmeros positivos ou zeros) é
uma generalizacdo espacial da média aritmética. Sendo assim, para se
determinar o centro de gravidade ou centroide, deve-se fazer a média das
componentes (coordenadas) referentes a cada eixo de base, ponderadas pela
sua respectiva massa.

Considerando-se a nuvem N(I), para se determinar a j-ésima
componente (coordenada) referente ao centroide deve-se calcular a média
entre as j-ésimas componentes dos perfis ponderando-as pelas suas

respectivas massas, conforme apresentado a seguir:

1 Py oy P
gr = i Vi 71 22@.19. =p,;
’ =1 m 1 : S
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Conforme apresentado, o centroide ou perfil médio de linha pode ser
determinado pelo proprio vetor de massa de coluna e de forma similar o perfil
médio de coluna da nuvem N(J) pode ser determinado pelo préprio vetor de
massa de linha. Aplicando-se ao exemplo ilustrativo da Tabela 2, tem-se:

Os vetores dos perfis de linha sao:

rt =[0,33 0,33 0,33]
rt =1[0,20 0,60 0,20]
ri =1[0,50 0,00 0,50]
ri =091 0,09 0,00]

E o vetor de massa de linha é:

0,15
0,50
0,24
0,11

A média ponderada da primeira componente do centroide é dada por:

m, =

_033-015+02-05+05-024+091-011 _
91 = 0,15+ 0.5 + 0,24 + 0,11 -

Procede-se da mesma forma para determinar-se as outras
componentes do centroide, ou de forma matricial, calcula-se o perfil médio da

linha como:

0,15
0,50
0,24
0,11

0,33 0,20 0,50 0,91
g,=R'-m,=1033 060 0 0,09
0,33 020 050 0

gt =[037 036 027]

Procedendo-se da mesma forma encontra-se o perfil médio da coluna:

0,14 0,14 019][037

036
0,27

ot 027 083 0,37
9c= ¢ = 10,32 0,44
0,27 003

=[0,15 050 0,24 0,11]
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Projetando-se o perfil médio da linha (vermelho) juntamente com os

perfis de linha, obtém-se a nuvem de pontos N(I):

c?

cl

c3

Figura 20 — Representacdo do perfil médio de linha (g) com os perfis de linha
no espaco tridimensional

2.2.7 Métrica euclidiana ponderada ou distancia de qui-quadrado

Uma menor ou maior distancia entre os pontos de uma nuvem pode
indicar, respectivamente, relacionamento ou n&o entre as categorias das
variaveis. Assim sendo, faz-se necessario definir uma métrica para medir tal
distancia. Usualmente utiliza-se a distancia euclidiana, a qual tem como base o
Teorema de Pitdgoras para definir a distancia entre dois pontos.

Segundo Souza (2004, p. 78), define-se a distancia euclidiana entre

doisvetoresri = [x1 Y1 Zi]leri=[x2 Y2 22]doR3como:

d(ry,15) =/ (s — x)% + (2 —y1)? + (22 — 21)2
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Logo, a distancia quadratica entre estes pontos e
d*(ry,13) = (3 —x1)° + (V2 — y1)* + (22 — z1)°.

O centroide da nuvem representa o ponto que € esperado se as
variaveis da linha e da coluna da tabela de contingéncia forem independentes.
Portanto, medir a distancia que cada ponto (perfil de linha ou coluna) possui de
seu respectivo centroide significa quantificar a dispersdo. Sendo assim, a
distancia euclidiana de um ponto (perfil de linha) qualquer ao seu centroide na

nuvem N(I) no espaco vetorial R/ é dada por:

Pi1 2 Di2 2 Dij 2
dz(T-, )—(__ ) +(__ ) _|_...+<__ )
i 9r ~ (51 ~ p.2 v [

Semelhantemente, em relacdo a nuvem N(J) tem-se:

2 2 2
P1j D2j Pij
d*(c;, g,) = (—— ) +<—— ) +---+<—— ) :
irGr "y P1 Yy b2 Y pi

A distancia euclidiana é uma medida absoluta da dispersdo de uma
coordenada de um perfil em relacdo a respectiva coordenada do centroide,
sem levar em consideragao a dispersao relativa que essa distancia representa.

Para um melhor entendimento desta afirmacéo, considere o seguinte exemplo:
Seja um vetor (perfl de linha) com as coordenadas
r=1[0,05 0,6 0,35] e seu centroide com as  coordenadas

g=1[01 065 025].

Ao medir a distancia entre os vetores r e g pela distancia euclidiana

tem-se que:

d?(r,g) = (0,05 — 0,1)% + (0,60 — 0,65)2 + (0,35 — 0,25)2
d%(r, g) = (0,05)2 + (0,05)2 + (0,1)2
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Observa-se pela distancia euclidiana que a diferenca das componentes
da primeira e da segunda coordenadas sao iguais, porém nao em termos
relativos a magnitude dos valores das coordenadas, visto que 0,05 em relacéo
ao valor 0,1 é relativamente maior do que em relacdo ao valor 0,65. Sendo
assim, pondera-se a distancia pelo inverso da componente referente ao
centroide.

dz(rg)=i(005—o1)2+i(060—065)2+i(035—025)2
’ 01" ’ 0,65 ’ 0,25 ’

d%(r,g) = 10(0,05)% + 1,538(0,05)% + 4(0,1)?

Portanto, a métrica entre 0s pontos da nuvem e 0 seu respectivo centro
de gravidade é dada pela distancia euclidiana ponderada, também denominada
distancia de qui-quadrado (PAMPLONA, 1998, p. 16), por sua semelhanca com

a estatistica do teste de qui-quadrado.

1 (pia 2 1 (pi 2 1 (py z
dz(r-,g)=—(——'p.) +—(——p.) +---+—(——'p.)
Y pa\p T T pa\p U p\p. 7
bij _ ) y2
Di. P))
p.

J

L (

dz(ri' gr) = Z
j=1

Em notagao matricial, tem-se:

dz(ri» gr) =(r - gr)tDc_l(ri - 9r)

Pode-se também definir a distancia entre dois perfis de linha quaisquer
por:

1 /p: a2 1 /p 7o\ 2 1 /. N2
Pryry) = (L _BOY L (P Pt 1Py _Be)
P.1 \Pi- Dy P2 \Di. Dy p.y\pi. Dy

iy 7 2
- (550

dZ(ri’ri,) — Z .
p.j

j=1
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Em notacdo matricial, tem-se:
d*(ry,ry) = (ry — 1) Dt (ry — 1)

De forma semelhante pode-se definir a distancia entre dois perfis

coluna por:
(B p_,)

dZ(C]‘, le) — Z—pl p],
i=1 '

pi
Em notacdo matricial, tem-se:
d*(cj,¢;r) = (¢; — ¢;)'D7 (¢ — ¢;1)

Outra justificativa para o uso da distancia de qui-quadrado como
métrica entre as distancias dos pontos é que a mesma satisfaz a propriedade
da equivaléncia distribucional (GREENACRE, 1984, p.95). Este principio
permite que a inércia, assunto apresentado na proxima secdo, da nuvem de
linha N(I) seja a mesma da nuvem de coluna N(J).

O principio da equivaléncia distribucional permite que dois perfis
idénticos (ou equivalentes distribucionalmente), possam ter suas frequéncias
absolutas somadas para gerar uma unica linha. Esta nova linha tera o mesmo
perfil, sendo a sua massa igual & soma das massas das linhas somadas, sem
gue isso altere a distancia entre os perfis da outra nuvem (Jelihovschi e Ferraz,
p. 121).

O exemplo descrito a seguir mostra a propriedade da equivaléncia

distribucional descrita anteriormente.

Considere uma matriz de correspondéncia G;,; em que a linha 3 é k

vezes a linha 2.

P11 P12 P13
G = [p21 P22 p23]

kpo1  kpzz  Kkpas
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Matriz de perfil de linha: Matriz de perfil de coluna:

P11 P12z Pi3 P11 P21 KPa1]
" P1. p1. P1. p.1 Pa Pa
rg P21 P22 P23 ‘ P12 P2z Kpz
R=|r;| = C=|ct|=|— —=
" P2. pa2. P2. 2 P2 P2 D2
r3l |k k k cs
P21 P22 P23 3 P13 P23z Kpas
| kp,. kp,. kp,.| D2 Do

LP3 P P.3

Que nos leva a verificar que o segundo e o terceiro perfis de linha sao
idénticos, sendo projetados no mesmo ponto da nuvem N(I). Assim, pode-se
somar a segunda e terceira linhas da matriz de correspondéncia G, gerando-se

assim uma nova matriz G’ e por consequéncia novos perfis de linha e coluna.

G = [ P11 P12 P13 ]
(k+ Dpy1 (k+Dpyy  (k+ 1)pys

novos perfis de linha

Pu P P
R — lr'il _ l p1. p1. p1.
r' (k+ Dpy1 (k+1)py, (k4 1)pys
(k+Dp,. (k+Dp,. (k4 1Dp,.

Sendo assim, percebe-se que o vetor ', é idéntico aos vetores de
origem r, e rs. Portanto, o importante resultado oriundo do principio da
equivaléncia distribucional é que depois de unificados os perfis semelhantes,
sua projecdo ndo se altera na nuvem de origem, como também n&do modifica as

distancias da outra nuvem, conforme exemplificado a seguir.

Matriz de perfil de coluna:

P11 (k+ 1)p21]
Cli P-1 P
, ¢ piz (K+ 1)py;
C = CIZ =l -
't p.2 p.2
Cs P13 (k+ 1)pys
LD.3 P3
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Calculando a distancia entre o ponto correspondente ao vetor ¢} (antes
da unido dos vetores semelhantes) e o seu respectivo centro de gravidade g.,

atraves da distancia de qui-quadrado, tem-se:

1 2 1 2 1,k
dz(cl,gc)=p—<a—p1.> + (E—pz.) +—(§21—kpz.)

1. \p.1 p_z Py kp, ”
d%(cy,g.) = i<% ~ p1.>2 s (kpt_l) (% - pz.)z
2(e90 = (22 - n) + o 1 ((k +p.11)p21 s 1)p2'>2

Calculando-se a distancia entre ¢’; e o centro de gravidade g’

2

1 /p1x 2 1 ((k+1)p21

d*(c'y, g’ =—<—— ) + —(k+ Dp,.
(¢29') prips 1 (k + 1)p,. Py P2

Portanto, pode-se observar que d*(c;, g.) € igual d*(c’y,9’',), sendo
assim conclui-se que ao utilizar a distancia de qui-quadrado para medir a
distancia entre pontos de uma nuvem, conservam-se as distancias entre os
pontos, mesmo quando se unificam perfis.

Retornando ao exemplo ilustrativo da tabela 2, pode-se calcular a

distancia entre o quarto perfil de linha e o centroide como:

1 (pa z 1 (Pa z 1 /pas z
gy = (B ) e L Y (P, )
v P.1 \Ds. ! P.2 \Ps. 2 D.3 \Pa. s

1 1 1
d?*(r,, =——(0,91-0,37)> + ——(0,09 — 0,36)%* + ——= (0 — 0,27)?
(ri,9,) = 535 ¢ )+ 536 )+ 537 (0= 027)

d*(r,, g,) = 1,256
Ou de forma matricial
dz(r4» gr) = (1'4 - gr)tDc_l(r4 - gr)
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1
L 0 o0
|[03 ) ]| 0,539
d*(r,, g.) = [0539 —0269 —027]| 0 s 0 ||—0269
o o o |l-027
0,27

d*(ry, g,) = 1,256

2.2.8 Inércia

Até este ponto no texto demonstrou-se que os perfis de linha e coluna
podem ser representados através de uma nuvem de pontos e que a distancia
entre cada um desses pontos pode ser medida pela distancia euclidiana
ponderada ou distancia de qui-quadrado.

Com o intuito de medir a dispersao desses pontos em relacdo ao
centro de gravidade, calcula-se a inércia, que € um conceito da fisica,
semelhante ao conceito estatistico de variancia. Esta semelhanca entre

variancia e inércia é apresentada por DANTAS (2004, p. 92) que diz:

A variancia fornece uma medida de dispersao dos valores da variavel
aleatdria em relagdo a sua esperanca. Ela, a exemplo da esperanca,
também pode ser interpretada fisicamente. Representando-se a
distribuicio de probabilidades por meio de uma distribuicdo de
massas, colocando-se em cada valor da variavel uma massa igual a
sua probabilidade, entdo o valor da variancia coincide com o valor do
momento de inércia dessa distribuicdo de massas em torno de seu

centro de gravidade.

Os perfis de linha e coluna seguem uma distribuicdo multinomial
condicionada ao total da linha e da coluna. Entao a variancia total da nuvem de

pontos N(I) pode ser calculada de forma discreta. Sendo assim:

I
of = ) b= ECOI - PCX = x,)

i=1

A diferenca entre x; e E(X) é medida pela distancia de qui-quadrado ja
apresentada, poderada por P(X = x;), ou seja, sua respectiva massa. Entéo

pode-se reescrever a variancia descrita acima como:
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I
67 = ) d(r,g)? - m,
i=1

Como a distancia entre um perfil i e o centroide da nuvem N(I) é dado

Dij 2

)
p.j

entdo a variancia ou inércia total da nuvem N(I) é descrita como:

por d?(r;, g,) = Zle , € m; corresponde a massa da linha i, ou seja, p;.,

Que em notac&o matricial € dada por:
In(I) = trago[D,(R — 1mL)D;1(R — 1mb)t]

De forma semelhante, a inércia total da nuvem J € dada por:

y 2
-

6 =In() = ) py ) - -
j=1 :

=1
Que em notacao matricial € dada por:
In(J) = trago[D,(C — 1mt)D;1(C — 1mb)t]

Uma vez que a soma das massas (ponderacdes) vale 1, também pode-
se expressar inércia como sendo a média ponderada do quadrado das
distancias de qui-quadrado entre os perfis e o centroide (GREENACRE, 2007,
p. 29).

Desenvolvendo-se as inércias de ambas as nuvens descritas
anteriormente, pode-se perceber que a utilizagdo da distancia de qui-quadrado
como métrica entre dois pontos da nuvem preserva o principio da equivaléncia
distribucional e resulta na igualdade das inércias totais de ambas as nuvens

N(l) e N(J), como demonstrado a seguir:
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2 2
p..
/ ! <—U,—Pi-)

I J & — .
52 = In(]) = ) (pl—p]) ~2 b
5 = In) = ) pi ) P 6 =mm() = Y py Y L
i=1  J=1 J =1 =1 pi
J 5. P _ ) 2 Pij
Y _ ! pi-(pi‘ p-]) d p-j(p_f; — Di )2
&/ —In(I)—Z — @Zz’"U)ZZE—
i=1j=1 J vk pi.
1) 2P N2 Dij
6 =In(h) = ) Z”‘ T P, TP
— £ piD.j 6 =In() = Z Z
1=1j=1 j=1i=1 PiP-j
L (p;f” pip.j)? 1 BPY 52
~2 _ i i |
62 = In(l) = z z - P,
— L Di.D.j gj =In(J) = Z Z
i=1 j=1 = Di.D.j
L o (Pij - 'Pi-'P-j)z ! 2
62 =In(l) = ZZ— A2 _ (Pij — pi-p-i)
i pi.p.j g =1In(J) = PiD.;
=)= j=11i=1 v
Logo,

In(l) = In()) = ¢p? = o2

Para o exemplo da Tabela 2, ilustra-se a seguir apenas o calculo da

inércia do quarto perfil de linha (r,) ao centroide,

J (P _
~2 _ Z (Pi- 1)
GTl =D
= P
(0,91 —0,37)2  (0,09—0,36)2 (0 —0,27)2
52 =011 = 0,1382
Ora 0,37 0.36 T 027

Procede-se de forma semelhante para se determinar as inércias dos

outros perfis de linha (62,672 e 6%). Portanto, a inércia total da nuvem N(l) é

dada por,

In(I) = ¢ = 6 = 6} + 6%, + 655 + 674

6% =0,0031 + 0,1281 + 0,1444 + 0,1382
62 = 0,4138
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Novamente, para o exemplo da tabela 2, ilustra-se a seguir apenas o

calculo da inércia do terceiro perfil de coluna (c3) ao centroide,

(0,19 — 0,15)2 4 (0,37 — 0,5)? N (0,44 — 0,24)% 4 (0—-0,11)2

A2
Oc, = 0,27 0.15 0.5 0,24 011

62 = 0,0882

Procede-se de forma semelhante para se determinar as inércias dos

outros perfis de coluna (6%, e 6%,). Portanto, a inércia total da nuvem N(J) é

dada por:
In(j) = ¢2 = 6]2 = Ac21 + 6022 + 6023
67 = 0,1369 + 0,1889 + 0,0880
6f =0,4138
Logo,

¢? = 67 = 67 = 0,4138

Os calculos anteriores descritos sob forma matricial séo:

i) a inércia total da nuvem I:

6% = trago[D,.(R — 1mL)D; (R — 1mb)t]

0,0031 -0,0026 0,0102 0,0142
-0,0087 10,1281 -0,1797 -0,1785
0,0163 —0,0862 0,1444 0,0548
—-0,0106 -0,0393 0,0251 0,1382

67 = trago =0,4138

i) a inércia total da nuvem J:

67 = trago[D.(C — 1mL)D*(C — 1mb)’]

0,1369 -0,1318 -0,0120
6]2 =traco |—0,1282 0,1889 —-0,0760( = 0,4138
—-0,0087 —0,0570 0,0880
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2.2.9 Relagédo entre inércia e a estatistica do test e de qui-quadrado

O teste de qui-quadrado proposto por Pearson é comumente utilizado
para se testar uma hipétese de nulidade que afirma serem independentes duas
variaveis categoricas A e B, cujas frequéncias sdo apresentadas em uma
tabela de contingéncia.

A estatistica do teste de qui-quadrado aplicado a esta tabela de
contingéncia pode ser escrita como (BEH, 2004, p. 261-262):

Em que:
* n; € o valor observado
nj.n.; , . ~ . A .
. % é o valor esperado para situagdo de total independéncia

entre as categoriasi e j

Ao multiplicar e dividir cada termo por N, pode-se obter uma relacdo
conveniente na AC, entre a estatistica do teste de qui-quadrado (x?) e a inércia
($?) descrita anteriormente (KHATTREE e NAIK, 2000, p. 446).

1 (Nni]- Nn;. n])2
D
x £ L an.n.]
i=1 j=1 NN

Como as frequéncias relativas sdo dadas por

nj; _ . n;. . n] B
N Pij N Pi.; N =D,
tem-se que:
I ] 1 ] 2
2 Z Z (Npij — Npip)* _ z Z (pij — pi.py)
oo Neep; L4 pipy
Portanto,

= N¢? ou ¢* =



2.2.10 Espagco transformado centrado no centroide

A distancia euclidiana, por ser a mais facilmente interpretada, € a
métrica mais comumente utilizada para medir a distancia entre dois pontos no
espaco. Ela permite estabelecer similaridades e diferencas de acordo com a
proximidade entre os pontos. Porém, conforme ja justificado anteriormente no
texto, em AC é utilizada a distancia de qui-quadrado para medir a distancia
entre pontos quaisquer de uma nuvem.

Com o objetivo de equiparar a distancia de qui-quadrado utilizada na
AC com a distancia euclidiana comum na maioria das solu¢cdes de reducao de
dimensionalidade, faz-se necessario ponderar as escalas dos eixos e as

coordenadas de todos os pontos das nuvens de linha N(I) e de coluna N(J) por

1 1 . ~
— e —, respectivamente (CZERMAINSKI, 2004, p. 7). Esta ponderacado torna
JPj  /Pi P ( Y ) p ¢

a distancia euclidiana igual a distancia de qui-quadrado, conforme € mostrado a
sequir.

A distancia entre um perfil de linha r; ao centroide é:

J . 2
g0 =Y (2 7))
p.jp;.

=1

Assim todas as coordenadas dos perfis de linha i e coluna j e seus
respectivos centroides serao recalculados (ponderados) para serem projetados
no novo espaco transformado (NAITO, 2007, p. 33), obtendo-se os perfis de

linha 7 e coluna j e seus respectivos centroides g,e g..
Perfil de linha 1:

Pi1 Pi2 Pij Pyj

~t= “en s
i N N N NN
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Perfil de coluna j:
P1j P2;j Pij Pjj

~Vpepy Vpzps T Vpips T /pips

As novas matrizes de perfil de linha e coluna seréo, respectivamente:

Cada componente dos novos centroides de linha e coluna serdo

respectivamente:

] M\.
=
5

Assim, pode-se determinar matricialmente o centroide de linha e coluna

do espaco transformado, como sendo respectivamente:
gr:Rt'mr € gczét'mc

Recalculando os perfis e os centroides de linha e de coluna, referente

ao exemplo ilustrativo da tabela 2, para o espaco transformado, tem-se:

Matriz de perfil de linha do espaco transformado:

_ 10,329 1 0,385
~ 10,822 0 0,962

[0,548 0,555 0,641
1,494 0,151 0

Matriz de perfil de coluna do espaco transformado:

1 ¢ 0,349 0,382 0,662 0,815

C=¢CD.?=|¢|=[0359 1,178 0 0,084
¢k 0,478 0,524 0,907 0
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Centroides, no espago transformado, das nuvens de linha N(l) e de

coluna N(J) respectivamente:

VvO0.37| 10,608
ngRt'er \/0,36 :[ 0,6 ]
| fo27| Losz
015 4397
gc = <=\ /o24] " |0490
0,332
011,

A Figura 21 ilustra a mudanca do espaco original dos perfis de linha e

seu centroide para o espaco transformado.

Figura 21 — Representacdo, sob 3 angulos de visdo, dos perfis de linha e o
centroide no espaco original sob a métrica de qui-quadrado e no espacgo
transformado sob a métrica euclidiana

Pode-se perceber pela Figura 21 que o espaco transformado é
estendido em relagéo ao espaco original.

Agora que os pontos (perfis) foram projetados em um espaco
transformado no qual as distancias entre os pontos deste espaco baseiam-se
na tradicional distancia euclidiana e ndo mais na distancia de qui-quadrado,
pode-se calcular a distancia entre os pontos e o centroide de forma direta.

Assim pode-se facilmente identificar e medir quais pontos (perfis ou
categorias) se distanciam do centroide, ponto este que retrata a independéncia
entre as variaveis de linha e coluna da matriz original. Por exemplo, quanto

mais 0 ponto que representa a categoria al da variavel A (perfil de linha rl) se
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distanciar do centroide e se aproximar de um dos eixos que representa a
categoria b1l da varidvel B (eixo cl), conclui-se que mais evidente é a relacado
de dependéncia entre tais categorias. Além disso, é possivel visualizar os
pontos proximos um dos outros, o que demonstra similaridades entre eles.

Como o objetivo é medir a distancia de cada perfil em relacdo ao seu
centroide, pode-se transladar' a origem do sistema de eixos para 0 mesmo,
necessitando entdo, recalcular as novas coordenadas dos pontos para 0 novo
sistema de eixos centrado no centroide.

Ao se realizar a diferenca das coordenadas de cada perfil pelas
coordenadas do centroide, do espaco transformado, determinam-se as novas
coordenadas centradas no centroide. A Figura 22 ilustra a translagao da origem
do sistema de eixos para o centroide, ocasionando a alteracdo das

coordenadas dos pontos.

Tt T

h4 =

cd

Figura 22: Translagéo da base para o centroide do espaco transformado

Estas novas coordenadas centralizadas no centroide serdo fornecidas
pela matriz H, que é a matriz de residuos entre os perfis de linha e o centroide

no espaco transformado:

H=R- 1,57
_1 B
H = RDCZ - 1I(Rt 'mr)t

! Diz-se que um sistema de eixos foi transladado para um ponto P de um espaco n-dimensional
guando os novos eixos sdo paralelos aos primitivos. Toda translagdo provoca uma mudanca
nas coordenadas de todos os pontos do espaco n-dimensional, tal que P’=(P-Q), se 0s novos
eixos estdo no mesmo sentido que os eixos primitivos.(MURDOCH, 1975, p. 59)
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1 1
H =RD.% — 1,mtRD, 2
-1
H = (D7'P — 1,;m‘D;1P)D, 2
-1
H = D;'(P — m,1!P)D, 2
11 -1
H=D,%D, *(P —m,m.)D,?
-1
H=D.2x

em que X sera (NAITO, 2007, p. 43)

1 1
X=D, *(P—m,mi)D,*

1 1

pré-multiplicando X por D2D, 2 a férmula n&o se altera

111 1

X =D2?D, 2D 2(P — m,mt)D, >

1 1

X = DX(D;*P — Dy'm,mt)D, 2
1 1

X = D*(R—1,m%)D,?

voltando em H, tem-se que
1
H =D, %X
11 1
H=D,2D?(R—1,m%)D,?
1
H=(R-1mb)D,_?

Logo,

RN

Portanto a matriz X contém os perfis de linha no espaco transformado,

ponderado pela raiz de massa.
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Pode-se perceber que a matriz H € formada em suas linhas pelas
coordenadas dos perfis de linha, ja& no espaco transformado, centradas no
centroide. Para se calcular a inércia de um perfil de linha qualquer, deve-se
calcular a distancia quadratica que possui em relacdo ao centroide, usando a
métrica da distancia de qui-quadrado e pondera-la pela massa do perfil,
In(r;) = m; - d(7;, §,)?. Ao se somar a inércia de todos os perfis, tem-se a
inércia da nuvem de linha N(l), In(I) = Y!_,m; - d(#, §,)?.

A matriz H gera de forma direta as distancias d(7;, §,) entre os perfis de
linha e o centroide do espaco transformado, ja usando a métrica de qui-
quadrado, e, ao se ponderar suas coordenadas pela raiz da massa do perfil,
encontram-se novos pontos “x;” no espaco transformado que facilitam
tremendamente o célculo final da inércia, visto que a sua distancia a origem
(centroide) sera d(x;, §,) = m; - d(#, §,) = \Jm; - d*(F;, §,) = /In(ry).

A grande vantagem desses novos pontos é que o calculo da inércia se

dard de forma direta, bastando fazer o quadrado da distancia do ponto x; ao
centroide. As coordenadas desses novos pontos x; serdo fornecidas pela
matriz X, ja apresentada.

A seguir calcula-se a matriz H e a matriz X para os dados do exemplo

ilustrativo da tabela 2 que posteriormente serdo projetados graficamente.

0,548 0,555 0,641 0,608 0,6 0,52
0,329 1 0,385 0,608 0,6 0,52

H=1lo822 0 0962| " |0o608 06 052
1,494 0,151 0 0,608 0,6 0,52
[hi]1 [-006 —0,044 0,122
H:|h5|: ~0279 0,4  —0,135
ht 0214 —0,6 0,443
[hZJ 0,886 —0,448 —0,52
[vo15 0 0 0 1 _006 —0044 0122
x—l 0 050 0 0 |—o,z79 04  —0,135
- 0 024 o |[0214 -06 0443
[ J 0,886 —0,448 —0,52
0 0 0 0,11
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=

-0,023 -0,017 0,047
-0,198 0,283 —0,095
0,105 -0,294 0,217
0,294 -0,149 -0,172

S
Il
=

l_k———l

A W N o

e — |
Il

=

A Figura 23 ilustra a projecdo dos perfis h; e x;, sendo este Ultimo

ponderado pela raiz de sua massa.

c?

Figura 23: Representacdo comparativa dos perfis h; e x; no espaco
transformado

Pode-se perceber pela Figura 23 que o deslocamento do perfil h, para
proximo do centroide foi mais acentuado do que o perfil h,, visto que este
altimo (massa=0,50) possui uma massa maior que o perfil h, (massa=0,11).

Agora as distancias dos novos pontos podem ser medidas
naturalmente pela métrica euclidiana, visto que a mesma foi compensada por
sua massa, ou seja, pela sua representatividade ou relevancia, e também ja foi
equilibrada por sua relatividade (distancia de qui-quadrado).

Sendo assim, ao se realizar o produto interno entre os vetores coluna
da matriz X, obtém-se a matriz S que pode ser considerada uma matriz de
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variancias e covariancias (PAMPLONA, 1998, p. 20) dos residuos dos perfis de

linha ponderados no espaco transformado.

1

l ¢ J
ledl? (e cr) .. (cicp)
XtX =S = (c¢1)  Mleall* ... (€2,¢))
. H ‘. H 5
(cc1) (cpex) o gl J

Sendo assim, pode-se escrever cada elemento da matriz S como

sendo,

I
(e, ;) = Z (kij = kg,,) (ij- = kg,,.) = Z kijkiy

I
i=1 =1
em que,
k;; € a coordenada do ponto x; (linha i da matriz X) sobre o j-ésimo
eixo centrado no centroide.

kgr,- = 0, pois esta € a coordenada do centroide g, sobre o j-€sSimo eixo

centrado no centroide.

Pode-se observar a semelhanca da formula anterior com a covariancia,
e quando j for igual a j' tem-se a variancia, justificando o termo de matriz de
variancias e covariancias atribuida a matriz S.

Como a distancia de cada ponto x; ao centroide d(x;, §,) € igual a raiz
da inércia do perfil de linha i, \/m entdo pode-se projetar estas distancias

nos eixos de base.
J J
\/ITL(TL') = Z(PTO] xi)j = z kl]
j=1

j=1
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sendo (Proj x;); a projecdo do ponto x; sobre o j-ésimo eixo e I_c)l-j 0 vetor

centrado na origem do espaco transformado com extremidade em k;;.

Fazendo pjx;; = (Proj x;) j, pode-se ter outra visdo da matriz S, como:

I I 1
> lpjxal’? anxunnmxlzn o ) gl o
i=1 i=1

1 1
5 = | Ipjxallipjxal Zumxlznz v Y Ijxalllpixy|
i=1 i=1

I I
> llpiy byl anjxi,nupxizn o D il
=1 i=1 =1

[ mG=D  JRG=DYG=2 - JIG=D/G=))|
s=[VIT=DVmG=D  mG=2) REERCE =y
JRG=DSFG=D RG=DYRG=D G =))

Para o exemplo da tabela 2, a matriz S é dada por:

-0,023 -0,198 0,105 0,294
XtX=§= [—0,017 0,283 -0,294 -0,149
0,047 -0,095 0,217 -0,172

-0,198 0,283 —0,095
0,105 -0,294 0,217

] l 0,023 -0,017 0,047
0,294 -0,149 -0,172

-0,13 0,189 —0,066
-0,01 -0,066 0,088

0,137 -0,13 -0,01
| |

O traco de S fornece a inércia da nuvem N(I), sendo os elementos de
sua diagonal a inércia projetada sobre os eixos que formam sua base no
espaco transformado. Como cada eixo de base representa uma categoria de
coluna da matriz de dados W, entdo os elementos da diagonal da matriz S
também serdo a inércia dos perfis de coluna.

Determinando as  matrizes K, YeZ, que  correspondem

respectivamente as matrizes H, X e S, associadas a nuvem de coluna N(J).
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11 1
K =D_.?D.?(P* —m m)D, ?
-1
K =D, %

em que Y sera
1 1
Y =D *(P'—m.mL)D, *e
1 1
Y = D?(C —1,mi)D,?
Voltando em K, tem-se que
1
K =D, %
1
K=(C-1mi)D,?

Logo

Comparando as matrizes X e Y percebe-se que
1 1
X =D, 2(P—m,mi)D,?

1 1

Y =Xt =D_2(Pt —m,mt)D, 2

Assim a matriz Z = Y'Y = XX¢ (PAMPLONA, 1998, p. 36).

Determinando as matrizes K, Y e Z para o exemplo da tabela 2, tem-se:

K =10,359 1,178 0 0,084 0,387 0,707 0,49 0,332

0,349 0,382 0,662 0,815] [0,387 0,707 0,49 0,332]
0,478 0,524 0,907 0 0,387 0,707 0,49 0,332

K=1-0029 0471 -049 -0,248

-0,038 -0,325 0,172 0,483]
0,091 -0,183 0417 -0,331
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Y =X"=|-0017 0,283 -0,294 -0,149

-0,023 -0,198 0,105 0,294]
0,047 -0,095 0,217 -0,172

-0,198 0,283 —0,095
0,105 -0,294 0,217
0,294 -0,149 -0,172

XXt=7-= -0,017 0,283 -0,294 -0,149

-0,023 -0,198 0,105 0,294]
0,047 -0,095 0,217 -0,172

-0,023 -0,017 0,047\ [

0,003 -0,005 0,013 -0,012
-0,005 0,128 -0,124 -0,083
0,013 -0,124 0,144 0,037
-0,012 -0,08 0,371 0,138

7 =

Pode-se perceber que a diagonal da matriz S traz a inércia da nuvem
de linha N(I) sobre os eixos. Tais inércias coincidem com a inércia dos perfis de
coluna. Assim como a diagonal da matriz Z fornece a inércia da nuvem de
coluna N(J) sobre os eixos que coincidem com a inércia dos perfis de linha. O
traco de ambas as matrizes sao iguais e fornecem a inércia total das nuvens.

N&o serdo projetadas as matrizes K e Y, pois a nuvem de coluna esta

no R* e portanto ndo pode ser visualizada.

2.2.11 Reducéo de dimensionalidade

O objetivo final da analise de correspondéncia € reduzir a
dimensionalidade da nuvem de dados com o minimo possivel de perda de
informacdo, ou seja, retendo 0 maximo possivel da inércia (variabilidade).
Normalmente consideram-se dois ou trés eixos (subespaco 6timo bi ou
tridimensional) favorecendo assim uma interpretacao facilitada baseada apenas
na inspecao grafica dos relacionamentos entre os pontos (categorias) a partir
das suas distancias.

Assim, para a determinacdo do subespaco 6timo é preciso determinar
uma base ortonormal do espaco transformado cujos vetores minimizem o erro
provocado ao se usar a projecdo dos pontos da nuvem sobre si, isto €, que
maximizem as projecdes dos pontos com a finalidade de reter o maximo
possivel da inércia. Para tanto é preciso determinar as projecdes ortogonais
dos pontos da nuvem sobre os vetores da base (item 2.1.5.1).
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Logo, o que se deseja determinar € um vetor unitario v sobre o qual
serdo feitas as projecdes dos perfis de linha x; da matriz X. Como v € unitario
entdo pode-se determinar a norma da projecéo a partir do produto interno das
linhas de X com v, isto é Xv. Fazendo (Xv)Xv, este produto interno representa
0 somatorio das normas quadréticas das proje¢cdes, que nada mais € que a
inércia no eixo definido por v, pois cada elemento de X representa a raiz da
inércia.

Como (Xv)'Xv =v'X‘Xv =v'Sv é uma forma quadratica, pode-se
aplicar o teorema dos eixos principais (item 2.1.6) com objetivo de definir uma
nova base ortonormal g = {v,,v,,...,v;} centrada no centroide do espago
transformado que, a partir da qual permitird definir um subespaco 6timo (item
2.1.7).

Para determinar § deve-se proceder a decomposicéo espectral sobre a
matriz simétrica (variancias e covariancias) S conforme mostrado a seguir:

S =VD,Vt

D, é a matriz diagonal contendo os autovalores de S em ordem
decrescente 4y = A, = - = 1, = 0;

V' é matriz de autovetores associados aos autovalores A de tal forma
que A; esta associado a v;.

M=

A, = v,
A=
Portanto, 4; representa a inércia captada por cada eixo v; e sera util
para a interpretacdo da proporcao da inércia que € explicada pelos eixos.
Para o exemplo ilustrativo da tabela 2, a decomposicao espectral das

matrizes S e Z, tem-se:

S=XtX =VD,Vt

§$=1-0,779 0,18 0,6 0 0,109 0ff 0,53 0,18 —0,829

0,590 0,53 0,608] [0,305 0 0”0,59 -0,779 0,209
0,209 -0,829 0,52 0 0 0110,608 0,6 0,52
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A Figura 24 ilustra a representacdo dos vetores v,,v,,v; N0 espaco

transformado.

c2|

v3

Figura 24: Representagao eixos principais v;, v,, v3 no espaco transformado

Observa-se que v; é o proprio centroide e esta associado ao autovalor
zero e, portanto, ndo capta nenhuma variabilidade da nuvem N(I). Isto se
justifica, pois v; € perpendicular ao subespaco formado por v; e v,. Como 0s
autovetores associados a autovalores zero ndo captam nenhuma informagéo
da nuvem de pontos, os mesmos podem ser descartados, o que resulta na

decomposicdo espectral na forma reduzida, conforme apresentado a seguir:

-0,779 0,18 0 0109/[0,53 0,18 —0,829

52[0,590 0,53 “0,305 0 ][0,59 -0,779 0,209
0,209 —0,829

Fazendo-se a decomposi¢do espectral j& na forma reduzida sobre Z,

tem-se
Z = XXt =UD,UT

-0,017 0,165
0,647 —0,076][0,305 0 -0,017 0,647 -0,609 -0,459
-0,609 0,536 [ 0 0,109] 0,165 -0,076 0,536 —0,824
-0,459 -0,824

7 =

Neste exemplo, o subespaco 6timo de dimensédo dois para as linhas e
colunas de X € o subespaco gerado pelos dois vetores de V e de U,

respectivamente, associados aos dois maiores autovalores.
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2.2.12 Relacgéao entre linhas e colunas

Até esse ponto foi apresentado como estabelecer um subespaco 6timo,
tanto para nuvem de linha quanto para nuvem de coluna, utilizando os eixos
principais que capturaram a maior parte da inércia da nuvem em questao.
Nesta subsecao, serdo apresentados 0s principais aspectos que relacionam as
nuvens de linha e coluna.

Os eixos principais da nuvem de linha e coluna foram encontrados
através da decomposicdo espectral da matriz XX e XX' respectivamente
obtendo-se assim as matrizes VV e U (GREENACRE; BLASIUS, 2006, p. 13):

XtX = VDVt
XXt =UD,U"

em que V e U sdo matrizes contendo os autovetores que formaram os eixos
principais da nuvem linha e coluna respectivamente. Assim pode-se

estabelecer que

XXV =VD, (4)
XXtU = UD, (5)

Pré-multiplicando por X em (4), tem-se:

XXXV = XVD, (6)

Comparando (6) com (5) percebe-se que XV € uma matriz de
autovetores de XXt portanto € proporcional a U. Sendo assim, pode-se

estabelecer que:

XV =UD, 7)
portanto,

X =UD,V! (8)

Assim, deve-se determinar D, em relacdo a D, que € conhecido.
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Xt =VD,Ut (9)

substituindo (9) em (5), tem-se

XVD,U'U = UD, (10)

substituindo (7) em (10), e pré-multiplicando por U*, tem-se
vtup,b,U'U = U'UD,
em que,
Di = D,

portanto,

N[

D, =

S

(11)

Substituindo (11) em (8), tem-se a decomposicdo em valores

singulares (DVS) da matriz X

1

X =UDV* (12)

1

Daqui em diante D? = D,, entéo,

X=UD,Vt (13)
ou

Y =Xt =VD,U" (14)

Portanto, realizando a DVS sobre a matriz X obtém-se diretamente os
eixos principais da nuvem de linha N(I) por meio da matriz V, os eixos
principais da nuvem de coluna N(J) por meio da matriz U, como também a
correspondente inércia captada nesses eixos principais, fornecido pelo
quadrado dos valores singulares (diagonal) de D, .

E importante salientar que ao se calcular U e V de forma independente
e utiliza-los para compor a matriz X, podem ocorrer diferencas nos sinais entre
as linhas da matriz X e daquela obtida por UD,Vt. Isto porque ha dois
autovetores unitarios associados ao mesmo autovalor, com a mesma direcao,
porém com sentido opostos. Pode-se corrigir tal distor¢do calculando-se U em
relacdo a V ou vice-versa, conforme apresentado a seguir:
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Pdés-multiplicando por V, seguido de D;* em (13), tem-se
U= XVD;!

ou pés-multiplicando por U, seguido de D;! em (14), tem-se

V = Xtup;?

Recalculando U em relacéo a V, referente ao exemplo da tabela 2, tem-

se,
U = XVD;*
—0,023 —0,017 0,047 1
_0,198 0283 —0,005|[ >0 053 [0,552 0]
U= —-0,779 0,18
0,105 —0294 0,217 [|" 0 _nggl 1J
0,294 —0,149 -0,172]" ™ ’ 0 0,330
0,017 —0,165
- | 0647 0076
10609 —0,536
0,459 0,824

Assim, a decomposi¢do em valores singulares de matriz X sera

X =UD,Vt
0,017 —0,165
v = 0647 0,076 [0,552 0 ]0,59 ~0,779 0,209
~|o0609 -0536|l 0 0330/l053 0,18 —0,829
0,459 0,824

2.2.13 As coordenadas nos eixos principais

Conforme ja apresentado no subitem 2.1.2, pode-se definir as
coordenadas de um vetor sobre uma base ortonormal através do produto
interno entre o vetor que se deseja projetar e vetores da base. Assim, para se
determinar as coordenadas dos perfis de linha da matriz X (ponderados pela
massa, no espaco transformado) sobre a nova base f = {vl,vz,...,v,} (obtida
através da matriz ortonormal V) bastaria realizar o produto interno entre as

linhas da matriz X e as colunas da matriz V.

99



(proj X)pg = XV)V
F=Xxv

Em AC procura-se representar os residuos dos perfis de linha e de
coluna em um subespaco 6timo, porém, esse subespaco € influenciado pela
métrica de qui-quadrado e pela ponderacdo da massa, 0 que inviabiliza a
reducdo direta de dimensionalidade sob tais caracteristicas. Assim, até esse
ponto, transformou-se os residuos dos perfis de linha originais (matriz R —
1,m!) na matriz X para que fosse possivel aplicar técnicas tais como
decomposicdo espectral, projecfes ortogonais entre outras que sao baseadas
na métrica euclidiana.

Como X pode ser escrito como sendo o residuo entre os perfis de linha

1
e o centroide, ponderado por sua massa D} e equilibrado pela distancia de qui-
1
quadrado D, ?, pode-se fazer uma transformacdo inversa para determinar os
vetores do subespaco 6timo dos residuos dos perfis de linha. A mesma
analogia pode ser feita para os residuos dos perfis de coluna, conforme

mostrado abaixo.

1 1
X = DZ(R — 1,m})D,?

X =UD,V!

1 1
(R —1,m%) = D_2UD,V'D?
1
N =D,2U
1
M = D2V

(R —1,m’) = ND,M®

1 1
U'U = N'D?DZN = N'D,N = I
11
VV = M'D_%D_?M = M'D;'M = I

1 1
Y =Xt = D2(C — 1,m¢)D, ?

Xt =VD, Ut

1 1
(c—1,mt) =D.*VD,U'D?
1
E=D.
1
L =DU

C —1,mt) = ED,Lt
(c-1

1 1
UtU = L'D, 2D %L = L'D; L = I
11
V'V = E'DZD2E = E'D.E = I
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Como mostrado acima, tanto (R —1,mi) como (C—1,m!) foram
decompostos em valores singulares generalizados pelas métricas de qui-
quadrado (D;! e D; ! respectivamente) e pela massa (D, e D.), que era o
almejado. Desta forma, as coordenadas das projecdes dos residuos dos perfis
de linha em M sdo dadas por F = ND, e as coordenadas dos residuos dos
perfis de coluna em L sdo dadas por G = ED,. A seguir demonstra-se a relacao
para os residuos dos perfis de linha.

Sendo

1 1
M!D7'M = M'D_2D_*M = I,
1

e fazendo 0 = D_ M, entdo 0¢0 = I, o que implica que 0 é ortornormal.

Colocando-se o residuo do perfil de linha sob a métrica euclidiana tem-se

1
(R —1,m{)D_2. As coordenadas deste residuo sobre O podem ser obtidas por

produto interno, conforme ja mencionado no item 2.1.2:

1
F=(R-1mD,%-0
11
F=(R-1,mD,%-D,2M

F=(R-1m\)D;'M
como

(R —1,mt) = ND,M?
e poés-multiplicando por D7 1M, obtém-se que

(R —1,m)D;'M = ND,M'D;1M = ND,.

Logo,
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Ha inUmeras maneiras de apresentacdo das matrizes de coordenadas

FeG

F =ND,
1

F =D, 2UD,
1

F =D, 2XV

F = D;'LD,

G =ED,
1

G =D_,2VD,
1

G =D_2X'U

G =D;'MD,

X também pode ser escrito como sendo o residuo entre as frequéncias

relativas observadas (matriz de correspondéncia P) e esperadas (matriz m,mt

de frequéncias relativas esperadas para uma situacao de independéncia entre

linhas e colunas da matriz). Pode-se fazer a mesma analogia para matriz Y.

1 1
X=D.*(P—m,mi)D_?

X =UD,V!
1 1
(P —m,mt) = D2UD,V'D?

[

A= D2U
1
B = D2V

(P —m,mt) = AD Bt

1 1
U'U = A'D, 2D, %A = A'D;'"A = I
1 1

V'V = B'D_2D_?B = B'D;'B = I

1 1
Y =X'*=D_2(P* —m m)D, ?

Xt =VD,Ut
1 1
(Pt —m,mt) = D2V D,U'D?

AN =

B =DV

ey

A=D2U
(Pt —m mt) = BD_A*

1 1
U'U = A'D, 2D, 2A = A'D;'A = |
1 1

V'V = B'D_2D,?B = B'D;'B = I

A grande vantagem desta abordagem € a facilidade de célculos, pois

uma vez calculadas as matrizes envolvidas na nuvem de linha, tem-se

automaticamente calculadas as matrizes envolvidas na nuvem de coluna.
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A partir desta abordagem tem-se que

F=D;'AD,
G = DZ'BD,
vistoque L=AeM = B.

As férmulas apresentadas acima para F e G sao chamadas de
coordenadas principais da nuvem de linha e da nuvem de coluna
respectivamente.

Ao se calcular F e G de forma independente pode levar a “erros” de
sinais, como assegura Greenacre (1984, p. 93). Essas coordenadas seréo
utilizadas para plotar gréficos nos quais as proximidades entre 0os pontos sédo
significativas e uma inversao nos sinais pode levar a marcacdo do ponto em
um quadrante ndo compativel, o que prejudicaria a interpretacdo dos
resultados. Por isto, sdo estabelecidas formulas de transicdo, as quais
permitem calcular G a partir de F e vice-versa. Tais formulas ndo séao
necessarias se U foi calculado a partir de V ou vice-versa.

Um resultado importante para a obtencao das formulas de transicdo € o
que foi observado ao fazer o desenvolvimento do exemplo no item 2.2.11: a
matriz XXt (ou X‘X) tem o centroide de coluna (ou linha) como autovetor

associado ao autovalor 0. Este fato € demonstrado a seguir:

1 1 1 1
Xxt <Dr Zmr> =X [Dg(c —1,mi)D, 2] (Dr2 1,>

1

= XD?(C — 1,mi)1,
1

= XD?(C1; — 1,;m!1,)
1

= XDZ(1, - 1))
1

1
= 01 = O (DT 2m,.>
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Isto quer dizer que o centroide de coluna do espaco transformado é um
dos autovetores da decomposicéo espectral ndo reduzida de XX¢.
Semelhantemente, demonstra-se que o centroide de linha é autovetor
da matriz X*X associado ao autovalor O.
Pode-se agora passar a obtencao das formulas de transicao.
Sendo (Pt —m mt)D;*A = BD, e D;'A = FD;, entdo
G =D;'BD,
G =D;Y(Pt —m mbl)D; 1A
G =D;P'D;'A— D;'m.miD 1A
G = (D;'PY)(D;A) — (D 'm)mi (D A)
G =CFD;'—1,mLD; A
1

G = CFD;' — 1,m.D;1D2U

1
G = CFD;! — <1jm£Dr 2) U

1
Mas <1jm£Dr2> € uma matriz em que cada linha é o centroide de

coluna do espaco transformado, que como ja visto, € um dos autovetores da
decomposicdo espectral ndo reduzida de XX¢. Logo, esse vetor é ortogonal a
gualguer um dos vetores da matriz reduzida de autovetores U, resultado da
decomposicdo espectral de XX'. Isto é, o produto interno do centroide de
coluna do espaco transformado com qualquer dos vetores de U é igual a zero.

Portanto,
1
G =CFD;! - (1,m£Dr 2> U

G=CFD;1—0
G = CFD;!

Nesta formula de transi¢ao calcula-se o vetor de coordenadas G a partir
do vetor de coordenadas F, isto €, a partir das coordenadas principais de linha
sao definidas as coordenadas principais de coluna.

Semelhantemente mostra-se que

F = RGD;!
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em que as coordenadas principais de coluna definem as coordenadas
principais de linha.

Na projecao conjunta das coordenadas principais de linha e de coluna,
chamada de simétrica, as distancias entre os perfis de linha e de coluna néo
sao interpretaveis, mas apenas direcdes e tendéncias (SOUZA, 2004, p.86),
pois pontos de linha e coluna muito préximos nao quer dizer necessariamente
uma forte associagdo entre eles (NYFJALL, 2002b, p. 7).

Uma alternativa a fim de tornar possivel a comparacéo entre as nuvens
de linha e coluna é padronizar as coordenadas principais de tal forma que as
projecdes tenham inércia igual a 1. Isso pode ser conseguido dividindo-se as
componentes das projecdes pela raiz da inércia sobre o eixo principal. Essas
novas coordenadas chamam-se de coordenadas padronizadas e sao

mostradas a sequir:

Coordenadas padronizadas para linhas:
& = FD;*t

Coordenadas padronizadas para colunas:
I'=GD;?

Assim como, foi necessario se calcular as coordenadas principais de
linha em relacdo a coluna, devido a evitar problemas de sinais, faz-se aqui esta
mesma necessidade (GREENACRE, 1984, p. 93), exceto se U foi calculado a
partir de V ou vice-versa. Segue abaixo as féormulas de transicdo entre

coordenadas principais e padronizadas.

® = FD;1
® = RGD;D;?!
® = RGD;?
I'=GD;?
I['=CFD;D;1
[ = CFD;?
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Outra interprecdo para as coordenadas padronizadas € que a mesma
sera a representacdo dos veértices nos eixos principais. Abaixo apresenta-se a
evidencia desta relacgéo.

As coordenadas do perfil de linha sobre os autovetores da matriz M

obtida pela decomposi¢cédo em valores singulares generalizada é dada por:

F = RGD;!

Portanto, GD;! é a matriz responsavel por projetar os perfis de linha R
sobre a base definida por M. Entdo, como os veértices da nuvem de linha
representam as categorias de coluna e podem ser representados como vetores
canbnicos, pode-se substituir a matriz R por uma matriz identidade
(representando uma base candénica). Logo percebe-se que esta projecéo dara

as coordenadas padronizadas de colunas, conforme apresentado abaixo

I'= IGD;?!
Como G = CFD;1, logo
I'= CFD;1D;?
I['= CFD;?

A mesma analogia pode ser realizada para a coordenada padronizada
de linha.

Assim, as coordenadas padronizadas serdo muito Uteis na elaboracéo
do mapa perceptual, pois representardo pontos de referéncia para analise.

Para o exemplo da tabela 2, pode-se decompor os residuos dos perfis
de linha (R —1,m!) utilizando a decomposicdo em valores singulares

generalizadas, conforme descrito a sequir:

(R —1,m’) = ND,M®

em que,

1

1
N=D.*U e M=DV
assim,
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S 0 0 0
0,15
0 1 0 0 0,017 —0,165 0,044 —0,427
N = 0,50 —-0,647 0,076 | _|-0,914 0,107
- 1 0,609 —0,536]| | 1,242 —1,095
0 0 — 0 0,459 0,824 1,384 2,485
0,24
1
0 0 0 —_—
0,11
037 0 0 0590 0,53 0359 0,322
M=| o /0,36 0 [—0,779 0,18]=[—0,468 0,108]
0 0 J027 0,209 —0,829 0,108 —0,430
portanto,
(R —1,mb) = ND,M*
0,044 —0,427
(R — 1,mt) = -0,914 0,107 [0,552 0 ]o,359 —0,468 0,108
I/ =1 1,242  —1,095 0 0,330/(0,322 0,108 —0,430
1,384 2,485

Para o exemplo da tabela 2, a Figura 25 ilustra a projecao dos vetores

m,; e m, da matriz M sob o espaco original.

c?|

c?,

Figura 25 — Representacao dos vetores m,; € m, no espaco original
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As coordenadas dos residuos dos perfis de linha sobre os vetores m,; e

m, podem ser determinados através de:
F=ND,

0,044 —0,427 0,024 -0,141

F= -0,914 0,107 [0,552 0 ] _1-0,505 0,035
| 1,242 —-1,095 0 0,330] | 0,686 —0,361
1,384 2,485 0,764 0,820

A Figura 26 ilustra os vetores m; e m, formando uma base de um
subespaco Otimo sob a métrica de qui-quadrado e as coordenadas dos

residuos dos perfis de linha (R — 1,m!) sobre esta base é dada pela matriz F.

c2|
m2 :
rd

r2

r

c3
Figura 26 — Projecédo dos residuos dos perfis de linha (R — 1,m!) sobre m, e

m;

As coordenadas dos residuos dos perfis de coluna sobre os vetores [,
e l, é dado por:

— CFD;1
_ 1
014 027 032 0271 0024 —0L4TN[_- 4 ]
—0505 0,035 ||0,552
G =014 083 003
0,19 0,37 044 0,686 —0,361 1
0764 082011 © G330
0536 0288
G [—0,717 0,099]
0222 —0526
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As coordenadas padronizadas de linha e coluna serdo

respectivamente:
® = RGD;?
: 1
033 033 033] (cac (g4 o |
0,20 0,60 0,20 0,5522
® = —-0,717 0,099
0,50 0 0501 5599 0,526 !
091 0,09 0 ] ™ ’ 0 0,3302
[ 0,044 —0,427
o= |~0914 0,107
— | 1,242 —1,095
| 1,384 2,485
I'=CFD;?
0,14 0,27 032 0,27 0,024 = —0,141 0 ]
—0,505 0,035 [|0,5522
r=|014 0,83 003
0,19 0,37 044 0,686 _0'361l _J
0,764 0,820 03302
0971 0,872
= [—1,299 0,300 ]
0,402 —1,594

2.2.14 Pontos suplementares

Pontos suplementares sdo pontos que ndo tomam parte no
desenvolvimento da AC, ou seja, ndo interferem na decomposi¢cdo da matriz de
correspondéncia, desejando-se desses pontos apenas suas projecdes no mapa
resultante da AC previamente realizada (SOUZA, 2004, p.72; NAITO, 2007,
p.44).

Souza (2004, p.73) apresenta as origens mais comuns para 0s pontos
suplementares: linhas ou colunas que distorcem a analise (outliers),
observacbes adicionais ou novas informacfes em estudo. Ao representar o
ponto suplementar no mapa perceptual, pode-se verificar as relacbes entre
estes e as categorias estudadas previamente.

A determinacdo das coordenadas dos pontos suplementares segue a
mesma ideia apresentada ao final do item anterior. Considerando-se GD;! a
matriz responsavel pela projecdo dos pontos sobre a base definida por M e

sendo r, o perfil de linha do ponto suplementar, entdo
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fe=riGD;!

em que f é o vetor de coordenadas da proje¢do do ponto suplementar em M.
Semelhantemente,
gs = ¢sFD;*
sendo g o vetor de coordenadas da projecdo do ponto suplementarr em L e

¢, 0 seu perfil de coluna.

2.2.15 Interpretacao da AC

De nada adiantam calculos complexos e exaustivos sobre uma técnica
estatistica se a mesma nao for de facil interpretacdo e util para andlise dos
resultados. Assim, todo trabalho desenvolvido até agora envolvendo conceitos,
demonstracdes algébricas e visbes geométricas dao subsidios para
apresentacao amigavel dos relacionamentos e divergéncias existentes entre as
categorias de uma tabela de contingéncia. Esta apresentacédo se dara atravées
de um grafico denominado mapa perceptual que sera abordado adiante.

Apesar da AC ser uma técnica de cunho exploratério e da facilidade de
interpretacdo dos mapas, ha muitas controvérsias na comunidade cientifica
especializada em relacdo a seus resultados (GREENACRE, 2007, p. 267;
NAITO, 2007, p. 52-53), desde a forma de interpretacdo do mapa perceptual
até a significancia estatistica das relacdes apresentadas. Porém, hoje ja
existem meétodos que permitem investigar as propriedades estatisticas dos
resultados da AC, incluindo testes de hipoteses, que dédo a ela um carater
inferencial. (NAITO, 2007, p. 55). As criticas a interpretacdo dos resultados da
AC servem como um alerta, lembrando que todo cuidado deve ser tomado,

pois 0 uso apenas do mapa pode levar a uma interpretacao duvidosa.

2.2.15.1 Medidas de auxilio na interpretacao

Para uma interpretagdo mais acurada da AC faz-se necessario 0 uso

de algumas medidas descritivas que auxiliam a interpretacdo do mapa
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perceptual, tais como a decomposicdo da inércia sobre os eixos e as relacdes

entre 0s pontos e os eixos (NAITO, 2007, p. 48).
Proporcao de inércia sobre os eixos

A inércia de cada uma das nuvens N(I) e N(J) é decomposta sobre
seus j e i eixos principais, ja mencionado no item 2.2.11, e como 0s €eixos que
ndo captam alguma inércia sdo descartados, pode-se decompor a inércia da
nuvem em k eixos principais em que k = min(i —1,j — 1) e a inércia captada

pelo eixo a é dado por 4,. Entéo,
In()=In(J)=tr(D) =4 + A, + -+ A+ +4

Portanto, pode-se medir a importancia relativa de cada eixo para reter
a inércia total da nuvem sobre si mesmo e esta medida é dada pela seguinte

proporgao:

Aa
< 100%
a=1 Aa

Wy =

Para reducdo de dimensionalidade selecionam-se 0s principais eixos

que captam a inércia da nuvem de pontos, e que ao mesmo tempo possam ser

representados de forma bi ou tridimensional. Sendo assim, pode-se medir o

quao boa € esta representacdo, atravées do somatério dos w, dos eixos

envolvidos na representagéo. Deve-se procurar manter um numero de eixos tal

que a porcentagem de inércia explicada seja superior a 50% (NAITO, 2007, p.
49).

Contribuicao absoluta

A contribuicdo absoluta € o quanto um perfil (ponto) contribui
percentualmente para a formagdo da inércia total do eixo, que por
consequéncia influencia na direcdo do eixo. Portanto, aqueles perfis que
possuem maior contribuicdo absoluta e que estdo em oposicdo em relacdo a
origem no mapa perceptual serdo utilizados para dar uma interpretacdo do
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significado do eixo, normalmente fazendo uso de oposicdo de adjetivos
(PAMPLONA, 1998, p. 43).
A contribuicdo absoluta € uma medida dada pela razdo entre a inércia

do ponto ou projetada no eixo e a inércia total captada pelo eixo
Considerando um perfil de linha , o eixo , a massa de dada por ,ea

componente  da matriz de coordenadas principais , tem-se que:

Para um perfil de coluna e o eixo correspondente, tem-se que

Contribuicao relativa

Conforme ja mencionado no item 2.2.11 a inércia de um perfil pode ser
decomposta nos eixos principais. A Figura 27 ilustra a relagcdo das

componentes da matriz de coordenadas principais e a inércia do ponto

Figura 27 — Decomposicao da distancia do perfil de linha pertencente ao
sobre os eixos a, b, ¢
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Pelo teorema de Pitagoras, tem-se que

k
a2, g) = ) fi
a=1
Multiplicando cada membro pela massa do ponto, tem-se

k
2 — 2
mrid (Ti; gr) - mri Z fia

a=1

k
In(ry) = Z In(r)q
a=1

A contribuicdo relativa representa o quanto um perfil de linha é

representado pelo eixo. Dado um perfil de linha r; e o eixo k, tem-se:

CT(O{) — In(ri)a — In(ri)a _ mrl‘fitzz — fuzz _ COSZ 9
"t In(n) §=1 In(ry)q my; 5:1 fli d*(ry, gr) e
In(g),  In(g), Me ;95 Ga ,
cr(a)cj = == = 5 = or 5 — COs cha
In(c;) a=11n(ci)a Me; Yg=19ja a=1Y9ja

A contribuicdo relativa € que auxilia na escolha da dimensdo que
melhor caracteriza um ponto, isto €, quanto maior a contribuicdo relativa de um

eixo, mais esse eixo caracteriza o ponto (PAMPLONA, 1998, p. 42).

2.2.15.2 Mapas perceptuais

Os mapas perceptuais permitem visualizar as similaridades como
também as diferencas entre as categorias das varidveis envolvidas. O tipo de
mapa a ser utilizado depende da natureza dos dados e dos objetivos do
pesquisador (GREENACRE, 2007, p.11).

No item 2.2.13, obteve-se as coordenadas dos pontos das nuvens por
dois processos diferentes: por coordenadas principais e por coordenadas
padronizadas. A conjugacéo desses processos na representacao dos perfis de
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linha e coluna simultaneamente gera dois tipos béasicos de mapas, o0s
simétricos e 0s assimétricos.

Nao importando o tipo de mapa, os resultados da AC sao invariantes
(GREENACRE, 2007, p. 11). Pamplona (1998, p. 42-45) apresenta um roteiro
geral de interpretacdo dos mapas.

A primeira etapa da interpretagdo do mapa perceptual € dar um
significado aos eixos, de acordo com 0s pontos com as maiores contribui¢coes
absolutas e em oposicdo a origem, interpretando os eixos por oposicao de
adjetivos.

Para o estudo dos pontos individualmente deve-se levar em conta a
contribuicdo relativa de cada eixo para o ponto, compara-lo com a média
(centroide, origem), e verificar sua posi¢cao em relacéo ao significado dos eixos.

A relacdo entre pontos de uma mesma nuvem pode ser dada por
proximidades ou por distanciamentos. Pontos muito proximos do centroide
estdo em situagdo de independéncia, ainda que bastante agrupados. Pontos de
uma mesma nuvem muito préximos entre si, mas distanciados do centroide,
apresentam estruturas semelhantes. Pontos distantes entre si apresentam

relacdo com categorias diferentes da outra variavel.

Mapa simétrico

O mapa simétrico é aquele que utiliza as coordenadas principais
definidas em F para os perfis de linha e as coordenadas principais definidas em
G para os perfis de coluna sobre o mesmo grafico (GREENACRE, 2007, p. 70).

Esse grafico é um dos mais utilizados em AC (GREENACRE, 2007,
p.70), pois permite interpretar tanto a projecdo dos pontos de linha como dos
pontos de coluna em relacdo aos eixos num unico grafico, sendo que quanto
mais proximo da origem menor € a contribuicdo relativa desse eixo para com o
ponto e quanto mais a proje¢do se aproxima de uma das extremidades do eixo,
maior é a associacao desse ponto com o significado da extremidade do eixo.

Outra grande vantagem desse mapa € que as coordenadas dos pontos
retrata a distancia de qui-quadrado projetada sobre o eixo correspondente.
Assim, pode-se verificar as relagbes de similaridades através das distancias
entre os pontos da mesma nuvem. E importante ressaltar que como os perfis

de linha e coluna ndo estdo no mesmo subespaco, ndo é possivel afirmar
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relacbes de similaridades ou divergéncias entre perfis de linha e coluna
baseados nas suas distancias. Tais relacdes podem ser conseguidas através

dos mapas assimétricos.
Mapas assimétricos

Os mapas assimétricos sdo aqueles que utilizam coordenadas
principais para uma nuvem e padronizadas para a outra nuvem. Quando utiliza
coordenada principal por linha (matriz F) e padronizada por coluna (matriz T'), é
dito mapa principal por linha; quando utiliza coordenada principal por coluna
(matriz G) e padronizada por linha (matriz @), é dito mapa principal por coluna
(GREENACRE, 2007, p. 68).

Conforme mencionado no item 2.2.13 as coordenadas padronizadas de
linha e coluna, podem ser interpretadas como vértices na nuvem de coluna e
de linha, respectivamente. Sendo assim, os perfis de linha e os veértices de
coluna estdo no mesmo subespaco e, portanto, podem ser identificadas suas
similaridades e diferencas através de suas distancias.

Se 0 objetivo é estudar o comportamento das linhas em relacédo as
colunas, utiliza-se o mapa principal por linha, isto €, linhas em coordenadas
principais e colunas em coordenadas padronizadas. Este grafico ira representar
os perfis de coluna como vértices (valores extremos) e assim verifica-se para
cada perfil de linha de qual vértice mais se aproximou.

Se 0 objetivo é estudar o comportamento das colunas em relacdo as
linhas, utiliza-se o mapa principal por coluna, isto €, colunas em coordenadas
principais e linhas em coordenadas padronizadas, visto que as linhas seréo os
vértices (valores extremos).

A seguir ilustra-se a interpretacdo da AC para os dados da tabela 2.
Primeiramente, serdo calculadas as medidas que auxiliam na interpretacdo dos
mapas perceptuais para posteriormente construi-los.

Sabe-se que

A, 0 0,305 0
2 _ 1 _ )
b5 =Dy = [0 ,12] - [ 0 0,109]

portanto, calcula-se a proporcdo da inércia da nuvem que é explicada por cada
eixo (1 e 2).
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Wy = 2’11 :100% = 2% 10006 = 73,7%
2_1 e 0,414
A2

100% = 0,109 100% = 26,3%
2_ g ° 70,414 0T e

0)2:

O eixo 1 é responsavel pro 73,7% da inércia total, sendo o eixo 2
responsavel por 26,3%. Tem-se que 100% da inércia total esta capturada por
esses dois eixos.

Supondo que o0 objetivo seja analisar a relacdo das linhas em
detrimento das colunas. Entdo as maiores contribuicdes absolutas dos perfis de
coluna darao o significado dos eixos, permitindo assim, uma interpretacao dos
perfis de linha sobre os eixos. Calculando a contribuicdo absoluta dos perfis de

coluna sobre os eixos 1 e 2, tem-se:

Sabe-se que:

—-1,299 0,300

0,971 0,872
0,402 —1,594

Calculando as contribuigdes absolutas das colunas sobre o eixo 1:

In(c me, g7
3 5 1 _ 0/11911 =m,, 74 = 0,37 -0,9712 = 0,349
j=1 n(c) 1

ca(cy)y = me,t3; = 0,36 - 1,299% = 0,608

ca(cy), =

ca(c3); = me,t5; = 0,27 - 0,402% = 0,044
Calculando as contribuicdes absolutas das colunas sobre o eixo 2:

ca(c;), = me, 17, = 0,37 - 0,872% = 0,281
ca(cy), = me,t% = 0,36 - 0,300% = 0,032
ca(cs), = me, 15, = 0,27 - —1,594% = 0,686

Sendo assim, sdo os perfis de coluna com as maiores contribuicbes

absolutas e opositores ao centroide que irdo dar significado aos extremos dos
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eixos. Logo, o eixo 1 pode ser interpretado como a diferenca caracteristica
entre ¢; e c, (equivalente as categorias Bl e B2 referente ao exemplo
llustrativo da tabela 2) e o eixo 2 pode ser interpretado como a diferenca da
caracteristica entre c; e c; (categoria B1 e B3). Como as categorias de linha e
coluna nao tém significado neste exemplo, ndo é possivel dar um significado a
interpretacdo dos eixos.

Se o0 interesse for analisar as relacdes das colunas em relacdo as
linhas. Faz-se necessario dar um significado aos eixos em relagédo as linhas e

assim devem-se calcular as contribui¢cdes absolutas em relacdo as linhas

Sabe-se que:
0,044 —0,427

P = -0,914 0,107
| 1,242 —-1,095
1,384 2,485

Calculando as contribuigdes absolutas das linhas sobre o eixo 1:

In(r; my, ff;
- (1 _ T1f11 — mr1¢%1 = 0,15 - 0,044% = 0,000
i In(ry) A

ca(r,); = my, 3, = 0,50 - (—0,914)% = 0,418

ca(r); =

ca(rs); = my,¢3; = 0,24 - (1,242)% = 0,370
ca(ry); = my, 3 = 0,11 - (1,384)% = 0,211

Calculando as contribuicdes absolutas das linhas sobre o eixo 2:

ca(ry), = my i, = 0,15 (=0,427)* = 0,027
ca(ry), = my,¢3, = 0,50 - (0,107)* = 0,006
ca(rs); = my 2, = 0,24 - (—1,095)? = 0,288
ca(ry), = my, P, = 0,11 (2,485)* = 0,679

A seguir calculam-se as contribuicdes relativas referente dos perfis de

linha.

117



Sabe-se que a diagonal da matriz XX revela a inércia dos perfis de
linha,
0,003 -0,005 0,013 -0,012
-0,005 0,128 —-0,124 —-0,083

0,013 -0,124 0,144 0,037
-0,012 -0,08 0,371 0,138

XXt

e que a matriz F fornece as coordenadas principais de linha

0,024 -0,141
F= -0,505 0,035
0,686 —0,361
0,764 0,820

Calculando as contribui¢cdes relativas do eixo 1 sobre os perfis de linha:

_In(r), _my ffi 0,150,024

1. = = - = 0,029
cr(Dr, In(ry) In(r) 0,003
1), = In(r3), _ mrzfzzl 0,50 (—0,505)% — 0995
i = In(ry) In(r) 0,128 -
(D), = In(r),  myyfst 0,24-(0,686)2 0783
T =Gy ~ In(s) 0,144
1), = In(r,)4 _ mr4ﬁtz1 _011- (0,764)2 — 0464
T =Gy " Inty) 0138

Calculando as contribuicdes relativas do eixo 2 sobre os perfis de linha:

_In(r); my fih 0,15 (=0,141)

2), = = = = 0,971
cr(Dr, In(ry)  In(r) 0,003
@), = In(r)), my,f5 050-0,035% 0005
T = Tty In(ry) 0,128
(@), =m0 _ meofs; _0,24- (03617 .
Tl = In(r;)  In(r;) 0,144 -
@), = In(ry), my,fi5 0,11-0,82% 0536
rielr, = In(r,) In(r,) 0138

Pelas contribuices relativas pode-se perceber que a andlise do perfil

de linha r; deve ser realizada sobre o eixo 2, visto que o0 mesmo contribui com
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97,1% da inércia deste perfil, enquanto o eixo 1 contribui com apenas 2,9% da
inércia, podendo-se, portanto, ignora-lo. Ja a analise da categoria A4, referente
ao perfil de linha r,, deve-se levar em consideracdo os dois eixos, visto que a

contribuicdo relativa do eixo 1 e 2 sao 46,4% e 53,6%, respectivamente.

A seguir calculam-se as contribuicdes relativas referentes aos perfis de
coluna.
Sabe-se que a diagonal da matriz X‘X revela a inércia dos perfis de

coluna,
Xtx =|(-0,13 0,189 —0,066

0,137 -0,13 —0,0l]
-0,01 -0,066 0,088

e que a matriz G fornece as coordenadas principais de coluna

-0,717 0,099

0,536 0,288
0,222 —-0,526

Calculando as contribuicdes relativas do eixo 1 sobre os perfis de

coluna:

_ In(cy), _ mclgﬁ 0,37 0,536%

1, = = = = 0,776
cr(De, In(c;)  In(cy) 0,137
(D, = In(cy);  Mc,g951 0,36 (=0,717)? 0981
Tite; = In(c,) In(c,) 0,189 -
(b, _ ey meygh 027-0222°
e = In(c;) In(c;) 008

Calculando as contribuicdes relativas do eixo 2 sobre os perfis de

coluna:

In(c), _mc,9i, 0,370,288

2).. = = = = 0,224
cr(2)e, In(c;) In(cy) 0,137
In(cy), Mmc,g95 0,36-0,099?
T@e, = Ty = Tnley) 0,189
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In(C3)2 _ ngg:gZ _ 0)27 : (_0)526)2
In(c;)  In(cs) 0,088

cr(2)¢, = = 0,849

De forma similar como foi realizado para os perfis de linha, pode-se
perceber que a categoria B2, referente ao perfil de coluna c,, deve ser
analisada levando em consideracdo apenas o eixo 1, visto que 0 mesmo é
responsavel por 98,1% da inércia dessa categoria.

Finalmente podem-se construir 0s mapas perceptuais para a analise
das similaridades e divergéncias entre as categorias do exemplo ilustrativo da
tabela 2. Através das matrizes F e G que fornecem as coordenadas principais
da nuvem de linha e coluna, respectivamente pode-se montar 0 mapa simétrico
conforme descrito a seguir:

Sabe-se que,

0,024 —0,141 0,536 0,288
—0,505 0,035

F= e G=1/-0,717 0,099
0,686 —0,361 0,222 —0,526
0,764 0,820 ' '

entao,

Mapa Simétrico
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B1®
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Figura 28 — Mapa perceptual simétrico do exemplo ilustrativo da Tabela 2
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Com o auxilio das medidas descritivas (proporcdo da inércia de cada
eixo, contribuicbes absolutas e relativas), pode-se realizar a interpretacao do
mapa perceptual simétrico.

Através da proporcéo da inércia que € captada por cada eixo, percebe-
se que a dimenséo 1 (eixo 1) explica 73,7% de toda a inércia da nuvem, sendo
0 restante explicado pela segunda dimensdo (eixo 2). De forma geral a
dimenséo 1 serd a mais importante para analise dos dados.

Com o objetivo da analise sobre as linhas, pode-se interpretar a
dimenséo 1 através das maiores contribuicdes absolutas de coluna opostas no
mapa. Assim, B1 e B2 dardo o significado da dimensdo 1 e B1 e B3 dardo o
significado da dimenséo 2.

Na analise grafica pode-se perceber que Al esta proxima ao centroide
e portanto € a categoria menos relacionada com as categorias Bj. Ja a
categoria A2 deve ser analisada levando-se em consideracdo a dimensao 1,
pois a contribuicdo relativa do eixo 1 para sua inércia € de 99,5%.

Vale a pena ressaltar que nesse tipo de grafico ndo é possivel avaliar
proximidades e diferencas entre categorias de linha e coluna, visto que as
mesmas ndo estdo no mesmo subespaco. Assim, analisando o mapa simétrico
pode-se ter a impressao que a categoria B1 possui a mesma distancia entre as
categorias A3 e A4, porém através do mapa assimétrico principal por linha
(Figura 29) é possivel perceber que a categoria B1 esta proxima de A4, mas
nao de A3, o0 que sugere uma relacdo entre Bl e A4.

O mapa assimétrico é utilizado quando se deseja relacionar as
categorias de linha e coluna. No mapa assimétrico principal por linha utilizam-
se as matrizes F e I' que revela as coordenadas principais por linha e
padronizadas por coluna respectivamente.

Sabe-se que

0,024 —0,141 0971 0,872
—-0,505 0,035

Fe r=[-1,299 0,300
0,686 —0,361 0,402 —1,594
0,764 0,820 ' '
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Mapa Assimétrico Principal por Linha
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Dimenséo 1

Figura 29 — Mapa perceptual assimétrico principal por linha do exemplo
ilustrativo da Tabela 2

Utilizando o mapa assimétrico por linha, os perfis de coluna (categorias
B) serdo os pontos extremos que os perfis de linha (categorias A) podem
tomar. Assim, quanto mais proximo do centroide uma categoria A estiver, mais
independente estard em relacdo as categorias de B e por sua vez quanto mais
proxima uma categoria A estiver de uma das categorias de B, mais € evidente
sua relagdo com a mesma. Nesse, sentido percebe-se a forte relacdo que ha
entre A4 e B1.

A andlise do mapa assimétrico principal por coluna (Figura 30) pode
ser realizada da mesma forma que o mapa assimeétrico principal por linha. Para
montagem deste mapa utilizam-se as matrizes G e ® que constituem as
coordenadas principal por coluna e padronizadas por linha.

Sabe-se que
0,044 —0,427

—0,914 0,107 0,536 0,288
P = G =|-0717 0,099

1,242 —1,095 et

1;384 2,485 ’ )
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Dimensao 2

Figura 30 — Mapa perceptual assimétrico principal por coluna do

ilustrativo da Tabela 2

Mapa Assimétrico Principal por Coluna
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3 MATERIAL E METODOS

A producdo de cana-de-acucar (Saccharum spp.) na safra de
2011/2012, estimada pela Conab (2011) foi de 571 milhdes de toneladas e de
acordo com Bertelli (2012) esta producdo necessitara ser dobrada até 2020,
para atender a fabricacdo de acucar para o0 mercado doméstico e exportacdes,
a producao de etanol, bem como na geracdo de 13 mil megawatts, o que
equivale a producao da hidrelétrica de Itaipu. A cana-de-acucar € uma fonte de
energia renovavel e produzida a partir de seus residuos, tais como bagaco,
palha, palhico, entre outros (ALCARDE, 2012)

Para satisfazer esta demanda de mercado fazem-se necessarios
investimentos nos diversos setores da economia envolvidos na cadeia
produtiva da cana-de-acucar, tais como aumento das areas de plantio, oferta
de crédito para o aumento da producdo e o desenvolvimento de novas
tecnologias, tanto para o manejo da cana, quanto para o seu melhoramento
genético.

Os estudos de melhoramento genético envolvendo a cana-de-agucar
visam obter o aumento de produtividade e melhoria na qualidade da matéria
prima para fabricagdo de etanol e de agucar. Como o desenvolvimento de
novos cultivares € um processo de longa duracgéo, torna-se indispensavel o uso
de técnicas estatisticas ou fitotécnicas apropriadas para se otimizar o processo
de selecéo.

Uma alternativa para agilizar a coleta de dados no campo é a
categorizacdo das variaveis componentes da producédo, pois desta forma néo
requer avaliacdo individual de plantas no experimento. Apesar de ser um
processo menos eficiente de sele¢éo, a categorizagcdo permite a avaliagao de
um maior numero de familias por vez (SOUZA; PETERNELLI; BERNARDES,
2012, p. 2).

Em 2006, a Estacdo Experimental de Serra do Ouro, localizada na
cidade de Murici (AL) e pertencente & Universidade Federal de Alagoas,
realizou vérios cruzamentos de cana-de-acUcar e 0s enviou ao Centro de
Pesquisa e Melhoramento de Cana-de-Acucar da Universidade Federal de
Vicosa (CECA - UFV), que por sua fez realizou 5 experimentos com 22 familias

de irmaos completos cada um.
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Para a aplicacdo da AC foi utilizada uma base de dados proveniente do
experimento 3. Este era formado por 22 familias em blocos inteiramente
casualizados com 5 repeticfes. As variaveis usadas no presente trabalho foram
0 numero de colmos por planta (NC), a altura média dos colmos (AC), o
diametro do 52 internddio contado a partir da base do colmo (DC) e o peso da
touceira.

Com base em critérios de pratica de campo, os dados foram

categorizados conforme apresentado na Tabela 6:

Tabela 6 — Critério de categorizacdo das variaveis explicativas do experimento
com cana-de-acgucar

Variavel Categoria Medida
pouco (po) NC <5
Numero de colmos (NC) médio (me) 5<NC<8
muitos (mu) NC =8
Altura do colmo (AC) baixo (ba) AC <260 cm
alto (al) AC = 260 cm
fino (fin) DC<2cm
meédio (med) 2cm<DC<25cm
Diametro do colmo (DC)
grosso (gro) 25cm<DC<3cm
muito grosso (mgr) DC >3 cm

Fonte: Adaptado de Souza, Peternelli e Bernardes, 2012, p.3.

O peso das touceiras (em TCH — tonelada de cana por hectare) foi
categorizado para este trabalho utilizando, como ponto de corte, 0s percentis
20, 40, 60 e 80, tendo como resultado: Péssimo Peso, se peso < 2,8; Peso
Ruim, se 2 < peso < 6,4; Peso Regular, se 6,4 < peso < 11,2; Bom Peso, se
11,2 < peso < 18,4; e Excelente Peso, se peso > 18,4.

As andlises foram realizadas no software R versdo 2.14.0 (R
DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011) por meio do pacote ca (GREENACRE,
NENADIC, 2010), com mapas perceptuais principal por linha e simétrico.
Posteriormente foram adicionados pontos suplementares por adicdo de novas
informacdes referentes as familias. Além disso, foi consultada a obra de
Peternelli e Mello (2011) para lidar com os aspectos operacionais do software
R.

125



O uso da AC na area de ciéncias agrarias ainda ndo € muito explorado.
Com este trabalho, além do detalhamento do desenvolvimento algébrico e
geométrico ja apresentado, procura-se demonstrar sua utilidade aplicando-a
aos dados do experimento de melhoramento genético da cana-de-acucar.
Neste exemplo, objetivou-se definir qual caracteristica fenotipica da cana,
associada aos componentes da produgdo, que pode ser utilizada como
indicadora do melhor peso da touceira, como também definir quais sdo as

familias que apresentaram melhores resultados.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para facilitar o entendimento da interpretagdo da AC, tanto em relagéo
as medidas descritivas dos perfis, quanto para analise dos mapas perceptuais
buscou-se uma nomenclatura para as combinagcdes entre as categorias das
variaveis, utilizando as abreviacdes apresentadas na Tabela 6 na seguinte
ordem: numero de colmos, altura e diametro. Exemplificando, mealfin quer
dizer uma touceira com as caracteristicas de nimero médio de colmos, altos e
finos; e mubamgr, muitos colmos, baixos e muito grossos.

Os pesos foram classificados em p_pess (péssimo peso), p_ruim (peso
ruim), p_reg (peso regular), p_bom (bom peso) e p_exc (excelente peso).

; ‘mebamgr
: almed
o .ﬁi‘nebiﬂ?ﬁ
- mebamed : mealgro
bafi * 5 A
mebafin oalmar
. .D d E .mealmgr
BTN
— u .p@tﬁ
= oo ;
Ty pobamagr ' mubafin
i ¢ : ¢ mubamed
™ ®
o
o
En] po ra
E g _oﬂﬂfﬁ%‘ad """""""""""""""""" ‘rTT """ r r:
i} =
E .
o :
: mualmegd
: L
: r
g — abamed ; ‘Wﬁj{ﬁﬁ?ﬂg
i | pess :
A : p_dxc
AP
; mualmagr
GHonafin : *
= E
N | | | | |
-1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

dimensio 1 (59 4%)

Figura 31 — Mapa perceptual simétrico das caracteristicas da cana-de-acucar e
peso da cana
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O mapa perceptual simétrico (Figura 31) apresenta uma conformacao
caracteristica chamada de ferradura (horseshoe) ou efeito Gutmann. Esta
conformacdo pode aparecer em AC e também em outras técnicas de
escalonamento multidimensional (GREENACRE, 1984, p. 227), e, segundo
Naito (2007, p. 53), ndo compromete os resultados da AC para o conjunto de
dados, além de permitir, afirma Greenacre (1984, p.227), uma reordenagdo dos
pontos como aparecem em relacdo ao eixo de maior inérciaTabela 7 —

Decomposicao da inércia sobre os eixos principais.

Tabela 7 — Decomposicao da inércia sobre os eixos principais

Dimenséao Valor % Cum%
1 0,827438 59,4 59,4
2 0,383060 27,5 86,9
3 0,156063 11,2 98,1
4 0,026735 1,9 100,0
Total: 1,39330 100,0

Pela Tabela 7, verificou-se que o eixo 1 é responsavel por 59,4% da
inércia total e o eixo 2 por 27,5%, que conjuntamente perfazem 86,9% da
inércia total. Logo, existe boa representatividade dos perfis no espaco R2.

Como o objetivo é analisar as caracteristicas fenotipicas da cana-de-
acucar em relacdo ao peso da touceira, buscou-se dar significado aos eixos
levando-se em consideracdo os perfis de coluna que representam a

categorizacao do peso.

Tabela 8 — Medidas descritivas da AC sobre o perfil de coluna multiplicadas por

mil.
mass qlt inr k=1 cor ctr k=2 cor ctr

Pl ") @ @ @ (5 6 @ ® O
p_pess 210 959 342 -1345 795 459 -610 163 203

p_ruim 204 687 173 -697 411 120 571 276 174
p_reg 205 808 150 369 134 34 830 674 368
p_bom 191 859 114 835 840 161 -127 19 8
p_exc 191 918 221 992 610 227 -704 308 247
(1) - massa do perfil (3) —inércia relativa
(2) — contribuicao relativa total considerando (4 ) — coordenada principal sobre o eixo 1
as dimensdes 1 e 2 (5) — contribuicao relativa sobre o eixo 1
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(6) — contribuicdo absoluta sobre o eixo 1 (8) — contribuicao relativa sobre o eixo 2
(7) — coordenada principal sobre o eixo 2 (9) — contribuicdo absoluta sobre o eixo 2

Pela Tabela 8 percebe-se que os perfis de coluna p_pess e p_exc
foram os que mais contribuiram para a inércia e dire¢cdo do eixo 1, com
contribuicdes absolutas de 45,9% e 22,7%, respectivamente, e como esses
perfis se apresentam em lados opostos no mapa perceptual serdo utilizados
para dar um significado ao eixo 1. Assim, quanto mais os perfis de linha se
aproximam da extremidade esquerda do eixo, mais pode-se associar esses
perfis a um peso baixo da touceira, e quanto mais os perfis se aproximam da
extremidade direita do eixo mais pode-se associar esses perfis a um peso alto
da touceira. Cabe ressaltar que o0 eixo 1 retém aproximadamente 60% da
inércia total (variabilidade total), sendo o principal eixo para ser analisado com
0 objetivo de relacionar os perfis aos pesos.

Ainda de acordo com a Tabela 8 os perfis que estdo em lados opostos
e que possuem a maior contribuicdo absoluta sobre o eixo 2 séo, de um lado
Jp_exc e p_pess com as contribuicbes absolutas de 24,7% e 20,3%,
respectivamente, e, de outro lado, p_reg e p_ruim com a contribuicdo absoluta
de 36,8% e 17,4% respectivamente. Assim pode-se perceber que 0s pontos
extremos (maior e menor producdo) estdo posicionados na extremidade baixa
do eixo 2 e os pontos com producéo baixa para regular estdo posicionados em
sua extremidade alta. Assim quanto mais os perfis de linha se aproximam da
extremidade alta do eixo 2, mais estdo associados a um peso de touceira entre
baixo e regular e quanto mais os perfis de linha se aproximam da extremidade
baixa do eixo 2, mais estdo associadas a valores extremos.

Para andlise dos perfis de linha que representam as caracteristicas
fisicas da cana-de-agucar sobre o eixo 1, pode-se selecionar aqueles com a
maior contribuicdo relativa sobre esta dimensdo, conforme apresentado na
Tabela 9.

Os perfis entre pobafin até poalgro e mubamed até mualmgr
acrescentando-se o perfil mealfin possuem maior contribuicao relativa sobre o
eixo 1 e, portanto devem ser interpretados utilizando o eixo 1.

Ja os perfis entre poalmgr até mubafin com excecdo do mealfin
possuem contribuicdo relativa maior sobre o0 eixo 2 e portanto devem ser

interpretados levando-se em consideracao tal eixo.
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Tabela 9 - Medidas descritivas da AC sobre o perfil de linha multiplicadas por

mil
Perfi mass qlt inr k=1 cor ctr k=2 cor ctr
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
pobafin 59 869 139 -1441 632 148  -882 237 120
pobamed 102 971 153 -1315 828 214  -546 143 80
pobagro 67 869 66  -1095 869 97 18 0 0
pobamgr 14 738 12 -887 636 13 354 101 5
poalfin 6 890 6 -1123 889 10 -31 1 0
poalmed 35 959 30 -1065 958 48 -26 1 0
poalgro 45 656 45 -779 440 33 546 216 35
poalmgr 21 947 11 -362 173 3 764 774 32
mebafin 6 500 10 -721 232 4 774 268 10
mebamed 47 803 40 -389 127 9 899 676 99
mebagro 30 973 24 -40 1 0 1038 971 86
mebamgr 6 640 10 340 52 1 1145 588 22
mealfin 3 877 2 -652 512 1 551 365 2
mealmed 40 879 37 147 17 1 1057 862 117
mealgro 53 727 52 388 110 10 918 616 116
mealmgr 22 568 25 602 222 9 750 345 32
mubafin 18 703 4 301 292 2 357 411 6
mubamed 74 708 39 678 625 41 247 83 12
mubagro 61 954 32 826 937 50 -111 17 2
mubamgr 14 947 12 950 749 15 -489 198 9
mualfin 6 890 3 699 882 4 -63 7 0
mualmed 81 959 54 878 829 76 -347 130 26
mualgro 133 953 114 934 728 140 -520 225 94
mualmgr 56 884 78 1026 541 71 -817 343 97

(1) - massa do perfil
(2) — contribuicao relativa total considerando

as dimensdes 1 e 2

(3) —inércia relativa

(4) — coordenada principal sobre o eixo 1

(5) — contribuicao relativa sobre o eixo 1
(6) — contribuicdo absoluta sobre o eixo 1
(7) — coordenada principal sobre o eixo 2
(8) — contribuicao relativa sobre o eixo 2
(9) — contribuicdo absoluta sobre o eixo 2

Analisando as contribui¢des relativas, ja mencionadas, pode-se refazer

a Figura 31 destacando aquelas que devem ser interpretadas por cada um dos

eixos.
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Figura 32 — Mapa perceptual simétrico das caracteristicas da cana-de-acgucar e
peso da touceira destacando-se os pontos que devem ser interpretados pelo
eixo 1

Pode-se interpretar que os perfis compreendidos dentro da elipse a

esquerda da Figura 32 podem ser interpretadas com baixa produtividade e em
contrapartida os perfis compreendidos dentro da elipse a direita da Figura 32
podem ser associados a uma alta produtividade. Ja os perfis que ndo estao
compreendidos em nenhuma das elipses estdo associados a uma producéo
regular.

Com o objetivo de relacionar perfis de linha e coluna no mesmo mapa
perceptual faz-se necessario o uso do mapa assimétrico. Para relacionar cada
perfil de linha (caracteristicas fenotipicas) com o vértice que representa a

categoria de produtividade usa-se 0 mapa perceptual principal por linha.
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dimensao 2 (27 5%)

dimenséo 1 (59,4%)

Figura 33 — Mapa perceptual assimétrico principal por linha das caracteristicas
da cana-de-acucar classificando-as de acordo com a producéo

Segundo Greenacre (1984, p. 227) quando o mapa perceptual possui
uma apresentacdo em forma de ferradura (horseshoe), tais pontos podem ser
ordenados utilizando o eixo de maior inércia para este fim. Assim, pode-se
ordenar todos os perfis de linha (combinacfes de caracteristica da cana) sobre
0 eixo 1, visto que os mesmos estao sob a forma de ferradura, a excecéo do

perfil mubafin que saiu desse padréao, podendo ser considerado como um perfil

atipico.

1. pobafin 7. poagro 13. mealmed 19. mualfin

2. pobamed 8. mebafin 14. mubafin 20. mubagro
3. podfin 9. medfin 15. mebamgr 21. mua med
4. pobagro 10. mebamed 16. mealgro 22. mualgro

5. poamed 11. poalmgr 17. mealmgr 23. mubamgr
6. pobamgr 12. mebagro 18. mubamed 24. muamgr
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Ressalta-se que o0s pontos mebagro e mealmed estdo mal
representados no eixo 1. Tomando por base esta reordenacao, percebe-se que
todos os pontos até mebagro tém peso médio abaixo da média geral; os
demais, acima da média geral.

Através desta ordenacédo e associada a proximidade dos perfis de linha
aos vértices das colunas pode-se classificar os perfis de linha quanto ao peso
da touceira, como mostra a Tabela 10.

Tabela 10 — Classificacdo dos perfis de linha quanto as faixas de peso da
touceira com ordenacéao crescente

Perfis abaixo da média geral Perfis acima da média geral
Peso da touceira Caracteristica Peso da touceira Caracteristica
pobafin mealmed
p_pess
pobamed mebamgr
p_reg
pobagro mealgro
p_pess e p_ruim poalfin mealmgr
poalmed ponto atipico mubafin
pobamgr mubamed
poalgro mualfin
_ mealfin mubagro
p_ruim _ p_bom
mebafin mualmed
poalmgr mubamgr
mebamed mualgro
p_ruim e p_reg mebagro p_exc mualmgr

Na Figura 34, pode-se visualizar a associacdo do numero de colmos
com o peso da touceira. Assim percebe-se que o0 numero de colmos da
touceira € um fator determinante para que se possa avaliar seu peso.
Touceiras com muitos colmos tendem a ter pesos maiores e touceiras com
poucos colmos tendem a ter pesos menores, independentes da sua altura e
diametro.

Essa informacdo é de fundamental importancia, uma vez que pode
facilitar os aspectos operacionais na selecdo de familias para o melhoramento
genético. Isto ocorre porque o pesquisador ndo necessitara esperar a época da

colheita para a selecéao de familias com as melhores caracteristicas de peso da
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touceira, podera selecionar a touceira previamente se baseando naquelas com

0S maiores nimeros de colmos.
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Figura 34 — Mapa perceptual assimétrico principal por linha agrupando os perfis
de linha de acordo com o numero de colmos e, consequentemente, pelo peso
de touceira

Com o objetivo de relacionar as familias de cana com a classificacéo
do peso das touceiras (vértices de coluna) projeta-se tais pontos como
suplementares. Na Figura 35 percebe-se que de modo geral todas foram
projetadas no mapa perceptual préximo do centroide o que revela que as
familias ndo sao eficientes para discriminar o peso da touceira.

Isso € devido ao fato de que as 5 categorias do peso da touceira
aparecem em todas as familias de forma ndo muito distinta. Mesmo assim é
possivel verificar pela Figura 35 que a familia de nimero 57 esta associada ao
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peso de touceira baixo, como também as familias de numero 61 e 50 e 65

estao associadas a altos pesos de touceiras.
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Figura 35 — Mapa perceptual principal por linha de caracteristicas da cana e
peso da touceira com a projecdo dos pontos suplementares das familias da
cana
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CONCLUSAO

A andlise de correspondéncia mostrou ser um método simples para
analise de dados categoricos sob a forma de uma tabela de contingéncia,
porém, sua teoria é extensa e exige um bom embasamento teérico de algebra
linear. Ler o presente trabalho exige tempo e disposicdo, mas a0 mesmo
tempo, minimiza o esfor¢co do leitor na busca por outros trabalhos para o
entendimento desta técnica. Além disso, a abordagem geométrica, associada
ao exemplo ilustrativo, permite que um leitor ndo muito afeito aos
desenvolvimentos algébricos possa ter uma visdo completa do passo a passo
da andlise de correspondéncia simples.

Ao aplicar analise de correspondéncia aos dados da cana-de-acucar
verificou-se que o numero de colmos é um fator determinante para antecipar a

categoria de peso da touceira.
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