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Resumo

SILVA, Simone Aparecida da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, novempro de
2019. UM ESTUDO SOBRE INTERSECOES DE CURVAS ALGEBRI-
CAS PLANAS. Orientadora: Danielle Franco Nicolau Lara.

O estudo sobre as intersecoes de Curvas Algébricas, nos leva ao Teorema de Bézout,
que versa sobre o numero de pontos de intersecao entre duas curvas. Para melhor
compreender este importante teorema, estudaremos sobre a Geometria Algébrica
Classica que envolve a Geometria Analitica e a Geometria Projetiva. Além do plano
cartesiano e complexo, trataremos também do plano projetivo que contém os pontos
finitos e os pontos no infinito. Definiremos curvas algébricas e curvas projetivas
chegando assim ao objetivo do nosso trabalho que é a demonstracao do Teorema de

Bézout.

Palavras-chave: Intersecao de curvas. Curva algébrica. Teorema de Bézout. Geome-

tria algébrica. Geometria analitica.



Abstract

SILVA, Simone Aparecida da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, November,
2019. Algebraic Curves - The Bezout Theorem. Adviser: Danielle Franco
Nicolau Lara.

The study of the intersections of Algebraic Curves leads us to the Bézout Theorem,
which deals with the number of intersection points between two curves. To better un-
derstand this important theorem, we will study about Classical Algebraic Geometry
involving Analytic Geometry and Projective Geometry. In addition to the Cartesian
and complex plane, we will also deal with the projective plane that contains the
finite points and the infinity points. We will define algebraic curves and projective
curves, thus reaching the objective of our work, which is the demonstration of the

Bezout Theorem.

Keywords: Intersection of curves. Algebraic curve. Bézout’s theorem. Algebraic

geometry. Analytical geometry.
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Introducao

Curvas algébricas sao estudadas sobre varios contextos na educacao bésica e
superior. O entendimento desse tema ¢ importante para o estudo de diversas areas
da Matematica.

Este trabalho traz um estudo sobre Curvas Algébricas utilizando ferramentas da
Geometria Algébrica, que é uma sub area da Algebra, pouco ou nunca abordada no
Ensino Bésico. Podemos dizer que a Geometria Algébrica surgiu no século XV ITI
juntamente com a descricao do sistema cartesiano, fato que tornou possivel o estudo
de elementos geométricos pela algebra. Anteriormente um elemento geométrico tinha
sua definicao somente descritiva, por exemplo, um circulo era definido como o lugar
geométrico dos pontos do plano euclidiano que estao a uma mesma distancia de
um ponto dado. Com a descri¢ao do sistema cartesiano esse mesmo elemento pode
ser descrito como o conjunto de pontos (z,y) do plano real (por exemplo), tais que
2% + y? = 1, caso do centro na origem e raio 1. A Geometria Algébrica entao, é
uma area da matemaética que combina técnicas de algebra abstrata, especialmente
de édlgebra comutativa, com a linguagem e os problemas da geometria. O texto
norteador deste estudo é a obra de Israel Vainsencher, entitulada “Introducao as
Curvas Algébricas Planas” [10].

Para o entendimento de qualquer geometria é necessario conhecer a Geometria
Plana, seus axiomas e elementos basicos. Dessa forma, iniciamos essa dissertacao no
capitulo 2, trazendo um breve resumo sobre a Geometria Euclidiana cuja referéncia
usada foi o livro da Colegao PROFMAT, Tépicos de Histéria da Matemadtica [9]. Até
o inicio do século X1X a Geometria Euclidiana era absoluta, no sentido de ser aceita
e considerada unica pela maioria dos matematicos. Porém, renomados matematicos
da época, entre eles Gauss, Lobachewsky, Bolyai e Riemann, independentemente,
apresentaram alguns estudos contrarios a geometria plana. Sua inquietacao era
o quinto postulado de Euclides que pode ser descrito como “Por um ponto fora
de uma reta dada pode-se tracar uma unica reta paralela a reta dada”. Negando
esse postulado, construiram uma geometria sélida. Surgem entao as chamadas
Geometrias nao Euclidianas: a Geometria Esférica e a Geometria Hiperbdlica. Estas
geometrias tém nos proporcionado grandes avangos tecnoldgicos e constante progresso
nas pesquisas espaciais.

13



Capitulo 1. Introducao 14

As curvas algébricas aparecem na Geometria Algébrica em um ambiente diferente
do Euclidiano e sao estudadas na Geometria Projetiva, uma Geometria considerada
nao Euclidiana. Na Geometria Projetiva nao ha retas paralelas, todas as retas se
interceptam.

Antes de iniciar efetivamente o estudo sobre curvas algébricas, traremos no
capitulo 3, conceitos importantes de Algebra, mais especificamente sobre Anéis de
Polinomios, necessarios para um melhor entendimento deste trabalho.

Uma Curva Algébrica Plana é o lugar dos pontos cujas coordenadas cartesianas
satisfazem uma equagao do tipo f(z,y) = 0, onde f é um polinomio ndo constante.
No capitulo 4, veremos alguns exemplos de curvas algébricas planas e que duas
equagoes podem definir uma mesma curva quando possuem fatores irredutiveis em
comum. Trataremos ainda, das intersecoes entre curvas planas, que ¢ finita quando
estas nao possuem componentes em comum e descreveremos o processo da resultante
para determinar estes pontos. Veremos também que uma curva pode passar um certo
numero de vezes por um mesmo ponto. Com essa ideia de multiplicidade estudaremos
sobre a intersecao de reta e curva.

Fixando as atengoes para os pontos no infinito, introduziremos no capitulo 5,
o plano projetivo e as curvas projetivas. A projetividade foi muito utilizada pelos
artistas do renascimento, fato que levou matematicos do século X1X a se dedicarem
ao estudo da Geometria Projetiva. Intersegoes entre curvas planas projetivas bem
como suas multiplicidades, também serao estudadas nesse capitulo.

Como resultado de todos esses estudos chegaremos, no capitulo 6, a demonstracao
do Teorema de Bézout no plano afim: “Se F,G sdo duas curvas planas afins sem
componentes em comum, F de grau m e G de grau n, entao o numero de pontos
de intersecao F'N G, contados com suas multiplicidades, € menor do que ou igual a
m -n”. Faremos ainda um breve estudo deste teorema para o plano projetivo: “Se
F, G sao duas curvas planas projetivas sem componentes em comum, F' de grau m
e G de grau n, entdo o numero de pontos de intersecao F' NG, contados com suas
multiplicidades, € igual a m -n”.

Finalmente, no capitulo 7, apresentaremos uma proposta de atividade envolvendo
intersecoes finitas e nogoes de intersecoes no infinito para alunos do ensino fundamen-
tal. Utilizaremos o GeoGebra para representar graficamente e analisar a quantidade
de pontos de intersecao entre duas curvas com alunos do ensino médio.



Um pouco de Historia

Iniciaremos este estudo com um breve relato sobre como surgiram as geometrias
euclidianas e nao euclidianas, apresentando conceitos importantes para melhor
entendimento deste trabalho.

2.1 Geometria Euclidiana

A Geometria ensinada na Escola Baésica é a Geometria Euclidiana, descrita no
livro “Elementos” de Euclides de Alexandria, por volta de 300 a.C. e tem sua base
em axiomas e postulados.

Aziomas sao verdades incontestaveis aplicados a todas as ciéncias e Postulados
sao verdades sobre determinado tema, como indicado em “T'épicos de Histéria da
Matematica” [9]

e Axiomas:

As coisas que sao iguais a uma terceira sao iguais entre si.

Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, os todos serao iguais.

Se de coisas iguais se tirarem outras iguais, os restos serao iguais.

Se a coisas desiguais se juntarem outras iguais, os todos serao desiguais.

Se de coisas desiguais se tirarem coisas iguais, os restos serao desiguais.

A S o e

Quantidades que perfazem cada uma o dobro de outra quantidade sao

iguais.

7. Quantidades que sao metades de uma mesma quantidade sao também
iguais.

8. Duas quantidades, que se ajustam perfeitamente uma com a outra sao
iguais.

9. O todo é maior que qualquer das suas partes.

10. Duas linhas retas nao compreendem um espago.

e Segue os b postulados de Euclides para a Geometria Plana:

15



Capitulo 2. Um pouco de Historia 16

1. Pede-se que se desenhe uma reta de um ponto qualquer até outro ponto
qualquer.

E que se produza uma reta finita continuamente em uma linha reta.
E que com qualquer centro e qualquer distancia se descreva um circulo.

E que todos os angulos retos sejam iguais.

AR

E que, se uma linha reta cortando duas linhas retas torna os angulos
interiores do mesmo lado menores que dois retos, as linhas retas, se
continuadas indefinidamente, se encontrem deste lado no qual os angulos
sao menores que dois retos.

Os axiomas nao sao passiveis de demonstracao por serem evidentemente verda-
deiros. Os postulados surgem com o desenvolvimento dos axiomas e, se provados
verdadeiros, sao considerados teoremas.

Em outras palavras, Geometria Fuclidiana é a geometria em duas e trés dimensoes,
baseada nos postulados de Euclides.

O quinto postulado do livro I, dito postulado das paralelas, o mais famoso dos
postulados de Euclides, é aquele que apresentou mais discussoes entre os mateméaticos.
Muitos tentaram prova-lo. Equivalente ao axioma das paralelas, “Por um ponto
exterior a uma reta, passa apenas uma, e somente uma reta paralela a reta dada’.

No século XTX, Gauss, Bolyai, Riemann e Lobachevski, independentemente,
conseguiram demonstrar que se trata efetivamente de um axioma, necessario e
independente dos outros. Supuseram que o postulado de Euclides nao era verdadeiro
e substituiram-no por outros axiomas:

a. Por um ponto exterior a uma reta, podemos tracar uma infinidade de paralelas
a esta reta (geometria de Lobachevski);

b. Por um ponto exterior a uma reta nao podemos tragar nenhuma paralela a
esta reta (geometria de Riemann).

Todos se deram conta de que, substituindo o axioma das paralelas, era possivel
construir duas geometrias diferentes da geometria euclidiana, igualmente coerentes e
que nao conduzia a nenhuma contradicao. Apesar de serem dificilmente concebiveis,
estas duas novas geometrias foram pouco a pouco reconhecidas como alternativas
legitimas. Chegou-se mesmo a demonstrar que, se qualquer das duas pudesse apresen-
tar alguma contradicao, a propria geometria euclidiana seria também contraditéria.
Desde entao, encontramo-nos perante trés sistemas geométricos diferentes:

A. A geometria euclidiana;
B. A geometria de Lobachevski, também chamada hiperbdlica;

C. A geometria de Riemann, também chamada esférica ou eliptica.

As duas tltimas recebem o nome de geometrias Nao Euclidianas.
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2.2 Geometrias nao Euclidianas

Segundo Lézaro Coutinho [2], por volta de 1820, Carl Friedrich Gauss, grande
matematico da época, comegou a se interessar pela existéncia de uma geometria que
nao fosse a de Euclides. A geometria Euclidiana é aplicada em superficies planas
mas nao pode ser aplicada a superficies curvas. Por exemplo, a soma dos angulos
internos de um triangulo é 180° em uma superficie plana, o que nao podemos afirmar
se a superficie em que se encontra esse triangulo for curva.

Gauss nao publicou seus trabalhos para nao entrar em conflitos com filésofos e
matematicos da época pois a geometria Euclidiana era considerada uma verdade
unica e incontestavel. Em 1829, Lobachewsky publicou um artigo sobre o principio
da geometria que marcou o nascimento oficial da Geometria nao Euclidiana. Loba-
chevski e Bolyai, independentemente, criaram versoes de uma geometria logicamente
consistente, cujos principios eram diferentes dos euclidianos.

Durante o século X1X, Riemann criou uma nova estrutura geométrica, perfei-
tamente consistente e sem contradicoes, a qual apresenta principios diferentes da
geometria euclidiana e também da criada por Lobachevski e Bolyai. A aceitacao
total da Geometria Nao Euclidiana sé se estabeleceu ap6s a morte de Reimann. A
Geometria nao FEuclidiana é baseada num sistema axiomatico distinto da Geometria
Fuclidiana.

Modificando o azioma das paralelas que postula que por um ponto exterior a uma
reta passa exatamente uma reta paralela a inicial, obtém-se as geometrias eliptica e
hiperbolica.

Na Geometria Eliptica nao hd nenhuma reta paralela a inicial, enquanto na
Geometria Hiperbolica existe uma infinidade de retas paralelas a inicial que passam
no mesmo ponto.

Na Geometria Eliptica a soma dos angulos internos de um triangulo é maior que
dois angulos retos, enquanto na Geometria Hiperbolica esta soma é menor que dois
angulos retos.

Na Geometria Eliptica temos que a circunferéncia de um circulo é menor do que
m vezes o seu diametro, enquanto na Geometria Hiperbolica é maior que 7 vezes o
seu diametro.

Exemplo 2.2.1: Observe na figura 2.1 o triangulo representado nas trés geometrias:
1. Na geometria esférica ou eliptica de Riemann

2. Na geometria euclidiana

3. E na geometria hiperbdlica de Lobachevski
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oe===>

kP 2 W

Figura 2.1: 1-Geometria Esférica; 2-Geometria Euclidiana; 3-Geometria
Hiperbdlica

A geometria projetiva, que sera estudada neste trabalho é um exemplo de geo-
metria esférica. Para maiores detalhes o leitor pode consultar [2] o livro de Lazaro
Coutinho.



Anéis de Polinomios

Para compreender o conceito de curva algébrica é necessario compreender os
elementos de um anel de polindbmio. Assim, tendo como texto base a obra de
Vainsencher [10] e o livro de Gallian [1], este capitulo trard conceitos importantes sobre
Anéis de Polinomios, necessarios para o entendimento de todo trabalho. Inicialmente
veremos a definicao de Anel e algumas de suas propriedades.

Definicao 3.1: Um anel A é um conjunto nao vazio no qual estao definidas as
operagoes + (Soma) e - (Multiplicagao), denotado por (A,+,-) que satisfazem qua-
tro propriedades para a soma e uma propriedade para a multiplicacao, além da
distributiva, a saber:

Propriedades para a Soma:
1. Comutatividade: V z,y € A, z+y=y—+=x
2. Associatividade: V. z,y,2€ A, (z4+y)+z=2+ (y+2)

3. Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento, denotado por 0, tal que
V z€A, 24+0=04+zx=x

4. Existéncia do simétrico: Existe um elemento denotado por —z, talque V x €
A, temos x + (—x) = (—x)+2 =0

Propriedades para a Multiplicacao:
1. Associatividade: V. z,y,z2 € A, (z-y)-z=2z-(y-2).
2. Distributiva: V. z,y,2 € A, x-(y+ 2) =2y + z2)

Observacdo: Um anel pode satisfazer algumas propriedades adicionais. Nesse caso
recebe nomes especiais:

e Se a multiplicagao é comutativa (r-y=y-z V x,y € A) o anel é chamado
de anel comutativo.

e Se existe elemento neutro para a multiplicagao, denotado por 1, (1-z =z-1 =
r V¥V z € A) dizemos que o anel é um anel com unidade.

19
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e Se 0 anel A é comutativo com unidade e possui a propriedade: z -y =0 se e
somente se x = 0 ou y = 0, dizemos que A é um dominio de integridade, ou
simplesmente um dominio.

Obs.: Um elemento nao nulo x de um anel A tal que 3 y € A nao nulo com
xy = 0 é dito divisor de zero do anel.

e Se, em um Dominio de Integridade A, todo elemento x nao nulo de A possui

1

inverso (existe #7! tal que z - 27! = 27! - = 1) chamamos A de corpo.

Exemplo 3.0.1: (Z,+,-) é dominio de integridade. (Q,+,-); (R,+,-), (C,+,") sao
COrpos.
Um elemento inversivel de um dominio de integridade é chamado de unidade.

Exemplo 3.0.2: (Anel dos inteiros mdédulo n) Seja n um inteiro positivo. Sobre Z,
definimos a relagdo = (mod n) da seguinte maneira: para a, b € Z,

a=b(modn) < a—>b éum multiplo de n.

E facil ver que a relacao = é de equivaléncia.

Se a € Z, entao, por definicao, sua classe de equivaléncia médulo o inteiro n
consiste no conjunto {b € Z;b = a(modn)}, i.e., no subconjunto{a + kn; k € Z}. Ela
serd denotada por a ou a + Z,. Denotaremos por Z, o conjunto das classes de
equivaléncia médulo n; é claro que Z,, = {0,1,...,n — 1}.

Sobre Z,, definimos duas operacoes:

Soma:+ : Z,, X Ly, — L,
(#,9) >z +y
Multiplicagao:- : Z,, X Zy, — Z,
A soma e a multiplicacdo acima estao bem definidas e (Z,, +, -) é um anel dito

anel dos inteiros mdédulo n.

3.1 Anéis de Polinomios

Trabalharemos com anéis de polinémios nos preocupando com a sua estrutura de
anel. Veremos que alterando o anel onde os coeficientes pertencem teremos anéis de
polinémios de estruturas diferentes.

Definigao 3.2: Seja A um anel comutativo. O conjunto dos simbolos formais
A[ZL‘] - {anxn + an—lfﬁn_1 + -+ ag ‘ a; € A, n e N}

é chamado o anel de polinomios sobre A na indeterminada .
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Dois polinomios

f(@) = ana™ + an 12"+ -+ ag

9(x) = bna™ + by 12+ - 4 b

sao considerados iguais se, e somente se, a; = b; para todo i € N (defina a; = 0
quando ¢ > n e b; = 0 quando i > m).
Para fazer A[z| um anel definimos a adi¢do e multiplicagdo de modo usual.

Definigao 3.3: Soma e Multiplicagdo de Polindmios: Sejam A um anel comutativo e
f(2) = anz™ + ap_12" 7t + -+ ag
9(x) = bpx™ + b1 2™ 4 -+ by
polindémios pertencentes a A[z]. Entao
f(x) + g(x) = (as + bs)x® + (as_1 + bs_1)x** + -+ + (ag + by)
onde a; = 0 para todo ¢ > s e b; = 0 se © > m. Também
F(@)9(2) = Cnana™ ™ + Cpgn1 2™ 4+
onde ¢ = aiby + ag_1by + - - - + a1b_1 + agby, para k =0,--- ,m + n.
Exemplo 3.1.1: Sejam f(z) =2 +2x+ 1 e g(x) = 22° 4+ 2 € Z[z].

f(z)+g(x) =2 +22* +22 4+ 3
f(@) - g(2) = (2 + 20 + 1)(22% +2)
=22° + 223 + 423 + dx + 222 + 2
=22° + 62° + 227 + 4o + 2

Nossa definicao de soma e produto de polinomios foram formuladas de tal forma
que A[x] é um anel comutativo.
Vamos agora introduzir alguma terminologia para polinomios.

Definigao 3.4: Se f(z) = a, 2"+ + ap 12"+ + a1zt + ag
onde a,, # 0, nés dizemos que:

e f(z) tem grau n. Nés geralmente escrevemos gr(f) = n para indicar que o
grau de f é n.

e O termo a, é chamado de coeficiente lider de f(z).

e Se o coeficiente lider de f(z) for a unidade do anel dizemos que f é manico.
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e Nao definimos grau para o polinomio nulo f(z) =0 .

e Polinomios do tipo f(x) = ag, s@o chamados de polinémios constantes.

O teorema seguinte mostra que muitas propriedades de A sao levadas para A[z].
Vejamos:

Teorema 3.5: Se D é um dominio entdao D[x] é um dominio.

Demonstragao. Como ja sabemos que D[z] é um anel, precisamos provar que D[z]
¢ comutativo com unidade sem divisores de zero. Claramente D[z] é comutativo
porque D o é. Se 1 for a unidade de D entao é facil ver que f(zx) = 1 é a
unidade de D|x]. Finalmente suponha que f(z) = a 2™ + a, 12" '+ - +ag e
9(z) = bpx™ + by _12™ L + - + by onde a,, # 0 e b,, # 0. Entao pela definigao
do produto, f(x)g(z) tem coeficiente lider a,b,, # 0 porque D ¢é dominio. Logo
f(z)g(x) # 0 e D[x] é um dominio. O

3.2 O Algoritmo da Divisao

Se a e b sao inteiros e b # 0, entao existem inteiros tnicos ¢ e r tais que a = bg+r
onde 0 < r < |b|. Seria interessante uma versao desse algoritmo para polindémios.
Veremos a seguir que se tomarmos dois polindmios com coeficientes num corpo,
podemos dividi-los obtendo quociente e resto tinicos.

Teorema 3.6: Sejam F' um corpo, f(z) e g(x) € F[z] com g(z) # 0. Entao existem
polinomios ¢(z) e r(z) em F|x] tais que f(z) = g(z)q(x) + r(z) com r(z) = 0 ou
gr(r(z)) < gr(g(z)). Tais ¢(x) e r(x) sdo unicos .

Demonstragao. Existéncia de g(x) e r(z): Se f(x) = 0 ou gr(f) < gr(g) basta

tomar ¢(z) = 0 e r(z) = f(x). Entdo vamos assumir que n = gr(f) > gr(g) = m.
Sejam

f(x) = an2™ + an12" " + -+ ag

9(x) = bpna™ 4 b1 2™ - 4 by

Se gr(f) =0, f e g sao constantes em F, tome ¢(z) = ( ) = 0. Vamos
supor agora que gr(f) > 0 e colocamos f; = f(z) — anby, ~"g(x). Entao
fi=0ou gr(fi) < gr(f). Pela nossa hipdtese de inducao existem ¢, (z) e r1(z)
em Fz] tais que f; = g(z)q1(z) + 1 (x) onde r; = 0 ou gr(ry) < gr(g). Assim

f(@) = anbp 'z (x)+f1( ) = anbp 2" "g(2) + qa(@)g () + ri(z) =
[anbn '™ + qu(@)]g(2) +11(2),

E esta parte do teorema esta provada.
Unicidade: Suponhamos f(x) = qo(z)g(z) + ro(x) = g(x)q1(x) + r1(x) onde
ri =0 ou gr(r;) < gr(g),i = 1,2. Subtraindo as duas equagoes temos que:

0= g(z)(qo(2) — qu(x)) + (ro(x) — ()
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ou

ro(r) — 1i(7) = g(7)(—qo(x) + q1(x))

Como o grau de ro(x) — ri(x) é menor que o grau de g(z) e g(z) divide
ro(x) — ri(z), isto s6 é possivel se ro(z) —r(x) = 0. Assim 1 =179 e ¢1 = qp. Os
polinémios ¢(z) e r(x) sdo chamados de quociente e resto da divisao. O

Seja agora D um dominio. Se f e g € D|x| dizemos que g|f isto é, g divide f
se existe um polinémio h € D[z] tal que f = gh. Neste caso nés chamamos ¢ de
fator de f. Um elemento a € D é um zero de f se f(a) = 0. Quando F' é um corpo,
a € Fe f(x) € Flz], nés dizemos que a é um zero de multiplicidade k se (x — a)®
divide f mas (x — a)® + 1 nao divide f. Com estas definicoes, podemos dar vérias

consequéncias do algoritmo da divisao.

Corolario 3.7: (O Teorema do Resto). Se F' é um corpo, a € F e f(z) € Flz]
entao f(a) é o resto da divisao de f por = — a.

Corolario 3.8: (O Teorema do Fator). Se F' um corpo, a € F' e f € Flz], entao a
é zero de f se, e somente se, x — a é fator de f.

Corolério 3.9: (Polinoémios de grau n tém no méximo n zeros). Um polinémio de
grau n sobre um corpo tem no maximo n zeros contando multiplicidades.

Demonstragao. Usaremos a inducao em n. Claramente um polinomio de grau
1 tem exatamente 1 zero . Agora suponha que a afirmativa é valida para todo
polinémio de grau menor que n e n é maior que 1. Seja f um polinomio de grau n
"g(x)
onde g(a) #0en =k+gr(g) o que mostra que gr(g) < n. Se f ndo tem nenhum
zero diferente de a entao nao temos nada mais a demonstrar. Se f tiver outro
zero b # a entao 0 = f(b) = (b — a)*g(b) e entdao g(b) = 0. Como gr(g) < n segue
pela nossa hipdtese de inducao que o nimero de zeros de g é menor ou igual ao

sobre um corpo e seja a um zero de multiplicidade k. Entao f(z) = (z — a)

grau de g e assim o nimero de zeros contando multiplicidades de f é menor ou
igual a k+ gr(g) = k+n — k =n e o nosso corolério estd demonstrado. m

Observamos que o ultimo corolario nao é verdade para anéis de polinomios

é o conjunto formado pelas classes residuais médulo 6.
Apresentaremos uma aplicagao tedrica do algoritmo da divisao mostrando que
F[z] e Z sao bem parecidos. Para isto vamos definir dominios de ideais principais.

Definigao 3.10: Seja (A, +, ) um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos
que I é um ideal de A se

ex+ycl, Vaxyel

earcl, Vrel, VaeA
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Exemplo 3.2.1:

a. Se n > 0 um inteiro, entao o subconjunto Z, := {z,|z € Z} é um ideal do anel
dos inteiros.

b. Mais geralmente, seja (A, +,-) um anel e sejam «1,...,c; elementos de A. Entao
o subconjunto Aoy + -+ 4+ Aay :={a10q + - -+ + qyy|aq,...,a; € A} é um ideal
de (A, +,) que serd denotado por (ay,...,aq).

Defini¢ao 3.11: (Dominio de Ideais Principais). Um dominio de ideais principais
(DIP) é um dominio D no qual todo ideal tem a forma (a) = {ra|r € A}. Note que
um corpo F' s6 possui {0} e F' como ideais. E {0} = (0) e F' = (1), logo F' é um
DIP.

Teorema 3.12: Se F' é um corpo entdao F[z] é um DIP.

Demonstragao. Pelo teorema 3.5 sabemos que F'[z] ¢ um dominio. Seja agora [
um ideal de F[z]. Se I = 0 nada temos a demonstrar. Suponha entao que I # 0
e seja g o polinomio de menor grau que pertence a I. Vamos provar que I = (g).
Como g € I, gf(x) = {gf|f € Flz]} C I, e entdo (g) C I. Tome h € I. Pelo
algoritmo da divisdo temos que existem ¢ e r em F'[x] tais que h = qg + r com
r =0 ou gr(r) < gr(g). Temos que r = h —qg € I e entdo pela escolha de g, r s6
pode ser 0. Logo g|h o que prova que I C (g) e portanto I = (g). O

3.3 Fatoracao de Polindmios

Como vocé deve ter notado, o anel de polinomios F[z] com F' corpo possui
propriedades parecidas com o anel de inteiros. Isso se deve pelo fato de ambos anéis
serem dominios e, as propriedades conhecidas dos niimeros inteiros valem, em geral,
para dominios. Uma definicao importante para elementos em um dominio, é a de
elemento irredutivel, o que em Z chamamos de niimero primo.

Definigao 3.13: (Polinémio irredutivel e redutivel) Seja D um dominio. Um
polinomio f(z) € D[x] é irredutivel sobre D se:

1. f#0e f nao é uma unidade de Dl[z].

2. Sempre que f = gh entdao g ou h é uma unidade de D[z].

Um polinémio f € D[z] é redutivel se f nao é nulo nem uma unidade de Dlz] e
se f nao for irredutivel. Antes de darmos exemplos de irredutiveis precisamos saber
quais sao as unidades de Dl[z], ou seja, quais sdo os elementos inversiveis de D[x].
Sabemos que D[z] é um dominio e entao vale que gr(f -g) = gr(f) + gr(g). Se f é
uma unidade de D[z], entdo existe um g € D[z| tal que f-g = 1. Aplicando o grau,
temos que gr(f)+gr(g) = 0. Assim gr(f) =gr(g) =0, f,g € De f-g =1 provando
assim que f e g sao unidades de D e acabamos de provar o seguinte teorema:

Teorema 3.14: Os elementos inversiveis de D[z], onde D é um dominio, sao as

unidades de D.
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Exemplo 3.3.1: Vamos calcular o conjunto das unidades de alguns anéis de po-
linémios (denotaremos por U(A) as unidades de A):

1. U(Z[z]) = {-1,1}
2. U(R[z]) = R — {0}.
3. U(F[z]) = F — {0} se F' é um corpo.

Conhecendo agora as unidades de F[z] onde F' é um corpo, temos que f é
irredutivel sobre F' se nao for constante e se f nao puder ser escrito como produto
de dois polinémios em F[z] de grau menor .

Exemplo 3.3.2: f(z) = 22°+4 € Q[z] é irredutivel sobre Q pois 2% +4 = 2(z*+2),
2 ¢ uma unidade de Q[z] e 2 +2 nao pode ser escrito como um produto de polinémios
de grau 1, pois se 22 + 2 = (azx + b)(cx + d) com a, b, ¢, d € Q, 2% + 2 teria raiz em
Q, ja que a raiz de ax + b é ’Tb. Mas as raizes de 22 + 2 sdo +/2i ¢ Q.

Exemplo 3.3.3: f(z) = 22* + 4 € Z[x] é redutivel sobre Z. Com efeito, 22% + 4 =
2(z% + 2), e 2 ndao é uma unidade em Z[z], e novamente, se 2% + 2 fosse redutivel
em Z, (z* 4+ 2) = (ax + b)(cx + d), entao teria raiz em Z, mas a raiz de (z? +2) é

+/2i ¢ Z.

Exemplo 3.3.4: f(x) = 22* + 4 € Q[z] é irredutivel sobre R e redutivel sobre C.
Com efeito, 222 + 4 = 2(z + /2i)(x — v/24).

Exemplo 3.3.5: O polinomio x? — 2 é redutivel sobre R e irredutivel sobre Q, j&

que 22 — 2 = (z + V2)(z — V/2).
Exemplo 3.3.6: O polinomio 22 + 1 é irredutivel sobre R e redutivel sobre C.

Em geral ¢é dificil determinar se um polinémio é ou nao irredutivel sobre um
dominio mas existem alguns casos especiais em que isto é facil . O teorema seguinte
¢ um desses casos. Ele se aplica a alguns dos exemplos acima.

Teorema 3.15: (Teste de redutibilidade para graus 2 e 3) Seja F' um corpo. Se
f(z) € Flz] e gr(f) = 2 ou 3 entéo f é redutivel sobre F' se e somente se f tem um
zero em F'.

Demonstracao. Suponha que f = gh onde g e h posssuem grau menor que o
de f e pertencam a F[x]. Como gr(f) = gr(g) + gr(h) e gr(f) =2 ou 3 , pelo
menos um dos g ou h tem grau 1, digamos g(z) = ax + b. Entao claramente %b
é um zero de g e entdao um zero de f. Reciprocamente, suponha que f(a) =0
onde a € F. Entao pelo teorema do fator, z — a é um fator de f e assim f(x) é
redutivel sobre F. O]

3.4 Dominio de Fatoracao Unica
Defini¢ao 3.16: Um dominio D é dominio de fatoragdo unica (DFU) se:
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e Todo elemento de D nao nulo e nao unidade pode ser escrito como um produto
de irredutiveis de D.

e A fatoragao em irredutiveis é uinica a menos de associados e da ordem em que
aparecem. Sendo que dois elementos a,b € D sao associados se existe u € D,
inversivel, tal que a = ub.

Vamos mostrar que todo DIP ¢ um DFU. Para isso consideraremos cadeias
ascendentes de ideais, isto é, uma colecao de ideais Iy, I, ... taisque Iy C I, C ... C
I, C ...

Teorema 3.17: Num DIP toda cadeia ascendente de ideais Iy C Iy C --- é
estacionaria, isto €, existe um £ tal que Iy = I = [0 =+

Demonstracao. Seja I; C Iy C --- uma cadeia ascendente de ideais num dominio
D e seja I = Ul;. E facil mostrar que I é um ideal de D. Como D é um DIP,
I = (a) para algum a € D. Como a € I, a € I para algum inteiro k e assim
I = (a) C Ix. Mas pela definigao de I, temos que I; C I C I para todo I; da
cadeia e assim [, deve ser o ultimo ideal da cadeia . O

Teorema 3.18: Todo DIP é um DFU.

Demonstragao. Existéncia: Seja D um DIP. Primeiro mostraremos que todo
a € D, a # 0, e a nao unidade é um produto de irredutiveis que pode constar
de apenas um fator. Assim, seja ag # 0, nao unidade e nao irredutivel. Entao
existem a; e by nao unidades em D tais que ag = bjay. Se ambos, a; e b podem
ser escritos como produto de irredutiveis entao ag também pode. Suponha que ag
nao pode ser escrito como produto de irredutiveis. Assim b; ou a; nao pode ser
escrito como produto de irredutiveis, digamos, a;. Entao a; = asbs onde nem ao
nem by é unidade. Continuando neste processo, obtemos uma sequéncia infinita
bi,bs, - - - de elementos que nao sao unidades de D e uma sequéncia ag, aq, as, - - -
de elementos nao nulos de D, com a,, = b, 1a,,1 para cada n. Como b, 1 nao é
unidade, temos

<an> C <an+1>

para cada n. Assim, (ag) C (a1) C --- é uma cadeia infinita crescente de ideais.
Entao concluimos que ag é um produto de irredutiveis. A cadeia nao para pois
sendo (a,) = (ant1) , a1 = dap, @, = bypr1a,4+1 - Juntando essas equagoes temos
que b,.1 ¢ uma unidade, o que é absurdo.

Unicidade: Temos que mostrar que a fatoracao é tinica a menos de associados
e a ordem em que os fatores aparecem. Para fazer isto, suponha que um elemento
a de D pode ser escrito como:

a=pip2---Pr = 4192 (s
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onde os p e ¢ sao irredutiveis e a repeti¢ao é permitida. Faremos inducao em r.
Se r = 1, entao a ¢ irredutivel e claramente s = 1 e p; = ¢;. Assumimos que
todo elemento o qual pode ser expresso como um produto de r — 1 elementos
irredutiveis é escrito de modo tnico, a menos de associados e ordem). Vamos
agora provar que isto também vale para um produto de r irredutivel. Como
P1lqige - - - gs ele divide algum ¢;. Entao ¢; = up; onde u é uma unidade de D.
Assim, sem perda de generalidade,

ua = up1pa - pr = q1(uga) -+ - qs

e por cancelamento

P2p3 - Pr = Uq2 - (Gs.

Pela hipotese de indugao estas duas fatoracoes sao idénticas a menos de associados
e a ordem em que aparecem. Assim, o mesmo ¢é verdade para as 2 fatoracoes de
a. O

E pelo teorema (3.12) temos o seguinte corolario:
Corolério 3.19: Se F' é um corpo entao Flz] é um DFU.

Um importante resultado para DFU é o Lema que veremos a seguir.
Antes porem, veja a definicao de Contetido de um Polinomio e Polinomio Primi-
tivo:

Definicao 3.20: O conteudo de um polinomio f = a,z" + ... + ayg € Zlz] é o
mdc{a;|i = 0,...,n}. Um polindémio é chamado de primitivo se seu contetdo for igual
al.

Lema 3.21 (Lema de Gaus): Seja A um DFU e seja K O A seu corpo de fragoes.
Seja f € A[X] um polinémio primitivo ndo constante.

e Se f é redutivel em K[X], entdo também o é em A[X].
e Se g€ A[X] e flg em K[X], entao f|g em A[X].

Para entender o Lema, vamos definir o que é o corpo de fragoes de um dominio.
Seja D um dominio, nosso objetivo é mostrar que existe um corpo F' que contém
D. Para isso, definimos em D x D* a relagao de equivaléncia

(a,b) ~ (c,d) & ad = bc

a classe do elemento (a,b), denotamos por [(a,b)] e o conjunto quociente por F' :=
{[(a,b)]|(a,b) € D x D*}.
Em F definimos uma soma e produto

[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + bc), bd]
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[(a,b)] - [(¢.d)] = [(ac, bd)]
Temos (F,+,-) é um corpo. Note que

e Zerode F: [(0,1)] =0
e Unidade de F": [(1,1)] (elemento neutro da multiplicagao)
e Inverso de [(a,b)] # 0: [(b,a)].

Usamos a notacdo § = [(a,b)] e identificamos a € D com o elemento $(¢ : D —

F, onde &(a)=% ¢ injetiva).

Dizemos, nessas condicoes, que F' é o corpo de fracoes de D.
Omitiremos aqui a demonstragao do Lema de Gauss, o leitor pode conferi-la em

[10].

Os Teoremas, Corolarios e Proposi¢ao que veremos agora, nos ajudarao a entender
melhor a demonstracao do Teorema de Bézout, que apresentamos no capitulo 6. Suas
demonstragoes podem ser consultadas na obra de Arnaldo Garcia: Elementos de
Algebra [5].

Teorema 3.22: Seja D um dominio. Entao as afirmacoes seguintes sao equivalentes:

e (i) D éum DIP.

e (ii) D é um DFU que possui a seguinte propriedade:

V a,be D\{0},3 e feD taisque M.D.C.{a,b} = ea-+ fb.

Corolério 3.23: Sejam D um dominio e 0 # f(z) € D[x]. Entao:

1. Numero de raizes de f(z) em D (contando as multiplicidades) < grau f(x).

2. Chamando «g, - - -, «, essas raizes denotadas por ey, -- -, e, as suas multiplici-
dades, temos

flx) = (2 =)™ - (x = ap)"t(2)

onde t(z) € D[z] é um polinémio que nao tem raiz em D.
Teorema 3.24: Seja D um dominio e sejam f(z), g(z) € D|x] dois polinémios de
grau > 1.
a. Se f(z) e g(x) possuem um fator comum de grau > 1 em D[z], entdao Ry, = 0.
b. Se D é um DFU ese Ry, =0, entao f(z) e g(z) possuem um fator comum de

grau > 1 em D[z].

Onde Ry, ¢é a resultante de f,g, que veremos na secao 4.3.

Corolario 3.25: Sejam D C D’ dois dominios, sendo D um DFU. Sejam f(x),

g(x) € D[z| de grau > 1. Entao, f(z) e g(z) tém fator comum de grau > 1 em D|x]
se, e somente se, eles tém fator comum de grau > 1 em D'[z].



Curva Algébrica Plana

Veremos neste capitulo alguns exemplos de curvas algébricas, segundo Vainsencher
[10], e ainda algumas definigoes bésicas como trago, grau, componentes irredutiveis e
multiplicidade, que nos ajudarao a compreender conceitos importantes.

Neste texto usaremos K para indicar corpo e os polinémios f(x,y) pertencem a
K[z,y]. Considere K[x,y] o anel de polinémios em duas varidveis com coeficientes
em K. Note que K[z| é um dominio, e podemos considerar K|[z,y] como K|[z][y].
Portanto o que vimos no capitulo anterior em anéis de polindmios de uma variavel,
vale para K[z,y|, considerando K[z,y] = K|z|[y].

Se f(z,y) € K[z,y] é tal que f(z,y) = f{"(x,y) - f&(z,y), com f; irredutiveis,
dizemos que cada f; é um fator irredutivel de f.

Iniciaremos este capitulo com a definicao de curva algébrica e, ao longo deste
texto, veremos que essa definigao precisara de um detalhe a mais.

Definigao 4.1: Uma Curva Algébrica Plana é o lugar dos pontos cujas coordenadas
cartesianas satisfazem uma equagao do tipo f(z,y) =0, onde f é um polinémio nao
constante.

Neste caso dizemos que a curva é dada por f(z,y).

No Ensino Bésico estudamos algumas curvas como retas, parabolas, circulos, etc.
Vejamos alguns exemplos de curvas algébricas planas. Aqui consideraremos K = R.

1. Reta (figura 4.1)
A curva dada pela equacao

flzy)=ax+by+c=0

¢ uma reta. Observe que a reta é definida por um polinémio f(x,y) de grau 1.

29
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Figura 4.1: Reta: Curva definida por f(z,y) =2z —y+1=0

2. Conicas
Uma conica ¢ uma curva algébrica plana dada por um polinomio de grau 2.
Assim a equacgao geral de uma conica é

flzy) =az® +by* +coy+dr+ey+f=0
Alguns exemplos de conicas:

a. Circulo (figura 4.2)
E a conica dada pela equagao

flay) =(@—a)’+(y—b>—r"=0

Ay

31

Figura 4.2: Circulo: Conica definida por f(z,y) = (z—1)*+(y+1)?—4 =0

b. Elipse (figura 4.3)
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E a conica dada pela equagao

CUQ y2
flay)=—+3;-1=0

-4

Figura 4.3: Elipse: Conica definida por f(z,y) =

c. Hipérbole (figura 4.4)
E a conica dada pela equagao

Figura 4.4: Hipérbole: Conica definida por f(x,y) =

d. Pardbola (figura 4.5)
E a conica dada pela equagao

f(zy) =2"—4by =0

»
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Figura 4.5: Pardbola: Conica definida por f(z,y) = 222 — 3y =0

3. Cubicas
Cubica é uma curva algébrica plana dada por um polinoémio de grau 3. Sua

equacao geral é

f(zy) = az® + by® + ca’y + doy® + ex® + fy* + gry + he +iy+j =0

Alguns exemplos de ctbicas:

a. Cissoide (figura 4.6)
E a cibica dada pela equagao

flay) =2>—y@y*+2°) =0

Figura 4.6: Cisséide: Ctibica definida por f(z,y) = 522 — y(y*> + 2?) =0

b. Cibica Singular (figura 4.7)
E a cibica dada pela equacao

flay) =y*—a*(@+1) =0
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Figura 4.7: Cibica Singular: definida porf(z,y) = y? — 2*(z +1) =0

c. Cubica Nao Singular (figura 4.8)
E a cibica dada pela equacao

flay) =y —z(@+1)(z—1) =0

— P X

.34

Figura 4.8: Crbica Nao Singular: Cibica definida porf(z,y) = y? —
r(z+1)(z—1)=0

4.1 Equacao de uma Curva Algébrica

Sabemos que a equagao f(x,y) = 0, nos fornece um conjunto de pontos que
definem uma curva. Mas podem existir duas equagoes diferentes definindo uma
mesma curva? O ideal seria identificar a curva com sua equacao. Vejamos um
exemplo em K = R. Sejam f e g duas curvas algébricas planas definidas por:

flay) =4y* =2t e glay) =2y +2°
A equacao de f pode ser escrita da seguinte forma:

dy* — 2t = (2y + 27)(2y — %)
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Dali,

f(xy) = g(z,y) - h(z,y)

Neste caso, g e h sao fatores de f.
Dizemos entao que g é componente comum de f (figura 4.9).

Ay Ay

4 4

Figura 4.9: f(z,y) =42 —2* e g(zy) =2y + 2?

Note que a curva definida por g(z,y) estd contida na curva definida por f(z,y).
Mas, além de termos uma curva contida em outra, podemos considerar, por exemplo,
flry) =x+yeg(ry) = (xr+y)? e terfamos g = f2.

Nesse caso f e g definem a mesma curva, que ¢ a reta x + y = 0. Mas sera que
esse problema, de equagoes definirem a mesma curva, ocorre s6 quando g = f", n
natural? Se sim, resolveriamos tomando a equacao de menor grau.

Mas olhando para o exemplo zy = 0 e zy?> = 0 notamos que a curva por elas
definidas também é a mesma e uma nao é multipla da outra. Mas nesse exemplo, a
curva ¢ a uniao de duas. Note que acurvaxzy =0 éauniazodez =0ey=0¢ a
curva zy? = 0 é a unidao de z = 0 e y> = 0 e a nossa afirmativa poderia valer para
cada uma delas (z = 0 é miltipla de x = 0 e y = 0 é multipla de y* = 0).

Entao a hipdtese de se considerar uma equacao de grau minimo para definir curva,
em que as outras equacoes que também as definem sao multiplas desta, nos parece
promissora. Mas as equagoes f(z,y) = 22 + y* e g(z,y) = 22% + y? definem a mesma
curva em R? o que contraria nossa hipétese.

Nesse ultimo exemplo, os pontos (z,y) tal que f(z,y) =0 e g(x,y) = 0 ndo sado
todos reais. Em R, f e g tem a mesma solucao, mas em C nao. E essa é a raiz
do problema. Veremos mais adiante que se f(z,y) é um polinémio irredutivel e a
curva que ele define (em C) é infinita, entdo a equacdo de grau minimo esta bem
determinada (a menos de fator constante).

Portanto, a partir desse momento suporemos sempre que K = C. Na verdade
basta que K seja algebricamente fechado, motivo de continuarmos com a notacao K,
mas, nos exemplos, tomaremos K = C. Um corpo K ¢é algebricamente fechado se
qualquer polinémio p(x) € Klz|, de grau > 1, possui uma raiz em K.
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Assim, pela definicao 4.1, nao conseguimos identificar a curva a equacao, ja
que esta nao é unica. Esse problema comeca a se resolver com a compreensao da
proposicao abaixo:

Proposicao 4.2: Sejam f,g polinomios em duas varidveis com coeficientes no corpo
K algebricamente fechado. Entao f(z,y) =0 e g(x,y) =0 tém as mesmas solugioes
em K? se, e s6 se, os fatores irredutiveis de f,g sdo 0s mesmos.

Demonstracdo. Faremos somente a ida, ja que a volta é imediata. Suponhamos
que f e g tém as mesmas solugoes em K2. Seja p € K|z,y] um fator irredutivel
de f. Por hip6tese, para cada (z,y) € K?, vale a implicagao,

plry)=0 = g(xy) =0

Provaremos que p divide g em KJz,y|. Trocando = por y se necessario, podemos
supor que y ocorre efetivamente em p. Ponhamos A = K|[z], L = K(x) (corpo
de fragoes). Assim, pelo lema de Gauss (3.21), p € Afy] é irredutivel em L[y].
Suponhamos, por absurdo que p nao divide g. Entao M DC(p,g) = 1. Dai, existe
uma relagao

ap+bg=1

onde a,b € L[y]. Podemos escrever
a=d/c, b=10/c

com a’, b € Aly| e c € A, ¢ # 0. Obtemos entao
adp+tg=c

Agora, como p nao é constante, segue-se que, exceto para um numero finito de
valores de z € K, com K sendo um corpo algebricamente fechado, a equagao
p(z,y) = 0 admite solugao (K ¢é algebricamente fechado). Conclui-se que hd uma
infinidade de valores z tais que ¢(z) = 0, donde ¢ = 0. Esta contradigao mostra
que p|g em Ky seguindo, novamente pelo lema de Gauss, que p|g em Klzy]. O

Desta proposi¢ao podemos deduzir que se uma curva algébrica é dada por f(x,y) =
0, podemos escrever f(y) como produto de irredutiveis f(z,y) = fi* --- f& e tomar
o produto dos fatores irredutiveis distintos de f.

Exemplo 4.1.1: Seja f(x,y) = (z + 1)*(z — 1)*. A curva que f(x,y) define é a
mesma curva definida por g(z,y) = (z + 1)*(x — 1) com 4, j inteiros positivos. Note
que (x + 1)(z — 1) é a equagao de menor grau que define a curva f (Nesse caso, é a
uniao de duas retas verticais, r = —1 e z = 1, em R?). Veja a figura 4.10.
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Figura 4.10: Uniao de duas retas verticais: t = —lexz =1

Dada uma curva algébrica plana, temos entao uma equacao de grau minimo que
a define. Mas se f(z,y) define a curva, cf(x,y), com ¢ € K, define a mesma curva,
como podemos perceber em f(z,y) = 32?> —x +y e 4f(z,y) = 1222 — 4z + 4.

Observe que para essas equacoes algumas propriedades sao validas. Mais especifi-
camente, dados f, g € K[z,y|, podemos definir a relagdo f ~ g, da seguinte maneira:
f~g& f=cg, ceK.

Note que a relacao ~ acima definida é uma relacao de equivaléncia, pois possui
as propriedades:

1. Reflexiva: f ~ f, pois f = 1f
2. Simétrica: se f ~ g entdo g ~ f, pois se f = cg, temos g = ¢ f.

3. Transitiva: se f ~ ge g ~ h, entao f ~ h, pois se f = cg e g = dh, entao
f = cdh.

e portanto determina em K|z,y] subconjuntos disjuntos, as chamadas classes de
equivaléncia, aqui denotadas por [f] (a classe de equivaléncia de f).

/=19 € K[z yllf ~ g}
={g9 € K[zy||f = cg,c € K}

Exemplo 4.1.2: Seja f(z,y) =3z —y, K =R

[f] ={9 € K[z y]|f ~ g}
={g9€ Klzyllg=cf,ce K}
={g € K[z,y]|lg = 3cz + cy}

Essa classe é formada por todas as equagoes polinomiais que definem a curva f(z,y) =
3z —y (figura 4.11).
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A ——— = —— —

Figura 4.11: Curva definida porf(z,y) = 3z — y

A Definicao 4.1 nos diz o que é uma curva algébrica plana, mas nao nos dd uma
unicidade em sua equacao. Podemos entao melhorar essa definicao substituindo-a
pela seguinte, onde passamos a identificar “curva” com a sua equagao.

Definicao 4.3: Uma curva algébrica plana afim é uma classe de equivaléncia de
polinémios nao constantes f € K|z,y], médulo a relacdo que identifica dois tais
polinomios se um é miltiplo do outro por alguma constante.

A partir desse momento, uma curva neste capitulo significard curva algébrica
afim. Assim, a equagao de uma curva é qualquer um dos polindmios na classe de sua
definicao.

Exemplo 4.1.3: Sejam
firx+y=0 e g:2x+4+2y=0

Neste caso, g é multiplo de f pela constante 2 (figura 4.12).

Ay Ay

3 a

2 - - 2

3 K]

Figura 4.12: f:24+y=0 e g¢g:2x+4+2y=0

Segue alguns conceitos béasicos que usaremos no decorrer dos nossos estudos sobre
curvas algébricas planas:
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Definicao 4.4: Dizemos que uma curva estd definida sobre o corpo Ky, subcorpo
de K, se ela admite uma equagao a coeficientes em Kj.

Definicao 4.5: O trago de uma curva é o conjunto das solugoes da equacgao. E o
grau de uma curva f é o grau de sua equagao, e serd denotado por gr(f). Qualquer
representante da curva f tem o mesmo grau.

Definicao 4.6: Uma curva é irredutivel se admite uma equacao que é um polinomio
irredutivel.

Definicao 4.7: As componentes irredutiveis de uma curva f sao as curvas definidas
pelos fatores irredutiveis de f.

Definicao 4.8: A multiplicidade de uma componente p de f é o expoente com que
o fator p ocorre na decomposicao de f; quando esse expoente é maior ou igual a 2,
dizemos que p é componente multipla de f.

Exemplo 4.1.4: Considere K = C. Fatorando a equagao: f(z,y) = 3> — (x + 4)?,
temos f(z,y) = (y — (x+4)) - (y+ (z +4)). Assim, podemos dizer que:

e O Trago da curva f é o conjunto de solugoes da equagao y* — (z + 4)? = 0.

e O grau da curva f é igual a 2.

o Acurva f(zy)=v>— (x+4)?*=(y+ (z+4)) - (y — (z +4)) nao é irredutivel.
e As componentes irredutiveis de f sao (y + (z+4)) e (y — (v + 4)).

Usaremos aqui, conceitos de algebra linear que o leitor, caso necessite de algum
esclarecimento, pode consultar em [0].

Definicao 4.9: Um referencial ou sistema de coordenadas afim no plano K? consiste
na escolha de um ponto O € K2, chamado origem do referencial, e de uma base
{v1,v5} do espaco vetorial K2. O referencial canénico é dado por

O =(0,0), v =(10), wvy=(0,1)
O wetor coordenadas de um ponto P € K? em relacao a um referencial
R = {0, {v1,v2}}
é o par (P)r = (z1,72) € K? tal que
P =0 + z1v; + 2909. (4.1)
Exemplo 4.1.5: Seja K = R; Se

P =(-2,4)
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Entao
P =1(0,0) —2(1,0) +4(0,1)

Uma transformacdo afim ou afinidade em K? é uma aplicacao T : K? — K?
composta de uma translacao com um isomorfismo linear.
Toda transformagao afim é da forma T'(xy,xr2) = (y1,y2), onde

{yl = a11r1 + a12202 + a1 (42)

Y2 = G21T1 + A20%2 + Qo

com det(a;;) # 0.

A composta de duas afinidades é uma afinidade, e a inversa de uma afinidade
também.

Denotando

v1 = (a11,a21), V2 = (a12,a92), O = (a1,a2)
podemos interpretar as equagoes (4.2) como as que relacionam
P = (y1,y2) com (P)g = (w1,22)
E ainda, podemos considerar as relagoes (4.1) definindo a afinidade
(x1,22) = O + 101 + ToV9
Definicao 4.10: Dizemos que a afinidade 7" e o referencial R sao associados se
T(P)r=P (VPe K?
Assim, temos dois casos no processo de mudanca de coordenadas:

1. Dada uma afinidade 7', podemos olhar a relagao

(Y1,y2) = T'(w1,72)

como expressao que fornece novas coordenadas de um mesmo ponto em termos
das antigas; os pontos ficam e as coordenadas se movem.

2. Considerar T agindo sobre os pontos do plano: (y1,y2) é a nova posigao de
(x1,x9), com as coordenadas todas tomadas em relagao ao referencial canonico.

4.2 Intersecoes de Curvas Planas

Problemas cuja solugao equivale a encontrar intersecao de curvas sempre aparecem
nos livros didaticos do Ensino Bésico. Nesta secao estudaremos este tema e veremos
que a intersecao de duas curvas sem componentes em comum é finita. Lembremos
que K é um corpo algebricamente fechado.
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4.2.1 Finitude da Intersecao

Sejam f,g € K[x,y|] sem fatores irredutiveis em comum. Temos que f e g
determinam curvas distintas. Sobre tais polinémios f e g existe uma relagao

af +bg = c(x)

onde a,b € K|z,y], enquanto ¢ é um polindémio apenas na variavel x, ndo nulo. (O
resultado é andlogo quando trocamos z por y.) Este resultado pode ser verificado
em ([10], pag. 19).

A equagdo f(z) = 0 (em uma varidvel) admite no maximo um numero finito
de solugoes se f € K|[z] é um polinémio nao constante. Se f(x) tem grau n, f(z)
tem no maximo n raizes em K. Assim, é claro que o ntmero de raizes comuns
de dois polindémios f(x) e g(x) é finito. O que podemos dizer para polindémios de
duas variaveis? A partir de agora, vamos usar # para indicar a cardinalidade das
intersegoes. Vamos verificar alguns exemplos:

Exemplo 4.2.1: Considere as curvas f(x,y) = 4y>—2* e g(z,y) = 2y+2%. Conforme
a figura 4.9 Note que g é componente comum de f. Temos que #f N g = oco.

Exemplo 4.2.2: Considere a curva f(x,y) = 2° + 32> — 5z — 8y — 7 e a reta
g(z,y) = x — 2y + 5. Temos que #f N g = 3 pontos (figura 4.13).

F %%

5

4

w

/ 3 2 NJ 2 3 X
-1

Figura 4.13: As intersegoes sao: A(3,4) e B(—3,1). Aqui B é “contado
duas vezes”. Grafico em R.

Nos exemplos acima temos duas curvas com intersegao infinita (figura 4.9) e duas
com intersecao finita (figura 4.13). O que podemos falar em geral? Para determinar
a intersecao f,g podemos resolver o sistema de equagoes a duas incognitas.

23+ 322 —5r -8y —T7=0
r—2y+5=0

A solucao deste sistema é um conjunto finito de pontos de intersecao entre f e g, e
este resultado é equivalente, na linguagem geométrica, a seguinte proposicao:
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Proposicao 4.11: A intersecao de duas curvas algébricas planas sem componentes
em comum € finita.

Demonstra¢ao. Nos polinémios f,g € K|z,y] que ndo admitem fator comum,
obtemos as relacoes

af +bg = c(x) (4.3)

uf +vg = w(y) (4.4)

onde a, b, ¢, u, v, w sd@o polindomios, c¢(x), w(y) s@o nao nulos e envolvem apenas
a variavel indicada. Fazendo f = g = 0, temos em (4.3), ¢(z) = 0 e em (4.4),
w(y) = 0. Assim (z,y0) € K? tal que f(xo,%0) = g(wo,%0) deve satisfazer
c(xg) =0ew(yg) = 0. Mas ¢(z) e w(y) sdo polinomios de uma variavel e, portanto,
tem uma quantidade finita de raizes. Concluimos entao que a quantidade de
pontos (o, yo) de K? tal que f(xo,v0) = g(wo,yo) = 0 é finita. ]

Exemplo 4.2.3: Consideremos as intersecoes da hipérbole f : xy = 1 com a reta
[:azx+ by = c (figura 4.14) .

Figura 4.14: Intersecoes da hipérbole f : xy = 1 com aretal : ax+by = c.
Graéfico em R.

Na figura 4.14, podemos observar que:
e Asretas x =0, y =0 e y = —x nao cortam a hipérbole, em pontos reais;

e Em geral, ha duas intersecoes distintas, reais ou complexas: y = x corta f nos
pOHtOS (xvy)a (—Z', _y>;

e As retas tangentes tém apenas um ponto de intersecao que, intuitivamente,
deve ser contado duas vezes.
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Exemplo 4.2.4: Consideremos as intersecoes entre a elipse f : #2+4y?—42—8y+4 =
Oearetag:x—2y+2=0 (figura 4.15)

Na figura 4.15, observamos que existem duas intersecoes distintas, reais: g corta
f nos pontos (0,1) e (2,2).

Ay

Figura 4.15: Intersecoes entre a elipse f : 2? +4y?> —40 —8y+4=0¢ a
reta g : x — 2y + 2 = 0. Grafico em R.

Exemplo 4.2.5: Consideremos as intersecoes entre as elipses f : 2 + 16y? + 2z —
96y +113 =0e g : 92% + 253> + 18z — 150y + 65 = 0 (figura 4.16)

Ay

v
M

Figura 4.16: Intersecoes entre as elipses f : 22 +16y? 422 — 96y +113 =0
e g: 922 + 25¢y% + 18z — 150y + 65 = 0. Gréfico em R.

Na figura 4.16, observamos que existem quatro intersecoes distintas, reais: f
corta g nos pontos (—5,2), (—5,4), (3,2) e (3,4).

Exemplo 4.2.6: Consideremos as intersecoes entre a elipse f : 22 +y?> — 10y =0 e
o circulo g : 922 + 4y? — 90z — 40y + 225 = 0 (figura 4.17)
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Figura 4.17: Intersecoes entre a elipse f : 22 4+ y?> — 10y = 0 e o circulo
g : 922 + 4y? — 902 — 40y + 225 = 0. Gréafico em R.

Na figura 4.17, observamos que existem duas intersegoes reais distintas: f corta

g nos pontos (3,1) e (3,9). E ainda temos duas intersegdes complexas nos pontos

(15,5 + 10iv/2) e (15,5 — 10iv/2).

Na proxima secao, descreveremos o processo da resultante para a determinagao

dos pontos de intersecao.

4.3 A Resultante

Como encontrar a intersecao de duas curvas? Ha casos bem simples como por

exemplo, para calcular a intersecao de f : y—x = 1 e g : y—2z = 3, basta resolvermos

o sistema

{ r—y=1

y—2xr =3
Isolando y na segunda equacao:

y—2r=3 = y=3+2
Substituindo y na primeira equagao:

r—y=1 = z-B+2x)=1 = z=-4
E portanto,

y=3+2-(-4) = y=-5

Temos entao que a solugao do sistema ¢é o par ordenado (—4, —5) (figura 4.18).
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Figura 4.18: Intersecao entre as retas
Grafico em R.

r—y=1 e y—2z=3

Agora, se o grau das curvas f e g s@o maiores do que 1, o sistema acima pode
nao ser tao facil de resolver. O método geral mais simples para encontrar os pontos
de intersecao entre duas curvas, consiste em selecionar uma das varidveis para figurar
como parte dos coeficientes. Este processo é bastante usado numa teoria dita Teoria
da eliminagao e nos leva ao estudo da resultante de dois polinomios.

Dados f, g € K[z,y], podemos pensar em f e g com os polinémios em K[yl, da
seguinte forma:

fy) = agy® + ... + ag, (d > 1)

9(y) = bey* + ... + bo, (e > 1)

onde ays e bjs sao polinomios na varidvel . Definimos entao a resultante de f, g por

aq Qd—1 Qg
aq aq Qo
aq Qo
R = R =
19 be bei ...bp
be bl bO
be bO

determinante da matriz (d + e) x (d + e), com e linhas de a’s e d linhas de b’s,

os espacos em branco sao preenchidos com zeros.

Exemplo 4.3.1: Scjam f = y> + 22 —4, g = 2y — 1. Com coeficientes em vy, temos:

1 0 x22-—4

R(x) = |z -1 0 =

0 =z -1

2t —4dr+1
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Agora, qual a importancia da resultante? Note que no exemplo acima, encontrar as
intersecoes de f e g é resolver o sistema:

2+ =4
zy =1

Isolando y na segunda equagao:
1
ry=1=y=—
x

Substituindo y na primeira equagao:

1\2
2y e
x
O que nos fornece
ot —42° +1=0

exatamente o valor de R(zx), o que veremos adiante nao ser coincidéncia. Calculando
R(x) = 0, temos que R(x) tem 4 raizes complexas, o que nos fornece 4 intersegoes. A
figura a seguir nos mostra essas intersecoes, que sao todas reais, e tém para abscissas
as solugoes dessa tltima equagao resultante (figura 4.19).

Figura 4.19: Intersecao do Circulo com a Hipérbole. Grafico em R.

Ainda sobre o célculo de R(x) = 0, temos o seguinte resultado, cuja demonstragao
pode ser verificada em [10]

Proposicao 4.12: Sejam f,g € K[z, y]

{f = aqg(x)y+ ... + ag(x),
g = be(x)y° + ... + bo(w),

onde a;,b; sao polinomios na varidvel x a coeficientes no corpo K. Entao, para cada
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Ty temos

aq(xo) = be(z9) =0
Rg4(z0) =0 & ou
f(zo,y), g(xo,y) admitem fator comum nao constante.

Podemos agora relacionar o calculo da resultante com o problema de encontrar a
intersecao de duas curvas. Retornando ao problema da intersecao de duas curvas
f, g, observemos que Ry, ¢ identicamente nulo se, e s6 se, f,g admitem componentes
em comum, caso em que f Mg nao é finita.

Quando a intersecao ¢é finita, podemos estimar o ntimero de pontos contando
o numero de suas abscissas, que é limitado pelo grau da resultante R(x). Este
procedimento é muito grosseiro, pois podem ocorrer varios pontos de intersecao com
a mesma abscissa.

Exemplo 4.3.2: Vamos encontrar os pontos de intersecao das curvas
f=2+y"—2r ¢ g=y"—x

Para isso selecionamos uma das variaveis, digamos x, para figurar como parte dos
coeficientes. Isto é, consideramos f e g como polinémios na variavel y, a coeficientes
no anel K|[x]. Tentamos entao encontrar os valores de = para os quais f(x,y) e g(x,y)
admitem raiz comum. Geometricamente, queremos encontrar as projegoes, sobre o
eixo dos x, dos pontos de f N g. Entao vamos calcular a resultante de f e g:

1 0 22—22 0
et = — ]_
R(z) 1 0 — 0 T )
01 0 —x

E, R(x) = 0 implica em = = 0 ou = 1. Pela proposigao 4.12, f(0,y) e g(0,y)
bem como f(1,y) e g(1,y) tem fatores em comum. Note que f(0,y) = 3* e g(0,y) = v?,
assim (0,0) € fNnge f(lLy) =y*—1eg(ly) =y?>—1nos dd (1,1) e (1,—1) na
intersecao de f e g. Teremos entao trés intersecoes?

Ay

2

Figura 4.20: Intersecao do Circulo com a Parabola. Grafico em R.
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Nesse exemplo, o calculo da resultante nao permite prever o niimero de intersecoes,
ja que R(x) nos deu dois valores para x. Aqui temos duas observagoes a fazer:

1. A raiz x = 0 aparece nas interse¢oes como ponto de tangéncia. Esse fato a faz
ser “contada” duas vezes na intersegao (significa multiplicidade 2, que veremos
a frente).

2. A raiz x = 1 é dupla pois hé duas intersecoes com a mesma abscissa.

Teremos entao quatro intersecoes. Fazendo o mesmo procedimento, agora trocando
x por y, obtemos:

1 -2 2
Rly) = |-1 ¢ 0| = y-1y+1)
0 —1 g

R(y)=0nosddy=0,y=1ey=—1

Agora, os pontos de intersecao aparecem fielmente refletidos nas raizes da re-
sultante. A multiplicidade dois da raiz y = 0 persiste, pois ela corresponde a um
fendmeno geométrico, que diz respeito a posicao relativa das curvas f e g, e nao
depende do particular sistema de coordenadas empregado.

O calculo da resultante em um dominio D qualquer é realizado de acordo com a
proposicao abaixo:

Proposicao 4.13: Seja D um dominio. Sejam
f(x) =apx™ + ay 2™ '+ 4 ap,

g(x) = boz" + by '+ + b,

dois polindmios em D[z] de grau > 1. Entdo a resultante Ry, ¢ uma soma de termos
do tipo

*a;, -+ -a;,bj -5, com iy A Ay g1+ gy = min.

J1”

4.4 Multiplicidades

Para qualquer anel de polinomio F[x], com F' corpo, subcorpo de C, todo
polindmio de grau n admite exatamente n raizes complexas, contadas com as devidas
multiplicidades. Esse resultado pode ser verificado, pelo leitor, em Gallian [1].
Intuitivamente sabemos que essa multiplicidade nos diz que a curva “passa um certo
nimero de vezes” sobre um ponto. Por exemplo, a curva f(x) = (x — 1)?, pode ser
escrita como f(x) = (r —1)(z — 1) e a raiz 1 estd sendo “contada duas vezes”. Vamos
agora, dar um sentido preciso a essa ideia apresentando a definicao de multiplicidade.

4.4.1 Intersecao de uma curva com uma reta

Vamos trabalhar com curvas no plano, do tipo y = f(z). Consideraremos K
corpo (subcorpo de C) e as raizes complexas de f(x) =y € K[z]. Seja f uma curva e
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[ uma reta de equagao y = ax + b. Os pontos de f N1 podem ser obtidos eliminando
y e resolvendo a equacao

filz) == f(z,ax +b) =0
Temos duas possibilidades para f;(x), identicamente nula ou nao.

e Se fi(z) =0, temos que a curva f se anula em todos os pontos da reta [ = [ é
uma componente de f;

e Se fi(x) # 0, ela nao se anula em todos os pontos da reta | = fNl = 2.
Agora, se fi(x) é um polindmio nao constante, entao
T
file) =c] (= — z:)™, € Cla]
i=1
onde ¢ é uma constante e os x; sdo abscissas dos pontos de interse¢ao (complexos).

Exemplo 4.4.1: Considere a curva f:y— a3 =0caretal:y—x = 0.
filz) = f(z,2) = -2 + o

filz) = z(—2* + 1)
filx) =z(x+1)(x—1)

Resolvendo a equagao fi(z) = 0, temos que x = 0, x = 1 ou z = —1, que sdo as
abcissas dos pontos de intersegao (figura 4.21).

Ay

34

Figura 4.21: Intersecao entre a curva f :y— a3 =0earetal:y—x =0,
grafico em R.

Exemplo 4.4.2: Considere a curva f : y — 2> +4 =0 = y = 22 — 4 e as retas
lLi:y=—4ely:y=2x—4. (figura 4.22)
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Figura 4.22: Intersecao entre a curva f : y — 22> +4 = 0 e as retas
ly:y=—4ely:y=2x—4, grafico em R.

ful@) = f(z,~4) = fi(x) 12 =2 - a;

fh(w)
fulw) = (2,20 — 4) = fi(2) : 2% — 20 = a(x — 2);

0=x=0 (uma intersecdo)

folz)=0=2x=0 ou x=2 (duas intersegoes)

Note que a reta [; é tangente a curva f em xz = 0. Essa intersecao esta sendo
“contada” duas vezes, isso ¢ indicado pela poténcia do fator (x — 0) de f;,. J& a reta
[y é secante a curva, suas intersecoes sao “contadas” uma unica vez. Generalizamos
essa “contagem” com a definicao seguinte:

Definicao 4.14: A multiplicidade ou indice de intersecao de [, f no ponto P ¢é dada
por

0 se P¢inf
L,ip = oo se Pelcf
m; €N se P=(xvj,ar;+b)elnf e ILf

Aqui, m; é da definicao de fi(z) = ¢, (x — x;)™.
Para compreendermos esse conceito, veremos alguns exemplos.
Exemplo 4.4.3: Sejam
f=y—2> e l:y—(ax+0b)=0.

e Se a* + 4b # 0, temos dois pontos de interse¢ao distintos. (figura 4.23).
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Note que fi(z) =ar +b—2%e fi(r) =0nos dd z = A e x = B, onde

filg) = =(x=A)z-=B) = (Lfla=le( flp=1

Figura 4.23: Duas intersecoes distintas, grafico em R.

e Se a?+4b = 0, temos um ponto de intersecao com multiplicidade 2. (figura 4.24).
Neste caso, fi(z) = —(x —C)%e (I, f). = 2.

Ay

34

Figura 4.24: Uma intersecao com multiplicidade 2, grafico em R.

Exemplo 4.4.4: Sejam
f=y—2® e liar+by+c=0

e Se b# 0 e a=c=0, temos uma interse¢ao na origem com multiplicidade 3.
(figura 4.25)

Note que fi(z) = (ax +b) + 2% e fi(x) =0 nos dd z = A, onde

file)==(@=4)° = (,fla=3
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—P X

Figura 4.25: Uma intersecao com multiplicidade 3, gréfico em R.

e Se a # 0 e b= 0 temos uma intersegao com multiplicidade 1. (figura 4.26)

Neste caso, fi(x) = —(x—A) e (I, f)a=1.

A

a4

Figura 4.26: Uma intersecao com multiplicidade 1, grafico em R.

e Se b # 0, podemos ter 1, 2 ou 3 pontos de intersegao. (figura 4.27)

Calculando f(z) temos: fi(z) = (ax+b) —2*e fi(r) =0nosddz=A, =B
e x = C onde:

file) = =(@=A)(z=B)(z-C) = (fla=1, (Lfle=1 e (I,fle=1
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-3

Figura 4.27: 3 intersecoes com multiplicidade 1, grafico em R.

Exemplo 4.4.5: Sejam
f=9y"—2*(z+1), e l,:y—ax=0.

A origem O absorve pelo menos duas intersecoes. Se a = +1, a multiplicidade de
intersegao (I,f)o = 3. (figura 4.28)

Figura 4.28: Multiplicidade 3, gréfico em R.

4.4.2 Pontos Miltiplos

Na secao anterior definimos multiplicidade de intersecao de uma curva e uma
reta. Veremos agora a nocao de multiplicidade de um ponto sobre uma curva, que
serd independente de qual reta estaremos interceptando.

Exemplo 4.4.6: Consideremos a curva f : y*—z?(z+1) = 0easretasl; : y—x = 0,
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lo:y=0els:y—2x=0.

2 2

fi@)=2*-2*(xz+1) = fil@)=2*-2>-2> = f,(z)=—-2°

fi,(x)=0"—2*(z+1) = fio(r)=—-2*-2> = f,(z)=—-2*@+1)
fis(x) =4a® =2’ —2® = fy(z) =322 -2° = fi(v)=—2’(z-3)
Note que a curva f obteve, no ponto (0,0) = 0 duas multiplicidades diferentes,
(l1,f)o =3, (l2,f)o = 2 = (I3,f)o. Nem sempre um ponto terda multiplicidades iguais.

Isso dependerd da reta. Mas em geral, podemos dizer que (I, f), possui sempre uma
cota inferior (figura 4.29).

y-2x=0

Figura 4.29: Multiplicidade de um ponto sobre uma curva. Grafico em
R.

Proposicao 4.15: Seja f uma curva e seja P um ponto de f. Existe um inteiro
m = mp(f) > 1, tal que, para toda reta | passando por P, temos (I,f)p > m,
ocorrendo a desigualdade estrita para no mdximo m retas e no minimo uma.

Demonstracao. Suponhamos, sem perda de generalidade, P = 0. Escrevamos
f = fm+ ...+ fa, com f; homogéneo de grau i param < <d, e f,, #0. Um
polinomio F' é homogéneo de grau d se todos os monomios com coeficientes nao
nulos tem o mesmo grau. Lembrando que quando P € f, temos m > 1. Mudando
de coordenadas se necessario, podemos supor z nao divide f,,. Assim

F0y) =y (fm(0,1) + oo + fa(0,1)y"™™)

e fm(0,1) # 0. Dai segue que (z¢,f)o = m. Para as demais retas passando por
O, ponhamos l; = y — tx. Temos entao,

f<x7tx) = ‘xm(fm(lvt) + fm+1<17 t>x +ot fd<17 t)xd*m)'

Deduzimos que (I;,f)o > m, ocorrendo igualdade se, e s6 se, f,(1,t) # 0. Como
x nao divide f,,, segue-se que f,,(1,t) é um polindémio em ¢ de grau m > 1 e que
portanto se anula para ao menos um e no maximo m valores de t distintos. [J
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Definicao 4.16: O inteiro m = mp(f) ¢ denominado a multiplicidade do ponto P
na curva f ou multiplicidade de f em P.

No exemplo 4.4.6, temos m,(f) = 2, com P = (0,0).
Voltando & curva deste exemplo, f : y*> — 2%(x + 1) = 0, temos que o ponto
(—1,0) € f, e fazendo

fla+(=1),y=0)=flr - Ly) =y~ (= - 1)*((x = 1) + 1)

=y? — (22 =22+ 1)(z)

=y’ — 2’ +22° —x

=—z+y*—22% —2°
= filzy) +y* — 2% -2

onde fi(z,y) = x é um polinémio homogéneo de grau 1.
Efetuando o célculo da multiplicidade de P = (—1,0) em [ : y = x + 1, temos:

(z+1)?—2*)(z+1)=@+1)(z+1-2*)=(x+1)(—2* +2+1)
<l7f>P = 17 ou Seja7 mP(f) =1
E  f(zx—1,0) = fi(z,y) + (termos de grau > 1)
Agora, para @@ = (0,0), temos:
flx+0,y+0)=y* —2*(z+1) =92 —2?=¢y* — 2" — 2

f(x+0,y—|—0) :fQ(IL’,y)—J?

E, pelo exemplo 4.4.6, vimos que mg(f) = 2.
Em geral, se P ¢ f, convencionamos mp(f) = 0, agora se P = (zo,y0) € f,
escrevemos

flz+zo,y +v0) = f(x,y) + (termos de grau> m).
O polinomio homogéneo f,, (o, yo) pode ser decomposto de maneira unica,
fm = H(aﬂ +biy),
onde os fatores lineares a;x + b;y sao retas distintas. As retas
li = ai(x — o) + bi(y — yo)

sao as retas tangentes de f em P. O expoente e; é a multiplicidade da tangente ;.
(I,f)p > m = mp(f) para [ igual a uma das retas tangentes a f em P.
Como podemos ver no exemplo 4.4.6, as retas [, [y e l3 sao tangentes a curva
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f:y?— 2%z +1) =0 no ponto P = (0,0), sendo fi, (z) = —23, fi,(x) = —2*(x + 1)
e fi,(z) = —z*(z — 3) com multiplicidades (I1,f)o = 3, e (I2,f)o = (I3,f)o = 2.

Um ponto P de uma curva f é liso, ou nao singular ou simples em f, ou ainda
f é lisa, ou nao singular ou simples em P se mp(f) = 1; caso contrario, dizemos
ser singular. A curva f é lisa ou nao singular se mp(f) = 1 para cada P € f. Se
mp(f) =2,3,...,m, P é dito um ponto duplo, triplo, ..., m-uplo.

Ainda observando o exemplo 4.4.6, podemos dizer que o ponto P = (0,0) na curva
f:y*—2%(x+1) =0, é um ponto duplo.

Um ponto P de uma curva é singular se m,(l) > 1. Nesse caso, ¢ importante
saber encontra-los. A proposicao abaixo nos ajuda nessa tarefa.

Proposicao 4.17: Temos que:

1. Um ponto P € f € liso se, e s0 se, ao menos uma das deriwadas parciais f,, f,
nao se anula em P.

2. Se P = (ab) € f € liso, entao a unica tangente a f em P é dada por
fo(P)(z —a) + f,(P)(y — b) = 0.
Demonstracdo. Ambas as afirmativas decorrem da férmula de Taylor,

f(x+a,y+0b) = f(a,b) + fula,b)x + fy(a,b)y + g(x,y),

onde todos os termos de g tém grau > 2. O]

Exemplo 4.4.7: A Lemniscata, curva definida pela equagao (22 + y?)? = 2% — 2
passa duas vezes pela origem formando um “né”. As retas y = £x sao tangentes a
essa curva na origem P = (0,0) (figura 4.30).

Note que f, =0e f, =0em P = (0,0), assim P é um ponto singular e m,,(f) = 2.

Figura 4.30: Lemniscata. Grafico em R.

Exemplo 4.4.8: A Cissdide,curva definida por z* — y(y* + 2%) = 0, também passa
duas vezes pela origem, mas tao rapidamente que s6 vemos um “bico”, chamado
ctspide, com tangente vertical x = 0.(figura 4.31)

Note que f, =0e f, =0 em P = (0,0), assim P ¢ um ponto singular e m,(f) = 2.
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Figura 4.31: Cissoéide. Grafico em R.

Algumas curvas tem pontos singulares. Mas como eles podem aparecer? A
proposicao seguinte nos diz que uma curva f nao pode ter infinitos desses pontos.

Proposicao 4.18: Se f € uma curva sem componentes maultiplas, entao o conjunto
dos pontos singulares de f € finito.

Demonstragdo. Uma componente irredutivel p de f é miltipla de p?|f. O conjunto
dos pontos singulares ¢ dado pelas equacoes f = f, = f, = 0. Ora, ao menos
uma das derivadas parciais, digamos f,, ¢ nao identicamente nula. Afirmamos
que f = f, = 0 admite sé6 um nimero finito de solugoes. Do contrario, pela
proposicao 4.11, existiria componente irredutivel p comum a f e f,. Mas isto
acarreta que p?|f, absurdo. O

Proposicao 4.19: Se f uma curva sem componentes miltiplas, entao, para cada
ponto P do plano, e para cada reta | contendo P, com excecao de um niumero finito,
l encontra f fora de P em gr(f) —m,(f) pontos distintos.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente f irredutivel. Sem perda de generali-
dade, podemos supor P = (0,0). Ponhamos m = m,(f),d = gr(f) e lembremos
a convencao m = 0 < P ¢ f. Podemos escrever f = f,, + -+ + fq, com f;
homogéneo de grau i param < i <d e f,,fq # 0. Seja t uma nova indeterminada.
Vamos definir

glx,t) =2 " f(z,tx) = frn(1,t) + -+ f4(1 —t).

Podemos verificar que g(z,t) é irredutivel em K|z,t]. Em particular, g, e g
nao tém componente em comum. Logo, existe um nimero finito de valores t,
de t para os quais g(x,ty) e gzo(z,ty) admitem raiz comum, que sdo as raizes
multiplas de g(z,ty). Evitando o nimero também finito de valores que anulam
fn(L,t) fa(1,t), concluimos que g(zx,ty) é um polindmio em x de grau d — m,
com esse mesmo numero de raizes distintas, e todas #* 0. Tendo em conta
que f(x,tor) = 2™g(z,ty), concluimos que a reta y = tox encontra f conforme
anunciado. O]
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A proposicao acima nos diz que um ponto de multiplicidade m absorve m
intersecoes de [ N f. De fato, as intersecoes de f e a reta [ podem ser encontradas
resolvendo a equagao fi(x) = f(x,ax +b) e fi(z) tem o mesmo grau de f, portanto
tem exatamente grau f raizes complexas. Sabendo que [ encontra f fora de P em
gr(f) —my(f) pontos distintos, [ interceptarda f em P m,(f) vezes.



Pontos no Infinito

H4 curvas que nao possuem intersegao em C. Por exemplo f(z,y) =y —z+4e
g(z,y) =y — x + 2. Ao trabalharmos com interse¢ao de curvas, seria interessante
trabalhar em um plano em que todas as curvas se interceptam. As duas retas
mencionadas acima, sao paralelas (em C?), possuem a mesma diregao assintética, e
temos a noc¢ao intuitiva que se “encontrariam no infinito”.

Neste capitulo trataremos do plano projetivo e das curvas projetivas, introduzindo
de maneira sistematica os pontos no infinito, atendendo assim ao desejo de dar um
tratamento rigoroso aos “pontos que deveriam estar na intersecao”.

Esses “pontos” serao apresentados inicialmente como entes da natureza aparen-
temente diversa dos pontos usuais do plano afim. Mas logo veremos ser possivel,
e mesmo recomendavel, eliminar as aspas; os novos pontos nao merecerao no final
nenhuma distingao especial com relacao a seus parceiros dados a distancia finita.

A ideia de acrescentar ao plano usual uma reta no infinito, constituindo um
plano projetivo, é devida a Desargues que em 1639 publicou um livro onde pretendia
dar uma fundamentacao matemaética aos métodos de perspectiva empregados por
pintores e arquitetos da época.

5.1 O Plano Projetivo

Considere o plano 7 de equagao Z = 1, em R? (figura 5.1).

Figura 5.1: Plano Projetivo

Cada ponto do plano 7 determina uma reta passando pela origem e pelo ponto
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dado. E cada reta de m determina um plano que passa pela origem. Sejam as retas [
el

e Se elas se encontram, seu ponto de intersecao representa a reta de intersecao
dos dois planos associados a [, [’

e Se elas sao paralelas, os planos que elas definem se cruzam ao longo de uma
reta passando pela origem e contida no plano Z = 0.

Pensando nesse contexto, podemos considerar o conjunto de todas as retas de R?
que passam pela origem.

Definicao 5.1: O plano projetivo P? é o conjunto das retas do espaco tridimensional
passando pela origem.

Note que as retas de R? que passam pela origem, ou interceptam o plano T,
ou estao contidas no plano z = 0. Vemos entao que os pontos de 7 se identificam
naturalmente com um subconjunto de P2

Essa definicao é bem geométrica.

H& também uma defini¢ao algébrica do plano projetivo, equivalente a definicao
dada acima. Considere em R — {(0,0,0)} a seguinte relagao:

(‘/‘U7 y? 'Z) ~ (x/7 y/7 Z/) <:> (‘rJ y? Z) - t(‘r/7 y/7 Z,)

para algum ¢ € R nao nulo.
Essa é uma relacao de equivaléncia, pois:

1. ~ é reflexiva

(x,y,z) ~t(z,y,z) basta tomar ¢=1
2. ~ ¢é simétrica
Se  (z1,11,21) ~ (@2, Y2, 22) = (T1,41, 21) = t(x2, Y2, 22), tER*
Se  (2,Ys,22) ~ (T1,y1,21) = (T2, Y, 22) =t Hx1,41,21), t'ER*
Se  (w1,y1,21) ~ (T2, Y2, 22) = (T2, Y2, 22) = (T1, Y1, 21)
3. ~ é transitiva
Se  (x1,y1,21) ~ (2,2, 22) € (Ta,Y2,22) ~ (T3,Y3,23), temos:

(wlay17zl) == tl(mQay2722) € (372,92722) == t2<$3,93,23)7 com tlth S R*

Entao, (z1,y1,21) = tita(x3,y3,23) com 1ty € R*

Logo, (xlayla 21) ~ (I3,y3723)
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A classe de equivaléncia de (z,y, z) é:
(l’,y, Z) = {(CL, b7 C) € R3 - {(07 07 0)} /((L’,y, Z) = t(CL, ba C)? para te R*}

Note que (z,y, z) é a reta de R? que passa por (z,v, 2) e pela origem (0,0,0).
O conjunto quociente dessa relacao de equivaléncia

R {(000)}/ ~ ={(w,9.2)/(vy.2) € B = {(0,0,0)}}

é denominado plano projetivo e denotado por PZ ou P? ou ainda P?(R). Assim
o plano projetivo é o conjunto das classes de equivaléncia, isto é, o conjunto das

retas de R? que passam pela origem. Um elemento de P? ¢ a classe (z,y, z) e seré
representada por (x :y: z).

Assim, denotamos por (z :y : z) o ponto de P? que representa a reta ligando a
origem O a um ponto (z,y, z) # O. Dizemos que x, y, z sao as coordenadas homogéneas
do ponto (z : y : z) relativas a base canoénica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Por definigao, temos que (r:y:z) = (2 : ¢y :2') < existe constante ¢t # 0
tal que (z,y,2) =t(z',y, 7).

Em geral, fixada uma base qualquer no espaco tridimensional, as coordenadas
de um ponto diferente de 0 relativas a essa base sao chamadas de coordenadas
homogéneas do ponto correspondente de P2

5.2 Curvas Projetivas

Definimos no capitulo 4 curva algébrica como o conjunto de pontos em K? tal que
f(z,y) =0 para f € Kl[z,y] e, considerando a classe de equivaléncia de polindémios
nao constantes f € K|z,y|, médulo a relacao que identifica dois tais polindémios se
um é multiplo do outro por alguma constante, podemos identificar a curva a equacao
de f, tendo a definicao de curva afim. Note que, no plano projetivo, precisamos
tomar mais cuidados. Observe o exemplo abaixo.

Exemplo 5.2.1: Seja f : y — 2> = 0 no plano R%. Vamos analisar se a mesma
definicao dada para curva afim no plano R? faz sentido para o plano projetivo.

A curva definida por f é a pardbola y = z2.

Agora, em P2, no plano projetivo, o ponto P = (2 : 4 : 1) pertence a curva, pois
4 = 22: mas tomando a coordenada homogénea de P = (4:8:2), P ¢ f. Entao P
pertence ou nao a curva?

O fato de P pertencer a curva nao deveria depender da coordenada homogénea
escolhida. Assim nao é bom trabalharmos, no caso projetivo, com esse tipo de
polinomio.

Agora seja F' = zy — 2% O ponto P = (2 : 4 : 1) pertence a curva F, e as
coordenadas homogéneas P = (4 : 8 : 2) continuam satisfazendo a equagao de F.
Note que, para P = (2X : 4\ : ), A # 0 real, temos que as coordenadas homogéneas
x =2\, y =4\ e z = )\ satisfazem a equacgao F' = 0, ja que

F=zy—2*= )4\ — (20)* =0
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Observe que a diferenca entre os polinomios F' e f acima, estd no fato de F' ser
polindbmio homogéneo e f nao. Lembrando que um polinomio F' é homogéneo de
grau d se todos os monomios com coeficientes nao nulos tem o mesmo grau.

Proposicao 5.2: Seja F' € K|z,y,z] um polinémio homogéneo. Se F' se anula para
um conjunto de coordenadas homogéneas de um ponto P € P? entao F se anula para
todas as coordenadas homogéneas de P.

Demonstragio. Seja P = (zo : yo : 20) € P? e suponha que F(P) = 0 onde F ¢
polinomio homogéneo de grau d. Entao

F()\P)IF(/\I()I)\Z/OI)\Z()):)\dF(SCOIyO:Z()):O

]

Podemos entao, definir uma curva no plano projetivo.

Note que, pela definigao de ponto em P2, se (z : y : 2) é tal que z # 0, podemos
tomar (f 4 1) para representar o ponto (x :y : z).

E, para cada (7 : y : z) € P? temos que ou z # 0 ou z = 0, entdo podemos pensar

em P? como a uniao de dois conjuntos
PQZ{(-T3?JZZ)GIPQ’Z%O}U{(mzy:z)E]P’Q‘z:()}

O conjunto {(x:y: z) € P?|z # 0} denotamos por U, e veremos que ele pode ser
identificado com R2.

Definicao 5.3: Uma curva plana projetiva é uma classe de equivaléncia de polino-
mios homogéneos nao constantes, F' € K|[z,y,z], médulo a relagdo que identifica dois
tais polinomios, F, G, se um for miltiplo constante do outro.

Observe que, se F' é um polinomio homogéneo, a relagao
F(tx,ty,tz) = " F(z,y,2), com gr(F)=graude F

mostra que a condi¢do para que o ponto (z : y : z) pertenga ao trago de uma curva
projetiva é independente das coordenadas homogéneas. Curvas de grau 1, 2, 3,... sao,
como antes, chamadas retas, conicas, ciubicas, etc.

Exemplo 5.2.2: Seja F(x,y,z) = xz — y*. A curva determinada por F' ¢ uma
conica. Agora, como (x :y:z) = (tx : ty : tz) para t # 0 real, podemos considerar
sempre z = 0 ou z = 1. Note que z = 1 temos F(z,y,1) = z — y?, equagao de uma
pardbola em R? e se z = 0, F(z,y,0) = —y* e o ponto sobre a curva F para z = 0 é
(1:0:0) pois F(x,y,0) =0 =y =0 e z qualquer. Note que fazendo z = 1, temos
em P? o conjunto de pontos {(y*:y: 1)}.

Exemplo 5.2.3: Temos que F' = ax + by + cz é uma reta em P?, polinomio de grau
1. Observe que em R?, F' é a equacdo de um plano, mas em P? identificamos cada
reta que passa na origem de R3 com um ponto.
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Proposicao 5.4: Seja
U.={(z:y:2)eP? z+#0}
Entao a aplicagao ¢ : (z,y) > (x : y : 1) é bijetiva entre R? e U, C P2

Demonstragdo. Seja ¢ : R?* — Uy com ¢(z,y) = (x : y: 1) e considere ¢ : Uy —
R? tal que

@D:(z:y:z):(z:g;l)H(fy)

z 2’z
Note que povy =id e Poyp =1d. [

No plano projetivo, a equagao Z = 0 nos fornece a curva {(x : y : 0) € P?} que é
uma reta. A essa reta damos o nome de reta no infinito, e seu complementar é R?,
assim P2 =R2U H.

De maneira semelhante temos U, e U, e, P2=U,UU,U Uy. Os conjuntos U,, U,
e U, sao chamados de abertos afins.

Usando a igualdade P? = R? U H, dizemos que os pontos que pertencem ao
complementar de H(z = 0) estdo a uma distancia finita, e os pontos que pertencem
a H sao ditos estarem em uma distancia infinita.

As curvas algébricas planas afins f(z,y) = 0 serdo consideradas implicitamente
como a parte que se acha a distancia finita sobre a curva projetiva F(x,y,z) = 0, em
que F' é a homogeneizacao de f.

O processo de homogeneizar um polinomio f(z,y) de grau d consiste em, com o
uso da indeterminada z, deixar todos os monomios de f com grau d. Para isso basta
multiplicar cada monomio de grau i por z47°.

Definigao 5.5: Seja f = Zg fi, onde cada f; € K|z,y] é homogéneo de grau i,
fa # 0. A homogeneizacao de f é o polindmio homogéneo de grau d = gr(f),

F(z,y,2) = Z 27 fi(z )

Notacao: Homogeneizagao de f: f* ou F.
Do mesmo jeito podemos desomogeneizar uma equagao com relacao a variavel z,
fazendo z = 1. Usaremos a notacao F, para a desomogeneizacao de F'.

2. Para enxergarmos a parabola

Exemplo 5.2.4: Considere a curva afim y = =
como uma curva projetiva, devemos homogeneizar f : y = x2.

Temos F' = f*: zy = 2%

Note que, considerando a reta do infinito, z = 0, temos que o ponto de F' no
infinito é (0 : 1:0) e os demais estao “a uma distancia finita” considerando z = 1,

2 no plano

temos F? estdo no aberto afim U, e, portanto, sobre a parabola y = x
afim.
Poderiamos considerar também a reta do infinito como sendo x = 0 e, neste caso,

o ponto no infinito da curva seria (0:1:0) e (0:0: 1) e os pontos “a distancia finita”
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considerando x = 1, estao no aberto afim U, e, portanto, sobre a curva yz = 1 no
plano afim.

5.3 Intersecao de Curvas Projetivas

Veremos nesta secao que quaisquer duas curvas projetivas planas sempre se
cruzam e que é possivel atribuir multiplicidades de intersecao de modo que o nimero
de pontos comuns a essas curvas seja igual ao produto de seus graus ou infinito. O
segundo caso ocorre se houver componentes comuns as duas curvas.

5.3.1 Intersecao de Reta e Curva, agora Projetivas

Trabalharemos aqui considerando K = C. Vamos analisar L uma reta e ' uma
curva de grau d. Suponhamos L = x. Temos entao

P=(0:b:c)eaxnNF < F(0,b,c)=0

Se o polinomio F(0,y, z) é identicamente nulo, teremos que x C F. Agora se F(0,y,z)
nao for identicamente nulo, sera homogéneo de grau d e se decompoe como:

F(0,y,2) = [[(zay — wiz)™,

Onde os pontos P; = (0 : y; : 2;) sao dois a dois distintos e constituem z N F. O
expoente m; é a multiplicidade de intersecao de z, F' em P;. Mais geral, temos:

Proposicao 5.6: Seja L uma reta e seja F uma curva de grau d. Se L ¢ F
entdo LN F = {P,,---, P}, onde P, # P, para i # j e existem inteiros m; bem
determinados pela seguinte condicao: Se T' é qualquer transformacao linear tal que
T,L = x, entao

T

F(O,y72) = H(Zzy - yzz);n

1
onde P, = (0:y,; : z;) parai = 1,--- ,r. Em particular, > m; = d.

Observacdo: O leitor para compreender melhor a transformacao linear usada na
proposigao 5.6 pode consultar [10], onde encontrard também a demonstracao desta
proposicao.

Definicao 5.7: A multiplicidade ou indice de intersecao da reta L com uma curva
F no ponto P é definida por

© se PeLCF
(L.F)p = 0 se P¢LNF
m; se P =P, (nas condigoes anteriores).

Temos que L N F' consiste em gr(F') pontos contado com multiplicidades. Com o
emprego de uma transformacao linear conveniente, podemos supor, para o calculo
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de (L,F),, que P se encontra a distancia finita e que L e F' s@o distintos da reta
no oo. Nessas circunstancias, é imediato que (L,F)p = (L, F.)p, onde o segundo
membro é a multiplicidade de interse¢ao definida no caso afim. Assim, os resultados
da secao 4.4 podem ser transcritos para as curvas projetivas. Em especial, temos a
seguinte proposicao:

Proposicao 5.8: Seja F' uma curva projetiva e seja P um ponto de F. FEntao,
existe um inteiro m = m,(F) > 1 tal que, para toda reta L passando por P, vale
(L,F), > m, ocorrendo desigualdade estrita para no mdzimo m retas e no minimo
uma.

Demonstragao c.f.[10].
Comparemos a definicao seguinte com a definicao 4.16:

Definicao 5.9: O inteiro m,(F') descrito acima é a multiplicidade de F' em P ou P
em F.

Se P ¢ I, convencionamos m,,(F') = 0.

Dizemos que P é um ponto simples ou nao singular ou liso de F', e que F ¢
simples ou ndo singular ou lisa em P se m,(F) = 1; P é maltiplo ou singular se
my(F) > 2.

A curva F é lisa ou nao singular se o for em cada um de seus pontos.

Se my(F) =2,3,--- ,m, dizemos que P é um ponto duplo, triplo, ---, m-uplo.

Se f é uma curva afim e F' = f*, é imediato que m,(F) = m,(f) para cada ponto
P € C? (plano afim).

Para a determinacao de m,(F"), reduzimos ao caso afim, desomogeneizando F
com relagao a uma variavel que nao se anula no ponto P.

Note que as defini¢oes acima sao consistentes com as da subsecao 4.4.2.

3. Note que a homogeneizacao de f é

Exemplo 5.3.1: Sejaacurva f :y = x
f*=F:2*y=2% Eoponto P=(0:1:0) pertence a curva.
Mas qual a multiplicidade de P?
Vamos encontrar mp, de acordo com a Proposicao 5.8.

2 = 23 e tomando a reta z = 0,

Desomogeneizando F' com relacao a y, temos z
a Unica intersegao de z = 0 e F' é P. Escrevendo F(x,y,0) conforme no inicio do

capitulo (fazendo em z ao invés de em x) temos:
F(r,y,0) = —2° e (2,F)p = 3.

Agora para qualquer reta L # z, passando por P temos (L,P) = 2, o que podemos
observar no exemplo 4.4.4. Assim mp = 2. E o ponto P ¢é singular.



O Teorema de Bézout

O matematico Frances Etienne Bézout (1739 — 1783), foi autor de um dos livros de
matematica mais utilizados de sua época, os seis volumes de Cours de Mathématique.
Nascido na Franca, em marco de 1739, em uma familia de Magistrados distritais,
Bézout preferiu os niimeros a politica, convencendo seu pai a lhe permitir estudar
matematica ao invés de direito. Foi muito influenciado pelo trabalho de Leonahrd
Euler, e suas habilidades foram reconhecidas pela Académie Royale des Sciences.

Ele é bem conhecido por seu trabalho sobre o uso de determinantes na eliminacao
algébrica. Outros trabalhos que ele publicou sobre a teoria das equacoes foram
reunidos em Théorie Générale des Algébraiques em 1779. Este inclui um resultado
conhecido hoje por Teorema de Bézout, um importante resultado da mateméatica que
revela como estimar o nimero de pontos de intersecao de duas curvas planas. Apoés
sua morte em 1783 uma estatua foi erguida em Nemours, cidade de seu nascimento,
uma pequena homenagem para um grande matematico.

Vamos primeiramente, enunciar e demonstrar o Teorema de Bézout no plano
afim. No plano projetivo, veremos alguns exemplos e o enunciaremos. Porém sua
demonstracao nao serd mostrada nesse trabalho ja que necessitaria de ferramentas
mais avancadas.

Teorema 6.1 (Teorema de Bézout): Sejam f(z,y), g(z,y) dois polindémios em
Clx,y] de graus m,n > 1. Se f(x,y) e g(z,y) ndo tém fator comum em Clz,y], entdo

#(fNg)<m-n

onde #(f N g) significa quantidade de elementos em (f N g).

Demonstracao. Como f(z,y) e g(x,y) nao tém fator comum em C[z,y], pelo
coroldrio 3.25, o nimero de intersegoes f N g < co. Temos que f(z,y) e g(x,y)
nao tém fator comum em C[y|[z], entdo, novamente pelo corolario 3.25, eles nao
tém fator comum em C(y)[z]. Estamos considerando entao f,g polindémios na
varidvel x com coeficientes no corpo K(y), e o MDC(f,g) = 1.

Pelo teorema 3.22, existem elementos 7,0 em C(y)[x] tais que

l=vy-f+d-g

65
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Mas, 7, d sao polinémios com coeficientes em C(y)[z], entdo podemos ter y no
denominador. Seja d(y) € Cly] o M.M.C. dos denominadores de ~,d. Assim,
multiplicando d(y) por 1 =~ - f 4+ § - g, obtemos:

d(y) = A(z,y) - f(z,y) + B(z,y) - g(x,y)

onde A(z,y) =d(y) - v e B(z,y) = d(y) - 9, com A(z,y), B(xy) € Clz,y].

Se (wo,y0) € C? é tal que f(xo,y0) = g(xo,y0) = 0 entao d(yp) = 0. Assim
existe somente um nimero finito de ordenadas possiveis para um ponto em C?
da intersecao das curvas determinadas por f e por g, a saber as raizes em C do
polinémio nao nulo d(y). Agora, para uma ordenada fixa yy € C, existem no
méximo m pontos em C? da curva determinada por f(z,y) com esta ordenada yj,
a saber os pontos (xg,yo) € C? tais que x( seja uma raiz de f(z,y). Fica assim
provado que o nimero de interse¢oes f N g € finito. Como C é um corpo infinito,
existe § € C tal que, com

filvy) = f(x,y+Bx) e gi(ry) = g(r,y+ pz)

temos: os pontos distintos de f; M ¢g; tem ordenadas distintas, o coeficiente de x™
em fi(z,y) e o coeficiente de ™ em g, (z,y) sdo nao-nulos.
Escrevemos

fl(x7y> = aoxm + a’l(y)xm_l +-+ am(y)7 com  ap 7é 07

g1 (.Clj,y) = boilfn + bl (y)xn—l +-+ bn(y)a com bO 7é 07

Vamos considerar fi(z,y) e g1(z,y) como polindmios na varidvel x com os
coeficientes a;(y),b;(y) em Cly| Vi,j e vamos considerar a resultante, que é
um elemento de Cly]. Denotaremos esta resultante por Ry, 4, (y) no lugar de
Rf1(ar,y),gl(w,y)' Temos:

#(fNg) =#(/1Nq),

={yeC; fi(zy) e ¢gi(x,y)}tem uma raiz comum em C
<{yeC filzyy) e alzy)}

tem um fator comum de grau > 1 em Clz]

={y €C; Ry (sy).0(ay) =0} pelo teorema 3.24

={yeC Rpqly) =0}
< grau Ry, 4 (y),pelo corolario 3.23

Pela proposigao 4.13, a resultante Ry, 4, (y) envolve termos do tipo

ai,(y) - i, ()b (y) -~ b, (y), com t1+--Fip+i+--+j,=m-n.
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Como grau a;(y) <1 e grau b;(y) < j, vimos que

grau  a;, (y) - ai,, (Y)bj, (y) - bj, (y) <m-n.

Logo grau Ry, 4 (y) < m-n, e portanto

#(fNg) <m-n.

]

Vamos considerar agora o calculo do niimero de pontos de intersecao de duas
curvas projetivas.

Lema 6.2: Sejam F,G duas curvas planas projetivas. Entao F' NG € finita se e s
se F',G nao admitem componentes em comum.

Demonstracao. Se F,G nao admitem fator comum em Klz,y,z] entao Fi, G,
também nao admitem em K[z,y|. Com efeito, se F, = fg, G. = gh, com
fyg,h € K[z,y] e h ndo constante, entao (Fi)* = f*h*, (G.)* = g*h*. Dal se
seguiria que h* é fator de F, G, contradicao. Como F}, G, nao tem componente
comum, segue-se que F' e G tém intersecao finita, a distancia finita. Como F'N Z
ou G N Z é finita, caso contrario Z seria componente comum, temos que F NG é
finita. O

Vimos que a intersegao entre F' e GG ¢ finita. Vamos agora calcular seu niimero
de pontos. Ainda nao podemos afirmar que F'N G # & Isto serd uma consequéncia
do Teorema de Bézout.

Vamos entao explorar o que acontece quando duas curvas se cruzam no plano
projetivo, segundo Cox [3]. Estamos particularmente interessados no nimero de
pontos de intersecao. Os exemplos a seguir ilustram por que a resposta é especialmente
agraddvel quando trabalhamos com curvas em P?(C), o plano projetivo sobre os
nimeros complexos.

Exemplo 6.0.1: Considere a interse¢ao da pardbola y = z* com a elipse 22 +4(y —
A)? = 4. Suponha A =0 ou A = 2. Teremos (figura 6.1):

AV

Figura 6.1: Intersecoes reais entre a parabola e a elipse quando A =2 e

A=0.
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Em R obtemos nimeros diferentes de intersecoes. Porém, em C, temos quatro
pontos de intersecao em ambos os casos.

Quando \ = 0, podemos substituir y = 22 em 22 + 4y? = 4 obtendo y + 4y* = 4
que tem raizes y = %675 e os valores correspondentes de x sao r = =+ %@.
Isto nos da quatro pontos de intersecao, dois reais e dois complexos.

Vocé pode verificar que, quando A = 2, nao ha novas solugoes em C além das
quatro observadas na figura 6.1.

Assim, o nimero de intersecoes parece ser mais previsivel quando trabalhamos
com os numeros complexos. Para confirmar, vocé pode verificar que, nos casos em
que nao ha ponto de intersecao em R, existem quatro pontos de intersecao em C.

Quando A = 1, temos trés pontos de interse¢ao (figura 6.2). Um desses pontos
acontece na origem onde as duas curvas sao tangentes. Portanto, este ponto tem
multiplicidade 2, enquanto os outros dois tem multiplicidade 1. Assim, temos quatro
pontos de interse¢ao como nos outros casos.

-14

Figura 6.2: Intersecoes reais entre a parabola e a elipse quando A\ = 1.

Exemplo 6.0.2: Agora, considere a intersecao da parabola y = 2> com uma reta
L. Na maioria dos casos existem dois pontos de intersecao em C, contados com suas
multiplicidades. No entanto, se L for uma linha vertical, obtemos apenas um ponto
de interse¢ao com multiplicidade 1 (figura 6.3).

Ay

a4

y T T -2 11 o] 1 2
-2 -1 o 1 2
/ A -1

Figura 6.3: Intersecoes entre a pardbola y = 22 e uma reta L.
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No entanto, seria interessante todas as retas cortarem a parabola em dois pontos,
mas se isso acontece, onde esta o outro ponto? Se mudarmos nosso ponto de vista
e trabalharmos no plano projetivo P?(C), a pergunta acima é facil de responder: o
ponto que falta esta “no infinito”.

Seja z a terceira varidvel. Entao, homogeneizamos y = x? para obter a equacao

2 e uma linha vertical x = ¢ fornece a linha projetiva z = cz.

2

projetiva yz = x
Substituindo z obtemos yz = 22, que ¢ facilmente resolvido para obter (x :y: 2) =
(c:c®:1)ou (0:1:0), que sao coordenadas homogéneas. A primeira estd no plano

afim, onde z = 1, enquanto a segunda esta no infinito, z = 0.

Exemplo 6.0.3: Em P?(C), considere duas curvas dadas por F' = z? — 22 e
G = 22y — 222 — zyz + 25, B facil verificar que (1,b,1) € F NG para qualquer b € C,

de modo que a intersecao F' N G seja infinita. Observe as fatoragoes:

2 — 22 = (v —2)(z+2)

vy — x2° —wyz + 2° = (v — 2)(zy — 2°)

Temos que F' é a uniao de duas linha projetivas e G é a uniao de uma linha e uma
conica. E, como F' e GG tem componente irredutivel em comum, sua intersecao é
infinita.

Esses exemplos mostram porque devemos trabalhar em P?(C). Trabalharemos
daqui para frente em C e escreveremos P? em vez de P?(C). E, vamos considerar a
intersecao de duas curvas ' e G em P?, sem componentes em comum. Nosso objetivo
é relacionar o nimero de pontos em F' N G com os graus de suas equagoes reduzidas.
O Lema seguinte tem papel muito importante em nosso estudo.

Lema 6.3: Sejam f, g € Clx,y,z] homogéneos de grau total m e n respectivamente.
Se f(0,0,1) e ¢(0,0,1) sao diferentes de zero, entao a resultante R(f,g,z) é homogénea
em x e y de grau total m - n.

Como aplicagao desses lemas, mostraremos como ligar o nimero de pontos na
intersecao de duas curvas usando os graus de suas equagoes.

Teorema 6.4: Sejam F e G curvas projetivas em P? sem componentes irredutiveis
comuns. Se os graus das equacoes reduzidas para F' e G forem m e n respectivamente,
entao F' N G é finito e tem no maximo m - n pontos.

Demonstracao cf [3].

Exemplo 6.0.4: Considere os seguintes polinomios em Clz,y,z]:
f=a+9y>—2xyz

g =22* — 42’y + 3wy® + y* — 2%2

Esses polinomios definem duas ciibicas em P2, Para estudar a intersecao entre elas,
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calculamos primeiro a resultante em relagao a z:

R(f.9,2) = —2y(z —y)’(2z +y)

Os pontos em F'N G satisfazem y =0, x —y = 0 ou 2z + y = 0 e, a partir daqui, é
facil mostrar que F' N G consiste nos trés pontos

P=(0:0:1), Q=(1:1:1), Rz(é:_—8:1>

7T
Em particular, isso mostra que F' e G nao possuem componentes comuns. No
entanto, a resultante acima nao fornece as multiplicidades de interse¢ao corretas por
(0,0,1) € F. Portanto, devemos fazer o mesmo processo considerando a resultante
em relacao a x e a y. Note que mg = 3 e mg = 1. E vamos encontrar que mp = 5.

Teorema 6.5 (Teorema de Bézout em sua versao projetiva): Sejam F,G
curvas planas projetivas sem componentes em comum com m e n 0s respectivos graus
de suas equacoes. Entdao o numero de pontos na intersecao F NG, contados com
multiplicidades, € igual a (gr(F)) - (gr(Q)), ou seja, m - n.

Demonstragao cf [3]

Para finalizar esse capitulo veremos exemplos de interse¢ao no plano afim e no
plano projetivo. O Teorema de Bézout garante que F'NG < gr(F) - gr(G) e sua
igualdade sempre é verdadeira no caso projetivo.

Exemplo 6.0.5: Sejam as curvas algébricas planas:
flry)=a>—y*~1=0
gley) =2° —4y =0

Entao,
#(fNg)<2-3=6

De fato, observe a figura que mostra as intersegoes entre a conica f(z,y) com a cibica
g(z,y) (figura 6.4). Considerando no plano projetivo, F' = f* e G = g*, as outras
duas intersecoes acontecem no infinito.

Flry)=2>—y*—2>=0

G(zy) =2° —4yz* =0
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2?2 =0 e a cibica G(x,y) = 23 — 4yz* = 0.

Exemplo 6.0.6: Sejam as curvas algébricas planas:

flay) =22 +9y° — 12y =0

g(xy) = 2% +y* =10y = 0
Entao,
4(fng)<2-2=1

De fato, observe a figura que mostra as intersegoes entre as conicas f(x,y) e g(x,y)
(figura 6.5). No plano projetivo, F' = f* e G = g* devem ter exatamente 4 intersegoes.
A outra intersecao acontece no infinito.

F(zy) =22*+y* — 12yz =0

G(zy) =2°+y* —10yz =0
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Figura 6.5: Intersecoes reais entre as conicas F(x,y) = 222 +y>—12yz = 0
e G(ry) = 2% +y* —10yz = 0.

Exemplo 6.0.7: Sejam as curvas algébricas planas:

flzy) =2 +32> - 50 -8y —7=0

gxy)=2—-2y+5=0
Entao,

#(fNg)<3-1=3

»
-3 -2 N 1 2 2 4
AN

Figura 6.6: Intersecoes reais entre a cibica F(x,y) = 23 + 32°2 — bwz? —
8yz? —7z3=0earetaG(zy) =2 —2y+52=0.

De fato, observe a figura que mostra uma interse¢ao simples em A e uma intersegao
dupla em B entre a cibica f(z,y) e a reta g(z,y) (figura 6.6).

F(z,y) = 2® 4+ 32°2 — bwz® — 8yz? — 72° =0
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glxy) =2 —2y+52=0
Exemplo 6.0.8: Sejam as curvas algébricas planas:

f(ry) =32> +Ty> — 55 =0

g(w,y) = 112* — 1552 — 84y = 0
Entao,
#(fNg)<2-3=6

De fato, observe a figura que mostra as intersegoes entre a conica f(x,y) e a cibica
g(z,y) (figura 6.7). No plano projetivo, F' = f* e G = ¢g* tem exatamente 6
intersecoes.

F(z,y) = 32>+ Ty* — 552> = 0

G(z,y) = 112 — 15522% — 84y2* = 0

\
v

Figura 6.7: Intersecoes reais entre a conica F'(z,y) = 322+ Ty*> —552% = 0
e a ctibica G(z,y) = 1123 — 155222 — 84yz? = 0.

Exemplo 6.0.9: Sejam as curvas algébricas planas:

fley) =a?+y* —2zy — 62 — 6y +12=10

glzy)=r—y=0
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Entao,

#(fNg)<2-1=2

De fato, observe a figura que mostra as interse¢oes entre a conica f(x,y) e a reta g(x,y)
(figura 6.8). No plano projetivo, F' = f* e G = g* tem exatamente 2 intersegdes. A
outra intersecao acontece no infinito.

F(z,y) = 2> +y* — 22y — 622 — 6yz + 122> =0

-1

2

Figura 6.8: Intersegoes reais entre a cubica F(z,y) = x* + y? — 2xy —
6xz — 6yz+ 1222 =0ecareta G(z,y) =2 —y =0.

Exemplo 6.0.10: Sejam as curvas algébricas planas:

f(zy) =92 + 4y* — 90z — 40y + 225 =0

glzy) =2° —y* =102 =0
Entao,
#(fng)<2-2—14

De fato, observe a figura que mostra as intersec¢oes entre as conicas f(z,y) e g(z,y)
(figura 6.9). No plano projetivo, F' = f* e G = g* tem exatamente 4 interse¢oes. As
outras acontecem no infinito.

F(z,y) = 92 + 4y* — 90z2 — 40yz + 22522 = 0

G(z,y) =2 —y* — 1022 =0
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m"

Figura 6.9: Intersecoes reais entre as conicas F(z,y) = 922 +4y* — 90x2 —
40yz + 22522 =0 e G(z,y) = 22 — y*> — 1022 = 0.



Aplicacao em sala de aula

O Ensino Bésico no Brasil é norteado pela LDB - Lei de Diretrizes e Bases (Lei
9.394/1996). A partir dela, varios documentos foram elaborados com a finalidade
de direcionar os contetidos a serem estudados. Neste capitulo veremos o que dizem
alguns desses documentos como os PCN’s; a BNCC e o CBC, sobre o estudo de
Curvas Algébricas. Aqui também serao relatadas algumas atividades desenvolvidas
com alunos do ensino basico.

7.1 Curvas Algébricas no contexto da Educacao
Basica

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN’s [8], sao diretrizes elaboradas
pelo Governo Federal com o objetivo de orientar sobre alguns fatores fundamentais
concernentes a cada disciplina, abrangendo tanto a rede publica, como a rede privada
de ensino. Os PCN’s foram elaborados procurando respeitar as diversidades regionais,
culturais e politicas existentes no pais considerando a necessidade de construir
referéncias nacionais comuns ao processo educativo em todas as regioes brasileiras.
Em Matematica visam a construcao de um referencial que oriente a pratica escolar
de forma a contribuir para que toda crianca e jovem brasileiros tenham acesso a um
conhecimento matematico que possibilite sua inser¢ao, como cidadaos, no mundo do
trabalho, das relagoes sociais e da cultura. O tema “Curvas” é introduzido desde o

Ensino Fundamental, com o estudo de Fungoes. Vejamos o que os PCN’s orientam
sobre o assunto:

1. Para o Ensino Fundamental

-+« No trabalho com a /[lgebm ¢ fundamental a compreensao de con-
ceitos como o de varidvel e de funcao; a representacdo de fenomenos
na forma algébrica e na forma grdfica; a formulagcao e a resolu-
¢ao de problemas por meio de equagoes (ao identificar parametros,
incognitas, varidveis) - - -

2. Para o Ensino Médio

76
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O ensino isolado desse tema nao permite a exploragao do ca-
rater integrador que ele possui. Devemos observar que uma parte
importante da Trigonometria diz respeito as fungoes trigonométricas
e seus graficos. As sequéncias, em especial progressoes aritméticas e
progressoes geométricas, nada mais sao que particulares funcoes. As
propriedades de retas e pardbolas estudadas em Geometria Analitica
sao propriedades dos graficos das funcgoes correspondentes. Aspectos
do estudo de polinomios e equacoes algébricas podem ser incluidos
no estudo de funcoes polinomiais, enriquecendo o enfoque algébrico
que € feito tradicionalmente. Além das conexoes internas a propria
Matemdtica, o conceito de funcao desempenha também papel impor-
tante para descrever e estudar através da leitura, interpretacao e
construcao de grdficos, o comportamento de certos fenomenos tanto
do cotidiano, como de outras dreas do conhecimento, como a Fisica,
Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matemdtica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o
conceito de funcao em situacgoes diversas e, nesse sentido, através
de uma variedade de situacoes problema de Matemdtica e de outras
areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugao, ajustando
seus conhecimentos sobre fungoes para construir um modelo para
interpretagao e investigacao em Matemdatica.

De acordo com a BNCC [7], o estudo das “Curvas” é muito importante no Ensino
Médio. Na area de Matematica e suas tecnologias, a competéncia especifica 4, diz que
o aluno deve compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros
de representacao matematicos, sejam algébricos, geométricos, entre outros, na busca
de solucao e comunicacao de resultados de problemas. As habilidades vinculadas a
essa competéncia especifica tratam da utilizagao das diferentes representacoes de um
mesmo objeto matematico na resolucao de problemas em varios contextos, como os
socioambientais e da vida cotidiana, tendo em vista que elas téem um papel decisivo
na aprendizagem. No que se refere ao estudo das Curvas podemos citar:

Converter representacoes algébricas de funcoes polinomiais de 1° grau
em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento € proporcional, recorrendo ou nao a softwares
ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais de 2° grau
em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou ndao a softwares ou aplicativos de dlgebra e geometria
dinamica, entre outros materiais.

Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecnologias digitais,
entre as representagoes de funcgoes exponencial e logaritmica expressas
em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas
fundamentais - dominio, imagem, crescimento - de cada funcado.
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A proposta curricular do Contetido Béasico Comum - CBC [1], elaborado de
acordo com os PCN’s, norteia o ensino basico em Minas Gerais. O tema “Curvas”
¢ introduzido a partir do primeiro ano com o estudo de Fungoes, consolidadas no
terceiro ano com as equacoes de retas e circunferéncias em Geometria Analitica. As
Curvas sao apresentadas através de Eixos temédticos da seguinte forma:

Fixo Tematico 11
Funcgoes Elementares e Modelagem

O conceito de funcao € um dos temas centrais e unificadores da matemd-
tica, podendo ser usado em diversas situagcoes, mesmo nao numeéricas, por
exemplo, na geometria, quando falamos em transformagoes geométricas.
As fungoes elementares estudadas no Ensino Médio - afim, polinomial,
exponencial e trigonométricas - permitem a andlise de fenomenos que
envolvam proporcionalidade, crescimento, decaimento e periodicidade, que
sao bastante comuns no cotidiano.

Fizo Temadatico 111
Geometria e Medidas

No ensino médio, a geometria é estudada levando-se em conta trés aspec-
tos: o tratamento formal, logico-dedutivo dos fatos referentes a figuras
planas e espaciais; o desenvolvimento de técnicas de medicao indireta
(usando semelhanca de triangulos ou trigonometria) e a algebrizac¢ao da
geometria através da introducao de um modelo para a geometria euclidi-
ana plana (geometria analitica). --- Por sua vez, a geometria analitica
permite tratar lugares geométricos planos por meio de equagoes, trans-
formando problemas geométricos em problemas algébricos. Além disso,
possibilita a representacao grdfica de funcoes ou de dados.

De acordo com o CBC, os alunos tém contato com o estudo das Curvas a partir
do primeiro ano do Ensino Médio, quando comecam a estudar por exemplo Fungoes
Afins e Quadraticas, que sao representadas por curvas como retas e parabolas,
respectivamente. No nono ano do Ensino Fundamental é feita uma abordagem sobre
o assunto quando estudamos as Equagoes de Primeiro e Segundo graus.

7.2 Desenvolvimento da Atividade

As atividades foram desenvolvidas em dois momentos com turmas diferentes, com
o objetivo de apresentar o tema “Curvas Algébricas” de uma maneira diferenciada,
na tentativa de auxiliar o aluno a desenvolver as competéncias citadas na BNCC.
Com o nono ano do Ensino Fundamental, abordando conceitos basicos da Geometria
Euclidiana, e com o primeiro ano do Ensino Médio sobre a intersecao entre curvas
planas. Vejamos como aconteceram as atividades.
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7.2.1 Introducao a Geometria Projetiva

Nesta subsecao vamos apresentar a aula lecionada para o nono ano do ensino
fundamental. O leitor encontrara o roteiro desta aula em A.1.

Os alunos do nono ano do Ensino Fundamental ja estao bem familiarizados com
a Geometria Fuclidiana, seus conceitos, definigoes e teoremas. A aula teve a duragao
de dois horérios de 50 minutos conforme previsto. Abordamos temas como conceitos
da Geometria Projetiva e de Curvas Algébricas e levamos os alunos a descobriram
que existe um outro plano, com pontos no infinito, onde retas paralelas se encontram,
o Plano Projetivo.

A perspectiva renascentista e a necessidade de uma representacao geométrica
nessa arte foram citados durante a apresentacao dos slides que mostraram algumas
obras de grandes artistas da época, como por exemplo, “A Santissima Trindade” de
Tomasso Masaccio (1401-1427) (7.1).

Figura 7.1: “A Santissima Trindade” de Tomasso Masaccio (1401-1427)

Nesta aula recordamos conceitos basicos de Geometria Euclidiana, sobre retas
paralelas e concorrentes. Para exemplificar a Geometria nao Euclidiana, usamos o
globo terrestre. Dai comecaram a surgir questionamentos do tipo “ Como duas retas
paralelas podem se encontrar?”, pois, até entao, todos estavam certos de que duas
retas paralelas nao possuem pontos de intersecao. Entao, para melhor entendimento,
mostramos algumas imagens como a figura (7.2) com as seguintes perguntas: “Os
trilhos por onde passa o trem representam retas paralelas? Ou elas vao se encontrar
em algum ponto?”

A turma ficou dividida entre “Elas sao paralelas” e “Elas vao se encontrar no
infinito”. Nesse momento foi mencionado o Plano Projetivo. Alguns entenderam a
ideia de intersecao no infinito, acharam interessante. Outros foram mais resistentes e
nao queriam aceitar a informagao.
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Figura 7.2: Retas paralelas que se encontram no infinito

Para concluir a atividade, orientamos os alunos a representarem através de
desenhos, algum ponto interessante da aula. A maioria retratou como em (7.3):

Figura 7.3: Trabalhos dos alunos

Consideramos a aula interativa e produtiva, ja que todos participaram ativamente.
O objetivo de deixa-los com uma “pulga atras da orelha” foi atingido. O leitor pode
verificar mais trabalhos em A.1.1.

7.2.2 Intersecao entre Curvas no GeoGebra

Nesta subse¢ao vamos apresentar a aula lecionada para o primeiro ano do ensino
médio. O leitor encontrara o roteiro desta aula em A.2.

Realizada na sala de informética a aula teve a duracao de 4 horarios de 50
minutos, dois a mais do que o planejado devido ao fato de os alunos nao conhecerem
o GeoGebra, onde as curvas foram representadas. O GeoGebra é um software
que reune Algebra e Geometria, e pode ser usado em qualquer nivel de ensino. O
objetivo dessa aula é levar o aluno a identificar pontos de intersecao entre duas curvas
levando-o a compreender que a quantidade desses pontos esta relacionada aos seus
respectivos graus. Todos os alunos receberam um roteiro com os passos necessarios
para a realizacao das atividades. Nas duas primeiras aulas, foram desenvolvidas as
atividades de I a V', onde a maioria dos alunos necessitaram de uma atencao mais
individualizada. J4 nas aulas seguintes, conseguiram desenvolver as atividades com
mais independéncia, registrando tudo que foi observado.

A primeira atividade apresenta a intersecao entre duas curvas genéricas, uma de
grau 1 e outra de grau 2:
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Atividade |

Siga os seguintes passos para analisar as intersecoes entre curvas:

e Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao

“Controle Deslizante”.

Q GeoGebra Classic 5
Arguivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda

DY B 2 B8 1 [el = Pl DS

b Janela de J\Igebra » Janela de Visualizagao 5=2
—

Controle Deslizante
ABC Texto

! Inserir Imagem

Botdo

v . Caixa para Exibir / Esconder Objetos
4 3 B ] 5 8

a=1 Campo de Entrada

e Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizagao. Automatica-
mente abrird uma janela. Clique em “OK”.

+ Ferramentas Janela Ajuda

[olol N

¥ Janela de Visualizagdo

VCnn:‘tr_nle Deslizante .
A Nome
@ Mumero
) Angulo =
) Inteiro [7] Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante I Animacio

min: -5 max; |5 Incremento:
OK Cancelar
£ 7 B & -4 -] 2 -1 o 1 2 3 4 5 [

e Nesse instante, aparecerd o parametro a, com valor inicial igual a 1.
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; Ferramentas Janela Ajuda

> olo]<

[ | » Janela de Visualizagio

whz
- +

=

o
1
—

w

e Repita a operacao e insira novos parametros b, ¢, d e e.

Opcides Ferramentas Janela Ajuda

(< | » Janela de

e No campo “Entrada”, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao
y = ax + b de uma reta e tecle “Enter”.

Entrada: y=ax+b
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e Digite a equagao y = cz? + dz + e de uma pardbola e tecle “Enter”.

e Além de observar significados importantes para os coeficientes das equagoes,
podemos também analisar os pontos de intersecao entre elas. Clique na bolinha
do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim seu valor sera
alterado. Repita a operacao para todos os coeficientes.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a, b, ¢, d e e, vocé percebeu
se existem pontos de intersecao entre a reta e a parabola? Se sim, quantos? E uma
quantidade fixa?

Os alunos fizeram a atividade com bastante atencao, e conseguiram responder
todas as perguntas.

Nas atividades de 2 a 5, apenas uma das equagoes é genérica. Assim, movimen-
tando os parametros dos controles deslizantes, os alunos percebem que o nimero de
pontos de intersecao entre as curvas pode variar.

Atividade Il

e Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

#F GeoGebra Classic 5
Arquive | Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
P ]

[1 MovaJanela CirisN 1]
OO £

MNovo
Abrir .. Ctr+0  » Janela de Visualizagio
Abrir do GeoGebra ...

[l

Abrir Arquivo Recente 3

Gravar Cirl+5
Gravar Como...

Y 9

Comparilhar...
Exportar

{@ Visualizar Impressdo Ctri+P

|| Fechar Alt+F4

e Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

e Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacao. Automatica-
mente abrird uma janela; clique em “OK”.

e Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.

e Repita a operacao e insira o parametro b.
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e No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equagao y = ax+b
de uma reta e tecle “Enter”.

e Agora, digite a equacao 2% + 9y? — 6z = 0 de uma elipse e tecle “Enter”.

e Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para o coeficiente b.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se
existem pontos de intersecao entre a reta e a elipse? Se sim, quantos? E uma
quantidade fixa?

Os alunos perceberam sem muita dificuldade, que a reta pode interceptar a elipse
em nenhum, 1 ou 2 pontos.

Atividade I

e Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

e Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

e Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacao. Automatica-
mente abrird uma janela; clique em “OK”.

e Nesse instante, aparecerda o parametro a, com valor inicial igual a 1.
e Repita a operacao e insira o parametro b.

e No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equagao y = ax+b
de uma reta e tecle “Enter”.

3

e Agora, digite a equacao 2° — 22 +y? = 0 de uma ctibica singular e tecle “Enter”.

e Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para o coeficiente b.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se existem
pontos de intersecao entre a reta e a ctibica? Se sim, quantos? E uma quantidade fixa?

Os alunos perceberam sem muita dificuldade, que a reta pode interceptar a cibica
em nenhum, 1, 2 ou 3 pontos.

Atividade IV

e Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

e Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.
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Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacdao. Automatica-
mente abrira uma janela; clique em “OK?”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operagao e insira os parametros b e c.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y =
ax® 4 bx + ¢ de uma parabola e tecle “Enter”.

Agora, digite a equacao z2 + 9y? — 62 = 0 de uma elipse e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para os coeficientes b e c.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a, b e ¢, vocé percebeu se

existem pontos de intersecao entre a parabola e a elipse? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?

Os alunos perceberam sem muita dificuldade, que a quantidade de pontos de

intersecao entre a parabola e a elipse pode variar de 0 a 4 pontos.

Atividade V

Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na opc¢ao
“Controle Deslizante”.

Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizagao. Automatica-
mente abrira uma janela; clique em “OK”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operagao e insira os parametros b e c.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y =
ax® + bx + ¢ de uma parabola e tecle “Enter”.

3

Agora, digite a equacao 2° — 22 + 4% = 0 de uma ciibica simples e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor serd alterado. Repita a operacao para os coeficientes b e c.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se

existem pontos de interse¢ao entre a pardbola e a cubica? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?
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Alguns alunos perceberam, que a quantidade de pontos de intersecao entre a
parabola e a ctbica pode variar de 0 a 6 pontos.

Na atividade 6 foram apresentados varios exemplos de intersecoes entre duas
curvas de diferentes graus:

Atividade VI

Vejamos o que acontece quando interceptamos as seguintes curvas. Quantos
pontos de intersecao podemos observar entre elas?

. y=3r—2
C|ly=-22v+4

y=—x—1
22+ 9y — 62 =0

y=—x+2
22+ 9y? — 62 =0

y=—32>+4x —2

10.
22+ 9y —6x =0

11.
22+ 9y — 62 =0
_ 2
12, g—x2 3z +1
¢+ 9y —6x =0
_ 2
13 Jy=2 +4x 44
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14.

15.

16.

17.

y = 3x% — 3z + 2
22—+ =0

y=—2x%—-3x+3
22— 4+y? =0

y=—22%>—12+3
-2+ =0

y=—22>+3x+3
-2+ =0

Para concluir esta atividade, observe, pense e responda:

a.

Nos itens 1 e 2, quando interceptamos duas curvas de grau 1, quantos pontos
de intersecao no minimo podemos observar? E no méaximo? 7

Nos itens 3 a 5, quando interceptamos uma curva de grau 1 e uma curva de
grau 2, quantos pontos de intersecao no minimo podemos observar? E no
maximo?

Nos itens 6 a 9, quando interceptamos uma curva de grau 1 e uma curva de
)

grau 3, quantos pontos de interse¢ao no minimo podemos observar? E no

maximo?

Nos itens 10 a 13, quando interceptamos duas curvas de grau 2, quantos pontos
de intersecao no minimo podemos observar? E no maximo?

Nos itens 14 a 17, quando interceptamos uma curva de grau 2 e uma curva
de grau 3, quantos pontos de interse¢ao no minimo podemos observar? E no
maximo?

Vocé observou alguma regularidade na quantidade de intersecao de curvas?
Podemos dizer que existe alguma relagao entre o nimero de pontos de intersecao
e o produto dos graus das curvas? Ha um valor maximo? Conjecture.

Como esta atividade é mais especifica, ficou facil observar que o niimero de pontos

de intersecao entre curvas de grau 1 é no maximo 1; entre curvas de grau 1 e 2, no

maximo 2; entre curvas de grau 1 e 3, no maximo 3; entre curvas de grau 2, no

maximo 4, ou seja, no maximo o produto dos graus.

Alguns alunos logo perceberam que a quantidade maxima de pontos de intersecao

tem relagao com os graus das equagoes. Outros tiveram um pouco de dificuldade

mas entenderam a ideia. Dali, contando com a orientacao da professora, conseguiram

conjecturar algo préximo ao Teorema de Bézout:

Através das atividades acima, podemos observar que quando interceptamos duas

curvas, a quantidade de pontos de intersegao entre elas, € no mdzimo o produto entre

SEUS graus.
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Esta atividade investigativa mostrou que, quando o aluno participa ativamente
da construcao do conhecimento, este torna-se mais verdadeiro para ele, conseguindo
um entendimento maior e, consequentemente, maior gosto pela matéria.

Quando as aulas acontecem em um ambiente diferente da sala de aula, os alunos
ficam mais interessados, participam mais das atividades e até procuram buscar mais
informagcoes sobre o conteido. Essas aulas contaram com a participagao ativa da
maioria dos alunos, levando a momentos agradaveis e produtivos.



Conclusao

Curvas algébricas sao objetos matematicos dotados de propriedades muito inte-
ressantes e de beleza inerente tanto do ponto de vista algébrico quanto geométrico.
Assim, estuda-las é nao s6 um excelente exercicio para aqueles que pretendem se
aprofundar nos estudos em matematica, como uma fonte de prazer e inspiragao.

“Curvas Algébricas” é um tema considerado importante pelos documentos nor-
teadores do ensino basico no Brasil, PCN’s, CBC e BNCC porém, pouco ou nunca
estudado. Eles trazem as “curvas” na Geometria Analitica, através do estudo das
equagoes de retas, circunferéncias e conicas, ou inseridos em contetidos como Fungoes.

As atividades apresentadas para as turmas do ensino basico foram bem interativas
e houve a participacao efetiva dos alunos, que se mostraram bem interessados. Para
alunos do nono ano do ensino fundamental abordamos o tema de uma forma superficial,
fazendo mencao aos pontos no infinito. Através de slides contendo obras de artistas
renascentistas apresentamos a ideia de ponto no infinito. Os alunos criaram desenhos
mostrando a intersecao de retas paralelas no infinito, como estradas, linhas férreas,
horizontes...

Ja com os alunos do primeiro ano do ensino médio realizamos um trabalho
utilizando o software GEOGEBRA para representar e analisar a quantidade de
pontos de intersecao entre curvas. Os alunos “descobriram” e compreenderam que o
numero de intersecoes entre duas curvas é no maximo o produto de seus graus.

A Geometria Algébrica, que é uma sub area da Algebra, foi utilizada neste estudo
para que pudéssemos entender o Teorema de Bézout. Em sua versao afim: “Se F, G
sao duas curvas planas afins sem componentes em comum, F de grau m e G de grau
n, entdo o numero de pontos de intersecio F NG, contados com suas multiplicidades,
€ menor do que ou igual a m - n”, foi necessario o estudo de conceitos como interse¢ao
de curvas, multiplicidades de intersecao, caculo da resultante, entre outros. E para
compreender sua versao projetiva: “Se F, G sao duas curvas planas projetivas sem
componentes em comum, F de grau m e G de grau n, entdo o numero de pontos de
intersecao F'N G, contados com suas multiplicidades, € igual a m - n”, foi necessario
também conhecer o plano projetivo e suas coordenadas homogéneas.

O Teorema de Bézout foi demonstrado neste trabalho em sua versao afim, ficando
a demonstragao de sua versao projetiva como tema para estudos posteriores.
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Anexos

Encontram-se anexados nesta secao, os planos de aula e trabalhos dos alunos.

A.1 Aula do nono ano

GOVERNO DO ESTADO DE MINAS GERAIS
Secretaria de Estado de Educacdo
Escola Estadual Angela Maria de Oliveira

PROFESSOR: SIMONE APARECIDA DA SILVA
DIscIPLINA: MATEMATICA
SERIE: 9° ANO DO ENSINO FUNDAMEMNTAL

PLANO DE AULA
INTRODUCAO A GEOMETRIA PROJETIVA

Pré requisitos:
e Conceitos basicos de Geometria Euclidiana
e Posicao Relativa entre Retas

Justificativa
Mostrar ao aluno do 9° ano do ensino fundamental, que existe um outro plano
geométrico onde retas paralelas se encontram, o plano projetivo.

Objetivos
Espera-se que ao final da aula, os alunos sejam capazes de:

e Reconhecer retas paralelas e retas concorrentes na Geometria Euclidiana;
e Entender que existem outros tipos de geometria além da Euclidiana;
e Perceber a necessidade de uma representacao geométrica na arte renascentista;

e Concluir que duas retas paralelas podem se encontrar no infinito.
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Metodologia

Como método de ensino usaremos o Data Show para apresentagao de slides que
foram preparados pela professora. Utilizaremos folhas A4 e lapis de cor para o
registro dos alunos. Essa aula tera a duragao de dois horérios de 50 minutos.

Avaliacao
A avaliacao sera feita através da participacao dos alunos com troca de ideias sobre

o assunto e registro através de desenho de algum ponto abordado na apresentagao
dos slides.

APRESENTACAO

Primeiramente vamos recordar alguns conceitos basicos da Geometria Euclidiana:

RETAS CONCORRENTES RETAS PARALELAS

Figura A.1: Retas concorrentes e retas paralelas no Plano Euclidiano

Nos préximos slides serao apresentadas algumas obras renascentistas e falaremos
da necessidade de uma representacao geométrica para essa arte:

Figura A.3: A Escola de Atenas - Rafaello Sanzio
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Figura A.4: A Santissima Trindade - Tomasso Masaccio

Figura A.5: Mona Lisa - Leonardo Da Vinci

Com o Golbo Terrestre, teremos um exemplo de Geometria nao Euclidiana, a
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Geometria Esférica:

Figura A.6: Globo Terrestre

Ainda sobre Geometria nao Euclidiana, temos a Geometria Projetiva, com o
plano projetivo, onde as retas paralelas se encontram no infinito:

Figura A.7: Retas paralelas que se encontram no infinito

Figura A.8: Retas paralelas que se encontram no infinito
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A.1.1 Trabalhos dos alunos
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A.2 Aula do primeiro ano

GOVERNO DO ESTADO DE MINAS GERAIS
Secretaria de Estado de Educagéo
Escola Estadual Angela Maria de Oliveira

PROFESSOR: SIMONE APARECIDA DA SILVA
DISCIPLINA: MATEMATICA
SERIE: 1° ANO DO ENSINO MEDIO

PLANO DE AULA

INTERSECOES ENTRE CURVAS NO GEOGEBRA

Pré requisitos:

e Funcao Afim

e Funcao Quadratica

e Sistemas de Equagoes

Justificativa

O ensino de Curvas no Ensino Bésico gira em torno do estudo de fungoes. Funcao
Afim e Funcao Quadratica sao conteidos estudados no 1° ano do Ensino Médio de
forma bem dinamica, com defini¢oes, determinacao do(s) zero(s) da funcao, cons-
trucao de graficos, estudo do sinal, etc.. A aula aqui descrita tem o propdsito de
representar geometricamente as fungoes, relacionando-as as equagoes de retas, conicas
e demais curvas, observando suas intersecoes, resultado da solucao de sistemas de
equacoes.

Objetivos
Espera-se que ao final da aula, os alunos sejam capazes de:
e Representar no GeoGebra equagoes de curvas como retas, conicas e ctbicas;

e Identificar os pontos de intersecao entre essas curvas;

e Relacionar o nimero de pontos de intersecao com o produto dos graus entre as
curvas;
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e Compreender que o nimero de pontos de interse¢ao entre uma curva de grau
m e outra de grau n é menor ou igual ao produto entre eles: m - n.

Metodologia

Como método de ensino usaremos o GeoGebra na versao Classic 5, um software
matematico criado por Markus Hohenwarter, que retine Algebra e Geometria e pode
ser usado em qualquer nivel de ensino. A aula ocorrera no Laboratério de Informéatica
da escola com a duracgao de dois horarios de 50 minutos. Os alunos seguirao um
roteiro preparado pela professora.

Avaliacdo
A avaliacao serd feita através da participacao dos alunos nas atividades.

ATIVIDADES

Nestas atividades, usaremos o GeoGebra na versao Classic 5 para representar
graficamente equacgoes de algumas curvas de forma geral, analisando a quantidade de
pontos de intersecao entre elas.

Atividade |

Siga os seguintes passos para analisar as intersecoes entre curvas:

e Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

Q GeoGebra Classic 5

Arguivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

N ol®

b Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo a=2

. [
-A___.__ L H el
]

]

Controle Deslizante

ABC Texto
! Inserir Imagem

Botdo

Caixa para Exibir / Esconder Objetos
A 3 E-] R 5 8

a=|1 Campo de Entrada

e Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacao. Automatica-
mente abrird uma janela. Clique em “OK”.
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e Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
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e No campo “Entrada”, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao
y = ax + b de uma reta e tecle “Enter”.

Entrada: y=a+h

W

e Digite a equacao y = cx?® + dx + e de uma parabola e tecle “Enter”.

(o il

e Além de observar significados importantes para os coeficientes das equagoes,
podemos também analisar os pontos de intersecao entre elas. Clique na bolinha
do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim seu valor sera
alterado. Repita a operacao para todos os coeficientes.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a, b, ¢, d e e, vocé percebeu
se existem pontos de intersecao entre a reta e a parabola? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?

Para as atividades seguintes repetiremos alguns passos da atividade anterior.

Atividade Il

e Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

ﬁ'}' GeoGebra Classic 5
[Nqui\ao Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

—

&

=

Mova Janela Cirl+N |
1ol &) BN B |2
Novo o ! | || I
A CltO ) JaneladeVisualzaggo
Abrir do GeoGebra ...
Abrir Arquivo Recente 3
Gravar Cirl+5 a=-07
Gra\l’ar COI’T‘IO. = :_ | | | -acmmj!i:mﬁ%:«r.rn:nnmn:ﬁ
Compartilhar ..
Exportar 3
Visualizar Impressdo  Ctrl+P

Fechar Alt+F4 |
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Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizagao. Automatica-
mente abrira uma janela; clique em “OK”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operacao e insira o parametro b.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y = ax+b
de uma reta e tecle “Enter”.

Agora, digite a equacao x2 + 9y? — 62 = 0 de uma elipse e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para o coeficiente b.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se

existem pontos de intersecao entre a reta e a elipse? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?

Atividade Il

Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na opc¢ao
“Controle Deslizante”.

Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacao. Automatica-
mente abrird uma janela; clique em “OK?”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operacao e insira o parametro b.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y = ax+b
de uma reta e tecle “Enter”.

3

Agora, digite a equacao 22 — 22 +y? = 0 de uma ctibica singular e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para o coeficiente b.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se existem

pontos de interse¢ao entre a reta e a cibica? Se sim, quantos? E uma quantidade fixa?

Atividade IV

Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.
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Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizagao. Automatica-
mente abrird uma janela; clique em “OK?”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operacao e insira os parametros b e c.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y =
ax® + bx + ¢ de uma parabola e tecle “Enter”.

Agora, digite a equacio 22 + 9y? — 62 = 0 de uma elipse e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor serd alterado. Repita a operacao para os coeficientes b e c.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a, b e ¢, vocé percebeu se

existem pontos de intersecao entre a parabola e a elipse? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?

Atividade V

Clique na aba “Arquivo” e selecione a opcao “Nova Janela”.

Na Barra de Ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, na op¢ao
“Controle Deslizante”.

Em seguida, clique em qualquer ponto da Janela de Visualizacdo. Automatica-
mente abrird uma janela; clique em “OK”.

Nesse instante, aparecera o parametro a, com valor inicial igual a 1.
Repita a operacgao e insira os parametros b e c.

No campo Entrada, que fica na parte inferior da tela, digite a equacao y =
ax? 4+ bx + ¢ de uma parabola e tecle “Enter”.

3

Agora, digite a equacao x® — 2% + y* = 0 de uma ctibica simples e tecle “Enter”.

Clique na bolinha do controle deslizante de a arrastando-a para os lados, assim
seu valor sera alterado. Repita a operacao para os coeficientes b e c.

Agora responda: Ao variar os valores dos parametros a e b, vocé percebeu se

existem pontos de intersecao entre a pardbola e a cubica? Se sim, quantos? E uma

quantidade fixa?

Atividade VI

Vejamos o que acontece quando interceptamos as seguintes curvas. Quantos

pontos de intersecao podemos observar entre elas?
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y=—x+2
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Para concluir esta atividade, observe, pense e responda:

a. Nos itens 1 e 2, quando interceptamos duas curvas de grau 1, quantos pontos
de intersecao no minimo podemos observar? E no maximo? ?

. iten uando inter mos uma Curv rau uma curv

b. Nos itens 3 a 5, quando interceptamos a curva de grau 1 e a curva de
grau 2, quantos pontos de intersecao no minimo podemos observar? E no
maximo?

c. Nos itens 6 a 9, quando interceptamos uma curva de grau 1 e uma curva de
grau 3, quantos pontos de intersecao no minimo podemos observar? E no
maximo?

d. Nos itens 10 a 13, quando interceptamos duas curvas de grau 2, quantos pontos
de intersecao no minimo podemos observar? E no méximo?

e. Nos itens 14 a 17, quando interceptamos uma curva de grau 2 e uma curva
de grau 3, quantos pontos de interse¢ao no minimo podemos observar? E no
maximo?

f. Vocé observou alguma regularidade na quantidade de intersecao de curvas?
Podemos dizer que existe alguma relagao entre o nimero de pontos de intersecao
e o produto dos graus das curvas? Ha um valor maximo? Conjecture.
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