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Resumo

FELIPPE, Alana Cavalcante, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, janeiro de 2013.
Invariantes globais de aplicacoes estaveis de superficies fechadas em S?. Orien-
tadora: Catarina Mendes de Jesus. Coorientador: Mércio Botelho Faria.

Esta dissertacao é dedicada ao estudo de aplicacoes estaveis de superficies fechadas na
esfera, do ponto de vista global. Associado ao dominio de tais aplicacoes, estudamos grafos
com pesos inteiros positivos nos vértices como invariantes, baseado nos trabalhos [14] e
[15] de Hacon, Mendes e Romero. E associado & imagem dessas aplicagoes, estudamos o

contorno minimal baseado no trabalho [4] de Kamenosono-Yamamoto.

xi



Abstract

FELIPPE, Alana Cavalcante, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, January of 2013. In-
variants global of the stable maps to the closed surface on S?. Advisor: Catarina
Mendes de Jesus. Coadviser: Mércio Botelho Faria.

This dissertation is devoted to the study of stable maps from closed surfaces to the
sphere, from a global viewpoint. Associated of such maps domain, we study graphs with
integers positive weight in the vertices as invariants, based in the Hacon, Mendes and
Romero [I4] and [I5] works. And associated the image of these maps, we study the

minimal contour based in the Kamenosono-Yamamoto [4] work.
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Introducao

As aplicacoes estaveis de superficies na esfera, localmente podem ser vistas como apli-
cacoes do plano no plano. O estudo dessas aplicacoes foi introduzido em 1955 por Whit-
ney, no artigo On Singularities of Mappings of Fuclidean Spaces. 1. Mappings of the
Plane into the Plane. Whitney determinou que um germe de aplicacao em cada ponto é
equivalente a um ponto regular, ou ponto de dobra ou uma cuspide. Além disso, deter-
minou que o conjunto de aplicacoes estaveis formam um subconjunto aberto e denso no
espaco C*° de todas as aplicagoes entre duas superficies. No final dos anos 50, Thom [29]
notou que esses resultados poderiam ser incorporados a uma nova teoria: a Teoria das

Singularidades.

A classificacao de aplicacoes estaveis, a menos de equivaléncia, se tornou um problema
classico da Teoria de Singularidades. Uma nocao de equivaléncia no espaco das aplicacoes
diferenciaveis é a mudanga de coordenadas no dominio e na imagem (A—equivaléncia). Os
rumos da pesquisa no sentido de resolver o problema de classificacao por A—equivaléncia,
se resumem, em muitos casos, na busca de invariantes que permitem classificar boa parte

das aplicagoes.

Em 1992, Vassiliev [30] desenvolveu uma teoria para a obten¢ao de invariantes topologi-
cos de isotopia nos espacos de aplicagoes estaveis entre variedades, em especial para
obtencdo de invariantes de nos em R3. Essa técnica se baseia no estudo da estrutura
do subconjunto discriminante na imagem da aplicacao, formado pelo subespaco das apli-

cacoes nao estaveis.

Esta teoria estimulou varios pesquisadores a dedicarem seus estudos a invariantes
topologicos de aplicacoes estaveis, tanto do ponto de vista local como global, sendo apli-
cada em varios casos como: mergulhos de S* em R3, pelo proprio Vassiliev [30]; imersoes
de S' em R?, por Arnold [I], superficies imersas em R3, por Goryunov [10], superficies no

plano, por Ohmoto-Aicardi [26] e Hacon, Mendes e Romero [16].
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Um invariante do ponto de vista global, que é associado ao dominio da aplicagao,
foi introduzido por Mendes [22] em sua tese de doutorado e mais tarde foi publicado
por Hacon, Mendes e Romero em [I1], [12] e [13], para o caso de aplicacoes estaveis de
superficies orientadas no plano e aplicacoes sem ciispides, conhecidas como aplicagoes
dobras. Este invariante caracteriza completamente a superficie do dominio: género, tipo
topologico do complemento do conjunto singular, assim como o niimero de componentes

singulares.

Essa técnica de associar invariantes a aplicacoes estaveis foi também estendida para
outras aplicacoes estaveis como: aplicacoes estaveis de superficies fechadas e orientadas
na esfera e no plano projetivo, por Hacon, Mendes e Romero em [I4] e [15]; aplicacoes
estaveis de 3-variedades orientadas e fechadas no R?, por Mendes, Oset e Romero, em [23]
e aplicacoes estaveis de Gauss de superficies fechadas e orientadas imersas no 3-espaco,

por Mendes, Moraes e Romero em [24].

Em [27], Quine estabeleceu uma formula que relaciona o grau de aplicagoes estaveis
f: M — N, onde M e N sao superficies, com o somatorio dos sinais das cuispides de
f e a caracteristica de Euler das superficies. Esta féormula foi utilizada por Pignoni,
Demoto e Kamenosono-Yamamoto para provar alguns resultados sobre contorno minimal
de aplicacoes estaveis, sendo considerado como invariante global associado & imagem da

aplicacao.

Pignoni [5], introduziu a nogao de um contorno minimo de uma aplicagao f : M — N,
mostrando que toda aplicacao f : M — N é homotdpica a uma aplicagao cujo contorno
minimal é irredutivel. Mais tarde, Demoto [2] introduziu o conceito de contorno minimal
irredutivel de aplicagoes da esfera na esfera. Seguindo esta linha, Kamenosono-Yamamoto
generalizaram os resultados para aplicagoes entre superficies, em [4], apresentando relagoes

numéricas para o minimo de pontos duplos, ctspides e grau de uma aplicacao.

Neste trabalho, o nosso objetivo é tratar especialmente das aplicacoes estaveis de
superficies fechadas na esfera. Uma parte do trabalho, a que trata dos grafos associados
a aplicagoes estaveis, esta baseada nas referéncias [14] e [I5]. A outra parte, estudamos
o contorno minimal destas aplicagoes com grau arbitrario e esta baseada no trabalho do

Kamenosono-Yamamoto [4], publicado em 2009.
Assim, dividimos o presente trabalho da seguinte forma:

No capitulo 1, vemos alguns conceitos e resultados preliminares necessarios para este
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trabalho. Comecamos com a topologia quociente, os complexos regulares e a caracteristica
de Euler de uma superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes da Teoria de
Grafos.

Apresentamos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto de vista
da Topologia Diferencial, alguns conceitos de aplicagoes estaveis e a nocao de conjuntos
singulares, considerando em particular, o caso de aplicagoes de superficies na esfera. E
para finalizar, definimos a nocao de grau de uma aplicacao. As referéncias utilizadas sao
7, 18], [91, 171, [211, [28], [31], [32] e [33].

No capitulo 2, apresentamos os invariantes locais para o contorno aparente de apli-
cacoes estaveis de superficies no plano. Em seguida, sao apresentados grafos com pesos
nos vértices como um invariante global de aplicagoes estaveis, que serve para auxiliar
outros invariantes ja conhecidos na classificacao dessas aplicagoes. Tomamos como prin-
cipais referéncias os trabalhos de Ohmoto-Aicardi [26] e Hacon, Mendes e Romero [I1],
[13], [14].

No capitulo 3, estudamos as cirurgias de aplicacoes estaveis bem como seus efeitos
sobre os grafos. Utilizamos as transicoes locais e as cirurgias para tratar do problema de

realizacao de grafos por aplicagoes estéaveis. As referéncias utilizadas sao [14] e [15].

J& no capitulo 4, estudamos o contorno aparente de aplicacoes estaveis de superfi-
cies fechadas na esfera, tomando como principal referéncia o trabalho de Kamenosono-
Yamamoto [4], de Pignoni [5] e Quine [27]. O nosso objetivo é estudar o contorno minimal
de aplicacoes estéveis entre superficies, levando-se em consideragao o grau da aplicacao,

o nimero de cuspides e o niimero de pontos-duplos do seu contorno aparente.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos e resultados preliminares necessarios
para este trabalho. Comecamos com a topologia quociente, com os complexos regulares e a
caracteristica de Euler de uma superficie compacta, seguida de alguns conceitos relevantes

da Teoria de Grafos.

Apresentamos também alguns conceitos da Teoria de Singularidades, do ponto de vista
da Topologia Diferencial, alguns conceitos de aplicacoes estaveis e a nocao de conjuntos
singulares, considerando em particular, o caso de aplicagoes de superficies na esfera. E

para finalizar, definimos a nogao de grau de uma aplicagao.

1.1 Topologia Quociente

A Topologia Quociente, também conhecida como Topologia da Identificacao, é a fonte
dos mais importantes exemplos de espacos topologicos, visto que podemos construir novas

superficies.

Defini¢ao 1.1 (2] Sejam X wum espago topoldgico com a topologia T e f : X — Y
uma aplicagcao sobrejetiva. A topologia T em 'Y é uma topologia quociente sempre que
UCY ¢abertoemY se f~Y(U) € aberto em X. Assim,

UcT se esomente se, f1(U)€SZ.



Exemplo 1.2 A Figura [ ilustra duas identificacoes diferentes das curvas o e g, de

forma que a superficie resultante seja orientada, como em (a), ou nao orientada, como
em (b).

flon)-f (o) flo)=f ()
Figura 1.1: Superficies obtidas através da identificacao

Notacao: S?, 7% D? P%? K? e F correspondem & esfera, toro, disco, plano projetivo,
garrafa de Klein e faixa de Moebius, respectivamente.

Exemplo 1.3 A Figura [1.2 ilustra o plano projetivo obtido através da identificacdo do
bordo da faiza de Moebius com o bordo do disco. Dessa forma, o complemento P? \ D>

corresponde a faiza de Moebius e o complemento P?\ F corresponde ao disco.

Figura 1.2: Decomposicao do Plano Projetivo

1.2 Topologia de Superficies

Um dos problemas classicos em Topologia é o de classificacao dos espacos topologicos.

Uma ferramenta importante nesta classificacao sao os invariantes topologicos. Em geral,
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um invariante topologico diferencia dois espacos nao homeomorfos, ou seja, nao topologi-

camente equivalentes.

Tendo como pré-requisito os simplexos, nesta se¢ao vamos apresentar a caracteristica
de Euler como um invariante completo para diferenciar superficies compactas (ver [17]).

Além disso, vamos estudar uma classe importante de complexos: as superficies.

As principais referéncias utilizadas sao [8], [17], [21] e [31].

1.2.1 Complexos Regulares e Caracteristica de Euler

Definicao 1.4 Uma n-célula é um conjunto cujo interior é homeomorfo a um disco n-
dimensional D" = {x € R™ : ||z|| < 1} com a propriedade adicional de que sua fronteira
deve ser dividida em um ndmero finito de células com dimensoes menores, chamadas faces

da n-célula.

De modo geral, as faces de uma n-célula sao as células de dimensao menor: pontos
finais de uma 1-célula sao as 0-células, a fronteira de uma 2-célula consiste de 1-células e

0-células e as faces de uma n-célula consiste e 0-células, 1-células, ..., n — 1-células.

Definicao 1.5 Um n-complexo regular é a uniao de k-células, com 0 < k < n, ou

seja, K = U k-células.

k=0

K, K,

Figura 1.3: Construg¢ao de um 2-complexo.

Observacgao 1.6 O n-complexo regular K e o espaco original X sao espagos distintos,

pois X € um conjunto de pontos, enquanto K € um conjunto de células.



Definicao 1.7 Seja K um n—complexo reqular. O conjunto de todos os pontos nas células

de K €
X=|K|={z:2€0€ K,ouma célula em K}

X € chamado espaco subjacente do complero K.

Definicao 1.8 A caracteristica de Euler de um n—complexo reqular K, denotada por

X(K), € definida pela soma alternada das células do complexo K, isto é,

X(K) = #(0 — célula) — #(1 — célula) + #(2 — célula) — ... (=1)"#(n — célula),
onde #(r — célula) denota o nimero de r—células do complezo K.

Exemplo 1.9 Para um 2—complezo, denotando F = #{faces}, A = #{arestas} e V =

#{vértices}, a caracteristica de Euler é dada por:

XEK)=V —A+F

¢

Figura 1.4: Caracteristica de Euler da Esfera

Na Figura [[4 temos um 2—complexo em S?, sendo V = 6,4 = 12 ¢ [' = 8. Assim,
X(5%)=6—-12+8=2.

1.2.2 Superficies

Definicao 1.10 Uma superficie M ¢é uma variedade conexa 2—dimensional, isto €, um
espaco Hausdorff no qual cada ponto tem uma vizinhan¢a aberta homeomorfa ao disco
aberto de dimensao 2,D? = {x € R*: |z| < 1}.

Definicao 1.11 Um caminho que inverte orientacao ¢ um caminho que pode ser

representado pelo diagrama da Figura ().
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(a) (b)

Figura 1.5: Uma faixa de Moebius na garrafa de Klein plana.

Definicao 1.12 A superficie M é orientdvel se todo caminho fechado preserva orien-

tacao. Caso contrdrio, se existe um caminho que inverte orientacao, M € nao-orientdvel.

Exemplo 1.13 A Garrafa de Klein e o Plano Projetivo sao superficies nao-orientdveis,

enquanto a Esfera e o Toro bidimensional sao superficies orientdveis.
Observacao 1.14 Toda superficie que contém uma faiza de Moebius € nao orientdvel.

Definicao 1.15 Um espaco topoldgico 2-dimensional M ¢é trianguldvel se o seu es-
paco subjacente K homeomorfo a M possui apenas células triangulares que satisfazem
a condicao de que dois tridngulos sao indentificados ao longo de uma aresta ou somente

em um vértice ou sao disjuntos.

Definigao 1.16 Uma triangulacao do complexo K € dito complexo simplicial ou uma

triangulacao em M. Uma célula de um complexo simplicial € dito stmplex.

Definigao 1.17 Uma triangulagdo de uma superficie (sem bordo) é um simplicial

2-complexo tal que :

1. cada aresta € identificada com exatamente uma outra aresta;

2. um dado vértice pode pertencer a n tridngulos, denotados por Ti,...,T,, de modo
que nesta sequéncia, dois a dois tridngulos sao adjacentes e possuem uma aresta em

comum e T, identifica com T\ ao longo de uma aresta.

Figura 1.6: Uma triangulagao da faixa de Moebius.



Exemplo 1.18 A Figura[1.8 ilustra uma triangulacao da faiza de Moebius, na qual V =
8, A=16 e F = 8. Calculando sua caracteristica de Euler, seque que x(F') = 0.

Definicao 1.19 Uma superficie ¢ compacta se, e somente se, qualquer triangulacao

possui um numero finito de triangulos.

Definicao 1.20 Superficie fechada ¢ uma superficie que nao tem bordo, e ao mesmo
tempo, pode ser subdividida em um nimero finito de pedacos triangulares.

Observacao 1.21 As superficies fechadas sao chamadas superficies compactas por serem,
reuniGo de um niumero finito de tridngulos. Assim, o termo superficie fechada é sinénimo

de superficie compacta e sem bordo.

Definicao 1.22 Uma superficie é conexa se, e somente se, uma triangulacao pode ser
arranjada na ordem Ty, ..., T,, de modo que cada tridgngulo possui no minimo uma aresta

identificada com aresta de outro tridngulo anterior.

Seja M uma superficie compacta e conexa. Se K é um n—complexo regular, tal que
|K| = M, entao x(K) = x(M).

Este nimero comum a estes 2—complexos é entao chamado de caracteristica de

Euler da superficie e utilizaremos a mesma notacao.

° K D2
—_— e :

Figura 1.7: Caracteristica de Euler do disco D?.

Exemplo 1.23 O disco fechado D? possui a mesma caracteristica de FEuler que uma
regiao triangular. Com efeito, tome trés pontos nao colineares no plano. Una-os com
arestas e considere uma face na regiao delimitada por esta figura. Temos entao um 2-
complexo K cujo o espago subjacente € uma regiao triangular do plano, como ilustra a
Figura [I70. Como esta regiago pode ser deformada continuamente em um disco fechado,
seque que X(D?) = x(K). Em K,V =3, A=3 ¢ F =1, logo, x(D?) = 1.



Exemplo 1.24 (Caracteristica de Euler do S') A fim de calcular a caracteritica de
Euler do circulo, construimos um 1—complexo reqular K cujo o espaco subjacente € home-

omorfo a S*, como na Figura[L.3

Figura 1.8: Espaco subjacente homeomorfo ao S*

Desse modo, x(S') = x(K) e prova-se que o seu valor independe do 1—complexo

construido.
Como podemos ver na Figura L8, o nimero de vértices € igual ao nimero de arestas

(V. = A =3). Assim, concluimos facilmente que x(S') = 0.

O proximo teorema diz que se M; e M, sao superficies compactas, conexas e homeo-

morfas, entdo x(M;) = x(M2).

1.2.3 Caracteristica de Euler e Superficies

Teorema 1.25 [17] A caracteristica de Fuler é um invariante topoldgico para superficies

compactas e coneras.

Proposicao 1.26 [I7] Se My e M sao superficies compactas e conezas, entio

X(My U M) = x(My) + x(Mz) — x(My N Ms).
A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [I8].

Proposigao 1.27 Seja M = M, U ... U My a uniao de superficies compactas e conexas
(com bordo), tais que para quaisqueri,j € {1,...,k},i# j, ou M; N M; =0 ou M; N M;
¢ homeomorfo ao circulo S*. Entdo

k

V() = 3 x(0y).

=1
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Demonstracao: Para demonstrar esse resultado basta usar a Proposicao [L26] e o fato
de que x(S') = 0. O

Exemplo 1.28 Na Figura [I.3, observamos que M, = F,My, = D? e M; N M, = S*.
Utilizando a Proposicao [L.26, temos:

X(P?) = x(F) +x(D*) = x(§) =0+1-0=1

Logo, x(P?) =1.

jam M, 5 du upertici isjuntas. Em um removendo um pe-
Sejam M; e M, duas superficies disjuntas. Em cada a delas, removendo e
queno disco, obtemos as superficies M| e M) com uma nova componente de bordo cada,

denotadas por ¢; e c3. Colando ¢; e ¢y, como exemplifica a Figura [[L9, formamos uma
nova superficie.

[ ’
> (
O ESICS:
72 K> T2 724 K*

Figura 1.9: Soma conexa do Toro com a Garrafa de Klein.

@

Definicao 1.29 A soma conexa de M, e M, denotada por My# My € a nova superficie

obtida na descricao acima.

Proposicao 1.30 Para a soma conexa de duas superficies, My e My, temos que

X(Mi# M) = x(My) + x(Mz) — 2.

Demonstragao: A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [I8].

Observacao 1.31 A esfera S? € o elemento neutro da soma conexa de superficies. Em

outras palavras, M#S? = M, seja qual for a superficie M.
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Exemplo 1.32 A garrafa de Klein, € topologicamente falando, a soma conexa de dois

planos projetivos, isto €, K? = P24 P2,
Usando a Proposicao [1.30, temos:
X(K2) = x(P?) +x(P) —2=1+1-2=0
Logo, x(K?) = 0.
Teorema 1.33 [17] Toda superficie orientada é homeomorfa a uma esfera ou a soma

conexa de n toros e toda superficie nao orientada ¢ homeomorfa a soma conexra de

n planos projetivos.

Proposicao 1.34 A soma conexa de um toro e um plano projetivo €, topologicamente

falando, a soma conexa de uma garrafa de Klein com um plano projetivo, isto €,
T?#P? = K*#P?

Note que ndo podemos cancelar a superficie P? em ambos os termos da iqualdade. Con-
sequentemente,
T?#P? = P24 P24 p?.

Demonstracao: De fato, como a caracteristica de Euler é um invariante topolégico,
vamos calcular x(T?#P?) e x(K?#P?) e verificar que sdo iguais. Pela Proposigio 30
segue que

X(T?#P*) = x(T?) + x(P?) —2=0+1-2=—1

X(K?*#P?) = x(K*) +x(P?) —2=0+1-2=—1.

Portanto, T?#P? = K?# P2

Observacao 1.35 Pelo Lema podemos concluir que (2k) P*#P? = k T*#P? ¢
(2k) P*#2P? = k T*#K?, com k € N.

Observacao 1.36 A caracteristica de Fuler de superficie orientdvel € par, enquanto a
caracteristica de Euler de uma superficie nao-orientdvel pode ser par ou impar, como pode

ser verificado na tabela abaixo.
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Superficie Caracteristica de Euler

Soma conexa de n toros 2-2n

Soma conexa de n planos projetivos 2-n

Soma conexa de um plano projetivo e n toros 1-2n
Soma conexa de uma garrafa de Klein e n toros -2n

Defini¢ao 1.37 O género, g(M) de uma superficie orientdvel M corresponde ao nimero de
toros ou algas presentes nela. Caso contrdrio, se M € uma superficie nao-orientdvel, o género

g(M) de M corresponde ao nimero de planos projetivos presentes nela.

Definicao 1.38 Seja M uma superficie compacta. O género de M ¢ dado por:

1
(M) 5(2 —X),se M é orientdvel
g =

2 —x,se M é nao - orientdvel

Desse modo, dado a caracteristica de Euler da superficie, conseguimos saber qual o género
dessa superficie.

Proposigao 1.39 Seja M uma superficie sem bordo, entdo a caracteristica de M é:

2 —2g(M),se M ¢ orientdvel
X(M) = o
2—g(M),se M ¢é nao - orientdvel

Assim, dado o género da superficie, conseguimos determinar sua caracteristica de Fuler.

Corolario 1.40 Se M ¢é uma superficie orientdvel com k componentes de bordo, entdao

Y(M) =2 = 2g(M) — k.
A demonstragao desse corolario encontra-se em [18].

Teorema 1.41 [I7] Sejam My, My duas superficies fechadas e conexas. My é topologicamente
equivalente a My se e somente se x(My1) = x(Mz) e ambas sdo orientdveis ou ambas sdo nao-

orientdveis.
Demonstragao: Segue imediatamente dos Teoremas [[.33] e [.251 0
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1.3 Grafos

Nesta se¢ao vamos introduzir alguns conceitos da Teoria dos Grafos necessarios para este tra-
balho. As referéncias sao [L7] e [31].

Definigcao 1.42 Um grafo G ¢ um 1-complexo regular conexo.

Uma aresta em G conectando dois vértices u e w serd denotada pelo par [u,w| ou, simples-
mente, por uw. Neste caso, dizemos que os vértices u e w sao adjacentes. As arestas de um
vértice u s&o aquelas que se conectam a este vértice, isto é, as arestas de G do tipo uw. Quando
u possui apenas uma unica aresta, u é chamado vértice extremo. Neste caso, a aresta de u
é dita aresta extrema. Arestas Adjacentes sdao duas arestas com um extremo em comum.

Um lago em G é uma aresta da forma uu.

(@) (b) (©) (d)

Figura 1.10: Exemplos de grafos.

Exemplo 1.43 A Figura [[I0 ilustra quatro exemplos de grafos. Em (a) ndo ocorrem ciclos,

em (b) e (c) ocorrem um ciclo e em (d) ocorre um lago (ciclo com uma inica aresta).

Definicao 1.44 O nimero de ciclos de um grafo G é chamado de nimero de Bett: do grafo
G e ¢ denotado por (1(G).

Teorema 1.45 [17] Seja G um grafo, o nimero de ciclos 51(G) é dado por:
1-V+A,

onde V e A sdo, respectivamente, o nimero de vértices e arestas de G.
Definigcao 1.46 Uma drvore é um grafo G que nao possui ciclos.

O grafo ilustrado em [[LI0 (a) é uma arvore.

Os teoremas [[L47 e [[48] a seguir foram apresentados em [17].
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Teorema 1.47 Dado um grafo G, se G € uma drvore, entao X(G) = 1.

Demonstragao: Pela Definicao 421 G ¢ um 1-complexo, logo pela Definicao 18]
X(G) =V — A. Por ser arvore, G ndo possui ciclos. Segue do Teorema [[.45] que X (G) = 1. o

Teorema 1.48 [17] A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico para grafos.

Definicao 1.49 Um grafo G € dito bipartido se € possivel atribuir sinais + a cada um de seus
vértices de forma que cada aresta conecte vértices de sinais opostos. Caso contrdrio, dizemos que

G € nao-bipartido.

Teorema 1.50 [31] Um grafo G € bipartido se, e somente se, todos os seus ciclos tém tamanho
par. Caso contrdrio, se G tem um ciclo de tamanho impar, ele é nao-bipartido. Consequente-

mente, toda drvore é um grafo bipartido.

Exemplo 1.51 Na Figura [L10, o grafo (b) € bipartido pois tem ciclo de tamanho quatro, en-

quanto o grafo (c) nao é bipartido por ter um ciclo de tamanho trés.

Definicao 1.52 Um grafo com peso é um grafo em que a cada um dos seus vértices estd

associado um numero natural.

Neste trabalho, os grafos que iremos considerar serao apenas grafos com peso. Para simplificar

a partir de agora iremos chamaé-los apenas de grafos.

1.4 Aplicacoes Estaveis entre superficies

Nesta secdo, apresentaremos conceitos de aplicagdes estaveis e conjuntos singulares.
As principais referéncias sao [9], [32] e [33].
Definicao 1.53 Sejam (X,%) um espago topoldgico e x € X. Dois subconjuntos S, T de X

definem o mesmo germe em x se eriste uma vizinhan¢a aberta U de x em X tal que

uUnS=UnT.

Definir o0 mesmo germe em x é uma relagdo de equivaléncia e cada classe ¢ um germe de

conjunto de r em X.
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Definicao 1.54 Seja M um espaco topoldgico nao vazio, dizemos que M é uma wvariedade
diferencidvel de dimensdao n se, e somente se, para qualquer p € M, existem abertos V,, em M

contendo p, U, aberto em R"™ e 1) : V, = U, um difeomorfismo.

Dadas duas variedades diferenciaveis X e Y, denotamos por C*°(X,Y") o espaco de todas as

aplicacoes de classe C*° de X em Y.

Definigcao 1.55 Sejam X e Y wariedades diferencidveis e f : X — Y uma aplicagdo dife-
rencidvel. Se f tem posto mdzimo, entdo:
i) f é uma imersao se, e somente se, dimX < dimY.

ii) [ ¢ um mergulho se, e somente se, f é uma imersao injetiva.

Definicao 1.56 Sejam f,g € C*°(X,Y), com X eY wvariedades diferencidveis. Dizemos que f
¢ A—equivalente a g, e denotemos por f ~ 4 g se existirem difeomorfismos ¢ : X — X e 1 :
Y =Y tais que

g=v o fog¢

ou seja, se o sequinte diagrama comuta:

Definicao 1.57 Sejam M wma superficie fechada e conexa, N wma superficie conexa e
f: M — N uma aplicagio C*°. O conjunto de pontos singulares de f, denotado por X f, é

o conjunto de pontos de M nos quais a diferencial df nao tem posto mdzimo, ou seja,

Xf = {p € M/posto df, < 2}.

Um ponto p € M\ Xf ¢ dito ponto regular de f e um ponto y € N ¢é dito valor regular

de f, se ffl(y) contém somente pontos requlares.

Definicao 1.58 O contorno aparente de f, f(Xf), é a imagem do conjunto singular de f e

vamos denotd-lo por ~v(f).
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Figura 1.11: Tipos de pontos do conjunto singular.

Seja p € ©f um ponto singular de uma aplicacdo f : M — S2, entdo uma das seguintes

situagoes ocorre:

(a)  T,Xf ®ker(df), =T,M

() TpEf = ker(df)p

onde T,X f é a reta tangente & X f no ponto p e ker(df), é o nucleo da aplicagao diferencial

de f no ponto p.

Se p é um ponto singular satisfazendo (a), entdo p é chamado ponto de dobra. Caso contrario,

se (b) ocorre, dizemos que p é um ponto de cuspide.

Na Figura [[LTI] p é ponto de dobra e ¢ ponto de cispide. Observe que T,Xf é levado por
dfy na reta tangente a f(p), enquanto que T2 f é levado sobre f(q) por dfy.

Definicao 1.59 Uma aplicagio suave f : M — N ¢é estdvel se satisfaz as duas propriedades

sequintes:

(i) Para cadap € M, o germe de aplicagao em p € M é A—-equivalente a um germe de aplicagao
em 0 € R? como abaizo:
(a,x) — (a,x) : um ponto reqular,
(a,z) + (a,2?) : um ponto de dobra,

(a,z) = (a,23 + azx) : um ponto de ciispide.

(ii) Para cada q € y(f), o germe de aplicagao (f‘zf,f_l(q) NXf) é A—equivalente a um dos

trés multi-germes como representado na figura abaizo.
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Dobra Cuspide Ponto Duplo
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[

Figura 1.12: Os multi-germes de fis;.

Na Figura[[LT2 podemos ter uma idéia geométrica das singularidades do tipo dobra e cuspide.
No caso da dobra, vemos sobre a superficie M a curva formada pelos pontos de dobra que
compoem o conjunto singular Y f. No caso da ciispide, vemos sobre M que duas curvas de dobra
se encontram num ponto p dando origem a uma cuspide. Neste ponto o vetor tangente & curva

singular é vertical.

Denotamos por £(M, N) conjunto das aplicacoes estéveis de M em Nem C*° (M, N).

Teorema 1.60 [9/ Se f: M — S? ¢ uma aplicagio estdvel, onde M ¢ uma superficie compacta

e sem bordo, entdo o conjunto singular de f, X f, é uma subvariedade de codimensdo 1 em M.

Teorema 1.61 [37] As aplicagoes estdveis f: M — S? formam um subconjunto aberto e denso

no espago das aplica¢oes C°(M, S?).

Figura 1.13: Pontos de dobra e de cuspide.

Como vemos na Figura [[LI3] d é um ponto de dobra e a cispide ¢ é o ponto de encontro de

duas curvas singulares. Notemos que uma curva singular separa regides de M cuja orientagao é
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invertida e preservada por f, e ainda, notemos que o ponto y possui trés pré-imagens: x1,xo €

x3, enquanto o ponto y’ possui apenas uma pré-imagem: .

Observagao 1.62 Observemos na Figura [L13, que se f : M — N € uma aplica¢ao estdvel,
onde M e N sao superficies orientadas, entao as curvas do conjunto singular X f separam as

regioes de M cuja orientagdo € invertida e preservada por f.

Definicao 1.63 No contorno aparente de f, a orienta¢ao da curva no sentido positivo, estd
determinada quando, ao percorrer a curva o niumero de pré-imagens de f é sempre maior do lado

esquerdo. O wvetor normal v aponta para a regido onde tem o maior nimero de pré-imagens.

Observagao 1.64 Observemos na Figura[L13, que se dois pontos na imagem de uma aplica¢ao
estavel estao separados por uma curva do contorno aparente, entdo a diferenca do nimeros de
suas respectivas pré-imagens € dois. Neste exemplo, a regiao para a qual a cuspide aponta possui

apenas uma pré-imagem, enquanto a outra regiao possui trés pré-imagens.

Observacao 1.65 Seja f : M — S? uma aplicagio estdvel, onde M ¢ uma superficie orientada,
compacta e sem bordo, cujo contorno aparente € formado por uma curva conexa contendo quatro
cispides e nenhuma auto-intersecao. Pela estrutura das cispides, a regiao para a qual ela aponta
possui menor numero de pré-imagens. Sendo assim, o contorno aparente com duas ciuspides
consecutivas apontando para lados opostos, como ilustra a Figura (i), nao ocorre. Logo,
o contorno aparente de f deve ser como na Figura (ii), onde duas cispides consecutivas

apontam para o mesmo lado.

(i) (i) C
a +2

12
b -2

Figura 1.14: Contradizendo duas cuspides.

De fato, na Figura [[LI4] (¢), supondo que a regido a possui k pré-imagens, seguindo a seta,
chegamos & regido b, que possui k + 2 pré-imagens. Passando pela outra seta, novamente o
namero de pré-imagens é acrescentado por 2. Agora, podemos retornar & regido a, sem passar
por nenhuma curva, logo concluimos que a regidao a possui k + 4 pré-imagens. Absurdo! Por
outro lado, em (i7), o namero de pré-imagens é somado e subtraido por 2. Logo, o contorno
aparente pode ser desse tipo. A regido apontada pela seta possui mais duas pré-imagens que a

regiao na qual seta comega.
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Lema 1.66 Se f : M — S? ¢ uma aplica¢io estdvel, onde M ¢ uma superficie fechada e

orientada, entdo as curvas que compoe o conjunto singular X f sao fechadas, simples e disjuntas.

Demonstracao: Seja f : M — S? uma aplicacio estavel, se existe uma curva «; do conjunto
singular de f aberta, ou seja, que termina em um dado ponto, entdao os dois lados de f(«;)
possuem o mesmo nimero de pré-imagens, contradi¢do! Se existe uma curva «; do conjunto
singular de f com auto-intersecdo, obtemos uma, contradi¢ao quando analisamos as regides cuja
orientacao é preservada e invertida por f, localmente no ponto de auto-intersecao. Andlogo para
o caso de curvas com ponto em comum. Portanto, o conjunto singular de f deve possuir somente

curvas fechadas, simples e disjuntas. n

Observacao 1.67 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel, onde M é uma superficie fechada
e orientada. As componentes do complemento do conjunto singular de f sao levadas por f com

orientagoes opostas, logo L f separa M \ Xf em componentes disjuntas.

As curvas singulares de f separam M em regides conezas, que sdo as componentes do com-
plemento M \ X f. Isto se deve ao fato de X f ser composta por um conjunto de curvas fechadas
em M, de acordo com o Lema[L60.

Segundo Whitney, o conjunto singular de uma aplicagao estavel é composto por pontos de
dobra e cuspides e além disso, os pontos de cuspides sao isolados. Segue, entdao, do Lema [[.66]

que:

Proposicao 1.68 Seja f : M — S? uma aplicagdo estdvel, onde M ¢é uma superficie fechada
e orientada. O contorno aparente de f, f(Xf), € uma cole¢ao de curvas fechadas na 2-esfera,
cujas singularidades sdao pontos duplos transversais, ou seja, sem tangéncias e pontos de ciuspides

1solados.

Observacao 1.69 Se f : M — S? ¢ uma aplicagdo estdvel, onde M ¢é uma superficie orien-
tada, entao podemos atribuir, de maneira natural, sinais + a cada wma das componentes do
complemento M \ Xf.

Definicdo 1.70 Seja f: M — S? uma aplicagio estdvel, onde M ¢ uma superficie orientada,
uma regiao conexa R € M\ Xf é dita positiva se f preserva a sua orientagdo, caso contrdrio,

R ¢ dita negativa.

Defini¢ao 1.71 O fecho de cada componente conexa de M \ Xf cuja orientagdo é preservada
por [ serd denotado por M;L, enquanto o fecho de cada componente conera de M \ Xf cuja

orientagao € invertida por f serd denotado por M; .
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Neste trabalho, vamos considerar M+ = UM:F e M~ = UM].*. Assim, MT e M~ sdo
{ J
superficies compactas e com bordo. Além disso,

M=MtUM~- e Sf=M+\M".

1.5 Grau de Aplicacoes

1.5.1 Curvas Planas

O estudo de curvas planas se torna imprescindivel para o nosso trabalho, uma vez que, essas

curvas aparecem como componentes do contorno aparente de algumas aplicagoes estaveis.
Definicao 1.72 Uma curva plana fechada é uma imersio I' : S' — R? do circulo no plano.

Definicao 1.73 Seja h uma curva plana fechada. O grau de h, denotado por T(h), também
conhecido como o indice de Whitney, € o nimero total de voltas (sentido anti-hordrio menos

sentido hordrio) que os vetores unitdrios tangentes a h percorrem St

Exemplo 1.74 A Figura [I.13 ilustra trés imersoes do circulo no plano: hi,hs e hz. O grau de
cada uma delas é T(h1) = —2, 7(he) =0 e 7(hg) = 1.

NRCORE

Figura 1.15: Algumas imersoes do circulo no Plano.

Definigao 1.75 Se h é uma unigo de circulos finitos Sl-l, entao T(h) € a soma do nimero de

voltas da aplicagao, restrita a cada um dos circulos h |g1.
K3

Definicao 1.76 A projecao estereogrifica da esfera m-dimensional menos wm ponto
p € S™ ¢é a aplicaggo V¥ que leva cada ponto x = (x1,..,Ty,) € S™ \ {p} no ponto
U(z) =y = (Y1,.-sYm,0) € R™, tal que y = px N R™, onde pk é a semi-reta que comega

em p, passa em x e intersecta R™.
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Figura 1.16: Projecao estereografica

Exemplo 1.77 Sem =2 e p=(0,0,1), entao a projecao estereogrifica é dada por

U:S2\ {p} — R?

= (21, x(xy)) — ¥(z)= .

= (T1, .0 T, O).
1—.’L'm+1(x1 «Tfm)

1.5.2 Superficies Fechadas na Esfera

Nesta subsecao, vamos obter o grau de uma aplicacao examinando a imagem inversa de um
valor regular de uma aplicacdo propria f : M — N, de classe C', onde M e N sdo superficies

orientadas de mesma dimensao. Os resultados e defini¢oes abaixo podem ser encontrados em [7].

Definicao 1.78 Uma aplicacdo f : M — N ¢é propria se a imagem inversa de um compacto é

um compacto.
Proposicao 1.79 As aplicacées f : M — S? continuas, onde M é compacto, sio proprias.

Demonstracio: De fato, dado K C S? compacto, K é fechado, pois S? é Haussdorf. Por outro
lado, f é continua, logo f~!(K) é fechado em M, e como M é compacto, segue que f~1(K) é

compacto. 0O

Definicdo 1.80 Dizemos que um ponto x, € f~'(y) é positivo se x, € M;L ou negativo se
zp € M; ", onde M*= estio definidos em [T71.

22



Figura 1.17: Grau de uma aplicacao no ponto p.

Definicao 1.81 Sejam M, N superficies orientadas, sem bordo e de mesma dimensdo m, e
f: M — N uma aplicagio propria de classe C*. O grau de f no ponto y, indicado por degy f

€ a diferenca entre o numero de pontos positivos e o nimero de pontos negativos em ffl(y).

Exemplo 1.82 A Figura [LI17 idustra localmente wuma aplicagio f. Temos que
f_l(y) = x1,x2 € T3, sendo que T1 e T3 pertencem a Tegides cuja orientacdo € preservada por
f, logo sao positivos e xo pertence a wma regido cuja orientagao € invertida por f, logo € nega-
tiwo. Segque que degy, = 1. Analogamente, como (') = 2, que pertence a uma regido cuja
orientagao é preservada por f, seque que degy f = 1. Observe que ao atravessar a imagem de
um conjunto singular de uma aplicagdo estdvel, o nimero de pré-imagem sempre aumenta ou

diminui por dois pontos, que sdo levados por f com orientagoes opostas.

Teorema 1.83 [7] Seja M uma superficie compacta, m-dimensional, orientada e sem bordo. A
toda aplicacio f : M — S™, de classe C?, corresponde um inteiro v, tal que para todo valor

reqular y de f, tem-se que deg, f =r.

Definicao 1.84 O nimero r = deg, f do Teorema[L.83 ¢ o grau da aplicacao f, ou simples-
mente, deg f.

Proposicao 1.85 [7/

1. Se f,g: M — S™ sio homotdpicas em classe C?, entio deg f = deg g;

2. Se f: 8™ — S™ ¢ a aplicagdo identidade, entao deg f = 1.
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Corolario 1.86 Se o conjunto singular Xf de uma aplicacio f : S* — S? é wazio, entdo
deg f=1.

Demonstragio: Se ©f = (), entdo f ¢ homotopica a Id : S? — S2, que pela Proposicio [L83]
(2), possui grau um. Entao por 1, segue que deg f = deg Id = 1. O

Observacao 1.87 Desse coroldrio, temos que se f : S — S? ¢ tal que deg f > 1, entdo o

conjunto singular Xf # (.
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Capitulo 2

Invariantes de Aplicacoes Estaveis entre

Superficies

Neste capitulo, vamos apresentar alguns invariantes (locais) de aplicac¢oes estéaveis definidos por
Ohmoto-Aicardi [26]. Em seguida, apresentaremos grafos com pesos nos vértices como um in-
variante global de aplicagoes estaveis, que serve para auxiliar outros invariantes ji conhecidos na
classificacdo dessas aplicacoes. Tomamos como principais referéncias os trabalhos de Ohmoto-
Aicardi [26] e Hacon, Mendes e Romero [11], [13], [14], [15].

2.1 Invariantes Locais

2.1.1 Aplicacoes Estaveis de Superficies Fechadas na Esfera

Neste trabalho, vamos estudar aplicacoes estaveis f : M — S?, onde M é uma superficie fechada.
Vamos considerar a partir de agora aplicagdoes como esta e para melhor visualizacao, vamos ver
a imagem da aplicagdo representada no plano correspondente a esfera menos um ponto, que sera

denotado por infinito.
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IR3

f=rmoroj

Figura 2.1: Exemplo de Aplicagao do Toro na Esfera.

A FiguraZIlilustra uma aplicacao estavel f : T2 — S? com grau dois, obtida pela composicio
moroj, onde j: T? — R? é uma imersio, r : R? — S? é uma projecdo radial da imagem de j

sobre a esfera e 7 : 52\ co — R? ¢ a projecio estereogréfica como no Exemplo [LT7

Observacdo 2.1 Se f: M \ fY(Ds) — R? ¢ uma aplicagio estdvel, onde Do, ¢ uma vizin-

hanga do ponto oo, o contorno y(f) ¢é identificado com Y(f) quando as propriedades do plano

correspondem com as propriedades da esfera.

Em [26], Ohmoto-Aicardi apresentaram dez transi¢oes de codimensao 1 e dezoito transi¢oes
de codimensao 2, que consistem em intersecoes tranversais entre duas transicoes de codimensao
1, de acordo com o que elas alteram no contorno aparente de uma aplicacdo. As transicoes de

codimensdo 1 também foram estudadas por E. Chincaro [3], em sua tese de doutorado.

Baseados nessas transi¢oes, Ohmoto-Aicardi apresentaram trés invariantes do ponto de vista
local, para o contorno aparente de aplicacoes estéveis de superficies no plano. Dentre estes
invariantes, estao os que correspondem ao numero de cuspides (I.) e os que correspondem ao

namero de pontos duplos (I,,).

Outro invariante (I.), que corresponde ao nimero de componentes conexas do contorno
aparente de uma aplicacao estéavel de superficie no plano, foi apresentado por Hacon, Mendes
e Romero em [II]. Mais tarde, esses invariantes foram analisados para aplicagbes estaveis de

superficies na 2-esfera, pelos mesmos autores em [14].
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A seguir, vamos tratar das transi¢coes de codimensao 1 apresentadas pelos autores acima.

2.1.2 Transicoes de codimensao 1

Nesta subsecao, cada transicao estd representada localmente por uma sequéncia de trés apli-
cacoes em C°(M,RR?) ordenadas com orientacdo positiva (da esquerda para direita). A apli-
cacao do meio é uma aplicacao nao estavel, ou seja, essa singularidade pertence ao conjunto
C>®(M,R?)\ £(M,R?). As setas nos arcos indicam o sentido em que o ntimero de pré-imagens

aumenta (por dois).

As transicoes que alteram o niimero de cuspides sao denominadas de: labios (L), bicos (B) e
rabo de andorinha (5); as transigoes que alteram o nimero de pontos duplos sdo denominadas
de: tangéncia de dobras (T'), dobra com cuspides (C) e rabo de andorinha (5); enquanto
que as transicoes que alteram o ntiimero de componentes do conjunto singular sao denominadas

de bicos (B) ou labios (L).

Transi¢ao Labios (L)

A transi¢do do tipo Labios ocorre quando a partir de uma regiao regular, forma-se uma compo-

nente singular com duas ciispides que apontam para a mesma regiao regular.

A orientagao da transi¢do pode ser positiva ou negativa. Isto significa que essa transicio leva

a0 nascimento ou morte de um par de cuspides.

— — ~Te
4 i 4
- =

Figura 2.2: Transi¢ao do tipo Labios.

A Figura ilustra uma transicao do tipo labios. Ohmoto e Aicardi mostraram que quando
uma aplica¢ao sofre uma transi¢do do tipo L, o indice de pontos de cuspides (I.) é alterado
por £2, com o sinal dependendo da orientacao da transicdo. Em outras palavras, o numero de

cuspides da aplicacao aumenta ou diminui por dois.

Observacao 2.2 Além dessa transicao alterar o numero de cispides do conjunto singular, o
numero de componentes conexas também é modificado, provocando um aumento de uma unidade

em Ig no sentido positivo.
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Transic¢ao Bicos (B)

A transicao do tipo Bicos ocorre quando duas curvas de dobra, que sdo bordos de uma mesma,
regido, se tangenciam e separam em duas cispides que apontam para a mesma regiao regular.

Esta transicao também leva ao nascimento ou morte de um par de cispides.

Figura 2.3: Transicao do tipo Bicos.

A Figura 23] ilustra uma transi¢ao do tipo B, onde o nimero de cispides é alterado por £2,

de acordo com a orientacao da transicao.

Definicao 2.3 B, € a transi¢do do tipo bicos, no sentido positivo, que acrescenta o nimero de
cuspides por dois e, ao mesmo tempo, acrescenta o numero de componentes do conjunto singular

por um. Analogamente, B_ ¢ a transi¢ao do tipo bicos, no sentido positivo, que acrescenta o

numero de ciuspides por dois e, ao mesmo tempo, diminui por wm o niumero de componentes
singulares (Figura [27)]).

9-0-0-0-0

Figura 2.4: Transi¢oes do tipo By e B_.

Observacao 2.4 FEsta transicdo também altera o numero de componentes conexas, que sofre um
aumento de uma unidade, se é uma transi¢ao positiva do tipo By. Enquanto que uma transi¢ao

positiva do tipo B_ diminui este nimero por um.

Exemplo 2.5 A Figura ilustra quatro aplicagoes estdveis distintas da garrafa de Klein na
esfera, com grau zero. A aplicagao (b) pode ser obtida de (a) sequida de uma transi¢ao do
tipo bicos, que tangencia as duas curvas singulares obtendo duas cispides no contorno aparente.
Enquanto as aplicagoes (c) e (d) podem ser obtidas de (a) sequida de uma transicao do tipo ldbios,

que acrescenta uma nova curvae singular com duas cispides no contorno aparente.
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Figura 2.5: Diferentes aplicagoes da Garrafa de Klein no plano.

Transicao Rabo de Andorinha (S)

A transicao do tipo Rabo de Andorinha ocorre quando a curva de dobra passa por uma pequena
deformagao e aparecem duas cuspides que apontam para regides regulares de sinais diferentes e

um ponto duplo.

—_— —
/\
1 12
4 e —_
/\

Figura 2.6: Transicao do tipo Rabo de andorinha.

A Figura ilustra uma transicao do tipo rabo de andorinha. De acordo com a orientacao
da transicao, o nimero de cuspides é alterado por +2, e o numero de pontos duplos é alterado

por +1.
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Transi¢ao Tangéncia de Dobra (T)

Em [26], Ohmoto e Aicardi apresentaram trés transi¢oes do tipo tangéncia de dobras, onde uma

delas pode ser vista na Figura 2.7

\\
X \'_X\ \X\
----- "'y\ . ""_'."y\ — ""-"‘y'\
v v "
~, —
f >—< T
T -1 o

Figura 2.7: Transicao do tipo Tangéncia de Dobra.

A Figura 27 ilustra uma transicao do tipo tangéncia de dobras, que ocorre quando duas
curvas de dobra com orientagoes opostas, se tangenciam. A nova regiao criada entre as duas
curvas apés a tangéncia tem necessariamente quatro pré-imagens. De acordo com a orientagao

da transicao, o nimero de pontos duplos é alterado por +2.

Nos outros dois casos de transi¢ao do tipo T, o nimero de pré-imagens dentro da nova regiao
criada apo6s a tangéncia é necessariamente zero (quando as curvas de dobra tém orientagoes

opostas) e dois (quando as curvas de dobra tém a mesma orientacao).

Notacao: T e T~ denotam as transi¢oes do tipo tangéncia de dobra, quando as curvas de

dobra tem a mesma orientacao e orientagoes opostas, repectivamente.

Transi¢ao Dobra com Ciuspides (C)

Ohmoto e Aicardi apresentaram duas transi¢des do tipo dobra com cuspide, onde uma delas

pode ser vista na Figura [2.8]

L5 L e
e e e
4 4 4

Figura 2.8: Transicao do tipo Dobra com ctspide.
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A Figura 2.8 ilustra uma transi¢ao do tipo dobra com cuspide, que ocorre quando uma curva
de dobra e uma cuspide se tangenciam. A nova regiao triangular criada apo6s a tangéncia, tem

necessariamente quatro pré-imagens.

No outro caso de transicao do tipo C, o niimero de pré-imagens dentro da nova regido trian-

gular criada ap6s a tangéncia é necessariamente dois.

Notacgao: C" e C~ denotam as transi¢oes do tipo dobra com ctispide, com orientacao positiva

e negativa, repectivamente.

Transicao Ponto Triplo (PT)

Ohmoto e Aicardi apresentaram duas transi¢oes do tipo ponto triplo, onde uma delas pode ser

vista na Figura 2.0

——l - A

Figura 2.9: Transicao do tipo Ponto Triplo.

A Figura 29 ilustra uma transi¢ao do tipo ponto triplo, que ocorre quando trés curvas de
dobra se tangenciam. A nova regido triangular criada apds a tangéncia tem necessariamente seis

pré-imagens.

No outro caso de transicao do tipo PT, o ntmero de pré-imagens dentro da nova regiao

triangular criada ap6s a tangéncia é necessariamente quatro.

Exemplo 2.6 A Figura [Z10 ilustra uma sequéncia de aplicagoes suaves da esfera no plano: de
(a) para (b) passando por rabo de andorinha (S), criamos um ponto duplo e duas cispides; de
(b) para (c) passando por uma tangéncia quando as curvas de dobra tém orientagoes opostas T,
aumentamos dois pontos duplos; de (c) para (d) passando por dobra com cispide com orienta¢io
positiva CT, aumentamos dois pontos duplos; de (d) para (e) passando por um ponto triplo e
de (e) para (f) passando por dobra com cuspides com orientagdo negativa C~, eliminamos dois

pontos duplos.
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@ (b)
o) = o) =
(f) (e)

Figura 2.10: Transicoes sobre a mesma superficie.

=

(d)

2.1.3 Sinais das Cuspides

Seja f : M — S? uma aplicacdo estavel onde M é uma superficie orientada. Pela Observacio
69 cada regiao do complemento M \ X f recebe um sinal +.

Desse modo, levando em consideragao a orientacdo da regidao para o qual a cuspide aponta,

podemos definir seu sinal da seguinte maneira:

Definigao 2.7 O sinal da cispide C de uma aplicagio estdvel f: M — S? é s(C) = +1, se C

aponta para a regiago positiva de f ou s(C) = —1, se C aponta para a regido negativa de f.

Figura 2.11: Sinal das Cuspides

Observacgao 2.8 As transigoes que alteram a soma dos sinais das cispides, > s(C;), por +2,

sao as do tipo bicos e ldbios pois estas cuspides sempre tem o mesmo sinal.

As cuspides que aparecem com a transi¢cao do tipo rabo de andorinha possuem sinais opostos

por apontarem para regices de sinais diferentes, cancelando entre si na soma total » s(C;).
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O Teorema de Quine [27] relaciona a caracteristica de Euler do complemento do conjunto
singular sobre M e do contradominio N com a soma dos sinais das ciispides e o grau de uma

aplicacao estavel entre duas superficies. Enunciaremos a seguir, o teorema para o caso em que
N = S2.

Teorema 2.9 (Teorema de Quine para aplicagées estdveis na 2—esfera) Sejam M uma
2-variedade suave, compacta, orientada e coneza, f : M — S? uma aplicagio estdivel, MT o
fecho do conjunto dos pontos requlares nos quais f preserva a orienta¢do, M~ o fecho dos pontos

requlares os quais f inverte a orientacao e C1, ..., Cy, pontos de cispides, entio

(M) = 2X(M7) + 3 5(C;) = 2deg(f),

onde X € a caracteristica de Euler e deg € o grau da aplica¢ao e s(C;) € o sinal da cispide C;.

Uma demonstracido detalhada do Teorema 2.9 por transi¢oes de codimensdo um, pode ser en-

contrada em [19] e em [I5] para superficie com género g > 0.

Corolario 2.10 [2] Seja f : M — S% uma aplicagio estdvel de uma superficie M fechada,

orientada e conexa. Se o conjunto singular X f € nao vazio e conexo, entio

‘ Z s(Cy) — 2deg(f)| <2 — x(M).

Uma demonstracao mais detalhada deste resultado encontra-se em [19].

Teorema 2.11 [29] Se M ¢ orientada entdo o nimero de cispides do contorno aparente y(f)

de uma aplicagio estdvel f : M — S?, é um nimero par.

Observacao 2.12 O TeoremalZ11 é bastante natural, pois o espago das aplica¢oes C* é conero
por caminhos e pode ligar uma aplicagdo qualquer a uma aplicagao dobra (sem cispide). Ao longo

deste caminho todas as transicoes alteram o numero de cispides aos pares.

Os invariantes (I, I,, I.) do ponto de vista local, estao relacionados com o contorno aparente
de aplicacoes estiveis de superficies na 2—esfera. No entanto, quando o contorno aparente de
duas aplicagoes sao iguais, esses trés invariantes nao sao suficientes para dizer se elas sdo ou nao

A—equivalentes.
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A Figura 23] (¢) e (d) ilustra duas aplicacoes estaveis distintas da garrafa de Klein na esfera
com grau zero, passando por uma transi¢do do tipo labios. Ambas as aplicagbes possuem o

mesmo contorno aparente formado por trés componentes conexas.

Uma maneira de diferenciar essas aplicagoes, é pela disposi¢ao de suas curvas singulares na
superficie do dominio. Em [II], Hacon, Mendes e Romero apresentaram um invariante para
o caso de superficies orientadas no plano: o grafo, que é associado ao dominio da aplicacao,
juntamente com seu conjunto singular. Posteriormente, em [I5], os mesmos autores estenderam

a técnica de associar grafos para o caso de superficies fechadas na esfera.

2.2 Invariante Global

Nesta se¢ao vamos estudar os grafos como invariantes globais de aplicagoes estéveis e estabelecer
condigoes para que um dado grafo, com pesos inteiros positivos nos vértices, seja associado a

uma superficie com curvas.

2.2.1 Grafo Dual de Aplicacoes Estaveis

Sejam f : M — S? uma aplicacio estavel, onde M é uma superficie fechada (sem bordo) e Xf ¢
o conjunto singular de f. Ao par (M, X f) associamos um grafo G, com pesos (inteiros positivos)

nos vértices do seguinte modo:

1. Cada vértice v; corresponde a uma componente conexa M; do complemento M\ X f e cada

aresta a; corresponde a uma curva «; de X f;

2. Um vértice v; e uma aresta a; sdo incidentes se, e somente se, a curva representada por

a; encontra-se no bordo da regiao representada por v;;
3. O peso do vértice v; corresponde ao género g; da regido orientada M; (imersa na S2).

4. Um laco a; em Gy receberd um * se a curva «; tem como vizinhanga uma faixa de Moebius
em M.
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Se a € X f, entdo pode acontecer um dos seguintes casos:

i) A vizinhanca de o é um cilindro; i) A vizinhanga de a é uma faixa de Moebius.

Definicao 2.13 O grafo com pesos nos vértices obtido na construgdo acima, associado & uma

aplicacio estdvel f: M — S?, ¢ dito grafo dual de ©f em M, denotado por Gy.

Figura 2.12: Grafos associados as aplicacoes da Figura 2.5

Os grafos podem diferenciar aplicagdes nao A—equivalentes que possuem 0 mesmo contorno
aparente, como pode ser visto na Figura [Z12 (¢) e (d).

Observacao 2.14 O grafo é um invariante por A—equivaléncia. Em outras palavras, se duas
aplicagoes dadas estio associadas a grafos distintos Gy e Gy, entdo afirmamos que f e g ndo sao

A—equivalentes.

Exemplo 2.15 A Figura (213 (b) ilustra o contorno aparente de uma aplica¢io g da faiza de
Moebius no plano com trés cispides e nenhum ponto duplo. Este contorno aparente pode ser visto
como a identificacio dos pontos antipodas dos arcos contidos em um dos bordos de um cilindro
imerso no plano. A Figura[213 (c) corresponde a um cilindro C' mergulhado no plano. A Figura
(d) corresponde a uma perturbagao de C na vizinhanga do bordo interno, deizando fizo o
bordo externo. Movimentando o bordo interno até identificar os pontos antipodas, obtemos a

aplicagao g.

(b)

Figura 2.13: Aplicacao estavel g : FF — R2.
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Exemplo 2.16 A Figura ilustra duas aplicagées hy, hy : P2 — R?, onde a imagem de hq
contém duas componentes de curvas disjuntas, sendo que uma delas possui trés cispides. FEsta
aplicagdo também pode ser obtida da aplicacao do Exemplo 210, completada por um disco no

bordo externo. A imagem de ho contém uma tinica curva conera com trés cuspides e trés auto-

o § &L = (29
HLIGOEN

Figura 2.14: Aplicagao estavel do Plano Projetivo no plano.

intersecoes.

Observacao 2.17 O grafo associado & aplicagio estdvel f : M — S?, onde M ¢é uma superficie
orientada, € sempre bipartido, pois pela Definicao .70, as componentes de ¥ f separam as regioes

de M com sinais opostos. Logo, as arestas dos grafos sempre separam vértices de sinais opostos.

2.2.2 Grafo associado a superficie com curvas

Podemos estender a associagao de grafos para qualquer superficie com curvas. Neste caso, sendo
M uma superficie fechada e C um conjunto finito de curvas fechadas e disjuntas em M, associamos
as arestas do grafo pelas componentes de C e os vértices pelas componentes conexas de M \ C.

Vale a mesma relacao de adjacéncia da construcao do grafo associado ao par (M, X f).

Vamos considerar uma superficie fechada M com um conjunto finito de curvas C que decom-

poe M em componentes orientadas.

Seja G um grafo associado ao par (M,C).

Notacao: Denotemos por W a soma dos pesos dos vértices, V o namero total de vértices e
A = E+ L+ S onamero total de arestas, onde E, L e S correspondem respectivamente ao total
de arestas conectadas a dois vértices diferentes, ao total de lacos sem asterisco e ao total de lagos

com asterisco.

Observacao 2.18 Observe que as curvas correspondentes as arestas que sao conectadas a dois
vértices diferentes sao bordos de duas componentes disjuntas de M. As curvas corresponden-

tes a lagos sem asterisco sio bordos da mesma componente de M duas vezes. E as curvas
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correspondentes a lagos com asteriscos sao bordos de uma tinica componente e uma unica vez.

Consequentemente, o nimero de bordo de uma regido M; correspondente a um vértice v; € igual

Exemplo 2.19 A Figura ilustra um grafo G associado ao par (M,C), onde M ¢é homeo-

morfa ao 5—projetivo com trés componentes de curva, sendo W =1, E=L=5=1e¢ A=3.

7

Figura 2.15: Componentes de bordo de M;.

1% 1%
Observacao 2.20 Se M = U M; e k; = #0(M;) entdao Z ki =2E+2L+S, onde E fica multi-
i=1 i=1
plicado por dois, pois as curvas correspondentes as arestas de E sao bordos de duas componentes
1%

disjuntas de M. Assim, como A = FE + L+ S, podemos escrever Z k; =2A— 8.
i=1

Em [I1], Hacon, Mendes e Romero mostraram o resultado abaixo usando como ferramentas
a vizinhanca tubular e a soma conexa. A demonstracdao dessa proposicao pode ser vista com
mais detalhes em [19].

Proposicao 2.21 [I1] Todo grafo G com pesos inteiros positivos nos vértices estd associado a
uma superficie orientada M com um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas. O género
de M ég(M)=1-V+A+W.

0 2

Figura 2.16: Lacos no grafo.

A seguir, a Proposigao 22T] é generalizada para o caso em que M é uma superficie nao

orientada:
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Proposicao 2.22 [75] Todo grafo G com pesos inteiros positivos nos vértices e com pelo menos

um asterisco,estd associado a alguma superficie nao orientada M com um conjunto de curvas
fechadas, simples e disjuntas. O género de M € dado por g(M)=2(1-V + A+ W) - S.

Demonstracao: Dado um grafo G com V vértices, A arestas, S x e peso total W, vamos

considerar S > 0, isto é, G possui pelo menos uma aresta com asterisco.

Retirando do grafo G todas as arestas com asterisco, como na Figura[2.17 (a), obtém-se um novo
grafo G/, com V' =V, AA=A-SeW =W.

A Proposigao [Z2T] garante que G’ esta associado a uma, superficie orientada M’ com um conjunto
de curvas fechadas, simples e disjuntas, onde g(M') = 1—-V'+ A’+ W', como ilustrado na Figura
Como pode ser observado no Exemplo qualquer ciclo pode estar associado a uma curva
cujo complemento conectado por esta curva, pode ser orientado (a) ou nao orientado (b). Dessa

forma, podemos considerar M’ como na Figura 217l

Para obter a superficie M, associada ao grafo G, deve-se fazer a soma conexa nas regioes cor-
respondentes aos vértices de pesos zero e dois, com o plano projetivo do Exemplo [[.3] como

mostrado em (c¢). Assim, o par (M,C) esta associado ao grafo G.

Pela Proposicao 2.21] a superficie orientada M tem (31 + W alcas. Por hipotese, G possui pelo
menos uma aresta com asterisco, entdo M é ndo orientada. Logo, g(M) = 2(1 + W). Como
cada aresta com asterisco acrescenta somente um género, segue que g(M) = 2(f1 + W) — S, ou
seja, (M) =21-V +A+W)-S.

Figura 2.17: Uma superficie nao orientada obtida através de um grafo.

38



Teorema 2.23 Se G ¢ um grafo associado a aplicacao estdvel f de M em S2, entdo o género

M) = 1-V+A4+W, se M ¢é orientada,
20— V+A+W)—S,  se M é nao orientada.

Demonstragao: Para cada regiao M; € M \ ¥ f vamos denotar por k; o numero de componentes
de bordo de M; e g; o género da regido M;. Pela Proposicao [[L27 e pelo Corolario [L40l podemos

escrever

.
xX(M) = Zx(Mi)
z‘z/l
= > 2-25—k
=1

\4 \4
== 2V—229i _Zkz
i=1 i=1

1% v
Mas Z g; corresponde ao numero total de pesos do grafo, W. E pela Observacao 2201 Z ki =
i=1

i=1
2A — S. Dessa forma,

X(M) =2V —2W — 24 + S. (2.1)

Pela Definicao [[L38, se M é orientavel,

o(M) = 32 ) 22

Substituindo a caracteristica de FEuler da expressao (2I) em (22), temos que
g(M) = (2 -2V +2W + 24 + 0) pois como M & orientdvel, nio possui nenhuma curva cuja

vizinhanca é uma faixa de Moebius. Assim,

gM)=1-V+A+W.

Se M é nao-orientéavel, pela Defini¢ao .38

g(M)=2—x. (2.3)
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Substituindo a caracteristica de Euler da expressao (2.I) em (2.3]), e colocando o ntumero dois
em evidéncia, segue que

g(M)=21-V+A+W)-8.

O

Uma vez que qualquer grafo esté associado a uma superficie com curvas, baseado em [11], [14]
e [15], veremos quais grafos estao associados a uma aplicagao estavel de uma superficie fechada

M na esfera.

No préximo capitulo, vamos estudar as cirurgias de aplicagoes estdveis como uma ferramenta

para a realizacao de grafos arbitrarios por aplicacoes estaveis de superficies fechadas na esfera.
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Capitulo 3

Realizacao de Grafos por Aplicacoes

Estaveis

Neste capitulo, estudaremos as cirurgias de aplicagbes estaveis. Em seguida, abordaremos o
problema de realizacdo de grafos por aplicagdes estéveis. As principais referéncias utilizadas
foram [14] e [15].

3.1 Cirurgias entre Aplicacoes Estaveis

Nesta segao, apresentaremos dois tipos de cirurgias, conhecidas como cirurgias horizontais e
verticais, que foram introduzidas por Hacon, Mendes e Romero em [I3] para aplicagoes estaveis
de superficies orientadas no plano. Posteriormente, os mesmos autores, em [I4], estenderam esta
técnica para aplicagoes estéaveis de superficies orientadas na esfera e em [I5], estenderam-na para

aplicacoes estaveis de superficies fechadas no plano projetivo.

As cirurgias, como veremos, serdo utilizadas como técnicas para mostrar como realizar um

dado grafo, para alguma aplicacao estéavel.

3.1.1 Cirurgia Horizontal

Considere f : M — S? e g : N — S? duas aplicacdes estaveis, onde M e N sdo superficies
fechadas e disjuntas. Conectando através de um tubo 7 limitado (homeomorfo a S! x [0,1]),
dois discos centrados nos pontos p € > f e ¢ € Y g, para dentro do qual as aplicagdes sao

estendidas, obtemos uma superficie homeomorfa & soma conexa M# N, como ilustrado na Figura
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B.I. Assim, obtemos uma nova aplicacio estavel f @y, g : M#N — S2, cujas restricoes a M e N

correspondem a f e g, respectivamente.

Definicio 3.1 Uma ponte (3 é um retingulo imerso em S%, que une os arcos opostos a e b de

B respectivamente com os arcos o', vizinhanga de f(p), e V', vizinhanga de g(q) (Figura[31).

Observacao 3.2 Se M e N sdo superficies orientadas, para que M#N seja orientada, a ponte

B deve respeitar a orientacao.

Ir--

W, A W+W,

W, W, WitW,+1

0 S I o I B

W. - -
W, 3 W+ Wity w, w, Wit Wyt

! - —_——————
fip {0 -
hooB T, O, _Q Q_ > Q.
W, w,

Wit W,

- 0 <8

w;+ Wytwy

Figura 3.1: Cirurgia Horizontal.

Definicao 3.3 A aplicacao f &y, g, obtida na cirurgia acima, € dita cirurgia horizontal entre

feg

Sejam « € Xf, 0 € ¥g curvas singulares e Gy, G, os grafos associados as aplicagoes f e g,
respectivamente.
Obtemos trés diferentes casos de cirurgia horizontal entre duas aplicagoes f e g :
(i) as curvas v e o correspondem a arestas separando dois vértices nos grafos Gy e G, respec-
tivamente;
(ii) a curva a corresponde a aresta no grafo Gy e a curva o corresponde a um laco no grafo Gy;

(iii) as curvas o e o correspondem a lagos nos grafos Gy e Gy, respectivamente.

Vamos analisar os pesos nos vértices resultantes da cirurgia horizontal:
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Caso (i): a é bordo de duas componentes disjuntas M; e My de M \ ¥ f com géneros w; e wo,
repectivamente e o é bordo de duas componentes disjuntas N1 e No de N \ ¥g com géneros w3 e
wy, respectivamente. Como a cirurgia horizontal na vizinhanga de um ponto p € « e ¢ € o, une
as componentes M; com N; e My com Ny, o peso dos vértices correspondentes as novas regides
R1 = M1# N1 e Ry = Ms# N», é a soma dos pesos dos vértices que o geraram, wi +ws € wa + Wy,
respectivamente (Figura B (a)).

Exemplo 3.4 A Figura [32 ilustra uma cirurgia horizontal f @y, g, sendo [ wma aplicacdo de
uma superficie fechada e orientada na esfera e g uma aplicagdo do toro na esfera, contendo uma

Unica componente no conjunto singular, que separa um disco do toro menos um disco.

Figura 3.2: Cirurgia Horizontal referente a Figura B (a).

Caso (i1): « é bordo de duas componentes disjuntas My e My de M \ ¥ f com géneros w; e wa,
respectivamente, e o pode acontecer de duas formas: (a) ser bordo duas vezes de uma mesma
componente N, com género ws (a curva o corresponde a um laco sem asterisco no grafo Gy),
ou (b) ser bordo uma tunica vez de uma mesma componente Nj, com género ws (a curva o

corresponde a um lago com asterisco no grafo Gy).

Observe que em:

(a) A cirurgia horizontal une as componentes M, My com Ni, onde a curva resultante da
conexao de a e o é bordo duas vezes da componente Ry = Mi#M>#N; e o cilindro,
vizinhanca desta curva, estd contido em uma alga da superficie. O peso do vértice corres-

pondente a nova regiao R; é a soma dos pesos dos vértices que o geraram, wi + wa + w3

(Figura B11 (0)).

(b) A cirurgia horizontal une as componentes My, Ms com Nj e a curva resultante é bordo
uma unica vez da componente Ry = Mi#Ms# N1, tendo como vizinhanca uma faixa de
Moebius. O peso do vértice correspondente a nova regido R; é a soma dos pesos dos

vértices que o geraram, wy + wy + wy (Figura 3.1 (c)).
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Exemplo 3.5 A Figura [3.3 ilustra uma cirurgia horizontal f ®y, g, sendo f uma aplica¢io da
garrafa de Klein na esfera, com grau zero e uma tinica curva singular. E g uma aplicacdo do
toro na esfera, contendo uma unica componente no conjunto singular, que separa um disco do

toro menos um disco.

C>E

Figura 3.3: Cirurgia Horizontal referente a Figura Bl (b).

Exemplo 3.6 A Figura Wlustra uma cirurgia horizontal f ®p g, sendo f uma aplicagio do
bitoro na esfera, com grau zero, e g uma aplicacdo do plano projetivo na esfera, com grau zero,

contendo uma inica curva no conjunto singular.
s N
< _ >
— -—
w fl lg
J
B o :

- J \ J

Figura 3.4: Cirurgia Horizontal referente a FiguraB.1] (¢).

Caso (7i1): As arestas correspondentes as curvas « e o sao lagos nos grafos e pode acontecer uma
das trés formas: (a) os dois lagos nao tem asterisco, (b) somente um lago tem asterisco e (c) os

dois lagos tem asterisco.
Observe que em:
(a) a curva a é bordo duas vezes de uma mesma componente Mj, com género wj e a curva o é

bordo duas vezes de uma mesma componente N, com género wo. Na cirurgia horizontal,
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My conecta com Np, e a curva resultante da conexao de a e o é bordo duas vezes da
componente Ry = M1# N; e o cilindro, vizinhanga desta curva, esta contido em uma alga
(nao orientada) da superficie. O peso do vértice resultante, correspondente ao género de

Ry, & w=wy 4+ wy + 1, pois
2-2w—(r+s+2) = x(R)
= xX(M1) 4+ x(N1) = x(M1 N Ny)
= 2-2w —(r+2)+(2—-2wy —(s+2)) — 2,

onde r + 2 e s + 2 correspondem ao nimero de componentes de bordo de M; e Ny,

respectivamente (Figura B1] (d)).

Exemplo 3.7 A Figural[31 ilustra uma cirurgia horizontal f @y g, sendo [ e g aplicagoes

da garrafa de Klein na esfera com inica curva singular.

Figura 3.5: Cirurgia Horizontal referente a Figura B (d).

Observacao 3.8 A superficie resultante da Figura ¢ homeomorfa a superficie resul-
tante da Figura[33.

(b) A curva a é bordo duas vezes de uma mesma componente Mp, com género w; e a curva
o é bordo uma tunica vez de uma mesma componente Nj, com género wp. Na cirurgia
horizontal, M; conecta com Nj e a curva resultante da conexao de a e o é bordo uma
tnica vez da componente Ry = M;# N, tendo como vizinhanga uma faixa de Moebius. O

peso do vértice resultante, correspondente ao género de Ry, é w = w; + wa + 1, pois

22w (r+s+1) = x(R)
= X(M) + x(N1) = x(My N Ny)
= 2-2w1—(r+2)+2—-2wy—(s+1)) —2,

onde r +2 e s + 1 correspondem ao nimero de componentes de bordo de M; e Ny,

respectivamente (Figura B.1] (e)).
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Exemplo 3.9 A Figural3.4 ilustra uma cirurgia horizontal f ®y, g, sendo [ uwma aplicagdo
da garrafa de klein na esfera com wma inica curva singular e g uma aplicagdo do plano

projetivo na esfera com uma dnica curva singular.

20
g Q

>

Figura 3.6: Cirurgia Horizontal referente a Figura 31 (e).

9

(¢) A curva a é bordo uma tnica vez de uma mesma componente M, com género w; e a curva
o é bordo uma tunica vez de uma mesma componente Nj, com género wy. Na cirurgia
horizontal, M7 conecta com N7 e a curva resultante da conexao de « e o é bordo duas vezes
da componente Ry = Mj# Ny, correspondendo a uma alga (ndo orientada) na superficie.

O peso w do vértice resultante é a soma dos pesos dos vértices que o geraram, wi + ws.

(Figura BII (f)).-

Exemplo 3.10 A Figura[37 ilustra uma cirurgia horizontal f ®y g, sendo f e g aplicagoes

do plano projetivo na esfera, contendo uma inica componente no conjunto singular.

~
J

-

-e2e=>-7) (s
0 I

Figura 3.7: Cirurgia Horizontal referente a Figura B.] (f).

S
-
s
-

Proposicao 3.11 Seja G’ um grafo com pesos arbitrdrios nos vértices realizdvel por uma apli-
cacdo estavel de uma superficie fechada e sem bordo na esfera. Aumentando por uma unidade o

peso de algum de seus vértices, obtemos um novo grafo realizdvel G.

46



Demonstragao: Seja G’ um grafo com pesos arbitrarios nos vértices realizavel por uma aplicacao
estdvel f de uma superficie fechada e sem bordo na esfera. Fazendo a cirurgia horizontal de f
com uma aplicacdo estavel g : T? — S2, tal que o grafo associado & ¢ possui uma aresta e um
vértice com peso um, obtemos a aplicacao estéavel f @y g cujo grafo associado é o grafo G com o

peso acrescentado por um em algum de seus vértices. n

Exemplo 3.12 A Figura[3.8 ilustra uma cirurgia horizontal f ®y, g, sendo f : M — S?, onde M
¢ uma superficie fechada e g : T?> — S%. O grafo da aplicagdo g é uma drvore com dois vértices e
uma aresta, tendo peso 1 em um dos vértices. Quanto ao grafo de f, denotamos,respectivamente,

por k el o peso dos vértices correspondentes as regices a e b de M \ ¥ f envolvidas na cirurgia.

Figura 3.8: Alteragao do peso com cirurgia horizontal.

Em [19], Jane Lage Bretas observou que dados dois grafos bipartidos G e G2, a soma destes

por cirurgia horizontal serd ainda um grafo bipartido. Com isto, fazemos a seguinte observagao:

Observacao 3.13 Dados dois grafos G1 e G :

1. Se Gy e Gy sao dois grafos conezxos e disjuntos e ambos sdo nao bipartidos, a soma destes
por cirurgia horizontal serd ainda um grafo nao bipartido. Se G € bipartido e Go € ndo

bipartido, ou vice-versa, a soma destes por cirurgia horizontal serd um grafo nao bipartido;
2. Se G1 = Ga, um grafo resultante por uma cirurgia horizontal sobre este, serd um grafo
bipartido (nao bipartido) se as regioes conectadas tiverem sinais opostos (Sinais iguais).
Exemplo 3.14 A Figura[3.9 ilustra uma cirurgia horizontal f ®y, g, sendo f : M — S?, com M
uma superficie fechada e g : S*> — S2.

Neste caso, deg(f ®n g) = deg(f) + 1, pois deg(g) = 1.
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Figura 3.9: Exemplo de cirurgia horizontal.

Observacao 3.15 Para acrescentar o grau de uma aplicagao fi por um, fazemos uma cirurgia
horizontal desta com uma aplicacio fo : S? — S2, obtida pela aplicagio identidade, passando por

uma transi¢do do tipo ldbios, como ilustrado na Figura[3.9.

Exemplo 3.16 A Figura[3. 10 ilustra a cirurgia horizontal sobre uma mesma aplicagcio da esfera
na esfera, obtendo uma aplicacdo do toro na esfera. Esta é uma forma de realizar um grafo com

uma aresta e peso um, por uma aplica¢ao de grau um, cujo contorno aparente possui quatro

V .

1d t, f: @ s
L, L, .
|

!
D D 7 <

cuspides e nenhum ponto duplo.

Figura 3.10: Construg¢ao de uma aplicacao do toro com grau um.

Observacao 3.17 A cirurgia horizontal sobre uma mesma aplica¢do, altera o género da super-

ficie por um.
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Notacao: Hf e Hg correspondem respectivamente, as cirurgias horizontais sobre a mesma

aplicacao e entre duas aplicacoes distintas, ambas alterando o grau da aplicagdo por d.

As Figuras B9 e B.I0 ilustram as cirurgias horizontais Hy e HY respectivamente.

3.1.2 Cirurgia Vertical

Sejam f : M — S? uma aplicagio estével e p,q € M \ X f tais que f(p) = f(q). Escolhemos dois

discos fechados, D, e D, em M, cujos interiores contenham os pontos p e g, respectivamente.

Substituindo os interiores de D, e D, por um tubo limitado 7', identificando 0D,, e 0D, as duas

componentes de bordo do tubo e estendendo f sobre T, de forma estével com uma tnica curva

singular «, obtém-se uma aplicacio estavel f, : M, — S?. O conjunto singular de f, tem uma

componente a mais que X f.

M.’ P
/ ~ /7
h *p ’Dp/

\ |
Ve T T
M.
7 - -

. . 4
J q.-'Dy,

~

LD s

CN Ao I 9

=0 -0

Figura 3.11: Cirurgia Vertical.

Definicao 3.18 A aplicacdo f, obtida da cirurgia vertical acima, é dita cirurgia vertical.

Observacao 3.19 Na cirurgia vertical podemos ter dois casos diferentes para M :

1. Se M = My U Ms, onde My e My sao componentes conexas disjuntas, entdo a cirurgia

vertical € uma soma conezxa;

2. Se M tem tnica componente conexa, entdo a cirurgia vertical é uma alga.

Observacao 3.20 Na cirurgia vertical:

O tubo T corresponde a uma al¢a na superficie;
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2. A curva a corresponde a uma aresta no ciclo do grafo G, associado a fq;
3. Se M € orientada ep € M* e g€ M~, entio M, € orientada (Figura[312 (a));

4. Se M ¢ orientada e p,q € M™ oup,q € M, entdo M, é nao orientada (Figura[312 (b));

Uma consequéncia imediata da Observacao [3.20] é a seguinte proposigao:

Proposic¢ao 3.21 Sejam G um grafo com pesos arbitrdrios nos vértices e G' um grafo obtido de
G ao retirar uma aresta de cada um dos seus ciclos. Se G' € realizdvel por uma aplicacio estdvel

de uma superficie fechada e sem bordo na esfera, entao G também o €.

Exemplo 3.22 A Figura [312 ilustra duas cirurgias verticais sobre a esfera imersa no R3, ob-
tendo do lado esquerdo o toro, ao fazer a conexdo entre duas regioes de sinais opostos. E do lado

direito a garrafa de Klein, ao fazer a conexdo entre duas regioes de sinais iguais.

Sk
=

Figura 3.12: Diferentes tipos de Cirurgia Vertical.

Observacao 3.23 A cirurgia vertical sobre uma mesma aplicacdo, altera o género da superficie

por um.

Observacao 3.24 Se G € o grafo associado & aplicacdo f : M — S?, entdo realizando a cirurgia

vertical sobre f obtemos:

1. V(Gy,) = V(Gy), pois nenhuma regido € tirada ou colocada.
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2. A(Gy,) = A(Gy) + 1, pois uma nova componente singular é criada.

3. W(Gy,) = W(Gy), pois nao € acrescentado ou retirado género das regioes.

Exemplo 3.25 A Figura[313 ilustra uma cirurgia vertical fy @, fo, sendo fi uma aplicagdao da
garrafa de klein na esfera, com grau zero e fo uma aplica¢do da esfera na esfera com grau um.
Neste caso, deg(f1 ®v f2) = deg(f1) + 1, pois deg(f2) = 1.

Figura 3.13: Cirurgia Vertical referente a Figura B.11] (b).

Observacao 3.26 Para acrescentar grau de uma aplicacdo fi por um, fazemos uma cirurgia
vertical desta com uma aplicagcdo fo : S?> — S?, obtida pela aplicacio identidade, passando por

uma transi¢ao do tipo ldbios, como ilustrado na Figura [T 13

Notacao: Vld e V2d correspondem respectivamente, as cirurgias verticais sobre a mesma aplicagao

e entre duas aplicagoes distintas, ambas alterando o grau da aplicagao por d.
As Figuras B.12] e B.I3] ilustram as cirurgias verticais V" e V3 respectivamente.

Aos grafos retos com uma ou duas arestas, chamaremos de grafos basicos.

A Figura[3T4lilustra algumas aplicacOes estaveis que estao associadas a grafos com no méximo
duas arestas, dois vértices e peso total um. A estas aplicacoes chamaremos de aplicagoes

basicas.
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Figura 3.14: Algumas aplicagbes basicas

Qualquer grafo obtido através de cirurgias de outros grafos mais simples realizdveis por

aplicagoes estaveis, é ainda realizéavel.
Surge entao a pergunta:

“Quais as condigoes para que um grafo seja associado a uma aplicagao estdvel de uma superficie

fechada na esfera?”

3.2 Realizacao de Grafos

Nesta secao estamos interessados em saber quais grafos sao realizados por aplicagbes estaveis de

superficies fechadas na esfera, com grau arbitrério.
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3.2.1 Grafos Bipartidos

O Teorema [B.27 e a Proposicao B.28 foram apresentados em [14]. Uma demonstragio mais

detalhada e exemplificada pode ser encontrada em [19].

Teorema 3.27 [1]] Um grafo G € realizdvel por uma aplica¢io da esfera na esfera, com grau

arbitrario se, e somente se, G € drvore, com todos 0s pesos iguais a zero.

Proposicao 3.28 [7j|] Todo grafo do tipo drvore com peso total W pode ser realizado por uma

aplicagdo estdvel, com grau arbitrdrio, de alguma superficie fechada e orientada M em S2.

Observacao 3.29 Todo grafo G contém um subgrafo que chamaremos de drvore mazimal, a

qual contém todos os vértices de G.

Lema 3.30 Seja T uma drvore mazimal do grafo G com peso nos seus vértices. Se T’ é realizada

por uma aplicacao estdvel, entdo G também o €.

Demonstragao: Seja uma arvore maximal 7" do grafo G, obtida apo6s tirar B arestas de G, uma

de cada ciclo.

Vamos assumir que T é realizada por uma aplicacdo f’ : M’ — S?, onde M’ é uma superficie
fechada e orientada. Para realizar uma aresta a; € G\ T, fazemos uma cirurgia vertical sobre
f' com ela mesma, nas regides correspondentes aos vértices da aresta ai, de onde obtemos
f1 : M1 — SQ.

Pela defini¢ao de cirurgia vertical, uma nova componente singular é criada e a aresta associada

a esta componente fecha um ciclo.

Repetindo esse processo para todas as B arestas de G que foram retiradas para obter T, obtemos

uma aplicacdo f : M, — S?, que realiza o grafo G. n

Em [I4], Hacon, Mendes e Romero, mostraram o teorema [3.31] utilizando a Proposi¢ao B.28 e o
Lema B30

Teorema 3.31 [1]] Todo grafo bipartido, com pesos inteiros positivos nos vértices, é grafo de
alguma aplicacao estdvel na esfera, com grau arbitrdrio, de uma superficie M fechada e orientada,
com género g(M)=1—-V + A+ W.

53



Este teorema garante a realizacao de todo grafo bipartido. Em [19], podemos encontrar uma
demonstracdo mais detalhada. Apresentaremos a seguir, somente um esquema que facilita a

realizagdo deste grafo.

(e) (d)

Figura 3.15: Esquema para realizacao de um grafo bipartido.

Dado um grafo bipartido G® com V vértices, A arestas e W pesos, o numero de Betti de G®

é f1 =1—V 4+ A, que corresponde ao numero de ciclos do grafo.

(a) Retirando uma aresta de cada ciclo de G, obtemos uma &rvore maximal 7" do grafo G°

contendo todos os vértices e pesos do grafo.
(b) Retirando todos os pesos de T, obtemos a arvore maximal A com peso zero.

(¢) Pelo Teorema [B.27] toda &rvore com peso zero pode ser associada a uma aplicacio estével

da esfera na esfera. Assim, existe uma aplicacdo k : S — S? que realiza A.

(d) Com cirurgias horizontais das aplica¢oes basicas sobre k, acrescentamos peso e grau. Desse
modo, construimos uma aplicacdo estavel h : N — S? com grau d que realiza T, onde N

¢ uma superficie orientada.

(e) Com cirurgias verticais sobre h, fechamos os ciclos. Desse modo, construimos uma apli-

cacdo estavel f: M — S? com grau d que realiza G°, onde M é uma superficie orientada.

3.2.2 Grafos com 0nico vértice

Denotaremos por L¥, os grafos com m arestas e k lacos.
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Figura 3.16: Diferentes grafos do tipo LZ.

Exemplo 3.32 A Figura[3.10 ilustra trés grafos diferentes com zero arestas e dois lagos, obtidos

através da cirurgia horizontal entre as arestas as e as, definida e ezemplificada na subsecdo [T 1.
Exemplo 3.33 A Figura [317 ilustra uma forma de obter um grafo com inico vértice e quatro
lagos. Em (a), o grafo com dois vértices, uma aresta e trés lagos foi obtido pela cirurgia horizontal

nas curvas correspondentes as arestas ay,ag e az. Em (b), o grafo com inico vértice e quatro lagos

foi obtido pela cirurgia horizontal como no Ezemplo [T.32.

bR | R

Figura 3.17: Grafo com tnico vértice e quatro lagos.

Proposicao 3.34 Qualquer grafo com inico vértice com peso | e k lagos, pode ser realizado por

uma aplicagido de uma superficie fechada e nao orientada na esfera, com grau zero.

Demonstracao: A aplicagdo da garrafa de Klein na esfera com tnica curva singular realiza o
grafo com uma aresta sem asterisco e um vértice, como ilustra a Figura 314 (¢). A aplicagao do
plano projetivo na esfera com tunica curva singular realiza o grafo com uma aresta com asterisco

e um vértice, como pode ser verificado no Exemplo 2.10]

Para realizar um grafo do tipo L¥, primeiramente podemos realizar k — 2 cirurgias horizontais
entre k — 1 aplicagOes associadas a grafos do tipo L%, obtendo uma aplicacao h que realiza o
grafo do tipo L’f_l. Fazendo cirurgia horizontal entre uma aplicagdo associada a grafo do tipo

L(l) com a aplicagdo h obtemos uma aplicagao f que realiza o grafo L’g .

Esta construcao nao depende se o laco tem ou nao asterisco. Para realizar o peso [ basta somar
k vezes uma aplicagao do toro com tnica curva singular, que separa um disco do toro menos um

disco, a qual corresponde ao grafo com tinica aresta e peso um como ilustra a Figura B.I4(b).
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3.2.3 Grafos Arbitrarios

Definicdo 3.35 Dizemos que o grafo G® é um subgrafo bipartido mazimal de um grafo G se
G® pode ser obtido ao eliminar uma aresta de cada ciclo impar de G, contendo todos os vértices

e pesos de G.

Lema 3.36 Se um subgrafo bipartido mazimal G® do grafo G ¢ realizado por uma aplicacio

estdvel, entao G também o é.

Demonstragio: Suponhamos que G tenha B ciclos impar e G? é obtido de G ao retirar uma

aresta de cada ciclo impar.

Vamos assumir que G® é realizado por uma aplicacio estavel f' : M’ — S2, onde M’ é uma

superficie fechada e orientada.
Pela Proposicio [3.34], os lacos sdo realizados por uma aplicacdo fi : My — S?, onde M; é uma
superficie fechada e nio orientada. Pela demonstracao do Lema B30, as arestas a; € G'\ G? sdo

realizadas através de cirurgias verticais de f; com ela mesma.

Repetindo esse processo para todas as B arestas de G que foram retiradas para obter G?, obtemos

uma aplicacdo f : My, — S2, que realiza o grafo G. 1
Em [I5], Hacon, Mendes e Romero generalizaram o Teorema [B.31] para grafos quaisquer.

Teorema 3.37 [15] Todo grafo com pesos inteiros positivos arbitrdrios nos vértices é realizado

por uma aplicagdo estdvel de uma superficie fechada na 2—esfera.

Demonstragio: Seja G um grafo com pesos inteiros positivos nos vértices e G® um subgrafo
bipartido de G.

Pelo Teorema 31 G? ¢é realizado por uma aplicacio estavel, com grau arbitrario, de alguma

superficie M fechada e orientada, na esfera.

Pelo Lema [3.36] G é realizado por uma aplicacdo estavel f : M — S2. n

A seguir, apresentamos um esquema para a realizagdo de um grafo com pesos arbitrarios nos

seus vértices.
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_ Grafo Bipartido
(Arvore com peso W)

Retira uma aresta de cada b
G ciclo de G. - G
e
Retira todos os
pesos de T.
G < A
f N L . .
Através de cirurgias horizontais Arvore maximal
e verticais, acrescenta-se peso, de G com peso zero

grau, lago e fecha os ciclos.

Figura 3.18: Esquema para realizacao de um grafo.

3.2.4 Algoritmo para a realizacao de um grafo

Para a realizacao de um dado grafo, apresentaremos um algoritmo que pode auxiliar na con-

strucao de uma aplicacio estavel na esfera.

Dado um grafo G :

(1) Retirando todos os pesos de G e uma aresta de cada ciclo de G (A > 2), obtemos um grafo
L, como ilustra a Figura 319l Retirando todos os lagos de L, obtemos um grafo bipartido

1.
G L T,
- — ]
1

Figura 3.19: Retirando arestas e lacos de um grafo.

(2) Pelo Teorema B.31], todo grafo bipartido esté associado a uma aplicacao estavel de uma
superficie fechada e orientada na esfera. Realizamos 7] com uma aplicacao bésica da esfera

na esfera com grau um, ilustrada na Figura 3141

(3) Com cirurgia horizontal nos pontos p1, g1 € pa, g2 realizamos o grafo L, como pode ser visto
na Figura [3.20]
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Figura 3.20: Aplicagoes na esfera.

(4) Com cirurgia horizontal de aplicagoes que realizam grafos com tnica aresta e peso (1,0),
realizamos os pesos de GG. E com cirurgia vertical, realizamos as arestas complementares a

L em G, obtendo assim, uma aplica¢ao que realiza GG, como pode ser visto na Figura B.211

)

Figura 3.21: Realizagao de um grafo.

No proximo capitulo, vamos estudar as aplicacoes estaveis de superficies fechadas na esfera,
levando em consideracao o grau da aplicagdo, o nimero minimo de ctispides e o niimero minimo

de pontos duplos do seu contorno aparente.



Capitulo 4

Contorno Minimal de Aplicacoes

Estaveis entre Superficies

Neste capitulo, estudaremos o contorno aparente de aplicacoes estaveis de superficies fechadas
na esfera, tomando como principal referéncia o trabalho de Kamenosono - Yamamoto [4], que

aplica resultados de Quine [27] e generaliza resultados de Pignoni [5].

O objetivo deste capitulo é estudar o contorno minimal de aplicages estaveis de superficies
fechadas na esfera, levando-se em consideragdo o grau da aplicagdo, o nimero de cuspides e

nimero de pontos duplos do seu contorno aparente.

Em [4], foram utilizados resultados importantes, como o Teorema de Quine, disponivel em

[27], uma proposicao devido a Levine [20] e uma proposigao devido a Quine [28].

4.1 Contorno Aparente na S?

Nesta secdo, estudaremos os contornos aparentes de aplicacoes estaveis f : M — S2, onde
M ¢é uma superficie fechada. Neste caso, o contorno aparente v(f) é a uniao finita de curvas

~vi = f(a;), onde «; € X f. As principais referéncias sao [4] e [5].

Se o conjunto singular de f é ndo vazio, denota-se por m(f) o menor ntmero de elementos do
conjunto f~!(y), onde y € S? percorre todos os valores regulares de f. Fixado um valor regular
oo tal que f~!(0o) consiste de m(f) pontos, denote por U; a componente de S2 — ; que contém

Q.

Observe que OU; C ~;. A Figura 1], correspondente a imagem da Figura 2] ilustra um
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exemplo onde os bordos de Us e Us coincidem com as curvas 7o e -3 respectivamente, enquanto

que o bordo de U; corresponde a um arco da curva 7.

’Y3 = 8U3

Us

Figura 4.1: Componente U;

Considere a orientacio de 7; como na Defini¢do [LG3l Oriente S? pelo par ordenado (7,v), onde

T e v sao0 vetores tangente e normal de ; com respeito a orientagao de ;.

Definicao 4.1 A orientagdo descrita acima € chamada de orientagcao candénica de ;.

Defini¢ao 4.2 Um ponto y € OU; \ {cuspides, pontos duplos} ¢é positivo se a orienta¢io normal

v em y aponta para U;. Caso contrdrio, ele é negativo.

Uma componente y; € positiva se todos os pontos de OU;\ { cispides, pontos duplos} sao positivos.

Caso contrdrio, se o OU; \ {cuspides, pontos duplos} possuir um ponto negativo, 7; € negativa.

Definic¢ao 4.3 n(vy;) = 1, se y; tem orientagcao positiva e n(vy;) = —1, caso contrdrio.

Uma consequéncia imediata da Definicao 3] ¢ a seguinte observacao:

Observacao 4.4 n(vy;) =1 se, e somente se, v; € uma componente negativa.

Exemplo 4.5 A componente v; da Figura[{.1 (a) € negativa, pois y é um ponto negativo e pela
Observagao n(y1) = 1. Em (b) e (¢) da mesma figura, as componentes ~y;, i = 2,3, sdo
positivas, pois o OU; \ {cispides, pontos duplos} nao possui nenhum ponto negativo. Além disso,

como essas componentes tém orientagao negativa, pela Definigao [[.3, n(vi) = —1, i = 2,3.
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Notacgao: iT e i~ correspondem ao nimero total de componentes 7;, positivas e negativas,

respectivamente.

Observacao 4.6 Se f : M — S? ¢é uma aplicacio estdvel onde M ¢é uma superficie fechada,
o contorno aparente de f tem pelo menos uma componente negativa, a menos que o conjunto
singular de f seja vazio. Consequentemente, se o contorno aparente de f € irredutivel, o nimero
1+4i" —i™ =0, pois o conjunto singular de f tem apenas uma componente singular e i™ =0 e
i =1.

Defini¢ao 4.7 Um ponto y € OU; \ {cuspides, pontos duplos} é dito ponto base se

1. y € um ponto positivo de uma componente positiva ~y;, ou

2. y € um ponto negativo de uma componente negativa ;.

Figura 4.2: (a) : ponto duplo positivo e (b) : ponto duplo negativo.

Sejam y € «; um ponto base e ) € 7; um ponto duplo. Considere p : [0,1] — 7; uma
parametrizagdo positiva (com orientacdo positiva), que é singular somente quando a imagem é

um ponto de ctspide tal que u~!(y) = {0,1}. Existem dois ntimeros 0 < t; < t3 < 1 satisfazendo

plt) = pltz) = Q.

Definicio 4.8 Q ¢ um ponto duplo positivo (Figura[J-9(a)) se o par ordenado (' (t1), i (t2))
induz a mesma orientagio com respeito 4 S%. Caso contrdrio, Q é um ponto duplo negativo

(Figura [1-3 (b)).

Notacao: N;r e N; correpondem ao ntimero de pontos duplos positivos e negativos de v;,

respectivamente.
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(a) (b)

Figura 4.3: Ponto base em diferentes locais.

Exemplo 4.9 A Figura[].3 ilustra o ponto base em diferentes locais de uma mesma componente
1. Ao percorrer a curva de acordo com a orientagio candnica, os sinais do primeiro e do seqgundo
ponto duplo encontrados, invertem ao trocar o ponto base de lugar. Por outro lado, como N;™ =1
e Ni =2 em (a) e em (b), o mimero algébrico N{” — Ny permenece o mesmo ao trocar o ponto

base de lugar.

A definicado de ponto duplo positivo ou negativo em ~; depende da escolha de um ponto
base y. Contudo, o nimero algébrico N;L — N; de cada componente de um contorno aparente

nao depende da escolha de y, como pode ser visto no Exemplo 9. Assim, o nimero algébrico
k

Nt —-N- = Z(NJr — N;) estd bem definido.

7 7
i=1

Exemplo 4.10 A Figura tlustra uma aplicagdo do toro na esfera de grau zero com duas
componentes conezas, onde apenas 1 apresenta pontos duplos, N = 3 ¢ N; = 1. Os pontos
duplos p e q, resultantes da interse¢cao de v1 com 2, nao sao positivos nem negativos visto que,

ao percorrer o contorno aparente da aplicagcdo, passamos por esses pontos apenas uma vez.

Figura 4.4: Intersecao de componentes.

Observacgao 4.11 Se v; e 7; sdo duas componentes disjuntas, os pontos duplos resultantes de

v N7;(@ # j) nao desempenham nenhum papel na soma do nimero total de pontos duplos.
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Lema 4.12 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie fechada na esfera. Se
Doy ¢ uma vizinhanga de oo em S*\ y(f) e M = M\ f~'(Ds), entio

Demonstracgao: Por hipotese, M = M \ f~'(Ds), entdo a superficie M pode ser decomposta,
da seguinte forma: M = M U D . Pela Proposicio [L26]

m(f)
X(M) =x(M)+x | | DL | - x(MnDi) (4.1)
i=1
m(f) m(f) A ) ‘
Pela Proposigao 27, x U D | = Z x(D4.). Como M N D: = St e x(S!) =0, temos
i=1 i=1

que x(M N D) = 0.
Substituindo o valor da caracteristica de Euler da intersecio entre M e D!_ e o valor da carac-

teristica de Euler da unido dos discos D!, na equagao [A.I] temos:

m(f)
X(M) = x(M) + Y x(Di) (4.2)
i=1

()
Mas Y x(Di,) = m(f), pois x(Di) =1, i =1,...,m(f).
=1

Substituindo o valor do somatorio em 2], segue que x(M) = x (M) — m(f).
|

As Proposicoes 13| e .14 podem ser encontradas em [20] e [28] e serdo utilizadas na de-
monstracao da Proposicao [4.16]

Proposigao 4.13 [20] Considere P uma superficie compacta com bordo e h : P — R? uma
aplicagio estdvel satisfazendo Y.(h) N OP = (). Entao,
l

7(ej),

N | —

X(P) =" 7(v) +

i=1 i=1
onde v; e ej denotam a componente irredutivel de v(h) e a componente irredutivel de h(OP)

respectivamente e 7(;), 7(e;j) denotam o dobro do nimero de voltas que faz os vetores unitdrios

tangentes a vy; e e; respectivamente.
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Proposicao 4.14 [28] Seja o wuma curva plana fechada. Entao:
7(a) =2n(a) +2nT —2n~ + ¢t — ¢,

onde n(a) = %1 € definido de acordo com a orientagdo da curva o, ¢t ou (¢™) denota o niimero
de cispides positivas (respectivamente negativas) de « e n™ ou (n™) o nimero de pontos duplos

positivos (respectivamente negativos) de a.

Observacao 4.15 Os niumeros de pontos duplos positivos e negativos de uma curva plana fechada
a, nt e n™, apresentados na férmula da Proposi¢ao correspondem ao nimero de pontos

duplos negativos e positivos de ;, N, e N;L, respectivamente.

Proposicao 4.16 Seja f : M — S? uma aplicacio estdvel de uma superficie fechada na esfera.

O género de M ¢ dado por:
g(M) =e(M) (N‘L—N)—i-@—i-(l—i-fr—i)—m(f) ) (4.3)

onde (M) € igual a 1 se M é orientdvel e 2 caso contrdrio.

Demonstragao: Dada uma aplicacio estavel f : M — S?, onde M é uma superficie fechada,
primeiramente escolha um ponto oo em S2 \ y(f) que tem o menor niimero de pré-imagens, ou
seja, f1(Ds) tem m(f) discos abertos.

Como S?\ v(f) é aberto, existe uma vizinhanga de oo D, contida em S?\ v(f). Vamos denotar
por M = M\ f~'(Dy) a superficie obtida ao retirar m(f) discos abertos de M. Pelo Lema EI2]
x(M) = x(M) —m(f). O conjunto de todas as componentes de bordo de M, d(M) consiste da

unido disjunta de m(f) circulos aq, ..., (s, ou seja OM)=oU...U (1)

Considere a aplicacido | =i o f|M : M — S%\ Dy, < R?, onde i : 52\ Dy — R? é uma inclusao.
Podemos obter uma aplicacdo estével f : M — R? satisfazendo f(a;) N f(ozj) =0,sei# j, e
E(f) N Q(M) = (), por uma pequena perturbacao de [ (afastando a imagem de um dos bordos de

M). Pela Observacio 211, v(f) identifica com ~y(f).

Pela Proposicao E.14] e pela Observacao 15, o dobro do numero de voltas do vetor tangente a
vi, T(7;) € dado por

7(vi) = 2n(v) + 2N; —2N;" — ¢, (4.4)

onde ¢; denota o niimero de cuspides de ;.
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Aplicando o somatorio em ambos os lados da igualdade @4l tem-se pela Observacao 4] que

> r(w) =27 =2t 2N —2NT —c(f). (4.5)
=1

Cada f(oj) € uma curva fechada e simples com indice do campo tangente igual a 1, logo

T(f(ay)) = 2.

Por outro lado, como «(f) identifica com y(f) e a componente irredutivel e;, na Proposicao d13]
corresponde a curva f(a;) no plano, entdo 2 = 7(f(a;)) = 7(e;). Aplicando o somatorio em

ambos os lados, temos

m(f) m(f)
D (rle) =Y 2=2m(f). (4.6)
1 1

Pela Proposicao E13],
l

X(M) = mlf) = x(31) = 3" 7(30) + 3 D ley) (4.7

=1 =1

Substituindo os valores dos somatorios encontrados em e [46l na equacgao A7, temos:

X(M) —m(f)=2i" —2it + 2N~ —2NT —c(f) + m(f). (4.8)
Se M é orientéavel, pelo corolario [L39] x(M) = 2 — 2g(M). Substituindo em (8] segue que

g= |0t -n s Pt - - min).

Se M é nao orientével, pelo coroléario [[39 x(M) = 2 — g(M). Substituindo em (.8 segue que

4.2 Contorno Irredutivel e Contorno Minimal

Nesta secdo, classificaremos os contornos aparentes de aplicacdes estaveis f : M — S2, onde
M ¢é uma superficie fechada. Essa classificacdo ¢é feita em relacdo as componentes conexas do
conjunto singular 3 f, ao nimero de cuspides e o niimero de auto-interse¢des de f. As principais

referéncias sao [4] e [5].
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Definicdo 4.17 O contorno irredutivel de f : M — S?, onde M ¢ uma superficie fechada, é

o seu contorno aparente, quando o conjunto singular X f consiste de uma unica componente.

Segundo Eliasberg [6], para cada aplicagio f : M — 52 de classe C*, existe uma aplicacio

estavel h que é homotopica a f, cujo contorno é irredutivel.

Exemplo 4.18 A Figura[].5]ilustra uma sequéncia de aplicagoes, sendo que o contorno aparente
da primeira aplicagcdo tem duas componentes vy, e v, onde y1 nao tem cuspides e o tem trés
cispides e tem como vizinhanga da curva singular uma faiza de Moebius. A ltima aplicacdo tem
contorno irredutivel, com trés cispides e trés auto-interse¢ées. Passando por trés transi¢ées do
tipo rabo de andorinha sobre a componente 71, obtém-se ’yi, de modo que a seqgunda cispide de
cada rabo de andorinha esteja sobre a mesma componente que as trés ciuspides de vz, permitindo
a tramsi¢do bicos entre essas cuspides. Passando por trés transicées do tipo bicos, obtém-se o

contorno irredutivel, ou seja, com unica componente singular.
"
Y, !
S AN\ 7 N\ N
— —
~_—
@ -

Figura 4.5: Homotopia entre aplicagoes estaveis do plano projetivo.

Observacao 4.19 Cada aplicagio estdvel f : M — S? tem um ponto singular, a menos que M
corresponda a S?, pois pela Definicio [LET, Xf = {p € M/posto df, < 2}, mas o posto df = 2,
logo X f = (). Neste caso, f é homotdpica a aplicagio identidade.

Notacgao: O numero de cuspides serd denotado por ¢ e o numero de pontos duplos serd denotado
por n,onde n=NT + N—.

Seja f : M — S? uma aplicacdo de classe C°, cujo contorno aparente 7 é irredutivel.

Definigao 4.20 Se ¢+ n assume o menor valor possivel (para qualquer contorno irredutivel de

M), v serd chamado de contorno minimal.
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Exemplo 4.21 Podemos ver como contornos minimais o contorno aparente das sequintes apli-

cacoes:

1. Aplicagao de grau um do toro na esfera, sem pontos duplos como ilustrado na Figura[310.
Neste caso, o contorno minimal possui quatro ciuspides e nenhum ponto duplo. Fazendo
sucessivas cirurgias horizontais como nesta figura, podemos concluir que o contorno min-
imal de aplicagoes estdveis do k-toro na esfera, com grau um e sem pontos duplos, possui
2k+2 cispides, pois a cada cirurgia, acrescentamos o numero de cuspides por dois, sempre

que acrescentamos o género da superficie do dominio da aplicagdao por um.

2. Aplicagao de grau um do toro na esfera, com inica curva singular como tlustrado na Figura

(7). Neste caso o contorno minimal possui quatro pontos duplos e nenhuma cispide.

Lema 4.22 Se ~y(f) tem um tdnico ponto duplo Q, entao QQ é um ponto duplo negativo.

Demonstragao: Sejam () um ponto duplo positivo de y(f) e y um ponto base. Ao percorrer
~v(f), a partir de y, seguindo a sua orientagdo canodnica, quando passamos por () pela primeira
vez, o numero de pré - imagens diminui por dois, como pode ser visto na Figura Isto é
uma contradicao, pois deveriamos ter ganhado um par de pontos antes, o que s6 é possivel se

passarmos por um ponto duplo negativo. 0
No que segue esta secdo, vamos assumir que o contorno de uma aplicacio estéavel f : M — S?

é irredutivel e tem apenas um ponto duplo negativo py. Fixe um ponto base y € v(f) e denote

por U a componente de S? \ v(f) que contém oo.

Observacao 4.23 O primeiro ponto duplo encontrado (que pertence ao OU ), tem que ser nega-

tivo pela demonstracao do Lema [[.23

Notacao: Para cada ponto duplo positivo p € v(f), denote por Cj, o lago completo comecando e
terminando em p descrito ao longo do contorno uma vez, comecando por y e seguindo a orientagao

canonica de y(f).

Observe que para cada p, tal lago é tnico porque y(f) é irredutivel.
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Figura 4.6: Lacos e auto-intersecoes.

Como vemos na Figura [£6] py ¢ um ponto duplo negativo. Os lagos C1,...,Cy estao asso-
ciados & p1,...,pk, € ¢ € C1 é o proximo ponto duplo encontrado depois de passar por p; pela

primeira vez.

Observacao 4.24 Se atravessarmos p1 pela primeira vez, perdemos dois pontos na imagem
mversa de f. Isto significa que para cada ponto na regiao situada a nossa esquerda descrito ao
longo de Ci, o nimero de pré-imagens de f ¢é igual a m(f) + 2, pelo menos até encontrarmos o

proximo ponto duplo.

Observacao 4.25 Observemos na Figura [[.0] que q # po, porque antes de chegarmos em po,
temos que passar por y, mas y ¢ C1 e porque antes de passar por py pela sequnda vez, o nimero

de pré-imagens de um ponto imediatamente a nossa esquerda deve ser m(f) + 4.

Observacao 4.26 Observemos na Figura [{.0 que se ¢ # p1,q = p2, ou ...ou q = pg. Entao,
existe uma reqido que € adjacente a q tal que para cada ponto na regido, o nimero de pré imagens
¢ igual a m(f) — 2. Isto é uma contradi¢ao. Entdao, ¢ = p1. Assim, o inico ponto duplo no fecho

de Cl € P1-
Proposicao 4.27 O lago Cp, nao contém ponto duplo, exceto p.

Demonstragao: Sejam pg, p1,..., pr € 7(f) pontos duplos. Eles estdo indexados de acordo
com a sua ordem de apari¢ao ao longo de (f). O ponto py é um ponto duplo negativo, e os

outros sdo pontos duplos positivos. Denote por Cy,...,Cy os lacos associados a py, ..., pg.
Pela Observagao [£26] o inico ponto duplo no fecho de Cy é p;.

Suponha que estabelecemos o lema para os pontos duplos pi,...,ps. Vamos provar para psii.
Em primeiro lugar, Cs;1 nao intersecta cada pq, ..., ps. Por indugdo, podemos generalizar a Ob-
servacao para Cyy1. Isso mostra que Csy1 ndo contém cada um dos pontos pg, pst2,---, Pk,
pelas mesmas razoes discutidas nas Observagoes e @20 m
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4.3 Contorno Minimal de Aplicacoes de Superficies Ori-

entadas

Em [2], Demoto estudou o contorno minimal de uma aplicagdo estével da esfera na esfera e obteve

o seguinte teorema:

Teorema 4.28 Seja f : S? — S? uma aplicagio de classe C™, com deg(f) > 2. O contorno

minimal de f possui exatamente 2deg(f) cuspides e nenhuma auto-intersegao.
A demonstracao deste teorema encontra-se com mais detalhes em [19].

Exemplo 4.29 As aplicagoes estdveis entre duas 2-esferas, construidas na Figura [[.7, realizam
o contorno minimal com 2deg(f) cispides cada e nenhuma auto-interse¢ao, onde deg(f) é o grau
da aplicagio dada. A medida que aumenta o grau, aumenta o niumero de cispides do contorno
minimal por dois, devido & cirurgia horizontal com uma aplicagio fo : S — S?, obtida a partir

da aplicagdo identidade passando pela transicao do tipo ldbios.

O L
| " T S
D > >

Figura 4.7: Realizagao de Contorno Minimal.

A partir de agora, vamos assumir g > 1 e d > 0. Além disso, uma superficie fechada orientada,

que é uma, soma conexa de g copias de um toro 2—dimensional T2, serd denotada por M.

Observacao 4.30 Se M+ e M~ tem 1inica componente conera e M™T tem género A com
0 < A <g entio x(M,) = x(My-»x \ D?).

Lema 4.31 Seja f: M, — S? wma aplicacdo estdvel com grau d cujo contorno é irredutivel. Se

o nimero (g — d) é impar, entao o contorno y(f) tem pelo menos duas cispides.
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Demonstragao: Como f : M, — S? ¢ uma aplicacdo estavel de uma superficie orientada na

esfera com grau d, pelo Teorema [29] temos que
X(My) = 20(M; ) + 3 5(C) = 24, (4.9)
Pela Observagao 30 x (M, ) = x(Mg_x \ D?). Assim, substituindo em (Z3), temos que
X(Mg) = 2x(My—x \ D?) +Z ) = 2d. (4.10)

Pelo Corolario 39, x(M,) = 2 — 2g e pelo Corolario 40, x(M,_» \ D*) =2—2(g—\) — L.
Portanto, substituindo os valores das caracteristicas de Euler de M, e M,_, \ D? em (I0),
segue que

29 — 4N+ Y s(C;) = 2d.

Se v(f) nao tem cuspides, entdao 2g — 4\ = 2d & \ = %. Isto é uma contradicao. O

Observagao 4.32 Pelo Teorema [Z11], o nimero de cispides para ~y(f) é um nimero par.

Lema 4.33 Seja f : My, — S? uma aplicagio estdvel com grau d cujo contorno ¢ irredutivel.

Entao, o contorno y(f) tem pelo menos 2(d — g) cispides.

Demonstracao: Como f : M, — 52 & uma aplicacio estavel de uma superficie orientada na

esfera com grau d, pelo Corolario 210} temos que:
|Z 1) — 2d] <2 — x(M,).
Pela propriedade de médulo, segue que

— 2+ x(M <Z 1) —2d <2 — x(M,). (4.11)

Pelo Corolario 339, x(My) = 2 — 2g. Substituindo em (&II) e somando 2d em todos os termos

e (£11), temos:
2(d — g) <Z i) < 2(d+ g).

O sinal das cuspides coincide com o nimero de cuspides, pois se algum par de ciispides tiver sinais

opostos, elas se cancelam na soma ), s(C;). Portanto, y(f) tem pelo menos 2(d — g) ctspides.

O

Notacgao: Uma aplicagdo estavel de uma superficie fechada e orientada na esfera com grau d e

género g serd denotada por fg,: My — S2.
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4.3.1 Construcao de Aplicacoes com Contorno Minimal

Nesta subsec¢ao, vamos construir aplicagoes estaveis com contorno minimal satisfazendo as seguintes
condigoes: (i) d =0, (it)d<ged=g(mod?2), (iii)d < ged#g(mod?2), (iw)d>g.

(1))d=0:

Considere 7 : S2 — S? a proje¢do trivial, tal que deg(m) = 0 e seu contorno aparente nio

possui cuspides (Figura L8] (a)).

Passando pela transi¢ao do tipo tangéncia de dobra T~ (quando as curvas de dobra tem
orientagdes opostas) obtemos a aplicagio foo: S? — 52, tal que o seu contorno aparente (fo,0)

possui dois pontos duplos e nenhuma cuaspide (Figura [L8 (b)).
Realizando a cirurgia vertical sobre a mesma aplicacio V{’, na componente que contém duas
pré-imagens, obtemos a aplicagio fo1 : T? — S? (Figura B (c)). Neste caso, o contorno

aparente (fp1) possui duas componentes conexas.

Passando pela transi¢io do tipo tangéncia de dobra T (quando as curvas de dobra tem a
mesma orienta¢do) obtemos a aplicacao f}, : T 2 5 52, cujo contorno aparente possui quatro

pontos duplos e nenhuma cuspide (Figura L8] (d)).

Realizando a cirurgia horizontal sobre a mesma aplicacio HY, obtemos a aplica¢io

foz: 272 — 5?2, cujo contorno aparente possui quatro pontos duplos e nenhuma ctispide (Figura

B8 ().

I

=l

Figura 4.8: Construcao de uma aplicacao do bitoro na esfera com contorno minimal.
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Generalizando a construcao da Figura [4.8] temos:

1. Se g é par, g = 2k com k € N. Realizando k cirurgias verticais do tipo V;? a partir
da aplicacao fo,0, obtemos a aplicacao fo : kT? — S? cujo contorno aparente possui
k + 1 componentes, dois pontos duplos e nenhuma ciispide. Passando por k transicoes
do tipo T, altera-se o nimero de pontos duplos por 2k. Realizando k cirurgias hori-
zontais sobre a nova aplicagao, obtemos a aplicacao foor : 2k T 2 — §2 tal que o con-
torno aparente y(fo2r) possui 2k + 2 pontos duplos e nenhuma cuspide (Figura 9 (a)).
Assim, c+n=2k+2=g9g+2.

2. Se g é impar, g = 2k + 1 com k € N. Para realizar ¢ = 2k, aplicamos o procedimento
do item 1, obtendo a aplicacao fpor. Para realizar g = 1, passamos por uma transicao
do tipo labios L, obtendo uma aplicacao f(’mk cujo contorno aparente possui 2k + 2 pon-

tos duplos e duas cuspides. Com cirurgia horizontal do tipo HY, obtemos a aplicacio

foor+1 © (2k +1) T? — S? cujo contorno aparente possui 2k + 2 pontos duplos e duas
caspides (Figura L9l (b)). Assim, c+n=2+2k+2=g+ 3.

Figura 4.9: Construgao de uma aplica¢do fo,: M, — S? com contorno minimal.

Esta mesma construcdo pode ser feita considerando aplicagoes estaveis de superficies fechadas

no plano, visto que o grau da aplicacao é zero.

A seguir, enunciaremos o resultado obtido por Pignoni [5] para o caso de aplica¢oes no plano:

Teorema 4.34 [5] Seja f : M — R? uma aplicagio C™. Entio o mimero ¢+ n para um con-

torno minimal de f é um dos itens abaizo:

g+ 2,se M € orientdvel e g € par
g+ 3,se M € orientdvel e g é impar
c+n= (g +4)/2,se M é nao-orientdvel, g é par e g/2 € par
(g +6)/2,se M é nao-orientdvel, g € par e g/2 é impar

(g +7)/2,se M é nao-orientdvel, g é impar
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Este resultado pode ser verificado pela construgao acima, considerando a aplicagdo de grau

Zero.

Observacgao 4.35 O contorno aparente da aplicagao fo 4 : My — S? ¢ irredutivel. Pela con-
strugdo acima, se g € par, ¥(foq) tem um ponto duplo negativo, g + 1 pontos duplos positivos e
nao tem cispides, portanto c+mn = g+ 2. Se g € impar, Y(fo,4) tem um ponto duplo negativo, g

pontos duplos positivos e duas cuspides. Assim, c+n =g+ 3.

Observacao 4.36 O menor nimero de pré-imagens da aplicagio fo 4 € m(foq) = 0, visto que

fo,g € uma aplicagao estdvel de grau zero.

Proposicao 4.37 Seja f : M, — S? uma aplicagio estdvel de grau zero cujo contorno € irre-

dutivel. Se m(f) # 0, o nimero ¢+ n para y(f) € maior do que para Y(fo,q)-

Demonstragao: Por[L3] obtemos a seguinte igualdade para o contorno de uma aplicagao estével
f:My— S?

c . .
g+muy4N+—Nj+§+u+ﬁ—zy (4.12)
Pela Observagao E.6l, como o contorno aparente de f é irredutivel, o nimero 1 +iT — i~ = 0.
Substituindo este namero em T2l temos
c
g+m(f)=(N" = N)+ 5.

Por hipotese, a aplicagao tem grau zero e m(f) # 0. Desse modo, obtém-se a seguinte desigual-
dade:

g+2§g+mup4N+—N1+g. (4.13)

Assuma que g ¢ um namero impar. Pelo Lema [£22] se y(f) tem um ponto duplo, entdo N~ = 1.
Substituindo em @I3) temos que N* > g+ 3 — 5.

Comon =Nt —-N">g+4— 5, somando ¢ em ambos os lados da desigualdade, temos que
c+n>g+4+3.

Pelo Lema [.3T], como (g — d) é impar, o contorno tem pelo menos duas ctuspides. Assim,

ctn > g+4+g > g+4.

Se f nao tem pontos duplos, entdo por [{LI3) ¢ > 2g + 4. Temos que 29 +4 > g+ 4 > g + 3.
Pela Observagao A.33], se g é impar, o namero ¢ + n para v(fo,4) € igual a g + 3. Logo, 7(fo,g) €

minimal.
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Agora assuma que g é um ntmero par. Se f nao tem cuspides, entdo por ([LI3) temos
g+2<g+m(f)=(NT—-N"). (4.14)

Pelo Lema [£.22] se v(f) tem um ponto duplo, entdo N~ = 1. Substituindo em ([@I4]), segue que
Nt >g+3. Assim,n=N"— N~ >g+4. Temos que g +4 > g+ 2.

Pela Observacao .30 se g é par, o nimero ¢ + n para ¥(fog) € igual a g + 2. Logo, v(fo,q) €

minimal.

(i) d<ged=g(mod?2):

Como d < g e d = g(mod 2),(g — d) é par, isto é, g —d = 2k, k € N. Considere as seguintes
aplicagoes: uma aplicacao fo : 5?2 — 82, de grau zero e com Unica curva singular, cujo contorno
aparente possui dois pontos duplos e zero cuspides, e d aplicacoes Id : S* — S2, com grau um e

conjunto singular vazio.

Realizando d cirurgias verticais do tipo V4 entre a aplicagio fo,0 e as d aplicagoes do tipo Id,
obtemos a aplicagao fq : S? — S? com grau d e d + 1 curvas singulares. Realizando d cirurgias
horizontais do tipo H{ sobre fa,0, alteramos o género da aplicagao por d e o nimero de pontos

duplos por 2d, obtendo uma aplicacao fq 4 : dr? — §2.

Realizando k = 9;—‘1 cirurgias verticais do tipo V, sobre fad, alteramos o género da superficie
por k e realizando k cirurgias horizontais do tipo HY, alteramos o género da superficie por
k e o nimero de pontos duplos por 2k. A aplicagao estével obtida & fg, : My — 52 com
m(fag) =d, c=0en=2+2d+2k=d+g+2 (Figura £I0)

Figura 4.10: Contorno Aparente da aplicagdo estavel f;, com d < g e d = g(mod 2).

Observagao 4.38 O contorno v(fay) para cada par (d,g) satisfazendo 1 < d < g e
d = g(mod 2) € irredutivel e tem um ponto duplo negativo, d + g + 1 pontos duplos positivos
e ndo tem ciuspides. O nimero ¢ +n para Y(faq) € c+n=d+ g+ 2.
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(791) d < g e d # g(mod 2) :

Como d < g e d # g(mod 2),(g — d) é impar, isto ¢, g —d = 2k + 1, k € N. De modo analogo,
obtemos a aplicagio fy,: My, — S%, como ilustrado na Figura {10l

Passando por uma transi¢do do tipo ldbios L e fazendo cirurgia horizontal do tipo HY,
obtemos a aplicagdo fq, : My — 5%, com m(fiy) =d, c=2en=2d+2k+2=d+g+1
(Figura FIT)).

Figura 4.11: Contorno Aparente da aplicagao estavel f;, com d < g e d # g(mod 2).

Observagao 4.39 O contorno v(fay) para cada par (d,g) satisfazendo 1 < d < g e
d # g(mod 2) ¢é irredutivel e tem um ponto duplo negativo, d + g pontos duplos positivos e
duas cispides. O nimero c+n para ¥(fqq) € c+n=d+ g+ 3.

(iv)d>g:

Considere as seguintes aplicacoes: uma aplicagao foo : S? — S§2, de grau zero e com unica
curva singular, cujo contorno aparente possui dois pontos duplos e zero cuspides, g aplicagoes
Id: S? — S% com grau um e conjunto singular vazio e d — g aplicagdes hi g : S — S2, com grau

um e tnica curva singular com duas cuspides e zero pontos duplos, como na Figura B.14] (h).

Realizando g cirurgias verticais do tipo V3 entre a aplicagio fo e as g aplicagoes do tipo Id,
obtemos a aplicacao fy0 : S? — 82, com grau g e g+ 1 curvas singulares. Realizando g cirurgias
horizontais do tipo HY sobre fg,0, alteramos o género da aplicagdo por g e o niimero de pontos
duplos por 2g, obtendo uma aplicagio f,4: g7? — S%. (Figura (a).)

Fazendo d — g cirurgias horizontais com uma aplicagao do tipo hy g, alteramos o niimero de
caspides por 2(d — g), o grau da aplicacdo por d — g e nao alteramos o ntumero de pontos duplos,
obtendo uma aplicagdo fq, : My — S%, com m(fay) = d, ¢ = 2(d — g) e n = 2g + 2 (Figura

412).
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Figura 4.12: Contorno Aparente da aplicacao estavel fq, com d > g.

Observacao 4.40 O contorno ¥(fqq) para cada par (d,g) satisfazendo d > g € irredutivel e tem
um ponto duplo negativo, 2g + 1 pontos duplos positivos e 2(d — g) cispides. O nimero ¢+ n
para ¥(fag) € c+n=2d+2.

4.3.2 Minimo de c + n para Contorno Minimal sobre 52

O seguinte teorema descreve o numero de cuspides e de pontos duplos que o contorno minimal

de uma aplicacao estavel de uma superficie orientada na esfera deve possuir.

Teorema 4.41 Seja f: My, — S? uma aplicagio C™ de grau d cujo contorno € irredutivel. O

par (¢,n) para um contorno minimal de f é um dos itens abaizo:

(2(d—1),4) ou (2d+2,0), sed#0 eg=1

(2,4) ou (6,0), se(d,g) =(1,2)
(e,n) = (2(d —g),29 +2), sed>g>1
(0,d+g+2), sed < ged=g(mod2) exceto (d,g) = (1,1)
(2,d+g+1), sed<ged% g(mod2) exceto (d,g) = (1,2)

Demonstragao:

Vamos considerar uma aplicacao estavel M, — S? de grau d cujo contorno é irredutivel. Esta

prova consiste de quatro casos:

(1) d<ged=g(mod2)

(2) d<ged# g(mod2)

(3) d>g (para (1),(2) e (3) assuma d # 0)
(4) d=0
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Caso (1)

Por @3] obtemos a seguinte desigualdade para o contorno de uma aplicacao estavel f : My, — S?

de grau d cujo contorno é irredutivel:
d+g<gt+m(f)=(N" =N )+ (4.15)

Se v(f) tem um ponto duplo, entdo pelo Lema £22] N~ = 1. Substituindo em (£I5)), temos
N* >d+g+1—5. Somando ¢ em ambos os memdros da desigualdade,

ctn > d+g+2+g > d+g+2

Se v(f) nao tem ponto duplo, por (II5]) ¢ > 2(g+d). Temos que se d > 1, entao 2(d+g) > d+g+2.
Assim, para o contorno y(f), temos c+n >d+ g + 2.
Pela Observacao .38 o nimero ¢ + n para ¥(fg4) € igual a d + g + 2. Desse modo, o contorno
Y(fa,g) € minimal para cada par (d,g) satisfazendo 1 < d < ge d = g(mod 2).

Caso (2)

Por 43}, obtemos a seguinte desigualdade para o contorno de uma aplicacao estavel f: M, — S?

de grau d cujo contorno ¢é irredutivel:
c
d+g+1<g+m(f):(N+—N*)+5 (4.16)

Se v(f) tem um ponto duplo, entdo pelo Lema .22] N~ = 1. Substituindo em (£I6)), temos
NT >d+g+2— 5. Somando ¢ em ambos os membros da desigualdade,

c
c+n > d+g+3+§.
Pelo Lema [£.31] se o nimero (g — d) é impar, entdo o contorno y(f) tem pelo menos duas
cuspides. Logo, c+n > d+g+ 3.

Se v(f) ndo tem ponto duplo, por [I6) ¢ > 2(g+d+1). Temos que se d > 1, entdao 2(d+g+1) >
d+g+ 3.

Assim, para o contorno y(f), temos c+n > d+ g + 3.

Pela Observacao £.39 o nimero ¢ + n para ¥(fg4) € igual a d + g + 3. Desse modo, o contorno
Y(fa,g) € minimal para cada par (d,g) satisfazendo 1 < d < g e d # g(mod 2).
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Caso (3)

Por @3] obtemos a seguinte desigualdade para o contorno de uma aplicacao estavel f : My, — S?

de grau d cujo contorno é irredutivel:

g+d§g+m(f):(N+—N*)+g (4.17)

Se v(f) tem um ponto duplo, entdo pelo Lema {22] N~ = 1. Substituindo em (£I7), temos
Nt >d+g+1—-5. Logo,n=NT+N" >d+g+2—-5Sec+n>d+g+2+5.

Pelo Lema [1.33], como o contorno ~(f) tem pelo menos 2(d — g) caspides, ¢ +n > 2d + 2.

Se v(f) ndo tem pontos duplos, por (LIT) ¢ > 2(g + d). Temos que se g > 1, 2(g+d) > 2d+ 2.
Assim, para o contorno y(f), temos ¢+ n > 2d + 2.

Pela Observacao B40] o namero ¢+ n para ¥(fg4) € igual a 2d + 2.

Desse modo, o contorno y(fg44), ¢ minimal para cada par (d, g) satisfazendo d > g > 1.

Caso (4)

Pela Proposicao E31 o contorno v(fo,4) é minimal e conclui-se a prova do Teorema 411

Uma consequéncia imediata deste teorema é o seguinte corolario:

Corolario 4.42 Sejad >0, g>1e f: My, — S? uma aplicagio C™ de grau d cujo contorno

€ irredutivel. Entao:

1. O nuimero ¢+ n para um contorno minimal de f é um dos itens abaizo:

2d+2,sed > g
ct+tn=< d+g+2,sed<ged= g(mod2)
d+g+3,sed < ged% g(mod2)

2. O numero c+n de um contorno minimal de f € um nidmero par. Em particular, o nimero

de pontos duplos é também um nidmero par.
Uma consequéncia imediata da prova do Teorema [.41] é o seguinte corolério:
Corolério 4.43 Seja f: My — S? uma aplicagdo estdvel cujo contorno é minimal. Entdo,

1. Se o contorno ~y(f) tem um ponto duplo, entao tem somente um ponto duplo negativo.

2. O grau de f € igual ao nimero m(f).
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4.4  Contorno Minimal de Aplicagcoes de Superficies

Nao - Orientadas

Uma superficie fechada nao orientada, que é uma soma conexa de g copias do plano projetivo

real RP?, sera denotada por F,.

Em [4], os autores também estudaram o contorno minimal de aplicagoes estéveis de superficies
nao orientadas na esfera, obtendo o Teorema 44l Essas aplicacdoes podem ser construidas de

maneira analoga & construcao para superficies orientadas apresentada na subsecao [4.3.2)

Nao iremos abordar este caso.

Teorema 4.44 Seja h: Fy — S? (g > 1) uma aplicagio C™ de grau médulo dois, dy. Entdo, o

par (¢,n) para um contorno minimal de h é um dos itens abaizo:

;

(3’0)’ se (d2ag) = (1’ 1)
(4,0) ou (0,4), se (d2,g9) = (1,2)
(1,(g +5)/2) seds =1 e g € impar, exceto (da,g) = (1,1)
(e;n) = (0,(g+6)/2) seds =1 e g € par, exceto (da,g) = (1,2)
(3,(g+1)/2), seda =0 e g € impar
(0,(g+4)/2) seda =0, g é€pareg/2¢ par
(2,(9+2)/2) seda =0, g ¢ pareg/2 ¢ impar

Exemplo 4.45 A Figura [{.13 ilustra o contorno minimal de aplicagoes estdveis de superficies
nao orientadas na esfera. Em (a), o contorno corresponde a uma aplicagao do plano projetivo
com grau mddulo dois do = 1, contendo trés cuspides e nenhum ponto duplo. Em (b), o contorno
corresponde a uma aplica¢ao da garrafa de Klein com grau mddulo dois do = 1, contendo quatro
pontos duplos e nenhuma cispide. Em (c), o contorno corresponde a uma aplica¢ao de trés
planos projetivos com grau maodulo dois do = 1, contendo uma cispide e quatro pontos duplos.
Em (d), o contorno corresponde a uma aplicagio de duas garrafas de Klein com grau mddulo
dois do = 1, contendo cinco pontos duplos e nenhuma cispide. Em (e), o contorno corresponde a
uma aplicagio do plano projetivo com grau mddulo dois do = 0, contendo contendo trés cispides
e nenhum ponto duplo. Em (f), o contorno corresponde a uma aplicacio de duas garrafas de
Klein com grau modulo dois do = 0, contendo quatro pontos duplos e nenhuma cispide. E em
(g9), o contorno corresponde a uma aplica¢ao da garrafa de Klein com grau mddulo dois da = 0,

contendo dois pontos duplos e duas cuspides.
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(e) (f) (9)

Figura 4.13: Exemplo de aplica¢bes com contorno minimal.
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