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Resumo
FELIPPE, Alana Caval
ante, M.S
., Universidade Federal de Viçosa, janeiro de 2013.Invariantes globais de apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas em S2. Orien-tadora: Catarina Mendes de Jesus. Coorientador: Mér
io Botelho Faria.Esta dissertação é dedi
ada ao estudo de apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas naesfera, do ponto de vista global. Asso
iado ao domínio de tais apli
ações, estudamos grafos
om pesos inteiros positivos nos vérti
es 
omo invariantes, baseado nos trabalhos [14℄ e[15℄ de Ha
on, Mendes e Romero. E asso
iado à imagem dessas apli
ações, estudamos o
ontorno minimal baseado no trabalho [4℄ de Kamenosono-Yamamoto.
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Abstra
t
FELIPPE, Alana Caval
ante, M.S
., Universidade Federal de Viçosa, January of 2013. In-variants global of the stable maps to the 
losed surfa
e on S2. Advisor: CatarinaMendes de Jesus. Coadviser: Mér
io Botelho Faria.This dissertation is devoted to the study of stable maps from 
losed surfa
es to thesphere, from a global viewpoint. Asso
iated of su
h maps domain, we study graphs withintegers positive weight in the verti
es as invariants, based in the Ha
on, Mendes andRomero [14℄ and [15℄ works. And asso
iated the image of these maps, we study theminimal 
ontour based in the Kamenosono-Yamamoto [4℄ work.
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Introdução
As apli
ações estáveis de superfí
ies na esfera, lo
almente podem ser vistas 
omo apli-
ações do plano no plano. O estudo dessas apli
ações foi introduzido em 1955 por Whit-ney, no artigo On Singularities of Mappings of Eu
lidean Spa
es. I. Mappings of thePlane into the Plane. Whitney determinou que um germe de apli
ação em 
ada ponto éequivalente a um ponto regular, ou ponto de dobra ou uma 
úspide. Além disso, deter-minou que o 
onjunto de apli
ações estáveis formam um sub
onjunto aberto e denso noespaço C∞ de todas as apli
ações entre duas superfí
ies. No �nal dos anos 50, Thom [29℄notou que esses resultados poderiam ser in
orporados a uma nova teoria: a Teoria dasSingularidades.A 
lassi�
ação de apli
ações estáveis, a menos de equivalên
ia, se tornou um problema
lássi
o da Teoria de Singularidades. Uma noção de equivalên
ia no espaço das apli
açõesdiferen
iáveis é a mudança de 
oordenadas no domínio e na imagem (A−equivalên
ia). Osrumos da pesquisa no sentido de resolver o problema de 
lassi�
ação por A−equivalên
ia,se resumem, em muitos 
asos, na bus
a de invariantes que permitem 
lassi�
ar boa partedas apli
ações.Em 1992, Vassiliev [30℄ desenvolveu uma teoria para a obtenção de invariantes topológi-
os de isotopia nos espaços de apli
ações estáveis entre variedades, em espe
ial paraobtenção de invariantes de nós em R

3. Essa té
ni
a se baseia no estudo da estruturado sub
onjunto dis
riminante na imagem da apli
ação, formado pelo subespaço das apli-
ações não estáveis.Esta teoria estimulou vários pesquisadores a dedi
arem seus estudos a invariantestopológi
os de apli
ações estáveis, tanto do ponto de vista lo
al 
omo global, sendo apli-
ada em vários 
asos 
omo: mergulhos de S1 em R
3, pelo próprio Vassiliev [30℄; imersõesde S1 em R

2, por Arnold [1℄, superfí
ies imersas em R
3, por Goryunov [10℄, superfí
ies noplano, por Ohmoto-Ai
ardi [26℄ e Ha
on, Mendes e Romero [16℄.1



Um invariante do ponto de vista global, que é asso
iado ao domínio da apli
ação,foi introduzido por Mendes [22℄ em sua tese de doutorado e mais tarde foi publi
adopor Ha
on, Mendes e Romero em [11℄, [12℄ e [13℄, para o 
aso de apli
ações estáveis desuperfí
ies orientadas no plano e apli
ações sem 
úspides, 
onhe
idas 
omo apli
açõesdobras. Este invariante 
ara
teriza 
ompletamente a superfí
ie do domínio: gênero, tipotopológi
o do 
omplemento do 
onjunto singular, assim 
omo o número de 
omponentessingulares.Essa té
ni
a de asso
iar invariantes à apli
ações estáveis foi também estendida paraoutras apli
ações estáveis 
omo: apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas e orientadasna esfera e no plano projetivo, por Ha
on, Mendes e Romero em [14℄ e [15℄; apli
açõesestáveis de 3-variedades orientadas e fe
hadas no R
3, por Mendes, Oset e Romero, em [23℄e apli
ações estáveis de Gauss de superfí
ies fe
hadas e orientadas imersas no 3-espaço,por Mendes, Moraes e Romero em [24℄.Em [27℄, Quine estabele
eu uma fórmula que rela
iona o grau de apli
ações estáveis

f : M → N, onde M e N são superfí
ies, 
om o somatório dos sinais das 
úspides de
f e a 
ara
terísti
a de Euler das superfí
ies. Esta fórmula foi utilizada por Pignoni,Demoto e Kamenosono-Yamamoto para provar alguns resultados sobre 
ontorno minimalde apli
ações estáveis, sendo 
onsiderado 
omo invariante global asso
iado à imagem daapli
ação.Pignoni [5℄, introduziu a noção de um 
ontorno mínimo de uma apli
ação f : M → N,mostrando que toda apli
ação f : M → N é homotópi
a a uma apli
ação 
ujo 
ontornominimal é irredutível. Mais tarde, Demoto [2℄ introduziu o 
on
eito de 
ontorno minimalirredutível de apli
ações da esfera na esfera. Seguindo esta linha, Kamenosono-Yamamotogeneralizaram os resultados para apli
ações entre superfí
ies, em [4℄, apresentando relaçõesnuméri
as para o mínimo de pontos duplos, 
úspides e grau de uma apli
ação.Neste trabalho, o nosso objetivo é tratar espe
ialmente das apli
ações estáveis desuperfí
ies fe
hadas na esfera. Uma parte do trabalho, a que trata dos grafos asso
iadosa apli
ações estáveis, está baseada nas referên
ias [14℄ e [15℄. A outra parte, estudamoso 
ontorno minimal destas apli
ações 
om grau arbitrário e está baseada no trabalho doKamenosono-Yamamoto [4℄, publi
ado em 2009.Assim, dividimos o presente trabalho da seguinte forma:No 
apítulo 1, vemos alguns 
on
eitos e resultados preliminares ne
essários para este2



trabalho. Começamos 
om a topologia quo
iente, os 
omplexos regulares e a 
ara
terísti
ade Euler de uma superfí
ie 
ompa
ta, seguida de alguns 
on
eitos relevantes da Teoria deGrafos.Apresentamos também alguns 
on
eitos da Teoria de Singularidades, do ponto de vistada Topologia Diferen
ial, alguns 
on
eitos de apli
ações estáveis e a noção de 
onjuntossingulares, 
onsiderando em parti
ular, o 
aso de apli
ações de superfí
ies na esfera. Epara �nalizar, de�nimos a noção de grau de uma apli
ação. As referên
ias utilizadas são[7℄, [8℄, [9℄, [17℄, [21℄, [28℄, [31℄, [32℄ e [33℄.No 
apítulo 2, apresentamos os invariantes lo
ais para o 
ontorno aparente de apli-
ações estáveis de superfí
ies no plano. Em seguida, são apresentados grafos 
om pesosnos vérti
es 
omo um invariante global de apli
ações estáveis, que serve para auxiliaroutros invariantes já 
onhe
idos na 
lassi�
ação dessas apli
ações. Tomamos 
omo prin-
ipais referên
ias os trabalhos de Ohmoto-Ai
ardi [26℄ e Ha
on, Mendes e Romero [11℄,[13℄, [14℄.No 
apítulo 3, estudamos as 
irurgias de apli
ações estáveis bem 
omo seus efeitossobre os grafos. Utilizamos as transições lo
ais e as 
irurgias para tratar do problema derealização de grafos por apli
ações estáveis. As referên
ias utilizadas são [14℄ e [15℄.Já no 
apítulo 4, estudamos o 
ontorno aparente de apli
ações estáveis de superfí-
ies fe
hadas na esfera, tomando 
omo prin
ipal referên
ia o trabalho de Kamenosono-Yamamoto [4℄, de Pignoni [5℄ e Quine [27℄. O nosso objetivo é estudar o 
ontorno minimalde apli
ações estáveis entre superfí
ies, levando-se em 
onsideração o grau da apli
ação,o número de 
úspides e o número de pontos-duplos do seu 
ontorno aparente.

3



Capítulo 1
Resultados Preliminares
Neste 
apítulo vamos introduzir alguns 
on
eitos e resultados preliminares ne
essáriospara este trabalho. Começamos 
om a topologia quo
iente, 
om os 
omplexos regulares e a
ara
terísti
a de Euler de uma superfí
ie 
ompa
ta, seguida de alguns 
on
eitos relevantesda Teoria de Grafos.Apresentamos também alguns 
on
eitos da Teoria de Singularidades, do ponto de vistada Topologia Diferen
ial, alguns 
on
eitos de apli
ações estáveis e a noção de 
onjuntossingulares, 
onsiderando em parti
ular, o 
aso de apli
ações de superfí
ies na esfera. Epara �nalizar, de�nimos a noção de grau de uma apli
ação.1.1 Topologia Quo
ienteA Topologia Quo
iente, também 
onhe
ida 
omo Topologia da Identi�
ação, é a fontedos mais importantes exemplos de espaços topológi
os, visto que podemos 
onstruir novassuperfí
ies.De�nição 1.1 [25℄ Sejam X um espaço topológi
o 
om a topologia T e f : X → Yuma apli
ação sobrejetiva. A topologia T′ em Y é uma topologia quo
iente sempre que
U ⊆ Y é aberto em Y se f−1(U) é aberto em X. Assim,

U ∈ T
′ se, e somente se, f−1(U) ∈ T.

4



Exemplo 1.2 A Figura 1.1 ilustra duas identi�
ações diferentes das 
urvas α1 e α2, deforma que a superfí
ie resultante seja orientada, 
omo em (a), ou não orientada, 
omoem (b).

(a) (b)

f (    )

α1 α2

α1 f (    )α2
= f (    )α1 f (    )α2

=Figura 1.1: Superfí
ies obtidas através da identi�
açãoNotação: S2, T 2,D2, P 2, K2 e F 
orrespondem à esfera, toro, dis
o, plano projetivo,garrafa de Klein e faixa de Moebius, respe
tivamente.Exemplo 1.3 A Figura 1.2 ilustra o plano projetivo obtido através da identi�
ação dobordo da faixa de Moebius 
om o bordo do dis
o. Dessa forma, o 
omplemento P 2 \ D2
orresponde a faixa de Moebius e o 
omplemento P 2 \ F 
orresponde ao dis
o.
M

M

1

2

M
1

M
2

M
1

M
2Figura 1.2: De
omposição do Plano Projetivo1.2 Topologia de Superfí
iesUm dos problemas 
lássi
os em Topologia é o de 
lassi�
ação dos espaços topológi
os.Uma ferramenta importante nesta 
lassi�
ação são os invariantes topológi
os. Em geral,5



um invariante topológi
o diferen
ia dois espaços não homeomorfos, ou seja, não topologi-
amente equivalentes.Tendo 
omo pré-requisito os simplexos, nesta seção vamos apresentar a 
ara
terísti
ade Euler 
omo um invariante 
ompleto para diferen
iar superfí
ies 
ompa
tas (ver [17℄).Além disso, vamos estudar uma 
lasse importante de 
omplexos: as superfí
ies.As prin
ipais referên
ias utilizadas são [8℄, [17℄, [21℄ e [31℄.1.2.1 Complexos Regulares e Cara
terísti
a de EulerDe�nição 1.4 Uma n-
élula é um 
onjunto 
ujo interior é homeomorfo a um dis
o n-dimensional Dn = {x ∈ R
n : ||x|| < 1} 
om a propriedade adi
ional de que sua fronteiradeve ser dividida em um número �nito de 
élulas 
om dimensões menores, 
hamadas fa
esda n-
élula.De modo geral, as fa
es de uma n-
élula são as 
élulas de dimensão menor: pontos�nais de uma 1-
élula são as 0-
élulas, a fronteira de uma 2-
élula 
onsiste de 1-
élulas e

0-
élulas e as fa
es de uma n-
élula 
onsiste e 0-
élulas, 1-
élulas, ..., n− 1-
élulas.De�nição 1.5 Um n-
omplexo regular é a união de k-
élulas, 
om 0 ≤ k ≤ n, ouseja, K =
n
⋃

k=0

k-
élulas.
K

0
K1 K2Figura 1.3: Construção de um 2-
omplexo.Observação 1.6 O n-
omplexo regular K e o espaço original X são espaços distintos,pois X é um 
onjunto de pontos, enquanto K é um 
onjunto de 
élulas.
6



De�nição 1.7 Seja K um n−
omplexo regular. O 
onjunto de todos os pontos nas 
élulasde K é
X = |K| = {x : x ∈ σ ∈ K, σ uma 
élula em K }

X é 
hamado espaço subja
ente do 
omplexo K.De�nição 1.8 A 
ara
terísti
a de Euler de um n−
omplexo regular K, denotada por
χ(K), é de�nida pela soma alternada das 
élulas do 
omplexo K, isto é,

χ(K) = #(0− 
élula)−#(1− 
élula) + #(2− 
élula)− . . . (−1)n#(n− 
élula),onde #(r − 
élula) denota o número de r−
élulas do 
omplexo K.Exemplo 1.9 Para um 2−
omplexo, denotando F = #{fa
es}, A = #{arestas} e V =

#{vérti
es}, a 
ara
terísti
a de Euler é dada por:
χ(K) = V − A+ F

Figura 1.4: Cara
terísti
a de Euler da EsferaNa Figura 1.4 temos um 2−
omplexo em S2, sendo V = 6, A = 12 e F = 8. Assim,
χ(S2) = 6− 12 + 8 = 2.1.2.2 Superfí
iesDe�nição 1.10 Uma superfí
ie M é uma variedade 
onexa 2−dimensional, isto é, umespaço Hausdor� no qual 
ada ponto tem uma vizinhança aberta homeomorfa ao dis
oaberto de dimensão 2,D2 = {x ∈ R

2 : |x| < 1}.De�nição 1.11 Um 
aminho que inverte orientação é um 
aminho que pode serrepresentado pelo diagrama da Figura 1.5 (b).7



(a) (b)Figura 1.5: Uma faixa de Moebius na garrafa de Klein plana.De�nição 1.12 A superfí
ie M é orientável se todo 
aminho fe
hado preserva orien-tação. Caso 
ontrário, se existe um 
aminho que inverte orientação, M é não-orientável.Exemplo 1.13 A Garrafa de Klein e o Plano Projetivo são superfí
ies não-orientáveis,enquanto a Esfera e o Toro bidimensional são superfí
ies orientáveis.Observação 1.14 Toda superfí
ie que 
ontém uma faixa de Moebius é não orientável.De�nição 1.15 Um espaço topológi
o 2-dimensional M é triangulável se o seu es-paço subja
ente K homeomorfo a M possui apenas 
élulas triangulares que satisfazema 
ondição de que dois triângulos são indenti�
ados ao longo de uma aresta ou somenteem um vérti
e ou são disjuntos.De�nição 1.16 Uma triangulação do 
omplexo K é dito 
omplexo simpli
ial ou umatriangulação em M. Uma 
élula de um 
omplexo simpli
ial é dito simplex.De�nição 1.17 Uma triangulação de uma superfí
ie (sem bordo) é um simpli
ial
2-
omplexo tal que :1. 
ada aresta é identi�
ada 
om exatamente uma outra aresta;2. um dado vérti
e pode perten
er a n triângulos, denotados por T1, ..., Tn, de modoque nesta sequên
ia, dois a dois triângulos são adja
entes e possuem uma aresta em
omum e Tn identi�
a 
om T1 ao longo de uma aresta.

Figura 1.6: Uma triangulação da faixa de Moebius.8



Exemplo 1.18 A Figura 1.6 ilustra uma triangulação da faixa de Moebius, na qual V =

8, A = 16 e F = 8. Cal
ulando sua 
ara
terísti
a de Euler, segue que χ(F ) = 0.De�nição 1.19 Uma superfí
ie é 
ompa
ta se, e somente se, qualquer triangulaçãopossui um número �nito de triângulos.De�nição 1.20 Superfí
ie fe
hada é uma superfí
ie que não tem bordo, e ao mesmotempo, pode ser subdividida em um número �nito de pedaços triangulares.Observação 1.21 As superfí
ies fe
hadas são 
hamadas superfí
ies 
ompa
tas por seremreunião de um número �nito de triângulos. Assim, o termo superfí
ie fe
hada é sin�nimode superfí
ie 
ompa
ta e sem bordo.De�nição 1.22 Uma superfí
ie é 
onexa se, e somente se, uma triangulação pode serarranjada na ordem T1, ..., Tn, de modo que 
ada triângulo possui no mínimo uma arestaidenti�
ada 
om aresta de outro triângulo anterior.Seja M uma superfí
ie 
ompa
ta e 
onexa. Se K é um n−
omplexo regular, tal que
|K| ∼= M, então χ(K) = χ(M).Este número 
omum a estes 2−
omplexos é então 
hamado de 
ara
terísti
a deEuler da superfí
ie e utilizaremos a mesma notação.

.

.

. .

.

.

K D2

> >

.

. .

.

. .

~~Figura 1.7: Cara
terísti
a de Euler do dis
o D2.Exemplo 1.23 O dis
o fe
hado D2 possui a mesma 
ara
terísti
a de Euler que umaregião triangular. Com efeito, tome três pontos não 
olineares no plano. Una-os 
omarestas e 
onsidere uma fa
e na região delimitada por esta �gura. Temos então um 2-
omplexo K 
ujo o espaço subja
ente é uma região triangular do plano, 
omo ilustra aFigura 1.7. Como esta região pode ser deformada 
ontinuamente em um dis
o fe
hado,segue que χ(D2) = χ(K). Em K, V = 3, A = 3 e F = 1, logo, χ(D2) = 1.9



Exemplo 1.24 (Cara
terísti
a de Euler do S1) A �m de 
al
ular a 
ara
teríti
a deEuler do 
ír
ulo, 
onstruímos um 1−
omplexo regular K 
ujo o espaço subja
ente é home-omorfo a S1, 
omo na Figura 1.8.
Figura 1.8: Espaço subja
ente homeomorfo ao S1Desse modo, χ(S1) = χ(K) e prova-se que o seu valor independe do 1−
omplexo
onstruído.Como podemos ver na Figura 1.8, o número de vérti
es é igual ao número de arestas

(V = A = 3). Assim, 
on
luimos fa
ilmente que χ(S1) = 0.O próximo teorema diz que se M1 e M2 são superfí
ies 
ompa
tas, 
onexas e homeo-morfas, então χ(M1) = χ(M2).1.2.3 Cara
terísti
a de Euler e Superfí
iesTeorema 1.25 [17℄ A 
ara
terísti
a de Euler é um invariante topológi
o para superfí
ies
ompa
tas e 
onexas.Proposição 1.26 [17℄ Se M1 e M2 são superfí
ies 
ompa
tas e 
onexas, então
χ(M1 ∪M2) = χ(M1) + χ(M2)− χ(M1 ∩M2).A demonstração desta proposição pode ser en
ontrada em [18℄.Proposição 1.27 Seja M = M1 ∪ . . . ∪Mk a união de superfí
ies 
ompa
tas e 
onexas(
om bordo), tais que para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j, ou Mi ∩Mj = ∅ ou Mi ∩Mjé homeomorfo ao 
ír
ulo S1. Então

χ(M) =
k

∑

l=1

χ(Ml).10



Demonstração: Para demonstrar esse resultado basta usar a Proposição 1.26 e o fatode que χ(S1) = 0.Exemplo 1.28 Na Figura 1.2, observamos que M1 = F,M2 = D2 e M1 ∩ M2 = S1.Utilizando a Proposição 1.26, temos:
χ(P 2) = χ(F ) + χ(D2)− χ(S1) = 0 + 1− 0 = 1Logo, χ(P 2) = 1.Sejam M1 e M2 duas superfí
ies disjuntas. Em 
ada uma delas, removendo um pe-queno dis
o, obtemos as superfí
ies M ′

1 e M ′
2 
om uma nova 
omponente de bordo 
ada,denotadas por c1 e c2. Colando c1 e c2, 
omo exempli�
a a Figura 1.9, formamos umanova superfí
ie.

T
2

K
2

c
1

T‘
2

2
c

K‘
2

#T
2

K
2Figura 1.9: Soma 
onexa do Toro 
om a Garrafa de Klein.De�nição 1.29 A soma 
onexa de M1 e M2, denotada por M1#M2 é a nova superfí
ieobtida na des
rição a
ima.Proposição 1.30 Para a soma 
onexa de duas superfí
ies, M1 e M2, temos que

χ(M1#M2) = χ(M1) + χ(M2)− 2.Demonstração: A demonstração desta proposição pode ser en
ontrada em [18℄.
Observação 1.31 A esfera S2 é o elemento neutro da soma 
onexa de superfí
ies. Emoutras palavras, M#S2 = M, seja qual for a superfí
ie M.11



Exemplo 1.32 A garrafa de Klein, é topologi
amente falando, a soma 
onexa de doisplanos projetivos, isto é, K2 = P 2#P 2.Usando a Proposição 1.30, temos:
χ(K2) = χ(P 2) + χ(P 2)− 2 = 1 + 1− 2 = 0Logo, χ(K2) = 0.Teorema 1.33 [17℄ Toda superfí
ie orientada é homeomorfa a uma esfera ou a soma
onexa de n toros e toda superfí
ie não orientada é homeomorfa a soma 
onexa de

n planos projetivos.Proposição 1.34 A soma 
onexa de um toro e um plano projetivo é, topologi
amentefalando, a soma 
onexa de uma garrafa de Klein 
om um plano projetivo, isto é,
T 2#P 2 = K2#P 2Note que não podemos 
an
elar a superfí
ie P 2 em ambos os termos da igualdade. Con-sequentemente,

T 2#P 2 = P 2#P 2#P 2.Demonstração: De fato, 
omo a 
ara
terísti
a de Euler é um invariante topológi
o,vamos 
al
ular χ(T 2#P 2) e χ(K2#P 2) e veri�
ar que são iguais. Pela Proposição 1.30,segue que
χ(T 2#P 2) = χ(T 2) + χ(P 2)− 2 = 0 + 1− 2 = −1e
χ(K2#P 2) = χ(K2) + χ(P 2)− 2 = 0 + 1− 2 = −1.Portanto, T 2#P 2 = K2#P 2.

Observação 1.35 Pelo Lema 1.34 podemos 
on
luir que (2k) P 2#P 2 = k T 2#P 2 e
(2k) P 2#2P 2 = k T 2#K2, 
om k ∈ N.Observação 1.36 A 
ara
terísti
a de Euler de superfí
ie orientável é par, enquanto a
ara
terísti
a de Euler de uma superfí
ie não-orientável pode ser par ou ímpar, 
omo podeser veri�
ado na tabela abaixo. 12



Superfí
ie Cara
terísti
a de EulerSoma 
onexa de n toros 2 - 2nSoma 
onexa de n planos projetivos 2 - nSoma 
onexa de um plano projetivo e n toros 1 - 2nSoma 
onexa de uma garrafa de Klein e n toros -2nDe�nição 1.37 O gênero, g(M) de uma superfí
ie orientável M 
orresponde ao número detoros ou alças presentes nela. Caso 
ontrário, se M é uma superfí
ie não-orientável, o gênero
g(M) de M 
orresponde ao número de planos projetivos presentes nela.De�nição 1.38 Seja M uma superfí
ie 
ompa
ta. O gênero de M é dado por:

g(M) =







1

2
(2− χ), se M é orientável

2− χ, se M é não - orientávelDesse modo, dado a 
ara
terísti
a de Euler da superfí
ie, 
onseguimos saber qual o gênerodessa superfí
ie.Proposição 1.39 Seja M uma superfí
ie sem bordo, então a 
ara
terísti
a de M é:
χ(M) =

{

2− 2g(M), se M é orientável
2− g(M), se M é não - orientávelAssim, dado o gênero da superfí
ie, 
onseguimos determinar sua 
ara
terísti
a de Euler.Corolário 1.40 Se M é uma superfí
ie orientável 
om k 
omponentes de bordo, então
χ(M) = 2− 2g(M) − k.A demonstração desse 
orolário en
ontra-se em [18℄.Teorema 1.41 [17℄ Sejam M1,M2 duas superfí
ies fe
hadas e 
onexas. M1 é topologi
amenteequivalente a M2 se e somente se χ(M1) = χ(M2) e ambas são orientáveis ou ambas são não-orientáveis.Demonstração: Segue imediatamente dos Teoremas 1.33 e 1.2513



1.3 GrafosNesta seção vamos introduzir alguns 
on
eitos da Teoria dos Grafos ne
essários para este tra-balho. As referên
ias são [17℄ e [31℄.De�nição 1.42 Um grafo G é um 1-
omplexo regular 
onexo.Uma aresta em G 
one
tando dois vérti
es u e w será denotada pelo par [u,w] ou, simples-mente, por uw. Neste 
aso, dizemos que os vérti
es u e w são adja
entes. As arestas de umvérti
e u são aquelas que se 
one
tam a este vérti
e, isto é, as arestas de G do tipo uw. Quando
u possui apenas uma úni
a aresta, u é 
hamado vérti
e extremo. Neste 
aso, a aresta de ué dita aresta extrema. Arestas Adja
entes são duas arestas 
om um extremo em 
omum.Um laço em G é uma aresta da forma uu.

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.10: Exemplos de grafos.Exemplo 1.43 A Figura 1.10 ilustra quatro exemplos de grafos. Em (a) não o
orrem 
i
los,em (b) e (c) o
orrem um 
i
lo e em (d) o
orre um laço (
i
lo 
om uma úni
a aresta).De�nição 1.44 O número de 
i
los de um grafo G é 
hamado de número de Betti do grafo
G e é denotado por β1(G).Teorema 1.45 [17℄ Seja G um grafo, o número de 
i
los β1(G) é dado por:

1− V +A,onde V e A são, respe
tivamente, o número de vérti
es e arestas de G.De�nição 1.46 Uma árvore é um grafo G que não possui 
i
los.O grafo ilustrado em 1.10 (a) é uma árvore.Os teoremas 1.47 e 1.48 a seguir foram apresentados em [17℄.14



Teorema 1.47 Dado um grafo G, se G é uma árvore, então X (G) = 1.Demonstração: Pela De�nição 1.42, G é um 1-
omplexo, logo pela De�nição 1.8,
X (G) = V −A. Por ser árvore, G não possui 
i
los. Segue do Teorema 1.45 que X (G) = 1.Teorema 1.48 [17℄ A 
ara
terísti
a de Euler é um invariante topológi
o para grafos.De�nição 1.49 Um grafo G é dito bipartido se é possível atribuir sinais ± a 
ada um de seusvérti
es de forma que 
ada aresta 
one
te vérti
es de sinais opostos. Caso 
ontrário, dizemos que
G é não-bipartido.Teorema 1.50 [31℄ Um grafo G é bipartido se, e somente se, todos os seus 
i
los têm tamanhopar. Caso 
ontrário, se G tem um 
i
lo de tamanho ímpar, ele é não-bipartido. Consequente-mente, toda árvore é um grafo bipartido.Exemplo 1.51 Na Figura 1.10, o grafo (b) é bipartido pois tem 
i
lo de tamanho quatro, en-quanto o grafo (c) não é bipartido por ter um 
i
lo de tamanho três.De�nição 1.52 Um grafo 
om peso é um grafo em que a 
ada um dos seus vérti
es estáasso
iado um número natural.Neste trabalho, os grafos que iremos 
onsiderar serão apenas grafos 
om peso. Para simpli�
ara partir de agora iremos 
hamá-los apenas de grafos.1.4 Apli
ações Estáveis entre superfí
iesNesta seção, apresentaremos 
on
eitos de apli
ações estáveis e 
onjuntos singulares.As prin
ipais referên
ias são [9℄, [32℄ e [33℄.De�nição 1.53 Sejam (X,T) um espaço topológi
o e x ∈ X. Dois sub
onjuntos S, T de Xde�nem o mesmo germe em x se existe uma vizinhança aberta U de x em X tal que
U ∩ S = U ∩ T .De�nir o mesmo germe em x é uma relação de equivalên
ia e 
ada 
lasse é um germe de
onjunto de x em X. 15



De�nição 1.54 Seja M um espaço topológi
o não vazio, dizemos que M é uma variedadediferen
iável de dimensão n se, e somente se, para qualquer p ∈M, existem abertos Vp em M
ontendo p, Up aberto em Rn e ψ : Vp → Up um difeomor�smo.Dadas duas variedades diferen
iáveis X e Y, denotamos por C∞(X,Y ) o espaço de todas asapli
ações de 
lasse C∞ de X em Y.De�nição 1.55 Sejam X e Y variedades diferen
iáveis e f : X −→ Y uma apli
ação dife-ren
iável. Se f tem posto máximo, então:i) f é uma imersão se, e somente se, dimX ≤ dimY.ii) f é um mergulho se, e somente se, f é uma imersão injetiva.De�nição 1.56 Sejam f, g ∈ C∞(X,Y ), 
om X e Y variedades diferen
iáveis. Dizemos que fé A−equivalente a g, e denotemos por f ∼A g se existirem difeomor�smos φ : X → X e ψ :

Y → Y tais que
g = ψ ◦ f ◦ φ−1,ou seja, se o seguinte diagrama 
omuta:

X Y
f

φ ψ

X Y
gDe�nição 1.57 Sejam M uma superfí
ie fe
hada e 
onexa, N uma superfí
ie 
onexa e

f : M → N uma apli
ação C∞. O 
onjunto de pontos singulares de f, denotado por Σf, éo 
onjunto de pontos de M nos quais a diferen
ial df não tem posto máximo, ou seja,
Σf = {p ∈M/posto dfp < 2}.Um ponto p ∈ M \ Σf é dito ponto regular de f e um ponto y ∈ N é dito valor regularde f, se f−1(y) 
ontém somente pontos regulares.De�nição 1.58 O 
ontorno aparente de f, f(Σf), é a imagem do 
onjunto singular de f evamos denotá-lo por γ(f). 16
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Figura 1.11: Tipos de pontos do 
onjunto singular.Seja p ∈ Σf um ponto singular de uma apli
ação f : M → S2, então uma das seguintessituações o
orre:










(a) TpΣf ⊕ ker(df)p = TpM

(b) TpΣf = ker(df)ponde TpΣf é a reta tangente à Σf no ponto p e ker(df)p é o nú
leo da apli
ação diferen
ialde f no ponto p.Se p é um ponto singular satisfazendo (a), então p é 
hamado ponto de dobra. Caso 
ontrário,se (b) o
orre, dizemos que p é um ponto de 
úspide.Na Figura 1.11, p é ponto de dobra e q ponto de 
úspide. Observe que TpΣf é levado por
dfp na reta tangente a f(p), enquanto que TqΣf é levado sobre f(q) por dfq.De�nição 1.59 Uma apli
ação suave f : M → N é estável se satisfaz as duas propriedadesseguintes:(i) Para 
ada p ∈M, o germe de apli
ação em p ∈M é A−equivalente a um germe de apli
açãoem 0 ∈ R

2 
omo abaixo:
(a, x) 7→ (a, x) : um ponto regular,
(a, x) 7→ (a, x2) : um ponto de dobra,
(a, x) 7→ (a, x3 + ax) : um ponto de 
úspide.(ii) Para 
ada q ∈ γ(f), o germe de apli
ação (f|Σf , f

−1(q) ∩ Σf) é A−equivalente a um dostrês multi-germes 
omo representado na �gura abaixo.17
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Figura 1.12: Os multi-germes de f|Σf .Na Figura 1.12 podemos ter uma idéia geométri
a das singularidades do tipo dobra e 
úspide.No 
aso da dobra, vemos sobre a superfí
ie M a 
urva formada pelos pontos de dobra que
ompõem o 
onjunto singular Σf. No 
aso da 
úspide, vemos sobre M que duas 
urvas de dobrase en
ontram num ponto p dando origem a uma 
úspide. Neste ponto o vetor tangente à 
urvasingular é verti
al.Denotamos por E(M,N) 
onjunto das apli
ações estáveis de M em Nem C∞(M,N).Teorema 1.60 [9℄ Se f :M → S2 é uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie 
ompa
tae sem bordo, então o 
onjunto singular de f, Σf, é uma subvariedade de 
odimensão 1 em M.Teorema 1.61 [32℄ As apli
ações estáveis f :M → S2 formam um sub
onjunto aberto e densono espaço das apli
ações C∞(M,S2).
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Figura 1.13: Pontos de dobra e de 
úspide.Como vemos na Figura 1.13, d é um ponto de dobra e a 
úspide c é o ponto de en
ontro deduas 
urvas singulares. Notemos que uma 
urva singular separa regiões de M 
uja orientação é18



invertida e preservada por f, e ainda, notemos que o ponto y possui três pré-imagens: x1, x2 e
x3, enquanto o ponto y′ possui apenas uma pré-imagem: x′1.Observação 1.62 Observemos na Figura 1.13, que se f : M → N é uma apli
ação estável,onde M e N são superfí
ies orientadas, então as 
urvas do 
onjunto singular Σf separam asregiões de M 
uja orientação é invertida e preservada por f.De�nição 1.63 No 
ontorno aparente de f , a orientação da 
urva no sentido positivo, estádeterminada quando, ao per
orrer a 
urva o número de pré-imagens de f é sempre maior do ladoesquerdo. O vetor normal v aponta para a região onde tem o maior número de pré-imagens.Observação 1.64 Observemos na Figura 1.13, que se dois pontos na imagem de uma apli
açãoestável estão separados por uma 
urva do 
ontorno aparente, então a diferença do números desuas respe
tivas pré-imagens é dois. Neste exemplo, a região para a qual a 
úspide aponta possuiapenas uma pré-imagem, enquanto a outra região possui três pré-imagens.Observação 1.65 Seja f :M → S2 uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie orientada,
ompa
ta e sem bordo, 
ujo 
ontorno aparente é formado por uma 
urva 
onexa 
ontendo quatro
úspides e nenhuma auto-interseção. Pela estrutura das 
úspides, a região para a qual ela apontapossui menor número de pré-imagens. Sendo assim, o 
ontorno aparente 
om duas 
úspides
onse
utivas apontando para lados opostos, 
omo ilustra a Figura 1.14 (i), não o
orre. Logo,o 
ontorno aparente de f deve ser 
omo na Figura 1.14 (ii), onde duas 
úspides 
onse
utivasapontam para o mesmo lado.

+2

+2

(i) (ii)

>

>

+2

-2

a

b

c

d

>

>Figura 1.14: Contradizendo duas 
úspides.De fato, na Figura 1.14 (i), supondo que a região a possui k pré-imagens, seguindo a seta,
hegamos à região b, que possui k + 2 pré-imagens. Passando pela outra seta, novamente onúmero de pré-imagens é a
res
entado por 2. Agora, podemos retornar à região a, sem passarpor nenhuma 
urva, logo 
on
luímos que a região a possui k + 4 pré-imagens. Absurdo! Poroutro lado, em (ii), o número de pré-imagens é somado e subtraído por 2. Logo, o 
ontornoaparente pode ser desse tipo. A região apontada pela seta possui mais duas pré-imagens que aregião na qual seta 
omeça. 19



Lema 1.66 Se f : M → S2 é uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie fe
hada eorientada, então as 
urvas que 
ompõe o 
onjunto singular Σf são fe
hadas, simples e disjuntas.Demonstração: Seja f : M → S2 uma apli
ação estável, se existe uma 
urva αi do 
onjuntosingular de f aberta, ou seja, que termina em um dado ponto, então os dois lados de f(αi)possuem o mesmo número de pré-imagens, 
ontradição! Se existe uma 
urva αi do 
onjuntosingular de f 
om auto-interseção, obtemos uma 
ontradição quando analisamos as regiões 
ujaorientação é preservada e invertida por f, lo
almente no ponto de auto-interseção. Análogo parao 
aso de 
urvas 
om ponto em 
omum. Portanto, o 
onjunto singular de f deve possuir somente
urvas fe
hadas, simples e disjuntas.Observação 1.67 Seja f : M → S2 uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie fe
hadae orientada. As 
omponentes do 
omplemento do 
onjunto singular de f são levadas por f 
omorientações opostas, logo Σf separa M \ Σf em 
omponentes disjuntas.As 
urvas singulares de f separam M em regiões 
onexas, que são as 
omponentes do 
om-plemento M \ Σf . Isto se deve ao fato de Σf ser 
omposta por um 
onjunto de 
urvas fe
hadasem M, de a
ordo 
om o Lema 1.66.Segundo Whitney, o 
onjunto singular de uma apli
ação estável é 
omposto por pontos dedobra e 
úspides e além disso, os pontos de 
úspides são isolados. Segue, então, do Lema 1.66,que:Proposição 1.68 Seja f : M → S2 uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie fe
hadae orientada. O 
ontorno aparente de f , f(Σf), é uma 
oleção de 
urvas fe
hadas na 2-esfera,
ujas singularidades são pontos duplos transversais, ou seja, sem tangên
ias e pontos de 
úspidesisolados.Observação 1.69 Se f : M → S2 é uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie orien-tada, então podemos atribuir, de maneira natural, sinais ± a 
ada uma das 
omponentes do
omplemento M \ Σf .De�nição 1.70 Seja f : M → S2 uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie orientada,uma região 
onexa R ∈ M \ Σf é dita positiva se f preserva a sua orientação, 
aso 
ontrário,
R é dita negativa.De�nição 1.71 O fe
ho de 
ada 
omponente 
onexa de M \ Σf 
uja orientação é preservadapor f será denotado por M+

i , enquanto o fe
ho de 
ada 
omponente 
onexa de M \ Σf 
ujaorientação é invertida por f será denotado por M−
j .20



Neste trabalho, vamos 
onsiderar M+ =
⋃

i

M+
i e M− =

⋃

j

M−
j . Assim, M+ e M− sãosuperfí
ies 
ompa
tas e 
om bordo. Além disso,

M =M+
⋃

M− e Σf =M+
⋂

M−.1.5 Grau de Apli
ações1.5.1 Curvas PlanasO estudo de 
urvas planas se torna impres
indível para o nosso trabalho, uma vez que, essas
urvas apare
em 
omo 
omponentes do 
ontorno aparente de algumas apli
ações estáveis.De�nição 1.72 Uma 
urva plana fe
hada é uma imersão Γ : S1 → R
2 do 
ír
ulo no plano.De�nição 1.73 Seja h uma 
urva plana fe
hada. O grau de h, denotado por τ(h), também
onhe
ido 
omo o índi
e de Whitney, é o número total de voltas (sentido anti-horário menossentido horário) que os vetores unitários tangentes a h per
orrem S1.Exemplo 1.74 A Figura 1.15 ilustra três imersões do 
ír
ulo no plano: h1, h2 e h3. O grau de
ada uma delas é τ(h1) = −2, τ(h2) = 0 e τ(h3) = 1.

<

1 2h h 3h

< >

>Figura 1.15: Algumas imersões do 
ír
ulo no Plano.De�nição 1.75 Se h é uma união de 
ír
ulos �nitos S1
i , então τ(h) é a soma do número devoltas da apli
ação, restrita a 
ada um dos 
ír
ulos h |S1

i

.De�nição 1.76 A projeção estereográ�
a da esfera m-dimensional menos um ponto
p ∈ Sm é a apli
ação Ψ que leva 
ada ponto x = (x1, ..., xm) ∈ Sm \ {p} no ponto
Ψ(x) = y = (y1, ..., ym, 0) ∈ R

m, tal que y = ~px ∩ Rm, onde ~px é a semi-reta que 
omeçaem p, passa em x e interse
ta R
m. 21
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Figura 1.16: Projeção estereográ�
aExemplo 1.77 Se m = 2 e p = (0, 0, 1), então a projeção estereográ�
a é dada por
Ψ : S2 \ {p} → R

2

x = (x1, ..., x(xm)) 7→ Ψ(x) =
1

1− xm+1
(x1, ..., xm, 0).

1.5.2 Superfí
ies Fe
hadas na EsferaNesta subseção, vamos obter o grau de uma apli
ação examinando a imagem inversa de umvalor regular de uma apli
ação própria f : M → N , de 
lasse C1, onde M e N são superfí
iesorientadas de mesma dimensão. Os resultados e de�nições abaixo podem ser en
ontrados em [7℄.De�nição 1.78 Uma apli
ação f :M → N é própria se a imagem inversa de um 
ompa
to éum 
ompa
to.Proposição 1.79 As apli
ações f :M → S2 
ontínuas, onde M é 
ompa
to, são próprias.Demonstração: De fato, dado K ⊂ S2 
ompa
to, K é fe
hado, pois S2 é Haussdorf. Por outrolado, f é 
ontínua, logo f−1(K) é fe
hado em M , e 
omo M é 
ompa
to, segue que f−1(K) é
ompa
to.De�nição 1.80 Dizemos que um ponto xk ∈ f−1(y) é positivo se xk ∈ M+
i ou negativo se

xk ∈M−
j , onde M± estão de�nidos em 1.71.
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<Figura 1.17: Grau de uma apli
ação no ponto p.De�nição 1.81 Sejam M , N superfí
ies orientadas, sem bordo e de mesma dimensão m, e

f :M → N uma apli
ação própria de 
lasse C1. O grau de f no ponto y, indi
ado por degy fé a diferença entre o número de pontos positivos e o número de pontos negativos em f−1(y).Exemplo 1.82 A Figura 1.17 ilustra lo
almente uma apli
ação f. Temos que
f−1(y) = x1, x2 e x3, sendo que x1 e x3 perten
em a regiões 
uja orientação é preservada por
f, logo são positivos e x2 perten
e a uma região 
uja orientação é invertida por f, logo é nega-tivo. Segue que degy = 1. Analogamente, 
omo f−1(y′) = x′1, que perten
e a uma região 
ujaorientação é preservada por f, segue que degy′ f = 1. Observe que ao atravessar a imagem deum 
onjunto singular de uma apli
ação estável, o número de pré-imagem sempre aumenta oudiminui por dois pontos, que são levados por f 
om orientações opostas.Teorema 1.83 [7℄ Seja M uma superfí
ie 
ompa
ta, m-dimensional, orientada e sem bordo. Atoda apli
ação f : M → Sm, de 
lasse C2, 
orresponde um inteiro r, tal que para todo valorregular y de f , tem-se que degy f = r.De�nição 1.84 O número r = degy f do Teorema 1.83 é o grau da apli
ação f , ou simples-mente, deg f.Proposição 1.85 [7℄1. Se f, g :M → Sm são homotópi
as em 
lasse C2, então deg f = deg g;2. Se f : Sm → Sm é a apli
ação identidade, então deg f = 1.23



Corolário 1.86 Se o 
onjunto singular Σf de uma apli
ação f : S2 → S2 é vazio, então
deg f = 1.Demonstração: Se Σf = ∅, então f é homotópi
a a Id : S2 → S2, que pela Proposição 1.85
(2), possui grau um. Então por 1, segue que deg f = deg Id = 1.Observação 1.87 Desse 
orolário, temos que se f : S2 → S2 é tal que deg f > 1, então o
onjunto singular Σf 6= ∅.
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Capítulo 2
Invariantes de Apli
ações Estáveis entreSuperfí
ies
Neste 
apítulo, vamos apresentar alguns invariantes (lo
ais) de apli
ações estáveis de�nidos porOhmoto-Ai
ardi [26℄. Em seguida, apresentaremos grafos 
om pesos nos vérti
es 
omo um in-variante global de apli
ações estáveis, que serve para auxiliar outros invariantes já 
onhe
idos na
lassi�
ação dessas apli
ações. Tomamos 
omo prin
ipais referên
ias os trabalhos de Ohmoto-Ai
ardi [26℄ e Ha
on, Mendes e Romero [11℄, [13℄, [14℄, [15℄.2.1 Invariantes Lo
ais2.1.1 Apli
ações Estáveis de Superfí
ies Fe
hadas na EsferaNeste trabalho, vamos estudar apli
ações estáveis f :M → S2, ondeM é uma superfí
ie fe
hada.Vamos 
onsiderar a partir de agora apli
ações 
omo esta e para melhor visualização, vamos vera imagem da apli
ação representada no plano 
orrespondente a esfera menos um ponto, que serádenotado por in�nito.
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Figura 2.1: Exemplo de Apli
ação do Toro na Esfera.A Figura 2.1 ilustra uma apli
ação estável f : T 2 → S2 
om grau dois, obtida pela 
omposição
π ◦ r ◦ j, onde j : T 2 → R

3 é uma imersão, r : R3 → S2 é uma projeção radial da imagem de jsobre a esfera e π : S2 \ ∞ → R
2 é a projeção estereográ�
a 
omo no Exemplo 1.77.Observação 2.1 Se f̃ : M \ f−1(D∞) → R

2 é uma apli
ação estável, onde D∞ é uma vizin-hança do ponto ∞, o 
ontorno γ(f̃) é identi�
ado 
om γ(f) quando as propriedades do plano
orrespondem 
om as propriedades da esfera.Em [26℄, Ohmoto-Ai
ardi apresentaram dez transições de 
odimensão 1 e dezoito transiçõesde 
odimensão 2, que 
onsistem em interseções tranversais entre duas transições de 
odimensão
1, de a
ordo 
om o que elas alteram no 
ontorno aparente de uma apli
ação. As transições de
odimensão 1 também foram estudadas por E. Chín
aro [3℄, em sua tese de doutorado.Baseados nessas transições, Ohmoto-Ai
ardi apresentaram três invariantes do ponto de vistalo
al, para o 
ontorno aparente de apli
ações estáveis de superfí
ies no plano. Dentre estesinvariantes, estão os que 
orrespondem ao número de 
úspides (Ic) e os que 
orrespondem aonúmero de pontos duplos (In).Outro invariante (Ie), que 
orresponde ao número de 
omponentes 
onexas do 
ontornoaparente de uma apli
ação estável de superfí
ie no plano, foi apresentado por Ha
on, Mendese Romero em [11℄. Mais tarde, esses invariantes foram analisados para apli
ações estáveis desuperfí
ies na 2-esfera, pelos mesmos autores em [14℄.26



A seguir, vamos tratar das transições de 
odimensão 1 apresentadas pelos autores a
ima.2.1.2 Transições de 
odimensão 1Nesta subseção, 
ada transição está representada lo
almente por uma sequên
ia de três apli-
ações em C∞(M,R2) ordenadas 
om orientação positiva (da esquerda para direita). A apli-
ação do meio é uma apli
ação não estável, ou seja, essa singularidade perten
e ao 
onjunto
C∞(M,R2) \ E(M,R2). As setas nos ar
os indi
am o sentido em que o número de pré-imagensaumenta (por dois).As transições que alteram o número de 
úspides são denominadas de: lábios (L), bi
os (B) erabo de andorinha (S); as transições que alteram o número de pontos duplos são denominadasde: tangên
ia de dobras (T ), dobra 
om 
úspides (C) e rabo de andorinha (S); enquantoque as transições que alteram o número de 
omponentes do 
onjunto singular são denominadasde bi
os (B) ou lábios (L).Transição Lábios (L)A transição do tipo Lábios o
orre quando a partir de uma região regular, forma-se uma 
ompo-nente singular 
om duas 
úspides que apontam para a mesma região regular.A orientação da transição pode ser positiva ou negativa. Isto signi�
a que essa transição levaao nas
imento ou morte de um par de 
úspides.
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>

>
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>>Figura 2.2: Transição do tipo Lábios.A Figura 2.2 ilustra uma transição do tipo lábios. Ohmoto e Ai
ardi mostraram que quandouma apli
ação sofre uma transição do tipo L, o índi
e de pontos de 
úspides (Ic) é alteradopor ±2, 
om o sinal dependendo da orientação da transição. Em outras palavras, o número de
úspides da apli
ação aumenta ou diminui por dois.Observação 2.2 Além dessa transição alterar o número de 
úspides do 
onjunto singular, onúmero de 
omponentes 
onexas também é modi�
ado, provo
ando um aumento de uma unidadeem IE no sentido positivo. 27



Transição Bi
os (B)A transição do tipo Bi
os o
orre quando duas 
urvas de dobra, que são bordos de uma mesmaregião, se tangen
iam e separam em duas 
úspides que apontam para a mesma região regular.Esta transição também leva ao nas
imento ou morte de um par de 
úspides.
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Figura 2.3: Transição do tipo Bi
os.A Figura 2.3 ilustra uma transição do tipo B, onde o número de 
úspides é alterado por ±2,de a
ordo 
om a orientação da transição.De�nição 2.3 B+ é a transição do tipo bi
os, no sentido positivo, que a
res
enta o número de
úspides por dois e, ao mesmo tempo, a
res
enta o número de 
omponentes do 
onjunto singularpor um. Analogamente, B− é a transição do tipo bi
os, no sentido positivo, que a
res
enta onúmero de 
úspides por dois e, ao mesmo tempo, diminui por um o número de 
omponentessingulares (Figura 2.4).
> > > >

B B+
-Figura 2.4: Transições do tipo B+ e B−.Observação 2.4 Esta transição também altera o número de 
omponentes 
onexas, que sofre umaumento de uma unidade, se é uma transição positiva do tipo B+. Enquanto que uma transiçãopositiva do tipo B− diminui este número por um.Exemplo 2.5 A Figura 2.5 ilustra quatro apli
ações estáveis distintas da garrafa de Klein naesfera, 
om grau zero. A apli
ação (b) pode ser obtida de (a) seguida de uma transição dotipo bi
os, que tangen
ia as duas 
urvas singulares obtendo duas 
úspides no 
ontorno aparente.Enquanto as apli
ações (c) e (d) podem ser obtidas de (a) seguida de uma transição do tipo lábios,que a
res
enta uma nova 
urva singular 
om duas 
úspides no 
ontorno aparente.28



(a)

(b)

(c)

(d)

>

>

>
>

>>

>

>

>
>

>>

>

>

>
>

>>

>

>

>
>

>>

Figura 2.5: Diferentes apli
ações da Garrafa de Klein no plano.Transição Rabo de Andorinha (S)A transição do tipo Rabo de Andorinha o
orre quando a 
urva de dobra passa por uma pequenadeformação e apare
em duas 
úspides que apontam para regiões regulares de sinais diferentes eum ponto duplo.
>

>

>

>

>

>

>>

>>

>

>

>>

>>

>

>

>>

>>Figura 2.6: Transição do tipo Rabo de andorinha.A Figura 2.6 ilustra uma transição do tipo rabo de andorinha. De a
ordo 
om a orientaçãoda transição, o número de 
úspides é alterado por ±2, e o número de pontos duplos é alteradopor ±1.
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Transição Tangên
ia de Dobra (T)Em [26℄, Ohmoto e Ai
ardi apresentaram três transições do tipo tangên
ia de dobras, onde umadelas pode ser vista na Figura 2.7.
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f(y)Figura 2.7: Transição do tipo Tangên
ia de Dobra.A Figura 2.7 ilustra uma transição do tipo tangên
ia de dobras, que o
orre quando duas
urvas de dobra 
om orientações opostas, se tangen
iam. A nova região 
riada entre as duas
urvas após a tangên
ia tem ne
essariamente quatro pré-imagens. De a
ordo 
om a orientaçãoda transição, o número de pontos duplos é alterado por ±2.Nos outros dois 
asos de transição do tipo T, o número de pré-imagens dentro da nova região
riada após a tangên
ia é ne
essariamente zero (quando as 
urvas de dobra têm orientaçõesopostas) e dois (quando as 
urvas de dobra têm a mesma orientação).Notação: T+ e T− denotam as transições do tipo tangên
ia de dobra, quando as 
urvas dedobra tem a mesma orientação e orientações opostas, repe
tivamente.Transição Dobra 
om Cúspides (C)Ohmoto e Ai
ardi apresentaram duas transições do tipo dobra 
om 
úspide, onde uma delaspode ser vista na Figura 2.8.
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Figura 2.8: Transição do tipo Dobra 
om 
úspide.30



A Figura 2.8 ilustra uma transição do tipo dobra 
om 
úspide, que o
orre quando uma 
urvade dobra e uma 
úspide se tangen
iam. A nova região triangular 
riada após a tangên
ia, temne
essariamente quatro pré-imagens.No outro 
aso de transição do tipo C, o número de pré-imagens dentro da nova região trian-gular 
riada após a tangên
ia é ne
essariamente dois.Notação: C+ e C− denotam as transições do tipo dobra 
om 
úspide, 
om orientação positivae negativa, repe
tivamente.Transição Ponto Triplo (PT)Ohmoto e Ai
ardi apresentaram duas transições do tipo ponto triplo, onde uma delas pode servista na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Transição do tipo Ponto Triplo.A Figura 2.9 ilustra uma transição do tipo ponto triplo, que o
orre quando três 
urvas dedobra se tangen
iam. A nova região triangular 
riada após a tangên
ia tem ne
essariamente seispré-imagens.No outro 
aso de transição do tipo PT, o número de pré-imagens dentro da nova regiãotriangular 
riada após a tangên
ia é ne
essariamente quatro.Exemplo 2.6 A Figura 2.10 ilustra uma sequên
ia de apli
ações suaves da esfera no plano: de
(a) para (b) passando por rabo de andorinha (S), 
riamos um ponto duplo e duas 
úspides; de
(b) para (c) passando por uma tangên
ia quando as 
urvas de dobra têm orientações opostas T−,aumentamos dois pontos duplos; de (c) para (d) passando por dobra 
om 
úspide 
om orientaçãopositiva C+, aumentamos dois pontos duplos; de (d) para (e) passando por um ponto triplo ede (e) para (f) passando por dobra 
om 
úspides 
om orientação negativa C−, eliminamos doispontos duplos. 31
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Figura 2.10: Transições sobre a mesma superfí
ie.2.1.3 Sinais das CúspidesSeja f : M → S2 uma apli
ação estável onde M é uma superfí
ie orientada. Pela Observação1.69, 
ada região do 
omplemento M \ Σf re
ebe um sinal ±.Desse modo, levando em 
onsideração a orientação da região para o qual a 
úspide aponta,podemos de�nir seu sinal da seguinte maneira:De�nição 2.7 O sinal da 
úspide C de uma apli
ação estável f : M → S2 é s(C) = +1, se Caponta para a região positiva de f ou s(C) = −1, se C aponta para a região negativa de f.
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f(x)+ Figura 2.11: Sinal das CúspidesObservação 2.8 As transições que alteram a soma dos sinais das 
úspides, ∑ s(Ci), por ±2,são as do tipo bi
os e lábios pois estas 
úspides sempre tem o mesmo sinal.As 
úspides que apare
em 
om a transição do tipo rabo de andorinha possuem sinais opostospor apontarem para regiões de sinais diferentes, 
an
elando entre si na soma total ∑ s(Ci).32



O Teorema de Quine [27℄ rela
iona a 
ara
terísti
a de Euler do 
omplemento do 
onjuntosingular sobre M e do 
ontradomínio N 
om a soma dos sinais das 
úspides e o grau de umaapli
ação estável entre duas superfí
ies. Enun
iaremos a seguir, o teorema para o 
aso em que
N = S2.Teorema 2.9 (Teorema de Quine para apli
ações estáveis na 2−esfera) Sejam M uma
2-variedade suave, 
ompa
ta, orientada e 
onexa, f : M → S2 uma apli
ação estável, M+ ofe
ho do 
onjunto dos pontos regulares nos quais f preserva a orientação, M− o fe
ho dos pontosregulares os quais f inverte a orientação e C1, ..., Cn pontos de 
úspides, então

X (M)− 2X (M−) +
∑

i

s(Ci) = 2deg(f),onde X é a 
ara
terísti
a de Euler e deg é o grau da apli
ação e s(Ci) é o sinal da 
úspide Ci.Uma demonstração detalhada do Teorema 2.9, por transições de 
odimensão um, pode ser en-
ontrada em [19℄ e em [15℄ para superfí
ie 
om gênero g > 0.Corolário 2.10 [2℄ Seja f : M → S2 uma apli
ação estável de uma superfí
ie M fe
hada,orientada e 
onexa. Se o 
onjunto singular Σf é não vazio e 
onexo, então
∣

∣

∣

∑

i

s(Ci)− 2deg(f)
∣

∣

∣ ≤ 2− χ(M).Uma demonstração mais detalhada deste resultado en
ontra-se em [19℄.Teorema 2.11 [29℄ Se M é orientada então o número de 
úspides do 
ontorno aparente γ(f)de uma apli
ação estável f :M → S2, é um número par.Observação 2.12 O Teorema 2.11 é bastante natural, pois o espaço das apli
ações C∞ é 
onexopor 
aminhos e pode ligar uma apli
ação qualquer a uma apli
ação dobra (sem 
úspide). Ao longodeste 
aminho todas as transições alteram o número de 
úspides aos pares.Os invariantes (Ic, In, Ie) do ponto de vista lo
al, estão rela
ionados 
om o 
ontorno aparentede apli
ações estáveis de superfí
ies na 2−esfera. No entanto, quando o 
ontorno aparente deduas apli
ações são iguais, esses três invariantes não são su�
ientes para dizer se elas são ou não
A−equivalentes. 33



A Figura 2.5 (c) e (d) ilustra duas apli
ações estáveis distintas da garrafa de Klein na esfera
om grau zero, passando por uma transição do tipo lábios. Ambas as apli
ações possuem omesmo 
ontorno aparente formado por três 
omponentes 
onexas.Uma maneira de diferen
iar essas apli
ações, é pela disposição de suas 
urvas singulares nasuperfí
ie do domínio. Em [11℄, Ha
on, Mendes e Romero apresentaram um invariante parao 
aso de superfí
ies orientadas no plano: o grafo, que é asso
iado ao domínio da apli
ação,juntamente 
om seu 
onjunto singular. Posteriormente, em [15℄, os mesmos autores estenderama té
ni
a de asso
iar grafos para o 
aso de superfí
ies fe
hadas na esfera.2.2 Invariante GlobalNesta seção vamos estudar os grafos 
omo invariantes globais de apli
ações estáveis e estabele
er
ondições para que um dado grafo, 
om pesos inteiros positivos nos vérti
es, seja asso
iado auma superfí
ie 
om 
urvas.2.2.1 Grafo Dual de Apli
ações EstáveisSejam f :M → S2 uma apli
ação estável, onde M é uma superfí
ie fe
hada (sem bordo) e Σf éo 
onjunto singular de f. Ao par (M,Σf) asso
iamos um grafo G, 
om pesos (inteiros positivos)nos vérti
es do seguinte modo:1. Cada vérti
e vi 
orresponde a uma 
omponente 
onexa Mi do 
omplemento M \Σf e 
adaaresta ai 
orresponde a uma 
urva αi de Σf ;2. Um vérti
e vi e uma aresta ai são in
identes se, e somente se, a 
urva representada por
ai en
ontra-se no bordo da região representada por vi;3. O peso do vérti
e vi 
orresponde ao gênero gi da região orientada Mi (imersa na S2).4. Um laço ai em Gf re
eberá um ∗ se a 
urva αi tem 
omo vizinhança uma faixa de Moebiusem M.
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Se α ∈ Σf, então pode a
onte
er um dos seguintes 
asos:
i) A vizinhança de α é um 
ilindro; ii) A vizinhança de α é uma faixa de Moebius.
De�nição 2.13 O grafo 
om pesos nos vérti
es obtido na 
onstrução a
ima, asso
iado à umaapli
ação estável f :M → S2, é dito grafo dual de Σf em M, denotado por Gf .

(a)   (b)   (c) (d)

Figura 2.12: Grafos asso
iados às apli
ações da Figura 2.5.Os grafos podem diferen
iar apli
ações não A−equivalentes que possuem o mesmo 
ontornoaparente, 
omo pode ser visto na Figura 2.12 (c) e (d).Observação 2.14 O grafo é um invariante por A−equivalên
ia. Em outras palavras, se duasapli
ações dadas estão asso
iadas a grafos distintos Gf e Gg, então a�rmamos que f e g não são
A−equivalentes.Exemplo 2.15 A Figura 2.13 (b) ilustra o 
ontorno aparente de uma apli
ação g da faixa deMoebius no plano 
om três 
úspides e nenhum ponto duplo. Este 
ontorno aparente pode ser visto
omo a identi�
ação dos pontos antípodas dos ar
os 
ontidos em um dos bordos de um 
ilindroimerso no plano. A Figura 2.13 (c) 
orresponde a um 
ilindro C mergulhado no plano. A Figura2.13 (d) 
orresponde a uma perturbação de C na vizinhança do bordo interno, deixando �xo obordo externo. Movimentando o bordo interno até identi�
ar os pontos antípodas, obtemos aapli
ação g.
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Exemplo 2.16 A Figura 2.14 ilustra duas apli
ações h1, h2 : P 2 → R
2, onde a imagem de h1
ontém duas 
omponentes de 
urvas disjuntas, sendo que uma delas possui três 
úspides. Estaapli
ação também pode ser obtida da apli
ação do Exemplo 2.15, 
ompletada por um dis
o nobordo externo. A imagem de h2 
ontém uma úni
a 
urva 
onexa 
om três 
úspides e três auto-interseções.

>
>

>

>

g (    )α

γ

(a)

(b)

h

h

1

2*

*

Figura 2.14: Apli
ação estável do Plano Projetivo no plano.Observação 2.17 O grafo asso
iado à apli
ação estável f :M → S2, onde M é uma superfí
ieorientada, é sempre bipartido, pois pela De�nição 1.70, as 
omponentes de Σf separam as regiõesde M 
om sinais opostos. Logo, as arestas dos grafos sempre separam vérti
es de sinais opostos.2.2.2 Grafo asso
iado a superfí
ie 
om 
urvasPodemos estender a asso
iação de grafos para qualquer superfí
ie 
om 
urvas. Neste 
aso, sendo
M uma superfí
ie fe
hada e C um 
onjunto �nito de 
urvas fe
hadas e disjuntas emM , asso
iamosas arestas do grafo pelas 
omponentes de C e os vérti
es pelas 
omponentes 
onexas de M \ C.Vale a mesma relação de adja
ên
ia da 
onstrução do grafo asso
iado ao par (M,Σf).Vamos 
onsiderar uma superfí
ie fe
hada M 
om um 
onjunto �nito de 
urvas C que de
om-põe M em 
omponentes orientadas.Seja G um grafo asso
iado ao par (M, C).Notação: Denotemos por W a soma dos pesos dos vérti
es, V o número total de vérti
es e
A = E+L+S o número total de arestas, onde E, L e S 
orrespondem respe
tivamente ao totalde arestas 
one
tadas a dois vérti
es diferentes, ao total de laços sem asteris
o e ao total de laços
om asteris
o.Observação 2.18 Observe que as 
urvas 
orrespondentes as arestas que são 
one
tadas a doisvérti
es diferentes são bordos de duas 
omponentes disjuntas de M. As 
urvas 
orresponden-tes a laços sem asteris
o são bordos da mesma 
omponente de M duas vezes. E as 
urvas36




orrespondentes a laços 
om asteris
os são bordos de uma úni
a 
omponente e uma úni
a vez.Consequentemente, o número de bordo de uma região Mi 
orrespondente a um vérti
e vi é iguala Ei + 2Li + SiExemplo 2.19 A Figura 2.15 ilustra um grafo G asso
iado ao par (M, C), onde M é homeo-morfa ao 5−projetivo 
om três 
omponentes de 
urva, sendo W = 1, E = L = S = 1 e A = 3.

* M
1

M
2

1

2

M
2

v

v 1Figura 2.15: Componentes de bordo de Mi.Observação 2.20 SeM =
V
⋃

i=1

Mi e ki = #∂(Mi) então V
∑

i=1

ki = 2E+2L+S, onde E �
a multi-pli
ado por dois, pois as 
urvas 
orrespondentes as arestas de E são bordos de duas 
omponentesdisjuntas de M. Assim, 
omo A = E + L+ S, podemos es
rever V
∑

i=1

ki = 2A− S.Em [11℄, Ha
on, Mendes e Romero mostraram o resultado abaixo usando 
omo ferramentasa vizinhança tubular e a soma 
onexa. A demonstração dessa proposição pode ser vista 
ommais detalhes em [19℄.Proposição 2.21 [11℄ Todo grafo G 
om pesos inteiros positivos nos vérti
es está asso
iado auma superfí
ie orientada M 
om um 
onjunto de 
urvas fe
hadas, simples e disjuntas. O gênerode M é g(M) = 1− V +A+W.

G

0 2

M

Figura 2.16: Laços no grafo.A seguir, a Proposição 2.21 é generalizada para o 
aso em que M é uma superfí
ie nãoorientada: 37



Proposição 2.22 [15℄ Todo grafo G 
om pesos inteiros positivos nos vérti
es e 
om pelo menosum asteris
o,está asso
iado a alguma superfí
ie não orientada M 
om um 
onjunto de 
urvasfe
hadas, simples e disjuntas. O gênero de M é dado por g(M) = 2(1− V +A+W )− S.Demonstração: Dado um grafo G 
om V vérti
es, A arestas, S ∗ e peso total W, vamos
onsiderar S > 0, isto é, G possui pelo menos uma aresta 
om asteris
o.Retirando do grafo G todas as arestas 
om asteris
o, 
omo na Figura 2.17 (a), obtém-se um novografo G′, 
om V ′ = V, A′ = A− S e W ′ =W.A Proposição 2.21 garante que G′ está asso
iado a uma superfí
ie orientadaM ′ 
om um 
onjuntode 
urvas fe
hadas, simples e disjuntas, onde g(M ′) = 1−V ′+A′+W ′, 
omo ilustrado na Figura2.16. Como pode ser observado no Exemplo 1.2 qualquer 
i
lo pode estar asso
iado a uma 
urva
ujo 
omplemento 
one
tado por esta 
urva, pode ser orientado (a) ou não orientado (b). Dessaforma, podemos 
onsiderar M ′ 
omo na Figura 2.17.Para obter a superfí
ie M, asso
iada ao grafo G, deve-se fazer a soma 
onexa nas regiões 
or-respondentes aos vérti
es de pesos zero e dois, 
om o plano projetivo do Exemplo 1.3, 
omomostrado em (c). Assim, o par (M, C) está asso
iado ao grafo G.Pela Proposição 2.21, a superfí
ie orientada M tem β1 +W alças. Por hipótese, G possui pelomenos uma aresta 
om asteris
o, então M é não orientada. Logo, g(M) = 2(β1 +W ). Como
ada aresta 
om asteris
o a
res
enta somente um gênero, segue que g(M) = 2(β1 +W )− S, ouseja, g(M) = 2(1 − V +A+W )− S.

(a)

(b)

G

0

G‘

2

(c)

(d)

0 2* *

M‘M

Figura 2.17: Uma superfí
ie não orientada obtida através de um grafo.38



Teorema 2.23 Se Gf é um grafo asso
iado a apli
ação estável f de M em S2, então o gênero
g(M) =

{

1− V +A+W, se M é orientada,
2(1− V +A+W )− S, se M é não orientada.Demonstração: Para 
ada regiãoMi ∈M \Σf vamos denotar por ki o número de 
omponentesde bordo de Mi e gi o gênero da região Mi. Pela Proposição 1.27 e pelo Corolário 1.40, podemoses
rever

χ(M) =

V
∑

i=1

χ(Mi)

=

V
∑

i=1

2− 2gi − ki

= 2V − 2

V
∑

i=1

gi −
V
∑

i=1

ki.Mas V
∑

i=1

gi 
orresponde ao número total de pesos do grafo, W. E pela Observação 2.20, V
∑

i=1

ki =

2A− S. Dessa forma,
χ(M) = 2V − 2W − 2A+ S. (2.1)Pela De�nição 1.38, se M é orientável,

g(M) =
1

2
(2− χ). (2.2)Substituindo a 
ara
terísti
a de Euler da expressão (2.1) em (2.2), temos que

g(M) = 1
2(2 − 2V + 2W + 2A + 0) pois 
omo M é orientável, não possui nenhuma 
urva 
ujavizinhança é uma faixa de Moebius. Assim,

g(M) = 1− V +A+W.Se M é não-orientável, pela De�nição 1.38
g(M) = 2− χ. (2.3)
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Substituindo a 
ara
terísti
a de Euler da expressão (2.1) em (2.3), e 
olo
ando o número doisem evidên
ia, segue que
g(M) = 2(1− V +A+W )− S.

Uma vez que qualquer grafo está asso
iado a uma superfí
ie 
om 
urvas, baseado em [11℄, [14℄e [15℄, veremos quais grafos estão asso
iados a uma apli
ação estável de uma superfí
ie fe
hada
M na esfera.No próximo 
apítulo, vamos estudar as 
irurgias de apli
ações estáveis 
omo uma ferramentapara a realização de grafos arbitrários por apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas na esfera.
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Capítulo 3
Realização de Grafos por Apli
açõesEstáveis
Neste 
apítulo, estudaremos as 
irurgias de apli
ações estáveis. Em seguida, abordaremos oproblema de realização de grafos por apli
ações estáveis. As prin
ipais referên
ias utilizadasforam [14℄ e [15℄.3.1 Cirurgias entre Apli
ações EstáveisNesta seção, apresentaremos dois tipos de 
irurgias, 
onhe
idas 
omo 
irurgias horizontais everti
ais, que foram introduzidas por Ha
on, Mendes e Romero em [13℄ para apli
ações estáveisde superfí
ies orientadas no plano. Posteriormente, os mesmos autores, em [14℄, estenderam estaté
ni
a para apli
ações estáveis de superfí
ies orientadas na esfera e em [15℄, estenderam-na paraapli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas no plano projetivo.As 
irurgias, 
omo veremos, serão utilizadas 
omo té
ni
as para mostrar 
omo realizar umdado grafo, para alguma apli
ação estável.3.1.1 Cirurgia HorizontalConsidere f : M → S2 e g : N → S2 duas apli
ações estáveis, onde M e N são superfí
iesfe
hadas e disjuntas. Cone
tando através de um tubo T limitado (homeomorfo a S1 × [0, 1]),dois dis
os 
entrados nos pontos p ∈

∑

f e q ∈
∑

g, para dentro do qual as apli
ações sãoestendidas, obtemos uma superfí
ie homeomorfa à soma 
onexaM#N, 
omo ilustrado na Figura41



3.1. Assim, obtemos uma nova apli
ação estável f ⊕h g :M#N → S2, 
ujas restrições a M e N
orrespondem a f e g, respe
tivamente.De�nição 3.1 Uma ponte β é um retângulo imerso em S2, que une os ar
os opostos a e b de
β respe
tivamente 
om os ar
os a′, vizinhança de f(p), e b′, vizinhança de g(q) (Figura 3.1).Observação 3.2 Se M e N são superfí
ies orientadas, para que M#N seja orientada, a ponte
β deve respeitar a orientação.
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Figura 3.1: Cirurgia Horizontal.De�nição 3.3 A apli
ação f ⊕h g, obtida na 
irurgia a
ima, é dita 
irurgia horizontal entre
f e g.Sejam α ∈ Σf, σ ∈ Σg 
urvas singulares e Gf , Gg os grafos asso
iados às apli
ações f e g,respe
tivamente.Obtemos três diferentes 
asos de 
irurgia horizontal entre duas apli
ações f e g :(i) as 
urvas α e σ 
orrespondem a arestas separando dois vérti
es nos grafos Gf e Gg, respe
-tivamente;(ii) a 
urva α 
orresponde a aresta no grafo Gf e a 
urva σ 
orresponde a um laço no grafo Gg;(iii) as 
urvas α e σ 
orrespondem a laços nos grafos Gf e Gg, respe
tivamente.Vamos analisar os pesos nos vérti
es resultantes da 
irurgia horizontal:42



Caso (i): α é bordo de duas 
omponentes disjuntas M1 e M2 de M \ Σf 
om gêneros w1 e w2,repe
tivamente e σ é bordo de duas 
omponentes disjuntas N1 e N2 de N \Σg 
om gêneros w3 e
w4, respe
tivamente. Como a 
irurgia horizontal na vizinhança de um ponto p ∈ α e q ∈ σ, uneas 
omponentes M1 
om N1 e M2 
om N2, o peso dos vérti
es 
orrespondentes as novas regiões
R1 =M1#N1 e R2 =M2#N2, é a soma dos pesos dos vérti
es que o geraram, w1+w3 e w2+w4,respe
tivamente (Figura 3.1 (a)).Exemplo 3.4 A Figura 3.2 ilustra uma 
irurgia horizontal f ⊕h g, sendo f uma apli
ação deuma superfí
ie fe
hada e orientada na esfera e g uma apli
ação do toro na esfera, 
ontendo umaúni
a 
omponente no 
onjunto singular, que separa um dis
o do toro menos um dis
o.
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>Figura 3.2: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (a).Caso (ii): α é bordo de duas 
omponentes disjuntas M1 e M2 de M \ Σf 
om gêneros w1 e w2,respe
tivamente, e σ pode a
onte
er de duas formas: (a) ser bordo duas vezes de uma mesma
omponente N1, 
om gênero w3 (a 
urva σ 
orresponde a um laço sem asteris
o no grafo Gg),ou (b) ser bordo uma úni
a vez de uma mesma 
omponente N1, 
om gênero w3 (a 
urva σ
orresponde a um laço 
om asteris
o no grafo Gg).Observe que em:(a) A 
irurgia horizontal une as 
omponentes M1, M2 
om N1, onde a 
urva resultante da
onexão de α e σ é bordo duas vezes da 
omponente R1 = M1#M2#N1 e o 
ilindro,vizinhança desta 
urva, está 
ontido em uma alça da superfí
ie. O peso do vérti
e 
orres-pondente a nova região R1 é a soma dos pesos dos vérti
es que o geraram, w1 + w2 + w3(Figura 3.1 (b)).(b) A 
irurgia horizontal une as 
omponentes M1, M2 
om N1 e a 
urva resultante é bordouma úni
a vez da 
omponente R1 = M1#M2#N1, tendo 
omo vizinhança uma faixa deMoebius. O peso do vérti
e 
orrespondente a nova região R1 é a soma dos pesos dosvérti
es que o geraram, w1 + w2 + w3 (Figura 3.1 (c)).43



Exemplo 3.5 A Figura 3.3 ilustra uma 
irurgia horizontal f ⊕h g, sendo f uma apli
ação dagarrafa de Klein na esfera, 
om grau zero e uma úni
a 
urva singular. E g uma apli
ação dotoro na esfera, 
ontendo uma úni
a 
omponente no 
onjunto singular, que separa um dis
o dotoro menos um dis
o.
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Figura 3.3: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (b).Exemplo 3.6 A Figura 3.4 ilustra uma 
irurgia horizontal f ⊕h g, sendo f uma apli
ação dobitoro na esfera, 
om grau zero, e g uma apli
ação do plano projetivo na esfera, 
om grau zero,
ontendo uma úni
a 
urva no 
onjunto singular.
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Figura 3.4: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (c).Caso (iii): As arestas 
orrespondentes as 
urvas α e σ são laços nos grafos e pode a
onte
er umadas três formas: (a) os dois laços não tem asteris
o, (b) somente um laço tem asteris
o e (c) osdois laços tem asteris
o.Observe que em:
(a) a 
urva α é bordo duas vezes de uma mesma 
omponente M1, 
om gênero w1 e a 
urva σ ébordo duas vezes de uma mesma 
omponente N1, 
om gênero w2. Na 
irurgia horizontal,44



M1 
one
ta 
om N1, e a 
urva resultante da 
onexão de α e σ é bordo duas vezes da
omponente R1 =M1#N1 e o 
ilindro, vizinhança desta 
urva, está 
ontido em uma alça(não orientada) da superfí
ie. O peso do vérti
e resultante, 
orrespondente ao gênero de
R1, é w = w1 + w2 + 1, pois

2− 2w − (r + s+ 2) = χ(R1)

= χ(M1) + χ(N1)− χ(M1 ∩N1)

= (2− 2w1 − (r + 2)) + (2− 2w2 − (s+ 2)) − 2,onde r + 2 e s + 2 
orrespondem ao número de 
omponentes de bordo de M1 e N1,respe
tivamente (Figura 3.1 (d)).Exemplo 3.7 A Figura 3.5 ilustra uma 
irurgia horizontal f ⊕h g, sendo f e g apli
açõesda garrafa de Klein na esfera 
om úni
a 
urva singular.
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Figura 3.5: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (d).Observação 3.8 A superfí
ie resultante da Figura 3.5 é homeomorfa a superfí
ie resul-tante da Figura 3.3.
(b) A 
urva α é bordo duas vezes de uma mesma 
omponente M1, 
om gênero w1 e a 
urva

σ é bordo uma úni
a vez de uma mesma 
omponente N1, 
om gênero w2. Na 
irurgiahorizontal, M1 
one
ta 
om N1 e a 
urva resultante da 
onexão de α e σ é bordo umaúni
a vez da 
omponente R1 =M1#N1, tendo 
omo vizinhança uma faixa de Moebius. Opeso do vérti
e resultante, 
orrespondente ao gênero de R1, é w = w1 + w2 + 1, pois
2− 2w − (r + s+ 1) = χ(R1)

= χ(M1) + χ(N1)− χ(M1 ∩N1)

= (2− 2w1 − (r + 2)) + (2− 2w2 − (s+ 1)) − 2,onde r + 2 e s + 1 
orrespondem ao número de 
omponentes de bordo de M1 e N1,respe
tivamente (Figura 3.1 (e)). 45



Exemplo 3.9 A Figura 3.6 ilustra uma 
irurgia horizontal f⊕h g, sendo f uma apli
açãoda garrafa de klein na esfera 
om uma úni
a 
urva singular e g uma apli
ação do planoprojetivo na esfera 
om uma úni
a 
urva singular.
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Figura 3.6: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (e).

(c) A 
urva α é bordo uma úni
a vez de uma mesma 
omponente M1, 
om gênero w1 e a 
urva
σ é bordo uma úni
a vez de uma mesma 
omponente N1, 
om gênero w2. Na 
irurgiahorizontal, M1 
one
ta 
om N1 e a 
urva resultante da 
onexão de α e σ é bordo duas vezesda 
omponente R1 = M1#N1, 
orrespondendo a uma alça (não orientada) na superfí
ie.O peso w do vérti
e resultante é a soma dos pesos dos vérti
es que o geraram, w1 + w2.(Figura 3.1 (f)).Exemplo 3.10 A Figura 3.7 ilustra uma 
irurgia horizontal f⊕hg, sendo f e g apli
açõesdo plano projetivo na esfera, 
ontendo uma úni
a 
omponente no 
onjunto singular.
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Figura 3.7: Cirurgia Horizontal referente a Figura 3.1 (f).Proposição 3.11 Seja G′ um grafo 
om pesos arbitrários nos vérti
es realizável por uma apli-
ação estável de uma superfí
ie fe
hada e sem bordo na esfera. Aumentando por uma unidade opeso de algum de seus vérti
es, obtemos um novo grafo realizável G.46



Demonstração: SejaG′ um grafo 
om pesos arbitrários nos vérti
es realizável por uma apli
açãoestável f de uma superfí
ie fe
hada e sem bordo na esfera. Fazendo a 
irurgia horizontal de f
om uma apli
ação estável g : T 2 → S2, tal que o grafo asso
iado à g possui uma aresta e umvérti
e 
om peso um, obtemos a apli
ação estável f ⊕h g 
ujo grafo asso
iado é o grafo G 
om opeso a
res
entado por um em algum de seus vérti
es.Exemplo 3.12 A Figura 3.8 ilustra uma 
irurgia horizontal f⊕h g, sendo f :M → S2, onde Mé uma superfí
ie fe
hada e g : T 2 → S2. O grafo da apli
ação g é uma árvore 
om dois vérti
es euma aresta, tendo peso 1 em um dos vérti
es. Quanto ao grafo de f, denotamos,respe
tivamente,por k e l o peso dos vérti
es 
orrespondentes as regiões a e b de M \ Σf envolvidas na 
irurgia.
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Figura 3.8: Alteração do peso 
om 
irurgia horizontal.Em [19℄, Jane Lage Bretas observou que dados dois grafos bipartidos G1 e G2, a soma destespor 
irurgia horizontal será ainda um grafo bipartido. Com isto, fazemos a seguinte observação:Observação 3.13 Dados dois grafos G1 e G2 :1. Se G1 e G2 são dois grafos 
onexos e disjuntos e ambos são não bipartidos, a soma destespor 
irurgia horizontal será ainda um grafo não bipartido. Se G1 é bipartido e G2 é nãobipartido, ou vi
e-versa, a soma destes por 
irurgia horizontal será um grafo não bipartido;2. Se G1 = G2, um grafo resultante por uma 
irurgia horizontal sobre este, será um grafobipartido (não bipartido) se as regiões 
one
tadas tiverem sinais opostos (sinais iguais).Exemplo 3.14 A Figura 3.9 ilustra uma 
irurgia horizontal f ⊕h g, sendo f :M → S2, 
om Muma superfí
ie fe
hada e g : S2 → S2.Neste 
aso, deg(f ⊕h g) = deg(f) + 1, pois deg(g) = 1.47
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Figura 3.9: Exemplo de 
irurgia horizontal.Observação 3.15 Para a
res
entar o grau de uma apli
ação f1 por um, fazemos uma 
irurgiahorizontal desta 
om uma apli
ação f2 : S2 → S2, obtida pela apli
ação identidade, passando poruma transição do tipo lábios, 
omo ilustrado na Figura 3.9.Exemplo 3.16 A Figura 3.10 ilustra a 
irurgia horizontal sobre uma mesma apli
ação da esferana esfera, obtendo uma apli
ação do toro na esfera. Esta é uma forma de realizar um grafo 
omuma aresta e peso um, por uma apli
ação de grau um, 
ujo 
ontorno aparente possui quatro
úspides e nenhum ponto duplo.
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Figura 3.10: Construção de uma apli
ação do toro 
om grau um.Observação 3.17 A 
irurgia horizontal sobre uma mesma apli
ação, altera o gênero da super-fí
ie por um. 48



Notação: Hd
1 e Hd

2 
orrespondem respe
tivamente, as 
irurgias horizontais sobre a mesmaapli
ação e entre duas apli
ações distintas, ambas alterando o grau da apli
ação por d.As Figuras 3.9 e 3.10 ilustram as 
irurgias horizontais H1
2 e H0

1 respe
tivamente.3.1.2 Cirurgia Verti
alSejam f :M → S2 uma apli
ação estável e p, q ∈M \Σf tais que f(p) = f(q). Es
olhemos doisdis
os fe
hados, Dp e Dq em M, 
ujos interiores 
ontenham os pontos p e q, respe
tivamente.Substituindo os interiores de Dp e Dq por um tubo limitado T, identi�
ando ∂Dp e ∂Dq às duas
omponentes de bordo do tubo e estendendo f sobre T, de forma estável 
om uma úni
a 
urvasingular α, obtém-se uma apli
ação estável fα : Mα → S2. O 
onjunto singular de fα tem uma
omponente a mais que Σf.
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Figura 3.11: Cirurgia Verti
al.De�nição 3.18 A apli
ação fα obtida da 
irurgia verti
al a
ima, é dita 
irurgia verti
al.Observação 3.19 Na 
irurgia verti
al podemos ter dois 
asos diferentes para M :1. Se M = M1 ∪M2, onde M1 e M2 são 
omponentes 
onexas disjuntas, então a 
irurgiaverti
al é uma soma 
onexa;2. Se M tem úni
a 
omponente 
onexa, então a 
irurgia verti
al é uma alça.Observação 3.20 Na 
irurgia verti
al:O tubo T 
orresponde a uma alça na superfí
ie;49



1.2. A 
urva α 
orresponde a uma aresta no 
i
lo do grafo Gα asso
iado a fα;3. Se M é orientada e p ∈M+ e q ∈M−, então Mα é orientada (Figura 3.12 (a));4. Se M é orientada e p, q ∈M+ ou p, q ∈M−, então Mα é não orientada (Figura 3.12 (b));Uma 
onsequên
ia imediata da Observação 3.20 é a seguinte proposição:Proposição 3.21 Sejam G um grafo 
om pesos arbitrários nos vérti
es e G′ um grafo obtido de
G ao retirar uma aresta de 
ada um dos seus 
i
los. Se G′ é realizável por uma apli
ação estávelde uma superfí
ie fe
hada e sem bordo na esfera, então G também o é.Exemplo 3.22 A Figura 3.12 ilustra duas 
irurgias verti
ais sobre a esfera imersa no R3, ob-tendo do lado esquerdo o toro, ao fazer a 
onexão entre duas regiões de sinais opostos. E do ladodireito a garrafa de Klein, ao fazer a 
onexão entre duas regiões de sinais iguais.
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Figura 3.12: Diferentes tipos de Cirurgia Verti
al.Observação 3.23 A 
irurgia verti
al sobre uma mesma apli
ação, altera o gênero da superfí
iepor um.Observação 3.24 Se G é o grafo asso
iado à apli
ação f :M → S2, então realizando a 
irurgiaverti
al sobre f obtemos:1. V (Gfα) = V (Gf ), pois nenhuma região é tirada ou 
olo
ada.50



2. A(Gfα) = A(Gf ) + 1, pois uma nova 
omponente singular é 
riada.3. W (Gfα) =W (Gf ), pois não é a
res
entado ou retirado gênero das regiões.Exemplo 3.25 A Figura 3.13 ilustra uma 
irurgia verti
al f1 ⊕v f2, sendo f1 uma apli
ação dagarrafa de klein na esfera, 
om grau zero e f2 uma apli
ação da esfera na esfera 
om grau um.Neste 
aso, deg(f1 ⊕v f2) = deg(f1) + 1, pois deg(f2) = 1.
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>Figura 3.13: Cirurgia Verti
al referente a Figura 3.11 (b).Observação 3.26 Para a
res
entar grau de uma apli
ação f1 por um, fazemos uma 
irurgiaverti
al desta 
om uma apli
ação f2 : S2 → S2, obtida pela apli
ação identidade, passando poruma transição do tipo lábios, 
omo ilustrado na Figura 3.13.Notação: V d
1 e V d

2 
orrespondem respe
tivamente, as 
irurgias verti
ais sobre a mesma apli
açãoe entre duas apli
ações distintas, ambas alterando o grau da apli
ação por d.As Figuras 3.12 e 3.13 ilustram as 
irurgias verti
ais V 0
1 e V 1

2 respe
tivamente.Aos grafos retos 
om uma ou duas arestas, 
hamaremos de grafos bási
os.A Figura 3.14 ilustra algumas apli
ações estáveis que estão asso
iadas a grafos 
om no máximoduas arestas, dois vérti
es e peso total um. A estas apli
ações 
hamaremos de apli
açõesbási
as.
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Figura 3.14: Algumas apli
ações bási
asQualquer grafo obtido através de 
irurgias de outros grafos mais simples realizáveis porapli
ações estáveis, é ainda realizável.Surge então a pergunta:�Quais as 
ondições para que um grafo seja asso
iado a uma apli
ação estável de uma superfí
iefe
hada na esfera?�3.2 Realização de GrafosNesta seção estamos interessados em saber quais grafos são realizados por apli
ações estáveis desuperfí
ies fe
hadas na esfera, 
om grau arbitrário.
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3.2.1 Grafos BipartidosO Teorema 3.27 e a Proposição 3.28 foram apresentados em [14℄. Uma demonstração maisdetalhada e exempli�
ada pode ser en
ontrada em [19℄.Teorema 3.27 [14℄ Um grafo G é realizável por uma apli
ação da esfera na esfera, 
om grauarbitrário se, e somente se, G é árvore, 
om todos os pesos iguais a zero.Proposição 3.28 [14℄ Todo grafo do tipo árvore 
om peso total W pode ser realizado por umaapli
ação estável, 
om grau arbitrário, de alguma superfí
ie fe
hada e orientada M em S2.Observação 3.29 Todo grafo G 
ontém um subgrafo que 
hamaremos de árvore maximal, aqual 
ontém todos os vérti
es de G.Lema 3.30 Seja T uma árvore maximal do grafo G 
om peso nos seus vérti
es. Se T é realizadapor uma apli
ação estável, então G também o é.Demonstração: Seja uma árvore maximal T do grafo G, obtida após tirar B arestas de G, umade 
ada 
i
lo.Vamos assumir que T é realizada por uma apli
ação f ′ : M ′ → S2, onde M ′ é uma superfí
iefe
hada e orientada. Para realizar uma aresta a1 ∈ G \ T, fazemos uma 
irurgia verti
al sobre
f ′ 
om ela mesma, nas regiões 
orrespondentes aos vérti
es da aresta a1, de onde obtemos
f1 :M1 → S2.Pela de�nição de 
irurgia verti
al, uma nova 
omponente singular é 
riada e a aresta asso
iadaa esta 
omponente fe
ha um 
i
lo.Repetindo esse pro
esso para todas as B arestas de G que foram retiradas para obter T, obtemosuma apli
ação f :Mk → S2, que realiza o grafo G.Em [14℄, Ha
on, Mendes e Romero, mostraram o teorema 3.31 utilizando a Proposição 3.28 e oLema 3.30.Teorema 3.31 [14℄ Todo grafo bipartido, 
om pesos inteiros positivos nos vérti
es, é grafo dealguma apli
ação estável na esfera, 
om grau arbitrário, de uma superfí
ieM fe
hada e orientada,
om gênero g(M) = 1− V +A+W. 53



Este teorema garante a realização de todo grafo bipartido. Em [19℄, podemos en
ontrar umademonstração mais detalhada. Apresentaremos a seguir, somente um esquema que fa
ilita arealização deste grafo.
(b)(a)G T A

Ak
TG hf

(c)

(d)(e)

b

bFigura 3.15: Esquema para realização de um grafo bipartido.Dado um grafo bipartido Gb 
om V vérti
es, A arestas e W pesos, o número de Betti de Gbé β1 = 1− V +A, que 
orresponde ao número de 
i
los do grafo.
(a) Retirando uma aresta de 
ada 
i
lo de Gb, obtemos uma árvore maximal T do grafo Gb
ontendo todos os vérti
es e pesos do grafo.
(b) Retirando todos os pesos de T, obtemos a árvore maximal A 
om peso zero.
(c) Pelo Teorema 3.27, toda árvore 
om peso zero pode ser asso
iada a uma apli
ação estávelda esfera na esfera. Assim, existe uma apli
ação k : S2 → S2 que realiza A.
(d) Com 
irurgias horizontais das apli
ações bási
as sobre k, a
res
entamos peso e grau. Dessemodo, 
onstruímos uma apli
ação estável h : N → S2 
om grau d que realiza T, onde Né uma superfí
ie orientada.
(e) Com 
irurgias verti
ais sobre h, fe
hamos os 
i
los. Desse modo, 
onstruímos uma apli-
ação estável f :M → S2 
om grau d que realiza Gb, onde M é uma superfí
ie orientada.3.2.2 Grafos 
om úni
o vérti
eDenotaremos por Lk

m os grafos 
om m arestas e k laços.
54



*a1

a
2 a

3
=

L
0

2

a1

a
2 a

3
=

L
0

2

* *a1

a
2 a

3
*

=

L
0

2

*

*Figura 3.16: Diferentes grafos do tipo L2
0.Exemplo 3.32 A Figura 3.16 ilustra três grafos diferentes 
om zero arestas e dois laços, obtidosatravés da 
irurgia horizontal entre as arestas a2 e a3, de�nida e exempli�
ada na subseção 3.1.1.Exemplo 3.33 A Figura 3.17 ilustra uma forma de obter um grafo 
om úni
o vérti
e e quatrolaços. Em (a), o grafo 
om dois vérti
es, uma aresta e três laços foi obtido pela 
irurgia horizontalnas 
urvas 
orrespondentes às arestas a1, a2 e a3. Em (b), o grafo 
om úni
o vérti
e e quatro laçosfoi obtido pela 
irurgia horizontal 
omo no Exemplo 3.32.
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Figura 3.17: Grafo 
om úni
o vérti
e e quatro laços.Proposição 3.34 Qualquer grafo 
om úni
o vérti
e 
om peso l e k laços, pode ser realizado poruma apli
ação de uma superfí
ie fe
hada e não orientada na esfera, 
om grau zero.Demonstração: A apli
ação da garrafa de Klein na esfera 
om úni
a 
urva singular realiza ografo 
om uma aresta sem asteris
o e um vérti
e, 
omo ilustra a Figura 3.14 (c). A apli
ação doplano projetivo na esfera 
om úni
a 
urva singular realiza o grafo 
om uma aresta 
om asteris
oe um vérti
e, 
omo pode ser veri�
ado no Exemplo 2.16.Para realizar um grafo do tipo Lk
0 , primeiramente podemos realizar k − 2 
irurgias horizontaisentre k − 1 apli
ações asso
iadas a grafos do tipo L1

1, obtendo uma apli
ação h que realiza ografo do tipo Lk−1
1 . Fazendo 
irurgia horizontal entre uma apli
ação asso
iada a grafo do tipo

L1
0 
om a apli
ação h obtemos uma apli
ação f que realiza o grafo Lk

0.Esta 
onstrução não depende se o laço tem ou não asteris
o. Para realizar o peso l basta somar
k vezes uma apli
ação do toro 
om úni
a 
urva singular, que separa um dis
o do toro menos umdis
o, a qual 
orresponde ao grafo 
om úni
a aresta e peso um 
omo ilustra a Figura 3.14(b).55



3.2.3 Grafos ArbitráriosDe�nição 3.35 Dizemos que o grafo Gb é um subgrafo bipartido maximal de um grafo G se
Gb pode ser obtido ao eliminar uma aresta de 
ada 
i
lo ímpar de G, 
ontendo todos os vérti
ese pesos de G.Lema 3.36 Se um subgrafo bipartido maximal Gb do grafo G é realizado por uma apli
açãoestável, então G também o é.Demonstração: Suponhamos que G tenha B 
i
los ímpar e Gb é obtido de G ao retirar umaaresta de 
ada 
i
lo ímpar.Vamos assumir que Gb é realizado por uma apli
ação estável f ′ : M ′ → S2, onde M ′ é umasuperfí
ie fe
hada e orientada.Pela Proposição 3.34, os laços são realizados por uma apli
ação f1 : M1 → S2, onde M1 é umasuperfí
ie fe
hada e não orientada. Pela demonstração do Lema 3.30, as arestas ai ∈ G \Gb sãorealizadas através de 
irurgias verti
ais de f1 
om ela mesma.Repetindo esse pro
esso para todas as B arestas de G que foram retiradas para obter Gb, obtemosuma apli
ação fk :Mk → S2, que realiza o grafo G.Em [15℄, Ha
on, Mendes e Romero generalizaram o Teorema 3.31 para grafos quaisquer.Teorema 3.37 [15℄ Todo grafo 
om pesos inteiros positivos arbitrários nos vérti
es é realizadopor uma apli
ação estável de uma superfí
ie fe
hada na 2−esfera.Demonstração: Seja G um grafo 
om pesos inteiros positivos nos vérti
es e Gb um subgrafobipartido de G.Pelo Teorema 3.31, Gb é realizado por uma apli
ação estável, 
om grau arbitrário, de algumasuperfí
ie M fe
hada e orientada, na esfera.Pelo Lema 3.36, G é realizado por uma apli
ação estável f :M → S2.A seguir, apresentamos um esquema para a realização de um grafo 
om pesos arbitrários nosseus vérti
es. 56
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     Grafo Bipartido
(Árvore com peso W)

G
Retira uma aresta de cada 

ciclo de G.

Árvore maximal 
de G com peso zero

Retira todos os 

pesos de T.

AGf

G

Através de cirurgias horizontais 

e verticais, acrescenta-se peso, 

grau, laço e fecha os ciclos.Figura 3.18: Esquema para realização de um grafo.3.2.4 Algoritmo para a realização de um grafoPara a realização de um dado grafo, apresentaremos um algoritmo que pode auxiliar na 
on-strução de uma apli
ação estável na esfera.Dado um grafo G :

(1) Retirando todos os pesos de G e uma aresta de 
ada 
i
lo de G (A ≥ 2), obtemos um grafo
L, 
omo ilustra a Figura 3.19. Retirando todos os laços de L, obtemos um grafo bipartido
T1.

*

1

>

G T
*

L

>

1Figura 3.19: Retirando arestas e laços de um grafo.
(2) Pelo Teorema 3.31, todo grafo bipartido está asso
iado a uma apli
ação estável de umasuperfí
ie fe
hada e orientada na esfera. Realizamos T1 
om uma apli
ação bási
a da esferana esfera 
om grau um, ilustrada na Figura 3.14.
(3) Com 
irurgia horizontal nos pontos p1, q1 e p2, q2 realizamos o grafo L, 
omo pode ser vistona Figura 3.20.
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Figura 3.20: Apli
ações na esfera.
(4) Com 
irurgia horizontal de apli
ações que realizam grafos 
om úni
a aresta e peso (1,0),realizamos os pesos de G. E 
om 
irurgia verti
al, realizamos as arestas 
omplementares a

L em G, obtendo assim, uma apli
ação que realiza G, 
omo pode ser visto na Figura 3.21.
>

>

>>

>>
v

*

1

>

G

Figura 3.21: Realização de um grafo.No próximo 
apítulo, vamos estudar as apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadas na esfera,levando em 
onsideração o grau da apli
ação, o número mínimo de 
úspides e o número mínimode pontos duplos do seu 
ontorno aparente.
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Capítulo 4
Contorno Minimal de Apli
açõesEstáveis entre Superfí
ies
Neste 
apítulo, estudaremos o 
ontorno aparente de apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadasna esfera, tomando 
omo prin
ipal referên
ia o trabalho de Kamenosono - Yamamoto [4℄, queapli
a resultados de Quine [27℄ e generaliza resultados de Pignoni [5℄.O objetivo deste 
apítulo é estudar o 
ontorno minimal de apli
ações estáveis de superfí
iesfe
hadas na esfera, levando-se em 
onsideração o grau da apli
ação, o número de 
úspides enúmero de pontos duplos do seu 
ontorno aparente.Em [4℄, foram utilizados resultados importantes, 
omo o Teorema de Quine, disponível em[27℄, uma proposição devido a Levine [20℄ e uma proposição devido a Quine [28℄.4.1 Contorno Aparente na S2Nesta seção, estudaremos os 
ontornos aparentes de apli
ações estáveis f : M → S2, onde
M é uma superfí
ie fe
hada. Neste 
aso, o 
ontorno aparente γ(f) é a união �nita de 
urvas
γi = f(αi), onde αi ∈ Σf. As prin
ipais referên
ias são [4℄ e [5℄.Se o 
onjunto singular de f é não vazio, denota-se por m(f) o menor número de elementos do
onjunto f−1(y), onde y ∈ S2 per
orre todos os valores regulares de f. Fixado um valor regular
∞ tal que f−1(∞) 
onsiste de m(f) pontos, denote por Ui a 
omponente de S2 − γi que 
ontém
∞. Observe que ∂Ui ⊂ γi. A Figura 4.1, 
orrespondente a imagem da Figura 2.1, ilustra um59



exemplo onde os bordos de U2 e U3 
oin
idem 
om as 
urvas γ2 e γ3 respe
tivamente, enquantoque o bordo de U1 
orresponde a um ar
o da 
urva γ1.
(a) (b) (c)
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Figura 4.1: Componente UiConsidere a orientação de γi 
omo na De�nição 1.63. Oriente S2 pelo par ordenado (τ, v), onde
τ e v são vetores tangente e normal de γi 
om respeito a orientação de γi.De�nição 4.1 A orientação des
rita a
ima é 
hamada de orientação 
an�ni
a de γi.De�nição 4.2 Um ponto y ∈ ∂Ui\{
úspides, pontos duplos} é positivo se a orientação normal
v em y aponta para Ui. Caso 
ontrário, ele é negativo.Uma 
omponente γi é positiva se todos os pontos de ∂Ui\{
úspides, pontos duplos} são positivos.Caso 
ontrário, se o ∂Ui \ {
úspides, pontos duplos} possuir um ponto negativo, γi é negativa.De�nição 4.3 η(γi) = 1, se γi tem orientação positiva e η(γi) = −1, 
aso 
ontrário.Uma 
onsequên
ia imediata da De�nição 4.3 é a seguinte observação:Observação 4.4 η(γi) = 1 se, e somente se, γi é uma 
omponente negativa.Exemplo 4.5 A 
omponente γ1 da Figura 4.1 (a) é negativa, pois y é um ponto negativo e pelaObservação 4.4, η(γ1) = 1. Em (b) e (c) da mesma �gura, as 
omponentes γi, i = 2, 3, sãopositivas, pois o ∂Ui \ {
úspides, pontos duplos} não possui nenhum ponto negativo. Além disso,
omo essas 
omponentes têm orientação negativa, pela De�nição 4.3, η(γi) = −1, i = 2, 3.60



Notação: i+ e i− 
orrespondem ao número total de 
omponentes γi, positivas e negativas,respe
tivamente.Observação 4.6 Se f : M → S2 é uma apli
ação estável onde M é uma superfí
ie fe
hada,o 
ontorno aparente de f tem pelo menos uma 
omponente negativa, a menos que o 
onjuntosingular de f seja vazio. Consequentemente, se o 
ontorno aparente de f é irredutível, o número
1 + i+ − i− = 0, pois o 
onjunto singular de f tem apenas uma 
omponente singular e i+ = 0 e
i− = 1.De�nição 4.7 Um ponto y ∈ ∂Ui \ {
úspides, pontos duplos} é dito ponto base se1. y é um ponto positivo de uma 
omponente positiva γi, ou2. y é um ponto negativo de uma 
omponente negativa γi.

v
f

y

(a) (b)

y

v
f

Figura 4.2: (a) : ponto duplo positivo e (b) : ponto duplo negativo.Sejam y ∈ γi um ponto base e Q ∈ γi um ponto duplo. Considere µ : [0, 1] → γi umaparametrização positiva (
om orientação positiva), que é singular somente quando a imagem éum ponto de 
úspide tal que µ−1(y) = {0, 1}. Existem dois números 0 < t1 < t2 < 1 satisfazendo
µ(t1) = µ(t2) = Q.De�nição 4.8 Q é um ponto duplo positivo (Figura 4.2 (a)) se o par ordenado (µ

′

(t1), µ
′

(t2))induz a mesma orientação 
om respeito à S2. Caso 
ontrário, Q é um ponto duplo negativo(Figura 4.2 (b)).Notação: N+
i e N−

i 
orrepondem ao número de pontos duplos positivos e negativos de γi,respe
tivamente. 61
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Figura 4.3: Ponto base em diferentes lo
ais.Exemplo 4.9 A Figura 4.3 ilustra o ponto base em diferentes lo
ais de uma mesma 
omponente
γ1. Ao per
orrer a 
urva de a
ordo 
om a orientação 
an�ni
a, os sinais do primeiro e do segundoponto duplo en
ontrados, invertem ao tro
ar o ponto base de lugar. Por outro lado, 
omo N+

1 = 1e N−
1 = 2 em (a) e em (b), o número algébri
o N+

1 −N−
1 permene
e o mesmo ao tro
ar o pontobase de lugar.A de�nição de ponto duplo positivo ou negativo em γi depende da es
olha de um pontobase y. Contudo, o número algébri
o N+

i − N−
i de 
ada 
omponente de um 
ontorno aparentenão depende da es
olha de y, 
omo pode ser visto no Exemplo 4.9. Assim, o número algébri
o

N+ −N− =

k
∑

i=1

(N+
i −N−

i ) está bem de�nido.Exemplo 4.10 A Figura 4.4 ilustra uma apli
ação do toro na esfera de grau zero 
om duas
omponentes 
onexas, onde apenas γ1 apresenta pontos duplos, N+
1 = 3 e N−

1 = 1. Os pontosduplos p e q, resultantes da interseção de γ1 
om γ2, não são positivos nem negativos visto que,ao per
orrer o 
ontorno aparente da apli
ação, passamos por esses pontos apenas uma vez.
v
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>

>
>
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+

+
+

-

1
γ

2
γ

p

q

v

1α

2α
1α

2α

Figura 4.4: Interseção de 
omponentes.Observação 4.11 Se γi e γj são duas 
omponentes disjuntas, os pontos duplos resultantes de
γi ∩ γj(i 6= j) não desempenham nenhum papel na soma do número total de pontos duplos.62



Lema 4.12 Seja f : M → S2 uma apli
ação estável de uma superfí
ie fe
hada na esfera. Se
D∞ é uma vizinhança de ∞ em S2 \ γ(f) e M̃ =M \ f−1(D∞), então

χ(M̃ ) = χ(M)−m(f).Demonstração: Por hipótese, M̃ = M \ f−1(D∞), então a superfí
ie M pode ser de
ompostada seguinte forma: M = M̃ ∪Di
∞. Pela Proposição 1.26,

χ(M) = χ(M̃) + χ





m(f)
⋃

i=1

Di
∞



− χ(M̃ ∩Di
∞) (4.1)Pela Proposição 1.27, χ



m(f)
⋃

i=1

Di
∞



 =

m(f)
∑

i=1

χ(Di
∞). Como M̃ ∩ Di

∞ = S1 e χ(S1) = 0, temosque χ(M̃ ∩Di
∞) = 0.Substituindo o valor da 
ara
terísti
a de Euler da interseção entre M̃ e Di

∞ e o valor da 
ara
-terísti
a de Euler da união dos dis
os Di
∞, na equação 4.1 temos:

χ(M) = χ(M̃) +

m(f)
∑

i=1

χ(Di
∞) (4.2)Mas m(f)

∑

i=1

χ(Di
∞) = m(f), pois χ(Di

∞) = 1, i = 1, . . . ,m(f).Substituindo o valor do somatório em 4.2, segue que χ(M̃ ) = χ(M)−m(f).As Proposições 4.13 e 4.14 podem ser en
ontradas em [20℄ e [28℄ e serão utilizadas na de-monstração da Proposição 4.16.Proposição 4.13 [20℄ Considere P uma superfí
ie 
ompa
ta 
om bordo e h : P → R
2 umaapli
ação estável satisfazendo Σ(h) ∩ ∂P = ∅. Então,

χ(P ) =

k
∑

i=1

τ(γi) +
1

2

l
∑

i=1

τ(ej),onde γi e ej denotam a 
omponente irredutível de γ(h) e a 
omponente irredutível de h(∂P )respe
tivamente e τ(γi), τ(ej) denotam o dobro do número de voltas que faz os vetores unitáriostangentes a γi e ej respe
tivamente. 63



Proposição 4.14 [28℄ Seja α uma 
urva plana fe
hada. Então:
τ(α) = 2η(α) + 2n+ − 2n− + c+ − c−,onde η(α) = ±1 é de�nido de a
ordo 
om a orientação da 
urva α, c+ ou (c−) denota o númerode 
úspides positivas (respe
tivamente negativas) de α e n+ ou (n−) o número de pontos duplospositivos (respe
tivamente negativos) de α.Observação 4.15 Os números de pontos duplos positivos e negativos de uma 
urva plana fe
hada

α, n+ e n−, apresentados na fórmula da Proposição 4.14, 
orrespondem ao número de pontosduplos negativos e positivos de γi, N−
i e N+

i , respe
tivamente.Proposição 4.16 Seja f :M → S2 uma apli
ação estável de uma superfí
ie fe
hada na esfera.O gênero de M é dado por:
g(M) = ε(M)

[

(N+ −N−) +
c(f)

2
+ (1 + i+ − i−)−m(f)

]

, (4.3)onde ε(M) é igual a 1 se M é orientável e 2 
aso 
ontrário.Demonstração: Dada uma apli
ação estável f : M → S2, onde M é uma superfí
ie fe
hada,primeiramente es
olha um ponto ∞ em S2 \ γ(f) que tem o menor número de pré-imagens, ouseja, f−1(D∞) tem m(f) dis
os abertos.Como S2 \ γ(f) é aberto, existe uma vizinhança de ∞ D∞ 
ontida em S2 \ γ(f). Vamos denotarpor M̃ =M \f−1(D∞) a superfí
ie obtida ao retirar m(f) dis
os abertos de M. Pelo Lema 4.12,
χ(M̃ ) = χ(M)−m(f). O 
onjunto de todas as 
omponentes de bordo de M̃, ∂(M̃) 
onsiste daunião disjunta de m(f) 
ír
ulos α1, . . . , αm(f), ou seja ∂(M̃ ) = α1 ∪ . . . ∪ αm(f).Considere a apli
ação l = i ◦ f|M̃ : M̃ → S2 \D∞ →֒ R

2, onde i : S2 \D∞ → R
2 é uma in
lusão.Podemos obter uma apli
ação estável f̃ : M̃ → R

2 satisfazendo f̃(αi) ∩ f̃(αj) = ∅, se i 6= j, e
Σ(f̃)∩ ∂(M̃ ) = ∅, por uma pequena perturbação de l (afastando a imagem de um dos bordos de
M̃ ). Pela Observação 2.1, γ(f̃) identi�
a 
om γ(f).Pela Proposição 4.14 e pela Observação 4.15, o dobro do número de voltas do vetor tangente a
γi, τ(γi) é dado por

τ(γi) = 2η(γi) + 2N−
i − 2N+

i − ci, (4.4)onde ci denota o número de 
úspides de γi. 64



Apli
ando o somatório em ambos os lados da igualdade 4.4, tem-se pela Observação 4.4, que
k

∑

i=1

τ(γi) = 2i− − 2i+ + 2N− − 2N+ − c(f). (4.5)Cada f(αj) é uma 
urva fe
hada e simples 
om índi
e do 
ampo tangente igual a 1, logo
τ(f(αj)) = 2.Por outro lado, 
omo γ(f̃) identi�
a 
om γ(f) e a 
omponente irredutível ej , na Proposição 4.13,
orresponde a 
urva f̃(αj) no plano, então 2 = τ(f(αj)) = τ(ej). Apli
ando o somatório emambos os lados, temos

m(f)
∑

1

(τ(ej)) =

m(f)
∑

1

2 = 2m(f). (4.6)Pela Proposição 4.13,
χ(M)−m(f) = χ(M̃ ) =

k
∑

i=1

τ(γi) +
1

2

l
∑

i=1

τ(ej). (4.7)Substituindo os valores dos somatórios en
ontrados em 4.5 e 4.6, na equação 4.7, temos:
χ(M)−m(f) = 2i− − 2i+ + 2N− − 2N+ − c(f) +m(f). (4.8)Se M é orientável, pelo 
orolário 1.39, χ(M) = 2− 2g(M). Substituindo em 4.8, segue que

g =

[

(N+ −N−) +
c(f)

2
+ (1 + i+ − i−)−m(f)

]

.Se M é não orientável, pelo 
orolário 1.39, χ(M) = 2− g(M). Substituindo em 4.8, segue que
g = 2

[

(N+ −N−) +
c(f)

2
+ (1 + i+ − i−)−m(f)

]

.

4.2 Contorno Irredutível e Contorno MinimalNesta seção, 
lassi�
aremos os 
ontornos aparentes de apli
ações estáveis f : M → S2, onde
M é uma superfí
ie fe
hada. Essa 
lassi�
ação é feita em relação às 
omponentes 
onexas do
onjunto singular Σf, ao número de 
úspides e o número de auto-interseções de f. As prin
ipaisreferên
ias são [4℄ e [5℄. 65



De�nição 4.17 O 
ontorno irredutível de f :M → S2, onde M é uma superfí
ie fe
hada, éo seu 
ontorno aparente, quando o 
onjunto singular Σf 
onsiste de uma úni
a 
omponente.Segundo Èliasberg [6℄, para 
ada apli
ação f : M → S2 de 
lasse C∞, existe uma apli
açãoestável h que é homotópi
a a f, 
ujo 
ontorno é irredutível.Exemplo 4.18 A Figura 4.5 ilustra uma sequên
ia de apli
ações, sendo que o 
ontorno aparenteda primeira apli
ação tem duas 
omponentes γ1 e γ2, onde γ1 não tem 
úspides e γ2 tem três
úspides e tem 
omo vizinhança da 
urva singular uma faixa de Moebius. A última apli
ação tem
ontorno irredutível, 
om três 
úspides e três auto-interseções. Passando por três transições dotipo rabo de andorinha sobre a 
omponente γ1, obtém-se γ′

1, de modo que a segunda 
úspide de
ada rabo de andorinha esteja sobre a mesma 
omponente que as três 
úspides de γ2, permitindoa transição bi
os entre essas 
úspides. Passando por três transições do tipo bi
os, obtém-se o
ontorno irredutível, ou seja, 
om úni
a 
omponente singular.
S

B

1
γ

2
γ

1
γ ‘

1
γ ‘

Figura 4.5: Homotopia entre apli
ações estáveis do plano projetivo.Observação 4.19 Cada apli
ação estável f :M → S2 tem um ponto singular, a menos que M
orresponda a S2, pois pela De�nição 1.57, Σf = {p ∈ M/posto dfp < 2}, mas o posto df = 2,logo Σf = ∅. Neste 
aso, f é homotópi
a a apli
ação identidade.Notação: O número de 
úspides será denotado por c e o número de pontos duplos será denotadopor n, onde n = N+ +N−.Seja f :M → S2 uma apli
ação de 
lasse C∞, 
ujo 
ontorno aparente γ é irredutível.De�nição 4.20 Se c+ n assume o menor valor possível (para qualquer 
ontorno irredutível de
M), γ será 
hamado de 
ontorno minimal. 66



Exemplo 4.21 Podemos ver 
omo 
ontornos minimais o 
ontorno aparente das seguintes apli-
ações:1. Apli
ação de grau um do toro na esfera, sem pontos duplos 
omo ilustrado na Figura 3.10.Neste 
aso, o 
ontorno minimal possui quatro 
úspides e nenhum ponto duplo. Fazendosu
essivas 
irurgias horizontais 
omo nesta �gura, podemos 
on
luir que o 
ontorno min-imal de apli
ações estáveis do k-toro na esfera, 
om grau um e sem pontos duplos, possui
2k+2 
úspides, pois a 
ada 
irurgia, a
res
entamos o número de 
úspides por dois, sempreque a
res
entamos o gênero da superfí
ie do domínio da apli
ação por um.2. Apli
ação de grau um do toro na esfera, 
om úni
a 
urva singular 
omo ilustrado na Figura3.14 (i). Neste 
aso o 
ontorno minimal possui quatro pontos duplos e nenhuma 
úspide.Lema 4.22 Se γ(f) tem um úni
o ponto duplo Q, então Q é um ponto duplo negativo.Demonstração: Sejam Q um ponto duplo positivo de γ(f) e y um ponto base. Ao per
orrer

γ(f), a partir de y, seguindo a sua orientação 
an�ni
a, quando passamos por Q pela primeiravez, o número de pré - imagens diminui por dois, 
omo pode ser visto na Figura 4.2. Isto éuma 
ontradição, pois deveríamos ter ganhado um par de pontos antes, o que só é possível sepassarmos por um ponto duplo negativo.No que segue esta seção, vamos assumir que o 
ontorno de uma apli
ação estável f :M → S2é irredutível e tem apenas um ponto duplo negativo p0. Fixe um ponto base y ∈ γ(f) e denotepor U a 
omponente de S2 \ γ(f) que 
ontém ∞.Observação 4.23 O primeiro ponto duplo en
ontrado (que perten
e ao ∂U), tem que ser nega-tivo pela demonstração do Lema 4.22.Notação: Para 
ada ponto duplo positivo p ∈ γ(f), denote por Cp o laço 
ompleto 
omeçando eterminando em p des
rito ao longo do 
ontorno uma vez, 
omeçando por y e seguindo a orientação
an�ni
a de γ(f).Observe que para 
ada p, tal laço é úni
o porque γ(f) é irredutível.
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Figura 4.6: Laços e auto-interseções.Como vemos na Figura 4.6, p0 é um ponto duplo negativo. Os laços C1, . . . , Ck estão asso-
iados à p1, . . . , pk, e q ∈ C1 é o próximo ponto duplo en
ontrado depois de passar por p1 pelaprimeira vez.Observação 4.24 Se atravessarmos p1 pela primeira vez, perdemos dois pontos na imageminversa de f. Isto signi�
a que para 
ada ponto na região situada a nossa esquerda des
rito aolongo de C1, o número de pré-imagens de f é igual a m(f) + 2, pelo menos até en
ontrarmos opróximo ponto duplo.Observação 4.25 Observemos na Figura 4.6 que q 6= p0, porque antes de 
hegarmos em p0,temos que passar por y, mas y /∈ C1 e porque antes de passar por p0 pela segunda vez, o númerode pré-imagens de um ponto imediatamente a nossa esquerda deve ser m(f) + 4.Observação 4.26 Observemos na Figura 4.6 que se q 6= p1, q = p2, ou . . . ou q = pk. Então,existe uma região que é adja
ente a q tal que para 
ada ponto na região, o número de pré imagensé igual a m(f)− 2. Isto é uma 
ontradição. Então, q = p1. Assim, o úni
o ponto duplo no fe
hode C1 é p1.Proposição 4.27 O laço Cp não 
ontém ponto duplo, ex
eto p.Demonstração: Sejam p0, p1, . . . , pk ∈ γ(f) pontos duplos. Eles estão indexados de a
ordo
om a sua ordem de aparição ao longo de γ(f). O ponto p0 é um ponto duplo negativo, e osoutros são pontos duplos positivos. Denote por C1, . . . , Ck os laços asso
iados a p1, . . . , pk.Pela Observação 4.26, o úni
o ponto duplo no fe
ho de C1 é p1.Suponha que estabele
emos o lema para os pontos duplos p1, . . . , ps. Vamos provar para ps+1.Em primeiro lugar, Cs+1 não interse
ta 
ada p1, . . . , ps. Por indução, podemos generalizar a Ob-servação 4.24 para Cs+1. Isso mostra que Cs+1 não 
ontém 
ada um dos pontos p0, ps+2, . . . , pk,pelas mesmas razões dis
utidas nas Observações 4.25 e 4.26.68



4.3 Contorno Minimal de Apli
ações de Superfí
ies Ori-entadasEm [2℄, Demoto estudou o 
ontorno minimal de uma apli
ação estável da esfera na esfera e obteveo seguinte teorema:Teorema 4.28 Seja f : S2 → S2 uma apli
ação de 
lasse C∞, 
om deg(f) ≥ 2. O 
ontornominimal de f possui exatamente 2deg(f) 
úspides e nenhuma auto-interseção.A demonstração deste teorema en
ontra-se 
om mais detalhes em [19℄.Exemplo 4.29 As apli
ações estáveis entre duas 2-esferas, 
onstruídas na Figura 4.7, realizamo 
ontorno minimal 
om 2deg(f) 
úspides 
ada e nenhuma auto-interseção, onde deg(f) é o grauda apli
ação dada. A medida que aumenta o grau, aumenta o número de 
úspides do 
ontornominimal por dois, devido à 
irurgia horizontal 
om uma apli
ação f2 : S2 → S2, obtida a partirda apli
ação identidade passando pela transição do tipo lábios.
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Figura 4.7: Realização de Contorno Minimal.A partir de agora, vamos assumir g ≥ 1 e d ≥ 0. Além disso, uma superfí
ie fe
hada orientada,que é uma soma 
onexa de g 
ópias de um toro 2−dimensional T 2, será denotada por Mg.Observação 4.30 Se M+ e M− tem úni
a 
omponente 
onexa e M+ tem gênero λ 
om
0 ≤ λ ≤ g então χ(M−

g ) = χ(Mg−λ \D2).Lema 4.31 Seja f :Mg → S2 uma apli
ação estável 
om grau d 
ujo 
ontorno é irredutível. Seo número (g − d) é ímpar, então o 
ontorno γ(f) tem pelo menos duas 
úspides.69



Demonstração: Como f : Mg → S2 é uma apli
ação estável de uma superfí
ie orientada naesfera 
om grau d, pelo Teorema 2.9 temos que
χ(Mg)− 2χ(M−

g ) +
∑

i

s(Ci) = 2d. (4.9)Pela Observação 4.30, χ(M−
g ) = χ(Mg−λ \D2). Assim, substituindo em (4.9), temos que

χ(Mg)− 2χ(Mg−λ \D2) +
∑

i

s(Ci) = 2d. (4.10)Pelo Corolário 1.39, χ(Mg) = 2 − 2g e pelo Corolário 1.40, χ(Mg−λ \D2) = 2 − 2(g − λ) − 1.Portanto, substituindo os valores das 
ara
terísti
as de Euler de Mg e Mg−λ \ D2 em (4.10),segue que
2g − 4λ+

∑

i

s(Ci) = 2d.Se γ(f) não tem 
úspides, então 2g − 4λ = 2d⇔ λ = g−d
2 . Isto é uma 
ontradição.Observação 4.32 Pelo Teorema 2.11, o número de 
úspides para γ(f) é um número par.Lema 4.33 Seja f : Mg → S2 uma apli
ação estável 
om grau d 
ujo 
ontorno é irredutível.Então, o 
ontorno γ(f) tem pelo menos 2(d − g) 
úspides.Demonstração: Como f : Mg → S2 é uma apli
ação estável de uma superfí
ie orientada naesfera 
om grau d, pelo Corolário 2.10, temos que:

|
∑

i

s(Ci)− 2d| ≤ 2− χ(Mg).Pela propriedade de módulo, segue que
− 2 + χ(Mg) ≤

∑

i

s(Ci)− 2d ≤ 2− χ(Mg). (4.11)Pelo Corolário 1.39, χ(Mg) = 2− 2g. Substituindo em (4.11) e somando 2d em todos os termosde (4.11), temos:
2(d− g) ≤

∑

i

s(Ci) ≤ 2(d + g).O sinal das 
úspides 
oin
ide 
om o número de 
úspides, pois se algum par de 
úspides tiver sinaisopostos, elas se 
an
elam na soma ∑

i s(Ci). Portanto, γ(f) tem pelo menos 2(d− g) 
úspides.
Notação: Uma apli
ação estável de uma superfí
ie fe
hada e orientada na esfera 
om grau d egênero g será denotada por fd,g :Mg → S2. 70



4.3.1 Construção de Apli
ações 
om Contorno MinimalNesta subseção, vamos 
onstruir apli
ações estáveis 
om 
ontorno minimal satisfazendo as seguintes
ondições: (i) d = 0, (ii) d ≤ g e d ≡ g(mod 2), (iii) d < g e d 6≡ g(mod 2), (iv) d ≥ g.

(i) d = 0 :Considere π : S2 → S2 a projeção trivial, tal que deg(π) = 0 e seu 
ontorno aparente nãopossui 
úspides (Figura 4.8 (a)).Passando pela transição do tipo tangên
ia de dobra T− (quando as 
urvas de dobra temorientações opostas) obtemos a apli
ação f0,0 : S2 → S2, tal que o seu 
ontorno aparente γ(f0,0)possui dois pontos duplos e nenhuma 
úspide (Figura 4.8 (b)).Realizando a 
irurgia verti
al sobre a mesma apli
ação V 0
1 , na 
omponente que 
ontém duaspré-imagens, obtemos a apli
ação f0,1 : T 2 → S2 (Figura 4.8 (c)). Neste 
aso, o 
ontornoaparente γ(f0,1) possui duas 
omponentes 
onexas.Passando pela transição do tipo tangên
ia de dobra T+ (quando as 
urvas de dobra tem amesma orientação) obtemos a apli
ação f ′0,1 : T 2 → S2, 
ujo 
ontorno aparente possui quatropontos duplos e nenhuma 
úspide (Figura 4.8 (d)).Realizando a 
irurgia horizontal sobre a mesma apli
ação H0

1 , obtemos a apli
ação
f0,2 : 2T

2 → S2, 
ujo 
ontorno aparente possui quatro pontos duplos e nenhuma 
úspide (Figura4.8 (e)).
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Figura 4.8: Construção de uma apli
ação do bitoro na esfera 
om 
ontorno minimal.71



Generalizando a 
onstrução da Figura 4.8, temos:1. Se g é par, g = 2k 
om k ∈ N. Realizando k 
irurgias verti
ais do tipo V 0
1 a partirda apli
ação f0,0, obtemos a apli
ação f0,k : kT 2 → S2 
ujo 
ontorno aparente possui

k + 1 
omponentes, dois pontos duplos e nenhuma 
úspide. Passando por k transiçõesdo tipo T−, altera-se o número de pontos duplos por 2k. Realizando k 
irurgias hori-zontais sobre a nova apli
ação, obtemos a apli
ação f0,2k : 2k T 2 → S2 tal que o 
on-torno aparente γ(f0,2k) possui 2k + 2 pontos duplos e nenhuma 
úspide (Figura 4.9 (a)).Assim, c+ n = 2k + 2 = g + 2.2. Se g é ímpar, g = 2k + 1 
om k ∈ N. Para realizar g = 2k, apli
amos o pro
edimentodo ítem 1, obtendo a apli
ação f0,2k. Para realizar g = 1, passamos por uma transiçãodo tipo lábios L, obtendo uma apli
ação f ′0,2k 
ujo 
ontorno aparente possui 2k + 2 pon-tos duplos e duas 
úspides. Com 
irurgia horizontal do tipo H0
1 , obtemos a apli
ação

f0,2k+1 : (2k + 1) T 2 → S2 
ujo 
ontorno aparente possui 2k + 2 pontos duplos e duas
úspides (Figura 4.9 (b)). Assim, c+ n = 2 + 2k + 2 = g + 3.
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Figura 4.9: Construção de uma apli
ação f0,g : Mg → S2 
om 
ontorno minimal.Esta mesma 
onstrução pode ser feita 
onsiderando apli
ações estáveis de superfí
ies fe
hadasno plano, visto que o grau da apli
ação é zero.A seguir, enun
iaremos o resultado obtido por Pignoni [5℄ para o 
aso de apli
ações no plano:Teorema 4.34 [5℄ Seja f : M → R
2 uma apli
ação C∞. Então o número c + n para um 
on-torno minimal de f é um dos ítens abaixo:

c+ n =































g + 2, se M é orientável e g é par
g + 3, se M é orientável e g é ímpar

(g + 4)/2, se M é não-orientável, g é par e g/2 é par
(g + 6)/2, se M é não-orientável, g é par e g/2 é ímpar

(g + 7)/2, se M é não-orientável, g é ímpar72



Este resultado pode ser veri�
ado pela 
onstrução a
ima, 
onsiderando a apli
ação de grauzero.Observação 4.35 O 
ontorno aparente da apli
ação f0,g : Mg → S2 é irredutível. Pela 
on-strução a
ima, se g é par, γ(f0,g) tem um ponto duplo negativo, g + 1 pontos duplos positivos enão tem 
úspides, portanto c+ n = g + 2. Se g é ímpar, γ(f0,g) tem um ponto duplo negativo, gpontos duplos positivos e duas 
úspides. Assim, c+ n = g + 3.Observação 4.36 O menor número de pré-imagens da apli
ação f0,g é m(f0,g) = 0, visto que
f0,g é uma apli
ação estável de grau zero.Proposição 4.37 Seja f : Mg → S2 uma apli
ação estável de grau zero 
ujo 
ontorno é irre-dutível. Se m(f) 6= 0, o número c+ n para γ(f) é maior do que para γ(f0,g).Demonstração: Por 4.3, obtemos a seguinte igualdade para o 
ontorno de uma apli
ação estável
f :Mg → S2 :

g +m(f) = (N+ −N−) +
c

2
+ (1 + i+ − i−). (4.12)Pela Observação 4.6, 
omo o 
ontorno aparente de f é irredutível, o número 1 + i+ − i− = 0.Substituindo este número em 4.12, temos

g +m(f) = (N+ −N−) +
c

2
.Por hipótese, a apli
ação tem grau zero e m(f) 6= 0. Desse modo, obtém-se a seguinte desigual-dade:

g + 2 ≤ g +m(f) = (N+ −N−) +
c

2
. (4.13)Assuma que g é um número ímpar. Pelo Lema 4.22, se γ(f) tem um ponto duplo, então N− = 1.Substituindo em (4.13) temos que N+ ≥ g + 3− c

2 .Como n = N+ − N− ≥ g + 4 − c
2 , somando c em ambos os lados da desigualdade, temos que

c+ n ≥ g + 4 + c
2 .Pelo Lema 4.31, 
omo (g − d) é ímpar, o 
ontorno tem pelo menos duas 
úspides. Assim,

c+ n ≥ g + 4 +
c

2
≥ g + 4.Se f não tem pontos duplos, então por (4.13) c ≥ 2g + 4. Temos que 2g + 4 ≥ g + 4 ≥ g + 3.Pela Observação 4.35, se g é ímpar, o número c+ n para γ(f0,g) é igual a g + 3. Logo, γ(f0,g) éminimal. 73



Agora assuma que g é um número par. Se f não tem 
úspides, então por (4.13) temos
g + 2 ≤ g +m(f) = (N+ −N−). (4.14)Pelo Lema 4.22, se γ(f) tem um ponto duplo, então N− = 1. Substituindo em (4.14), segue que

N+ ≥ g + 3. Assim, n = N+ −N− ≥ g + 4. Temos que g + 4 ≥ g + 2.Pela Observação 4.35, se g é par, o número c + n para γ(f0,g) é igual a g + 2. Logo, γ(f0,g) éminimal.
(ii) d ≤ g e d ≡ g(mod 2) :Como d ≤ g e d ≡ g(mod 2), (g − d) é par, isto é, g − d = 2k, k ∈ N. Considere as seguintesapli
ações: uma apli
ação f0,0 : S2 → S2, de grau zero e 
om úni
a 
urva singular, 
ujo 
ontornoaparente possui dois pontos duplos e zero 
úspides, e d apli
ações Id : S2 → S2, 
om grau um e
onjunto singular vazio.Realizando d 
irurgias verti
ais do tipo V 1

2 entre a apli
ação f0,0 e as d apli
ações do tipo Id,obtemos a apli
ação fd,0 : S2 → S2 
om grau d e d+1 
urvas singulares. Realizando d 
irurgiashorizontais do tipo H0
1 sobre fd,0, alteramos o gênero da apli
ação por d e o número de pontosduplos por 2d, obtendo uma apli
ação fd,d : dT 2 → S2.Realizando k = g−d
2 
irurgias verti
ais do tipo V 0

1 , sobre fd,d, alteramos o gênero da superfí
iepor k e realizando k 
irurgias horizontais do tipo H0
1 , alteramos o gênero da superfí
ie por

k e o número de pontos duplos por 2k. A apli
ação estável obtida é fd,g : Mg → S2 
om
m(fd,g) = d, c = 0 e n = 2 + 2d+ 2k = d+ g + 2 (Figura 4.10.)
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Figura 4.10: Contorno Aparente da apli
ação estável fd,g 
om d ≤ g e d ≡ g(mod 2).Observação 4.38 O 
ontorno γ(fd,g) para 
ada par (d, g) satisfazendo 1 ≤ d ≤ g e
d ≡ g(mod 2) é irredutível e tem um ponto duplo negativo, d + g + 1 pontos duplos positivose não tem 
úspides. O número c+ n para γ(fd,g) é c+ n = d+ g + 2.74



(iii) d < g e d 6≡ g(mod 2) :Como d < g e d 6≡ g(mod 2), (g − d) é ímpar, isto é, g − d = 2k + 1, k ∈ N. De modo análogo,obtemos a apli
ação fd,g :Mg → S2, 
omo ilustrado na Figura 4.10.Passando por uma transição do tipo lábios L e fazendo 
irurgia horizontal do tipo H0
1 ,obtemos a apli
ação fd,g : Mg → S2, 
om m(fd,g) = d, c = 2 e n = 2d + 2k + 2 = d + g + 1(Figura 4.11).
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d  Figura 4.11: Contorno Aparente da apli
ação estável fd,g 
om d < g e d 6≡ g(mod 2).Observação 4.39 O 
ontorno γ(fd,g) para 
ada par (d, g) satisfazendo 1 ≤ d < g e

d 6≡ g(mod 2) é irredutível e tem um ponto duplo negativo, d + g pontos duplos positivos eduas 
úspides. O número c+ n para γ(fd,g) é c+ n = d+ g + 3.

(iv) d ≥ g :Considere as seguintes apli
ações: uma apli
ação f0,0 : S2 → S2, de grau zero e 
om úni
a
urva singular, 
ujo 
ontorno aparente possui dois pontos duplos e zero 
úspides, g apli
ações
Id : S2 → S2, 
om grau um e 
onjunto singular vazio e d−g apli
ações h1,0 : S2 → S2, 
om grauum e úni
a 
urva singular 
om duas 
úspides e zero pontos duplos, 
omo na Figura 3.14 (h).Realizando g 
irurgias verti
ais do tipo V 1

2 entre a apli
ação f0,0 e as g apli
ações do tipo Id,obtemos a apli
ação fg,0 : S2 → S2, 
om grau g e g+1 
urvas singulares. Realizando g 
irurgiashorizontais do tipo H0
1 sobre fg,0, alteramos o gênero da apli
ação por g e o número de pontosduplos por 2g, obtendo uma apli
ação fg,g : gT 2 → S2. (Figura 4.12 (a).)Fazendo d− g 
irurgias horizontais 
om uma apli
ação do tipo h1,0, alteramos o número de
úspides por 2(d− g), o grau da apli
ação por d− g e não alteramos o número de pontos duplos,obtendo uma apli
ação fd,g : Mg → S2, 
om m(fd,g) = d, c = 2(d − g) e n = 2g + 2 (Figura4.12). 75
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Figura 4.12: Contorno Aparente da apli
ação estável fd,g 
om d ≥ g.Observação 4.40 O 
ontorno γ(fd,g) para 
ada par (d, g) satisfazendo d ≥ g é irredutível e temum ponto duplo negativo, 2g + 1 pontos duplos positivos e 2(d − g) 
úspides. O número c + npara γ(fd,g) é c+ n = 2d+ 2.4.3.2 Mínimo de c+ n para Contorno Minimal sobre S2O seguinte teorema des
reve o número de 
úspides e de pontos duplos que o 
ontorno minimalde uma apli
ação estável de uma superfí
ie orientada na esfera deve possuir.Teorema 4.41 Seja f : Mg → S2 uma apli
ação C∞ de grau d 
ujo 
ontorno é irredutível. Opar (c, n) para um 
ontorno minimal de f é um dos ítens abaixo:
(c, n) =































(2(d − 1), 4) ou (2d+ 2, 0), se d 6= 0 e g = 1

(2, 4) ou (6, 0), se (d, g) = (1, 2)

(2(d− g), 2g + 2), se d ≥ g > 1

(0, d + g + 2), se d ≤ g e d ≡ g(mod2) ex
eto (d, g) = (1, 1)

(2, d + g + 1), se d ≤ g e d 6≡ g(mod2) ex
eto (d, g) = (1, 2)Demonstração:Vamos 
onsiderar uma apli
ação estávelMg → S2 de grau d 
ujo 
ontorno é irredutível. Estaprova 
onsiste de quatro 
asos:(1) d ≤ g e d ≡ g(mod2)(2) d < g e d 6≡ g(mod2)(3) d ≥ g (para (1), (2) e (3) assuma d 6= 0)(4) d = 0 76



Caso (1)Por 4.3, obtemos a seguinte desigualdade para o 
ontorno de uma apli
ação estável f :Mg → S2de grau d 
ujo 
ontorno é irredutível:
d+ g ≤ g +m(f) = (N+ −N−) +

c

2
(4.15)Se γ(f) tem um ponto duplo, então pelo Lema 4.22, N− = 1. Substituindo em (4.15), temos

N+ ≥ d+ g + 1− c
2 . Somando c em ambos os memdros da desigualdade,

c+ n ≥ d+ g + 2 +
c

2
≥ d+ g + 2.Se γ(f) não tem ponto duplo, por (4.15) c ≥ 2(g+d). Temos que se d ≥ 1, então 2(d+g) ≥ d+g+2.Assim, para o 
ontorno γ(f), temos c+ n ≥ d+ g + 2.Pela Observação 4.38, o número c + n para γ(fd,g) é igual a d+ g + 2. Desse modo, o 
ontorno

γ(fd,g) é minimal para 
ada par (d, g) satisfazendo 1 ≤ d ≤ g e d ≡ g(mod 2).Caso (2)Por 4.3, obtemos a seguinte desigualdade para o 
ontorno de uma apli
ação estável f :Mg → S2de grau d 
ujo 
ontorno é irredutível:
d+ g + 1 < g +m(f) = (N+ −N−) +

c

2
(4.16)Se γ(f) tem um ponto duplo, então pelo Lema 4.22, N− = 1. Substituindo em (4.16), temos

N+ > d+ g + 2− c
2 . Somando c em ambos os membros da desigualdade,

c+ n > d+ g + 3 +
c

2
.Pelo Lema 4.31, se o número (g − d) é ímpar, então o 
ontorno γ(f) tem pelo menos duas
úspides. Logo, c+ n > d+ g + 3.Se γ(f) não tem ponto duplo, por (4.16) c ≥ 2(g+d+1). Temos que se d ≥ 1, então 2(d+g+1) >

d+ g + 3.Assim, para o 
ontorno γ(f), temos c+ n > d+ g + 3.Pela Observação 4.39, o número c + n para γ(fd,g) é igual a d+ g + 3. Desse modo, o 
ontorno
γ(fd,g) é minimal para 
ada par (d, g) satisfazendo 1 ≤ d < g e d 6≡ g(mod 2).
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Caso (3)Por 4.3, obtemos a seguinte desigualdade para o 
ontorno de uma apli
ação estável f :Mg → S2de grau d 
ujo 
ontorno é irredutível:
g + d ≤ g +m(f) = (N+ −N−) +

c

2
(4.17)Se γ(f) tem um ponto duplo, então pelo Lema 4.22, N− = 1. Substituindo em (4.17), temos

N+ ≥ d+ g + 1− c
2 . Logo, n = N+ +N− ≥ d+ g + 2− c

2 e c+ n ≥ d+ g + 2 + c
2 .Pelo Lema 4.33, 
omo o 
ontorno γ(f) tem pelo menos 2(d− g) 
úspides, c+ n ≥ 2d+ 2.Se γ(f) não tem pontos duplos, por (4.17) c ≥ 2(g+ d). Temos que se g ≥ 1, 2(g+ d) ≥ 2d+2.Assim, para o 
ontorno γ(f), temos c+ n ≥ 2d+ 2.Pela Observação 4.40, o número c+ n para γ(fd,g) é igual a 2d+ 2.Desse modo, o 
ontorno γ(fd,g), é minimal para 
ada par (d, g) satisfazendo d ≥ g ≥ 1.Caso (4)Pela Proposição 4.37 o 
ontorno γ(f0,g) é minimal e 
on
lui-se a prova do Teorema 4.41.Uma 
onsequên
ia imediata deste teorema é o seguinte 
orolário:Corolário 4.42 Seja d ≥ 0, g ≥ 1 e f : Mg → S2 uma apli
ação C∞ de grau d 
ujo 
ontornoé irredutível. Então:1. O número c+ n para um 
ontorno minimal de f é um dos ítens abaixo:

c+ n =











2d+ 2, se d ≥ g

d+ g + 2, se d ≤ g e d ≡ g(mod2)

d+ g + 3, se d < g e d 6≡ g(mod2)2. O número c+n de um 
ontorno minimal de f é um número par. Em parti
ular, o númerode pontos duplos é também um número par.Uma 
onsequên
ia imediata da prova do Teorema 4.41 é o seguinte 
orolário:Corolário 4.43 Seja f :Mg → S2 uma apli
ação estável 
ujo 
ontorno é minimal. Então,1. Se o 
ontorno γ(f) tem um ponto duplo, então tem somente um ponto duplo negativo.2. O grau de f é igual ao número m(f). 78



4.4 Contorno Minimal de Apli
ações de Superfí
iesNão - OrientadasUma superfí
ie fe
hada não orientada, que é uma soma 
onexa de g 
ópias do plano projetivoreal RP 2, será denotada por Fg.Em [4℄, os autores também estudaram o 
ontorno minimal de apli
ações estáveis de superfí
iesnão orientadas na esfera, obtendo o Teorema 4.44. Essas apli
ações podem ser 
onstruídas demaneira análoga à 
onstrução para superfí
ies orientadas apresentada na subseção 4.3.2.Não iremos abordar este 
aso.Teorema 4.44 Seja h : Fg → S2 (g ≥ 1) uma apli
ação C∞ de grau módulo dois, d2. Então, opar (c, n) para um 
ontorno minimal de h é um dos ítens abaixo:
(c, n) =



















































(3, 0), se (d2, g) = (1, 1)

(4, 0) ou (0, 4), se (d2, g) = (1, 2)

(1, (g + 5)/2) se d2 = 1 e g é ímpar, ex
eto (d2, g) = (1, 1)

(0, (g + 6)/2) se d2 = 1 e g é par, ex
eto (d2, g) = (1, 2)

(3, (g + 1)/2), se d2 = 0 e g é ímpar
(0, (g + 4)/2) se d2 = 0, g é par e g/2 é par

(2, (g + 2)/2) se d2 = 0, g é par e g/2 é ímparExemplo 4.45 A Figura 4.13 ilustra o 
ontorno minimal de apli
ações estáveis de superfí
iesnão orientadas na esfera. Em (a), o 
ontorno 
orresponde a uma apli
ação do plano projetivo
om grau módulo dois d2 = 1, 
ontendo três 
úspides e nenhum ponto duplo. Em (b), o 
ontorno
orresponde a uma apli
ação da garrafa de Klein 
om grau módulo dois d2 = 1, 
ontendo quatropontos duplos e nenhuma 
úspide. Em (c), o 
ontorno 
orresponde a uma apli
ação de trêsplanos projetivos 
om grau módulo dois d2 = 1, 
ontendo uma 
úspide e quatro pontos duplos.Em (d), o 
ontorno 
orresponde a uma apli
ação de duas garrafas de Klein 
om grau módulodois d2 = 1, 
ontendo 
in
o pontos duplos e nenhuma 
úspide. Em (e), o 
ontorno 
orresponde auma apli
ação do plano projetivo 
om grau módulo dois d2 = 0, 
ontendo 
ontendo três 
úspidese nenhum ponto duplo. Em (f), o 
ontorno 
orresponde a uma apli
ação de duas garrafas deKlein 
om grau módulo dois d2 = 0, 
ontendo quatro pontos duplos e nenhuma 
úspide. E em
(g), o 
ontorno 
orresponde a uma apli
ação da garrafa de Klein 
om grau módulo dois d2 = 0,
ontendo dois pontos duplos e duas 
úspides.
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