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�

−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 �� Ω,

ϕi = 0 ����� ∂Ω,
���

�� ��� ϕm+1 := ϕ1� m ≥ 2� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1�

n ≥ 2, ρi ∈ Lp(Ω) ��� ������� ��������� ������� p > n� i = 1, . . . ,m � αi ��� �������

����� ��������� ��� ����������
�m

i=1 αi = 1 � ���������� ��� ������ �� ������� �� ������

������ ���������� ���� ������� ��� � ��������������� ��������� ������ ����� �����������

���������� �� ������� � � ������ ������� �� ��� ������ ������

� ������ ��������� ���������� �� ���������� � ��� ���������� �� ������� ����� ��������

�� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm), p > n ���� � �������� ������� �� m ��������� m ≥ 2�

�

−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,

ui = 0 ����� ∂Ω,
���

�� ��� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� i = 1, . . . ,m�

f1, . . . , fm : Ω× R
m ⊂ R

n+m → R ��� ������� ����� � λ1, . . . ,λm > 0�

������������ � ���� �� ��� �� ������� fi, i = 1, . . . ,m ���������� �� ���������

����������

���� fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C(Rm)� ∀x ∈ Ω�

���� 0 < fi(·, 0, . . . , 0) ≤ fi(·, u1, . . . , um) ≤ fi(·, v1, . . . , vm) �� 0 ≤ uj ≤ vj� ∀j ∈

{1, . . . ,m}�

���� fi(·, t1, . . . , tm) ∈ Lp(Ω), ∀t1, . . . , tm ∈ R+, p > n�



���� fi(·, u1, . . . , um) ≥ ρi(·)u
αi

i+1� �� ��� um+1 := u1� αj > 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m}�
�m

j=1 αj = 1 � ρ1, . . . , ρm ∈ Lp(Ω) ��� ������� ��������� �� ����� ���� ������

p > n�
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����� �������� ��������� ���������� �� ���������� � ��� ���������� �� �������� ������
��������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)� p > n ���� � �������� ��������
�

−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

���

�� ��� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� W 2,p(Ω;Rm) ∩

W 1,p
0 (Ω;Rm) = (W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω)) × . . . × (W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω))� λi > 0� i = 1, . . . ,m�

f1, . . . , fm : Ω× R
m ⊂ R

n+m → R ��� ������� ����� � m ≥ 2�

� ��������� ��������� ����� ������ ��� �� �������� ������� � ��� � �������� ������
���� ����������

�

−∆u = λf(u) �� Ω,
u = 0 ����� ∂Ω,

���

�� ��� λ > 0 � ������� �� ����������

����� ���� ������� ����� �� ��������� ������������ ���� ����� ����� ���� � ���� �� ���
f(u) = eu � ������������ ���� ���� ������ ���������� �� ���������������� � �������� ���
� ��������� ���� �������� �� ����������������������� � ���� ����������� ��� �������
��� ��������� ��������� �� �������������� ����� �����

������� ����� � ���������� �� �������� ��������� ���� ��� �� ���� �� ��� � ����� ��
������ f ��� � ��������������� ������������ ����� ������ ��� ��������� ���������� ���� ����
���� � �����

�� ����������� ��������� f : R → R ��� ������ �� ������ C1� ������� � ������������
�� ��������� ����������

�� f(0) > 0 �f � �������� �� ��������

�� f(x) ≤ f(y), ∀ 0 ≤ x ≤ y �f � ��� �������������

�� lim
x→∞

f(x)

x
= ∞ �f � ����������� �� ���������

��������� �� ��������� �� � � �� ������������ �� ������� � ������ ������ �����
���������� ����� ���� ��� ����� �������� �� ���� ���� ����� �����

������� ���� ���� ���� ����� ����� ���� f ��� ������ ������������ �� ��������� �� � � ��
����� ������ ��� ��������� λ∗ ∈ R+ ��� ����



��

�� �� λ ∈ (0,λ∗)� ����� ��� ������ ���� ����� ��� ������� ��������� ���� �� ���
������� ����������� � C2(Ω)�

�� �� λ > λ∗� ����� � ������� ��� ��� ������ ������� �������� ��� ���������

�� �� λ = λ∗� ����� � �������� ��� ������ ��� ������� ����� u∗� ���� �� u∗ ∈ L1(Ω)�
f(u∗)δ ∈ L1(Ω)� �� ��� δ(x) = dist(x, ∂Ω)� � u∗ ���������

−

�

Ω

u∗
∆φ = λ∗

�

Ω

f(u∗)φ, ∀φ ∈ C2(Ω),φ = 0 sobre ∂Ω.

�� ����� ������� ���������� ����� �������� � ������� �������� ���� ��������
��������� �� ���� �������� �� ������







−∆u = νf(x, u, v) �� Ω,
−∆v = ηg(x, u, v) �� Ω,
u = v = 0 ����� ∂Ω,

���

�� ��� Ω ⊂ R
n� n ≥ 2� � �� ������� ����� � ��������� ν, η ��� ���������� ��������� �

f, g ��� ������� ��� �����������

�� f(x, ·, ·), g(x, ·, ·) ∈ C1([0,+∞]× [0,+∞]), ∀x ∈ Ω�

�� sup{|(fu(·, u, v), fv(·, u, v))| + |(gu(·, u, v), gv(·, u, v))| | 0 < u, v < k} ∈ Lp(Ω), p >
n, ∀k > 0�

�� fv(·, u, v), gu(·, u, v) �≡ 0, ∀u, v ≥ 0�

�� 0 ≤ f(·, u1, v1) ≤ f(·, u2, v2), 0 ≤ g(·, u1, v1) ≤ g(·, u2, v2), ∀ 0 ≤ u1 ≤ u2, 0 ≤ v1 ≤
v2�

�� f(·, 0, 0), g(·, 0, 0) ∈ Lp(Ω), p > n � p �≡ 0�

�� f(·, u, v) ≥ ρ(·)vα, g(·, u, v) ≥ θ(·)uβ, ∀u, v ≥ 0� �� ��� α, β > 0� αβ = 1�
ρ, θ ∈ Lp(Ω)� p > n� ρ, θ ≥ 0 � ρ, θ �≡ 0�

�������� ��� ���� �� ���� �������� ����� �������� �� ���� ���� � �� ������ �����
� ����� ��� �� ���������� ����������� ��� ���������� ���� ������������ ���� ���������
������ ���������� ������� ������ ���������� �������������� ��������� � ���������������
���������� ��� � ������� ����� ����������� ���������� �� ��������

�

−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 �� Ω,

ϕi = 0 ����� ∂Ω,
���

�� ��� ϕm+1 := ϕ1� m ≥ 2� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1�

n ≥ 2, ρi ∈ Lp(Ω) ��� ������� ��������� ������� p > n� ��� i = 1, . . . ,m � αi �������
����� ��������� ��� ����������

�m
i=1 αi = 1� � ����������� �� ��������������� ���������

��� �� ���� �� ��������������� ���� ��� � �������� ������� �� �������� �� ����� ���������
����������� ��� ������ ���������� �� �����

���� ������� ��� ���� ��������������� � � ������ ������� ��� �� ����� �������� ��
��� ������ ������ ������ � ������� �� ������������ ��� ������ �� �������� �������



��

������� ���� ������������ �� ���� ������������� ����� � �� ������ �� ������
���� �������� �� ���� ������� � � T : E → E �� �������� ���������� ������������� ��
���������� �������� � �������� � ��� ��� ������ �� �������� ��� ���� u ∈ K � M > 0
������������

u � MTu.

����� � ������ �� ��������� ��� ���� x0 ∈ K� ���� ������ �� � � �� ���� ������
� �� � �������� � � ������������ ��������� � ���������� �������� �� K \ {0}� ����� x0

� � ����� ��������� �� � � ����� �� ��������� ��������������� �� ���������� �� µ0 �
� ��������� ��������������� ����� ��� ���� ��� ������������� ���� � ��������� �� �����
����� �������� � ���� ������ � ��������

����������� ���� ��������� �� ��������������� ��������� ��������� �� ������� ����
��������� � ��������

�

−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

���

�� ��� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� i = 1, . . . ,m�

f1, . . . , fm : Ω× R
m ⊂ R

n+m → R ��� ������� ����� � λ1, . . . ,λm > 0 ������� ������

����� ���� �� ����� ����������� �� ��������� ��������� ����� fi�

���� fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C(Rm)� ∀x ∈ Ω�

���� 0 < fi(·, 0, . . . , 0) ≤ fi(·, u1, . . . , um) ≤ fi(·, v1, . . . , vm) �� 0 ≤ uj ≤ vj� ∀j ∈
{1, . . . ,m}�

���� fi(·, t1, . . . , tm) ∈ Lp(Ω), ∀t1, . . . , tm ∈ R+, p > n�

���� fi(·, u1, . . . , um) ≥ ρi(·)u
αi

i+1� �� ��� um+1 := u1� αj > 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m}�
�m

j=1 αj = 1 � ρ1, . . . , ρm ∈ Lp(Ω) ��� ������� ��������� �� ����� ���� ������
p > n�

�������� �������

�� U = {(σ, σν1, . . . , σνm−1) | 0 < σ < θ∗1(ν), ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ }�

�� V = {(σ, σν1, . . . , σνm−1) | σ > θ∗1(ν), ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ },

�� ��� θ∗1(ν) � �������� ����� ���������� ���� � � �������� �������� �� ������� ��� ����
������

Θ
∗ = {(θ∗1(ν), θ

∗
1(ν)ν1, . . . , θ

∗
1(ν)νm−1) | ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R

m−1
+ }.

������������ �� ��������� ��� �������� �� ������� ����������� � �������� ����������

������� ���� ����� f1, . . . , fm : Ω × R
m ⊂ R

m+n → R ������� ��� ���������� �����
����� ���� � ����� ����� � �������� Θ∗ �������� R

m
+ �� ���� ��������� U � V ����

�������� �������������� ���� ������ �� ��������� ��������� ��� ��������



��

�� � ������� ��� ������ ��� ������� ����� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p
0 (Ω;Rm)�

���� ���� (λ1, . . . ,λm) ∈ U �

�� � ������� ��� ��� ������ ������� ����� ��� �������� �� W 2,p(Ω;Rm)∩W 1,p
0 (Ω;Rm)�

���� �������� (λ1, . . . ,λm) ∈ V�

������� ������������ � �������� �������� ������� �� ������ P : Rm−1
+ → Θ∗ ⊂ R

m
+

���� ����
P (ν1, . . . , νm−1) := (θ∗1, θ

∗
1ν1, . . . , θ

∗
1νm−1),

� ����� ��������� ������� �� ���� ������������ ������������� ��� ��� ������������ ���
�������� � �������

������� ���� � ������ P � ���� ������� �������������� � ���������

������� ���� � ������ θ∗1 : R
m−1
+ → R+ � ��� ��������� �� ���� � ��������

������� ���� � ������ ψi : R
m−1
+ → R+ ���� ��� ψi(ν) = θ∗1(ν)νi � ��� ����������� ��

���� � �������� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m− 1}�

������� ���� ����� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ � i ∈ {1, . . . ,m− 1} ���� �� νi → ∞ �

�� ������ ����������� �� ν ����� ����� ����� θ∗1(ν) → 0�

������� ���� �� f1(x, t1, 0, . . . , 0) ≥ φ(x)t1� ���� ���� t1 ≥ 0� x ∈ Ω q.t.p. � φ ∈ Lp(Ω)
� ��� ������ �������� �� Ω� p > n� ����� θ∗1(ν) � ���������

������� ���� ����� i ∈ {1, . . . ,m − 1}� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ � ν0 = 1� �� ����

���� K > 0� ������� y1, . . . , ym > 0 ���� ���

K||f1(·, y1, . . . , ym)||Lp(Ω) ≤ y1,

����� θ∗1 � ����������



��

�������� �

��������� � ���������� ������������

����� �������� ���������� ������� ��������� � ���������� ��� ����� ����� ����
� ������������ ��� �������� ���������� ���� ������� �������� ����� �� ��������� �
����������� ������� ��������� ���� ���� ��� � �����

��� ������� ���������

�������� ���� �� ������ �� ������ (X, || · ||) � �� ������ �������� ������� ���������
���� �� ����� �� ���������� �� ������ ��� ������������ ����� �������

���������� ���� ����� � �� ������ �� ������ � � �� ��������� �������� �� �� �����
� � ������� �� � ��� � ������� ��� � � �� ������ �� ������ ��� � ����� �������� ��
��

������������� ���� ����� ���������� �������

�������� ���� �� ������ �� ������� (X, �·, ·�) � �� ������ �������� ��� ������� �������
��� � �������� ��� � ����� �������� ���� ������� ��������

�������� ���� ��� ������ f : Y → R � �������� �� � ��� �������� ������ � ��
����������� �������� �� R� ��������� ��� B(Y ) � ������ �� ����� �� ������� ���������
��� ������� Y � ������������� R�

���������� ���� ���� � �� �������� ��� ������ � �������� ���� ��� ������� ���������
��� ������� � � ������������� R � �� ������ �� ������ ��� � ����� �����

||f ||∞ = sup
x∈Y

|f(x)|.

������������� ���� ����� ������� �������

�������� ���� � ������ ��� ������� � ����� ������������� �������������� �� [a, b]�
k ∈ N� � ������� � �������� ���

Ck[a, b] := {f : [a, b] → R | f � ������������� �� [a, b] � f � ∈ Ck−1[a, b]}.



��

���������� ���� � ������ Ck[a, b]� k ∈ N� � �� ������ �� ������ ��� � ������

||f ||Ck := ||f ||∞ + ||f �||∞ + . . .+ ||f (k)||∞.

������������� ���� ����� ������� �������

�������� ���� �� ������ ��������� � �� ������ ������� ��� ������ �� �����������
���������� � ������

���������� ���� ���� ��������� �� �� ������ ��������� � ������ �� ������ ����������

������������� ���� ������ ������� �������

�������� ���� ����� E � F ������� ��������� �������� ����� R� �� �������� ������
�������� �� � �� � � ��� ������ �������� T : E → F ��� � ������� ���� �� � ��� ������
�������� ��� ���������

�� T (x+ y) = T (x) + T (y) ���� ��������� x, y ∈ E�

�� T (ax) = aT (x) ���� ���� a ∈ R � �������� x ∈ E�

� ������ ��� ���������� �������� ��������� �� E �� F � �������� ��� L(E,F )� ��
���� �� ��� F = R� � ������ L(E,F )� ����� �������� ��� E �� � ������� ���� ����������
�� E � ���� ��������� ��� ����������� ���������� �������� ����������

�������� ���� ���� ������� ��������� �������� (E, || · ||E) � (F, || · ||F ) ��� ����������
�� ������� �� �������� ������ �������� ������� T : E → F ��� ������� T−1 : F → E
��������� ��� �������� � ���� �����������

�� � �������� T ������ ��� ��� ���������� ���� �� ||T (x)||F = ||x||E� ���� ���� x ∈ E�
����� ������� ��� T � �� ���������� ���������� � �� ������� E � F ��� ����� ���������
����������������

������� ���� ����� � � � ������� �������� ����� R � T : E → F ������� �� ���������
��������� ��� �������������

�� � � ��������������

�� � � ������������� ���������

�� � � ���������

�� � � �������� �� ����� ����� �� ��

�� � � �������� �� �������

�� sup{||T (u)|| | x ∈ E � ||x|| ≤ 1)} < ∞�

�� ������ ��� ��������� C ≥ 0 ��� ��� ||T (x)|| ≤ C||x|| ���� ���� x ∈ E�

������������� ���� ����� ������� �������



��

������� ���� ���� � �� ������ �������� � ���� E � � �� ������ �� ������ ��� �
�����

||f || = sup{|f(x)| | x ∈ E � ||x|| ≤ 1}.

������������� ���� ����� ���������� ����� � ��������� �������

�������� ���� � ������ �� �� ������ ������� E� �������� ��� E ��� � � ���� �� ���
����� ���� ��

E �� = L(E �,R) = {φ : E � → R | φ � �� ��������� ������ ��������}.

������� ���� � ������ �� �� ������ ������� E � �� ������ �� ������ ��� � ��������
������

||φ|| = sup{|φ(ϕ)| | ϕ ∈ E � � ||ϕ|| ≤ 1}.

������������� ���� � ������ ���� � �� ������ �� ������� � ������ � � ���� �� ���� �
� ����� ����������� � � ����� �� ������� ���� ����� ��� ���� ������� ��� � ������ �
�� ������ �� �������

���������� ���� ���� � �� ������ �������� � �������� �������� �� � �� E ��� ����
���� �������� �������� ������

JE : E → E ��, JE(x)(φ) = φ(x) ���� ����� x ∈ E � φ ∈ E �,

� ��� ��������� �������

������������� ���� ����� ���������� �������

�������� ���� �� ������ ������� E � ���� �������� �� � �������� �������� ��������
�� ���������� �������� � ������������ ����� ����� � �������� JE � �� ����������
�����������

���������� ���� �� � � �� ������ ������� ��������� ����� � � �� ������ �� �������

������������� ���� ����� ���������� �������

������� ���� ���� � �� ������ ��������� �� F ⊂ E � �� ��������� �������� ��������
����� � � ���������

������������� ���� ����� ������� �����

�������� ����� �� ������ ������� � � ���� ������������� ������� ��� ���� ����
� > 0 ������ δ = δ(�) > 0 ��� ���

�

�

�

�

�

�

�

�

x+ y

2

�

�

�

�

�

�

�

�

≤ 1− δ,

������ ��� ||x− y|| ≥ � � x, y ∈ BE := {z ∈ E | ||z|| ≤ 1}�

������� ���� �������� �� �������������� �� E � �� ������� �� ������ �������������
��������� ����� E � ���������



��

������������� ���� ����� ������� �������

�������� ����� ����� � � � ������� �� ������ � U ⊂ E� ��� ��������� φ : U → F �
�������� �� ���� ���� ����������� �������� V ⊂ U � φ(V ) � �������� �� ��

������� ���� ����� � � � ������� �� ������� �� φ : E → F � �������� ����� ����
���� ��������� �������� (xn)

∞
n=1 �� �� � ��������� (φ(xn))

∞
n=1 ������ ��� ������������

����������� �� ��

������������� ���� (xn)
∞
n=1 � �������� �� E� ����� �� ���� �� φ ��� ��������

��� � �������� ��� ��������� �� ��������� (φ(xn))
∞
n=1 ������������ �� �� �����

{φ(xn) | n ∈ N}� � �������� �� � � �������� ������ ��� ������������ ����������� �
����� � ����������

�������� ����� ����� � � � ������� �������� ���� ��� E ⊂ F �

�� �� � ��������� ���������� id : E → F ��� �� �������� ������ ��������� ������� ���
� ���� ������ ������������� �� �� � ��������� ��� E �→ F �

�� �� � ��������� ���������� id : E → F ��� �� �������� ������ ��������� �������
��� � ���� ������ ������������� �� �� � ��������� ��� E �→→ F � ����� ����� ����
��������� �������� �� (E, ||.||E) ������ ��� ������������ ����������� �� (F, ||.||F )�

���������� ���� ������� ��� � ��������� �������� � ��� ��������� ������� ����� �������
��� ���� ������� ��� ������� E �→ F � � ���������� � ��������� ��� ������ ��� ���������
C ��� ���

||x||F ≤ C||x||E, ���� ���� x ∈ E.

������� ���� �������� �� �������������� ���� � �� ����������� �� �������� ���
���������� ��������� �� K �� R� �� ��� � � �� ������ ������� ��������� � �� ��
��� E ⊂ C(K;R) ���� ������������� ��������� ���� �� E ���� �������� �� C(K;R)� �
���������� � ��������� ��� �� ��������� ��������� ����� ����������

�� E � ������������� ���� �� ���� ���� t0 ∈ K � � > 0� ������ δ > 0 ��� ���

|f(t)− f(t0)| < �,

���� ���� t ∈ K ��� d(t, t0) < δ � f ∈ E�

�� E � ������������� ���� �� ������ ��� ��������� C > 0 ��� ��� |f(t)| ≤ C� ���� �����
t ∈ K � f ∈ E�

������������� ���� ����� ������� �����

��� ������� �� �������

����� ������� Lp(Ω)

����� ��������� �������������� � �������� � ������� ������������ ��� ������� Lp(Ω)
��� ����� ����� �� ����� ����� ��������� ���� ������� ��������� ��������� ��� � ����



��

�������� ����� ����� Ω ⊂ R
n �� �������� ���������� � 1 ≤ p < ∞� � ������ Lp(Ω)

� ������� ���� ����� � ������ ��� ������� ������������� �� ������� �� ��������� ���� ��

Lp(Ω) =

�

f : Ω → R

�

�

�

�

�

Ω

|f |p < ∞

�

.

� ����� ����� ����� ������ �

||f ||Lp(Ω) = ||f ||p =

��

Ω

|f |p
�1/p

.

�������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� �������� ����������� � ������ L∞(Ω) � ������� ����

����� � ������ ��� ������� ����� ����������� �������������� ���������� ���� ��

L∞(Ω) = {f : Ω → R | sup
Ω

|f | < ∞},

������ �� �����
||f ||∞ = sup

Ω

|f |.

������� ���� � ������ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞� � �� ������ �� ������ ������ ��� ������
������������ ��� ��������� ���� � �����

������������� ���� ����� ���������� ����� ���� ������� ����� � ������� �������

�������� ����� ���� 1 ≤ p ≤ ∞� � ��������� �� � � � ������ �������� � ��� ����

1

p
+

1

q
= 1.

�� ���� �� ��� p = ∞ ����� q = 1 � �����������

������� ��� ������������� �� ������ ���� ����������� ����� p, q > 1 ���� ��� � � �
��������� �� �� �� f ∈ Lp(Ω) � g ∈ Lq(Ω)� ����� fg ∈ L1(Ω) �

||fg||1 =

�

Ω

|fg| ≤ ||f ||p · ||g||q.

������������� ���� ����� ������� �������

������� ���� ������������� �� ��������� ���� ����������� ����� 1 ≤ p < ∞ �
f, g ∈ Lp(Ω)� ������

��

Ω

|f + g|p
�1/p

≤

��

Ω

|f |p
�1/p

+

��

Ω

|g|p
�1/p

.

������������� ���� ����� ������� �������

������� ����� � ������ Lp(Ω) � �� �������� ���� 1 < p < ∞�

������������� ���� ����� ���������� ��������



��

������� ����� � ������ Lp(Ω) � �� ������ ��������� ���� 1 ≤ p < ∞�

������������� ���� ����� ���������� ������

�������� ����� ���� 1 ≤ p < ∞� ��� ������ f : Ω → R � ���� ���������� ����������
�� Lp(Ω)� � ��������� ��� f ∈ Lp

loc(Ω)� �� f ��� ��� ������ ���������� � ���� ��������
�������� �������� K ⊂ Ω �����

�

K

|f(x)|pdx < ∞.

������� ����� ����� 1 < q < ∞ � u ∈ Lq(Ω)� ����� ���� ���� 1 ≤ p ≤ q� �����
Lq(Ω) �→ Lp(Ω).

������������� �� p = q � ��������� ������� ����� p < q� ����
q

p
> 1� ���� u ∈ Lq(Ω)�

�����
�

Ω

|u|q < ∞

���
�

Ω

(|u|p)
q

p =

�

Ω

|u|q < ∞� ���� |u|p ∈ L
q

p (Ω). ���� ������� � ������� ���� �������

��������� � ��������� �� q
p
� ���� ��� ��������� �������� ��� m� ���� ��� ���� �����������

1
q

p

+
1

m
= 1 ⇔

1

m
= 1−

p

q
⇔

1

m
=

q − p

q
⇔ m =

q

q − p
.

������� ��� ������ ��������� �������� � Lk(Ω) ���� ���� k �������� ��������� �
������������ �� ������ ���� ��������� ��� ������

||1 · |u|p||1 =

�

Ω

1 · |u|p ≤ ||1||m · ||(|u|p)||q/p

=

��

Ω

1m
�1/m

·

��

Ω

(|u|p)
q

p

�
p

q

= |Ω|1/m ·

��

Ω

(|u|)q
�

p

q

= C ·

�

��

Ω

(|u|)q
� 1

q

�p

= C||u||pq .

����� �������� ����� �� ����� �� ������������ ����� �
1

p
������� ��� ||u||p ≤ C||u||q.

� ���� ������� ��� Lq(Ω) �→ Lp(Ω)� ���� ����������

����� ������� Ck(Ω) � ������� �� ������

����� ��������� �������������� ������� ��������� � �������� ����� �� ������� Ck(Ω)
� �� ������� �� ������� ������������ �� ����� ����� �������� ��� Ω � �� �����������
������ �� R

n�



��

�������� ����� �������� � ������� �� ������������ ���� ������� � �������� �������

Dγf(x) =
∂|γ|f

∂xγ1
1 . . . ∂xγn

n
(x),

�� ��� γ = (γ1, . . . , γn) ∈ N
n � |γ| = γ1 + . . .+ γn�

�������� ����� ���� k �� ������� ��� ��������� �������� � ������ Ck(Ω) ����

Ck(Ω) := {f : Ω → R | Dγf� �������� �� Ω ���� ���� |γ| ≤ k}.

��������� C0(Ω) = C(Ω)�

�������� ����� ���� g : Ω → R ��� ������ ��������� � ������� �� g � � ��������
���������

supp(g) := {x ∈ Ω | g(x) �= 0}.

�� supp(g) ��� �������� �� Ω� ������� ��� � ������ g ��� ������� ��������� ���������
��� C0(Ω) � ������ ��� ������� ��������� �� Ω ��� ��� ������� ���������

�������� ����� ���� k �� ������� ��� ��������� �������� ��� Ck
0 (Ω) � ��������

���������
Ck

0 (Ω) := {g ∈ Ck(Ω) | g ��� ������� ��������},

� ���� k = ∞�

C∞
0 (Ω) := {g ∈ Ck(Ω) ���� ���� k ∈ Z+ | g ��� ������� ��������}.

�������� ����� ������� ��� ��� ������ f : Ω → R ������ �������� ��� ��������
α ∈ (0, 1]� ��

sup
x,y∈Ω e x�=y

|f(x)− f(y)|

|x− y|α
< ∞

� ��������� ���� ���� ��� f ∈ Cα(Ω)� �� α < 1� � f ∈ C0,1(Ω) �� α = 1� ������
�������� � �������� ��������

[f ]Cα(Ω) = sup
x,y∈Ω e x�=y

|f(x)− f(y)|

|x− y|α
.

����� �� � � ������ �������� ��� �������� α �� Ω� �����

|f(x)− f(y)| ≤ [f ]Cα(Ω)|x− y|α ���� ����� x, y ∈ Ω.

����� ����� ���� �� ��� ������ � ������ �������� �� Ω� ����� ��� � ��������� � �����
����� � ������������� ���������

�������� ����� �������� � ������ �� ������ ����

Ck,α(Ω) := {f ∈ Ck(Ω) | Dγf ∈ Cα(Ω) ���� ���� |γ| ≤ k}.

������� ��� ��� ������ �������� � ������������� �������� �� Ω ��� ��� �����
�������� �������� �������� �� Ω� � �������� � ������ ���� ������������ ����� ������



��

�������� ����� �������� Ck(Ω) ���� � ������ ��� ������� ����� �������� �� Ω� �����
��������� �������� ��� � ����� k ����������� ��� ��������� � ������������� ����������
���� ��

Ck(Ω) = {f ∈ Ck(Ω) | Dγf� �������� � ������������� �������� ��
Ω ���� ���� |γ| ≤ k},

������ �� �����
||f ||Ck(Ω) = max

|γ|≤k
||Dγf ||L∞(Ω). �����

����������� ��������� C0(Ω) ������������ ��� C(Ω)� � �������� C∞(Ω) =
�

k∈N

Ck(Ω)�

������� ����� � �������� �� �� ����� ������� ��� ������ � ������� �� ������ ��
�������

�������� ����� � ������ �� ������ Ck,α(Ω) � � ��������� �� Ck(Ω) ������� �����
������� ����� ��������� �������� ��� � ����� k ����������� ��� ����� ������ ���������
��� �������� α �� Ω� ���� ��

Ck,α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω) | Dγf ∈ Cα(Ω) ���� ���� |γ| ≤ k},

��� � �����
||f ||Ck,α(Ω) = ||f ||Ck(Ω) +max

|γ|≤k
[Dγf ]Cα(Ω), �����

�� ���

[Dγf ]Cα(Ω) = sup
x,y∈Ω e x�=y

|Dγf(x)−Dγf(y)|

|x− y|α
.

���� α = 0� ����� Ck(Ω) �� ������ �� �������

Ck(Ω) = Ck,0(Ω).

���������� ���� Ck,α(Ω) � �� ������ �������� �������� � ���� ������ � ������� ��� �
����� ���� �� ������

������������� ���� ����� ���������� ����� ���������� ������

������� ����� ��������� �� ������� ���� ���� k ∈ N � ���� ����� 0 < α < β ≤ 1 �����
�� ��������� ���������

�� Ck+1(Ω) �→ Ck(Ω)�

�� Ck,α(Ω) �→ Ck(Ω)�

�� Ck,β(Ω) �→ Ck,α(Ω)�

�� Ω � ��������� �� ���� ������� �������� ��� ����������
�� Ω � ������� � ��������� ����� �� ���� �������� ��� ����������
�� Ω � �������� ����� ���� �������� �����������



��

�� Ck+1(Ω) �→ Ck,1(Ω)�

�� Ck+1(Ω) �→ Ck,α(Ω)�

����� � ������ �������� �� Ω ��� ������ ���������

������������� ���� ����� ������� �����

�������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������� ��������� � �������� ∂Ω �� Ω � ���� ��

������ Ck,α� �� ��� 0 ≤ α ≤ 1� �� ���� ���� x ∈ ∂Ω ������ ��� ���� B := B(x, r) � ��
������������ φ : B → U, U ⊂ R

n ������� ���� ����

�� φ(B ∩ Ω) ⊂ R
n
+�

�� φ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn
+�

�� φ ∈ Ck,α(B), φ−1 ∈ Ck,α(U)�

�� ��� R
n
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n | xn > 0}�

�� ����������� �� α = 0 ������� ��� ∂Ω �� Ω � �� ������ Ck� �� Ω � �� ������ Ck

���� ���� k �������� ����� ������� ��� Ω � �� ������� �������� � ������

����� ������ �� �������

����� �������� �������������� ������ ���������� � ��������� ����� ������� �� ��������
��� ��� ������� ������ �� ����� ����� ��������� ���� ������� ��������� ��������� ��������
��� � ��� � ������� � ��������� ����� ����� ���������� �� ����� ����� �������� Ω ⊂ R

n

�� ����������� �������

�������� ����� ����� u ∈ L1
loc(Ω) � α �� ������������� ���� �� α = (α1, . . . ,αn) ∈ N

n

��� |α| = α1 + . . . + αn� ������� ��� ��� ������ vα ∈ L1
loc(Ω) � � α������ ��������

����� �� �� ��
�

Ω

u(Dαϕ)dx = (−1)|α|
�

Ω

vαϕdx,

���� ���� ϕ ∈ C∞
0 (Ω)� �� ���� ��� � ����� ���������

vα := Dαu.

��� ������ � � ���� ���������� �������������� �� ����� �� ��������� ������ �� ��������
����� �� � ���������� � � ���������� ������������� k ������ ������ Dαu ������� ����
����� �� ������������� 0 ≤ |α| ≤ k� ��������� � ������ ��� ������� k ����� ����������
�������������� ��� W k(Ω)�

�� vα ������� ��� � ���������� ������������ � ����� �� ��������� �� ������ �����

���������� ���� ����� Ck(Ω) ⊂ W k(Ω)� ������� ����� ��� � �������� �� ��������
����� � ��� �������� �� �������� �� ���������



��

� ������� ������� ��� ������ ��� � �������� �� ���������� �������� � ��������

������� ���� ����� Ω = (−1, 1) � u(x) = |x|� ���� u � ��� ������ ��������� �����
��� u ∈ L1(Ω)� ����� u ∈ L1

loc(Ω)� ���� ���� φ ∈ C∞
0 (Ω)� ������

� 1

−1

u(x)φ�(x)dx = −

� 0

−1

xφ�(x)dx+

� 1

0

xφ�(x)dx

= −φ(−1) +

� 0

−1

φ(x)dx+ φ(1)−

� 1

0

φ(x)dx

=

� 0

−1

φ(x)dx−

� 1

0

φ(x)dx

= −

�� 0

−1

(−1)φ(x)dx+

� 1

0

φ(x)dx

�

.

���� � �������� ��������� ��������� ������ � ���� �� φ ∈ C∞
0 (Ω)� � ��� ������� ��

φ(−1) = φ(1) = 0� ������ �� �������� v ∈ L1
loc(Ω) ���� �����

v(x) =

�

−1 �� −1 < x ≤ 0,
1 �� 0 < x < 1,

����� ���
� 1

−1

u(x)φ�(x)dx = −

� 1

−1

v(x)φ(x)dx,

����� v � ��� �������� ����� �� u� ���� �� u ∈ W 1(Ω)� ����������� ������� �� �������
����������� ��� � �������� �� ������ u ��� ������ �� 0� ����� u /∈ C1(Ω)�

�������� ����� ����� p ≥ 1 � k ≥ 0 ��������� � ������ �� ������� W k,p(Ω) � �������
�����

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω) ���� ���� 0 ≤ |α| ≤ k}.

���������� ���� � ������ �� ������� � �� ������ ���������

� ������ �� ������� W k,p(Ω)� 1 ≤ p ≤ ∞ ���� ��� ������ �� �������� ������

||u||Wk,p(Ω) =





�

0≤|α|≤k

�

Ω

|Dαu|p





1/p

, ���� 1 ≤ p < ∞ �����

�
||u||Wk,∞(Ω) = max

0≤|α|≤k
||Dαu||L∞ , ���� p = ∞.

������W k,p
0 (Ω) ���� ������� � ����� �� C∞

0 (Ω) ��W k,p(Ω) � ���� ������ � �������
�� ������ �� ��������

���������� ���� ����� ��������� ��� ������� �� �������� ������� ����� ��� ���� ����
p ≥ 1 � k ≥ 0 ��������� ����� �� ��������� ����������

C∞
0 (Ω) ⊂ W k,p

0 (Ω) ⊂ W k,p(Ω) ⊂ Lp(Ω).



��

������� ����� ����� p ≥ 1 � k ≥ 0 ��������� ������ W k,p(Ω) ������ �� ����� ������ �
�� ������ �� ������ �� 1 ≤ p ≤ ∞� ��������� �� 1 ≤ p < ∞� �������� � �������������
������� �� 1 < p < ∞�

������������� ���� ����� ������� �������

��������� ���� ����� p ≥ 1 � k ≥ 0 ��������� ������ W k,p
0 (Ω) � �� ������ �� ������

�� 1 ≤ p ≤ ∞� ��������� �� 1 ≤ p < ∞ � �������� �� 1 < p < ∞�

������������� ��� ��������� ����� W k,p
0 (Ω) �� ��������� �������� ������� �� W k,p(Ω)�

��� ���� ������� �������� � �� ������ �� ������� ���� ���� ���������� ���� ����� ���
W k,p

0 (Ω) � �� ������ �� ������� � ���� �� W k,p
0 (Ω) ��� ��������� � ��������� ������� ��

���������� ��� � �� ������� ���� ����������������

�������� ����� ���� 1 ≤ p ≤ ∞ � k ∈ N� �������� W k,p
loc (Ω) ���� � ������ ��� �������

��� ��������� �� ������ W k,p(Ω�) ���� ���� Ω� ⊂⊂ Ω� ���� �� Ω� � �������� �� Ω�

������� ����� C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) � ����� �� W k,p(Ω)�

������������� ���� ����� ������� �������

������� ����� ���� Ω �� ������ �� ������ C1� �� u ∈ W k,p(Ω) ∩ C(Ω)� �����
u ∈ W 1,p

0 (Ω) ��� � ������� ��� u = 0 ����� ∂Ω�

������������� ���� ����� ������� �������

����� �������� �� �������

���� kp < n

�������� ����� ����� n, p, k ∈ N� �� kp < n� ��������

p∗ :=
np

n− kp
.

������� ���� ��� ��������� p∗ > p�

������� ���� ������������� �� ����������������������������� �� 1 ≤ p < n� �����
������ ��� ��������� C = C(n, p) ��� ��� ���� ���� u ∈ W 1,p

0 (Ω) �����

||u||Lp∗ (Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω).

������������� ���� ����� ���� �������

������� ����� �������� �� �������� ����� p, n, k ∈ N� �� p ≥ 1 � kp < n� �����

W k,p
0 (Ω) �→ Lq(Ω)

���� ���� p ≤ q ≤ p∗�



��

������������� ���� ����� ������� ����� � ��������� �������

��������� ���� �� Ω� ���� �� ������� ��� ��������� ����� ���� p ≥ 1 ��� ��� kp < n ����
� �������

W k,p
0 (Ω) �→ Lq(Ω)

���� ���� 1 ≤ q ≤ p∗�

������������� ���� ����� ��������� �������

������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� �� ������ C1� �� p ≥ 1 � kp < n� �����

W k,p(Ω) �→ Lq(Ω)

���� ���� 1 ≤ q ≤ p∗�

������������� ���� ����� ������� ����� � ��������� �������

������� ����� ���� Ω �� ������ �� ������ C1� �� p ≥ 1 � kp < n� �����

W k+m,p(Ω) �→ Wm,q(Ω)

���� ���� p ≤ q ≤ p∗� � ��������� � ������ ���� ������� ����������� �� ��������� � ���
W0�

������������� ���� ����� ������� �������

���� kp = n

������� ����� �������� �� �������� ���� Ω �� ������ �� ������ C1� �� p ≥ 1 �����

W
n
p
,p(Ω) �→ Lq(Ω),

�� ��� p ≤ q < ∞� � ��������� � ������ ���� ������� ����������� �� ��������� � ��� W0�

������������� ���� ����� ������� �������

���� kp > n

������� ����� �������� �� �������� ����� Ω ������ � �������� � p ≥ 1 ��� ��� kp > n�
�����

W k,p
0 (Ω) �→ Cm(Ω)

���� ���� 0 ≤ m < k −
n

p
�

������������� ���� ����� ������� �������



��

���� ���� ������������� �� ������� ���� p > n� �� Ω� ���� �� ������� ��� ���������
����� ������ ��� ��������� C(n, p) ��� ���� ���� ���� u ∈ W 1,p

0 (Ω)� ������

||u||
C

1−n
p (Ω)

≤ C||Du||Lp(Ω).

�� ������ ���� ���� u ∈ W 1,p(Rn) ������ ��� ��������� C ��� ���

||u||
C

1−n
p (Rn)

≤ C||Du||W 1,p(Rn).

������������� ���� ����� ���� �������

������� ����� �������� �� �������� ���� Ω ������ � ��������� �� p ≥ 1 � kp > n� �����

W k,p
0 (Ω) �→ Cm,β(Ω)

���� ���� 0 ≤ m < k − n
p
� �� ���

0 < β <

�

n

p

�

+ 1−
n

p
��

n

p
��� � �� ��������

�
0 < β < 1 ��

n

p
� �� ��������

������������� ���� ����� ������� �������

������� ����� ���� Ω �� ������ �������� �� ������ C1� �� p ≥ 1 � kp > n� �����

W k,p(Ω) �→ Cm,β(Ω)

���� ���� 0 ≤ m < k − n
p
� �� ���

0 < β <

�

n

p

�

+ 1−
n

p
��

n

p
��� � �� ��������

�
0 < β < 1 ��

n

p
��� � �� ��������

������������� ���� ����� ������� �������

�������� ����� ������� ��� � �������� Ω �������� � �������� �� ���� �������� ���������
�� ������ �� ���� ��� KΩ ��� ��� ���� x ∈ ∂Ω � � ������� �� �� ���� KΩ(x) ⊂ Ω

���������� � KΩ� �������� �� ��������� ��� ���������� ���� ��������� ��� �� �������
��� ���������� �� ���������� ��� ������ ������� �� ������ C1�

�������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ ��� ������ ������ � ����� �� u �� Ω �

������� ����

u =
1

|Ω|

�

Ω

udx.



��

������� ���� ������������� �� ���������� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� ������ ���

�������� � �������� �� ���� ��������� �� p ≥ 1� ����� ������ ��� ��������� C > 0 ��� ���

||u− u||Lp(Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω)

���� ���� u ∈ W 1,p(Ω)�

������������� ���� ����� ������� �������

������� ���� ������������� �� ������������������ ���� Ω ⊂ R
n �� ������ ��������

������ ��� �������� � �������� �� ���� ��������� �� 1 ≤ p < n� ����� ������ ��� ���������
C > 0 ��� ���

||u− u||Lp∗ (Ω) ≤ C||Du||Lp(Ω)

���� ���� u ∈ W 1,p(Ω)�

������������� ���� ����� ������� �������

������� ���� ������������� �� ���������� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ ��������� ��

1 ≤ p < n� ����� ������ ��� ��������� C > 0 ��� ���

||u||Lp(Ω) ≤

�

|Ω|

ωn

�1/n

||Du||Lp(Ω)

���� ���� u ∈ W 1,p
0 (Ω)�

������������� ���� ����� ��������� �������

�������� ||Dku||Lp(Ω) =
�

|α|=k

||Dαu||Lp(Ω)�

������� ���� ������������� �� �������������� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� ���

�������� � �������� �� ���� ��������� �� p ≥ 1� ����� ���� �������� � > 0 � ���� ��������
������� 1 ≤ |α| ≤ k − 1� ������ ��� ��������� C� = C(n, k, p, |α|,Ω, �) > 0 ��� ���

||Dαu||Lp(Ω) ≤ �||Dku||Lp(Ω) + C�||u||Lp(Ω)

���� ���� u ∈ W k,p(Ω)� �� ������������� � ��� W0� � ��������� � ������ ���� �������
������������

������������� ���� ����� ������� �������

��������� ���� � ����� ||u|| := ||u||Lp(Ω) + ||Dku||Lp(Ω) � ��� ����� ����������� �
����� ����� �� W k,p(Ω)� �� Ω ⊂ R

n � �� ������ �������� ��� �������� � �������� ��
���� ��������� � � ����� ����� �� W k,p

0 (Ω) �� Ω ⊂ R
n � �� ������ �����������

������������� ���� ����� ��������� �������



��

��� �� ����� ����� ������ ��������

����� ������ �������������� ��������� � ���������� ���������� ���������� ���������
��� ����� ����� ����� �� ����� ����� ��������� ���� ������� ��������� ��������� ��������
��� � ������� � ��������� �����

���������� �������� �� ������� ����� ��� ����� �� �������� ������

Lu =
n

�

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj

+
n

�

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

+ c(x)u, �����

�� ��� aij ∈ C(Ω)� bi, c ∈ L∞(Ω), ∀i, j ∈ {1, . . . , n} � Ω �� ����������� ������ �� R
n�

�������� ����� �� �������� �� ����� ����� � ���� ��������� �� � ������ (aij(x)) � ��������
������� ���� ���� x ∈ Ω� ���� �� ��������� ��� λ(x) � Λ(x) ��� � ����� � � �����
��������� �� (aij(x))� ���������������� �����

0 < λ(x)||ξ||2 ≤
n

�

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x)||ξ||2

���� ���� ξ ∈ R
n \ {0}� � �������� L � ���� ������������ �������� �� Ω �� ������ λ0 > 0

��� ��� λ(x) ≥ λ0 ���� ���� x ∈ Ω� ��
Λ(x)

λ(x)
� �������� �� Ω� ����� � �������� � ����

������������� ���������

���������� ���� � �������� ���������� ∆u :=
n

�

i=1

∂2u

∂x2
i

� �� �������� ������������

��������� ���� �� ����� �� ����� ����� ������ �� �������� ������������ ���������� �
�������� ����������� ��� �������������� � ��� ��� �������� ���������� ��� ������� ����
������� ���� ���������� ���� ������ ����� ��� ����������� �� ��� � �����

�������� ����� ����� Ω ⊂ R
n �� ������� � f ∈ Lp(Ω)� ��� ������ u ∈ W 2,p

loc (Ω) �
���� ������� ����� �� ������� ∆u = f �� �������� � ������� �� ������������ ���� ������
�� Ω�

���������� ���� ���� ���� ������ u ��������� ��� u+ = max(u, 0) � u− = min(u, 0)�

������� ����� ���������� �� ������ ������ ����� Ω ⊂ R
n �� ������ �������� �

u ∈ C0(Ω) ∩W 2,n
loc (Ω)� �� ∆u ≥ 0 �� Ω� �����

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+.

�� ∆u ≤ 0 �� Ω� �����
inf
Ω

u ≥ inf
∂Ω

u−.

������������� ���� ������ ������� �����



��

���������� ���� ���������� �� ����������� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ ��������� ��

u, v ∈ C0(Ω) ∩W 2,n
loc (Ω) ��� ���� ���

�

∆u = ∆v �� Ω,
u = v ����� ∂Ω,

����� u = v �� Ω� ��
�

∆u ≥ ∆v �� Ω,
u ≤ v ����� ∂Ω,

����� u ≤ v �� Ω�

������������� ���� ������ ������� �����

���������� ���� ���� ������������ �� ��������� �� ����������� � �������� ��
���������

�

∆u = f �� Ω,
u = g ����� ∂Ω,

������ ��� ����� ������� ����� u ∈ C0(Ω) ∩W 2,n
loc (Ω)�

�������� ����� ���� Ω �� ����������� ������ � �������� �� R
n� ������� ��� � ���������

∂Ω �������� � �������� �� ������ �������� ���� ���� r0� �� ������ r0 > 0 ������������ �
�������� ��������� ���� ���� y0 ∈ ∂Ω ������ �� ����� x0 ∈ Ω ��� ��� B(x0, r0) ⊂ Ω �
y0 ∈ ∂B(x0, r0)�

� ��������� ∂Ω � ���� ������������ � �������� �� ������ �������� ���� ���� r0� �� ������
r0 > 0 ������������ � �������� ��������� ���� ���� y1 ∈ ∂Ω ������ �� ����� x1 ∈ R

n \ Ω
��� ��� B(x1, r0) ⊂ R

n \ Ω � y1 ∈ ∂B(x1, r0)� �� ����� �� ��������� �� ������ �������� �
�������� ���� ���� r0� ��� ����������� ������� ��� ∂Ω �������� � �������� �� �������

������� ����� ���� Ω ⊂ R
n �� ����������� ������ � ��������� ����� ∂Ω � �� ������

C1,1 ��� � ������� ��� ∂Ω �������� � �������� �� �������

������������� ���� ����� ���� �����

������� ����� ����� �� ���� �������� ����� Ω ⊂ R
n �� ����������� ������ �

u ∈ W 2,p(Ω)� p > n� ��� ������ ��� ��������� ������������ inf ess∆u ≥ 0 �� Ω �

m := inf
Ω

u ∈ (−∞, 0].

������ ����� ��� ������ x0 ∈ ∂Ω ��� ��� u(x0) = m� ������

∂u

∂ν
(x0) < 0,

�� ��� ν � �� ����� ������ �������� � ∂Ω�

������������� ���� ������ ������� �����

������� ����� ���������� �� ������ ������ ���� Ω ⊂ R
n �� �������� ������� �������

��� u ∈ W 2,n
loc (Ω) � �������� ∆u ≥ 0 ���������������� ∆u ≤ 0� �� Ω� �� � ������ ���

������ ��� �������� ���������������� ������ ��� ��������� �� �������� �� Ω� ����� � �
����������



��

������������� ���� ������ ������� �����

���� ���� ����� Ω ⊂ R
n �� �������� ������� v, w ∈ W 2,p(Ω)� �� ��� p > n� ���� ���

v, w > 0 �� Ω � v ≡ w ≡ 0 ����� ∂Ω �
∂v

∂ν
,
∂w

∂ν
< 0 ����� ∂Ω� �� ��� ν � �� �����

������ �������� � ∂Ω� ������ ���� t > 0 �������������� �������� v > tw �� Ω�

������������� ���������� �� ����� �� ���� ��� ������ ��������

m = min
∂Ω

∂w

∂ν
, M = max

∂Ω

∂v

∂ν
.

����� ��� �������� ����� ��� m,M < 0� ���� t > 0 ��� ��� tm−M > 0� �����

∂

∂ν
(tw − v) = t

∂w

∂ν
−

∂v

∂ν
≥ tmin

∂Ω

∂w

∂ν
−max

∂Ω

∂v

∂ν
= tm−M > 0,

����� ∂Ω� ���� ��� ��������� tw − v = 0 ����� ∂Ω� ����� �� ������������ ����� ���
tw − v < 0 �� ��� ����������� ���������� �� ∂Ω� �������� K ⊂⊂ Ω �� ��������
��������� � ������������ �� Ω �� ��� ����������� ������ ���� t > 0 ��������������
�������� tw − v < 0 �� K� ����� �������� ���� t > 0 �������������� �������� ����
tw − v < 0 �� Ω�

������� ����� ����� Ω ⊂ R
n �� ������ �� ������ C1,1 � f ∈ Lp(Ω)� 1 < p < ∞� �����

������ ��� ����� ������� ����� u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) ���� � �������� ���������

�

−∆u = f �� Ω,
u = 0 ����� ∂Ω.

������������� ���� ������ ������� ������

���� ���� ���� Ω ⊂ R
n �� ������ �� ������ C1,1� ����� ������ ��� ��������� �

������������� �� �� ��� ���

||u||W 2,p(Ω) ≤ C||∆u||Lp(Ω)

���� ���� u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), 1 < p < ∞�

������������� ���� ������ ���� ������

������� ����� ������������ �������� ����� Ω ⊂ R
n �� ������ �� ������ C1,1 �

f ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞� �� u ∈ W 2,p(Ω) � ��� ������� ����� ��

∆u = f �� Ω,

����� ������ ��� ���������
C = C(n, p,Ω)

��� ���
||u||W 2,p(Ω) ≤ C

�

||u||Lp(Ω) + ||f ||Lp(Ω)

�

.

������������� ���� ����� ������� ������



��

������� ����� ����� Ω ⊂ R
n ������ � f ∈ W k,q

loc (Ω) ���������������� Ck−1,α(Ω)��
1 < p, q < ∞� k ≥ 1 � 0 < α < 1� �� u ∈ W 2,p

loc (Ω) � ��� ������� ����� ��

∆u = f �� Ω,

����� u ∈ W k+2,q
loc (Ω) ���������������� Ck+1,α(Ω)�� ���� ������ �� Ω � ��� ������

�� ������ Ck+1,1 � f ∈ W k,q(Ω) ���������������� Ck−1,α(Ω)�� ����� u ∈ W k+2,q(Ω)
���������������� Ck+1,α(Ω)��

������������� ���� ����� ������� ������



��

�������� �

���������� �� ���������������

��������� ���� �������� �� ����

����������

��� ������� �� ���� ������������ ��� ������

����� ��������� ������ �� ������� �� ���� ������������ ��� ������ ���� ���������
� ��������������� ��������� ������ ����� ����������� ���������� ���������� �� ������� ����

��������� � �� ������ �� ������ �����

�������� ���� �������� �� ���� ������� ���� ����� �� �������� ������� K ⊂ E ���
����

�� λK ⊂ K� ���� ���� λ ≥ 0�

�� K ∩ (−K) = {0}�

�������� ���� �� ���� K ⊂ E � ���� �� ���� ������ �� intK �= ∅�

�������� ���� ��� ������� ����� ��������� �� �� ����������� �������� � ������� ��
����� ������� �� �������� �� ������������ �� ������������� ������������� � ���������������

������� �� �������� ���� ������� ���� �� ���� ������� K ⊂ E ���� ������� ���
����� ������� �� E �� �������� ��������

u � v ⇔ v − u ∈ K � u ≺ v ⇔ v − u ∈ K \ {0}, �����

�� ��� u, v ∈ E.

��������� ��� � ������� ����� � �� ���� ��� ����� ������� �� E�

�� ������������� ���� u ∈ K� ������ u− u = 0 ∈ 0K ⊂ K � ����� u � u�



��

�� �������������� ����� u, v ∈ K ���� ��� u � v � v � u� ����� v−u ∈ K � u−v ∈ K�
����� ��� v − u = −(u− v) ∈ −K� ����� ��� v − u ∈ K ∩ (−K) = {0}�

�� ��������������� ����� u, v, w ∈ K ���� ��� u � v � v � w� ����� v − u ∈ K�
w−v ∈ K � ���� K � �������� ����� ��� 1

2
(w−u) = 1

2
(w−v)+(1− 1

2
)(v−u) ∈ K�

������ �� ���� � �� �������� ���� ������� ��� w − u ∈ K� ���� �� u � w�

���������� ���� ���������� ������� ����� ��� � ������ �� ������ (E,K,�) ����
������������ �������� � ��� K � � ���� �������� ����� �������

����� �� �������� � ������ �� ������� �� ������������� ��� ���� ����� �����
��������� ������������ ������� ��������� ����������� ���� ���� ���

�������� ���� �� �������� T : E → E � ���� ��������� ��

u ≺ v ⇒ T (u) � T (v). �����

� � ���� ������������ ��������� ��

u ≺ v ⇒ T (u) ≺ T (v). �����

�� T (u) � 0 ���� ���� u ∈ K� ����� � � ���� �� �������� ��������� ����� �����
T (K) ⊂ K� ���� T (u) � 0 ������� �� T (u) = T (u) − 0 ∈ K, ∀u ∈ K� ���� ������
������� ��� � � ���������� ��������� �� T (K \ {0}) ⊂ intK�

�������� ���� �� �������� T : E → E � ������������� ������������ �� � ��������
�������� � ������

T (tx) = tT (x) ���� ���� t > 0.

������� ���� ������������ �� ���� ������������� ���� � �� ������ �� ������
���� �������� �� ���� ������� �� ���� T : E → E �� �������� ���������� �������������
������������ �������� � �������� � ��� ��� ������� �� �������� ��� ���� u ∈ K �
M > 0 ������������

u � MTu.

����� � ������ �� ��������� ��� ���� x0 ∈ K� ���� ������ �� � � �� ���� ������
� �� � �������� � � ������������ ��������� � ���������� �������� �� K \ {0}� ����� x0

� � ����� ��������� �� � � ����� �� ��������� ��������������� �� ���������� �� µ0 �
� ��������� ��������������� ����� ��� ���� ��� ������������� ���� � ��������� �� �����
����� �������� � ���� ������ � ��������



��

��� ��������������� ���������

�� ����� �� ������� �������������� m ≥ 2 �� ������ �������� Ω ⊂ R
n �� �������

�������� ��� ��������� �� ������ C1,1� n ≥ 2, ρi ∈ Lp(Ω) ������� ��������� ������ ��
Ω� p > n� ��� i = 1, . . . ,m� � αi ������� ����� ��������� ��� ����������

�m
i=1 αi = 1�

������ ���������� � �������� ��������

R
m
+ := {(x1, . . . , xm) ∈ R

m | xj > 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m}}.

��� ��� ������ ��� �������� �� �������� ���� ��� ���� ���������� ���� �� ����������
��������� ��� ��������� � ������� ������ ���� �� �������� �����

�������� ��������� ��������� ���� ��� � �������� �������� ��� � �� �������� ��
���������� ����� ������� ����� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)�
�

−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 �� Ω,

ϕi = 0 ����� ∂Ω,
�����

�� ��� i = 1, . . . ,m� ϕm+1 := ϕ1� γi ��� ����� ����������

�������� ���� � ����� (γ1, . . . , γm) ∈ R
m � �� ��������� �� ������� ����� �� ��� ������

��� ������� ����� ��� ������� �� W 2,p(Ω;Rm)∩W 1,p
0 (Ω;Rm)� �� ����� (γ1, . . . , γm) ∈ R

m

� ������� �� ��������� ��������� �� � ������� ����� ������ ��� ������� ����� ��������
�� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)�

����������� ��� � �������� ��� ����������� ����������

Γ = {(γ1, . . . , γm) ∈ R
m | (2.4) ��� ������� ����� �������� ��

W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm)}

�����

����� ��� ��������������� ����� �� R
m
+ � ��� ������������� ��������������� ��������� ��

������� ������ ���� � ������� ��� ����������� ���������� �� ������� �� �������� �����
�� ����� � �� ���� ������������ ��� ����������� ��� �� ���������� �� �����

����� �������� �������� � ������� ��� ���� ������� ��� � �������� Γ ���� ��� �����
���� � ������ ������� �� �� ����� �������� ��� ��� ������ ������

���� ������ ������������ E0 := C(Ω)� E1 := C1
0(Ω) = {u ∈ C1(Ω) | u = 0 ����� ∂Ω}

� ���� ����������� ����� ���������� K0 := {u ∈ E0 | u ≥ 0 �� Ω} ⊂ E0 � K1 := {u ∈
E1 | u ≥ 0 �� Ω} ⊂ E1�

�� ��������� ��������������� ���� �� ���������� ��� ����� K0 � K1 ����� ���
����������� �� ��� � �����

intK0 := {f ∈ E0 | f > 0 �� Ω}

�

intK1 := {f ∈ E1 | f > 0 �� Ω �
∂f

∂ν
< 0 ����� ∂Ω},

���� ����� �� ����� ������� �������� ��� ������



��

���������� ���� ������� ��� K0 ��������� �������� �� ��������� �� �������� ���� ��
����� ����� λ ≥ 0 � v ∈ K0. ����� λv ≥ 0� ���� v ≥ 0 � λ ≥ 0� ����� ��� λv ≥ 0� �
���� v ∈ K0� ����� ��� v � �������� � ������������� �������� �� Ω� � ��� ������������
�� ������� ����� ��� λv ������ ���� �������� � ������������� �������� �� Ω� �����
λv ∈ C(Ω)� ���� λK0 ⊂ K0�

���� ������ ���� �������� �� K0� ����� −K0 = {−u ∈ C(Ω) | u ≥ 0 �� Ω} = {v ∈
C(Ω) | v ≤ 0 �� Ω}� ������ ����� �� ��� ������ w ∈ K0 ∩ (−K0)� ����� ��� w ≥ 0 ��
Ω � w ≤ 0 �� Ω� ���� w ∈ C(Ω) � w = 0 �� Ω� ����� K0 ∩ (−K0) = {0}�

������ �� ����� ��� �������� �� ������� ��� � ����������� �� K0� ���������� ���
K0 � �� ���� ������� �� E0� � �� ������� ������� ����� K1 �� ���� ������� �� E1�

���� ����� �� ����� �������� ����� ����� ������ ��� ����� ������� ��� ����
����������� ������� �� ������� ����� ����� ��������� ��� ������ T ��� �� ������������
�������� �� ������� ����

�� ϕ ∈ E0� ����� |ϕ|αi−1ϕ ∈ C(Ω)� �� ����� ���� ��� |ϕ|αi−1ϕ ∈ C(Ω) �������
������� ��� |ϕ|αi−1ϕ � ������������� �������� � ��������� ��������� ����� ϕ ∈ C(Ω)�
���� �� ϕ � �������� � ��������� ����� ������� �� �������� �� R �������� ��� ������ �
������ �� ϕ� � �������� ��� �� ������� ������ � �������� ��� ��� ��������� � ���������
����� ��������� ���� ������������� ���������� ����� ��� |ϕ|αi−1ϕ ∈ C(Ω)�

������� ��� ρi|ϕ|
αi−1ϕ ∈ Lp(Ω)� �� �����
�

Ω

|ρi|ϕ|
αi−1ϕ|pdx ≤

�

Ω

|ρi|
p||ϕ|αi−1ϕ|pdx

≤ sup
Ω

|ϕ|αip

�

Ω

|ρi|
pdx

< +∞.

������ � ������ �� ������� ���� ��� ������� ��������� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m} �
�������� ������� Ti : E0 → E1 ��� Ti(ϕ) = u� �� ��� u ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) � � �����
������� ����� �� ��������

�

−∆u = ρi(x)|ϕ|
αi−1ϕ �� Ω,

u = 0 ����� ∂Ω.
�����

������� ��� ���� � ������� u ∈ W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω) � p > n ����� ���� ������� ����

��� u ∈ C1,β(Ω)� �� ��� 0 < β < 1� � ���� ������� ���� ����� ��� u ∈ C1,β(Ω) �→ C1(Ω)
� ���� ����� �������� � ������� ��������� ���� u = 0 ����� ∂Ω� ���������� ��� u ∈ C1

0(Ω) =
E1�

�������� ����� ���������� ���� ��������� ��� ������ T ��� ��������� �� ��������� ��
������� �� ������������ ���� ����� ������ ������� ������� ������������ ��� ����������
Ti�

���� ���� ���� ���� τ > 0 � ϕ ∈ E0� ����� Ti(τϕ) = ταiTi(ϕ)� ∀i ∈ {1, . . . ,m}�



��

������������� ����� i ∈ {1, . . . ,m} ���� ϕ ∈ E0 � u ∈ E0 ��� ��� u = Ti(ϕ)� ���� ������
��������� u = ταiu = ταiTi(ϕ)� ������ ���������� � ����������� �� �������� ���������� �
������ � ���� �� u ��� ������� �� ������ �������

−∆u = −∆(ταiu)
= ταi(−∆u)
= ταiρi(x)|ϕ|

αi−1ϕ

= ρi(x)|τϕ|
αi−1τϕ.

����� u �������� � �������� ����� ��� τϕ �� ����� �� ϕ� ���� �� Ti(τϕ) = u� ���������
Ti(τϕ) = u = ταiTi(ϕ)� ���� ��������� �������

����� �������� T : E0 → E0 ����

T := T1 ◦ . . . ◦ Tm ◦ J, �����

�� ��� J � � �������� �������� �� C1
0(Ω) �� C(Ω) ��������� ���� ������� ����� ����

������� ��� T ������� ����� ����� �������� �� ��������� �� ������� ��� �������� � ����
���������

���� ���� T : E0 → E0 � ������������� ������������

������������� ����� τ > 0 � ϕ ∈ E0� ����� ������ ��������������� � ���� ��� � �
��������

�m
i=1 αi = 1� �������

T (τϕ) = (T1 ◦ . . . ◦ Tm ◦ J)(τϕ)
= (T1 ◦ . . . ◦ Tm)(τϕ)
= (T1 ◦ . . . ◦ Tm−1)(τ

αmTm(ϕ))
= (T1 ◦ . . . ◦ Tm−2)(τ

αmαm−1Tm−1 ◦ Tm(ϕ))

=
���

= τ
�m

i=1
αiT (ϕ)

= τT (ϕ).

����� ���� �������� ��� ����� T ������������� ������������

��������� � �������� ������� (−∆)−1 : L∞(Ω) → W 2,p(Ω) �� �������� �� ����������
�

−∆u = h �� Ω,
u = 0 ����� ∂Ω.

�����

������ ���� ���� ��� � ���������� �� C,D > 0 ���� ���

||u||W 2,p(Ω) ≤ C||h||Lp(Ω) ≤ D||h||L∞(Ω)

� (−∆)−1 � ���������

���� ���� T : E0 → E0 � ���������



��

������������� ���� � ���������� �� ���������� ��������� � �� �������� ���������
����� ���������� ��� Ti � ��������� ∀i ∈ {1, . . . ,m}� �� ����� ������� i ∈ {1, . . . ,m}�
���� X ⊂ E0 �� �������� ��������� ������ ����� Xαi = {|ϕ|αi | ϕ ∈ X} �������� ��
C(Ω)� �����

||u||L∞(Ω) ≤ C||u||W 2,p(Ω) ≤ C||ϕ||αi

L∞(Ω) < C, ∀ϕ ∈ X,

���� �� Ti(X) � ������������� �������� �� C1,β(Ω)� ����� ������� ��� Ti(X) � ����
�������� �� E1� ���� �� ��� ����� � �������� �� E1� ���� ����� �������� � �������
�� ������������� ���� ��������� � �������� Ti(X) := S� ����� �� ��� ��� ���������
����� ��� � � ������������ �� E1� ��� ����� ����� ���� S � ������������� �������� ��
C1,β(Ω)� ������ C > 0 ��� ���

|u(x)− u(y)|

|x− y|β
≤ C, ∀u ∈ S � x, y ∈ Ω.

����������������� ���� � > 0� ������� δ =
� �

C

�1/β

� ������� ��� |u(x) − u(y)| < �

���� ���� x, y ∈ Ω ��� ��� |x− y| < δ � u ∈ S� ���� �� S � �������������

���� ������ ��� ��������� �������� �������� ��� ���� ���� ������� �������� ei�
�� ��������� �������� �� ����� � �� ������� �� S �� ������� ei ������ �� ��������
������������� ����� ����� ���� ������� �� ������������� ���� ����� ��� S � ����
��������� � �������� Ti � ���������

���� ���� T : E0 → E0 � ���������

������������� ���� ��� T ���� ��������� � ��������� ���������� ��� Ti � �������� ����
���� i ∈ {1, . . . ,m}� ���� � ���������� �� ������� ��������� � ��� ������ �������� � J
� �� �������� ��������� ����� i ∈ {1, . . . ,m} � ϕn → ϕ ��� ��������� �����������
�� E0� ���� ���� �� ���� un ��� ��� un = Ti(ϕn)� ����� ������� ������� ���
un = Ti(ϕn) → Ti(ϕ)�

���� {ϕn} �������� �� E0� � �������� �� ���� �������� ��� Ti � ��������� ����� ��
������� ��� ��� � ��������� {un} ������ ��� ������������ ������������ ���� �� ������
u ∈ C1

0(Ω) ��� ��� unk
→ u� ��������� ��� u = Ti(ϕ)� �� ����� ϕnk

→ ϕ �� E0 �������
��

ρi(x)|ϕnk
|αi−1ϕnk

→ ρi(x)|ϕ|
αi−1ϕ.

���� (−∆)−1 � �������� ����� ���

(−∆)−1(ρi(x)|ϕnk
|αi−1ϕnk

) → (−∆)−1(ρi(x)|ϕ|
αi−1ϕ) �� E0.

��� ����� ����� (−∆)−1(ρi(x)|ϕnk
|αi−1ϕnk

) = unk
� ���� ��������� �� ������ �����

(−∆)−1(ρi(x)|ϕ|
αi−1ϕ) = u.

���� u ��������
�

−∆u = ρi(x)|ϕ|
αi−1ϕ �� Ω,

u = 0 ����� ∂Ω,

���� �� u = Ti(ϕ)� ���� Ti � �������� ∀i ∈ {1, . . . ,m} � ����� T � ���������



��

���� ���� T : K0 → K0 � ���������� ���������

������������� ����� i ∈ {1, . . . ,m} � ϕ ∈ K0 \ {0}� ���� Ti(ϕ) = 0 ����� ∂Ω� ����
��������� �� ������ ����� ������ �� Ti(ϕ) ≡ 0� �� Ti(ϕ) > 0� ���� ������� �������
ϕ �≡ 0� ������� ��������������� ��� Ti(ϕ) > 0� ���� ������ ���� ���� �� ����� �����
���

Ti(ϕ) ∈ {u ∈ C1
0(Ω) | u > 0 �� Ω �

∂u

∂ν
< 0 ����� ∂Ω}.

�� ��� ν � �� ����� ������ �������� � ∂Ω�

����� Ti(ϕ) �������� �� �������� �� K1 ��� ���� ������� �� �������� �� K0 � ����
���� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m} ����� ��� T (ϕ) ∈ intK0 ���������� ��� T � ����������
���������

���� ���� T : E0 → E0 � ������������ ����������

������������� ����� i ∈ {1, . . . ,m} � ϕ1,ϕ2 ∈ E0 ���� ��� ϕ1 ≺ ϕ2� ���� ������� ���
ϕ2 − ϕ1 ∈ K0 \ {0} � ���� �������� �� K0 ����� ϕ1(x) ≤ ϕ2(x), ∀x ∈ Ω � ���� ϕ2 − ϕ1

��� � ������������� ���� �� K0 ����� ��� ������ ���� ����� �� ����� x0 ∈ Ω ��� ���

(ϕ2 − ϕ1)(x0) = ϕ2(x0)− ϕ1(x0) > 0,

���������� �� ϕ2(x0) > ϕ1(x0)�

���� ������������ ����� ����� ���

|ϕ1(x)|
αi−1ϕ1(x) ≤ |ϕ2(x)|

αi−1ϕ2(x),

���������� ��

ρi(x)|ϕ1(x)|
αi−1ϕ1(x) ≤ ρi(x)|ϕ2(x)|

αi−1ϕ2(x), ∀x ∈ Ω.

�� ϕ1 ≡ 0� ����� Ti(ϕ1) ≡ 0 � � ��������� ������ ���� ���� ���� ��� Ti(ϕ1) ≡ 0 ≺
Ti(ϕ2)�

�� ϕ1 �≡ 0� ��������� u1 := Ti(ϕ1) � u2 := Ti(ϕ2)� �����

(−∆u1 =)ρi(x)|ϕ1(x)|
αi−1ϕ1(x) ≤ ρi(x)|ϕ2(x)|

αi−1ϕ2(x)(= −∆u2), ∀x ∈ Ω,

� u1 = u2 = 0, ����� ∂Ω�

������ ����� �� ��������� �� ���������� ��� ��� u1 ≤ u2 �� Ω� ���� �� Ti(ϕ2) −
Ti(ϕ1) ≥ 0� ��������� Ti(ϕ2) − Ti(ϕ1) ∈ K0 � ���� ����� ����� ��� Ti(ϕ2) − Ti(ϕ1) ���
���� ��� ������������� ����� ������� ��� ����������� ��� ���� ������������� ����� ����
��

(Ti(ϕ2)− Ti(ϕ1))(x) = 0, ∀x ∈ Ω,

���� Ti(ϕ2)(x) = Ti(ϕ1)(x). � ��� �������� ����� ϕ2(x0) > ϕ1(x0) ���������� ���

(−∆Ti(ϕ1)(x0) =)ρi(x0)|ϕ1(x0)|
αi−1ϕ1(x0) < ρi(x0)|ϕ2(x0)|

αi−1ϕ2(x0)
= −∆Ti(ϕ2)(x0).



��

����� Ti(ϕ2)(x0) = Ti(ϕ1)(x0) � −∆Ti(ϕ1)(x0) < −∆Ti(ϕ2)(x0)� � ��� � ���
������������ ���� ��� ���� ��� ������������� ���� � ����� Ti � ������������ ����������
���� ���� ���� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m} � � �������� �������� ������ � ������������
���������� ����� ������ ������ ���� � ���������� T � ���� ����������

���� ���� ���� T : E0 → E0� ������ �� �������� u ∈ K0 \ {0} � M > 0 ��� ����

u � MTu.

������������� ������� ������� ��� ������ u ∈ K0 \ {0} � M > 0 ��� ����

u � MTu ⇔ MTu− u ∈ K0.

������� ��� ������ u ∈ K0 \ {0} ��� ��� u ≡ 0 ����� ∂Ω �
∂u

∂ν
< 0 ����� ∂Ω � ����

������������ �� ���� ��� ����� ��� Tu > 0 �� Ω� Tu ≡ 0 ����� ∂Ω �
∂Tu

∂ν
< 0� �����

������� ������� � ���� ��� � ����� ��� ������ τ > 0 ��� ��� Tu − τu > 0 �� Ω� ���

������� M =
1

τ
> 0 ������

0 < Tu− τu = τ

�

1

τ
Tu− u

�

= τ(MTu− u)

�� Ω� ����� ����� �� ������������ �� τ ��� MTu−u > 0� � ���� ����� ���� ��� ������
������ ��� MTu− u ∈ K0 � ����� � ��� ����������

������� ������ ������ ����� T ���� ������� �� ����� ������������ �� ���������
�� ������� �� ������������ ���� ����� �������� ���� ������� ���� ������� ���
� ��������������� ��������� Γ � � ������ ������� �� ������ ����� H(γ1, . . . , γm) =
γ1γ

α1

2 . . . γα1...αm−1

m ��� �� ����� �������� γ∗� ���� ������� �� ������� � �������

������� ���� ���� Ω ⊂ R
n ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� ������� ���

α1, . . . ,αm > 0 � ����������
�m

i=1 αi = 1. ����� ������� ��� ������ H : Rm → R � ���
��������� γ∗ > 0 ���� ���� � �������

�

−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 �� Ω,

ϕi = 0 ����� ∂Ω,
�����

�� ��� i = 1, . . . ,m � ϕm+1 := ϕ1� ��� ��� ������� ����� �������� �������� ��
W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm) ��� � ������� ���

H(γ1, . . . , γm) = γ∗.

������������� ������� �� ����� �� ����� ���������� �������� ��� � �������� �� ���������
�� ������� �� ���� ������������ ��� � ��������� ����� ��� ������� γ∗ > 0 �
ϕ1 ∈ K0 \ {0} ���� ��� ϕ1 = γ∗T (ϕ1)�

���� H : Rm
+ → R ���� ���

H(γ1, . . . , γm) = γ1γ
α1

2 . . . γα1...αm−1

m .



��

������� ��� � ������� ����� ����� ������� ����� �������� (ϕ1, . . . ,ϕm) ∈ W 2,p(Ω;Rm)∩
W 1,p

0 (Ω;Rm)� ���� (ϕ1, . . . ,ϕm) ∈ C0(Ω;R
m) �

−∆ϕi = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 = −γi∆(Ti(ϕi+1)) = −∆(γiTi(ϕi+1)),

�� ��� ϕm+1 := ϕ1�

������ ���� ����� �� ������� ϕi, γiTi(ϕi+1) ����� 0 ����� ∂Ω � ���� ��������� ��������
����� �� ��������� �� ���������� ��� ��� ϕi ≡ γiTi(ϕi+1).

��������� � ��������� �������� � � ���� ��� ����� ���

ϕ1 = γ1T1(ϕ2)
= γ1T1(γ2T2(ϕ3))
= γ1γ

α1

2 T1(T2(ϕ3))

=
���

= γ1γ
α1

2 . . . γα1...αm−1

m (T1 ◦ . . . ◦ Tm)(ϕ1)
= γ1γ

α1

2 . . . γα1...αm−1

m (T1 ◦ . . . ◦ Tm ◦ J)(ϕ1)
= γ1γ

α1

2 . . . γα1...αm−1

m T (ϕ1).

��������� ���� ��������� �� ��������� �� ���� ���� ���� ������� �� ������������� ����
� ��������� ��������� ��������� ������ � ������ � ���������� ��� H(γ1, . . . , γm) = γ∗�

��������������� ������� ��� � ����� (γ1, . . . , γm) ∈ R
m
+ ���������

γ1γ
α1

2 . . . γα1...αm−1

m = γ∗

���� ��
ϕ1 = γ1γ

α1

2 . . . γα1...αm−1

m T (ϕ1).

������ � ���� ���� ����� ���

ϕ1 = γ1γ
α1

2 . . . γ
α1...αm−2

m−1 (T1 ◦ . . . ◦ Tm−1)(γmTm(ϕ1)).

������� ϕm = γmTm(ϕ1)� ���� � � ���������� ��������� ���������� ��� ϕm > 0 �

ϕ1 = γ1γ
α1

2 . . . γ
α1...αm−2

m−1 (T1 ◦ . . . ◦ Tm−1)(γmTm(ϕ1))
= γ1γ

α1

2 . . . γ
α1...αm−2

m−1 (T1 ◦ . . . ◦ Tm−1)(ϕm)
= γ1γ

α1

2 . . . γ
α1...αm−3

m−2 (T1 ◦ . . . ◦ γm−1Tm−1)(ϕm).

������ ���������� �� ������� ������� �������� �� ��������� ��������

ϕm−1 := γm−1Tm−1(ϕm)
��� :=

���
ϕ2 ? = γ2T2(ϕ3)
ϕ1 := γ1T1(ϕ2).

� ���� ������� �������� ���� ϕ1 ����� ��� ϕ1 = ϕ1� � ���� �������� �� Ti� ����������

−∆ϕi = −γi∆Ti(ϕi+1) = γiρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1.

���� (ϕ1, . . . ,ϕm) � ������� ����� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p
0 (Ω;Rm) �� �������

������



��

����������� ������� �� ������� ��������� ��� Γ = H−1(γ∗)� Γ ������� �� ������ �
����� � (m− 1)���������������� Γ �������� R

m
+ �� ���� ��������� ������� �����������

��������� ���� �� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ � ����� ������ �� θ = θ(ν) > 0 ��� ���

(θ, θν1, . . . , θνm−1) ∈ Γ.

���� ������������� � ������ θ(ν) � ���� ���� �������� ��������

θ(ν) =

�

γ∗

�m−1
i=0 ν

�i
k=0

αk

i

�

1
�m−1

i=0

�i
k=0 αk

,

�� ��� ν0 = α0 = 1�

������������� ���� � � ������ ������� ���� �� ������� ��������� ���� ��

H(γ1, . . . , γm) = γ1γ
α1

2 . . . γα1...αm−1

m .

���� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ ������ ��������������� �������� � �������� ������

�����

g(t) = H(t, tν1, . . . , tνm−1)
= t · (tν1)

α1 . . . (tνm−1)
α1...αm−1

= t · tα1να1

1 . . . tα1...αm−1ν
α1...αm−1

m−1

= t · tα1 . . . tα1...αm−1να1

1 . . . ν
α1...αm−1

m−1

= t1+α1+...+α1...αm−1να1

1 . . . ν
α1...αm−1

m−1

= t1+α1+...+α1...αm−1H(1, ν1, . . . , νm−1).

������

������� ��� g � ��� ������ ���� �������� �� ����� ��������� ��������� ���� αi� �����
���

g(0) = 0

�
lim

t→+∞
g(t) = +∞.

����� ������� ���� � ������� �� ����� ������������� ���� �������� ��� ������ θ > 0



��

��� ��� g(θ) = γ∗ > 0� � ����� ������� ν0 = α0 = 1 ����� � ���������

γ∗ = g(θ) = θ

(
m−1
�

i=0

i
�

k=0

αk)

H(1, ν1, . . . , νm−1)

γ∗

H(1, ν1, . . . , νm−1)
= θ

(
m−1
�

i=0

i
�

k=0

αk)

�

γ∗

H(1, ν1, . . . , νm−1)

�

1
m−1
�

i=0

i
�

k=0

αk

= θ

�

γ∗

να1

1 . . . ν
α1...αm−1

m−1

�

1
m−1
�

i=0

i
�

k=0

αk

= θ

�

γ∗

�m−1
i=0 ν

�i
k=0

αk

i

�

1
m−1
�

i=0

i
�

k=0

αk

= θ.

� ��������� �������� ���� ����� ���� �� ���������� � ������������� �� �������
������������ �� �������� ��������� ��� ���� �������� �� ������� ���������

���������� ���� ��� ���� ��������� ������� ������������ � �������������� ��������� Γ
�����

ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ �→ (θ(ν), θ(ν)ν1, . . . , θ(ν)νm−1) ∈ Γ.

���������� ���� �� ���� �� ��� m = 3� ����� � �������














−∆ϕ1 = γ1ρ1(x)|ϕ2|
α1−1ϕ2 �� Ω,

−∆ϕ2 = γ2ρ2(x)|ϕ3|
α2−1ϕ3 �� Ω,

−∆ϕ3 = γ3ρ3(x)|ϕ1|
α3−1ϕ1 �� Ω,

ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 = 0 ����� ∂Ω,

������

�� ��� Ω ⊂ R
n �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� n ≥ 2, ρ1, ρ2, ρ3 ∈

Lp(Ω) ��� ������� ��������� ������� p > n � α1,α2,α3 ��� ������� ����� ��������� ���� ���
α1α2α3 = 1� �� ������ �� ��������������� ���������

Γ = {(γ1, γ2, γ3) ∈ R
3
+ | γ1γ

α1

2 γα1α2

3 = γ∗}

����� ������� � �� �����



��

������ ���� ��������������� ��������� ���� � ���� m = 3�



��

�������� �

�������� ��������

����� ��������� ��������� ���������� �� ���������� � ��� ���������� �� �������� ������

��� ��������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm)� p > n� ���� � ������� � ������

�

−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

�����

�� ��� Ω ⊂ R
n � �� ������� �������� ��� ��������� �� ������ C1,1� i = 1, . . . ,m� m ≥ 2�

f1, . . . , fm : Ω × R
m ⊂ R

n+m → R ������� ����� � λ1, . . . ,λm > 0� ���� �������������
�������� ������� ��������� ����� λ�

is ���� ��� � ������� ����� ������ �� ��� ��������
������ ��������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)�

������������ ������������� � �������� χ ���� � ����������� �� Rm
+ ��� ��� � �������

����� ������ ������� ����� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm)� ���� ��

χ = {(λ1, . . . ,λm) ∈ R
m
+ | (3.1) ������ ��� ������� ����� �������� ��
W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)}.
�����

����� ������ ����� ������� � ���� �� ��� �� ������� fi, i = 1, . . . ,m ���������� ��
��������� ����������

���� fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C(Rm)� ∀x ∈ Ω�

���� 0 < fi(·, 0, . . . , 0) ≤ fi(·, u1, . . . , um) ≤ fi(·, v1, . . . , vm) �� uj ≤ vj� ∀j ∈ {1, . . . ,m}�

���� fi(·, t1, . . . , tm) ∈ Lp(Ω), ∀t1, . . . , tm ∈ R+, p > n�

���� fi(·, u1, . . . , um) ≥ ρi(·)u
αi

i+1� �� ��� um+1 := u1� αj > 0, ∀j ∈ {1, . . . ,m}�
�m

j=1 αj = 1 � ρ1, . . . , ρm ∈ Lp(Ω) ��� ������� ��������� �� ����� ���� ������
p > n�

������� ��� � ������� ������� �� �������� ��������� ��� �� ����� �� �� ���� ����������
������ ���� � ������ fi(·, u1, . . . , um) = ρi(·)u

αi

i+1 ��� �������� ���� �� ��� fi(·, 0, . . . , 0) =
ρi(·)0 = 0� ������������ � �������� �� fi ��� ������������ ���������

������� �� ������� �� ������ ��� �������� �� � ��������� �����������



��

������� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m} � ��������� ρi(x), τi(x) ∈ Lp(Ω) ������� ���������
������ �� Ω� p > n � δi, βi ∈ R+ ���� ���

�m
j=1 δjβj > 1� � ������

fi(x, t1, . . . , tm) := (ρi(x)t
δi
i+1 + τi(x))

βi ,

�� ��� tm+1 = t1 = 1� �������� ����� �� ������ ��������� (H1)− (H4)� ���� �� ����������
� ������ ����� ���� ���� �����

� ������� ��������� ��� ��� � �������� χ� ���� ������� �� ������ � ��� ������

���� ���� B�(0) ∩ R
m
+ ⊂ χ ���� � > 0 �������������� ��������

������������� ��������� � ��������� (xj)
∞
j=1 ∈ W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p

0 (Ω;Rm)� �� ���
xj := (uj

1, . . . , u
j
m) � ������� ���

x1 = (0, . . . , 0)

�
xj+1 = (λ1(−∆)−1f1(x, xj), . . . ,λm(−∆)−1fm(x, xj)), ∀j ≥ 1.

���� �������� ������ ����� ��� uj+1
i = λi(−∆)−1fi(x, xj), ∀j ≥ 1, i = 1, . . . ,m�

������� ���� ���� �������� ���� � � ������� ����� ����� ��� (−∆)−1fi(x, xj) ∈

W 2,p(Ω;Rm)∩W 1,p
0 (Ω;Rm) ���� ���� j ≥ 1� ����

−→
A = (a1, . . . , am) ∈ R

m
+ ���� �������

� > 0 ��� ���
�(−∆)−1fi(x, a1, . . . , am) ≤ ai, ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

����������� ����� ��� ��� ���� �� ����� B�(0) ∩ R
m
+ ⊂ χ� ���� Λ = (λ1, . . . ,λm) ∈

B�(0) ∩ R
m
+ � � ���� Λ ∈ B�(0)� ����� ||Λ|| < � ���������� λi = |λi| ≤ ||Λ|| < �, ∀i ∈

{1, . . . ,m}� ������������ i = 1, . . . ,m� ����� �� �������� �������� � �� ���� ���

λifi(x, 0, . . . , 0) ≤ �fi(x, 0, . . . , 0) ≤ �fi(x, a1, . . . , am).

������� ���� � ��������� �� ���������� ��� � � ����� �� ������������ ���� �������
��� � �������� ��������

λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≤ �(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≤ �(−∆)−1fi(x, a1, . . . , am),

������

u2
i = λi(−∆)−1fi(x, x1) = λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≤ �(−∆)−1fi(x, a1, . . . , am) ≤ ai,

� ��� ���� �����
u2
i ≤ ai, ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

������ � ���� � � ����� �������� �����

u3
i = λi(−∆)−1fi(x, x2)

= λi(−∆)−1fi(x, u
2
1, . . . , u

2
m)

≤ �(−∆)−1fi(x, u
2
1, . . . , u

2
m)

≤ �(−∆)−1fi(x, a1, . . . , am)
≤ ai,



��

���������� �� u3
i ≤ ai, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� � ����������� �� ������� ������� �������� �

��������� ��� uj
i ≤ ai, ∀j ∈ N�

������� ��� ���� ���

−∆u2
i = λifi(x, 0, . . . , 0) > 0, ∀x ∈ Ω

� ���� u2
i ∈ W 2,p(Ω) ∩ W 1,p

0 (Ω) ����� u2
i (y) = 0, ∀y ∈ ∂Ω � ����� �������

������� � ��������� �� ������ ������ ����� λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≥ 0� ����������
u2
i ≥ u1

i = 0, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� ������ ���� � ���� �������

u3
i = λi(−∆)−1fi(x, x2)

= λi(−∆)−1fi(x, u
2
1, . . . , u

2
m)

≥ λi(−∆)−1fi(x, u
1
1, . . . , u

1
m)

= u2
i ,

� ������������ �� ������� ������� ����� ��� uj+1
i ≥ uj

i , ∀i ∈ {1, . . . ,m} � ∀j ∈ N�

����� � ��������� (xj)
∞
j=1 ���� ��� �������� � �������� � ������ � �������� ���

����������� ���� ���� x� ����� � ����������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p
0 (Ω;Rm)� ���� ��

������ X = (X1, . . . , Xm) ∈ W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm) ��� ���

xj → X,

�� ����� uj
i = λi(−∆)−1fi(x, xj−1) → Xi, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� ��� ���� � ��� � �������� ���

fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C(Rm)� ∀x ∈ Ω �����

Xi = lim
j→∞

uj
i

= lim
j→∞

λi(−∆)−1fi(x, u
j−1
1 , . . . , uj−1

m )

= λi(−∆)−1fi( lim
j→∞

x, lim
j→∞

uj−1
1 , . . . , lim

j→∞
uj−1
m )

= λi(−∆)−1fi(x,X1, . . . , Xm)
= (−∆)−1λifi(x,X1, . . . , Xm).

���� � � ������� �� ������� ����� ����������� � W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm)� � �����

Λ ∈ χ� � ���� Λ = (λ1, . . . ,λm) ∈ B�(0) ∩ R
m
+ � �������� ����� ��� B�(0) ∩ R

m
+ ⊂ χ�

�� ���� ��������� ��������� ��� ���� � > 0 �������������� ������� � Λ ∈ B�(0)∩R
m
+ �

� �������� ����� ������ ������� ����� ��������� ���� ������ � ������������ �����������
��� ������� ��� ������� �� ��������� ��� ������� ������� ���� ������ �� ����� �������
−→
U ∈ W 2,p(Ω;Rm) ���� ��� ������� ����� �������� �������� �� ������ ������������

−→
A ���

−→
U �� ������������ ��������� ��������� �� ���� ��� �������

−→
U �� ����� ������������

−→
U ≤

−→
U � ���� ��

−→
U � ������� ������� �� ������

���������� ����� ������ ��������� � ������������ ��� ��� ������ � ������
������������ �� �������� �������� ��� ���� ������� ���� ��������

�������� ���� ���� ���� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ �������� � ����������� ην = {λ >

0 | (λ,λν1, . . . ,λνm−1) ∈ χ} �� R+�



��

���������� ���� ���� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ ���� λ �������������� �������� �����

K = (λ,λν1, . . . ,λνm−1) ∈ B�(0)� �� ��� � � ��� ��� B�(0) ∩ R
m
+ ⊂ χ� ���� �� ����

��������� �� ����������� ην � ��� ������

���� ���� � �������� ην � �������� ���� ���� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ �

������������� ���� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ ���� ���� ����� ���� �������� �

�������� ην � ����� ��� �������� ������������� ��� 0� ������ ���� ������� ��� ην � ��
�������� ��������� ����� ������� ��� � �������� ��������������

������ ����� � ��������� ��� ���� ν� ������ θ > 0 ��� ��� (θ, θν1, . . . , θνm−1) � ��
��������� ��������� �� ������� ������ ���� �� � �������� ������� ��� ������� ����� ��������
�� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)�
�

−∆ϕi = θνi−1ρi(x)|ϕi+1|
αi−1ϕi+1 �� Ω,

ϕi = 0 ����� ∂Ω,
�����

�� ��� i = 1, . . . ,m� ϕm+1 = ϕ1� ν0 = 1� ρi(x) ∈ Lp(Ω) �������� �� ������� αi > 0, ∀i ∈
{1, . . . ,m}�

�m
i=1 αi = 1�

�������� ������� ��� θ � ���� �������� �� �������� ην �

���� ����� �� ���������� ��������� � �������� ην � ��� ������ ���� λ∗ ��� ��� � �����
(λ∗,λ∗ν1, . . . ,λ

∗νm−1) � �� ��������� ��������� �� ������� ������ ���� �� ������ �� �����
�������� X = (u1, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm) ������������
�

−∆ui = λ∗νi−1fi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� i = 1, . . . ,m � ν0 = 1� �� ��� ������ ����������� ��� λ∗ ≤ θ� ������ �����
���������� ���

�

−∆ui ≥ λ∗νi−1ρi(x)u
αi

i+1 �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

�����

�������� ����� � �������� ����������� ��������

T = {t > 0 | ui > t
�m

k=i αkϕi �� Ω, ∀i ∈ {1, . . . ,m}} ⊂ R.

���� ���� �� ���� ����� ui � ϕi ������� �� ��������� ������� ���������� � ∂Ω

���������� ����� ���� ���������� �� ��������� �� ���� ��� � ��� ������� ����� ��� �
�������� T � ��� ������ ��� ����� ����� ������� ����� � ��� T � ��������� ���� ui �
ϕi ��� ������� ���������� � �������� ����������� ��� S := supT � ���� ��� S ������
ui ≥ S

�m
k=i αkϕi �� Ω, ∀i ∈ {1, . . . ,m}�

������� ��� ����������� ��� λ∗ > θ� ����� ����� ������ �� �������� ����� � �����



��

��������

−∆(ui − S
�m

k=i αkϕi) = −∆ui +∆(S
�m

k=i αkϕi)
= −∆ui + S

�m
k=i αk∆ϕi

≥ λ∗νi−1ρi(x)u
αi

i+1 − S
�m

k=i αkθνi−1ρi(x)ϕ
αi

i+1

≥ λ∗νi−1ρi(x)(S
�m

k=i+1
αkϕi+1)

αi − S
�m

k=i αkθνi−1ρi(x)ϕ
αi

i+1

= λ∗νi−1ρi(x)S
αi

�m
k=i+1

αkϕαi

i+1 − S
�m

k=i αkθνi−1ρi(x)ϕ
αi

i+1

= λ∗νi−1ρi(x)S
�m

k=i αkϕαi

i+1 − S
�m

k=i αkθνi−1ρi(x)ϕ
αi

i+1

= (λ∗ − θ)νi−1ρi(x)S
�m

k=i αkϕαi

i+1

> 0, �� Ω.

������ ���� ui − S
�m

k=i αkϕi = 0 ����� ∂Ω� ������� ���� � ��������� �� ������
����� �������� ����� � �������� ��� ui−S

�m
k=i αkϕi > 0� ����� � �������� ����� �� � > 0

�������������� ������� ��� ��� ui > (S + �)
�m

k=i αkϕi� � ��� ��������� � �������� �� S�
���� λ∗ ≤ θ� ���� ��� ��������� ��������

���������� ���� � �������� ην ���� ����� �� ���� �������� � ��������� ����� ���
������� ������ θ∗1(ν) := sup ην� ���� ������ ���� ������������ �� ���� ���� θ∗1(ν) ≤ θ�
�� ��� θ � ���� ���� ��������� ����

�������� ���� ������� ������� �� ��������� ����� ����� ���� � ����� �������
��� (u1, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω;Rm)� � ��� ���������� �� ������� ����� �� ���� ����
i ∈ {1, . . . ,m} ���� � ������������

�

−∆ui ≤ λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui ≤ 0 ����� ∂Ω.

�����

�������� ���� ������� ������� �� ��������� ����� ����� ���� � ����� �������
��� (u1, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω;Rm)� � ��� ������������ �� ������� ����� �� ���� ����
i ∈ {1, . . . ,m} ���� � ������������

�

−∆ui ≥ λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui ≥ 0 ����� ∂Ω.

�����

���� ��� ������� �� ��� � �������������� ����� fi ������������ ����� ����� ����
� ����� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m}� �� u = (u1, . . . , um) � ��� ������������ ��� ��������
�� ������� ������ ����� � ������� ����� ��� ������� ����� �������� u = (u1, . . . , um) ∈
W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm)� ��� ���

0 ≤ ui ≤ ui, ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

������������� � ������������ ��� �������������� ����� � ������� � ������������ ��
���� ���� ���� fi ������������ ����� ����� ���� � ����� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m} �
λ1, . . . ,λm > 0� ��������� � ��������� �� W 2,p(Ω;Rm)∩W 1,p

0 (Ω;Rm) �� �������� ������

y1 = (0, . . . , 0),

�
yj+1 = (zj1, . . . , z

j
m) = (λ1(−∆)−1f1(x, yj), . . . ,λm(−∆)−1fm(x, yj)) ∀j ≥ 1.



��

���� ����� ���� ��� ������� ����� zj+1
i = λi(−∆)−1fi(x, yj), ∀j ≥ 1� � ���� ����� ����

��� �������� ���� ���� fi(x, yj) ∈ Lp(Ω) ������� ������� � ������� ���� � �� �����
����� ��������� �� ���� ��� ����� ���� �������� y ∈ ∂Ω ���� (−∆)−1fi(y, yj) = 0�

���� ����� ��� ������������ �� ������� ������ ����� λ1, . . . ,λm ��� ���� �

λifi(x, u1, . . . , um) ≤ −∆ui,

�� ��� i = 1, . . . ,m� � ����� ������� �� ��������� �� ���������� ��� ��� � ������������
�������� ���� ������� ��� � �������� �������� ���� ��

λi(−∆)−1fi(x, u1, . . . , um) = (−∆)−1(λifi(x, u1, . . . , um)) ≤ ui.

������ ��� ����� ���� ������������ ��� ��� �������� � ������ ��������� � ���������
�� �����������

λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≤ λi(−∆)−1fi(x, u1, . . . , um) ≤ ui,

�����
z2i = λi(−∆)−1fi(x, y1) = λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) ≤ ui.

� ������ ����� �����

z3i = λi(−∆)−1fi(x, y2)
= λi(−∆)−1fi(x, z

2
1 , . . . , z

2
m)

≤ λi(−∆)−1fi(x, u1, . . . , um)
≤ ui,

� ����� z3i ≤ ui, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� � ������������ ������ ������� ��� zji ≤ ui, ∀j ∈ N�

����� ���� � ��� fi(x, t1, . . . , tm) > 0, ∀x ∈ Ω � ∀(t1, . . . , tm) ∈ R
m
+ �

λi(−∆)−1fi(y, t) = 0, ∀y ∈ ∂Ω� ����� ���� ��������� �� ������ ����� ���
λi(−∆)−1fi(x, 0, . . . , 0) > 0� ���������� z2i ≥ z1i = 0, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� � ����� ����

z3i = λi(−∆)−1fi(x, x2)
= λi(−∆)−1fi(x, z

2
1 , . . . , z

2
m)

≥ λi(−∆)−1fi(x, z
1
1 , . . . , z

1
m)

= z2i .

�� ������� ������� ������� ��� ��� zj+1
i ≥ zji , ∀i ∈ {1, . . . ,m} � ∀j ∈ N�

���������� ����� ��� � ��������� (yj)
∞
j=1 ���� ��� �������� � �������� � ������

� �������� ��� ����������� ���� ���� x ∈ Ω� ���� ����������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩
W 1,p

0 (Ω;Rm)� ����� ������ u = (u1, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm) ��� ���

yj → u,

���� �� zji = λi(−∆)−1fi(x, xj−1) → ui, ∀i ∈ {1, . . . ,m}� ����� ������ � �������� ���
fi(x, ·, . . . , ·) ∈ C(Rm)� ∀x ∈ Ω �����

ui = lim
j→∞

zj−1
i

= lim
j→∞

λi(−∆)−1fi(x, z
j−1
1 , . . . , zj−1

m )

= λi(−∆)−1fi( lim
j→∞

x, lim
j→∞

zj−1
1 , . . . , lim

j→∞
zj−1
m )

= λi(−∆)−1fi(x, u1, . . . , um)
= (−∆)−1λifi(x, u1, . . . , um).



��

���� u � ������� �� ������� ����� ����������� � W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p
0 (Ω;Rm) � �����

�� ���� ����������� ��� ������� �� ������ �� ��������������� �� u � ��� ��� ��������
��� ����������� ����� ��� 0 < z2i ≤ ui� ���� �� u � ������������ ���������

�������� ���� �������������� ����� �� ��������� ������������ �� R
m
+ �

�� U = {(σ, σν1, . . . , σνm−1) | 0 < σ < θ∗1(ν), ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ }�

�� V = {(σ, σν1, . . . , σνm−1) | σ > θ∗1(ν), ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ }�

���������� ����� � �������� �������� �� ������� ������

�������� ���� � �������� �������� Θ∗ �� ������� ����� � ������� ���� �

Θ
∗ = {(θ∗1(ν), θ

∗
1(ν)ν1, . . . , θ

∗
1(ν)νm−1) | ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R

m−1
+ }

�� ����������������
Θ

∗ = ∂χ ∩ R
m
+ .

������� ���� ����� f1, . . . , fm : Ω × R
m ⊂ R

m+n → R ������� ��� ���������� �����
����� ���� � ����� ����� � �������� Θ∗ �������� R

m
+ �� ���� ��������� U � V ����

�������� �������������� ���� ������ �� ��������� ��������� ��� ��������

�� � ������� ����� ������ ��� ������� ����� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p
0 (Ω;Rm)�

���� ���� (λ1, . . . ,λm) ∈ U �

�� � ������� ����� ��� ������ ������� ����� ��� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩
W 1,p

0 (Ω;Rm)� ���� �������� (λ1, . . . ,λm) ∈ V�

������������� �� ���� ����� � �������� ����� ���������� �������� ��� U ⊂ χ� ����
����� ����� ���� ��� ������� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R

m−1
+ � 0 < σ < θ∗1(ν)� ����� ��

�������� �� θ∗1(ν) ��� ������ σ0 ∈ [σ, θ∗1(ν)] ��� ��� (σ0, σ0ν1, . . . , σ0νm−1) ∈ χ� ����
�� ������ U = (u1, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω;Rm) ∩W 1,p

0 (Ω;Rm) ��� ���






−∆ui = σ0νi−1fi(x, U) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,
ui > 0 �� Ω, ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m},

�� ��� ν0 := 1�

����� ����� ���� −∆ui ≥ σνi−1fi(x, U) �� Ω� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m}� �����
��� U � ������������ �� ��������

�

−∆ui = σνi−1fi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

�����

������ �� ���� ��� ���������� ��� ����� ������ ������� ����� ��������� ���� ��
(σ, σν1, . . . , σνm−1) ∈ χ� � ��� ������� � ����� �� �������� �����



��

�� � �������� V ��� ��� ������� ����� ��� �������� �� W 2,p(Ω;Rm) ∩ W 1,p
0 (Ω;Rm)

���� �������� �� θ∗1 ��� � ������� �� �������� ην � ���� �� ��������� ��� ��������
���� ����� ���� V ��� ������� �������� �� ��������� ��������� � ���� ������� ��
����� (σ, σν1, . . . , σνm−1) �� ��� σ > θ∗1� ���� �������� �� ην � σ ����������� � ����
�������� � ����� ����� ������� �� ��� � ������� ����� � ��� ��������� � �������� ��
��������

���������� ��� ������ ��� ����������� � �������� �������� � ����� �����������
������� ������������ ����� ���������

�������� ���� �������� � ������ P : Rm−1
+ → Θ∗ ⊂ R

m
+ ����

P (ν1, . . . , νm−1) := (θ∗1, θ
∗
1ν1, . . . , θ

∗
1νm−1),

�� ��� θ∗1 = θ∗1(ν1, . . . , νm−1) � � ����� ������� �� ���������� ����

������� ���� � ������ P � ���� ���� �� �������� ���� � ���������

������������� � ������������ �� P ��� ����������� �� ���������� ��� ν �→ θ∗1(ν) �
��� ��������� ���������

���������� ��� ����������� ��� θ∗1 � ����������� �� �� ���� ����� β =
(β1, . . . , βm−1) ∈ R

m−1
+ � ������ ������� � > 0 � ��� ��������� (βk)

∞
k=1 ∈ R

m−1
+

����������� � β� �� ��� βk = (βk,1, . . . , βk,m−1) � ��� ���

|θ∗1(β)− θ∗1(βk)| ≥ �, ∀k ∈ N.

�� ������������ �������� � �������� � ��� ������������� �� ����������� ����� ����
���������������

θ∗1(β)− θ∗1(βk) ≥ � �� θ∗1(β)− θ∗1(βk) ≤ −�, ���� �������� ������� k,

���� ��
θ∗1(β) ≥ θ∗1(βk) + � �� θ∗1(β) ≤ θ∗1(βk)− �.

����� ������� � ��� �������� �� ����� �� ������ �������������� ������������ �
���� �� ��� θ∗1(β) ≥ θ∗1(βk) + �� ����� ����� ������� β, β ���� ����

θ∗1(βk) < β < β < θ∗1(β). �����

����� ��� βk → β� ����� ��� βk,i → βi� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m − 1}� ������ ����
k �������������� ������� � �������� ������������ �� �������� βk,i−1β < βi−1β� �����
�������

βk,i−1θ
∗
1(βk) < βk,i−1β < βi−1β < βi−1θ

∗
1(β).

���� β < θ∗1(β)� ����� ��� (β, β1β, . . . , βm−1β) ∈ U � � ���� ������� ��� ������ ���
������� (u1, . . . , um)β �� �������

�

−∆ui = βi−1βfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,



��

�� ��� β0 = 1� ���� ���� βk,i−1β < βi−1β � fi � ��� ��������� ������� ���

�

−∆ui = βi−1βfi(x, u1, . . . , um) ≥ βk,i−1βfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

����� (u1, . . . , um)β � ��� ������������ �������� ��������� �� �������� ��������

�

−∆ui = βk,i−1βfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� i = 1, . . . ,m � βk,0 = 1�

��������� ���� ���� ��� ����� ��� (β, βk,1β, . . . , βk,m−1β) ∈ χ� � ��� ������� β ∈ ηβk
�

������ β ≤ θ∗1(βk)� � ��� ��������� ������

������� ����� ���

θ∗1(β) + � ≤ θ∗1(βk), ���� �������� ������� k ∈ N.

����� ������� δ � δ ���� ���

θ∗1(β) < δ < δ < θ∗1(βk). �����

�� ������� ������� �� ���� �������� ������� ����� k �������������� ������ ��� ���
� ������������ βi−1δ < βk,i−1δ ������ � ����� ������

βi−1θ
∗
1(β) < βi−1δ < βk,i−1δ < βk,i−1θ

∗
1(βk).

���� δ < θ∗1(βk)� ����� ��� (δ, βk,1δ, . . . , βk,m−1δ) ∈ U � ���� ������� ��� ������ ���
������� (u1, . . . , um) �� ��������

�

−∆ui = βk,i−1δfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

������ ���� βi−1δ < βk,i−1δ � fi � ��� ��������� ���������� ���
�

−∆ui = βk,i−1δfi(x, u1, . . . , um) ≥ βi−1δfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

���� �� (u1, . . . , um) � ��� ������������ �������� �� �������� ��������
�

−∆ui = βi−1δfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� β0 = 1� ����� ���� ���� ��� ������ ��� ������� �� ������� �������� ��������� ��
��������� (δ, β1δ, . . . , βm−1δ)� � ��� ������� δ ∈ ηβ� ��������� δ ≤ θ∗1(β)� � ��� ���������
������ ��� ����� ��������� ��� θ∗1 � ��������� ���� ��������� �������

�� ������� � ������� ����� ������� ��� � ������ θ∗1 � ��� ���������� ��� ���� ����
���������� ������ ��� ������� �� ����� �� R

m−1
+ � ����� β� = (β�

1, . . . , β
�
m−1), β

�� =
(β��

1 , . . . , β
��
m−1) ∈ R

m−1
+ � � ������� β� < β�� ���� ������ �� β�

i < β��
i , ∀i ∈ {1, . . . ,m− 1}�



��

������� ���� � ������ θ∗1 : R
m−1
+ → R+ � ��� ��������� �� ���� � ��������

������������� ������� ��� ����������� ��� ������� β� = (β�
1, . . . , β

�
m−1), β

�� =
(β��

1 , . . . , β
��
m−1) ∈ R

m−1
+ ���� ���

β� < β�� � θ∗1(β
�) < θ∗1(β

��).

��������� δ, δ ∈ R+ ���� ���

θ∗1(β
�) < δ < δ < θ∗1(β

��). ������

���� 0 < δ < δ � ���� �������� i ∈ {2, . . . ,m} ���� 0 < β �
i−1 < β��

i−1� ����� ���

β�
i−1δ < β��

i−1δ.

���� ������ θ∗1(β
�) < δ �������

β�
i−1θ

∗
1(β

�) < β�
i−1δ,

� �� δ < θ∗1(β
��) �������

β��
i−1δ < β��

i−1θ
∗
1(β

��).

�������� �� ������������� ����������� ���������� ���

β�
i−1θ

∗
1(β

�) < β�
i−1δ < β��

i−1δ < β��
i−1θ

∗
1(β

��). ������

���� δ < θ∗1(β
��)� ����� ��� (δ, β��

1δ, . . . , β
��
m−1δ) ∈ U � ���� ������� ��� ������� ���

������� (u1, . . . , um) ���� � �������� �������

�

−∆ui = β��
i−1δfi(x, u1, . . . , um) �� Ω,

ui = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� β��
0 = 1� ������ �� ������ � ������ ����� ��� (u1, . . . , um) � ������������ ��

�������
�

−∆ui = β�
i−1δfi(x, u1, . . . , um), �� Ω,

ui = 0, ����� ∂Ω,

�� ��� β�
0 = 1�

����� ���� ���� ��� ������ ��� ���������� ��������� �� ��������� (δ, β�
1δ, . . . , β

�
m−1δ)�

���������� ��� δ ∈ ηβ� � δ ≤ θ∗1(β
�)� � ��� ��������� ������� ����� ������������ ���

������� ��� θ∗1 � ��� ���������� ���� ����������

� ������� ��������� ��� � ������������� ��� ��������� �� �������� ���������� ��
P � ��� � ���������� ����� ������ ������������

������� ���� � ������ ψi : R
m−1
+ → R+ ���� ��� ψi(ν) = θ∗1(ν)νi � ��� ����������� ��

���� � �������� ���� ���� i ∈ {1, . . . ,m− 1}�



��

������������� ������� ��� ����������� ��� �������
���� ������ β� = (β�

1, . . . , β
�
m−1), β

�� = (β��
1 , . . . , β

��
m−1) ∈ R

m−1
+ ���� ��� β� < β��� ���� ��

β�
j−1 < β��

j−1, ∀j ∈ {2, . . . ,m} � θ∗1(β
�

)β�
i−1 > θ∗1(β

��

)β��
i−1 ���� ����� i ∈ {2, . . . ,m}� �

���� � ������������ θ∗1(β
�

)β�
i−1 > θ∗1(β

��

)β��
i−1 � �������� � �������� ����� δ, δ > 0 ����

���
θ∗1(β

��

)β��
i−1 < δ < δ < θ∗1(β

�

)β�
i−1.

�� 0 < β�
i−1 < β��

i−1 � �� ������������ θ∗1(β
��

)β��
i−1 < δ �����

θ∗1(β
��

) <
δ

β��
i−1

.

������������� �� ������������ δ < θ∗1(β
�

)β�
i−1 ����� ���

δ

β�
i−1

< θ∗1(β
�

).

���� 0 < 1
β��

i−1

< 1
β�

i−1

� 0 < δ < δ� ���������� ���

δ

β��
i−1

<
δ

β�
i−1

. ������

� ��������

θ∗1(β
��

) <
δ

β��
i−1

<
δ

β�
i−1

< θ∗1(β
�

). ������

����� ��� δ
β�

i−1

< θ∗1(β
�

)� ����� ���

�

δ

β�
i−1

,
δ

β�
i−1

β�
1, . . . ,

δ

β�
i−1

β�
m−1

�

∈ U ,

� ���� ������� ��� ������ ��� ������� (u1, . . . , um) �� ��������






−∆uj = β�
j−1

�

δ

β�
i−1

�

fj(x, u1, . . . , um) �� Ω,

uj = 0 ����� ∂Ω.

���� ������������ ������ ����� ��� (u1, . . . , um) � ������������ �� ��������






−∆uj = β��
j−1

�

δ

β��
i−1

�

fj(x, u1, . . . , um) �� Ω,

uj = 0 ����� ∂Ω.
������

������ ���� ��� ��� ����� �� ���� ��� ��� ������ ������ �������� �� ����� �
��

δ

β��
i−1

�

, β��
1

�

δ

β��
i−1

�

, . . . , β��
m−1

�

δ

β��
i−1

��

∈ χ,

����� δ

β��

i−1

≤ θ∗1(β
��)� � ��� � ��� ����������� ��� ������� ����� ������������ ����������

��� � ������ P � ��� ����������� �� ����� �� ���� ������������ ��� ������� ��
���������



��

������� ���� ����� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ � i ∈ {1, . . . ,m− 1} ���� �� νi → ∞ �

�� ������ ����������� �� ν ����� ����� ����� θ∗1(ν) → 0�

������������� ���� i ∈ {1, . . . ,m − 1} ���� ���� ���������� ���� ����� 0 < θ∗1(ν) ≤ θ�
�� ��� θ � ���� ���� ��������� ���� ���� ��

θ = θ(ν) =

�

γ∗

�m−1
i=0 ν

�i
k=0

αk

i

�

1
�m−1

i=0

�i
k=0 αk

,

�� ��� ν0 = α0 = 1� ����� ������ νi → ∞� ���� ��������� �������� ����� θ → 0 � ����
������������ θ∗1(ν) → 0� ���� ��������� ��������

������� ���� �� f1(x, t1, 0, . . . , 0) ≥ φ(x)t1 ���� ���� t1 ≥ 0 � x ∈ Ω� �� ��� φ ∈ Lp(Ω)
� ������ �������� �� Ω� ����� θ∗1(ν) � ���������

������������� ���� φ ∈ Lp(Ω) ���� �� �������� �� �������� ������������ � ��������
�������� �� ����������

�

−∆ϕ = λφ(x)ϕ �� Ω,
ϕ = 0 ����� ∂Ω.

������

�� ������ ��� � ������� ��� �� ����� � �������� ������ ������ �� ���������
��������� β1 = β1(−∆,Ω,φ) � ��������� � β1 ������ ��� ���������� �������� ϕ1 ∈
W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω)�

�������� ��� θ∗1(ν) ≤ β1, ∀ν ∈ R
m−1
+ � �� ����� ���� ��������� ���������� ν ∈ R

m−1
+

� λ > β1 ���� ���
(λ,λν1, . . . ,λνm−1) ∈ U ⊂ χ.

����� ����� ���� ����� (u1, u2, . . . , um) ∈ W 2,p(Ω,Rm)∩W 1,p
0 (Ω,Rm) �������� ��������







−∆ui = λνi−1fi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui > 0 �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω,

������

���� ���� i ∈ {1, . . . ,m}� �� ��� ν0 = 1.

������������ � ���������

T = {t > 0 | u1 > tϕ1 �� Ω}.

��� ��� ������������ ������� � ��������� �� ������������ �� ���� ���� ����� T ���
����� � ��������� �� ����� ������ � ���� �� ���� ����� ��� u1 � ϕ1 ������� ���������
������� ���������� � ∂Ω ���������� ���� ����� ������� ���������� �� ��������� �� ���� ���
���������� ��� T � ��� ������ ��� ����� ����� ������� ��� T � ��������� ���� u1 � ϕ1

��� ������� ���������� � �������� ����������� ��� S := supT � � ���� ��� ��� ����

u1 ≥ Sϕ1 ������



��

�� Ω�

����� ����� �� ������� ������� �� �������� ������� �� ������������
f1(x, t1, 0, 0, . . . , 0) ≥ φ(x)t1 � �� ������ ���

−∆(u1 − Sϕ1) = −∆u1 +∆(Sϕ1)
= −∆u1 + S∆ϕ1

= λν0f1(x, u1, . . . , um)− Sβ1φ(x)ϕ1

≥ λf1(x, u1, 0, . . . , 0)− Sβ1φ(x)ϕ1

≥ λφ(x)u1 − Sβ1φ(x)ϕ1

≥ λφ(x)Sϕ1 − Sβ1φ(x)ϕ1

= (λ− β1)Sφ(x)ϕ1

> 0,

������ �� Ω�

������ ���� u1 − Sϕ1 = 0 ����� ∂Ω� ���� ����� �� ������� ����� 0 �� ����������
����� ���� ��������� �� ������ ����� ��� u1 − Sϕ1 > 0 �� Ω� ����� � �������� �����
�� � > 0 �������������� ������� ��� ��� u1 > (S + �)ϕ1� � ��� ��������� � �������� ��
������� �� T � ��������� λ ≤ β1� � ����� � ��� ��������� ��������

������� ���� ����� i ∈ {1, . . . ,m − 1}� ν = (ν1, . . . , νm−1) ∈ R
m−1
+ � ν0 = 1� �� ����

���� K > 0� ������� y1, . . . , ym > 0 ���� ���

K||f1(·, y1, . . . , ym)||Lp(Ω) ≤ y1,

����� θ∗1 � ����������

������������� �������������� ���� ���� ��� ������ C > 0 ��� ���

||v||W 2,p(Ω) ≤ C||∆v||Lp(Ω),

�� ��� v ∈ W 2,p(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω)� ������� λ1 > 0� ���� �������� �� ������� �������

y1, . . . , ym > 0 ���� ���
Cλ1||f1(·, y1, . . . , ym)||Lp(Ω) ≤ y1.

��� ���� ������� ������� � ������� ���� � ����� ������ ��� ������� ����� ϕ2 ∈
W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) �� �������� ������� ��� � �������� ���� ��������� �� ������ ������
�

−∆ϕ2 = f2(x, y1, . . . , ym) �� Ω,
ϕ2 = 0 ����� ∂Ω.

������� ����� λ2 > 0 ��� ��� λ2ϕ2 ≤ y2 �� Ω� ���� � ������� ���� ���� �������
���� � �������� �� Ω� � �������� ����� u2 := λ2ϕ2 > 0�

���������� �� ������� �������� ���� i ∈ {2, . . . ,m}� ����� ���� ������� 1.34 �
���������� �� ��� ������� ����� ϕi ∈ W 2,p(Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) ���� � ��������
�

−∆ϕi = fi(x, y1, . . . , ym) �� Ω,
ϕi = 0 ����� ∂Ω,

������



��

��� � ��� ������� �������� ���� ��������� �� ������ ����� � ���� ϕi � �������� �� Ω

� �������� ����� λi > 0 ��� ��� λiϕi ≤ yi� ��������� ui := λiϕi > 0 ����� ��� ui ≤ yi �
������ �� ϕi =

ui

λi
�����

−∆ϕi = −∆

�

ui

λi

�

=
1

λi

(−∆ui).

��� ���� ������� ���������� �� ������� ������ �������
�

−∆ui = λifi(x, y1, . . . , ym) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

������������ ����� u1 ∈ W 2,p(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω) ���� ����� � ������� ��������� ����

������� ���� �� �������
�

−∆u1 = λ1f1(x, y1, u2, . . . , um) �� Ω,
u1 = 0 ����� ∂Ω.

���� ��� ������� ������� � ������� ����� ���� �� f1 ∈ Lp(Ω) ����� λ1f1 ∈ Lp(Ω)�

������� ��� ����� ���������� �� ��������� ��������������

u1 ≤ ||u1||L∞

≤ C||u1||W 2,p(Ω)

≤ C||∆u1||Lp(Ω)

= C||λ1f1(x, y1, u2, . . . , um)||Lp(Ω)

= Cλ1||f1(x, y1, u2, . . . , um)||Lp(Ω)

≤ y1.

����� �������� ��� �� ������� u�
is ����������� ���� ���� �� ui ≤ yi, ∀i ∈ {1, . . . ,m} �

��� ���� �����
−∆ui = λifi(x, y1, . . . , ym) ≥ λifi(x, u1, . . . , um),

���� i ∈ {2, . . . ,m} �

−∆u1 = λ1f1(x, y1, u2, . . . , um) ≥ λ1f1(x, u1, u2, . . . , um).

����� ����� ��� (u1, . . . , um) � ��� ������������ ��� �������� �� ��������
�

−∆ui = λifi(x, u1, . . . , um) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

���� ���� ��� ������ ��� ������� ����� �������� �� ������� �������� ��� � ��������
��������� (λ1, . . . ,λm)� ����

(λ1, . . . ,λm) =

�

λ1,λ1
λ2

λ1

, . . . ,λ1
λm

λ1

�

∈ U .



��

�����

λ1 ≤ θ∗1

�

λ2

λ1

, . . . ,
λm

λ1

�

.

���� ������� λ1 �������� ����� � �������� {θ∗1(ν) | ν ∈ R
m−1
+ } �� ����

θ∗1

�

λ2

λ1
, . . . , λm

λ1

�

�������� ���������� ���� ����� � ��� ��������� ��������

��������� ���� ��������� � �������� ��������
�

−∆ui = λi(1 + u2
1 + . . .+ u2

m) �� Ω,
ui = 0 ����� ∂Ω.

���� ������� ���� ����� � �������� �������� ����� ������� �������� �� ��������
�����������

��������� ���� ��������� � �������� ��������
�

−∆ui = λie
ui+1 �� Ω,

ui = 0 ����� ∂Ω,

�� ��� um+1 = u1. ���� ������� ���� ����� � �������� �������� ����� ������� ���������
�� �������� �����������

� ������ ������ ����������� ���������� ��� � �������� �������� �������� ��
������������ �� ������������� ������������� ����������� � ���������� ���� ������������
��� ����������� ���� � ����������� �� ������ �� �������� ������������ �������� ����������



��

����������� �������������

��� �� �� ������ ������� ������� ���� ����� ����� ������� �� ��� �������� ������
��� ����� ��� ����������� ������� �������

��� �� ������� �� ������������ �� ��������������� �� ������ �������� �������
��������� ��� ���������� ��������� �� ������ ��������� �������� ���������
����� �� ������� ��������

��� �� ������ ����� ����� ��������� ��� ��������� ���������� �������� ��
������� ������ ������� ���� ���� �� ������� ��� �� ��������

��� �� �� ��������� ����� �� ���� � ������� ���������� ������������ ������� ��
����� ������� ���� ��������� �������

��� �� �� ��������� ����� �� ���� � �������� ������������ �������� �����
������������ ������� �� ����� ������� ���� ��������� �������

��� �� �������� �� ����������� �� ��������� ����������� �� ������� ���������� ����
��� �� �������� ������� ������� ������ ���������������

��� �� ������ ��� ��� ��������� ���������� ��� ���������� ����� ���� ����� ������
�� ������� ��������

��� �� ������� �� ����� ������� �� ��� ������� �������� �������� �������� ���� ���
��� ���������� ������ �� ������������ ������� ������� �� �������� ��������
���� �����

��� �� ������� �� ��������� �� ������� �� ������������� ���� �� ��� ut−∆u = g(u)
���������� ���� ����������� ��������� � ������� ��� �� ������

���� �� ������� �� �� �������� ������� ��������� �� ���� ��������� �������� ���������
���� ���� �������� �� ������� ��������

���� �� �� ������ � ��������� ����� ������ ������� �� ����� ���� �������� ��
������� ��������

���� �� �� ������ �� �� ������� ���� �������� �������� ��������� �� ��������� ����
����������� �� ����� ����� �� ������� ����������

���� �� �� �� ������ ���� �� ���������� � �������� �������� ���� �������� ���������
������������� ������������ ������� �� ����� ������� ���� ���������� �������
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���� �� �� �� ������ �� �� �� ������ �� ����������� �������� ��������� ��� � �����
�������� �� ��������� �������� �������� ������ �������������

���� �� ��������� �� ����������� ���� ������������ ��� ���������� ������� ���
�������� ��������� �� ��������� �������� ���������� ��������� ����� �������
����� ����� ������� ��������

���� �� �� ��� ������� �� ��� ��������� �� �������� ��������� ��� � ��������������
�������� ������� ����� ����� ������ �� ������� ����� �� ��������

���� �� ��� ����� ������������ ��� �������� ����������� ����� ��� ���� ����������
�������� �������� ���� ���������� ������� ���� �� ����� ����� �� �������
��������

���� �� �� �� ������� ���� �� ���������� ��������� �� �������� ������������
��� ������ ������������ � ����������� ������������ ������� �� ����� ������
�������

���� �� ��������� ������ ��������� �� �������� ������� ����������� ����������
������� & �������� ������� ����� ���� ����� ����� �������

���� �� �� ��������� ���� �������� �� ��� ������ �� ����������� ���������� �����
����� ���� ������� ���� � �� ������� ��������

���� �� �������� �� �� ���������� �������� ������� ����������� ��������� �� ������
������ ������� �� ��� ���� �������� ������� ����������� ��� ����� ����������
���� ����� ������� ������ ������ ���������� ������ ������� �����������

���� �� ��������� ������ ����������� �������� ���������� ���� ��������� ����������
������ ������� ��������� ����� �� ������� �������

���� �� ��������� �� �������� ��� ����������������������� ������� ��� ������
���������� �� ����������� ��������� ��� ������� ��������

���� �� �� ������� �� �� ��������� ����������� ��������� �������� ������ �� ��������
�������� ����� ������� ����� ����� �� ������� ��������

���� �� �� ������� �� �� ������� �������� ��������� �� ������ ��������� ����������
��������� �� ����������� ��������� �� ������� ��������

���� �� �� ����� ������� ��������� ������� ��������� ����� �� ������� ��� �� ��������
�������

���� �� ������������ ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �� ���������
����������� ��� ���� ������ �������� �������� ����� ��������� �� �����������
��������� ��� ������� ��������

���� �� ���������� � ���� �� � ���������� ������������ ����������������� �����
�� ������� ��� ��� ����������

���� �� ����������� ������� ��������� ��� � ������ �� �������� �������� ����� �����
����� ���� �� ������� ��������
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���� �� ����������� ��� ������������ �� ��������� �������� ������ ��� ����������
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������ ��� � ��� ������� �������
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������ ��������� ���� ����������� ��������� � ������� ����������


