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Resumo

PAULA, Adriana de Jesus de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, maio de 2021. A
construcao da hipersuperficie principal para sistemas elipticos. Orientador: Edir
Junior Ferreira Leite.

Neste trabalho, estudamos o sistema

—Ap; = yipi(@)|@is1|*Toipr em  Q, (1)
i = 0 sobre 012,

em que Q.1 = o1, m > 2, Q C R” ¢ um dominio limitado com fronteira de classe O,
n > 2, p; € LP(Q) sdo fungoes positivas q.t.p., p > n, i = 1,...,m e a; sao nimeros
reais positivos que satisfazem [[" a; = 1 e utilizamos uma versao do Teorema de Krein-
Rutman nao-linear para mostrar que a hipersuperficie principal gerada pelos autovalores

associados ao sistema é a imagem inversa de uma fun¢ao suave.

E também estudamos resultados de existéncia e nao existéncia de solucao forte positiva

em W2P(Q;R™) N Wol’p(Q; R™), p > n para o seguinte sistema de m equagoes, m > 2,

_Auz = Aifi(:["7ula'"7um> em Q’
u, = 0 sobre  0f),

em que Q C R" é um dominio limitado com fronteira de classe C%', i = 1,...,m,
fiyeoos fm : QX R™ C R™™™ — R sdo fungoes dadas e Aq,..., A\, > 0.

Investigamos o caso em que as fungoes f;, ¢+ = 1,...,m satisfazem as seguintes
hipoteses:
(Hl) fl(x7 R ) € C(Rm)) Vo € Q,

(H2) 0 < fl(,O,,O) S fi(-,ul,...,um) S fi('avla-'wvm) se 0 S U S vy, Vj €

{1,...,m};
(HB) fi('7t17 s 7tm) S LP(Q)v\V/tla s 7tm € R+7 p>n;



(H4) fi(-,ur, .. um) > pi(-)usiy, em que upmyr = wui, o5 > 0, Vj € {1,...,m},
H;":l a; = 1epr,...,pm € LP(Q) sdo fungbes positivas em quase todo ponto,

p > n.

Definimos o conjunto extremal do sistema (2) e provamos algumas de suas propriedades

qualitativas, como por exemplo, continuidade, comportamento assintotico e limitacao.

Palavras-chave: Sistemas Elipticos. Hipersuperficie Principal. Conjunto Extremal.



Abstract

PAULA, Adriana de Jesus de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, May, 2021. The
construction of the main hypersurface for elliptical systems. Adviser: Edir Junior
Ferreira Leite.

In this work, we study the system

—Ap; = 7ipi(@)|ipa|* i in Q, (3)

w; = 0 on 01,
where ¢,01 == @1, m > 2, Q@ C R" is a bounded domain with C'! boundary,
n > 2, p; € LP(Q) are positive functions a.e., p > n, i = 1,...,m, and «; are positive

real numbers that satisfy [[" a; = 1 and we use a version of nonlinear Krein-Rutman
Theorem to show that the principal hypersurface generated by the eigenvalues associated

to system is the reverse image of a smooth function.

And we also study existence and nonexistence results of positive strong solution in
W2P(Q; R™) N Wol’p(Q; R™), p > n, to the following system of m equations, m > 2,

—Au; = Nf; i Q
{ Uy Zfz(x7u17 >um) n y (4)

up = 0 on OS2,

where 2 C R" is a bounded domain with CY! boundary, i = 1,...,m, fi,..., fm :

Q x R™ C R""™ — R are given functions and A\y,...,\,, > 0.

We investigate the case where the functions f;, ¢ = 1,...,m satisfy the following
hypotheses:
(H1) fi(a,-...,-) € C(R™), Vo € O;

(HQ) 0 < fz(a[)?vo) S fi('aul7"'7um) S fi(‘)vla"'avm) if 0 S uj S Uj; v] €
{1,...,m};

(H?)) fi('yth . ,tm) S Lp(Q),\V/tl, ceytm € R+, p>n;



(H4) fi(- ur, .. um) > pi(c)ugiy, where wupir = w, o > 0, V5 € {1,...,m},

[l aj=1epi...,pm € LP(Q) are positive functions a.e., p > n.

We define the extremal set of the system (4) and prove some of their qualitative

properties such as continuity, asymptotic behavior and limitation.

Keywords: Elliptic Systems. Principal Hypersurface. Extremal Set.
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Introducao

Neste trabalho estudamos resultados de existéncia e nao existéncia de solucoes fortes
positivas em W?2P(Q;R™) N Wol’p(Q; R™), p > n para o seguinte sistema:

—AUZ = )\ifi(x,ul,...,um) cm Q, (5)
u; = 0 sobre 012,

em que  C R" ¢ um dominio limitado com fronteira de classe C™', W2P(Q; R™) N
WP (Q;R™) = (W2P(Q) N WP () x ... x (W2(Q)NWeP(Q), N >0,i=1,...,m,
fireo fn QA X R™ C R™™ — R sao fungoes dadas e m > 2.

A principal motivagao desse estudo vem do contexto escalar e tem o seguinte modelo
como prototipo:
{ —Au = Af(u) em Q, (6)
u = 0 sobre 012,

em que A > 0 é chamado de parametro.

Sobre (6), podemos citar as seguintes referéncias: |7|, [20], [23], onde o caso em que
f(u) = € é considerado. Para esta classe particular de nao-linearidade, o problema (6)
é conhecido como problema de Bratu-Liouville-Gelfand e esta relacionado com modelos
que descrevem fenémenos de auto-combustao [17], [19].

Estudos sobre a existéncia de solu¢oes classicas para (6) no caso em que o termo de

reagdo f nao é necessariamente exponencial, foram feitos nos seguintes trabalhos: [8], [9],
[19] e [25].

Em particular, considere f : R — R uma funcao de classe C!, convexa e satisfazendo
as seguintes hipoteses:

1. f(0) >0 (f é positiva na origem);
2. f(x) < f(y),Y0<ax <y (fénao decrescente);
f(z)

3. lim ——= = oo (f & superlinear no infinito).
T—00 X

Admitindo as hipodteses 1, 2 e 3, sintetizamos no teorema a seguir alguns fatos
conhecidos sobre (6), que foram provados em [8], [9], [19], [25].

Teorema 0.1. /8], [9], [19], [25]. Seja f uma funcdo satisfazendo as hipdteses 1, 2 e 3.
Entao existe uma constante \* € R, tal que:
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1. se A € (0,A"), entdo (6) admite pelo menos uma solugio cldssica, isto é, uma
solugao pertencente a C*(Q).

2. se A > X", entdo o sistema (6) nao admite solugao cldssica nao negativa.
8. se A = \*, entdo o problema (6) admite uma solugdo fraca u*, isto é, u* € L*(Q),

f(u*)d € LX), em que §(x) = dist(z,00), e u* satisfaz:

- / w AP = )\*/ f(u*)o, Vo € C*(Q),¢ = 0 sobre 0.
0 Q

Em 2005, Marcelo Montenegro [29], estendeu o teorema anterior para sistemas
acoplados de duas equagoes da forma:

—Au=vf(z,u,v) em €
—Av = 779(357 U, U) em Q? (7)
u=v=>0 sobre 0f),

em que 2 C R" n > 2, é um dominio suave e limitado, v,n sao parametros positivos e
f, g sdo funcoes que satisfazem:
L. f(l‘7 ) '),g(ZL‘, ) ) € Ol([Ov +OO] X [07 +OO])’ Vo € Q7

2. Sup{‘(fu("u?”)afv("uvv)” + |(gu('7u7v)>gv('vu>v))| | 0< u, v < k} S Lp(Q)v p >
n, Yk > 0;

3. folst,0), gulesu,0) # 0, Yu,v > 0;

4. 0 S f('vuhvl) S f(‘,u2>U2)7 0 S g('vulavl) S g('7u27v2)7 \V/ 0 S Uy S U2, 0 S U1 S
V23

5. f(-,0,0), ¢g(-,0,0) € LP(2),p > n e p # 0;

6. f(',U,U) 2 p(')vav g('7u7v) Z 6)()”57 \V/U,U Z 07 €m que Oé76 > 07 O[ﬁ = 17
p,0€ LP(Q),p>n,p,d>0ep 0 Z0.

Sistemas com mais de duas equagOes foram tratados na tese [13] e no artigo [14],
e estas sao as principais referéncias que inspiraram esta dissertagao, onde estudamos
alguns resultados obtidos nesses trabalhos. Primeiramente, estudamos a hipersuperficie
principal, que é formada pelos autovalores principais do sistema:

—Api = Yipi(@)|pin | i em (8)
v, = 0 sobre  0f),

em que Q11 = @1, m > 2, Q C R" ¢ um dominio limitado com fronteira de classe C1:!,
n > 2, p; € LP(Q) sao fungdes positivas q.t.p., p > n, com i = 1,...,m e «; nimeros

. .. . m . ~ . s . . .
reais positivos que satisfazem [[_, oy = 1. A denominacdo de hipersuperficie principal
vem do fato da hipersuperficie dada ser a extensao natural do conceito de curva principal
introduzida por Marcos Montenegro em [30].

Para mostrar que essa hipersuperficie é a imagem inversa por um valor positivo de
uma func¢ao suave, usamos o Teorema de Krein-Rutman nao linear na seguinte versao:
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Teorema 0.2. [28/(Teorema do Tipo Krein-Rutman) Sejam E um espaco de Banach
real contendo um cone fechado K e T : E — E um operador crescente, positivamente 1-
homogéneo, continuo e compacto e tal que existe um elemento nao nulo uw € K e M > 0
satisfazendo

u =< MTu.

Entao T possui um autovetor nao nulo xqg € K. Além disso, se K é um cone sdlido
e se o operador T € estritamente crescente e fortemente positivo em K \ {0}, entdo xg
€ o unico autovetor em K a menos de constante multiplicativa. E, finalmente, se pg €
o autovalor correspondente, entao ele pode ser caracterizado como o autovalor de menor
valor absoluto e além disso, € simples.

Finalmente, como aplicacdo da hipersuperficie principal associada ao sistema (8),
estudamos o sistema:

_Auz - )‘ifi<x7u17“'7um) €11 Q7 (9)
up = 0 sobre 012,
em que 2 C R" & um dominio limitado com fronteira de classe OV, i = 1,... . m,
iy fon : QA X R™ C R™™ — R sao funcoes dadas e Ay, ..., \,, > 0 nimeros reais.

Assim como em [29], admitiremos as seguintes hipdteses sobre f;:

(H1) fi(z,-,...,:) € C(R™), Vz €

(H2) 0 < fl(a0770) S fi('7u17"'7um) S fi('7vla"'7vm) se 0 S U,] S Uja Vj €
{1,...,m};

(HB) fi('7t17 s 7tm) € LP(Q)v tha s 7tm € R-‘m p>n;

(H4) fi<'7u17"'7um> > pl()u?—iz-b €m que€ Upm41 = Ui, @ > OJ v.] S {1,...,771},
[[[Lia; = 1ep,...,pm € LP(Q) sdo fungdes positivas em quase todo ponto,
p > n.

Definimos também:

L U={(o,0v1,...,00m 1) |0<0o<Oi(v),v=(v1,...,Um1) € R}
2. V=A{(o,0v1,...,00pm 1) | 0> 0i(v),v=(v1,...,Um1) ERT '},

em que 07 (v) é limitado (vide Observagao 3.2) e o conjunto extremal do sistema (9) como
sendo:

0" = {(0;(v),0; (W), .., O3 (V)Uma) | v = (1, ... Vo) € RTTHL

Considerando os elementos que acabamos de definir, mostraremos o seguinte resultado.

Teorema 0.3. Sejam fi,..., frn : @ X R™ C R™" — R fungoes que satisfazem (H1),
(H2), (H3) e (H4). Entdo o conjunto ©* decompdoe R em dois conjuntos U e V como
definidos anteriormente. Além disso, as sequintes afirmacoes sdo vdlidas:
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1. o sistema (9) admite uma solucio forte positiva em W2P(Q;R™) N Wy P (Q;R™),
para todo (M1, ..., ) EU;

2. o sistema (9) nio admite solugdio forte nao negativa em W2?(Q; R™)NW, 7 (Q; R™),
para qualquer (A, ..., A\p) € V.

Podemos parametrizar o conjunto extremal através da funcao P : RT’l — ©* C R}
dada por:
P(vi, ... Upme1) == (07,001, ..., 010 1),

e assim mostramos algumas de suas propriedades qualitativas, que sao apresentadas nos
teoremas a seguir.

Teorema 0.4. A funcao P, como definida anteriormente, € continua.
Teorema 0.5. A fungdo 07 : R"™" — R, ¢ nao crescente em todo o dominio.

Teorema 0.6. A funcio ¥; : RT™' — Ry dada por 1;(v) = 0;(v)v; € ndo decrescente em
todo o dominio, para todo i € {1,... ,m — 1}.

Teorema 0.7. Sejam v = (v1,...,Vpm 1) ERT ' eie{l,...,m—1} fizo. Sev; — o e
as demais coordenadas de v estdo fizas, entao 05(v) — 0.

Teorema 0.8. Se fi(z,t1,0,...,0) > ¢(x)t1, para todo t; >0, x € Q q.t.p. e p € LP(Q)
é uma funcgao positiva em S, p > n, entdo 05(v) € limitado.

Teorema 0.9. Sejam i € {1,....m —1}, v = (v1,...,Up1) E RT ™ ey = 1. Se para
todo K > 0, existem yq,...,Ym > 0 tais que

K| AG oy, ym)llze@ < v,

entao 07 € ilimitado.
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Capitulo 1

Conceltos e Resultados Preliminares

Neste capitulo enunciamos algumas definicoes e resultados que serao tuteis para
o entendimento dos préximos capitulos. Para maiores detalhes sobre as definicoes e
resultados, pode-se consultar [4], [5], [6] e [21].

1.1 Andalise Funcional

Definigao 1.1. Um espago de Banach (X, ||-||) € um espago vetorial normado completo,
1sto €, todas as sequéncias de Cauchy sao convergentes nesse espaco.

Proposicao 1.1. Sejam X um espago de Banach e Y um subespago vetorial de X. Entao
Y é fechado em X se, e somente se, Y € um espago de Banach com a norma induzida de

E.
Demonstracao. Veja [[6], Proposicao 1.1.1]. O

Definigao 1.2. Um espago de Hilbert (X, (-,-)) € um espago vetorial com produto interno
que € completo com a norma induzida pelo produto interno.

Definicao 1.3. Uma funcao f : Y — R € limitada se o seu conjunto imagem € um
subconjunto limitado de R. Denotamos por B(Y') o espaco de todas as fungoes limitadas
com dominio Y e contradominio R.

Proposicao 1.2. Seja Y um conjunto nao vazio. O conjunto B(Y) das fungées limitadas
com dominio Y e contradominio R € um espaco de Banach com a norma usual

[ flloc = sup [ f(2)].
ey

Demonstracao. Veja [[6], Exemplo 1.1.2]. O

Definigao 1.4. O espaco das funcgoes k vezes continuamente diferencidveis em [a, ],
k € N, € definido e denotado por

C*a,b) ;== {f : [a,b] = R | f € diferencidvel em [a,b] e f' € C*'[a,b]}.
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Proposigao 1.3. O espago C*[a,b], k € N, é um espaco de Banach com a norma:

1 llex == 1 Flloo + 11 Moo + -+ 1P -

Demonstragao. Veja [[6], Exemplo 1.1.4]. O

Definicao 1.5. Um espaco separdvel é um espaco normado que contém um subconjunto
enumerdvel e denso.

Proposicao 1.4. Todo subespaco de um espaco separdvel é também um espaco separdvel.

Demonstragao. Veja [[26], Exemplo 9.1.4]. O

Definicao 1.6. Sejam E e F' espagos vetoriais normados sobre R. Um operador linear
continuo de E em F é uma funcao continua T’ : E — F que € linear, isto é, ¢ uma func¢ao
continua que satisfaz:

1. T(x+y) =T(x) + T(y) para quaisquer r,y € E;

2. T'(ax) = aT'(z) para todo a € R e qualquer x € E.

O espago dos operadores lineares continuos de E em F ¢ denotado por L(E, F). No

caso em que F' =R, o espago L(E, F), agora denotado por E', é chamado dual topoldgico
de E e seus elementos sao denominados funcionais lineares continuos.

Definigao 1.7. Dois espagos vetoriais normados (E,|| - ||g) € (F,||-||r) sdo isomorfos,
se existir um operador linear continuo bijetor T : E — F com inversa T~! : F — E
continua. Tal operador é dito isomorfismo.

Se o operador T também for uma isometria, isto é, ||T(z)||r = ||z||g, para todo x € E,
entao dizemos que T € um isomorfismo isométrico e os espacos E e F' sao ditos isomorfos
1sometricamente.

Teorema 1.1. Sejam E e F espacos normados sobre R e T : E — F linear. As seguintes
condicoes sao equivalentes:
1. T € lipschitziano.
T € uniformemente continuo.
T é continuo.

T € continuo em algum ponto de E.

T é continuo na origem.
6. sup{||T(u)|| | z € E e [|z|| < 1)} < oco.

7. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que ||T(x)|| < C||z|| para todo x € E.

Demonstragao. Veja [[6], Teorema 2.1.1]. O
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Teorema 1.2. Seja E um espaco normado. O dual E' é um espaco de Banach com a
norma

1f]] = sup{|f(z)| | v € E e |]z]| < 1}.
Demonstracao. Veja [|6], Proposigao 2.1.4 e Corolario 2.1.5]. ]

Definicao 1.8. O bidual de um espaco normado E, denotado por E”, é o dual do seu
dual, isto ¢,

E"=L(E''R)={¢: E' >R | ¢ é um funcional linear continuo}.

Teorema 1.3. O bidual de um espaco normado E é um espaco de Banach com a sequinte
norma:

91| = sup{lp(p)] | ¢ € E' e [[o]| <1}

Demonstracao. Como o espago dual é um espago de Banach, o bidual é o dual do dual e
a norma considerada é a mesma do Teorema 1.2, segue por esse teorema que o bidual é
um espaco de Banach. O

Proposicao 1.5. Seja E um espago normado. O mergulho candnico de E em E”, dado
pelo sequinte operador linear

Jg: E— E", Jp(x)(¢) = ¢(x) para todos x € E e ¢ € F',

é uma 1sometria linear.

Demonstragao. Veja [[6], Proposicao 4.3.1]. O

Definicao 1.9. Um espaco normado E ¢ dito reflexivo se o merqulho candnico descrito
na proposicao anterior € sobrejetivo. Nesse caso, o merqulho Jg € um isomorfismo
1S0métrico.

Proposicao 1.6. Se E é um espaco normado reflexivo, entao E é um espago de Banach.

Demonstragao. Veja [[6], Proposicao 4.3.5]. O
Teorema 1.4. Seja E um espacgo reflexivo. Se F' C E é um subespago vetorial fechado,
entao F € reflexivo.

Demonstracao. Veja [[4], Teorema 4.2]. O

Definicao 1.10. Um espagco normado FE € dito uniformemente convero se, para cada
€ > 0 existe 0 = 0(e) > 0 tal que

r+y

Jor-s

sempre que ||[x —y|| > eex,y€ Bg:={z€ E| ||z|]| < 1}.

Teorema 1.5. (Teorema de Milman-Pettis) Se E é um espacos de Banach uniformemente
convezros, entao E ¢é reflexivo.
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Demonstracao. Veja ||6], Teorema 6.6.6]. O

-

Definicao 1.11. Sejam E e F espagos de Banach e U C E. Uma aplicacao ¢ : U — F ¢

compacta se para todo subconjunto limitado V- C U, ¢(V') é compacto em F.

Teorema 1.6. Sejam E e F espacos de Banach. Se ¢ : E — F € compacto entao para
toda sequéncia limitada (x,)5°, em E, a sequéncia (¢(x,))>2, admite uma subsequéncia
convergente em F.

Demonstra¢ao. Como (x,)22, ¢ limitado em FE, segue do fato de ¢ ser compacto
que o conjunto dos elementos da sequéncia (¢(z,))5, pré-compacto em F. Logo,
{é¢(z,) | n € N}, é compacto em F e portanto admite uma subsequéncia convergente e
segue o resultado. O]

Definicao 1.12. Sejam FE e F espacos normados tais que E C F.

1. Se a aplicacao identidade id : E — F for um operador linear continuo, dizemos que
E estd imerso continuamente em F, e denota-se por E — F.

2. Se a aplicacao identidade id : E — F for um operador linear compacto, dizemos
que F estd imerso compactamente em F, e denota-se por E —» F'. Neste caso, toda
sequéncia limitada em (E|||.||g) possui uma subsequencia convergente em (F,||.||r).

Observacao 1.1. Sabe-se que a aplicacao inclusao é uma aplicacao linear, entao nota-se
que para existir uma imersao E — F, € necessdrio e suficiente que exista uma constante
C tal que

llz||lr < C||z||g, para todo x € E.

Teorema 1.7. (Teorema de Arzeld-Ascoli) Seja E um subconjunto do conjunto das
aplicacoes continuas de K em R, em que K é um espago métrico compacto. A fim de
que E C O(K;R) seja relativamente compacto, isto é, E seja compacto em C(K;R), é
necessdrio e suficiente que as sequintes condigoes sejam atendidas:

1. E ¢ equicontinuo, isto €, para todo tg € K e e > 0, existe d > 0 tal que

[f(t) = flto)| <,
para todo t € K com d(t,ty) <0 e f € E.

2. E € equilimitado, isto €, existe uma constante C' > 0 tal que |f(t)| < C, para todos
te Kefelk.

Demonstracao. Veja [|6], Teorema B.7|. O

1.2 Espacos de Funcoes

1.2.1 Espagos LP(2)

Nesta subsegao, apresentaremos a definigao e algumas propriedades dos espagos LP(€)
que serao tteis ao longo desse trabalho. Para maiores detalhes, consultar [5] e [6].
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Defini¢ao 1.13. Sejam Q C R™ um conjunto mensurdvel e 1 < p < co. O espago LP(2)
¢ definido como sendo o espaco das funcoes p-integrdveis no sentido de Lebesqgue, isto ¢,

LP(Q):{f:Q%R ‘/ny|p<oo}.

A norma usual desse espago €

1/p
Hﬂhmn=Hﬂb=<[ﬂﬂﬂ :

Definigao 1.14. Seja Q2 C R™ um conjunto mensurdvel. O espago L>(2) € definido como
sendo o espaco das fungoes reais mensurdveis essencialmente limitadas, isto €,

L“an{f:9—+Rls§ﬂﬂ<ﬂwh

munido da norma

[ lloe = sup [ f].
Q

Teorema 1.8. O espaco LP(Q2), 1 < p < oo, é um espaco de Banach munido das normas
introduzidas nas definicoes 1.13 e 1.14.

Demonstracao. Veja [[4], Proposi¢ao 1.14. [6], Teorema 1.2.3 e Teorema 1.3.1]. O

Definicao 1.15. Seja 1 < p < oco. O conjugado de p € o numero positivo q tal que:

S+ =1
P q

No caso em que p = 0o temos ¢ = 1 e vice-versa.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Holder para integrais). Sejam p,q > 1 tais que q € o
conjugado de p. Se f € LP(Q) e g € LI(Q), entio fg € L' (Q) e

fgll = / gl < 11f1lp - gl

Demonstrag¢ao. Veja [[6], Teorema 1.2.1]. O

Teorema 1.10 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam 1 < p < oo e

f,g € LP(Q), entdo:
1/p 1/p 1/p
(Lirear) < (L) +([ar)

Demonstracao. Veja [[6], Teorema 1.2.2]. O

Teorema 1.11. O espaco LP(Q2) € um reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstracao. Veja [[6], Proposicao 4.3.12]. O
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Teorema 1.12. O espago LP(2) € um espago separdvel para 1 < p < oo.

Demonstracao. Veja [[4], Proposi¢ao 4.18]. O

Definicao 1.16. Seja 1 < p < 0co. Uma funcao f : Q — R € dita localmente integrdvel

em LP(QY), e denota-se por f € L} (), se f for uma fung¢io mensurdvel e para qualquer

conjunto compacto K C Q wvaler

[ 1r@rds < .

Teorema 1.13. Sejam 1 < ¢ < oo e u € Li(Q). FEntdo para todo 1 < p < q, temos
Li(Q) — LP(Q).

Demonstracdo. Se p = q é imediato. Supondo entao p < ¢, logo 95 1. Como u € L1(Q),
p

/|u|q<oo
Q

mas /(|u]p)g :/ u|? < 0o. Logo [ulP € L» (). Para aplicar o Teorema 1.9, devemos
Q

entao

Q
encontrar o conjugado de %. Seja tal conjugado denotado por m, logo ele deve satisfazer:

1
+— = .
m m ¢ m q q—p

ESESIEE

Sabe-se que funcdo constante pertence a L*(2) para todo k natural. Aplicando a
Desigualdade de Holder para integrais 1.9 temos:

- fobll = [ 1 fo < 1 )
- ()" (L)
= o ([l
_ c.((/ﬂqupq);)p

= Cllulfg,

1
Logo, elevando ambos os lados da desigualdade acima a — obtemos que ||u||, < C||ul|,-
p

E isso implica que L,(€2) <= L,(£2), como queriamos. O

1.2.2 Espacgos C*(Q) e Espagos de Holder

Nesta subsecdo, apresentaremos algumas definicdes e notagdes sobre os espagos C*(Q)
e os espacos de Holder. Consideramos ao longo dessa subsegao que €2 é um subconjunto
aberto de R™.
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Definicao 1.17. Usaremos a notagao de multi-indice para denotar a derivada parcial

ol f 2

or] .. oxyr

D7 f(x)

em que Yy = (7,..,7) EN" e |y =7+ ...+ Y.

Definigao 1.18. Seja k um inteiro nao negativo. Definimos o espa¢o C*(Q) por:
C*Q):={f:Q—= R | D"fé continua em Q para todo |y| < k}.

Denota-se C°(Q) = C(Q).

Definicao 1.19. Seja g : Q2 — R uma funcao continua. O suporte de g é o sequinte
conjunto:

supp(g) := {z € Q | g(x) # 0}.

Se supp(g) for compacto em 2, dizemos que a fungao g tem suporte compacto. Denota-se
por Co(R2) o espaco das funcgoes continuas em Q que tém suporte compacto.

Definigao 1.20. Seja k um inteiro ndo negativo. Definimos por CE(Q2) o sequinte
conjunto:
CE(Q) == {g € C¥(Q) | g tem suporte compacto},

e para k = oo,
Ceo(Q) == {g € C*(Q) para todo k € Z, | g tem suporte compacto}.

Definicao 1.21. Dizemos que uma funcao f : €0 — R Hoélder continua com expoente

a € (0,1], se
[f(z) — f(y)]

sup e e A
z,YeQ e zHy |z —y|*

e denotamos este fato por f € C*(Q), sea < 1, e f € C®(Q) se « = 1. Também
adotamos a sequinte nota¢ao:

[flea@ = sup M

z,yeQ e z#y |z —y|*

Logo, se f ¢ Holder continua com expoente o em 2, entao

|f(x) = f(y)] < [flee@)lr —y|* para todos z,y € €.

Vemos entao que, se uma funcao é Holder continua em €2, entao ela é continua, e ainda
mais, é uniformemente continua.

Definicao 1.22. Define-se o espaco de Holder como

CrH(Q) = {f € C¥(Q) | D" f € C*() para todo || < k}.

Sabe-se que uma funcao limitada e uniformemente continua em {2 tem uma tnica
extensao continua limitada em €2; A definicao a seguir esta fundamentada nesta idéia.
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Definicdo 1.23. Definimos C*(Q) como o espaco das funcées reais definidas em €2, cujas
derivadas parciais até a ordem k (inclusive) sao limitadas e uniformemente continuas,
15t0 €,

Ck(Q) = {f € CkQ) | DVfé limitada e uniformemente continua em
Q para todo |y| < k},

dotado da norma

I Fllox@ = max |17 fll o) (1)
Usualmente, denota-se C°(Q) simplesmente por C(Q), e define-se C*(Q ﬂ ckQ
keN

Veremos agora a definicao de um outro espago, que também é chamado de Espacgo de
Holder.

Definicdo 1.24. O espago de Hélder C**(Q) é o subespago de C*(Q) formado pelas
fungoes cujas derivadas parciais até a ordem k (inclusive) sao todas Hélder continuas
com expoente v em €1, isto €,

CH(Q) = {f € C*(Q) | D" f € C*(Q) para todo |y| < k},

com a norma

fleram = I fllora) + mi?k([D’Yf]Ca @) (1.2)
em que
D7 f(x) — D7
D floeey = sup D7 f(x) d f(y)|'
T,YeQ e ay |z —yl

Caso a = 0, temos C*(Q2) um espaco de Hélder:
C*(Q) = C*(Q).

Proposicao 1.7. C**(Q) ¢ um espaco vetorial normado, e além disso, é Banach, com a
norma dada em (1.2).
Demonstracao. Veja ||4], Proposi¢ao 1.20, Proposicao 1.21]. ]
Teorema 1.14. (Imersées de Hilder) Para todo k € N e para todos 0 < a < 5 < 1 valem
as sequintes imersoes:

1. CHY(Q) — CH(Q);

2. Ck(Q) — C*(Q);

3. CHA(Q) — CP(Q).
Se Q) ¢ limitado, as duas ultimas imersoes sao compactas.

Se Q) € convexo e limitado, todas as trés imersoes sao compactas.
Se Q) € convexo, valem duas imersoes adicionais:
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1. CHL @) — CP(Q);
2. CL(@) = Che(Q);

sendo a ultima compacta se €0 for também limitado.

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 9.6]. O

Definicao 1.25. Seja Q C R"™ um dominio limitado. O conjunto 02 ou €2 € dito de
classe C*, em que 0 < a < 1, se para todo x € S existe uma bola B := B(z,r) e um
difeomorfismo ¢ : B — U, U C R" aberto, tais que:

1. ¢(BNQ) CRY;
2. ¢(BNOQY) C ORY;
3. g€ C(B), ¢~ € C*(U);

em que R} = {(z1,...,2,) € R" | 2, > 0}.

Em particular, se o = 0 dizemos que 09 ou Q € de classe CF. Se Q ¢é de classe C*
para todo k natural, entao dizemos que € € um dominio limitado e suave.

1.2.3 Espacgo de Sobolev

Nesta subsecao apresentaremos alguns resultados e defini¢coes sobre espacos de Sobolev,
que sao espacos usados ao longo desse trabalho. Para maiores detalhes, consultar Biezuner
[4] e [5] e Gilbarg e Trudinger [21]. Vamos considerar ao longo dessa subsecdo 2 C R™
um subconjunto aberto.

Definigao 1.26. Sejam u € L, .(Q) e a um multi-indice, isto é, « = (ay,...,a,) € N
com |a| = a1 + ... + a,. Dizemos que uma funcio v, € L}, .(Q) é a a-ésima derivada
fraca de u, se

/Qu(Dacp)dz: (—1)a|/vacpdx,

Q
para toda ¢ € C§°(Q2). Se este for o caso, denota-se

Vo = D%u.

Uma funcao u € dita fracamente diferencidvel, se todas as derivadas fracas de primeira
ordem de u existirem, e € fracamente diferencidvel k vezes, quando D“u existir para
todos os multi-indices 0 < || < k. Denotamos o espaco das funcoes k vezes fracamente
diferencidveis por W¥(Q).

Se v, existe, ela € unicamente determinada, a menos de conjuntos de medida nula.

Observagao 1.2. Temos C*(Q2) C W¥(Q). Nota-se entao que o conceito de derivada
fraca é uma extensao do conceito de derivada.
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O proximo exemplo nos mostra que a inclusao na observagao anterior é propria.

Exemplo 1.1. Sejam Q = (—1,1) e u(z) = |z|. Como u é uma fun¢do continua, segue
que v € LY(Q), donde u € LlOC(Q). Para todo ¢ € C3°(QY), tem-se

/_ 1 w@)d (z)de = — / : v/ (z)dz + / la:qb’(x)dx

| s ot ot [ s
/¢ dx—/¢<)
= ([ o [ otos)

Para a terceira igualdade anterior, usamos o fato de ¢ € C*(Q2), o que implica em
#(—1) = ¢(1) = 0. Entao, se tomarmos v € L},.(Q) como sendo

{—1 se —1<x<0,
v(z) =

1 se O0<azx<l,

Seque que

donde v é uma deriada fraca de u, isto é, u € W(Q). Entretanto, sabemos do cdlculo
diferencial que a derwada da fung¢do u nao existe em 0, entdao u ¢ C*(Q).

Definigao 1.27. Sejam p > 1 e k > 0 inteiros. O espago de Sobolev WEP(Q) ¢ definido
como:
WHEP(Q) == {u € LP(Q) | D*u € LP(Q) para todo 0 < |a| < k}.

Observacao 1.3. O espaco de Sobolev é um espago vetorial.

O espago de Sobolev W*?(2), 1 < p < co pode ser munido da seguinte norma:

1/p
|ullwro@) = / |D%ulP |, paral <p<oo (1.3)
0<|a|<k
e
[[ullwese@) = max [|D%l|r, para p = oo.

Usamos W} (Q) para denotar o fecho de C5°(€2) em W#?() e esse também é chamado
de Espaco de Sobolev.

Observacao 1.4. Pelas definicoes dos espacos de Sobolev, podemos notar que para todo
p > 1 ek >0 inteiros, temos as sequintes inclusoes:

C(Q) C WEP(Q) ¢ WhP(Q) C LP(Q).
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Teorema 1.15. Sejam p > 1 e k > 0 inteiros. Entao, W5P(Q) dotado da norma (1.3), é
um espaco de Banach se 1 < p < oo, separdvel se 1 < p < 0o, reflexivo e uniformemente
convezro se 1 < p < o0.

Demonstragao. Veja [|5], Teorema 11.15]. O
Corolario 1.1. Sejam p > 1 e k > 0 inteiros. Entdo, Wé‘;’p(Q) ¢ um espaco de Banach

se 1 < p<oo, separdvel se 1 < p < oo e reflerivo se 1 < p < oo.

Demonstracao. Por defini¢do, temos W(f’p(Q) um subespaco vetorial fechado de W*?(Q),
que pelo teorema anterior é um espaco de Banach. Logo pela Proposicao 1.1, segue que
WP (Q) é um espaco de Banach. O fato de W;?(Q) ser separavel e reflexivo, decorre da
Proposicao 1.4 e do Teorema 1.4, respectivamente. ]

Definicao 1.28. Paral <p < oo ek € N, definimos T/Vl’f)f(ﬂ)iomo o espaco das funcoes
que pertencem ao espago W*P(Q') para todo Q) CC Q, isto é, ¥ é compacto em ).

Teorema 1.16. C>*(Q) N W*P(Q) ¢ denso em W*P(Q).

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 11.18]. O

Teorema 1.17. Seja Q um aberto de classe C'. Se u € WFP(Q) N C(Q), entdo
u € Wy (Q) se, e somente se, u =0 sobre Q.

Demonstragao. Veja [|5], Teorema 11.24]. O

1.2.4 Imersoes de Sobolev

Caso kp <n

Definicao 1.29. Sejam n,p, k € N. Se kp < n, definimos

«._ np
P -

Notemos que, por definicao, p* > p.

Teorema 1.18 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < n, entdo
existe uma constante C' = C(n, p) tal que para todo u € W,*(Q) temos

[ul| o () < Cl|Dul|Lr (0.

Demonstracao. Veja [[5], Lema 11.27]. O

Teorema 1.19. (Imersao de Sobolev) Sejam p,n,k € N. Se p>1 e kp < n, entao
Wy (Q) < LU(Q)

para todo p < g < p*.
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Demonstracao. Veja [|5], Teorema 11.30 e Corolario 11.31]. O

Corolario 1.2. Se (), além de aberto, for limitado, entao para p > 1 tal que kp < n vale
a 1mersao

Wy (Q) < LU(Q)
para todo 1 < g < p*.

Demonstragao. Veja [|5], Corolario 11.32]. O

Teorema 1.20. Seja  C R"™ um aberto limitado de classe C'. Sep > 1 e kp < n, entdo
WHhP(Q) — L)

para todo 1 < g < p*.

Demonstracao. Veja [|5], Teorema 11.33 e Corolario 11.34]. O

Teorema 1.21. Seja Q um aberto de classe Ct. Sep>1 e kp < n, entdo
WHEmP(Q) — W™1(Q)

para todo p < q < p*. O resultado € valido para abertos arbitrdrios se trocarmos W por

Wh.

Demonstracao. Veja [|5], Teorema 11.35]. O

Caso kp =n
Teorema 1.22. (Imersao de Sobolev) Seja Q um aberto de classe C'. Se p > 1 entao
WP (Q) < LY(Q),

em que p < q < 0o. O resultado € valido para abertos arbitrdrios se trocarmos W por Wy.

Demonstracao. Veja [|5], Teorema 11.37]. O

Caso kp > n

Teorema 1.23. (Imersao de Sobolev) Sejam Q aberto e limitado e p > 1 tal que kp > n.
Entao _
Wo(2) <= C™(%2)

n
para todo 0 <m < k — —.
p

Demonstragao. Veja [|5], Teorema 11.40]. O
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Lema 1.1. (Desigualdade de Morrey) Seja p > n. Se §, além de aberto, for limitado,
entio existe uma constante C(n,p) tal que, para todo u € Wy (), tem-se

lull a3 5 < CllDullzoey.

Em geral, para todo v € WIP(R"™) existe uma constante C tal que

||U| |Cl_%(Rn) S C(| |Du||W1,p(Rn).

Demonstracao. Veja ||5], Lema 11.42]. O
Teorema 1.24. (Imersao de Sobolev) Seja Q) aberto e limitado. Sep > 1 e kp > n, entdo
Wo(2) = C™7(Q)

para todo 0 < m < k — %, em que

n non o,
0<fB< —} +1— — se — nao é um inteiro,
p p p
e
n . .
0< B <1 se— éum inteiro.
p
Demonstragao. Veja [[5], Teorema 11.43]. O

Teorema 1.25. Seja  um aberto limitado de classe C'. Se p > 1 e kp > n, entdio
WHhP(Q) — C™F(Q)

para todo 0 < m < k — %, em que

0<pB<

n n noo_ S
—1+1——se—naoeum mnteiro,
p p p

no . . .
0< B <1se— nao é um inteiro.
p

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 11.45]. O

Definicao 1.30. Dizemos que o conjunto ) satisfaz a condicao de cone interior uniforme,
se existe um cone firo Ko tal que cada x € 9S) € o vértice de um cone Kq(r) C Q
congruente a Kq. FEremplos de conjuntos que satisfazem essa condi¢ao, sao os abertos
com fronteiras de Lipschitz, que inclui abertos de classe C*.

Definicao 1.31. Seja Q C R™ wm aberto com wvolume finito. A média de u em §2 é

definida como
U= i/udac
9 Jo
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Teorema 1.26 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto limitado conexo que
satisfaz a condicao do cone interior. Se p > 1, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

|[u —0l[ (@) < C||Dul|r(e

para todo u € WHP(Q).

Demonstragao. Veja [|5], Teorema 11.55]. O

Teorema 1.27 (Desigualdade de Sobolev-Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto limitado
conexo que satisfaz a condi¢cdo do cone interior. Se 1 < p < n, entdo existe uma constante
C > 0 tal que

|lu =Tl ) < CllDul|r (o)

para todo u € WHP(Q).

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 11.56]. O

Teorema 1.28 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R"™ um aberto limitado. Se
1 < p < n, entao existe uma constante C > 0 tal que

‘Q‘ 1/n
lulley < (51) ™ 100l

n

para todo u € W,P(Q).

Demonstragao. Veja [[5], Cordlario 11.58]. O
Notagao: || Dul|rrioy = Y |[Dul|1r(0)-
la|=k

Teorema 1.29 (Desigualdade de Interpolagdo). Seja Q C R™ um aberto limitado que
satisfaz a condicao do cone interior. Se p > 1, entao para qualquer € > 0 e para qualquer
inteiro 1 < |a| < k — 1, existe uma constante C. = C'(n, k,p, |al, 2, €) > 0 tal que

1Dl | o) < €||D*ul| o) + Cellul| Loy

para todo u € W*P(Q). Se substituirmos W por Wy, o resultado é vdlido para abertos
arbitrdrios.

Demonstracao. Veja [|5], Teorema 11.59]. O

Corolario 1.3. A norma ||u|| == ||ul|ze) + ||[D*ul|1r@) € uma norma equivalente a

norma usual em W*P(Q), se Q C R™ é um aberto limitado que satisfaz a condi¢do do
. . . k . L.

cone interior, e & norma usual em W' (Q) se Q C R™ é um aberto arbitrdrio.

Demonstracao. Veja [|5], Corolario 11.60]. O
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1.3 Um Pouco sobre Teoria Eliptica

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes e resultados envolvendo operadores elipticos
que serao muito uteis ao longo deste trabalho. Para maiores detalhes, consultar Biezumer
[5] e Gilbarg e Trudinger [21].

Operadores lineares de segunda ordem sao dados da seguinte forma:

Lu = Z aij(x)aiz;j + Zb (z )gxz + c(x)u, (1.4)

em que a;; € C(Q), b, c € L=(Q), Vi,j € {1,...,n} e Q um subconjunto aberto de R".

Definicao 1.32. Um operador da forma (1.4) € dito eliptico, se a matriz (a;;(x)) € positiva
definida para todo x € ), isto é, denotando por A\(x) e A(x) sGdo o menor e o maior
autovalor de (a;;(x)), respectivamente, entdo

0< Az ||g||2<2a” )&i&j < M)l

1,5=1

para todo & € R™\ {0}. O operador L € dito estritamente eliptico em § se existe Ay > 0
A(z)
A(z)

tal que N(x) > X\ para todo x € §). Se ¢ limitado em ), entao o operador € dito

uniformemente eliptico.

Observacao 1.5. O operador Laplaciano Au = Z 022 € um operador estritamente

eliptico. Como ao longo do texto vamos tratar de equagoes diferenciais envolvendo o
operador laplaciano, nos restringiremos a ele nos prorimos resultados que sequem. Suas
versoes para operadores mais gerais podem ser encontrados em [5] e [21].

Defini¢ao 1.33. Sejam Q C R™ um dominio e f € LP(Q2). Uma fun¢io u € W'lef(Q) é
dita solugao forte da equacao Au = f se satisfaz a equagdo em q.t.p.(quase todo ponto)
em 2.

Observagao 1.6. Para cada fung¢do u denotamos por vt = max(u,0) e u~ = min(u,0).

Teorema 1.30. (Principio do Mdzimo Fraco) Sejam Q C R™ um aberto limitado e
u e COQ) NWEHRQ). Se Au> 0 em Q, entio

supu < supu’.
Q B

Se Au <0 em §, entao
infu > infu™.
Q a0

Demonstragao. Veja [|21], Teorema 9.1]. O
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Proposigao 1.8. (Principio de Comparacao) Seja Q@ C R™ um aberto limitado. Se
u,v € COQ)NW2"(Q) sdo tais que

loc

Au = Av em
U v sobre OS2,

entao u=1v em §). Se

Au > Av em  §,
u < w sobre 012,
entao u < v em §.
Demonstragao. Veja [[21], Teorema 9.5]. O

Observacao 1.7. Como consequéncia do principio de comparacao, o problema de
Dirichlet
Au = f em €,
u = g sobre 01,
admite uma tnica solugio forte u € CO(Q) N W2M(Q).

Definigao 1.34. Seja Q) um subconjunto aberto e limitado de R™. Dizemos que a fronteira
00 satisfaz a condigao de esfera interior (com raio o) se existe ro > 0 satisfazendo a
sequinte condi¢do: para todo yo € 0L existe um ponto xo € Q tal que B(xg,m9) C Q €
Yo € aB(Qfo,T’O).

A fronteira 052 é dita satisfazendo a condi¢ao de esfera exterior (com raio ro) se existe
ro > 0 satisfazendo a seguinte condicdo: para todo y, € 0S) eziste um ponto x1 € R™\ Q
tal que B(xq1,79) CR"\ Q ey € 0B(x1,79). Se ambas as condi¢ioes de esfera exterior e
interior (com raio ro) sao satisfeitas dizemos que 0S) satisfaz a condigio de esfera.

Teorema 1.31. Seja 2 C R™ um subconjunto aberto e limitado. Entao 052 € de classe
O se, e somente se, OS) satisfaz a condicio de esfera.

Demonstragao. Veja [|2], Lema 2.2|. O

Teorema 1.32. (Lema de Hopf (Fraco)) Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e
u € W?P(Q), p > n, uma fungio ndo constante satisfazendo inf essAu >0 em Q e

m = igfu € (—00,0].

Assuma ainda que existe xy € IS tal que u(xg) = m. Entdo,

@(Io) < 0,

em que v € um vetor normal exterior a OS2.

Demonstragao. Veja [[18], Teorema 1.6]. O

Teorema 1.33. (Principio do Mdzimo Forte) Seja Q C R™ um conjunto aberto. Suponha
que u € W2MQ) e satisfaz Au > 0 (respectivamente Au < 0) em Q. Se u atinge seu
mdzximo ndao negalivo (respectivamente minimo nao positivo) no interior de Q, entio u €
constante.
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Demonstracao. Veja [|21], Teorema 9.6]. O

Lema 1.2. Sejam Q C R"™ um conjunto aberto, v,w € W?P(Q), em que p > n, tais que
v Ow

v,w > 0 em ev:szsobreaQea—,a—<0$0b7’68§2, em que v € um vetor
v’ Ov

normal exterior a 0. Entao, para t > 0 suficientemente pequeno, v > tw em €.

Demonstracao. (Adaptacao da prova do Lema 5.3 [16]). Definimos
ow ov

m = min —, M = max —.
o Ov’ aQ Ov

Logo, por hipotese segue que m, M < 0. Tome ¢ > 0 tal que tm — M > 0. Logo,
ow Ov . Ow Ov

—(tw —v) =t— — — >tmin — — max — =tm — M > 0,

ov ov Ov — o9 Ov aQ OJv

sobre 0€). Como por hipdtese, tw — v = 0 sobre 052, segue da desigualdade acima que
tw — v < 0 em uma determinada vizinhanca de 0€2. Definindo K CC €2 um conjunto
compacto, o complementar em €2 de tal vizinhanca. Entao, para ¢t > 0 suficientemente
pequeno, tw — v < 0 em K. Dessa maneira, para t > 0 suficientemente pequeno, vale
tw—v <0 em . O]

Teorema 1.34. Sejam Q C R™ um aberto de classe CY' e f € LP(Q), 1 < p < co. Entao
existe uma tnica solugdo forte u € WP(Q) N Wol’p(Q) para o sequinte problemas:

—Au = f em Q,
u = 0 sobre Of).

Demonstracao. Veja [|21], Teorema 9.15]. O

Lema 1.3. Seja Q C R"™ um aberto de classe CY'.  Entdao existe uma constante C
(independente de u) tal que

ullw2r@) < CllAul| e @)

para todo w € W>P(Q) N W, P(Q), 1< p < .

Demonstragao. Veja [[21], Lema 9.17]. O

Teorema 1.35. (Estimativas Globais) Sejam @ C R"™ um aberto de classe Cb! e
feLP), 1<p<oo. Seue W?P(Q) é uma solugio forte de

Au=f em Q,

entao exriste uma constante
C=C(n,p,Q)

tal que
ullw2e@) < C (Iullzr@) + |1 fllr@) -

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 13.4]. O
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Teorema 1.36. Sejam Q C R" aberto e f € WI(Q) (respectivamente CF~1(Q)),

loc

l<pg<oo,k>lel0<a<l. Seuc I/Vlif(Q) ¢ uma solugdo forte de
Au = f em €,
entio u € WEPI(Q) (respectivamente C*5(Q)).  Além disso, se Q ¢ uma aberto

de classe C*H1 e f e WHI(Q) (respectivamente C*1(Q)), entio u € Wk29(Q)
(respectivamente C*T1(Q)) ).

Demonstragao. Veja [[5], Teorema 13.6]. O
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Capitulo 2

Construcao da Hipersuperficie
Principal para Sistemas do Tipo
Lane-Emden

2.1 Teorema do Tipo Krein-Rutman Nao Linear

Neste capitulo, usamos um teorema do tipo Krein-Rutman nao linear para encontrar
a hipersuperficie principal gerada pelos autovalores principais associados ao sistema (8).

Considere E um espaco de Banach real.
Definicao 2.1. Define-se um cone fechado como sendo um conjunto convero K C E tal
que:

1. AK C K, para todo X\ > 0;

2. Kn(=K)={0}.
Definigao 2.2. Um cone K C E € dito um cone sdlido se int K # ().
Definicao 2.3. Uma relacao entre elementos de um determinado conjunto é chamada de
ordem parcial se satisfaz as propriedades de reflexividade, antissimetria e transitividade.

Através da Definicao 2.1, podemos usar um cone fechado K C E para induzir uma
ordem parcial em E da seguinte maneira:

uvesv—ueKeu<vev—ue K\ {0} (2.1)

em que u,v € F.

Mostremos que a relagao (2.1) é de fato uma ordem parcial em E:

1. Reflexividade: Seja u € K. Entao, u —u =0 € 0K C K e assim u < u;
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2. Antissimetria: Sejam u,v € K taisqueu <vev X u. Entaiov—u € Keu—v € K.
Logo, por v —u = —(u —v) € =K, segue que v —u € K N (—K) = {0}.

3. Transitividade: Sejam u,v,w € K tais que u = v e v < w. Entao v —u € K,
w—v € K e como K é convexo, segue que +(w—u) = s(w—v)+(1—3)(v—u) € K.
Assim, do item 1 da Definicao 2.1, decorre que w — u € K, isto é, u < w.

Utilizando essa ordenacao, podemos dizer que o espaco de Banach (F, K, <) esta
parcialmente ordenado e que K é o cone positivo deste espaco.

Antes de enunciar a versao do Teorema de Krein-Rutman, que serd usada neste
trabalho, apresentamos algumas definicoes necessarias para este fim.

Definicao 2.4. Um operador T : E — E ¢ dito crescente se

u<v="T(u) 2T(v). (2.2)
E ¢é dito estritamente crescente se

u=<v="T(u) <T(v). (2.3)

Se T(u) = 0 para todo u € K, entao T € dito um operador positivo. Neste caso,
T(K) C K, pois T(u) = 0 implica em T(u) = T(u) —0 € K,Yu € K. Além disso,
diremos que T € fortemente positivo, se T(K \ {0}) C intK.

Definicao 2.5. Um operador T' : E — E € positivamente 1-homogéneo, se a sequinte
condicao € valida
T(tx) =tT(x) para todo t > 0.

Teorema 2.1. [28/(Teorema do Tipo Krein-Rutman) Seja E um espago de Banach
real contendo um cone fechado K. SejaT' : E — E um operador crescente, positivamente
1-homogéneo, continuo e compacto e tal que existem um elemento nao nulo u € K e
M > 0 satisfazendo

u =< MTu.

Entao T possui um autovetor nao nulo vy € K. Além disso, se K ¢ um cone sdlido
e se o operador T € estritamente crescente e fortemente positivo em K \ {0}, entdo xg
€ o unico autovetor em K a menos de constante multiplicativa. E, finalmente, se g €
o autovalor correspondente, entao ele pode ser caracterizado como o autovalor de menor
valor absoluto e além disso, é simples.



35

2.2 Hipersuperficie Principal

De agora em diante, consideraremos m > 2 um nimero natural, {2 C R” um dominio
limitado com fronteira de classe C1', n > 2 p; € LP(Q) fungdes positivas q.t.p. em
Q, p>mn,comi=1...,m, e q nimeros reais positivos que satisfazem []", oy = 1.
Também adotaremos a seguinte notacao:

RY :={(z1,...,2) e R™ | 2; >0, Vj e {1,...,m}}.
Por fim, sempre que falarmos em solu¢ao, caso nao seja mencionado nada ao contrario,
estaremos nos referindo a solugao forte, como na Definicao 1.33.

Queremos encontrar condigdes para que o seguinte sistema, que é um problema de
autovalor, tenha solugdo forte positiva em W2P(Q; R™) N W, P (; R™):

(&%)

{—A%‘ = 7pi(@) @i | i em  Q (2.4)

)
wi = 0 sobre 0%,
emquet=1,...,m, Ppi1 = 1, Y SA0 reais positivos.

Definicao 2.6. O ponto (71,...,vm) € R™ € um autovalor do sistema (2.4) se ele admite
wma solugio forte nao trivial em W2P(Q: R™)NWy P (0 R™). Um ponto (11, ..., Vm) € R™
é chamado de autovalor principal se o sistema (2.4) admite uma solugdao forte positiva
em W2P(Q; R™) N W, P (Q; R™).

Mostraremos que o conjunto dos autovalores principais

L' = {(m,.-,vm) € R™ | (2.4) tem solugao forte positiva em

W (O R™) 0 WP (O R)) (29

forma uma hipersuperficie suave em R, que denominaremos hipersuperficie principal do
sistema (2.4), pois ¢ formada por autovalores principais em espagos de dimensdo maior
ou igual a 2. Essa nomenclatura foi introduzida por M. Montenegro em [30].

Nesse sentido, usaremos o Teorema 2.1 para mostrar que o conjunto I' pode ser visto
como a imagem inversa de um valor positivo por uma funcao suave.

Para tanto, consideremos FEy := C(Q), E; := C}(Q) = {u € C*(Q) | u = 0 sobre 92}
e seus respectivos cones positivos, Ky := {u € Ey | u > 0em Q} C Eye Ky :={u €
El‘UEOemQ}CEl

As seguintes caracterizacoes para os interiores dos cones K, e K; podem ser
encontradas em [3] e [18]:

intKo:={fe€Ey| f>0 em Q}

intKlzz{feEl|f>Oeerg<OsobreGQ},
v

logo ambos os cones possuem interior nao vazio.
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Observacao 2.1. Observe que Ky realmente satisfaz as condi¢oes da Definicao 2.1. De
fato, sejam X\ > 0 e v € Ky. Entao Av > 0, poisv > 0 e A > 0, seque que \v > 0. F
como v € Ky, seque que v € limitada e uniformemente continua em ), e por propriedades
de funcoes seque que \v também sera limitada e uniformemente continua em 2, donde

M € C(Q), logo AKy C Kj.

Além disso, pela defini¢io de Ky, temos —Ko = {—u € C(Q) |u>0em Q} = {v €
C(Q) | v<0emQ}. Assim, entao se uma fungio w € Ko N (—Ko), seque que w > 0 em
Qew<0emQ, logowe C() ew=0 em Q, donde KoN (—Ky) ={0}.

Unindo os fatos que acabamos de mostrar com a converidade de Ky, concluimos que
Ky € um cone fechado em Ey. E de maneira similar temos Ky um cone fechado em Ej.

Como vimos na secao anterior esses cones definem uma ordem parcial nos seus
respectivos espagos de Banach. Basta agora construir uma fun¢ao 7' com as propriedades
afirmadas no Teorema 2.1.

Se p € Ey, entdo |p|* o € C(Q). @ai=ly ¢ O(Q) devemos
mostrar que |p|*% !y é uniformemente continua e limitada. Primeiro, temos ¢ € C(Q),
isto ¢, ¢ é limitada e continua. Logo, tomando um conjunto em R compacto que contém a
imagem de ¢, e compondo com as funcoes modulo e poténcia que sao limitadas e continuas

aily e O(9Q).

Vejamos que p;|o|% 1o € LP(Q). De fato,

/Q Pl pPdr < / Pl ol da

oo [ s
Q

Entao, a partir do Teorema 1.34 faz sentido definirmos para cada i € {1,...,m} o
operador solucdo T; : Ey — Ey por Tj(¢) = u, em que u € WP(Q) N W, () é a tnica
solucao forte do problema

~Au = o)l em  Q,
u = 0 sobre  0f).

< suply
Q

< —o0.

azfl

(2.6)

Notemos que como a solugao u € W2P(Q2) N Wol’p(Q) e p > n segue pelo Teorema 1.25
que u € C?(Q), em que 0 < 3 < 1, e pelo Teorema 1.14 segue que u € C*#(Q) — C1(Q)
e além disso satisfaz o sistema anterior, logo u = 0 sobre 99, implicando que u € C}(Q) =
E.

Usaremos esses operadores para construir uma funcao 1" que satisfaca as hipoteses do
Teorema de Krein-Rutman 2.1. Antes disso, vejamos algumas propriedades dos operadores
T;.

Lema 2.1. Para todo 7 > 0 e ¢ € Ey, temos Ti(Ty) = 7% T;(p), Vi€ {1,...,m}.
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Demonstracao. Sejami € {1,...,m} fixo, p € Eyeu € Ey tal que u = T;(p). Além disso,
considere © = 7%u = 7*T;(¢). Entao, explorando a linearidade do operador laplaciano e
usando o fato de u ser solucao de (2.6), obtemos

—Au = —A(7%u)
= 7% (—Au)
= 7%pi(x)]|p|* e
= pi(z)|Tp|* .

Logo, T satisfaz o problema (2.6) com 7¢ no lugar de ¢, isto &, T;(Ty) = u. Portando,
Ti(tp) =u = 7T;(¢), como queriamos provar. O

Agora definimos T : Ey — Fy como

T:=Tyo...0oT, 0, (2.7)

em que J é o operador inclusio de C}(Q2) em C(Q) garantido pelo Teorema 1.14. Para
mostrar que T definido dessa forma satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.1 usaremos o lema
anterior.

Lema 2.2. T : Ey — Ey ¢ positivamente 1-homogéneo.

Demonstracao. Sejam 7 > 0 e ¢ € Ej, entao usando recorrentemente o Lema 2.1 e a
hipotese [[1~, a; = 1, obtemos

T(re) = (Tio...0oT,0J)(Te)
= (Tvo...oTy)(Tp)
= (Tvo...o T 1) (T Tin(¢p))
= (Thvo...oT,_9)(rom*m 1T _1 0 Th(p))
= 7T(p).
Logo, pela Definicao 2.5 temos 1" positivamente 1-homogéneo. O

Considere o operador solu¢ao (—A)~! : L®(Q) — W?2?(Q) do problema de Dirichlet:

{—Au = h em €, (2.8)

u = 0 sobre 0.
Temos, pelo Lema 1.3 a existéncia de C, D > 0 tais que
||ullw2p@) < Clhl|Lr@) < DI[h|[r= )
e (—A)~! & continuo.

Lema 2.3. T : £y — Ey € compacto.
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Demonstra¢ao. Como a composicao de operadores compactos ¢ um operador compacto,
basta mostrarmos que 7T; é compacto, Vi € {1,...,m}. De fato, tomando i € {1,...,m},
seja X C Ey um conjunto limitado. Assim, temos X% = {|p|* | ¢ € X} limitado em

C(€). Logo,

ull =@ < Cllullwasgy < Cllellfin, < C Vo € X,

isto ¢, T;(X) é uniformemente limitado em C1#(Q). Vamos mostrar que T;(X) é pré-
compacto em FEj, isto é, seu fecho é compacto em FE;. Para isto, usaremos o Teorema
de Arzela-Ascoli 1.7. Denotando o conjunto T;(X) := S, segue do que foi observado
acima que S é equilimitado em FE;. Por outro lado, como S é uniformemente limitado em
CY8(Q), existe C' > 0 tal que

Ju(z) = uly)|

P— <C,VueSexye

€
_ C
para todo x,y € Q tal que |z —y| < J e u € S, isto é, S é equicontinuo.

/8
Consequentemente, dado € > 0, tomando § = ( > , obtemos que |u(z) — u(y)| < €

Além disso, por argumento analogo, prova-se que para cada direcao canonica e;,
as derivadas parciais de ordem 1 de funcoes de S na direcao e; formam um conjunto
equicontinuo. Desse modo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli 1.7, segue que S é pré-
compacto, e portando T; é compacto. 0

Lema 2.4. T : £y — Ey € continuo.

Demonstracao. Para que T seja continuo, é suficiente mostrarmos que 7; é continuo para
todo i € {1,...,m}, pois a composi¢ao de fung¢des continuas é uma fungio continua e J
¢ um operador continuo. Sejam i € {1,...,m} e p, — ¢ uma sequéncia convergente
em FEy. Para cada n, seja u, tal que u, = T;(v,). Entdo devemos mostrar que

un, = Ti(pn) = Ti().

Como {¢, } limitada em Fj, e provamos no lema anterior que T; é compacto, segue do
Teorema 1.6 que a sequéncia {u,} admite uma subsequéncia convergente, isto é, existe
u € C}(Q) tal que u,, — u. Mostremos que u = Tj(¢). De fato, ¢,, —  em Fy implica
em
aiflgo.

o, = pi(z)]e

Pi(T)|on,
Como (—A)~! é continuo segue que

(=A) Hpi(@)n, | on,) = (=A) " (ps(a)]0] ) em Ey.

aifl

Por outro lado, (—A)fl(Pi(IﬂS@nk

(=A)H(pi(x)|

©n,) = Uy, € pela unicidade do limite temos

*lp) =,

Dai, u satisfaz

—AT = pi(a)lp* e em  Q,
u = 0 sobre 012,

isto ¢, w = T;(¢). Logo T; & continuo Vi € {1,...,m} e entao T é continuo. O
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Lema 2.5. T : Ky — Ky € fortemente positivo.

Demonstra¢ao. Sejam i € {1,...,m} e ¢ € Ko\ {0}. Como T;(¢) = 0 sobre 0f2, pelo
Principio do Maximo Forte donde, ou T;(¢) = 0, ou T;(¢) > 0. Como estamos tomando
¢ # 0, devemos necessariamente ter T;(¢) > 0. Além disso, pelo Lema de Hopf, temos
que

— 0
Ti(p) €{fucCHQ) |u>0em Qe a—u < 0 sobre 092}.
v
em que v é um vetor normal exterior a 0f).

Logo, T;(¢) pertence ao interior de K; que esta contido no interior de Ky e como
vale para todo i € {1,...,m} segue que T(p) € intKy implicando que T é fortemente
positivo. O

Lema 2.6. T : Ey — Ey € estritamente crescente.
Demonstragao. Sejam i € {1,...,m} e p1,p2 € Ey tais que ¢; < . Isso implica que

w2 — 1 € Ko\ {0} e pela definicao de Ky temos ¢1(x) < @o(z), Vo € Q e como ps — ¢y
nao ¢ identicamente nula em K, segue que existe pelo menos um ponto xy € €2 tal que

(92 = 1) (20) = @2(20) — p1(x0) > 0,
implicando em o () > @1(x0).
Pela desigualdade acima segue que

a;—1 a;—1

o1(2)[* 1) < Jp2(@)|* pa(w),

implicando em

pi(x) |1 ()% 1 () < i) o ()| pa(x), Ve € Q.

Se ¢1 = 0, entdo T;(p1) = 0 e o resultado segue, pois pelo Lema 2.5 T;(¢1) = 0 <
Ti(p2)-

Se 1 # 0, considere uy := T;(¢1) e us := Ti(p2), donde

(—Auy =)pi(r)|e1(z)

e u; = us = 0, sobre 0f2.

a;—1

ai_lg@(x)(: —Ausy),Vz € Q,

p1(z) < pi()|p2(z)

Assim, segue do Principio de Comparagdo 1.8 que u; < ug em £, isto é, T;(py) —
T;(p1) > 0. Portanto, T;(p2) — T;(p1) € Ky e além disso temos que T;(p2) — T;(p1) ndo
pode ser identicamente nula. Supondo por contradicao que seja identicamente nula, isto
e,

(Ti(p2) — Ti(pr)) () = 0,Vz € Q,
logo T;(2) () = Ti(¢1)(x). E por hipotese temos pq(z0) > 1(z0) implicando que

(—=ATi(p1)(w0) =)pi(zo)|e1(wo)|* T or(z0) < pilwo)lwa(zo)|* pa(zo)
= —ATi(p2)(x0).
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Logo, Ti(y2)(w0) = Ti(p1)(wo) e —ATi(p1)(zo) < —ATi(p2)(20), 0 que é uma
contradi¢ao, logo nao pode ser identicamente nula e entao T; ¢ estritamente crescente.
Como isso vale para todo ¢ € {1,...,m} e o operador inclusao também é estritamente
crescente, entao valera também para a composicao 7', como queriamos. ]

Lema 2.7. Seja T : Ey — Ey. Eriste um elemento u € Ko\ {0} e M > 0 tal que:

u < MTu.

Demonstragao. Devemos mostrar que existe u € Ky \ {0} e M > 0 tal que:

u=MTu<s MTu—u e K.

Tomando uma fungao u € Ky \ {0} tal que u = 0 sobre 0 e ? < 0 sobre 0 e pela
v

u

demonstracao do Lema 2.5 temos que Tu > 0 em Q, Tu = 0 sobre 0f) e s < 0, entao
v

podemos aplicar o Lema 1.2 e temos que existe 7 > 0 tal que Tu — 7u > 0 em €2, mas

tomando M = — > 0 temos:
T

1
O<TU—TUIT(—TU—U> =7(MTu— u)
T
em €). Segue entao da positividade de 7 que MTu —u > 0, e pela forma como foi tomado
tem-se que MTu — u € K, e temos o que queriamos. ]

Através desses lemas, temos 7' como definida em (2.7) satisfazendo as hipdteses
do Teorema de Krein-Rutman 2.1. Entao usaremos esse teorema para mostrar que
a hipersuperficie principal I' é a imagem inversa da funcao suave H(vi,...,%m) =

MYg ' yel®m=1 por um valor positivo 7*, como veremos no teorema a seguir.

Teorema 2.2. Seja Q C R™ dominio limitado com fronteira de classe CH'. Suponha que
A1,y ...,y > 0 e satisfazem H:il a; = 1. Entao existem uma funcao H : R™ — R e uma
constante v* > 0 tais que, o sistema

—Ap; = yipi(@)pia|* T o em (2.9)
v, = 0 sobre  0f), ’
em que i = 1,....,m € Qui1 = @1, tem uma solucao forte limitada positiva em

W2P(Q; R™) N W&’p(Q;Rm) se, e somente se,

HMs o) = 7

Demonstracao. Através de todos os lemas anteriores provamos que T satisfaz as hipoteses
do Teorema do Tipo Krein-Rutman 2.1 e aplicando temos que existem 7* > 0 e

01 € Ko\ {0} tais que ¢ = v*T (7).

Seja H : R — R dada por

Qp . Qp—1

H(y, .o 9m) = MY - Ui
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Suponha que o sistema (2.9) tenha solugao forte positiva (@1, . .., Pm) € WP(Q;R™)N
Wo (5 R™), logo (1., %m) € Co(UR™) e

—Ap; = %Pz’(x)‘%+1|ai_190i+1 = —%‘A(Tz‘(%‘ﬂ)) = _A(%'Tz‘(%'ﬂ))a
em que Ppqq 1= 91

Assim, como ambas as fun¢oes @;, v;T;(@i11) valem 0 sobre 0F2 e pela igualdade anterior
segue do Principio da Comparagao 1.8 que @; = v, 7T;(@ir1)-

Aplicando a igualdade anterior e o Lema 2.1 segue que

Y1 = ’YlTl(@)
T (721%(93))
= 7y Th(T2(%3))

= MYy oyptmei(Tyo. o Ty, ) (P1)
= Yt (T o o Ty 0 J) (1)
= 71731 e %1"~am71T<ﬁ)‘

Portanto, pela unicidade do autovetor no cone dada pelo Teorema de Krein-Rutman, logo

o autovalor principal associado também é tinico, e concluimos que H (v, ..., vm) = 7.
Reciprocamente, suponha que o vetor (y1,...,7n) € R satisfaca
MY T =
isto &,

1 =" T (1)
Usando o Lema 2.1, segue que
01 =77 T (T o0 T ) (Y T (01))-
Tomando ¢, = v Tm(p1), como T é fortemente positivo, concluimos que ¢, > 0 e

1 = M- -vgi_‘ij“(ﬂ o...0 T 1) (YmTm(1))
= 1% Yot (o 0T 1) (pm)

al...0m—3

= ’yl’ygl e Ym—2 (Tl 0...0 er—le—l)(gpm>‘

Assim, procedendo de maneira similar definimos as seguintes funcgoes:

Pm—1 = ’Ym—le—l((pm)

w2 1= %Ts(ps3)
1 = mTi(p2).

E pela féormula anterior para ¢; segue que ¢ = 7. E pela definicao de T}, satisfazem

—Ayp; = —%ATi(%‘H) = 'Yipi(ﬂf)|90i+1’ai_1%0i+1-

Logo (p1,...,¢m) € solucio forte positiva em W2P(Q; R™) N Wy P (Q;R™) do sistema
(2.9). O
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Concluimos, através do teorema anterior, que I' = H'(y*), T’ definido em (2.5). E
mais, a (m — 1)-hipersuperficie I' decompde R em dois conjuntos conexos ilimitados.

Corolario 2.1. Sev = (v1,...,vm_1) € RT, entdo existe um 0 = 0(v) > 0 tal que

(9,91/1, .. ,Qym_l) erl.

Mais precisamente, o nimero 0(v) é dado pela sequinte formula:

1
0(1/) — ( fy* > 211_01 HZ:O Qg ,
I1

m—1  TTj—oak
i=0 Vi

em que Vg = g = 1.

Demonstracao. Seja H a funcao definida como no teorema anterior, isto é,

Q1. Qp—1

H(y, .o %m) = MY Ui

Para v = (v1,...,Vm_1) € R77! tomado arbitrariamente definimos a seguinte fungio
real:

g@) = H(t,tl/l,...,tymfl)
= t. (tV1>O‘1 . (tl/m_1>a1...o¢m_1
= t-t™ l/lal 1 Qm—1 ]/al”iam—l
. e
E _talmamﬂylal o I/al"iam_l
m—

— t1+a1+-..+a1...am,1V?1 y041~~iam71
R

= tl+a1+...+a1...o¢m71H(1’ Viy..., mel)-

(2.10)

Observe que g é uma funcao real continua e, pelas hipéteses assumidas para «;, segue
que
9(0) =0

lim ¢(t) = +o0.

t——+o00

Logo, podemos usar o Teorema do Valor Intermediario para garantir que existe ¢ > 0
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tal que g(0) = ~v* > 0, e assim tomando vy = ap = 1 temos o seguinte:

]

O corolario anterior serd muito tutil na construcao e demonstracoes de algumas
propriedades do conjunto extremal, que serd estudado no proximo capitulo.

Observacao 2.2. Com esse cordlario podemos parametrizar a hipersuperficie principal T’
como:

V=W V1) ERTH (0(), 0(0)1n, ..., 0(V) 1) €T
Observacao 2.3. No caso em que m = 3, temos o sistema

—Apy =p1(z)|2| e em Q,

—Apy = 12p2() 3| oy em Q, (2.11)
—Aps = y3p3(z)|e1]| o1 em Q,

em que @ C R™ um dominio limitado com fronteira de classe CY', n > 2, pi,p2, p3 €
LP(QY) sao fungdes positivas q.t.p., p > n e aq, e, a3 $G0 nimeros reais positivos tais que
ajasaz = 1. Um esboco da hipersuperficie principal

L= {(7,72,7) € R} | 1115"95"** ="}

desse sistema € do tipo:



Figura 2.1: Hipersuperficie principal para o caso m = 3.
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Capitulo 3

Conjunto Extremal

Neste capitulo, estudamos resultados de existéncia e nao existéncia de solucoes fortes

nao negativas em W2P(Q; R™) N Wy (Q; R™), p > n, para o sistema a seguir

—AUZ = )\ifi(:lt,ul,...,um) eI Q, (3 1)

u, = 0 sobre 02, '
em que 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira de classe C*!, i =1,...,m, m > 2,
firoo oy fn s QO x R™ C R*™™ — R funcoes dadas e Ay,..., A\, > 0. Mais precisamente,

queremos estudar condigoes sobre A.s para que o sistema (3.1) admita ou nao solugoes
fortes positivas em W2P(Q; R™) N W, P (Q; R™).

Consideremos primeiramente o conjunto x como o subconjunto de R tal que o sistema
(3.1) admite solucio forte positiva em W2?(Q; R™) N W, (; R™), isto &,

x = {(M\1,...,An) € RT | (3.1) admite uma solugao forte positiva em (3.2)
W2P(Q; R™) N WP (Q;R™)}. '
Nesse texto, vamos estudar o caso em que as funcoes f;, ¢ = 1,..., m satisfazem as
seguintes hipoteses:

(H1) fi(z,....") € C(R™), Va € 0;

(H2) 0 < fi(+,0,...,0) < fil-s w1y ooy ) < fi(s 01,000 00) se u; <wj, Vie{l,...,m};

(HB) fi('7t17 s 7t’n’L) € LP(Q)7Vt17 oy lm € R-i—v p>n;

(H4) fi(-ur, .. yum) > pi(c)uiiy, em que upyq = wy, o > 0, Vj € {1,...,m},
H;":l a; = 1ep,...,pm € LP(Q) sdo fungbes positivas em quase todo ponto,
p>n

Observe que o sistema tratado no capitulo anterior, nao se trata de um caso particular
desse, pois a funcao f;(-,u1,. .., un) = pi(-)uj;, nao satisfaz (H2) ja que fi(-,0,...,0) =
pi(+)0 = 0, contrariando a hipotese de f; ser estritamente positiva.

Vejamos um exemplo de funcao que satisfaz as 4 hipoteses anteriores.
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Exemplo 3.1. Seja i € {1,...,m} e considere p;(x), 7;(x) € LP(SQ) funcdes positivas
g-t.p. em Q, p>ned;, [ € Ry tais que HTzl 0;8; > 1, a fungao

fi(xvtlv s 7tm) = (pl(:ﬂ)tff,’_l + Ti(x))ﬂiu

em que t,11 = t1 = 1, satisfaz todas as quatro hipdteses (H1) — (H4), logo os resultados
a sequir valem para esse caso.

O proximo resultado diz que o conjunto x, como definido em (3.2), é ndo vazio.

Lema 3.1. B.(0) NRT C x para € > 0 suficientemente pequeno.

Demonstragio. Considere a sequéncia (z;)52, € WP(Q;R™) N WyP(Q;R™), em que
z; = (uj,...,ul) é definido por

T = (0,,0)
e
Tjt1 = (A1<_A)_1f1(x7xj>7 - '7>\m(_A)_1fm(I7mj))7 \V/j > 1.
Pela defini¢io acima, vemos que w/ ™" = X\, (=A) " fi(z,z;), Vi > 1, i=1,...,m.

Observe que, pela hipotese (H3) e o Teorema 1.34, temos que (—A)7'fi(z,z;) €
W2P(Q; R™) N W, P(Q; R™) para todo j > 1. Para A= (ai,...,a,) € RT fixo, tomemos
e > 0 tal que

e(—=A) iz, ay, ..., an) <a; Vi€ {l,...,m}.

Verifiquemos agora que com esse €, temos B.(0) "R C x. Seja A = (A,...,\p) €

B.(0) "NR?, e como A € B.(0), segue ||[A|| < e implicando \; = |N;| < [|A]] <€, Vi €
{1,...,m}. Considerando i = 1,...,m, segue da afirmacao anterior e de (H2) que

Aifi(x,0,...,0) < efi(z,0,...,0) < efi(x,a1,...,am).

Podemos usar o Principio da Comparacao 1.8 e a ordem da desigualdade serd mantida
com o operador solucao:

Ni(=A) T fi(2,0,...,0) < e(=A)Hfi(2,0,...,0) < e(=A) iz, a1, ..., am),

assim,

ui = N(=A) " fi(z,m1) = N(=A) " Hfi(2,0,...,0) < e(—=A) Hi(x,an, . am) < ag,

1 —

e com iSSo vemos
2 .
u; <a;, Vie{l,...,m}.

Usando o fato e a ideia anterior temos

; Ai(=A)7 fi(w, @)

N(=A) T fi(z,ud, o u2)
E(_A)_lfi(xa U%, ce 7u3n)
6(_A)_1fi(x7 aty .-, am)

ai,

u

VA VARVANI
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implicando em u? < a;, Vi € {1,...,m}. E continuando de maneira similar chegamos a
conclusao que u! < a;, Vj € N.

Notemos por (H2) que
—Au? = \ifi(x,0,...,0) > 0,Vz € Q

e como u? € W2(Q) N WP (Q) temos u(y) = 0, Yy € 9Q e entdo podemos
aplicar o Principio do Maximo Fraco, donde X\;(—A)~!f;(2,0,...,0) > 0, implicando
u? >wul =0, Vi € {1,...,m}. Usando isto e (H2) obtemos

up = N(=A)fi(x, 1)
= Al(_A)_lfl(w?u%’ ,ufn)
> )\i(_A)_lfl(g%u%’ Jufln)
= u?7
e prosseguindo de maneira similar segue que w/ ™" > !, Vi € {1,...,m} e Vj € N.

Logo, a sequéncia (z;)52, estd bem definida, ¢ limitada e também ¢ mondtona nao
decrescente para cada z, donde é convergente em W2P(Q;R™) N Wol’p(Q;]Rm), isto &,
existe X = (X1,..., Xpn) € W2P(Q; R™) N W, ” (4 R™) tal que

Z; — X,
ou seja, u{ =N(=A) " fi(z,zj-1) = X5, Vi€ {1,...,m}. Com isso e com a hipGtese que
filz,- ...,-) € C(R™), Vz € Q segue
X; = lim uj
j—>OO . )
= lim N(=A) " fi(zwd L ud Y

]A)OO

i(=

= N(=A)7Hfi(lim @, lim o7 lim wd )
)
1

j—o0 Jj—o0 j—o0
- ( A 1f1($,X1,...,Xm)
== ( A) )\Zfi(ZE,Xl,...7Xm).

Logo X é solucdo do sistema (3.1) pertencente a W2?(Q; R™) N W, P(€; R™), e entéo
Aex,ecomo A= (A,..., ) € Bo(0) NRY é qualquer segue que B(0) "R C x. O

No lema anterior, mostramos que para € > 0 suficientemente pequeno e A € B.(0)NR’’,
o problema (3.1) admite solucao forte positiva. Além disso, a demonstragdo apresentada
nos fornece uma maneira de construir uma solugao minimal para (3.1). De fato, suponha

ﬁ € W2P(Q; R™) seja uma solugao forte positiva qualquer de (3.1). Substituindo A por
na demonstr%éo anterior, obteremos ao final uma solucao U de (3.1) satisfazendo

z < ﬁ, isto é,

Definiremos agora alguns conjuntos e propriedades que vao ajudar a provar
propriedades do conjunto extremal que sera definido logo adiante.

U & solugao minimal de (3.1).

Definic¢ao 3.1. Para cada v = (v1,...,Vp_1) € RT‘l definimos o subconjunto n, = {\ >
0] (AN, ., A1) € X} de Ry
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Observacao 3.1. Sejav = (v1,...,Vpm_1) € RT‘l para \ suficientemente pequeno, temos
K = (M A, ..., A1) € Be(0), em que € € tal que B,(0) "R C x, como no lema
anterior. Em particular, n, € nao vazio.

Lema 3.2. O conjunto 0, € limitado para cada v = (v1,...,Vpm_1) € RT7L

Demonstragio. Seja v = (v1,...,Vpm_1) € RT! fixo. Pela forma como definimos o
conjunto 7,, temos ele limitado inferiormente por 0. Entao, para mostrar que 7, é um
conjunto limitado, basta mostrar que ¢ limitado superiormente.

Usando agora o Corolario 2.1 para v, existe > 0 tal que (6,0v1,...,0v,,_1) é um
autovalor principal do sistema (2.4), isto é, o seguinte sistema tem solucao forte positiva
em W2P(Q; R™) N W, P (Q; R™):

—Ap; = 9V¢71Pi(95)|90z’+1\a"_190i+1 em Q, (3.3)
w; = 0 sobre  0f), '

emque i =1,...,m, ymr1 = 1, o = 1, p;(x) € LP(Q) positiva em q.t.p., a; > 0, Vi €
{1,...om}, [[%, s = 1.

Queremos mostrar que # é cota superior do conjunto 7,,.

Como vimos na observagao anterior, o conjunto 7, é nao vazio. Seja A* tal que o vetor
(N, X1, ..., MYy —1) € um autovalor principal do sistema (3.1), isto é, existe um vetor
positivo X = (uy, ..., uy) € W2P(Q;R™) 0 W, P(Q; R™) satisfazendo

—Au; = Ny filz,ur, ..o ) em ()
u; = 0 sobre 012,

em que i = 1,...,m e 1y = 1. No que segue, mostraremos que \* < §. Usando (H4),
concluimos que

AW > N0 o
{ A - Nvi_pi(r)usy,  em (3.4)

u; 0 sobre 0.

Definimos agora o seguinte subconjunto auxiliar

T={t>0]u>tl=%%p, em Q Vie{l,...,m}} CR.

Pelo Lema de Hopf segue u; e ¢; possuem as derivadas normais exteriores a 0f2
negativas, entao elas satisfazem as hipdteses do Lema 1.2 o que garante entdao que o
conjunto 7' é nao vazio. Por outro lado, podemos notar é que T é limitado, pois u; e
v; sao funcoes limitadas, e portanto denotaremos por S := sup7. Para tal S temos:
u; > Sz, em Q, Vi€ {1,...,m}.

Suponha por contradi¢do que A* > 6. Neste caso, usando os sistemas (3.3) e (3.4)
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obtemos:

—A(u; — STi=i ok ;) —Au; + A(STT=i % ;)

—Au; + STz x Ag;

> Nyiipi(@)ugiy — SU=o Gy, p;(2) 5,

> )\*Vi 1pl(x)<snk s k(er )az - SHZL Lakel/z 1pz(33)§0?11
= ANyapi(x) S llizengty, — ST exy, p(2)pl,
NS e ST g, (),

= (/\* - Q)VZ—IPZ( )SH’“ ZakSO?—iz-l

> 0, em €.

Assim, como u; — SHk=i%p, = 0 sobre 99, podemos usar o Principio do Méximo
Forte (Teorema 1.33) e concluir que u; — SIli=ierp, > 0, donde é possivel tomar um € > 0
suficientemente pequeno tal que u; > (S + e)lli=i %, o que contraria a defini¢io de S.
Logo \* < 6, como que queriamos mostrar. O

Observacao 3.2. O conjunto n, como vimos no lema anterior é limitado, donde faz
sentido definir 05 (v) := supmn,. Além disso, pela demonstracao do lema vale 65(v) < 6,
em que 0 € dado pelo Coroldrio 2.1.

Definicao 3.2. Assumam vdlidas as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (Hj). Dizemos
que (U1, ..., Uy,) € W2P(Q;R™), € uma subsolugio do sistema (3.1) se para cada
i€{l,...,m} vale a desigualdade

_Auz < A'ifi('r?ula"'aum) em Q>
<0

U sobre  Of2. (3.5)

Definicdo 3.3. Assumam wvdlidas as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H4). Dizemos
que (U, ..., uy) € W2P(Q;R™), é uma supersolucio do sistema (5.1) se para cada
i€ {l,...,m} vale a desigualdade
_Auz > )\ifi<m7u17"'7um) em Q7
> 0

U; sobre  0f). (3.6)

Lema 3.3 (Método da sub e supersolucao). Sejam f; satisfazendo (H1), (H2), (H3)
e (H4), para todo i € {1,...,m}. Sew = (uy,...,Uy) € uma supersolu¢do nao negativa
do sistema (3.1), entao o sistema (3.1) tem solugdo forte positiva u = (uy,...,uy) €

W2P(Q; R™) N Wy (4 R™), tal que

0<w <mu, VYie{l,...,m}.

Demonstracao. A demonstracao que apresentaremos aqui, ¢ similar & demonstracao do
Lema 3.1. Seja f; satisfazendo (H1), (H2), (H3) e (H4), para todo i € {1,...,m} e
A5 Am > 0. Considere a sequéncia em W2P(Q; R™) N W, 7 (Q;R™) da seguinte forma:

Y = () = A (=R) T a2,y A () e yy)) Vi > 1
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Pela forma como foi definido temos 2/ t' = X\;(=A) 7 fi(z, yj), Vj > 1, e esse termo esta
bem definido, pois como f;(z,y;) € Lp(Q) podemos aplicar o Teorema 1.34 e da mesma
forma explicada no Lema 3.1 temos para qualquer y € 92 vale (—A)~* f;(y,y;) = 0.

Como temos uma supersolucao do sistema (3.1), entdo Aq, ..., \,, sdo fixos e
)\ifi(x7u_17 s am) S —AU_“
em que ¢ = 1,...,m, e segue através do Principio da Comparacao 1.8 que a desigualdade

anterior serd mantida com o operador solugao, isto é,

)‘i(_A)ilfi@j?u_l’ Tt 7m) = <_A>71()‘ifi(x7u_17 . ;m)) < U

Entao, por (H2), pela supersolucao ser nao negativa e usando novamente o Principio
da Comparacao,

)‘i(_A)_lfi(wvoa s 70) S )\i(_A)_lfi(xau_lw .. 7@) S u_iv
logo,
% = N(=8)" iz, 1) = N(=A) 7 fi(,0,...,0) <T@

A partir disso temos

Z,?’ = /\i(_A)ilfi(fL’a Ya)
= N(=A)fi(x, 22, 22)
< N(=A) iz, Ty)
< Uy,
e entao 2} <y, Vi€ {l,...,m}. E prosseguindo assim, notamos que z u;, V7 € N.

Outro fato é que fi(z,t1,...,tn) > 0, Vo € Q e Y(iy,... ,tm) € RT e
N(=A)Lfi(y,t) = 0, Yy € 09, segue pelo Principio do Maximo Forte que
Ai(=A) fi(2,0,...,0) > 0, implicando 22 > 2} =0, Vi € {1,...,m}, e ainda mais

2} Ai(=A)7 fi(w, xo)

= N(=A)filx, 22, 22)
> N(=A) iz, 2, 2L)
= 22
De maneira analoga podemos ver que sz > zj Vi € {1,....,m} e Vj € N.

Concluimos entao que a sequéncia (y;)52, estd bem deﬁnlda é hmltada e também
¢ monoétona nao decrescente para cada z € (, logo convergente em W2P(Q;R™) N
WyP(Q; R™). Entio existe u = (uy,. .., un) € WQ’p(Q; R™) N Wy P (Q;R™) tal que

Y; — U,
isto é, zf = N(=A) iz, zj1) = wi, Vi € {1,...,m}. Entdo usando a hipotese que
filz,-,...,) € C(R™), Vo € Q segue

w; = hmz
]-}OO

= lim N(=A) " fi(x, 27 2
]—>oo

(=

= N(=A)f(lim x, lim 270 lim 20
)
1

j—oo < j—oo j—o0

= N(=A) il ug, . Uy,)
= (A Nfilz,ug, .o up).
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Logo u é solugdao do sistema (3.1) pertencente a W2P(2; R™) N Wy P(Q; R™) e todas

as suas coordenadas sdo menores ou iguais as correspondentes em U e por ser mondtona,
nao decrescente segue que 0 < z2 < u;, isto é, u ¢ estritamente positiva. O

Definigao 3.4. Introduziremos agora os segquintes subconjuntos de R':

1. U={(o,0v1,...,00p 1) | 0< 0 <0;v),v= 1, ., Vm1) ERT '}

2. V={(o,0v1,...,00m_1) | 0> 0;(v),v=(v1,...,Um1) ERT '}

Definiremos agora o conjunto extremal do sistema (3.1).

Definicao 3.5. O conjunto extremal ©* do sistema (5.1) é definido como :
0" = {(6;(v),0; ()1, .., O (V)V—1) | v = (V1. .., Uper) € RTT}

ou equivalentemente
©" = dx NRT.

Teorema 3.1. Sejam f1,..., fm : @ X R™ C R™™" — R fungoes que satisfazem (H1),
(H2), (H3) e (H4). Entdo o conjunto ©* decompdoe R em dois conjuntos U e V como
definidos anteriormente. Além disso, as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

1. o sistema (3.1) admite uma solugdo forte positiva em WP(Q; R™) N W, P (Q; R™),
para todo (M1, ..., ) EU;

2. 0 sistema (3.1) ndo admite solugcdo forte ndo negativa em W?P(Q;R™) N
WyP(Q;R™), para qualquer (A, ..., Ap) € V.

Demonstracao. 1. Para prova o primeiro item, precisamos verificar que U C x. Para
isto, vamos fixar uma diregao v = (v1,...,vn_1) ERT 1 e 0 < o < 0;(v). Segue da
defini¢ao de 0f(v) que existe og € [0, 05 (v)] tal que (0g, o0v1, ..., 00Vm—1) € X, isto
é, existe U = (@7, . .., Um) € WHP(Q; R™) N W, P (€, R™) tal que

—Au; = oo fi(z,0) em  {)
u; = 0 sobre 012,
u; > 0em Q, paracadai € {1,...,m},

em que v := 1.

Desse modo, como —Au; > ov;_1fi(x,U) em , para todo i € {1,...,m}, segue
que U é supersolucao do sistema:

{ —Au; = oviifi(z,uy, ... uy)  em € (3.7)

u; = 0 sobre 0f).

Assim, do Lema 3.3 concluimos que (3.7) admite solugao forte positiva, isto é,
(o,0v1,...,0Vp_1) € X, 0 que conclui a prova do primeiro item.
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2. O conjunto V nio tem solugdo forte nio negativa em W2P(Q; R™) N W, 7 (Q; R™)
pela definicao de 6] ser o supremo do conjunto 7,, pois se existisse tal solucao,
pela forma como V foi definido teriamos um autovalor associado a essa solucao da

forma (o,0v1,...,0v,_1) em que o > 6. Pela defini¢do de 7,, o pertenceria a esse
conjunto e seria maior estrito do que o supremo dele, o que contraria a definicao de
supremo.

m

Definiremos uma funcao que parametriza o conjunto extremal e assim mostraremos
algumas propriedades desse conjunto.

Definigao 3.6. Definimos a funcdo P:R7 ™' — ©* C R’ por:
P(Vl, ooy mel) = (9;, 91(1/1, c. 70TVm71)7
em que 07 = 07(v1,...,Vm_1) € 0 mesmo definido na Observacao 3.2.

Teorema 3.2. A funcao P, como dada na Defini¢cao 3.6, é continua.

Demonstragao. A continuidade de P fica comprovada, se mostrarmos que v — 65(v) é
uma aplicacao continua.

Suponhamos por contradicao que 67 é descontinua em um dado ponto B =
(Biy. .y Bmo1) € RT™1. Entdo, existem ¢ > 0 e uma sequéncia (3;)32, € R7™!
convergindo a 3, em que Sy, = (Bi1, ..., Brm-1) € tal que

05(8) — 07 (Be)| > €, Vk € N.

Da desigualdade anterior e passando a uma subsequéncia, se necessario, temos duas
possibilidades:

07(B) — 07 (Br) > € ou 07(8) — 07 (5r) < —€, para infinitos indices k,
isto é,

07(8) = 07(Br) + € ou 01(8) < 01(Br) — €.

Vamos estudar o que acontece em ambos os casos. Primeiramente, consideremos o
caso em que 07(5) > 07(Bx) + €. Neste caso, existem f3, 5 tais que:

05 (Br) < B < B <0;(8). (3.8)

Desde que By — (, temos que fx; — (i, para cada i € {1,...,m — 1}. Assim, para
k suficientemente grande, a seguinte desigualdade se verifica: [j; 18 < f;-1, donde
obtemos

Br,i—107 (Br) < 5@41@ < @'713 < Bi107(5).

Como 3 < 03(B), segue que (B, 515, ..., Bm-13) € U, e pelo Teorema 3.1 existe uma
solugao (uy, ..., Un)z do sistema

_Au_l = ﬂiflﬁfi(x7u_lv'-'7m) €m Qa
u, = 0 sobre 012,
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em que Sy = 1. Dai, como ;18 < B;_1f e f; é ndo negativa, obtemos que

{—Au_i = BiaaBfi(x .. Um) = B Bfi(w,ur, .. Um)  em Q

w = 0 sobre 862.
Logo, (ug, ... ,m)g ¢ uma supersolucao positiva associada ao seguinte sistema:
{ —Au; = BriaBfilw,u, .. up) em €
u; = 0 sobre 012,
emquei=1,...,me Byo=1

)

Portanto, pelo Lema 3.3 temos que (3, 8103, ..., Be,m—153) € X, 0 que implica 3 € g,
Assim, 8 < 07(Bk), o que contradiz (3.8).

Suponha agora que
07 (8) + € < 07(Bx), para infinitos indices k € N.
Logo, existem J e § tais que
01(8) <8 <08 <07 (B). (3.9)

De maneira andloga ao caso anterior podemos tomar k suficientemente grande tal que
a desigualdade 3;_10 < Bj,;—10 ocorra e disso obter:

Bi—107(B) < Bi—10 < 5k,z‘—13 < Br,i—107 (Br)-

Como & < 6;(By), segue que (8, Br10, - -, Brm-10) € U e pelo Teorema 3.1 existe uma
solugao (uy, ..., un) do sistema:

{ —Au; = 5;671»_15]%(27,@, ey Up) em )

U;

0 sobre  0f).

Entao, como f£;_10 < Bki—10 e f; é nao negativa, concluimos que

{ _A% = Bk,i—lgfi(l'7ﬂa"'7u_m) Z ﬂi—léfi($7ﬂa"'7um) €1mn Q

u = 0 sobre 012,
isto €, (u1,...,uy) é uma supersolucdo positiva do seguinte sistema:
—Au; = Biidfi(x,ur, ... Um) em Q,
u; = 0 sobre 012,

em que By = 1. Logo, pelo Lema 3.3 existe uma solucao do sistema anterior associada ao
autovalor (0, 416, ..., fm-19), 0 que implica § € nz. Portanto, § < 07(53), o que contradiz
(3.9). Com isso, mostramos que 0} é continua, como queriamos provar. O

No teorema a seguir, vamos mostrar que a funcao 6] é nao crescente, mas para isso

: : x m—1 : /o ! / "no__
precisamos definir urrlla relacdo de ordem em RY™". Sejam f' = (f,...,0,,_1),0" =
(BY,...,Bm_q) € R arelacao 8 < " sera valida se gl < 5/, Vi€ {1,...,m —1}.
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Teorema 3.3. A funcio 07 : R7™' — R, ¢ ndo crescente em todo o dominio.

Demonstra¢ao. Suponha por contradigdo que existam 3 = (B1,...,0,_,),0" =
(BY,....Br 1) € RT” tais que

B < p"ebi(B) < 6;(8").

Considere §,0 € R, tais que

01 (3) <8 <8 <01(3". (3.10)

Como 0 < § < 6 e para qualquer i € {2,...,m} vale 0 < 8/_, < B |, segue que

Bia8 < B0

Além disso, 07(8') < d obtemos
Bia0i(B) < Bi4d,

e de § < 07(3") obtemos -
P10 < BL,01(8").

Juntando as desigualdades anteriores, concluimos que

Bi_101(8') < Bi_10 < B4 < B, 07(8"). (3.11)
Como & < 0;(B8"), segue que (5, 3/6,..., " _,6) €U e pelo Teorema 3.1 obtemos uma
solugdo (g, ..., u,) para o seguinte sistema
—AUZ = ;ngfl(l', U,y ... ,um) em Q,
up = 0 sobre 012,

em que ) = 1. Assim, de ((H2)) e (3.11) temos que (uy,..., ) ¢ supersolu¢ao do
sistema

—A’UHL = Z(fléfi(x,ul,...,um), em Q,
u; = 0, sobre 01,
em que ) = 1.
Logo, pelo Lema 3.3 existe uma autofuncdo associada ao autovalor (4, 819, ..., 8,,_10),
implicando que § € ng e § < 0;(f'), o que contradiz (3.10). Desta contradigdo, fica
provado que 6] é nao crescente, como querfamos. ]

A seguir, mostramos que o comportamento nao crescente da primeira coordenada de
P, nao é preservada pelas demais coordenadas.

Teorema 3.4. A funcio ¢; : RT™' — Ry dada por 1;(v) = 05 (v)v; € ndo decrescente em
todo o dominio, para todo i € {1,... ,m — 1}.



%)

Demonstracao. Suponha por contradicao que existam
dois pontos B = (B,...,8,_1),8" = (B,..., B 1) € RP! tais que 3 < f”, isto &,
< By V€ {2 m) e 6;(8)BL, > 6;(8")B1, para algum i € {2,...,m},

Como a desigualdade 07 (8)3,_, > 0;(8")B!_, ¢ estrita, ¢ possivel tomar §,0 > 0 tais
que

078, <8 <3 <0;(8)8I_,.

De 0 < 3/, < B, e da desigualdade 63(5")3" , < § temos

* 1" é
01(B) < —=—-

Analogamente, da desigualdade § < 0;(5)3,_, segue que

) .
< 01 (ﬁ )
i1
Como 0 < B+ <F-el<d< 0, concluimos que
) 0
— < . 3.12
B, < B 1)
e portanto 3
.r 1 0 . o
01(6) <z < z— <#1(8). (3.13)
i—1 i—1
Desde que -2— < 0:(3), segue que
i—1
o 0 0
_7_ﬁ/7"'7_ﬂ1/nf ) EZ/L
(ﬁé_l g o
e pelo Teorema 3.1 existe uma solucao (g, .. .,%,,) do sistema:
) 0
—Auy = B 55— ) filv,ur, oo uy)  em €
i1
uj = 0 sobre  0f2.
Pela desigualdade (3.12) segue que (U, ..., U,) é supersolucao do sistema:
)
_Au] — ;,/_1 <+1) fj<£€, Ugy .- ,U/m) €1l Q, (314)
uj = 0 sobre  0f2.

Assim, mais uma vez segue do Lema 3.3 que (3.14) admite solugdo, ou seja, e

é 1" é " é
1" ’ 71 1" yrr o Pm—1 " € X,
i—1 i—1 i—1

donde % < 07(8"), o que é uma contradigdo com (3.13). Desta contradigio, concluimos

que a funcao P é nao decrescente em todas as suas coordenadas, com excecao da
primeira. ]
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Teorema 3.5. Sejam v = (v1,...,Vpm1) ERT ' eic{l,...,m—1} fizo. Sev; — o e
as demais coordenadas de v estdo fizas, entao 05(v) — 0.

Demonstragao. Seja i € {1,...,m — 1} fixo. Pela Observagao 3.2, temos 0 < 05(v) < 6,
em que # é dado pelo Corolario 2.1, isto é,

1
* m—1 7
0=0(v)= ( _lfyni - > > ico [izo ’
Hm v k=0 %k

=0 i

em que vy = ag = 1. Logo, quando v; — oo, pela igualdade anterior temos ¢ — 0 e como
consequéncia 0} (v) — 0, como queriamos mostrar. O

Teorema 3.6. Se fi(z,t1,0,...,0) > ¢(x)ty para todot; >0 ex €, em que ¢ € LP(Q)
é funcao positiva em ), entao 05(v) é limitado.

Demonstragao. Para ¢ € LP(Q) dada na hipotese do teorema, consideremos o seguinte
problema de autovalor:

“Ap = M@)e em  Q,
{ e = 0 sobre  0f). (3.15)

De acordo com o Teorema 6.4 de [27], o problema (3.15) admite um autovalor
principal ;7 = [i1(—A,Q,¢) e associada & f; existe uma autofuncdo positiva ¢ €
W2P(Q) N WP (Q).

Afirmamos que 6} (v) < 81, Vv € R De fato, caso contririo existiriam v € R}~
e A > [ tais que
(M Avg, oo Aq) €U C .

Neste caso, para algum (uy, g, . . ., up,) € W2P(Q, R™)NW,?(Q, R™) positivo teriamos

_Auz = Ayiflfi(xvulw"aum) em Qa
u > 0 em (3.16)
u, = 0 sobre 02,
para cada i € {1,...,m}, em que vy = 1.

Consideremos o conjunto:

T={t>0]wu >ty em Q}.

Por uma justificativa analoga a utilizada na demonstracao do Lema 3.2, temos T' nao
vazio e limitado. De fato, usando o Lema de Hopf segue que u; e ¢; possuem derivadas
normais exteriores a d€) negativas, logo essas fungoes satisfazem as hipoteses do Lema 1.2
implicando que 7" é nao vazio. Por outro lado, notamos que T é limitado, pois u; e ¢,
sao funcoes limitadas, e portanto denotaremos por S :=sup 1. E para tal que vale

up > S (3.17)
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em ).

Assim  segue de (3.15), (3.16), da hipotese ((H2)), da desigualdade
fi(z,11,0,0,...,0) > ¢(x)t; e de (3.17) que

—A(Ul - SQOl) = —Aul + A(S@l)

—Auy + SAp,

Ao fi(x,uy, .. um) — SB1o(x) 1
Mi(z,uq,0,...,0) = SBio(x)¢p;
)\¢($)U1 - 551<Z5(33)801

Ap(x)Spr — SBid(z) 1

(A= B1)So(x)p1

0,

VoI IV IVIV L

q.t.p. em €.

Assim, como u; — Sp; = 0 sobre 0€), pois ambas as funcdes valem 0 na fronteira,
segue pelo Principio do Méaximo Forte que u; — S¢; > 0 em (2, donde é possivel tomar
um € > 0 suficientemente pequeno tal que u; > (S + €)1, 0 que contraria a definigao de

supremo de T'. Portanto, A < 31, e temos o que queriamos mostrar. O
Teorema 3.7. Sejam i € {1,....m —1}, v = (v1,...,Unm1) ERT ' ey =1. Se para
todo K > 0, existem yq,...,Ym > 0 tais que

K| fi(y1 o ym)l e < i,

entao 07 € ilimitado.

Demonstracao. Primeiramente, pelo Lema 1.3 existe C' > 0 tal que
vllw2r @) < CllAV]| Lo,

em que v € W?P(Q) N W, (). Tomando A\, > 0, pela hipotese do teorema existem
Y1, -- -, Ym > 0 tais que
CMll iy, 7?/m>HLP(Q) < 1.

Por (H3) podemos aplicar o Teorema 1.34 e entdo existe uma solucao forte ¢y €
W2P(Q) N Wol’p(Q) do seguinte sistema que é positiva pelo Principio do Maximo Forte:

_ASO2 - f2(x7y17"'7ym> e Q7
s = 0 sobre 0.

Podemos tomar Ay > 0 tal que Ao < 4o em €2, pois a solugao dada pelo Teorema
1.34 ¢é limitada em 2, e definimos entao us := gy > 0.

Procedendo de maneira similar, seja ¢ € {2,...,m}, temos pelo Teorema 1.34 a
existéncia de uma solucdo forte ; € W2?(Q) N W, ?(Q) para o sistema:

_A¢Z - fi(xaylw"?ym) €I Qa
{ v, = 0 sobre  0f), (3.18)
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que é uma solucao positiva pelo Principio do Maximo Forte e como ¢; é limitada em €2
é possivel tomar \; > 0 tal que \;p; < y;, denotando u; := A\;p; > 0 segue que u; < y; e
também de ¢; = ¢ segue

Com isso podemos substituir no sistema (3.18) obtendo

_Auz - AZfZ('rJyhaym) €m Qa
up = 0 sobre  0f).

Consideremos agora u; € W2P(Q) N W,?(Q) como sendo a solucdo garantida pelo
Teorema 1.34 do sistema

—Auy = Mfilz,yr,ug, .. uy)  em €
u, = 0 sobre  0f2.

Note que podemos aplicar o Teorema 1.34, pois se f; € LP(Q)) entao A f; € LP(Q).

Obtemos com esses resultados as seguintes desigualdades:

[|ua[[ oo

Cllur[w2r(e)

CHAUlHLP(Q)

C||)\1f1($; Y1, U2, - . 7um)||Lp(Q)
C)\1||f1($, Y1, U,y . .. ,Um)HLp(Q)
Yi-

Uy

[ IAIAINA

IA

Pelos sistemas que as fungoes uls satisfazem, pelo fato de u; < y,;, Vi € {1,...,m} e
por (H2) temos

—Aul = /\Z'fi(I,yl, . 7ym) Z )\ifi(a:,ul, e ,um),
parai € {2,...,m} e

—Aul = /\1f1($,y1,U27 e ,um) Z /\1f1($,u1,U27 e ,um).

Segue entao que (ug,...,u,) ¢ uma supersolu¢do nao negativa do sistema:

_Auz = )\ifi(xauh”'aum) €I Qa
u; = 0 sobre  0f).

Pelo Lema 3.3 existe uma solucao forte positiva do sistema anterior com o seguinte
autovalor (Ay, ..., \,), logo

A2 A

My ) = [ A, 0=, 2 )
(A1,  Am) (1 1/\1 1/\1)62/[
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Entao \ \
N<o (22 2
1 = 1()\17 7)\1)

Como tomamos )\, qualquer temos o conjunto {6;(v) | v € R7T7'} ao qual

0; (i—f, cee %) pertence ilimitado, logo temos o que queriamos mostrar. O

Corolario 3.1. Considere o sequinte sistema:

—Au; = NI+ui+...+ud) em  Q,
u; = 0 sobre  0f).

Pelo Teorema 3.6, temos o conjunto extremal desse sistema limitado na primeira
coordenada.

Corolario 3.2. Considere o sequinte sistema:

—Au; = \editt em  §Q,
u; = 0 sobre 012,

em que Up1 = uy. Pelo Teorema 3.7, temos o conjunto extremal desse sistema wlimitado
na primeira coordenada.

A partir desses resultados, concluimos que o Conjunto Extremal satisfaz as
propriedades de continuidade, comportamento assintético e limitacao. Tais propriedades
sao importantes para a continuacao do estudo de equacoes diferenciais parciais elipticas.
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