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Resumo

Almeida, Eduarda D. de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro de 2024. Conexao
de Shilnikov Deslizante Em Sistemas Lineares Por Partes em R?. Orientador:

Prof. Oscar Alexander Cespedes Ramirez.

Neste trabalho, estuda-se a conexao homoclinica deslizante de Shilnikov em sistemas suaves
por partes em R?, cuja variedade de comutaciao é de codimensdo um e cujas solucoes
sao definidas segundo as convencgoes de Filippov. Além disso, determinamos as condigoes
necessarias para a existéncia dessa conexao em uma familia de sistemas lineares por partes.
Finalmente, apresentamos um exemplo numérico que demonstra a ocorréncia dessa conexao

em sistemas de controle.

Palavras-chaves: Campos de Filippov; Conexao de Shilnikov Deslizante; Sistemas Suaves

por Partes.



Abstract

Almeida, Eduarda D. de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, October de 2024. Sliding
Shilnikov Connection in Piecewise Linear Systems in R3. Adviser: Prof. Oscar

Alexander Cespedes Ramirez.

In this work, we focus on the study of a Shilnikov sliding homoclinic connection in
discontinuous systems in R?, whose switching manifold is of codimension one and whose
solutions are defined according to Filippov conventions. Furthermore, we determine the
necessary conditions for the existence of this connection in a family of piecewise linear
systems. Finally, we present a numerical example that demonstrates the occurrence of this

connection in control systems.

Keywords: Filippov Fields; Sliding Shilnikov Connection; Piecewise Smooth Discontinuous

Systems.
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Introducao

O estudo dos sistemas dinamicos vem evoluindo ao longo dos séculos e, embora
os primeiros estudos tenham comecgado no século XVII, com Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz e o desenvolvimento do cédlculo diferencial e integral, a primeira obra
considerada da area data do século XX (BIRKHOFF, 1927). Nesse sentido, a teoria é
considerada relativamente nova e, quando falamos de Campos de Filippov, os estudos sao

ainda malis recentes.

Os Campos de Filippov recebem esse nome em homenagem ao mateméatico russo
Aleksei Filippov, que formalizou o rigor para o estudo dos sistemas suaves por partes em
sua obra (FILIPPOV, 1988). Por ser uma teoria recente, cada vez mais pesquisadores sdo
atraidos para essa area, visto que ainda ha muito a ser desenvolvido, e os sistemas suaves
por partes descrevem uma vasta gama de fend6menos em diversas areas, como biologia,

fisica, engenharia e economia, entre outras.

Neste trabalho, estamos interessados em estudar a conexao de Shilnikov deslizante
em sistemas de equacoes diferenciais ordindrias suaves por partes em R3. Esse fenomeno
ja esta bem estabelecido para o caso continuo e, nesse sentido, muitos pesquisadores vém
dedicando sua atengao para conseguir transportar resultados ja estabelecidos sobre a
conexao de Shilnikov para os sistemas suaves por partes. Dessa forma, surge a definicao
de conexao de Shilnikov deslizante apresentada por (NOVAES; TEIXEIRA, 2019) para

sistemas de Filippov.

Assim, nosso objetivo com este trabalho é realizar uma revisao bibliografica a fim
de compreender o que vem a ser a conexao de Shilnikov ceslizante no contexto dos campos
de Filippov, para entao caracterizar e analisar a conexao de Shilnikov deslizante em uma
familia de sistemas lineares por partes em R®. Nesse sentido, nosso trabalho estd dividido
em duas partes: a primeira parte é destinada aos pré-requisitos para compreendermos os
sistemas suaves por partes, com base nas convengoes de Filippov e os principais resultados
sobre a conexao de Shilnikov deslizante. A segunda parte é destinada a apresentar novos
resultados, que nao estao presentes na literatura,e por fim, na terceira parte apresentamos

evidéncias numéricas da conexao de Shilnikov deslizante em modelos fisicos.

No primeiro capitulo, introduzimos as defini¢oes e resultados que sao pertinentes
para o bom desenvolvimento do trabalho, baseando-nos em importantes referéncias sobre a
tematica. Nesse sentido, apresentamos como é definido um sistema de equagoes diferenciais
suave por partes, bem como a variedade de comutacao e como as convencoes de Filippov
dividem a variedade de comutacao em quatro regioes: regiao de costura, regiao de deslize,

regiao de escape e regiao de tangéncia. Além disso, apresentamos o campo deslizante,
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que é o campo que as convencgoes de Filippov associam a Regidao de Deslize. Por fim,
apresentamos como ¢ dada a solucdo de um sistema de equacoes diferenciais suave por
partes e os principais resultados a respeito da Teoria de Chebyshev, que foram necessarios

ao longo do trabalho.

No segundo capitulo, apresentamos o objeto principal de estudo deste trabalho,
a conexao de Shilnikov deslizante em sistemas de Filippov em R3, e os resultados mais
relevantes sobre o tema, baseando-nos em (NOVAES; TEIXEIRA, 2019).

No terceiro capitulo, apresentamos o principal resultado deste trabalho. O resultado
em questao ¢ novo e nao esta presente na literatura. Conseguimos provar que uma familia de
sistemas de equagoOes diferenciais suave por partes a um pardmetro p, Z,(x), satisfazendo
algumas hipodteses, possui a conexao de Shilnikov deslizante e apresentamos um exemplo

numérico de um sistema que atende as condi¢oes do nosso teorema.

No quarto capitulo, tentamos relacionar o sistema estudado no artigo (CRISTIANO;
TONON; VELTER, 2021) com um sistema semelhante ao que estudamos no Capitulo 3.
Assim, exibimos uma aplicagdo que relaciona esses sistemas e apresentamos um exemplo
numérico de um sistema que possui a conexao de Shilnikov deslizante, apresentando
evidéncias numéricas da conexao de Shilnikov deslizante em sistemas presentes na teoria

de controle.

Por fim, no ultimo capitulo, apresentamos a conclusao deste trabalho. Destacamos
os principais resultados apresentados a respeito da conexao de Shilnikov deslizante, bem

como as contribui¢oes do nosso trabalho para o avanco da teoria.



1 Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que se fazem ne-
cessarios para um bom entendimento desse texto. Cabe ressaltar que assumimos que o
leitor tem familiaridade com a teoria classica de equacgoes diferenciais suaves. Partindo
desse pressuposto, nos baseamos nas seguintes referéncias (FILIPPOV, 1988),(NOVAES;
TEIXEIRA, 2019), (GUARDIA; SEARA; TEIXEIRA, 2011), (CRISTIANO; TONON;
VELTER, 2021) e (NOVAES; TORREGROSA, 2017) para introduzir os conceitos e resul-
tados mais relevantes para o nosso trabalho a respeito da teoria de sistemas suaves por
partes, das Convengoes de Filippov e da teoria de Chebychev. Nesse sentido, foi necessario
comecgarmos o trabalho realizando um estudo sobre algumas defini¢oes e conceitos que sao
importantes para o estudo dos campos lineares por partes. Posterior a isso, introduzimos

a teoria de Chebychev e os principais teoremas que utilizaremos a respeito dessa teoria.

1.1 Convencoes de Filippov

Sejam U C R* um aberto e K = U. Denotamos por X" (K, R?) o conjunto de todos

os campos de vetores X : K — R3 que sdo de classe C", com 7 < 1.

Considere o sistema de equagdes diferenciais x = Z(x), onde Z(x) da seguinte

forma
Z(x) = ~ (1.1)

com X (x), Y(x) € X"(K,R?), x = (2,y,2) e R¥e h: U C R® = R, com h de classe C",
uma funcdo que possui o zero como valor regular. Além disso, no decorrer desse trabalho,
toda vez que nos referirmos a um campo X, estamos nos referindo a um campo que esta
em Xt = h71(0,00) e de maneira andloga, toda vez que nos referirmos a um campo Y,

estamos nos referindo a um campo que estd em X~ = h™!(—00,0).

Dizemos que X = Z(x) é um sistema de equagdes diferenciais suave por partes. O
Campo Z(x) é chamado de campo de vetores suave por parte e denotaremos (1.1) por

Z = (X,Y) e no decorrer do trabalho, toda vez que nos referirmos ao campo Z, estamos
nos referindo a Z = (X,Y).

Além disso, definimos a variedade de comutagao X = h71(0) = {x € R? : h(x) =
0}. Dado Z = (X,Y), a solugao de (1.1) num ponto x € R? est4 localmente bem definida
pelo campo X, quando h(x) > 0 e pelo Campo Y, quando h(x) < 0. Entretanto, para

definirmos a solugao de (1.1) em um ponto de ¥ utilizaremos as convengoes de Filippov,
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para mais detalhes ver (F'ILIPPOV,1988), segundo a qual a variedade de comutagao %

¢é particionada em regioes, sendo elas:

1. Regiao de Costura: X = {p € X|Xh(p)Yh(p) > 0},
2. Regiao de Deslize: ¥°* = {p € X|Xh(p) <0 e Yh(p) >0},
3. Regiao de Escape: ¥ = {p € | Xh(p) >0 e Yh(p) <0},

4. Regiao de Tangéncia: X! = Sy U Sy, onde:
Sx ={p € E|Xh(p) =0} e Sy ={peZ|Yh(p)=0}.

onde Xh(p) e Yh(p) sdo as derivadas de Lie da fun¢ao h em relagdo aos campos X e Y,

respectivamente, e sao dadas por

Xh(p) = (X(p), Vh(p)) e Yh(p) = (Y(p), Vh(p)).
De forma geral, as derivadas de Lie de ordem superior sao dadas por
X"h(p) = (X (p), VX" Vh(p)) e Yh(p) = (Y (p), VY " Vh(p)),

comn € N, com XOh(p) =X e YOh(p) =Y.

Cabe destacar que, de forma genérica, a regiao de tangéncia é a fronteira das demais regioes
e denotaremos por 9%¢, 03¢ e 0¥° as fronteiras das regioes de >¢, 3¢ e 3°, respectivamente.
A seguir podemos ver nas Figuras 1 e 2, o comportamento na regiao de costura, escape e

deslize, respectivamente.

ANN\N727,
EERNREEEE

Figura 1 — Regiao de Costura

. L 2 SONAN
AN L i

Figura 2 — Regiao de escape e deslize, respectivamente.

Vale ressaltar que, quando as solugoes do sistema x = Z(x) sado dadas de acordo

com as convengoes de Filippov, dizemos que o campo Z = (X,Y) é um campo de
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Filippov. Na sequéncia, apresentamos as regioes associadas com as convencoes de Filippov

para um sistema particular.

Exemplo 1.1. Considere o sistema X = Z(x), onde o campo Z(x) é dado por
—pxr + oy —w(z —v)

X(x) = \y se h(x) >0,

rw + By — p(z — v)

Uy

Y(x)=| uy se h(x) <0,

Uus

onde h(x) =z e uy, ug, ug, o, w, B, p, VER, comO<p<Aev, A\ p,w, a, 3, us>0.
A wariedade de comutagio é Y = h™(0), o gradiente da funcdo h é Vh(x) = (0,0,1),
para todo x € R? e as derivadas de Lie da funcio a h com relacao aos campos X eY sdo

Xh(x) =zw+ By — p(z —v) e Yh(X) = us, respectivamente. Assim, seque que:

1. Regido de Costura: ¥ = {(x,y,0) € X|zw + By + pv > 0},
2. Regido de Escape: ¥.¢ = (),
3. Regido de Deslize: ¥* = {(z,y,0) € X|zw + By + pv < 0},

4. Regido de Tangéncia: X' = {(z,y,0) € X|zw + fy + pv = 0} = Sk,

Note que, Y h(x) > 0 para todo x € R?, uma vez que uz > 0 e portanto, o conjunto
de tangéncia do campo Y é vazio, isto é, Sy = (). Sendo assim, a variedade de comutacao
nao possui regiao de escape. Além disso, as demais regioes ficam definidas a partir da
deriva de Lie da funcao h com relacao ao campo X. Vamos olhar com um pouco mais de
atencao para a regiao de tangéncia de um campo de Filippov. Os pontos pertencentes a
essa regiao é o que chamamos de pontos de tangéncia. Os pontos de tangéncia podem ser
distinguidos com relagao aos tipos de tangéncia dos campos suaves X e Y com a variedade
>, dependendo do modo como se d& o contato entre eles. Vamos ressaltar dois tipos de

tangéncias entre um campo e uma variedade, que sao as tangéncias quadraticas e cubicas.

Defini¢ao 1.1.1 (Ponto de dobra). Um campo vetorial suave X (resp. Y ) possui uma
dobra ou uma tangéncia quadrdtica com ¥ em um ponto p € ¥ se Xh(p) =0 e
X2h(p) # 0 (resp. Yh(p) =0 e Y2h(p) # 0). Em particular, dizemos que p € ' é um
ponto de dobra visivel de X (resp. Y ) se X2h(p) > 0 (resp. Y?h(p) < 0) e invisivel se
X?h(p) <0 (resp. Y2h(p) >0).

Defini¢ao 1.1.2 (Ponto de ctspide nao degenerada)). Um campo vetorial suave X (resp.

Y ) possui uma cispide ou tangéncia ciubica com X em um ponto p € ¥ se Xh(p) =
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X2h(p) = 0, X*h(p) # 0 e {Vh(p), VXh(p), VX?h(p)} (resp. Yh(p) = Y*h(p) =0,
Y3h(p) # 0 e {Vh(p), VY h(p), VY2h(p)}) € linearmente independente.

Observe que, verificar se o conjunto {Vh(p), VXh(p), VX?h(p)} ¢ linearmente

independente em R? é equivalente a det(A) # 0, com a matriz A dada por
A=[Vh(p) VXh(p) VX?h(p),
onde as colunas da matriz A sdo os vetores Vi(p), VXh(p), VX2h(p), respectivamente.

Nas Figuras 3 e 4, podemos pontos de dobra visivel e invisivel, respectivamente.

Figura 3 — Ponto de dobra visivel de X.

RV N

Figura 4 — Ponto de dobra invisivel de X.

Se p € ¥, entdo podemos ter que o campo X ou o campo Y tem uma tangéncia
ou é um ponto singular em p. Portanto, podemos ter diversos tipos de comportamento

dependendo do tipo de contato dos campos X ou Y com >, como por exemplo:

1. p é um ponto regular para o campo X (ou Y) e uma dobra para o campo Y. Nesse

caso, p é dito um ponto do tipo regular-dobra do campo Z.

2. p é um ponto regular para o campo Y e uma dobra para o campo X. Nesse caso, p

¢ dito um ponto do tipo dobra-regular do campo Z.

3. p ¢ um ponto de dobra para o campo X e para o campo Y, simultaneamente. Nesse

caso, dizemos que p ¢ um ponto do tipo dobra-dobra do campo Z.

4. p ¢ um ponto de cuspide para o campo X e um ponto regular do campo Y. Nesse

caso, dizemos que p é um ponto do tipo cuspide-regular do campo Z.

5. p é um ponto singular do campo X e regular do campo Y. Nesse caso, dizemos que

p é um ponto do tipo singular-regular do campo Z.

Na Figura 5, é possivel visualizar o comportamento do campo Z = (X,Y’) no ponto
po € X para trés tipos de contatos, sendo eles: (a) dobra-regular, (b) cispide-regular e (c)

dobra-dobra, respectivamente.

A seguir, vamos identificar alguns pontos de tangéncia para o Exemplo 1.1.
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X(po) X(po)
\yé/ by \\_,PO by
Y (pof

Y (pof

(a) Tipo dobra-regular. (b) Tipo ctspide-regular.
X(po)
\\ mé/ .
£ X
Y (po)

(¢) Tipo dobra-dobra.

Figura 5 — (a) apresenta um contato do tipo dobra-regular para o campo Z, o (b) apresenta
um contato do tipo cispide-regular e o (¢) apresenta um contato do tipo dobra-
dobra.

Exemplo 1.2. Para o sistema do Exemplo 1.1, vimos que a regidao de tangéncia é dada
por
2" = {(z,y,0) € 2| aw + By + pv = 0} = Sx,

e Sy = 0. Logo, o campo Y ndio tangencia a variedade de comutacio. Com relagio ao

pYV + TW
——F——,0.
B >

Agora, vamos identificar o tipo de contato entre X e 3. Com esse propdsito, analisamos a

campo X, os pontos de tangéncia estio sobre a reta r(x) = (x,

sequnda derivada de Lie de h em relagdo a X, que é dada por

—avpw — BA\vp + Brw? + x (—aw? — fAw — Bpw)
B

Logo, os pontos de dobra visiveis(D,), os pontos de dobra invisiveis(D;) e o ponto de

X?h(x) =

cuspide sdo caracterizados da sequinte forma

—avpw — B\vp + Brw?
aw? + fAw + Bpw
—avpw — B\vp + Brw?
aw? + fAw + Bpw
—avpw — BAvp + Brw?
aw? + fAw + Bpw

X?h(x) >0 sex < , ou seja, X € D,,

X?h(x) <0 se x> , ou seja, x € D;

X?h(x) =0 sex =

, 0U Seja, X = ¢,

onde

. —avpw — fAvp + B’ v (PP +w?)
N aw? + Bl\w + Bpw T aw+ BA+p)’

Assim, o conjunto de pontos de dobra visivel e invisivel do campo X sao dados por

_ _ 2
D, =1z pv + ijo vy < avpw — BAvp + Brw
o] aw? 4+ fAw + Bpw
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pY + Tw —avpw — BAvp + Brw?
D; = R by :
{(x I5; O) < ‘x> aw? + BAw + Bpw

respectivamente. Portanto, se p € D, entao p é um ponto de dobra visivel-reqular para
o campo Z, e sep € D;, entao p é um ponto de dobra invisivel-reqular para o campo Z.

Além disso, temos:

1. Xh(c) = X%h(c) =0 e X3h(c) = =\ (p* + w?) # 0.

2. Vh(c) =(0,0,1), VXh(c) = (w, 3, —p) e VX?h(c) = (—pw,aw + BA,0) sdo linear-

mente independentes, uma vez que

0 w —pw
det [0 B aw+fA| =aw® + BAw + Bpw # 0.
1 —p 0

Logo, o ponto ¢ é um ponto de cuspide de X, o que implica que p é um ponto de cuspide-

reqular do campo Z.

Ao olharmos para as regioes definidas em 3, é possivel perceber que as orbitas
de pontos na regiao de costura ficam bem definida apenas pelos campos X e Y, porém
quando analisamos a regiao de deslize (ou escape) existem diversas possibilidades para o
comportamento das 6rbitas no futuro (ou passado), tornando-se assim dificil de prever o
comportamento. Em particular, na regiao de deslize, as convengoes de Filippov associam ao
sistema (1.1) um campo vetorial em ¥ chamado campo deslizante, Z, para determinar
as 6rbitas no futuro (ou passado) em p € 3° (ou 3¢). Na Figura 6, temos a representagao
que descreve o comportamento na regiao de deslize, onde as érbitas dos campos X e Y se

encontram se “deslizam” pela variedade X.

Figura 6 — Representagao do que pode ser o comportamento na regiao de deslize.

Definigao 1.1.3. Seja Z = (X,Y) um campo vetorial suave por partes dado como em
(1.1). O campo vetorial deslizante, denotado por Z, parap € ¥° ¢é dado por uma combinacio
linear conveza de X (p) e de Y (p) de modo que Z(p) seja tangente a ¥ em p. Isto é, Z ¢é

definido por
P . Yh(p)X (p) — Xh(p)Y (p)

o) = Yh(p) — Xh(p) ’

onde p € ¥° U X°.
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Note que o campo Z nao necessariamente esta definido em 9(¥* U X°), pois existe a
possibilidade de que X h(p) = Y h(p) = 0. Reparametrizando o tempo de forma conveniente,
é possivel “elimina” o denominador, o que permite “estender” o campo deslizante até as
fronteiras da regiao deslizante. Esse campo resultante é conhecido como campo deslizante

normalizado, denotado por Z, e é expresso por

Z(p) = Yh(p)X (p) — Xh(p)Y (p).

E importante observar que o campo deslizante normalizado é um campo suave, de classe

C" e estd bem definido nas fronteiras da regiao de deslize e inclusive na regiao de costura.

Exemplo 1.3. Para o campo Z = (X,Y) definido no Exzemplo 1.1 o campo deslizante

associado € dado por

Z(x) = wvptawtfy) —usw —prtoy)  us(we—Ay) o
vp — us + 1w + By "vp—us+aw+ By

e o campo deslizante normalizado é dado por
Z(X) = (—vpus — uwyrw — Bury + vuzw — puzT + Qugy, —vpuy — ugrw + B(—uz)y + Auzy, 0),

onde x = (z,y,0) € X% e uy, us, ug, a, w, B, p, vER, comO < p<Aev, A\, p, w, a, 3,
U3>0.

Uma consequéncia interessante de associar esse novo campo de vetores ao campo Z é o
aparecimento de novos pontos de equilibrio, ou seja, pontos em %* U 3¢ tais que Z(p) = 0.

Esses pontos sao chamados de pseudo-equilibrios do campo Z. Formalmente,

Definicao 1.1.4. Dizemos que um ponto p € X°U X° tal que Z(p) =0 é um pseudo-
equilibrio do campo Z. Em particular, se p é um ponto de equilibrio hiperbdlico de Z,

chamamos p de um pseudo-equilibrio hiperbolico do campo Z.

Podemos ter diferentes tipos de pseudo-equilibrios, dependendo se o ponto esta na
regiao de deslize ou de escape e do comportamento do campo deslizante nesse ponto. Por

exemplo:

1. Se p € ¥*(resp.p € ¥¢ ) e p é um foco hiperbdlico repulsor(resp. atrator) do campo

de deslize, dizemos que p é uma pseudo sela-foco hiperbdlico.

2. Se p € X¢(resp.p € ¥° ) e p é um foco hiperbdlico repulsor(resp. atrator) do campo

de deslize, dizemos que p é uma pseudo fonte-foco hiperbdlico.

Na Figura 7, é possivel observar as duas configuragoes de pseudo-equilibrios definidas

acima.
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Figura 7 — No item (a) apresentamos a representagao de uma pseudo sela-foco hiperbdlico
e no (b) uma pseudo fonte-foco hiperbdlico.

Portanto, basicamente, a dindmica de um campo de Filippov Z = (X,Y") é deter-
minada pela dindmica de trés campos de vetores suaves: X, Y e o campo deslizante Z.
Na sequencia, apresentamos uma definicdo para orbita, trajetoria e ponto singular de um
campo de Filippov. Para isso precisaremos, lembrar da definicdo de trajetéria para um

sistema suave

Defini¢ao 1.1.5. (SOTOMAYOR, 1979) Seja f : Q@ — E C R™ aberto, com Q =R x R".

Uma fungdo diferenciavel ¢ : I — E chama-se solu¢do da equagdo

dx
a = f(t,X)

no intervalo I C R se :
i) o grifico de ¢ em I, isto é, {(t,(t)):t€l} C Qe

i dqu(ft) = f(t,%(t)) para todo t € 1.

Definicao 1.1.6. Seja X um campo vetorial suave. A trajetoria ¢x(t,p), comt € I C R,

que passa pelo ponto p € tal que:

d
£¢X <t7p) = X(¢X (t>p))7
¢X (Oa p) =D
para t € I.
Agora, conseguimos os elementos necessarios para definir formalmente o que é uma

trajetéria de um campo de Filippov.

Definicao 1.1.7. A trajetoria de um sistema de Filippov da forma &= Z(x), com Z(x)
definido como em (1.1) passando por p € R* em um tempo ty € I, C R, denotada por
Wy(t,p), € definida da sequinte forma:

o Para p € R? tal que h(p) > 0 (respectivamente h(p) < 0), a tratejéria é dada por
z;bZ(tap> = wX(tap) se h(wX(tap)) > 0(¢Z<t7p) = wY(tap)>7 para t € [p'
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e Para p € X°¢ tal que Xh(p),Yh(p) > 0 (respectivamente Xh(p),Yh(p) < 0), a
orbita que tem como condig¢do inicial o ponto p é definida por ¥z (t,p) = ¥y (t,p),
set € [,N{t e Rt <0} (t € I, n{t € Rjt > 0}) e Yz(t,p) = ¥x(t,p), se
tel,N{teR|t>0}) (tel,N{teR|t<0}).

e Para p € ¥ tem-se Yz (t,p) = Y;(t,p), comt € I, N{t € R|t > 0} e ¢4(t,p) pode
ser igual a Yx(t,p), Yy (t,p) ouy;(t,p) parat € I, N {t € R|t > 0{. Caso p € X°

temos a mesma defini¢do, mas com o tempo revertido.

e Para p € 0X°U0X° U 0X° tal que as definicoes de trajetorias para pontos em ¥ por
ambos os lados de p pode ser estendida para p e coincidam. A trajetéria passando

por p € esta trajetoria.

Definido o que entende-se por trajetéria em um sistema de Filippov, conseguimos

definir o que vem a ser uma Orbita.

Definicao 1.1.8. Dado p € U C R3, definimos a érbita local do ponto p como
v(p) = {vz(t,p)t € L)}

Agora, vamos definir as singularidades do campo Z.

Definicao 1.1.9. Dizemos que p € U é ponto singular do campo Z = (X,Y), se p verifica

alguma das propriedades a sequir:

1. Os pontos singulares do campo X (resp. Y') tais que p € U N{h(p) > 0} (resp.
p € Un{h(p) < 0}), ou seja, os pontos onde X (p) = 0 (resp. Y(p) = 0), com
h(p) > 0 (resp. h(p) <0).

2. Os pontos de tangéncia de X ou'Y, isto é, os pontos onde Xh(p) =0 ou Yh(p) = 0.

3. Os pontos de equilibrio do campo Z, ou seja, os pseudo-equilibrios de Z.

Todos os demais pontos sao ditos pontos regulares do campo Z.

Definigao 1.1.10. Sejam X,Y € Q". Dizemos que X e Y sdo X-equivalentes se existe um
homeomorfismo h : U — U satisfazendo h(Xx) = Xy e que leva drbitas de X em drbitas
de Y.

1.2 Sistemas Estendidos de Chebyshev

Seja G = {fo, f1, f2, -, fu} um conjunto ordenado de n + 1 fungoes reais de classe

C", com r > n, no intervalo fechado [a,b]. Considere Span(G), o espago das fungdes
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geradas por combinagoes lineares das fungoes de G e denote por Z(G) o nimero maximo

de zeros contando as multiplicidades que uma fungao nao trivial pertencente a Span(G)

pode ter. Isto é, dado f € Span(G), tal que f(z) = Zbifo(x), onde b; € R para todo
i=0
i€{0,1,2,...,n} e algum b; # 0, tem-se no intervalo [a, b] que f possui no maximo Z(G)

zeros, incluindo as multiplicidades. Essa teoria é amplamente utilizada no estudo de zeros
de fungoes, sendo uma ferramente classica nessa area. Nesta teoria, quando Z(G) < n,
dizemos que o conjunto G é um sistema estendido de Chebychev no intervalo [a, b].
Além disso, dizemos que G é um sistema estendido completo de Chebychev se, e
somente se, para todo k, com 0 < k < n, tem-se que {fo, f1, f2,..., fx} é um sistema
estendido de Chebychev.

Teorema 1.1. Seja {fo, f1, f2, ..., fu} um conjunto ordenado de fungées reais, tal que
fos f1s fo, -y fn € C™a,b]. Entao G = {fo, f1, f2,- -, fu} € um sistema estendido completo
de Chebychev se, e somente se, qualquer F' € Span(G) nao trivial possui no mdzximo n

zeros, contando as multiplicidades, i.e. Z(G) = n.

A seguir apresentaremos a definicdo de Wronskiano.

Definicao 1.2.1. Seja { fo, f1, f2,-- -, fu} um conjunto ordenado de n+1 fungoes. Define-se

wronskiano das funcoes fo, fi, fa, ..., fn por

Wa(t) = W(fo, f1, fos s fa)(t) = det(M (fo, f1, for -, fu)(1)),

onde

"(¢ { T/Lt
Mo i o S = | PO :()

20 #P)  fP)

E possivel caracterizar um sistema estendido completo de Chebychev a partir dos

Wronskianos das fungoes que o compoem. Sendo assim, apresentamos o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Seja {fo, f1, fo, .-, fn} um conjunto de funcoes reais, tal que as fungoes
fo, f1, fas -, fn € C™[a, b]. Entao G = {fo, f1, fo, ..., fu} € um sistema estendido completo
de Chebychev se, e somente se, para todo k € {0,1,...,n} e todo t € la,b], temos

Wi (t) # 0.

Recentemente, em (GUARDIA; SEARA; TEIXEIRA, 2011), os autores conseguiram
obter uma cota superior para Z(G) se algum dos Wronskianos da familia possui algum

zero isolado. Nesse sentido, surge o seguinte resultado.
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Teorema 1.3. Seja G = {fo, f1, fo, -+, fu} seja um conjunto ordenado de fungées reais
em [a,b]. Suponha que todos os wronskianos Wy(t) #0, s =0,1,--- ,n — 1, exceto W, (t),
que tem exatamente um zero em (a,b) e este zero é simples. Entao, o nimero de zeros
isolados para cada elemento de Span(G) ndo excede n + 1. Além disso, para qualquer

configura¢io de m < n+ 1 zeros existe F' € Span(G) satisfazendo isso.

Para os leitores que tiverem interesse em se aprofundar na teoria podem consultar
(NOVAES; TEIXEIRA, 2019) e (KARLIN; STUDDEN, 1966). Nao é o intuito do nosso
trabalho demonstrar os resultados a apresentados a respeito da Teoria de Chebyshev. No
entanto, apresentaremos a seguir um exemplo para ilustrar a aplicacdo dos resultados

apresentados.

Exemplo 1.4. Considere as funcoes reais fo(t) = et fi(t) = e, fo(t) = et definidas

no intervalo [0,c] e ¢ € R. Defina o conjunto ordenado de fungoes

F=A{/fo. v, f2}-

Observe que:

e As fungoes fo, f1, fo € C"[0, c], para qualquer r,c € R.

e Os Wronskianos do conjunto F sao dado por:

W()( ) = 6)‘
( ) — ( )6 (A1+A2)
Walt) = (A = da)(hs — Ao — dg) (—eO i),

Deste modo, para Ay # Ao, A\ # A3 e Ao # A3 0s Wronskianos sdo nao nulos para todo
k, com 0 < k < 2, entao pelos Teoremas 1.1 e 1.2, F é um sistema estendido completo
de chebychev em [0, c] temos os wronskianos nao nulos e Z(G) é no mdzimo 2, nesse

intervalo, contando as multiplicidades.

Exemplo 1.5. Considere as fungoes reais fo(t) = 1, fi = et fo(t) = e, f3(t) = et

definidas no intervalo [0,c] e ¢ € R. Defina o conjunto ordenado de fungoes

F = {fo, f1, f2, f3}.

Observe que:

e As fungoes fo, f1, fa, f3 € C"[0, ¢, para qualquer r,c € R.

e Os Wronskianos do conjunto F sdo dado por:
Wo(t) =

(t)

(t)

(t)

eMt

A A
(A2 = A2hg)elatda)
A As(A1 — A2) (A1 — Ag)(Ag — g )efPrtratis)

STF
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Deste modo, para \y # Ao, \1 # A3 € Ay # A3 0s Wronskianos sdo nao nulos para todo
k, com 0 < k < 3, entao pelos Teoremas 1.1 e 1.2, F é um sistema estendido completo
de chebychev em [0, c] temos os wronskianos nao nulos e Z(G) é no mdzimo 3, nesse

intervalo, contando as multiplicidades.

Exemplo 1.6. Considere as fungoes reais fo(t) = eMt + etPetXa) £ (1) = ethitda)
fo(t) = etPetRa) | fo(t) = eret e fy(t) = et definidas no intervalo [0, c], com ¢ € R. Defina

o conjunto ordenado de funcoes
G = {f07 fla f27 f37f4} .
Observe que:

e As fungoes fo, f1, [, f3, f2 € C"[0, ¢], para quaisquer r,c € R.

e Os Wronskianos do conjunto G sdo dados por:

Wo(t) = eMt + etPetra) o£ 0

Wi(t) = etGa+da) (()\1 — Ag)etQGatra) 4 )\36)\115) :

Walt) = (Ag = Ag)e@MAztAa) (phgeMt 4 (Ag — Ay )(Ag — Ay)ePetAa)) ;

Wal(t) = ahiAs(A — Ag)(Ag — Ag)efCAHATA) (A) — \g)etPetha) 4 ppehit) ;
Wit) = —abAi®Aad3(A1 — A2) (A1 — A3)(Ag — Ag)2e2Matrets) (em +e <A2+As>) ,

ondea:()\l—)\2+)\3) Eb:()\1+)\2—)\3).

Deste modo, seque que para A1 # Ao, A1 # A3 € Ag # A3 0s Wronskianos sao nao nulos
para todo k, com 0 < k < 4, entao pelos Teoremas 1.1 e 1.2, G é um sistema estendido
completo de Chebychev em [0,c] e Z(G) € no mdzimo 4, nesse intervalo, contando as
multiplicidades. Caso contrdrio, G ndo é um sistema estendido completo de Chebychev em
0, c].

A seguir apresentamos um exemplo de um conjunto ordenado de fungoes que nao é

um sistema estendido completo de Chebychev.

Exemplo 1.7. Considere as fungoes reais fo(t) =1, fi(t) =sint e fo(t) = cost definidas

no intervalo [0,2x]. Defina o conjunto de fungoes

G= {anflafZ}-

Observe que:

e As fungoes fo, f1, fo € C"[0, 7|, para qualquer r € R.
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e Os Wronskianos do conjunto G sao dados por:

Wo(t) = L
Wi(t) = cost;

Note que, 5 € [0,7] e cos§ = 0. Logo, para t = 7 temos Wi (g) =0 e portanto, G nao é

um sistema estendido completo de Chebychev.
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2 Conexdo de Shilnikov Deslizante em R’

Nesse capitulo, apresentamos o nosso objeto principal de estudo, a conexao de
Shilnikov deslizante em sistemas de Filippov em R? e resultados relevantes a respeito da
teméatica, para isso estamos no baseando em (NOVAES; TEIXEIRA, 2019). Nesse sentido,
introduzimos a seguir a definicdo de conexao de Shilnikov deslizante em um campo vetorial

suave por partes.

Definigao 2.0.1 ( Conexao de Shilnikov Deslizante). Seja Z = (X,Y) um campo
vetorial de Filippov na forma (1.1), que tenha um pseudo sela-foco hiperbdlico p € ¥° e

seja q € 0%° um ponto de dobra reqular visivel de Z tal que:

o A trajetdria passada (resp. futura) de Z comegando em q seque o vetor do campo

deslizante Z° e converge para p no tempo passado (resp. no tempo futuro ),

e a trajetoria futura (resp. passada) de Z comegando em q intercepta a superficie de
descontinuidade apenas em um ponto e atinge p em um tempo finito to > 0 (resp.
to < 0).

Entao, entre p e q, um loop deslizante I € facilmente caracterizado. Chamamos I' de

orbita deslizante de Shilnikov ou conexdao de Shilnikov deslizante(ver Figura 8).

Figura 8 — Conexao de Shilnikov deslizante I' conectando um pseudo sela-foco hiperbolico
p a si mesmo.

Apresentaremos os dois principais resultados sobre a conexao de Shilnikov deslizante, que
se encontram em (NOVAES; TEIXEIRA, 2019). Para a demonstragao dos resultados que
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apresentaremos a seguir, precisaremos de duas proposicoes, nas quais assumiremos que o
campo Zy = (X, Yp) possui uma conexao de Shilnikov deslizante 'y conectando os pontos
qo € 0%° e py € X%, onde ¢y pseudo sela-foco hiperbdlico e pg é uma dobra visivel regular
de Zy. Além disso, sem perda de generalidade, é possivel assumir que h(z,y, z) = z. Temos

as seguintes proposicoes.

Proposigao 2.1. Seja Zy = (Xo, Yy) um campo de vetores, como definido em (1.1), que
possui uma conexdo de Shilnikov deslizante I'y conectando os pontos qy € 0%° e py € X°
e € € R. Entdao ocorre que para € > 0 suficientemente pequeno pode-se definir a regido
Ve = W tal que a trajetoria passada de Zo comegcando em qualquer ponto de .

converge para po.

Para demonstrarmos a proposicao precisamos da definicao de bacia de atracao e

do Teorema de Hartman-Grobman.

Definigao 2.0.2 (Bacia de Atracdo de um campo vetorial). Sejam (, € U C R"™ um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel do campo X € CY(U) e : Q — U o fluzo de X.

Uma bacia de atragio de (o, A(p), € 0 conjunto
A ={¢e U m vt =G}

Teorema 2.1 (Hartman-Grobman). Sejam X : A — R™ um campo vetorial de classe C*
e p um ponto singular hiperbolico. Existem vizinhancas V de p em A e W de 0 em R" tais

que X restrito a V' € topologicamente conjugado a dX (p) restrito a W.
Em posse desses dois resultados vamos a demonstracao da proposicao.

Demonstragio. Como h(zx,y,z) = z, segue que o campo deslizante normalizado ZO associ-
ado ao campo Zy é um campo de vetores definido sobre o plano z = 0. Portanto, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que Zo 6 um campo de vetores em R?, desconsiderando
a ultima coordenada, que serd identicamente zero. Reparametrizando o tempo por t — —t,
obtemos o campo Z, = —Zo, que é orbitalmente equivalente a Zo, alterando apenas a
orientacao das orbitas. Como py é um foco hiperbdélico repulsor do campo Zo, segue que
po é um tipo foco atrator de Z,. E j4 que o campo Z, exibe uma conexio de Shilnikov

deslizante conectando py com qq, segue que
tllg.lo ¢Z~0 (t7 QO) = Do,

ou seja, ¢ estd na bacia de atracdo de py para Z, i.e., gy € A(po). A Figura 10, ilustra

graficamente o que seria a imagem do seguimento 7. entrando na bacia de atracao.

Pelo Teorema de Hartman-Grobman, existe uma vizinhanca V' C R? de p, tal

que o campo Zj ¢é transversal a fronteira de V', 9V. Mais ainda, é possivel assumir que
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Figura 9 — Representagao da imagem de v, por ¢z .

VUoV C ¥°. Como qy € A(po) existe t(qo) € R, com ¢(go) > 0 tal que ¥z (t(qo), qo) € V.
Assim pelo Teorema da Funcao Implicita e usando o fato de que o campo Z, 6 transversal
a: (1) OV em ¢;(t(qo), qo) e (ii) Sx = 0X® em py, segue que existe € > 0 tal que para todo
q € ve = Be(go) N O%*, existe t(q) € R, com t(q) > 0, satisfazendo p = vz (t(q),q) € IV
e Zy é transversal a 9V em p € 9V . Assim, cada érbita do campo Z] comecando
em vy, = W intersecta transversalmente a fronteira de V e, j4 que o campo
deslizante é transversal a fronteira de V' e py esta na bacia de atragao, segue que cada uma
dessas trajetérias é atraida a pg, ou seja, estd na bacia de atragao de py. Isso conclui a

demonstragao. O

Proposicao 2.2. Seja Zy = (Xo, Yo) um campo de vetores, como definido em (1.1) que
possui uma conexdo de Shilnikov deslizante I'g conectando os pontos qo € 0%° e py € 3° e
e € R. Entao, para € > 0 suficientemente pequeno pode-se definir a regido . = W
tal que a trajetoria de Xy saindo de um ponto em 7. chega transversalmente em Y em uma

Curva ve.

Para demonstramos a proposicao precisamos recapitular o Teorema da Funcao

Implicita.

Teorema 2.2 (Teorema da Funcao Implicita). Seja f : U — R uma fungao de classe
Ck(k > 1), definida num aberto U C R""'. Se um ponto p = (z0,90) € U € tal que

flp)=ce af(p) # 0, entdo existem uma bola aberta B = Bs(xg) C R™ e um intervalo
Y

J = (yo — €,y0 + €) tais que f~1(c)N (B x J) € o grifico de uma funcion: B — J, de
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classe C*. Para todo x € B, tem-se

1 (1) = i

z,n(z))
E(w,n(x))
comi € {1,2,-+- n}.

Agora, temos a ferramenta necessaria para prosseguir com a demonstragao.

Demonstracao. Para demonstrar a proposicao, utilizaremos o Teorema da Funcao Implicita.

Dito isso, defina a fungao g dada por:

g: Rx~vy — R
(tvx) — g(t,l’):h(d}XO(t,l’)),

onde h(z,y,z) = z e ¥x,(t,x) é a trajetéria do campo X, passando pelo ponto = € ..
Cabe ressaltar que a fungao g ¢ de classe C'', uma vez que h,vx, € C*. Além disso, observe
que existe um to > 0 finito, tal que ¥y, (to, o) = po, pois o campo Zy admite uma conexao
de Shilnikov deslizante I'g conectando os pontos gy € 0%° e py € X°.

Vxo(ts ge)

N)

€ PYE

Figura 10 — Representacao da bacia de atracao.

Assim, temos:

g(to, q0) = h(¥x,(to, q0)) = h(po) = 0

dg

a(to,%) = (Vh(¢x,(to, 00)), Xo(¥x, (Lo, q0))) = (Vh(po), Xo(po)) # 0,

pois pg ¢ 3.
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Deste modo, segue que:

g(t()v QO) = 07
%(tm%) # 0.

Portanto, g estd nas condigoes do Teorema da Funcao Implicita. Sendo assim, existem
V C Re W C R" vizinhancas abertas de ¢y e gy, respectivamente, e uma aplicacdo «, tais

que existe:

a: W — V
r — olr) =t,

Assim, temos g(a(z),z) = h(¢¥x,(a(x),z)) = 0. Logo, para um tempo futuro, a
trajetoria de Xy comegando em -, esta em Y. Assim, conseguimos construir a curva v, em

¥, que serd dada por v, = {x,(a(x),z) : x € W}. Isto conclui a demonstragao. O

Teorema 2.3. Assuma que Zy = (Xo, Yy) € 2", comr > 1 tenha uma conexao de Shilnikov
deslizante Iy e seja W C Q" uma vizinhanca de Zy. Entao, existe uma fungdo de classe
C', g: W — R tendo 0 como valor reqular tal que Z € W tem uma conexdio de Shilnikov
deslizante I' se, e somente se, g(Z) = 0. Além disso, qualquer vizinhanga W € Q" de Z

contém infinitas classes de ¥-equivaléncia de campos de vetores de Filippov.

Demonstracao. Queremos mostrar que existe uma fungao
g: W —R

tal que g € C! e 0 ¢ um valor regular de g de modo que Z € W tem uma conexao de

Shilnikov deslizante se, e somente se, g(Z) = 0.

Assumindo que em um sistema de coordenadas local adequado (z,y) em torno de
po € 2°, v, é expresso pelo grafico de y = 0, isto é, v. = {(x,0,0) : —e <z < ¢}. Entao
para Z € W, tem-se vZ = {(x,9,0) : —e <z < ¢}, onde y = kz(z) = af + aZx + Oy(x),
com af e af parametros satisfazendo af® = a?° = 0. Denotaremos o pseudo-equilibrio de
Z por pz = (22,Yz,0).

Dito isso, defina

g: W — R
7 — ]{fz(l’z) —Yz.
Pela definigdo de g, temos g € C! e g(Zy) = 0. Vamos provar que o 0 é um valor regular de
g. Seja Z € W tal que ¢g(Z) = 0. Tome Z(v) C " uma curva suave com pzy = (0,0,0) e
satisfazendo
Z'(0) = V;
Z(0) = Z;
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com V € Q. Assim, temos

d

2,9(2(0)) = ¢'(2(0)) - Z'(0)

d (Z(0)) = lim 9(Z(v)) — 9(2(0))

%g v—0 v

Z(v)

Note que, kzw) (T z@)) = ay ", Pois Tz = 0 e podemos tomar ag(v) =wvecomo Z(0) = Z,

9(Z) = 0, entao temos

dvg v—0 v v—0 v

Portanto, 0 é um valor regular de g.

Por fim, seja Z,, uma curva geradora da conexao de Shilnikov deslizante I'y. Como o
pseudo-equilibrio pz, ndo estd em vZ* para p # 0 temos U {tz,(—t,2) : € 4#} intersepta
v# um nimero N(u) de intervalos disjuntos. Se dados dois campos Z; e Z, sdo topologi-
camente equivalentes, entdo 77! e vZ! sdo enviados em 772 e v?2, respectivamente. Logo,
se Z, e Zy sao equivalentes, entdo N(u;) = N(pe). Além disso, quando p — 0, tem-se
N(u) — oo, o que prova a existéncia de infinitas classes de Y-equivaléncia de campos de

vetores de Filippov. O

Teorema 2.4. Assuma que Zy = (Xo, Yy) € ", comr > 1 tenha uma conexdo de Shilnikov
deslizante I'y e seja Z,, = (X,,,Y,) € Q" a curva geradora de I'y. Entao, sao verdadeiras as

sequintes afirmagoes:

a) Para p =0, toda vizinhanga G C R de Ty contém infinitas érbitas 1-periddicas de
Zy.

b) Seja G C R® uma vizinhanga suficientemente pequena de T'g. Entdo, para cada
|| # 0 suficientemente pequeno, G contém pelo menos um nimero finito N(u) > 0

de orbitas 1-periddicas de Z,,. Além disso, N(u) — oo, quando p — 0.

Antes de demonstrarmos o teorema precisamos resgatar o Teorema do Ponto Fixo

de Brower e a definicao de saturacao.

Definicao 2.0.3. Seja f: D — Y uma funcao e C' C D um subconjunto qualquer do

dominio. Dizemos que C' é f-saturado caso satisfaca uma das sequintes equivaléncias:

o C=fH(f(O));
e Sece C ex e D satisfazem f(z) = f(c), entdo x € C;

o SeyeY étal que [T y)NC #0, entao f~(y) C C.
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Para campos vetoriais, defini-se a saturagao de um conjunto C' como sendo a
reuniao de todas as orbitas que intersectam o conjunto C'. Podemos definir saturagao

passada e saturacao futura de um conjunto como podemos observar na seguinte defini¢ao:

Definigao 2.0.4. Sejam Z um campo de vetores e ¢ seu fluxo. Se C' é um subconjunto do

dominio de Z, entao

a) a saturagio futura do subconjunto C' € o conjunto | J{¢(t,z) : z € C}.
>0

b) a saturagdo passada do subconjunto C' € o conjunto | J{é(t,z) : z € C}.
t<0
Defini¢ao 2.0.5 (Teoremado Ponto Fixo de Brower). Seja S uma bola unitaria fechada

no R™,com n > 1. Entdo qualquer funcdo continua f : S — S possui ao menos um ponto

fixo.

Demonstragio. Comegaremos demonstrando o item (a). Para isso assumiremos p =0 e

mostraremos que existem infinitas orbitas periddicas de Zy. Seja S, a saturacao passada
zs . e

dos pontos de 7 pelo campo deslizante, Z;. Como, no passado, as érbitas do campo

deslizante sao atraidas para o foco pg, entdao podemos definir
oo
SE N Ve = U Ii7
i=1

onde cada [; representa um intervalo no qual S, interceptou v, e satisfazem I, N I; = ()
para i # j. Caso contrario, existiria p € I; N I;, dai existiria z € %Z L tempos positivos t;
e t; tais que ¥zs(ti, ) = p e 1y (t;, 2) = p. Podemos supor que t; < t;, uma vez que i # j.
Assim, segue que ¢z (t; —t;,p) = p. Logo, p pertence a uma drbita periédica ou p é um
ponto singular, ambas as possibilidades ndo ocorrem. Portanto, temos I; N [; = (). Pela
Proposicao 2.1, os intervalos I; se acumulam entorno do ponto pg, visto que os pontos
de %Z % tendem a po no passado. Além disso, cada intervalo I; é compacto. Seja Sy, a

saturagao passada de I; pelo campo X. Assim, podemos definir
SG(IZ) m ’Ye - J’i)

onde cada J; representa uma vez que S.(z,) interceptou 7. e satisfazem J;N.J; = () para i # 7,
isso é consequéncia de [; N [; = () para i # j e J; = qo, quando ¢ — co. Vamos construir

uma sequéncia de aplicagdes (¢;);-,, tal que para cada i € N tem-se ¢; : J; — J;.

Estamos interessados nos pontos fixos de cada ¢;. Para isso, considere ¢ € J;, dai
existem #7(£) < 0 e 7 (£) < 0 tais que &(&) = ¥z;(7(£),€) € L e ¥x(t7(£),&(&)) € Ji.
Assim, podemos definir ¢;(&) = ¥y (tX(€),&(€)). Deste modo, para cada i € N, tem-se
0i(€) = wx (tX(€),&(€)) é uma fungio C™, com r < 1, pois Px e Yzs sdo de classe C", com

r < 1. Como ¢; é continua e J; é compacto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brower, ¢;
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admite um ponto fixo em J;. Isto é, existe ¢; € J; tal que ¢;(¢;) = ¢;. Deste modo, podemos
construir uma sequéncia de pontos (¢;);~,, tais que 1¥;(¢;) = ¢;, para cada i € N. Além
disso, os pontos fixos de ¢; descrevem as dérbitas do campo Z;. Sendo assim, concluimos
que Z, possui infinitas érbitas deslizantes peridédicas e concluimos a demonstracao do item
(a). Observe que, para p # 0 nao temos a conexao, em outras palavras, o pseudo-equilibrio
pu ¢ V. Seja G uma vizinhanga suficientemente pequena de I'y. Dai, S, intercepta v* NG
uma quantidade finita de vezes, N(u). Assim, segue que

N(w)

Senv.nG= | I,

i=1
onde I; N I; = @ para i # j, com i € {1,...,N(u)}. Andlogo a construgao do item (a),
teremos

Se(li) N ’7” NG = Ji;

€

com i € {1,...,N(p)}. Assim, realizando a mesma andlise que fizemos para o item (a),
segue que a quantidade de pontos fixos de ¢; é finita, sendo dada pela sequéncia (ql)fi(lu ),
Isso é consequéncia do fato de N(u) > 0 ser finito. Logo, para p # 0, G possui pelo menos

uma quantidade finita, N(u), de 6rbitas periddicas de Z,,. ]
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3 Conexao de Shilnikov Deslizante em Siste-

mas de Filippov Lineares por Partes

Nesse capitulo, apresentaremos o principal resultado deste trabalho, que consiste em
provar que uma familia de sistemas Z,,(x), possui a conexao de Shilnikov deslizante. Cabe
ressaltar que, esse é um resultado novo fruto desse trabalho. Além disso, apresentamos um

exemplo numérico de um sistema que se enquadra nas hipéteses do nosso teorema.

3.1 Conexao de Shilnikov deslizante em uma Familia de Sistemas a

um Parametro.

Considere um sistema de equacoes diferenciais suave por partes em R? da forma
(3.1)

onde xT = (z,y,2) € R} p e R, h,(x) =z — p,

A /\)\QA A R “
N e e | I A L
0 Mo A )\ 2 cs

com ¢y, €9, 3,1, Ao, A3 € R, com A7 # A3. Observe que a variedade de comutacao do
sistema (3.1) é ¥, = {(z,y,p) : z,y € R}.

Hipdtese H1 Os parametros ¢y, co, €3, A\1, A2, A3 € R verificam as seguintes propriedades:

a) A1 > A3 > Xy >0, ¢3>0;

(Cg()\l — )\2) + CQ()\g — )\1))2 03)\1<)\2 — )\1) + CQ()\l — 2)\2)()\1 — )\3) )
450 — M) (s — Ag) “ 20 — ) — g) !

b) —

Cg(/\g — /\1) Cg()\l + /\2)
c) VS <c2<7/\1_>\3 )

Hipotese H2 A fungao f : (0,00) — R? dada por f(t) = (fi(t), f2(t)) estd bem definida
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e possui um zero positivo, onde

C1>\1)\3
_Cl()\l — )\2)()\2 — )\3) + Cz)\2(>\3 — )\1) + 03)\1)\2

fi(t) =

6)\2t (Ag —I— )\1 (6/\3t — 1) — /\36)\1t)
)\2 — )\1)6/\3t + ()\1 — )\3)€>‘2t + ()\3 — )\2)6)‘1t

1

Cl)\g()\l — )\2)()\2 — )\3) + 02)\2)\3<)\1 — )\3)
()\1 — )\3)(—Cl<)\1 — )\2)(}\2 — )\3) + 02)\2()\3 — )\1) + Cg)\l)\g)

fa(t) =

)\2()\1 — )\3) (—€t(>\1+)\3)) + ()\1 — )\3)()\2 - )\3)6)‘1t
)\1 — )\3)(()\2 — )\1)6)‘3t + ()\1 — )\3)6)‘2t + ()\3 — )\2)6)‘1t)

1

A(Ag — )\3)675(/\2+/\3) + A3\ — )\2)615()\1—1—)\2)
(A1 = A3) (A2 = Ap)es? + (A = Ag)et! + (Ag — Ag)erf)

_|_

()\3 — )\1)()\2 — )\3)€>\2t

+ .
()\1 — )\3)(()\2 — )\1)6)‘3t + ()\1 — )\3)6/\2t + ()\3 — )\2)6)‘1t)

Teorema 3.1. Se o sistema (3.1) satisfaz as hipdteses (H1) e (H2), entdo para 1 > 0, o

campo Z,(x) admite uma conexdo de Shilnikov deslizante.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

Para demonstrar o Teorema 3.1, é necessario apresentar alguns resultados e propo-
sigoes auxiliares. Nesse contexto, a proxima proposicao aborda a configuracao as regides

de Filippov associadas a variedade de comutacao 3, do sistema (3.1).

Proposigao 3.1 (Regioes de Filippov). Para p € R, as regioes na variedade de comutagio

¥, associadas & convengdo de Filippov para o sistema (3.1) sao dadas por:

A
1. Regido de Costura: X, = {(x,y, —p) € S,ly > - 3/1)\ };
1= A3

2. Regido de Escape: X, = ;

A
3. Regiao de Deslize: ¥ = {(x,y, —p) € B,y < ; 3#)\ };
1= A3

A
4. Regido de Tangéncia: ¥ = Sx = {(x, 3 3#}\ ,—,u) € EM} .
1— A3
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Demonstragio. Considerando o sistema (3.1) e a fungao h,(x) = z + pu, as derivadas de

Lie da funcao h, ao longo dos campos X e Y sao dadas por
Xh,(x) = (X(x),Vh,(x)) e Yh,(x)=(Y(x),Vh,(x)),
onde Vh(x) = (0,0, 1). Para x € ¥, temos:
Xy (x) ), Vh ( )

<</\2 z, AQ)(A;S)_ AS)x + Ay, (A — A3y + /\3u> (0,0, 1)>

= (M — A3)y — Aspe,
hu(x) = (Y(x), Vh,(x))
((c1,¢2,¢3),(0,0,1))

X):

(
Azt
Xhy(x)>0<={xeX,|y> :

At — A3

Desta forma, estabelecemos as seguintes relagoes para Xh,,

A
Xhy(x) <0e={xey,|y< L1
Al — A3

A
Xh”(x):0<:>{XEEM@/:)\Iiﬂ)\g}.

Como Y h,(x) > 0 para todo x € ¥, entao a regiao de costura 2, a regiao de deslize X7

e a regiao de tangéncia ZZ sao definidas como segue:

c __ )\3,&
EH—{@,% M)Ezﬂ|y>)\1_)\3}7

s Azft
ZH—{(%% :u)ez,li|y<)\1_)\3}7

A
= Sx = {(x,y,—ﬂ) €X,ly= " i’&s}-

Assim, concluimos a demonstracao da proposigao. O
No préximo resultado, determinamos os tipos de tangéncia do sistema (3.1).

Proposigao 3.2 (Pontos de Tangéncia Regular). Se o sistema (3.1) satisfaz a Hipétese

H1, entao para p € R, a regidgo de tangéncia pode ser expressa como
X, = Sx = Dy U D' U{c(p)},

onde

/\3,& ) >\1)\3,u }

D‘u' = :L" s e 2 . > 9
v {( Al — A3 a a (A1 — A2) (A2 — Ag)

/\3[,6 ) >\1)‘3M }

D:Lu g x’ s e 2 . < 9

{( Mo ) O — M) (o — Ag)
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() = AL Az gt
A WP VIS VA Y5 W W L W Ve o

Além disso, temos que

1. Sex € D#

1 entdo x é um ponto de dobra visivel reqular do sistema (3.1).

2. Sex e D!

1

entdo x € um ponto de dobra invisivel reqular do sistema (3.1).

3. Se p =0, c(p) € um ponto singular reqular. Caso contrdrio, ou seja, se p # 0, entdo

c(p) € um ponto de cispide regular.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2, temos que

¥, = Sx = {(x, Al)\iu)\g,—,u> X € R}.

Logo, é evidente que DY U Dj' U {c(;)} é uma particio de X. Para provar os itens,

observemos que as derivadas de Lie de ordem superior X?h, e X?h, em x € %, sdo

expressas, respectivamente, por

X000 = (0 = a) (g = TR ) 00— ) < ),

X3hM(X) = —/\21’()\1 - )\2)(/\2 - )\3) + ()\1(>\1 — )\3) + )\3()\1 - )\3))

<A1y (A = A) (A — A3)> 2 (O — Ns) — Mg

AL — A3

Em particular, dado x € S%, segue que x = (x, /\I\i’f\s, —,u). Assim, temos

X2hM(X) = —1’(>\1 — )\2)()\2 - )\3) + )\1)\3,&,

o que implica que

AL :

X2h,(x) > 0se x> (/\1_/\21)(3)5_/\3)7 ou seja, X € DH
A :

X?hy(x) <0se x < 55588, ouseja, x € Dff

X?h,(x)=0sex= %, ou seja, X = c(p).

Pela hipétese H1(a), garantimos que Y'h,(x) > 0 para todo x € ¥, isto ¢, Sy = (). Assim,
se x € D!, é uma dobra visivel regular, e se x € D!, é um ponto de dobra invisivel. Isso
prova os itens (1) e (2).

Agora, observe que se = 0, X(c¢(p)) = 0. Logo, nesse caso, ¢(u) é um ponto singular
regular do campo (3.1). Se u # 0, Xh,(c(n)) = X?h,(c(n)) =0e

Xohu(e(n) = =MAedap
A1 Az p . AL Az
A=Az (A= A)

+ (MM = A3) + A3(A — A3)) ( ) + A3 (A3 — Asp)

= — A1 X3,
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pela hipdtese H1(a,b), temos X?h,(c(u)) = —MAaAsp # 0, para pu # 0. Além disso, o
conjunto

{Vhu(c(10)), VX B (1)), VX Ry (e()) }

com

hu(c(p)) = (0,0,1);
VXh,(c(p) = (0, A1 — A3, A3);
VX?hy(c(pn)) = (=(A = M) (A = A3), Ar(Ar + Ag) 4 (A — Ag)As, A3);

¢ linearmente independente, uma vez que

0 0 —( = X)) (Xo — \3)
det | 0 M —X3 MO+ ds) + A= A)ds | = Od = A) (A = As) (A2 — Ag),
1 ) A2

e (A1 — A2)(A1 — A3) (A2 — A3) # 0 pela hipotese H1(a). Logo, o determinante é nao nulo e,

portanto, o ponto
(1) = ( A AspL Asfh —/i)
(A= A2) (Ao — A3) " Ap — A3’

é um ponto de cuspide regular, para pu # 0, que prova o item (c). O

Apébs determinarmos a configuragao das regides de Filippov na variedade de co-
mutacao X, e identificarmos os tipos de tangéncia, vamos agora estudar a estrutura do

campo deslizante associado ao sistema (3.1).

Proposicao 3.3. Assumindo que o sistema (3.1) verifica as hipéteses H1 e H2, dado
x € %,, 0s campos deslizante Z,,(x) e deslizante normalizado Z,(x) associados ao sistema

(3.1) sao dados por:

20 = s (P 0). Qula).0) 3:2)
Zu(x) = (Pu(@, ), Qul,9),0) . (3.3)

onde

ﬁu(:v,y) = 1A+ ca1y(As — Ap) + ez oz,
Cgl’()\l — >\2)<)\2 — )\3)
Al — A3

@M(xay) = CoMspt + coy(Az — A1) — + 3\ Y.

Além disso, a projecao do campo deslizante normalizado (3.2) em R? possui um tinico

equilibrio, que é do tipo foco hiperbolico repulsor, localizado em

P, (Pw P, )
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onde

P CiA A3l
P e (M = A2) (A2 — Az) — Aa(ea(As — A1) + eshy)
P _ Aspi(caAa(Ag — A1) — (A — A2)(Aa — A3))
Ho (M = M) (—er( M1 — A2) (Ao — A3) + cada(Az — A1) + cshhg)

Portanto, o sistema (3.1) tem um pseudo foco hiperbdlico repulsor em (Peuma Py, —u) €
5.
nw

Demonstra¢do. Por definicdo, o campo deslizante Z (x) é dado por

_ Yh,(x)X(x) — Xh,(x)Y(x)

Z(x) Yhox)— Xh(x)

enquanto o campo deslizante normalizado Z (x) é dado por
Z(x) = Yhy(x) X (x) = Xh,(x)Y (),

com X' = (z,y, —pu) € X,. Observe que,

Yhy(x) X (x) = (cado, cadiy — SHRTRR) 0 (y (= Xg) = Aap)

Xh,(x)Y (x) = (c1(y(A — A3) — Asp), ca(y( M — Az) — Asp), ea(y( A — Az) — Azp))
Yhu(X) — XhM(X) =c3+ )\3,& + y()\g — )\1)

Sendo assim, segue que o campo deslizante é dado por

- 1

Z.(x) = P ) 0
M(X) 3 _{_)\3#_ )\19+>\3y ( u(l‘ay)qu(w7y)v )a

e o campo deslizante normalizado é dado por

~

ZH(X) = (ﬁﬂ(x7y>7©/$($ay>70) 9

onde

~

P.(x,y) = cidsp + c1y(As — A1) + cshoz,

9 cst( A — Ag)(Ag — A
Qul@,y) = cadspt + cay(As — A1) — s A1 _2)5\32 :

+ Cg)\ly.

Além disso, sabemos que o ponto de equilibrio do campo deslizante normalizado é dado
por Pe,u = (x07y07 —,LL) tal que Zu(x(]ay(b_ljl) = (07070)7 isto éa que ﬁ,u(x(]?y()) =0e
@u(ﬂUo, Yo) = 0. Assim, para determinarmos o ponto de equilibrio, basta resolvermos o

seguinte sistema linear

c1Aspt + c1yo(As — A1) + cshaxo = 0,
03900()\1 - )\2)(/\2 - >\3)
A — A3

codgpt + Yo(ca(Ag — A1) + c3Ay) — —0.
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Deste modo, segue que

CiA A3l

~ (=) 0o = Ag) = Aa(e(g — M) + i)
_ )\3,&(02)\2()\3 — )\1) - Cl()\l - )\2)<>‘2 - >‘3>>
Yo ()\1 — )\3)(—Cl(>\1 — )\2)()\2 — )\3) + 02>\2()\3 — )\1) + 03)\1)\2) ’

Zo

Denotando P, = g e Peuy = %o, segue que P, = (F,,_, Peuy, —p) € o ponto de equilibrio
do campo Z,(x). Por fim, vamos demonstrar que a projecao do ponto de equilibrio do
campo deslizante normalizado é um pseudo foco hiperbdlico repulsor do sistema (3.1).
Considere Proj(ZMx), a projecao do campo deslizante normalizado em R?. Observe que, a

matriz Jacobiana de Proj(Z,x) é dada por

- ( C3\o c1(A3 — A1) )
JProj(Zux) = | s — A)(ha — o) ,
— O — M) csM + ca(Ag — A1)

onde o traco e o determinante sao dados por

tr(J(Proj(Z,x))) = ca(As — A1) + cshi + c3hy

det(J(Proj(Z,x))) = cs(—c1(M — A2)(Aa — Ag) + c2ha(As — A1) + cshi Ag),

respectivamente. Sabemos que os autovalores da matriz J(Proj(Z,x)) sio

tr(J(Proj(Z,x))) + \/157’(J(P7“0j(ch))2 — 4det(J(Proj(Z,x)))
2

Bra =

tr(J(Proj(Z,x))? — 4det(J(Proj(Z,x))) = (c2(As — A1) + es(A + Ag))?
—403(—61()\1 — )\2)()\2 — )\3) + 02)\2()\3 — )\1) —+ C3)\1)\2>.
Pelas hipoteses H1(c,d), temos

(Cg()\l — )\2) + Cz(/\g — )\1))2 03>\1()\2 — )\1) + CQ()\l — 2/\2)()\1 — )\3)
B 403()\1 — )\2)()\2 — )\3) @ < 2()\1 — )\2)()\2 — )\3)

ah—M) it l)
)\1 — )\3 )\1 - )\5
o que implica que
tr(J(Proj(Z,x)) = ca(As — A1) 4 cs(A\ + Ao
Ay — A

M(Ag )+ s+ o)
Al — A3
= —03()\2 — )\1) + Cg()\l + )\2)

= 2c3A >0
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tr(J(Proj(Z,x))? — 4det(J(Proj(Z)) = (ca(As — A1) + cs(A1 + Ag))?
—463(—01(/\1 — )\2)(>\2 — )\3) + CQ)\Q()\g — )\1) + Cg)\l)\z)

AL+ A i
< <C3(1+2)(>\3 — A1) +es(N + )\2)> —dciA A

AL — A3
A+ A Aalda — A
ey (szug =) | des(h = d) (e = Xs) <2<;13—1§5<A2 i)&))

03()\1 -+ /\2)()\1 — 2)\2)()\1 — )\3)
des(A — Aa)( Ay — A
e = M) = ds) = o T O = )
= (—63()\1 + )\2) + 03()\1 + )\2))2 — 463)\1)\2 + 40%)\2()\1 + )\2)
e <C3)\1()\2 — )\1) + 63()\1 + /\2)(/\1 - 2)\2)>

3

2
—2c3\2
= 40%)\% + 403 ( ;3 2) = O

Deste modo, temos tr(J(Proj(Zux)) >0e tr(J(Proj(Z,pc))2 — 4det(J(Pr0j(Zux))) <0,
ou seja, os autovalores de Proj(Zux) sao complexos com a parte real positiva. Assim, temos
um foco repulsor no ponto de equilibrio da projecao do campo deslizante normalizado e

consequentemente, temos um foco repulsor no campo deslizante normalizado. O

Para determinar a possivel existéncia de uma conexao deslizante de Shilnikov
para o campo (3.1), é necessdrio analisar detalhadamente o comportamento do fluxo
tanto do campo X quanto do campo deslizante normalizado Zu- Dado que ambos os
campos sao lineares, suas solugdes podem ser facilmente determinadas. Essas solugoes

serao apresentadas na seguinte proposi¢ao, cuja demonstracao sera omitida.

Proposicao 3.4. Se o sistema (3.1) satisfaz as hipdteses H1 e H2, entao:

1. A solugdo do campo X, com condig¢do inicial (xg,yo,20) em t =0 é dada por

Yx (t, (o, Yo, 20)) = (E(t, 20, Yo, 20), F(t, 0, Yo, 20), G(t, To, Yo, 20)) ,

onde

Aot
E(terayO)ZO) = To€ 2 )

zo(Aa — Ag)e2t 4+ eMt (2o(A3 — A2) + yo(A1 — A3))

F(t7 Lo, Yo, ZO) -

Al — A3 !
To(A — A3)er2t 4+ Mt (zg( A3 — Xa) +yo( A1 — A
G(t, 2o, Yo, 20) = o(A1 — A3) A(1 i(;; 2) + (A — Az))
e (2o(A2 = M) = (A1 = A3) (o — 20))
+ .
Al — A3

2. A solucao do campo ZM(X), com condi¢io inicial x = (xg, yo, —p) para t =0 é dada

por

zﬁ@(t,x) = (P(t, 20, 90), Q(t, 20, Y0), —11) ,
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onde

. _ 024824222 920
P(t’;pmyo) = ™ (sm(ﬁt) (?/0()\1 /\3)( +B7+c3 52 3/\2) + fL‘o(Cg/\Q _ Oj)) + z0 COS(Bt))

B c3(A1—A2)(A2—A3)

Q(t, o, yo) = eat (sin(ﬁt)(yo(h)(a—Cg?jl):igo(/\l—Az)(/\2—k3)) + o COS(Bt)) ;

com

_ ca(A3=A1)Fez(Ai+A2).
(0 = 5 )

\/763(/\17)\2)(401 (}\27/\3)4»63()\17}\2))703()\17/\3)2%»26203()\17/\2)()\17)\3)

8 = ) |

Agora vamos demonstrar que se o campo (3.1) satisfaz as hip6teses H1 e H2, entao
para i > 0 existe um conjunto de condicoes iniciais €2, em ZIZ que possuem as seguintes

propriedades:

1. O diametro de €, tende a zero conforme p — 0;

2. A trajetoria positiva do campo X associada com p € €2, estd bem definida e intersecta

a variedade de comutacao na regiao de deslize;

3. A trajetéria negativa do campo deslizante normalizado associada com p € €2, esta

completamente contida na regiao de deslize.

E importante notar que as propriedades (2) e (3) sdo requisitos fundamentais para a
possibilidade de existéncia da conexao deslizante de Shilnikov. Na sequéncia, vamos definir

Q,, como a imagem da curva 7, (t) = (71, (t),72,(t),73,(t)) com

. 1 ()\1 + A\ (—e’\3t> + A3 (6)‘11t - 1))
fylu( ) - ()\1 _ )\2)6>‘3t + (/\2 _ /\3>€)\1t + ()\3 — )\1)6)\2157

PA3
t) = ;
72;4( ) )\1 _ )\37

V3, () = — .
que esta bem definida se A\; > A3 > Ay > 0.

Proposicao 3.5. Assuma que o sistema (3.1) satisfaz as hipiteses H1 e H2. Seja
Q= 7((0,0)), onde
7# : (07 OO) — Rga
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onde v, (t) = (71, (t), 72, (t),73,(t)) com

12 ()\1 + )\1 (—€A3t) + )\3 (6/\1t — 1))

h - .
’Yl#( ) ()\1 _ )\2)6>‘3t + (/\2 _ /\3)6)‘1t + ()\3 — )\1)e>\2t7
A3
1) = .
72“( ) )\1 _ )\3’
Vs, (8) = — 15

A curva v, satisfaz as sequintes propriedades:

.. >\1>\3M /\3,u )
1. € injetora e t) € , .
e & injetora €, (1) ((M S0 =) N — g

2. (hyov,)(t) =0 para todo t > 0, isto €, v,(t) € ¥, para todo t > 0;
8. Xhy(7,(t)) = 0 para todo t > 0, isto é, v,(t) € X!, para todo t > 0;

4. X2 (7,(t)), Yh,(7.(t)) > 0 para todo t > 0, isto €, v,(t) é ponto de dobra visivel
reqular para todo t > 0;

5. hu(Yx(t,7,(7))) > 0 para todo t € (0,7), com T € (0,00) fizo, isto €, ¥x(t,7,(T))
estd completamente contida em {x : h(x) > 0} para todo t € (0,7), com T € (0,00)

fixo;

6. ¥z (t,7(7)) € T}, e lim 9y (8,9u(7)) = Pey-

Demonstragio. Primeiramente, observemos que para provar que 7,(t) é injetora, é sufici-

d
ente mostrar que 7,(t) é injetora. Para isso, demonstraremos que %(t) > (. Derivando

em relacao a t, obtemos:

dm, o _
(1) = Vi)Va(t)
onde
W) = o 2
(()\2 — >\1>€>‘3t + ()\1 — )\3)6)‘2t + ()\3 — )\2)6)‘1t>

%(t) _. (eAlt + et(/\2+>\3)) + alet()\1+/\3) + a2€t(>\1+)\2) + ase)\gt + a4€>\3t

com ag = )\1()\3 — )\2), a; = )\2()\1 — )\3), o = —)\3()\2 — )\1), as = )\2()\1 — )\3) €
as = —A3(A1 — Ag). Note que Vi(t) > 0 para t € (0,00). Logo, o sinal de %“(t) é
determinado pelo sinal de Va(t). Observa-se que V(t) é uma combinacao linear dos

elementos do conjunto ordenado

G — {eAlt + 6t(>\2+)\3)’ 6t(>\1+>\3)’ et(/\1+/\2)7 e)‘Qt, 6)\3t} .



Capitulo 3. Conexdo de Shilnikov Deslizante em Sistemas de Filippov Lineares por Partes 40

Pelo Exemplo 1.6 e pela hipotese H1(a), sabemos que G é um sistema estendido completo
de Chebychev em qualquer intervalo fechado contido em [0, 00). Isso implica que Va(t) tem

no maximo 4 zeros nao negativos, contando multiplicidades. Adicionalmente, temos que

V5(0) = 92(0) = €Y% (0) = £32(0) = 0,
d4V2

dtt

(O) = —2)\1)\2>\3,U(>\1 — )\2)()\1 — )\5)()\2 — )\3)

4
\%
2 (0) > 0, logo 0 é um zero de multiplicidade 4. J& que

dt*
d
Va(t) é uma fungao de classe C*, segue que Va(t) > 0, e consequentemente L(zf) >0,

Pela hipotese H1(a), temos que

para t > 0. Isso implica que 7, () é crescente e consequentemente, ~,(t) ¢ injetora. Além

disso, note que

limey, (£) = A1 Az Asft u
=0 " (A1 — A2)(Ag — )\3)7 AL — Az’

lim,(t) = Ast s
oo Ao —A3" AL — Az’ ")

)\1)\3,& )\3#
(A= A2) (A2 = A3) " Ao — Ag
item (1) da proposicao.

Portanto, 71, (t) € ( ) e assim concluimos a demonstracao do

Agora, observe que (hy, 07,)(t) =73,(t) + p=0¢e

Xhu()(t) = (A = As), () = Agjt = 0

para todo t € (0, 00). Assim, provamos os itens (2) e (3) da proposigao. Usando a Proposicao
3.2, segue que 7,(t) é um ponto de dobra invisivel do campo X. Além disso, basta notar
que Yh,(z,y, z) é constante, igual a c3, para todo (z,y,z) € R?, e por H1(b), segue que
¢z > 0. Em particular, Y'h,(v,(t)) = ¢ > 0, provando assim o item (4).

Para demonstrar o item 5, é necessario provar que h, (¥ x(t,7,(7))) > 0 para todo
t € (0,7), onde 7 € (0,00). Para isso, mostraremos que a fungao 7 — h,(V¥x(t,7,(7))) é
injetora para um ¢ fixo em (0, 00) e verificaremos que h,(¥x(7,7,(7))) = 0 para 7 > 0.
Portanto, o segmento de érbita ¢y (7,v,(7)) estd contido completamente em um dos
subconjuntos {x : h(z) > 0} ou {z : h(z) < 0}. Caso contrério, haveria uma contradicao.
Suponha que existe um 7y tal que ¢; > 0 e t1 # 79 onde h,(¢¥x(t1,7,(70))) = 0. Além disso,
hy(Yx (t1, v.(t1))) = 0, o que implicaria que t; = 79, 0 que é contraditério. Finalmente,
pelo item (4) temos que 7,(7) é um ponto de dobra visivel do campo X, assim podemos
concluir que 1x(7,7,(7)) esta contido completamente em {x : h(z) > 0} isso provaria o
item (5).
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Primeiramente, observe que:

1% ((/\1 — /\2)6)\3t + ()\2 — )\3)€>\1t + (/\3 — )\1)6/\2t + )\16>\2t+)\37)
()\2 — )\1)6)‘37 + ()\1 — )\3)6>‘27 + ()\3 — )\2)6))‘17—
u (_A1€A3t+)\2T _|_ )\26)\3t+/\17 . )\26)\1t+)\37 . )\36)\2t+)\1‘r>
()\2 — )\1)6’\37 + ()\1 — )\3)€>‘27 + ()\3 — )\2)6)‘17-
1% ()\36/\1t+>\27— + ()\2 - )\1)6)\37 + ()\1 - )\3)6)\27— + ()\3 - )\2)6)\17—)
()\2 — )\1)6)‘37 + ()\1 — )\3)6)‘27— + ()\3 — )\2)6)‘17—
= 5,(7) (_ (AL — Aa)et (Mg — Ag)e! n €>\2t>

hyu($x (8, 7u(7))) =

+

A1 — A3 A1 — A3

T /\1/\3,ue’\2t _ /\2)\3,&6)\11‘/ _ )\1)\2/L6A3t
P =)0 —2) v =) a—xs) Od =) (Oa— )

onde s,(7) = 71,(7) — % Sabemos que 71, ¢ uma fungao crescente e, portanto,

injetora. Isso implica que s,(7) também é crescente para 7 € (0, 00). Além disso, é facil

ver que

lims,(7)=0 e

T7—0

. )\2)\3,&

| = — )
Tgrglosu(T) 1= ) 0n = M) >0

Deste modo, temos s,(7) € (0, so,). Na sequéncia, mostraremos que fixando ¢, a fungao
h,(Yx(t,7,(T))) € injetora. Isto é, para t;, € (0,00) fixo, considere 74,75 € (0,00) arbi-
trarios, tais que h,(V¥x (to, vu(71))) = hu(¥x (to,7.(72))), queremos mostrar que 7 = To.
Segue do fato que h,(¥x(to, (1)) = hu(¥x(to, 7.(72))), entdao h,(Vx(to,v.(11))) —
h(Yx (to, vu(72))) = 0. O que implica que

()\1 - )\2)6/\3t0 ()\2 — /\3)6)‘1t0 Xoto |
() = sp(r)) (-2 - DeZ M )

Assim, segue que

()\ _)\ )6>\3t0 ()\ _)\ )e>\1t0 o
(5u(71) = su()) =0 ou (_ B

Pelo Exemplo 1.4, segue que a func¢ao

(M= da)e (o = Ag)eM!

£) = _
p(t) M — s M — A

possui no méximo duas raizes, contando multiplicidades, no intervalo [0, ¢|, com ¢ € R.
Além disso, p(0) = p/(0) = 0. Portanto, a origem ¢é o tnico zero de p(t) no intervalo [0, ¢|

em consequéncia

()\1 — )\2)6/\3t0 ()\2 — /\3)6)‘1t0 Aot
PR . 2to 0.
p( O> < )\1_)\3 >\1—)\3 te 7£
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Logo, s,(71) = s,(72) e portanto, a fungao h,(vx (to,v.(7))) é injetora para t, fixo. Além
disso h,(V¥x(7,7.(7))) = 0.
Para demonstrarmos o item 6 da proposicao, precisamos mostrar que

@ZJEH (ta 7#(7—» S EZ?

o que é equivalente a provar que para T € (0,00) fixo e t € (—00,0), a fungao

Xhy (5 (,79u(7))) (3.4)

assume valor negativo. Observe que provar que a funcao (3.4) é negativa para t < 0 é

equivalente a provar que

xny (7, (i) .5)

assume valores negativos para t > 0 e 8 > 0. Dito isso, trabalharemos com a fungao (3.5)

e associamos a ela uma fungao auxiliar

k‘,u(t,’f) = u_l .Xhu (1/]2H <_ﬁt,’}/,u(7')>> y

A A2A3p o , s & i
G228l ¢ um ntimero real positivo, pelas hipéteses H1(a,b). Desta maneira, o

CM2+52
sinal de k, (¢, 7) coincide com o sinal da funcao (3.5). Provaremos que k,(, 7) possui pontos

onde u =

criticos da forma t = ty(n,7) = nw — tan~! ( +tan~! | = | e, consequentemente,
o

1
B(7)
existem infinitos valores de ¢ > 0 que sdo pontos criticos de k, (¢, 7). Além disso, provaremos
que k,(0,7) = 0 e k,(t2(n,7),7) < 0 para qualquer t3(n,7) > 0 (inclusive, os que sao
pontos de maximo e minimo). Com essas informagoes, o Teorema do Valor Intermedidrio
nos permite concluir que ku(t, 7) < 0, para todo t € (0,00) e consequentemente, que a

fungao (3.5) é negativa.
Dito isso, a funcao k,(t, ) é expressa por

ot (sin(t) (csAiAodaps + 8,(T) (@2 + B%) (A1 — X2) (A2 — A3))

k,(t =e 7 t)] —1
l"( 77—) € 563)\1)\2)\3/1 +COS( ))

e pode ser reescrita como

k. (t,7) =+\/B(1)*> + le” ¥ sin (tan_l (Bb)) + t) -1,

a su(n) (a2 4+82) (M —A2) Aa—Xa)
onde B(1) = B 4+ A

. Note que, B(7) é uma fungao afim decrescente

OéCg)\l/\2>\3,u

(6(2 + 52) ()\1 — )\2)()\2 — )\3)
7 € (0,00), entdo as hipoteses H1(a,b), garantem que s; > so. Além disso, como s,,(7) > 0,

e B(s;) =0 implica s; = — . Como s,(7) € (0, s9) para todo

entdo B(1) > 0 para todo 7 € (0,00). Logo, k,(t,7) estd bem definida.

Seja 7 € (0,00) fixo e t € [0, 7], dai segue que:
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1. k,(0,7)=0;

2. k,(ti(n,7),7) = —1, onde t1(n,7) = nm — tan™! (

1
3. aak;ﬂ (t,7)=0 <= t=ty(n,7)=nm—tan! ( ) + tan™! <ﬁ>7 com n € N.
o

De fato, observe que:

k.(0,7) = /B(7)? + 1sin (tanl <B<17_>)> -1
2 1 _
=/B(1)?2+1 = ﬁB(T) 1

Como B(7) > 0, para todo 7 € (0, 00), entao segue que
1 B 1
1+ B(7)? 1+ 55 B(7)

Y

e consequentemente, k(0,7) =0 e

aty(n,t) 1
5 sin (tan ! < ) —|—t1(n,7)> -1
T

- /BT
=B s s (5 ) o (5 )) -
i

ktlnT

=

—_

Sy

atq (n T)

sin (nm) — 1

Além disso, temos

ok B(r)? +1e % (Beos (tan™ () +¢) — asin (tan" (545) +1))
a7 = 8

= 2+ 1le® Oﬁsin an~! L) an”*! 5
= VB 1 L G (1t () -t (2)).

Deste modo, segue que

gl;(t,T) = (0 <= sin (t + tan™! (Bé’)) — tan™! (g)) =0
&=t =ty(n,7) =nm —tan"" (Bgﬂ) + tan~! (g) , neN.

Além disso, se to(n, ) > 0, segue que

6\/ 2+ 1 O“52(’17)
k(to(n,7),7) = =14 ( 0, neN,
oz\/l—i-
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. . By B(T)?+1
pois pela hipétese H1, temos ———=——=— € (0,1). Deste modo, k(tz(n,7),7) as-
ay/1+ %
sume valores negativos para todo n € N, isto é, para todos t3(n,7) € [0,7] tais que
ok
—E(ty(n,7),7) = 0, temos k(ts(n,7),7) < 0. Dessa maneira, podemos concluir que para

t € (0,7) todos os possiveis pontos de maximos e minimos possuem imagem negativa.

Consequentemente, as curvas solugoes do campo deslizante 15 (,7,(7)), para todo
"
7 € (0,00) fixo e t € (0,7) estao completamente contidas na regiao de deslize e como o

equilibrio do deslizante é um foco repulsor, entao

Jim 4z (8,9u(7)) = Pep

Portanto, vale o item (6) da proposigdao e concluimos a demonstragao. O

Por fim, conseguimos as ferramentas necessarias para demonstrar o principal

resultado desse trabalho, sendo ele o Teorema 3.1.

Demonstracao do Teorema 3.1. Primeiramente, observe que, para o sistema 3.1 ter a
conexao de Shilnikov deslizante, precisamos mostrar que existe um ponto q(u) € EZ, um

ponto p(u) € X7, e to(p) > 0, satisfazendo:

1. g(p) é um ponto de dobra visivel regular do sistema 3.1.
2. p(u) é um pseudo-foco repulsor do campo deslizante normalizado.

3. A trajetoria X associada a q(y), ¥x(t, ¢(p)), esta contida no conjunto {x : h,(x) > 0}
para t € (0, (1)) e ¥x (to(p), a(p)) = p(p)-

4. A trajetéria do campo deslizante com condi¢ao inicial em ¢(u) converge para o
pseudo-equilibrio quando ¢ — —oo e 95(t, q(x)) estd contida na regiao deslizante

para t < 0.

Ja que identificamos todos os elementos necessarios, podemos proceder com a
demonstragao. Pela hipotese H1 e a Proposicao 3.3, segue que o sistema (3.1) possui um
pseudo-equilibrio do tipo foco-sela no repulsor localizado em P, € X7, Além disso, decorre

da Proposicao 3.5, item 4, que qualquer ponto da forma v,(7), onde

%(7) = (7@(7)772”(7)773“(7)),
com
12 ()\1 + )\1 (—6)\37) + )\3 (GMT - 1))
71H(T) = ()\1 — )\2)6>\3T + ()\2 _ )\3)6/\17 + ()\3 _ )\1)6/\27’
_ PA3
A — /\3’
V3,(T) = — i,

Y2, (1)



Capitulo 3. Conexdo de Shilnikov Deslizante em Sistemas de Filippov Lineares por Partes 45

¢ um ponto de dobra visivel regular do campo deslizante, e as seguintes propriedades sao

satisfeitas:

1. Pelo item 5, da Proposicao 3.5, a trajetoria ¢ x (¢,7,(7)) estd contida no conjunto
determinado por {x : h,(x) > 0} para t € (0,7) e 7 € (0, 00) fixo.
2. Pelo item 5, da Proposicdo 3.5, a trajetéria 15 (t,7,(7)) estd na regido deslizante

para t < 0 e converge para o pseudo-equilibrio quando ¢t — —oo0.

Portanto, para p > 0, o sistema exibe uma conexao de Shilnikov deslizante se

existir £o(p) > 0 tal que ¢x(t,vu(t)) = Fe.,, ou, equivalentemente, se ,(Zo(x)) = 0 , onde

ru(t) = ¥x(t,7u(t) = Fe,..

Usando a Proposicao 3.4, obtemos que

ru(t) = p(ri(t),r2(t), 0),

onde
Cl>\1)\3
ri(t) =
—C1 ()\1 — )\2)()\2 — )\3) + CQ)\Q()\B — )\1) + Cg)\l)\g
6/\2t (/\3 + )\1 (6/\3t — 1) — /\36)‘1t)
+ ()\2 — )\1)6/\3t + ()\1 — )\3)6)‘2t + ()\3 — )\2)6)‘1t
€

Cl)\g()\l — )\2)()\2 — )\3) + C2)\2)\3<)\1 — )\3)
()\1 — )\3)(—Cl(>\1 — )\2)()\2 — )\3) + Cg)\g()\g — )\1) + 63)\1)\2)

Tg(t) =

)\2()\1 — )\3) <—€t(>\1+)\3)) + ()\1 — >\3)<)\2 - )\3)6>\1t
)\1 — )\3)(()\2 — )\1)6)‘3t + ()\1 — )\3)6)‘2t + ()\3 — )\2)6)‘175)

1

A(Ag — Ag)et(Aﬁ/\:s) + As(A; — )\2)615()\1—1—)\2)

1 =) (o = M) + (= Ag)e + (g — A)er)

()\3 — )\1)()\2 — )\3)€>\2t
()\1 — )\3)(()\2 — )\1)6)‘3t + ()\1 — )\3)6)‘2t + ()\3 — )\2)6)‘1t) ’

+

Note que, (r1(t),r2(t)) é exatamente a funcao definida na hipétese H2. Portanto, 7,(t) = 0
se f(t) = 0. Usando a hipétese H2, sabemos que existe um to(p) positivo tal que
f(to(p)) = 0, e, portanto, r(to(p)) = 0. Logo, o sistema exibe uma conexao de Shilnikov

deslizante se verificar as hipéteses H1 e H2. Assim, concluimos a demonstracao. O
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A seguir apresentamos um exemplo numérico da conexao de Shilnikov deslizante.

Exemplo 3.1. Um ezemplo explicito da conexao de Shilnikov deslizante no sistema (3.1)

¢ obtido ao considerarmos o conjunto de parametros

1+ 2¢2 1+ 3e?
Co =
(—1+e)2° 7?7 (m1+¢e)

PM:{)\1:3,/\2:1,)\3:2,61: ,03:1,,u>0,t:2},

onde a conexao ¢ exibida na Figura 4.9. Utilizando o conjunto de parametros P,, temos o sequinte

sistema

X = Z,(x) = (3.6)

1+ 2¢2
1 00 x (=1 + €2)2
01 2 . (—1+¢?)
1

Observe que, o sistema (3.6) satisfaz as condi¢oes da hipstese H1, visto que

a) 3>2>1>0el>0;

b) (3 4 €2)? 1+ 2¢2 —549¢%
8(—1+¢e2)? (~1+e2)? 4(-1+¢?)
1+ 3¢?
< <4
2 —1+e2

Além disso, para o conjunto de parametros P, a funcao f(t) é expressa por
f(t) = (2¢% — 2¢t,2e" — e — 2% + ¢t

e f(2) =0. Sendo assim, o sistema (3.6) satisfaz as hipéteses H1 e H2 e portanto pelo Teorema
3.1, como pu > 0, o sistema (3.6) possui a Conexdo de Shilnikov deslizante, que pode ser vista na
Figura 4.9.
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Figura 11 — Conexao de Shilnikov deslizante para o sistema (3.6).
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4 Evidencias Numéricas da Conexao de Shil-

nikov Deslizante em Modelos Fisicos

Neste capitulo, dedicamo-nos ao estudo dos sistemas lineares por partes, conforme
apresentado no artigo (CRISTTANO; TONON; VELTER, 2021). Nesse sentido, determi-
namos a configuracao dos conjuntos de Filippov e demonstramos que, sob determinadas
hipdteses, esses tipos de sistemas apresentam duas caracteristicas: os conjuntos de tangéncia
em relacao a variedade de comutacao sao retas paralelas e o campo deslizante normalizado,
caso exista, é linear. Além disso, apresentamos um exemplo numérico desse tipo de sistema
que admite a conexao de Shilnikov deslizante, mostrando assim que sistemas reais, na

teoria de controle, podem admitir essa Conexao.
Feita essa breve introducao, considere um sistema de equagoes diferenciais da forma

x = Z(x) com

X(x)=Px+n", h(z,y,z) >0,
Z(x) = (x) x+nt, seh(x,y,z) (4.1)
Y(x)=Px+n-, seh(x,y,z) <0,

onde h(x,y,z) =z, xI = (z,y,2) ER3 e

+

P11 P12 P13 ny

_ + +
P = 1pa pa pas e N =1n;3
+

D31 D32 P33 n3

Em (CRISTIANO; TONON; VELTER, 2021), os autores estudaram a ocorréncia de

bifurcagoes do tipo Hopf em sistemas da forma (4.1) que verificam as seguintes hipdteses:
H3: p3, +p3, # 0.

H4: det(M) # 0, onde

0 0 1
M = D31 D32 D33
P21P32 + Pa1(p11 + P33)  Piaps1 + Paa(P2e + Ps3)  PisPsi + Dospse + p§3

H5: det(R) # 0, onde

+ p—

P11 P12 Ny — 1Ny

_ + -
R=1 pa pa ng —ny

+ —
P31 P32 Nz — N3
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Além disso, os autores mostraram como essa classe de sistema é amplamente utilizada
para descrever e estudar diversos modelos fisicos. Para mais detalhes, consulte o artigo
(CRISTTANO; TONON; VELTER, 2021) e suas referéncias. Na sequéncia, vamos apresentar

trés desses exemplos:

Exemplo 4.1. Modelo Tridimensional do Conversor Buck Controlado por
um SMC-Washout O modelo tridimensional do conversor Buck controlado por um

SMC-Washout é descrito pelas sequintes equacoes diferenciais:

L—t uVip, —rrip — v,
v v

C—= =i =
a ' R

—_— =W — ,

7 rlir — 2F

onde v. > 0, i, > 0, zr e u pertencem a {0,1}. Essas varidveis representam a tensao
instantanea do capacitor, a corrente do indutor, a varidvel auziliar do filtro e a varidvel
de controle, respectivamente. Os parametros R > 0, L > 0, C > 0, r, <0, V;, e wp
correspondem a carga resistiva, a indutancia, a capacitancia, d resisténcia do indutor, a
fonte de tensao e a frequéncia do filtro de corte, respectivamente. Além disso, a lei de

controle é definida por:
1
u= 5(1 —sgn(H)) com H(ip, Ve, 2p) = Ve — Vies + K (i, — 2r).

Fazendo a sequinte mudancga de varidveis

iL\F

xTr = —

Vin V C’

y_‘/l 9
?Z.Lyvsz)
‘/; )

t

VLC

e fazendo a sequinte mudanca de parametros:

1 /L C —
{a: R\/gvb:rL\/;aw:wF Loayr =

o sistema pode ser escrito na forma (4.1) com:

V;ef C
k=K~
e xyg)

1-bk w—a—k —w —WY, k — wy,
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Exemplo 4.2. O SMC de segunda ordem com controle de modo deslizante O
SMC' de seqgunda ordem pode ser descrito pelo sequinte sistema de equagoes diferenciais:
=y,
Y (4.2)
Y= —bxr —ay + u,
onde (x,y) = (z(t),y(t)) € R? € o vetor de estado e u = u(t) é a varidvel de controle,
com a,b € R positivos. Em (CRISTIANO; TONON; VELTER, 2021), é assumida uma
estratégia de controle de modo deslizante definida pela lei de controle u(t) = —sgn(0(x(t)))
e a fungao de controle §(z(t)) = x(t) — x, + k [(2(t) — x,)dt, onde z, € a referéncia de

saida e k € o parametro de controle.

Considerando (z,y,z) = (x(t),y(t),0(z(t))), o sistema (4.2) pode ser escrito na

forma (4.1) com

0 1 0 0 0
P=|-b —a 0], nt= 1 e n = -1
k 1 0 —kz, —kz,

Exemplo 4.3. Sistema de Feedback Relé Um Sistema de Feedback Relé com entrada

unica e saida unica pode ser descrito por

x = Ax + Bu,
y =0x,
u = —sgn(y),
onde A € R™" B € R™! ¢ C € RY™™ sdo matrizes constantes, XI = (x1, %o, ,Tp),

comn > 1, enquanto a entrada u e a saida y sdo fungoes escalares. Em particular, se

n=3e
—A+29w) 1 0 k
A=| —w@+w) 0 1|, B=|2k6p | e C=(100). (4.3)
Aw? 0 0 kp?

Observe que, y = Cx = x1 e sendo assim, podemos considerar h(x) = x1. Aplicando a

mudanga de coordenadas x = Tu, onde

0 0
T'=|(01 0|,
100
o sistema pode ser escrito na forma (4.1), com
Aw? 0 0 k —k
P=| —w@y\+w) 0 1 |, n"=| 2kop e n = | —2kfp

—A+2w) 1 0 kp? —kp?
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Os campos associados com o sistema (4.1) tém trés caracteristicas relevantes: o
conjunto de tangéncia é composto por duas linhas paralelas, possuem no maximo dois
pontos de cuspide regulares e o campo deslizante normalizado é linear, caso exista. Na

sequéncia, provaremos esses fatos.

Proposigao 4.1 (Regioes de Filippov). As regides na variedade de comutagio ¥ associadas

a convengao de Filippov para o campo (4.1) sao dadas por:

T _ ot
1. Regidao de Costura: ¥¢ = {(;p,y,o) €EY:y< s Tpat y > ”3175133};
p32 p32
it — o
2. Regiao de Escape: >° = {([p,y70) ey I <y< ”3173137};
p32 p32
—nL — ot
3. Regido de Deslize: ¥.° = {(;(;’y’ 0)ex: Ny TPt y < W} :
P32 P32
4. Regido de Tangéncia: Xt = Sx U Sy;
onde
it — o
SX:{(:c,y,O)eZ:y:W} € SY:{(SE,%O)EE:Z/:W}.
P32 D3

Demonstragio. Considerando o sistema (4.1) e a fungao h(x) = z, as derivadas de Lie da

funcao h ao longo dos campos X e Y sao dadas por
Xh(x) = (X(x),Vh(x)) e Yh(x)=(Y(x),Vh(x)),
onde Vh(x) = (0,0,1). Para x € ¥, temos:

Xh(x) = (X(x), Vh(x))
=n3 + ps1& + P2y,

Yh(x) = (Y(x), Vh,(x))
= N3 + P31T + p32y.

Desta forma, estabelecemos as seguintes relagoes para Xh(x) e Yh(x):

ot —
Xh(x)>0<z>{x€2:y>w},

P32

_nt—
Xh(x)<0<=>{x€§]:y<w},
D32
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ot —
Xh(@:o@{xez;y:W},
D32
Yh(x)>0<:>{x62 y>_n3_p3lx},
D32
Yh(x)<0<:>{x62:y<w},
D32
Yh(x):O@{XEE:y:W}
P32

Desta maneira a regiao de costura ¢, a regiao de escape X°, a regiao de deslize >° e a

regidao de tangéncia X! sao definidas como segue:

nE e

D32 D32
Jr J—
—Na — T —Na — P31x
26:{(x,y,0)62:3 Pa1 <y<73 P31 },
D32 D32
— +
—Na — T —N3 — P31x
25:{(9c,y,0)62:3 Pa1 <y<73 P31 },
D32 P32

=Sy USy =% ={(2,y,2) € T : puix + psoy + ny = 0},

onde
+ —
D32 D32
Assim, concluimos a demonstracao da proposigao. u

Observe que, a hipétese (H3) garante a existéncia de duas linhas de tangéncia,

dadas por
P32 + pa2y + ny =0,

onde essas linhas sdo paralelas se n3 # n3 ou coincidentes se nj = ng. Além disso, para
ng # n3, a hipétese H4 garante a existéncia de dois pontos de ctispide, onde cada um
deles pertence a uma linha de tangéncia. Nesse sentido, apresentamos o seguinte resultado

a respeito dos tipos de tangéncias do sistema (4.1).

Proposigao 4.2 (Pontos de Tangéncia Regular). Se o campo (4.1) satisfaz as hipéteses

(H3) e (H4), entao a regido de tangéncia pode ser expressa como

¥'=D,UD;U{ct ¢},
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onde D, = D,, UD,, eD;=D; UD,, , com

+ + +.2 + +
—Na3 — P31 T n n —-n —-n
Dy, = {(m, 3 — P31 70> ey p> P31P32 + Mg P3y § 3191229231 3 P22P32 } 7
D32 —P11P31P32 + P12D31 — P21P32 1+ P22P31P32
—Na — P T ny +ny p2, —ns —ns
D,, = { <$’ 3 — P31 70) R ! P31DP32 2 P32 _ 320122?;1 3 P22P32 } ,
D32 —P11P31P32 + P12P31 — P21P32 + P22P31P32
D — —ng — P31« nY ps1pss + N3 Pi, — N3 PraPs1 — N3 P2oPso
ix = r,—, 0 €eX . rx < 5 5 ,
D32 —P11P31P32 + P12P31 — P21P32 1 P22P31P32
—Na — x nq +n, p2, —ns — Na
Diy _ { (a:, 3 — P31 ,0> €Y< 1 P31P32 2 P32 _ 3]91219231 3 P22P32 } ,
D32 —P11P31P32 + P12P31 — P21P32 1 P22P31P32
e
Ci = (xci7 yciJ O) )
com

= nypsips2 + Ny D3y — N3 Praps1 — M P2apa2
¢ —P11P31D32 + P12P31 — P21D3a + D22P3iDs2
+ + ”1ip31 + n2ip32 - n3ip12p31 nétpm
Ye = (_n3 _p31) 2 2 - :
—P11P31P32 + P12P31 — P21P32 1 P22P31DP32 D32

Além disso, temos que

1. Sex € D, entdo x é um ponto de dobra visivel reqular do sistema (3.1).
2. Se x € D;, entdo x é um ponto de dobra invisivel regular do sistema (3.1).
3. ¢t sdo os pontos de cispide reqular.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.1, temos que

Zt:SXUSY:EZc :{(x,y,z) € X ip311’+p32y+n3i :O}.

Para provar os itens, observemos que as derivadas de Lie de ordem superior X2h, Y?h,

X3h e Y3h em x € ¥ 530 expressas, respectivamente, por

X

pa1(ny + puiz + pray) + psa(ng + porx + pasy),

X

X?h(x)
Y2h(x)
X3h(x)
Y3h(x)

p31(ny + pud + piay) + ps2(ng + P21 + pry),
puips1 + paipa2) (N + pux + piay) + (Prapsi + p2ops2)(ny + parx + pasy),

= (
x) = (puips1 + paips2)(ny + puix + p12y) + (Pr2ps1 + Paps2) (g + P21z + py).

Jr
—Ng3 — P31x

Em particular, dado x € S, segue que x = (x,
P32

, 0) . Assim, temos

p12p31(ng + p31)

X2h(x) = n{ps1 + n3 ps2 — pa2(nd + ps17) + PuPs1T + P2 ps2r — » ,
32
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e pela hipotese H4, temos

det(M) = —p11ps1psa + P1ap3; — P21P3e + Pa2psiPa2 # 0,

o que implica que

+ +.2 + +
n +n —-n —n .

XZh(x) S0ser >4 P31P32 2 P32 . 32912]9231 3]0222?32, ou seja, x € Dy, ,
—P11P31P32 + P12P31 — P21DP32 + P22P31P32

X2h(x) < 0 se & < N1 P31Ps2 + N3 Py — N3 PraPs1 — N3 PaoPsa ou seja, x € D,
Y ) K3 )
—p11Ps1P32 + P12P3) — P2a1D3a + D22Ps1Pse *

X2h(x) —0seqr— ”fpslp?a + n§p§2 - n;{pmpgl - ”§P22p32
—P11P31D32 + P12P31 — P21D3a + P22P31D32

, ou seja, X = ¢t

. ) —n3 — Pt
De maneira analoga, dado x € Sy, segue que x = (:L’, _—

, 0> . Assim, temos
P32

Y2h(x) = N1 P31Ps2 + NP3y — M3 PraPs1 — N PaoPso
—P11P31D32 + D12P31 — P21D3s + D22P3iDs2

o que implica que

Y2h(x) > 0 se z > 11 P31Ps2 + M Pip — N PraPs1 — 13 Paaps
—pupsips2 + P12p§1 - p21p§2 + DP22P31P32

, ou seja, x € D,

ny +nypl, —ng —Ng .
Y2h(x) < 0se x < — Pa1Psa T 12 Psz 5 3p12p231 3p22p327 ou seja, X € D;,,
—P11P31P32 + P12P31 — P21P32 + P22P31P32

Y2h(x) = 0 se = = Ny P31Ps2 + NP3y — N3 PraPs1 — N3 PP
—P11P31P32 + D12P31 — P21D3a + D22P3iDse
Observe que, Xh(ct) = X2h(ct) =0e

, ouseja, X =c .

Xsh(CJr) = n1(pa1P32 — P22ps1) + na(Pr2ps1 — p1ips2) + na(PriPee — pi2pai),

e o conjunto
[Vh(c"), VXh(cH), VX h, (e},
com
Vh(ct) =(0,0,1);
VXh(ct) = (ps1, P32, P33);

VX2h(ct) = (pa1ps2 + p31(P11 + P33), P12ps1 + Pa2(Pa2 + D33), P13Psi + Paspse + D3s);
¢ linearmente independente pela hipétese H4, uma vez que
0 0 1

P31 D32 D33
P21P32 + P31(p11 + P33)  PiaPsi + Pa2(P22 + Ps3)  Pispsi + Daspaa + p§3

det

det(M),
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onde det(M) = —p11ps1ps2 + plgpgl — p21p§2 + paaps1pse # 0. Logo, o determinante é nao

nulo e, portanto, o ponto

o= (nfp31p32 + n3p3y — N3 praps1 — N3 PepPse —N3 — P31 O)
—p11P31Ps2 + D12P31 — P21P3e + P22pPsiPs2 D32 ’

¢ um ponto de cuspide regular. Analogo para o ponto ¢~. Isso conclui a demonstracao. [
Proposicao 4.3. Assumindo que o sistema (4.1) verifica as hipdteses (H3), (H4),

(H5) e nd #n3, dado x € X, os campos deslizante Z(x) e deslizante normalizado Z(x)

associados ao sistema (4.1) sdo dados por:

7(x) = = (File.). Fal).0). (14)
Z(x) = (Fi(z,y), Fy(x,9),0), (4.5)

onde

—

Fi(x,y) = (ng + p31w + p32y) (n1 + prix + pray) — (M1 + pud + pr2y) (n3 + ps1x + ps2y),
FA’zu(ﬂ?, y) = (M3 + p317 + p32y) (N2 + P21 + paoy) — (M2 + 1@ + p22y) (N3 + P17 + P2y).
Além disso, a projecdo do campo deslizante normalizado (4.5) em R? possui um tinico

equilibrio localizado em
Pe: (Peq;’Pey>7

onde
P _ pa2(nani —ning) + paa(ning —nzni) + pra(nzny —nyni)
ez —det(R) ’
p _ Db (nanf —ning) + par(nind —nzni) + pu(ngny —nynd)
v det(R) ’
com

det(R) = (n —ny)(p2ips2—p2ops1) +(ng —ng ) (Prapsi —puips2) +(ng —ng ) (Pripae —prapar).-
Portanto, o campo (4.1) tem um pseudo equilibrio em (Pem, Pey,O) €.

Demonstragio. Sabemos que que o campo deslizante Z (x) é dado por

= Yh(x)X(x) - Xh(x)Y(x)
) = ) S XA

enquanto o campo deslizante normalizado Z (x) é dado por
Z(x) = Yh(x)X(x) — Xh(x)Y (x),

com xT = (x,y,0) € 3.
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Observe que,

Yh(x)X(x) = (b1, b2, b3);
Xh, (%)Y (x) = (bs, b5, b6) ;
Yh,(x) — Xh,(x) =n; —ni;

onde

+ P31 + P32y + p11T + p12y);

Ny + P12 + P32y) (Mg + P12 + Paoy);

);
)
n3 + P31x + psay + 317 + p3ay);
)
)
)-

+ P317 + p32y) (N + pu® + p12y);

+ P31T + P32y ) (Mg + P21 + paoy);

= (n3 )(n{
= ( )(n3
= ( )(ng
= (ng )(
= (ng )
= (ng )(n3

+ p31x + P32y

+ P31 + P32y

Sendo assim, segue que o campo deslizante é dado por

M(X) = —1n+ (E(m,y),?’\g(:c,y),()) )

ng —nj

e o campo deslizante normalizado é dado por

Z,(x) = (Fi(x,9), Fa(w,),0)

Fi(x,y) = (n3 + ps1x + p3ay) (1 + puix + p12y) — (my + prix + p12y) (g + ps1x + psay),

Fy(x,y) = (ms + ps1x + p3ay) (N2 + pa1x + paoy) — (Ma + par1® + paoy)(ns + P31 + paay).

Além disso, sabemos que o ponto de equilibrio do campo deslizante normalizado é dado por

P. = (z¢,40,0) tal que Z(l‘g,yo,O) = (0,0,0), isto é, que ﬁ(mo,yo) =0e E(Io,y0> =

0.

Assim, para determinarmos o ponto de equilibrio, basta resolvermos o seguinte sistema

linear

(ng + p31xo + ps2yo) (N1 + pPrazo + pr2vo) — (Ma + Pr1xo + P12vo) (N3 + Ps1xo + P32o)
(ms3 + ps1To + P32yo) (N2 + Pa1To + Paayo) — (Ma + Pa1xo + Pazyo) (N3 + Ps1o + Ps2yo)

Deste modo, segue que

. psa(ngni —ning ) + pea(ning —nzni) + pa(ngng —nyng)
0~ —det(R) ’
yo — p3i(nyny —ning) + pa(ning —nzn) +pu(nsny —nynd)

det(R) ’

:O’
=0.
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onde

det(R) = (”T‘”f)(pmp:m —p22p31)+(n;—n2_)(p12p31 —P11p32)+(n§r—n§)(p11p22 —p12p21)-

Denotando P., = xg e P., = yo, segue que P, = (P,,, P.,,0) é o ponto de equilibrio do

campo Z(x), onde

p o— pa2(ngni —nyng) + paa(ning —ngni) + pa(ngng —nyng)
e“” —det(R) ’

p _ Pa(nant —ning) +pa(nang — ngni) + pu(ngny —nyng)
v det(R) ’

Considere Proj (Zx), a projecao do campo deslizante normalizado em R2. Observe que, a

matriz jacobiana de Proj(Zx) ¢ dada por

J(Proj(Zx)) = [ (" ~mput (0l =nps (ne = n)p + (00— n )b
(ng - ”:J{)Pm + (n; - n2_>p31 (n§ - n?{)pgg + (TL; — n;)pm

Por fim, assumindo a hipétese H5 conseguimos garantir que existe apenas um ponto
no qual o campo deslizante se anula. Isso decorre do fato que o determinante da matriz
jacobiana da projecao do campo deslizante, denotada por J (Proj(Zx)), é um multiplo

escalar do determinante da matriz R. A saber,
J(Proj(Zx)) = —(nz —n3)det(R)
Assim, assumindo det(R) # 0 e ni # nj, isto implica que det(.J) # 0. O

Observe que, se considerarmos as matrizes GG; e G, com

pin np nf pi2 ny nf
Gi=| pn ny nj e Ga=| pn ny nd |,
P31 nz Ny P32 my Ny
temos
det(G1) = —(pai(nan{ —ning) +pa(ning —ngni) +pu(ngng —nyng)),
det(Ga) = —(psa(nyni —ning) + poa(ning —nzni) + pra(nzngd —nynd)).

Assim, conseguimos escrever o ponto de pseudo equilibrio da seguinte forma

_ [det(Ga)  det(Gh) 0
B (det(R) " det(R)’ )

e

A seguir apresentaremos um resultado que nos auxiliara a relacionar o sistema (4.1) com
o sistema (3.1) e no decorrer da demonstragao utilizaremos a escrita do pseudo equilibrio

que acabamos de apresentar.
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Proposicao 4.4. Assumindo H3, H4 e H5, consequimos escrever o sistema (4.1) da

sequinte forma

Tx+ (a—1)b, se h(x)>0,
X = ( ) ) (4.6)
Tx+ab, se h(x)<D0,

onde a fungio h(x) = z, xI = (z,y,2) € R3,

aix Qa2 Q13 1
T = 0 1 0 e b= 5 )
0 0 1 p

com a1, a2, a3, v, B, p € R.

Demonstragcdo. Assumindo a hipotese H3, podemos supor ps3s # 0 e utilizar a seguinte
mudanca de coordenada
y=S(x—-F,),

onde x é a coordenada usual do sistema (4.1) e S = 5557, onde

1 0 0 rir T2 T3
S1=1| ps1 P32 P33 e Sy= 0 1 0
0o 0 1 0o 0 1
com
2
P12P
i1 = (P11 — P22)P31 + PaiPs2 — 2 1Y
D1ap D32
12D31
12 = P22 + P33 + ;
P32
P33
T3 = P13P31 + PaaPas — (Praps1 + p22p32)?7
32
1
P = det(G4), — det(G2),0).

Note que, a variedade ¥ permanece a mesma do sistema (4.1), uma vez que a mudanga de
coordenadas nao altera a funcdo h. Sendo assim, ao aplicarmos a mudanca de coordenadas,

temos

Deste modo, segue que

onde temos
X(y)=S(P(S™ Y (y)+ P.) +n")=SPS ly + S(P(P,) +n")
Y(y)=S(P(S™'—(y)+P.)+n")=SPS 'y + S(P(P,) +n").
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Observe que,

11 aiz2 A3

SPS™'=1 1 0 o0 |,
0 1 0
v v
S(P(R)+n)=a| 8 | o SRR+ =(-1)| 8 |.
p p
onde
a1 = pi1 + p22 + pss3;
aiz = —pi11(p22 + P33) + P12p21 + P13Ps1 — PazPs3 + PsPs;
13 = P11P22P33 — P11P23P32 — P12P21P33 1+ P12P23P31 + P13P21P32 — P13DP22P31;
_ Yh(Pe) .
O = V(P -Xh(P.)
ny — ”T
v =<p31 P32 p33>P ny —ng |
ng — n:;r
B =psi(ny —ni)+ps(ng —n3 )+ pss(ng —n3)
p =Yh(P.) — Xh(P,) =n3 —nj

Observe que, a;; = tr(P), a;z = —tr(Adj(P)) e a1z = det(P). Deste modo, denotando
T=SPS e

v
b=1751,
P
segue que
. JX(y)=T)+(a=1)b, se h(y)>0,
y =
Y(y)=T(y)+ab, se h(y)<DO0.
O que conclui a demonstragao. O]

A seguir mostraremos que se T possui autovalores reais e distintos conseguimos
uma mudanga de coordenadas de forma que o campo X (y) é levado em um campo com a

mesma estrutura do campo X (x) estudado no Capitulo 3.

Teorema 4.1. Se campo (4.6) satisfaz a hipdtese H1(a), entio existe uma aplicag¢io
Q(x) = Kx+ L que leva o sistema (4.6) em um sistema da forma
KTK™'9, se 03> z,

0= (4.7)
KTK='0 — Kb, se 05< z.
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Demonstracao. Para demonstrar este resultado, vamos mostrar que existe uma aplicacao
que faz com que o sistema (4.1) fique da na forma do sistema (4.7). Pela Proposicao 4.4,
sabemos que existe uma transformagao T, tal que leva o sistema (4.1) no sistema (4.6).

Considerando o sistema (4.6), o ponto critico do campo X (y) serd denotado por
Ye = (xwyw Zc) = (1 - O!)T_lb.

Vamos realizar uma mudanga de varidvel para levar o ponto critico do campo X (y) para a
origem. Dito isso, considere a mudancga de variavel x =y — y.. Assim, temos o seguinte

sistema
X(x)=T(x), se h(x)>0,
Y(x)=T(x)+b, se h(x)<D0.

Supondo que o sistema (4.6) satisfaz a hipotese H1(a), sejam Ay, Ay, A3 € R os autovalores

distintos de 7', dai sabemos que A\, Ay e A3 sdo as raizes do polinémio caracteristico
p()\> = —)\3 + CLH)\Z + CL12)\ -+ ai3.

Além disso as relagoes de Girard associam os coeficientes da equacao polinomial de terceiro

grau com as raizes por meio das seguintes igualdades:

apr = A+ A+ Az
a12 = —<>\1>\2 -+ )\1)\3 + /\2)\3),
a3 = )\1)\2)\3.

Deste modo, os autovetores associados aos autovalores A\;, Ay e A3 sdo v; = (A2, A\, 1),
vg = (A2, A2, 1) e v3 = (A3, \3,1), respectivamente. Como os autovalores sao distintos,
entao {vy, v, v3} forma uma base para o autoespago de T'. Desta maneira, considere a

matriz H dada por

AN
H = )\1 )\2 )\3
1 1 1

Sendo assim, utilizando a mudanca x; = H~'x, conseguimos escrever o sistema (4.6) da
forma
H7'THx;, se h(x;) >0,

X = (4.8)
H'THx, + H'b, se h(x;) <0,

onde x; = (z1,y1,21) € R® e h(x1) = x1 + y1 + 21 + z.. Agora, considere a mudanga de

variavel Pjx; = u, onde u = (z3,ys, 20) € P; é dada por
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P =

=
_ = O
= o O

Ao utilizar essa mudanca de varidvel, conseguimos fazer com que a funcao h esteja na
forma do sistema (3.1), uma vez que h(u) = 23 + 2. e o sistema (4.8) pode ser reescrito

como

_ P(H'TH)P 'a,  se 20> —2,
P(H'THYPT'u+ PLH ',  se 2z < —z.

Por fim, para que o sistema (4.9) esteja na forma do sistema (3.1), basta existir uma

matriz P, que satisfaca

PQ(Pl(HilTH>P171) :APQ, (410)
onde
Ao 0 0
a-| _ (A — A)(Ag — A3) A\ 0
AL — A3
0 Al = A3 A3

Como a funcao h ja estd da forma que queremos, precisamos que a matriz P, nao altere a

terceira coordenada na mudanca de variavel, dai P, precisa ser da forma

11 Q12 0h3
P, = Qo1 (g (V23

0 0 1

Utilizando a equacao (4.10), temos o seguinte sistema

ain (A1 — A2) + ar3(A — A3) = 0;
alS()\Q - /\3) = 0;

a23(/\3 - /\1) = 0;

a12()\1 - )\2)(/\2 - )\3)

— Qo1 + GooAe + ag3(Aa — A3) = 0;

—(&21 — 1)()\1 — )\3) = O;
(/\3 — /\1)@22 -+ )\2 — )\3 = 0;
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cuja a solucao é dada por

ay; = 0

a2 — 1

a3 — 0

a1 = 1
A3 — A2

a e
22 /\1 _ /\3

23 — 0.

Sendo assim, considere a mudanga de varidvel Pyu = v, com v = (z3,y3,23) € R?. Dali,

conseguimos escrever o sistema (4.9) da forma

Av, se h(v)>0,
Av+ P,H 'b, se h(v) <0,

v =

com h(v) = z3 + z.. Portanto, se (4.6), satisfaz H1(a), entdo existe a transformagao é

dada por Q(x) = Kx +L, onde

B 1 A+ A3 B A3
(A = 22) (A2 — A3) (A1 — A2) (A2 — Ag) (A1 — )\22\()\2 —A3)
K=PPH"' = 0 1 M
)\1 — )\3 )\1 - )\3
0 0 1
e
(o — 1) (a137(A1 + A3) — a8 + MiAs(azp + anff —v))
6l13()\1 - >\2)()\2 - )\3)
L=(a—1DKT 'b= (o — 1) (@13 + A3(arzp + an 8 —v))

a3\ — A3
(Oz — 1)%0,12,0 + anﬁ — I/)
a13

tal que a aplicacao @ leva o sistema (4.6) no sistema da forma do sistema (4.7). O fato do
sistema (4.6) satisfazer a hipétese H1(a) foi fortemente utilizado na diagonalizagdo da
matriz T e assim conseguimos garantir a existéncia da aplicacdo (). Além disso, observe
que a mudanga é dada por § = Kx + L, isto é, x = K~'(0 — L), onde 0 = (6, 60y,05).

Donde, temos

h(x) = h(K~1(0 — L))
= WK '0— K (o= 1)KT 'b))
=h(K0 — (a—1)T"'b))
=h(K'0+y,)
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Assim, segue que

K(TK™'0—L)+ (a—1)b), se 605>z,
K(TK Y0 —L)+ab), se 0;<z,

0.:

simplificando temos

KTK 0 — KTK((a — VKT 'b) + (@ — )Kb, se 65 > 2,
KTK™'0 — KTK'((a« = 1) KT 'b) + aKb, se 03 < z.

é:

Dessa maneira, segue que

KTK™ ' — (a—1)Kb+ (o — 1)Kb, se 03> z,
KTK='9 — Kb, se 05< z,

o que implica que

KTK='9, se 03> z,
KTK= 19— Kb, se 05< z.

Assim, concluimos a demonstragao. O

A seguir apresentamos um exemplo numérico da conexao de Shilnikov deslizante

em sistemas da forma (4.7).

Exemplo 4.4. Um exemplo explicito da conexdo de Shilnikov deslizante no sistema (4.7)
¢ obtido ao considerarmos o conjunto de parametros

1+ 2¢2 1+ 3e2
C =
(—1+e2)2 77 (“1+e2)

P#—{A1—3,A2—1,A3—2,01— ,03—1,u>0,t—2},

onde a conexdo € exibida na Figura 12. Utilizando o conjunto de parametros P, temos o sequinte

sistema
X = Zu(x) = (4.11)

onde xT = (z,y,2) € R3, hu(x) =z + p,

1+ 2¢?

100 x 1 00 T (—1 + €2)2
Xx)=|2 30 e Y(x)=| 2 3 0 y |+ 1+3622
01 2 01 2 (—lfe)

Vamos mostrar que o sistema (4.11) possui a conexdo de Shilnikov deslizante. Para isso precisamos

mostrar que existe um ponto q(p) € Xt

s um ponto p(u) € 37, e to(p) > 0, satisfazendo:
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1. q(u) € um ponto de dobra visivel regular do campo.
2. p(p) € um pseudo-foco repulsor do campo deslizante normalizado.

3. A trajetoria X associada a q(p), ¥x(t,q(n)), estd contida no conjunto {x : h,(x) > 0}
para t € (0,to(u)) e x (to(u),a(n)) = p(n).

4. A trajetéria do campo deslizante com condig¢io inicial em q(p) converge para o pseudo-

equilibrio quando t — —o0 e wg(t, q(p)) estd contida na regiao deslizante para t < 0.

Sabemos que ¥, = {x € R? : h,(x) = 0}, considere q(p) = ((—2 - e%) 1, 24, —,u). Vamos mos-
trar que ele é um ponto de dobra visivel reqular para o sistema (4.11), para isso basta mostrar
que q(p) € um ponto de dobra visivel para o campo X (x) e que Yh,(q(pn)) > 0. Observe que, as

derivadas de Lie da fungao h ao longo dos campos X (x) e Y (x) sdo dadas por
Xhy(x)=y—2p e Yh,(x)=1+y—2py,
com x € X,. Deste modo, para x € X, temos

Sx, = {(%,2u,—p) € Z#} e Yh#(x) >0, se y>2u-—1,

m

onde Sx, € a regido de tangéncia do campo X (x). Sendo assim, q(u) € Sx e observe que a

derivada de Lie de ordem superior XQhM em X € X, € expressa por
X?h,(x) = 2z + 6p,
o que implica que
X2h,(x) >0 se x> —3pu.

Assim, seque que dado x € Sx é um ponto de dobra visivel para o campo X (x) se x > —3u. Note
que, (—2 - e%) > —3u e portanto, q(u) = ((—2 — 6%) Ly 200, —,u) é um ponto de dobra visivel
para o campo X (x) e além disso, Yh,(q(p)) > 0, o que implica que o ponto

q(p) = ((—2 - 612> 14 241, —u)

¢é um ponto de dobra visivel reqular para o campo (4.11). Note que, o campo deslizante normalizado

associado ao campo (4.11) em x € X% € expresso por

S (1+2€%) (y—2u) 2(3e’u+p+ (e —1)z —2y)
Z<X)_<x_ @17 -1 ’0>

e consequentemente, o pseudo equilibrio do campo deslizante normalizado é dado por P, =
(= ((1+2€?) ), (1 + 2e% — e*) pu, —p), precisamos verificar que o pseudo equilibrio estd na regido

de deslize, para isso vamos avaliar Xh, e Yh, em P,,. Sendo assim, temos

Xhy(Pe,) = =€+ 2¢2pu — pi;
Yhu(P.,) = —e*u+2e*n — p+ 1.
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Como 0 < p < entdo seque que Xhy(Pe,) <0 eYhy(Pe,) > 0 e, portanto, o pseudo

1—2e2 4 e’
equilibrio estd na regido de deslize. Observe que, a projecdo do campo deslizante normalizado em

R? ¢ dada por

5 e? — e? e?—1)z —
P?“Oj(Z(X)) = <$— (1+(2€2 >_(?1J)2 2#)’2(3 M+M;<_1 1) 23/))’

cuja matriz Jacobiana é dada por

1+ 2¢?
J(Proj(Z(x))) = (e 1)’

9 __
e2 —1

e sabemos que os autovalores da matriz J(Proj(ZM(x))) sGo

et —6e2+5+ivV—1+ 122 — 22e% + 12¢6 — €8
2(e2 — 1) '

Bi2 =

Deste modo, consegquimos garantir que os autovalores sGdo complexos com parte real positiva.
Assim, seque que o ponto de equilibrio da projecao do campo deslizante normalizado é um foco
repulsor e portanto, o ponto de equilibrio do campo deslizante normalizado € um foco repulsor e
desta maneira, consideraremos p(u) = Pe,. Desta forma, provamos os dois primeiros itens que
devem ser satisfeitos, resta provar os itens (3) e (4). Cabe destacar que, a solugao do campo
X (x) € dada por

_ LY ¢ 2 2t 2 t—2 t 2t 42 2
wX(t,q(u)),u((—Z—ez)e,e (—e +1+2e),<—e )(—26 +et—e +1—|—2e)
e a solugio do campo deslizante normalizado com condi¢io inicial em q(u) é dada por

by (ta(p) = (PO QW) s, —h)

onde
Pit)= (1+2)pu ((62 — 1) ve cos(tu) + (23 —4e + ') Msin(tu) 1) |
e2v
Q) = <(e2 —1)% b2 (e2p cos(tu) + (—4 — 5e? + e4) sin(tu)) o 1) |
v
com
—1+10e? — ¢t
u = ,
2 — 2e?

v=1—1+10e% — e%;

e2—5

b= @y
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Para provarmos o item (3) precisamos garantir que ¥x(t,q(p)), estd contida no conjunto {x :
hy(x) > 0} para t € (0,to()) € v (to(s), a(1)) = plu). Observe que,

Vx(2,a(p) = (_ (1 + 262) H (1 +2¢% — 64) Iz —M) = p(n).
Sendo assim, vamos provar que h,, (Yx(t,q(r))) > 0 para todo t € (0,2). Note que,

hu (Ux (L, q(p))) = p (1 +ef(—e? —2)+ (1 +2e7%) — 6_263t>

2t

é uma combinagdo linear das fungées {1,et, e, e} e portanto, pelo Exemplo 1.5, h, (¥x (t,q(1)))

possui no mdximo 3 zeros positivos no intervalo [0,2] e é facil ver que

hu (@x(0,4(1))) = hy (¥x (2, q(p))) = 0.
Além disso, temos
dhy (Yx (t, q(n)))

dt
d*hy, (Vx (t, a(1))
dt?

— —2,uet 4 2H62t 4 4M62t_2 _ 3M63t—2 _ 'uet—27

= —2ue! 4 4pe?t + 8ue? =2 — 9ued =% — pet=2.

Dai, seque que

dhy (Yx(0,9(1)))

=0,
L di
Phu (Wx0.9w))  _, 2
dt2 H e’

Deste modo, t = 0 tem multiplicidade 2 e, portanto, t =0 et = 2 sdo 0s Unicos zeros positivos
)

2
2
da fungao C* hy (¥x(t,q(p))) e como @y (LZJX(QO’q('u ) =2/ — —'L; >0 eq(p) é um ponto de
e

t
dobra visivel, entao seque que hy, (¥x(t,q(p))) > 0 para todo t € (0,2). Por fim, resta provar que

Y5(t,q(p)) estd contida na regido deslizante para t <0, pois como p(u) é um foco repulsor entdo

para t — —oo, temos P5(t, q(1)) — p(p).

Sendo assim, para provarmos o item (4), precisamos provar que Xh,(¢(t,q(un))) <0 e
Yh(Y5(t, q(p))) > 0, para todo t < 0. Observe que,

Xhyu(W5(t, () = 2 (e (A — 4 cos(tu)) — 1)),

Y hu (5t a(1))) = 2ue? (52000 4 cos(tu)) — 2p + 1,

onde
V=14 10e2 — e
U = ,
2 — 2¢2

a=—2+e?+ bet,
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Como as fungoes Xh,(15(t,q(1))) e Yh,(¥5(t,q(pn))) possuem combinagdes lineares de senos e
cossenos, consequimos reescrevé-las como

Xhu(z(t,q(p))) = 2p (webt sin (tan™! (%) + tu) — 1) ,

Yh, (5t q(p) =1+ 2p (webt sin (tan™! (2) + tu) — 1) ,

onde

_ (—2+e2+5e4)?
W= \/(62\/—1+1062—64)2 +1L

v=-e2v/—1+ 10e2 — €.

Comegaremos analisando o sinal da fungdo g1(t) = Xhy(v5(t,q(u))). Note que, a fungio gi(t)
satisfaz as sequintes propriedades:

91(0) = 0;
nm —tan~! (2
g1(ti(n)) = —2u,  onde tl(n) = W—(“), com n €N,
u

dg CIwE
dt = 2pweb\ /2 + 1sin (tan™1 (2) + tan™! (%) + tu) = 0 <=t = to(n);
g _ QM uweth(”) 1]

b2 +1 ’

nm —tan~ (%) —tan™" (%
onde ta(n) = T ) L&)

, com n € N. Por outro lado, a fungio gs(t)
u
Yh#(wg(t, q(p))) satisfaz as sequintes propriedades:

92(0) = 1;

_ t -1 (v
g2(t1(n)) = —2p+1, onde ti(n)= w, com n €N,
u
dg

a(t) = 2uweb /25 + 1sin (tan™! (2) +tan~! () + tu) = 0 <= t = ta(n);
2p(—1) uweb>(")
salta(n)) = -2

—2p+1
b/ % +1

nm—tan~! (2) — tan~! (% )
¢ , com n € N. outra tentativa:
U

onde ta(n) =

Note que, o campo deslizante estd definido entre as retas y = 2u e y = 2u — 1, entdo

mostrar que a solugdo do deslizante estd contida na regido de deslize € equivalente a mostrar que

uQ(t) esta limitada entre as retas, isto €, 2u —1 < pQ(t) < 2u. Observe que, uQ(t) pode ser
escrito como

v

62—12webt_2sin tan—1 v + tu
(T ) ),
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onde

vV—1+10e2 — 64.
2 — 2¢2 ’

w = 2v4 + 10e? + 4e4;

v=1—1+10e% — e%;

a=—4—5e?+ et

b— e2 -5
2(e2 1)
Vamos mostrar que a fungio g(t) = W(MQ@) —2u) € negativa para t < 0, fazendo uma
e2—1)° p

reparametrizacao do tempo para t = s/u, isto é equivalente a mostrar que

B (e2-5)s

—2 . 2
e V-1+10e2—et )gin (tan_l (%) + s)

_ ~1<0,
g(s) ”

para s > 0. Além disso, observe que g(s) satisfaz as sequintes propriedades:

e 9(0) =0;
nm — tan~! (e%’)
e g(s1(n)) =—1, onde si(n)= - . com neN:
dg 2 (62 _ 1) klue%s_z sin (tan’l (efTv) + tan—1 (%) " S)
0 %(t): 1_1062+64 :0<:>5232(n)7 onde

nm — tan~ ! (e%’) —tan—! (%)

so(n) = e k=4v6 + 15e? + 6e?;

u

_ (5275)52(n) B
(—1)"e V-1+10e2—et “wsin (tan™t (%))

v

o glsa(n) = ~1+

Como estamos interessados em avaliar g em s positivo, entdo considere ng € N o primeiro natural
(6275)82(71)
tal que s2(n) € positivo para todo n > ng. Assim, para sa(n) > 0, temos e V-1+10e*—et < 1. Deste

e 2wsin (tan™! (%))

< 1. Substituindo os devidos valores das constantes

modo, resta garantir que
v

w,u,b e v, temos

e %wsin (tan™! (§)) _ \/% (2 + 5e? + 2¢) -
v e? ’

Logo, g(s) < 0 para todo s > 0 e portanto, Q(t) < 2u. Deste modo, pela continuidade de puQ(t),

para p > 0 suficientemente pequeno, temos 2pu — 1 < pQ(t) < 2. Assim, concluimos o exemplo
garantindo a existéncia da conexdo de Shilnikov deslizante, que pode ser vista na Figura 12

exibida abaixo.
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Figura 12 — Conexao de Shilnikov deslizante para o sistema (4.11).
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5 Conclusao

No presente trabalho, investigamos a conexao de Shilnikov deslizante em sistemas
lineares por partes no espaco tridimensional R3. Nosso principal objetivo foi explorar
a dindmica complexa associada a essas conexoes e entender as condigoes sob as quais
ocorrem. Utilizando a teoria dos Campos de Filippov, conseguimos modelar e analisar os

comportamentos deslizantes que surgem em superficies de descontinuidade.

Sendo assim, apresentamos os principais resultados de (NOVAES; TEIXEIRA,
2019), que garante se Z = (X,Y) € Q" possui a conexao de Shilnikov deslizante, entao para
qualquer vizinhanga W C Q" de Z = (X,Y) contém infinitas classes de ¥ —equivaléncia de
campos de Filippov e o outro resultado garante que Zy = (X,Y) € " possui a conexao
de Shilnikov deslizante, entao, para u = 0, toda vizinhanga da conexao de Shilnikov
deslizante I'y possui infinitas 6rbitas 1—periddicas de Z; e para pu # 0 existe pelo menos

uma quantidade finita.

Além de apresentarmos um resultado novo, demonstrando que, sob certas condicoes,
sistemas lineares por partes podem apresentar conexoes de Shilnikov deslizantes. Essas
condigoes foram rigorosamente formuladas e provadas. Esse resultado garante a existéncia
da conexao de Shilnikov deslizante em uma familia a um pardmetro p de sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias suaves por partes em R3. Além disso, exibimos um exemplo

numérico de um sistema que satisfaz o principal resultado desse trabalhos.

Por fim, exibimos evidéncias numéricas da conexao de Shilnikov deslizante em siste-
mas que modelam fenémenos fisicos, na teoria de controle. Isso mostra que, modelos fisicos
reais podem apresentar a conexao de Shilnikov deslizante, que pode ser um mecanismo
para auxiliar a compreensao desses modelos, visto que esse fenémeno é um indicador para

a presenca de caos, dai a sua importancia.

Este estudo contribui significativamente para a teoria dos sistemas dinamicos
descontinuos ao expandir o entendimento sobre conexdes de Shilnikov em contextos
deslizantes. A anélise detalhada das condigoes e dos comportamentos dindmicos associados
oferece uma base teorica solida que pode ser utilizada em diversas aplicagdes praticas,
como na engenharia de controle, biologia mateméatica e economia. As contribuicoes tedricas
e metodoldgicas fornecem uma base para futuras investigagoes e aplicagoes em diversos
campos. Esperamos que este estudo incentive mais pesquisas e avangos na area, contribuindo

para o desenvolvimento de sistemas dindmicos mais robustos e compreensiveis.
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