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Resumo

FREITAS, Walter Andrade de, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, Marco de 2009.
Solucgoes tipo-vortice de spins na fita de Mdbius. Orientador: Winder Alexander

de Moura-Melo. Co-Orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Luiz Claidio Pereira

O modelo de Heisenberg, descrevendo a interacao de troca entre spins classicos, é
investigado na superficie da fita de Mobius. Excitagoes do tipo-vortice, caracterizadas por
cargas topologicas nao-triviais, sao estudadas como solugoes estaticas no regime de rotor

planar. Além da carga, discute-se também a energética associada a tal solucao.



Abstract

FREITAS, Walter Andrade de, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2009.
Spin vortex-like solutions on a Moao6bius Strip. Adviser: Winder Alexander de

Moura- Melo. Co-Advisers: Afranio Rodrigues Pereira and Luis Claudio Pereira

We consider the classical version of the Heisenberg exchange model on the surface of
a Mobius strip. Vortex-like excitations, carrying non-trivial charge (topological winding
number), are shown to emerge as static solutions in the planar rotator regime. Besides

such a charge, attention is also paid to discuss about its energetics.
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Capitulo 1

Introducao

Na abordagem do problema de sistemas magnéticos de baixas dimensées(1D, 2D) um mo-
delo amplamente utilizado é o modelo sigma nao-linear de Heisenberg(N Lo M) que trata
das interagoes de troca entre os spins. Este modelo permite o estudo das configuracoes de
equilibrio de spins em geometrias nao-triviais, tais como cilindros, elipsoides, toros entre
outras. De maneira suscinta o modelo é construido levando em conta a interacao de troca
de spins eletronicos entre os primeiros vizinhos dos sitios de uma rede de &tomos. No limite
continuo da rede, considerando-se o limite onde os espagamentos entre vizinhos tendam a
zero, para atomos de spins grandes (maior que 5/2) obtemos o modelo sigma nao-linear,
que permite estudar essas configuracoes de spins como campos definidos sobre uma dada

geometria.

Neste trabalho, vamos estudar o modelo de Heisenberg numa geometria bastante inte-
ressante, com caracteristica de ser nao-orientavel, que é a fita (ou superficie) de Mdbius.
Para tanto, este trabalho sera organizado como segue: no capitulo 1, faremos uma breve
revisao sobre conceitos fundamentais de magnetismo e topologia, aplicada a sistemas fisi-
cos. No capitulo 2, faremos uma descri¢ao da superficie de Mobius, explicitando algumas
de suas propriedades geométricas e topologicas, em especial aquelas titeis e importantes
a0 nosso estudo bem como, uma revisao bibliografica, abordando resultados recentes. No
capitulo 3, estudaremos o modelo de Heisenberg (anisotropico) e sua aplicagdo para o
suporte em questao, derivando as equacoes de movimento para o campo de spins. Ja no
capitulo 4, abordaremos as solucoes analiticas encontradas, juntamente com os resultados
numeéricos propostos para o problema. O capitulo 5 é dedicado as conclusoes e perspecti-
vas. Na sequéncia, encontram-se alguns apéndices, os quais procuram abordar temas mais

técnicos, que podem ser suprimidos por leitores(as) que conhecem as técnicas ali descritas.



1.1 Conceitos Fundamentais
1.1.1 Magnetismo

No estudo de fendmenos magnéticos existem trés quantidades importantes que devem ser
analisadas: o campo magnético H, a inducao magnética B e a magnetizacao M e, no
caso de estruturas finitas, a energia magnetostatica serd relevante. No vacuo, a indugao

magnética é diretamente proporcional ao campo magnético, ou seja,

B = uoH, (1.1)

onde a constante de proporcionalidade, pg, é a permeabilidade magnética do vacuo. No
vacuo, as quantidades B e H estio relacionadas com a densidade de corrente J. As
intensidades dessas quantidades podem ser obtidas pela relagao de Biot-Savart (no regime

nao-relativistico: v/c < 1):

B(z) = @/ Ja') x (@~ 17)431-’, (1.2)

AT |7 — 2|3
onde a integracao é feita sobre toda a regiao da corrente.
Na presenca de um meio magnético, o meio responde a presenca do campo magnético
com uma magnetizacao, M, que contribui tanto para B quanto para H. Microscopica-
mente, a magnetizagao tem origem no momento magnético associado ao momento angular

intrinseco dos elétrons (spin) e é dada por:

- 1
M= lim — Z ;. (1.3)
(2
Pode-se notar que, para haver magnetizagao é necessario que existam momentos magné-
ticos [i; e que na média, apontem na mesma direcdo. Isso ocorre no regime de baixas
temperaturas ou, se um campo externo atuar sobre o sistemall|. A altas temperaturas
a energia do sistema magnético ¢ minimizada para o sistema em um estado desorde-
nado uma vez que maximizando a entropia do sistema iremos minimizar a energia livre
(FF =< H > —T5). A temperatura critica em que o sistema passa de um estado ordenado
para um estado desordenado é chamada de temperatura de Curie (7)
O momento magnético de um atomo livre é obtido a partir de trés fontes principais: o
spin do elétron, seus momentos angulares orbitais e a mudan¢a no momento induzido por
um campo magnético externo aplicado [2]|. A rela¢do entre o momento angular orbital e o

momento magnético L é dada por



e -
i = —qg—L. 1.4
2] ngm ( )

De maneira analoga, a relacao entre o momento magnético intrinseco e o spin S é dada
por

e =
—S. (1.5)

Hs = =9 2m

Na equagao (1.4), tem-se a relacdo com o momento angular, onde g, = 1 é o fator g
orbital e na equagao (1.5), tem se a relagdo com o momento angular intrinseco (vetor de
spin), e gs ~ 2 é o fator g de spin. Nota-se que o momento de dipolo magnético de spin
em relacao ao momento angular de spin é duas vezes maior do que o momento de dipolo
magnético orbital em relagao ao momento angular orbital. De fato, os momentos angular
e de spin formam o chamado momento angular total, que é dado por:

-

J=L+S5. (1.6)

A relagao entre J e i é dada por:

-

fi=gusJ, (1.7)

eh
onde up = o ¢ uma unidade usual de momento magnético, chamada magneton de Bohr,
m

m € a massa do elétron e g é o fator de Landé, dado por:

J(J+1)+S(S+1)— L(L +1)
2J(J +1)

g=1+ . (18)

Os materiais respondem de maneira diferente a aplicacaio de um campo magnético
externo. A resposta a esse campo externo é medido pela suscetibilidade magnética por

unidade de volume, denominada por Y, que ¢ uma grandeza adimensional definida como:

_ pro| M|
| B]

De acordo com essa resposta, os materiais podem ser classificados como: diamagnéticos,

(1.9)

paramagnéticos, antiferromagnéticos, ferromagnéticos e ferrimagnéticos.
Os materiais diamagnéticos apresentam suscetibilidade negativa e relativamente pe-
quena. Todos os atomos sao diamagnéticos, no entanto, tal diamagnetismo é camuflado

nos casos em que existem dipolos magnéticos permanentes, ou seja, nos casos em que



alguma das "camadas'nao esteja completamente preenchida. Alguns exemplos desses ma-
teriais sao os gases nobres, He, Ne, Ar, Kr, Xe, e alguns sélidos como NaCl, KBr e LiF.
Uma explicacao classica para o diamagnetismo pode ser obtida através da lei de Lens:
uma variagao de campo magnético resulta numa corrente elétrica induzida que tende a se

opor a esta variagao, criando um campo oposto ao aplicado [3].

OF O OF O»
O -Op-OF -O»
-OP -OF -Or -Or
-OP -0 -O» -Or
-O» -O» -O» -O»

— H

Figura 1.1: Material diamagnético na presenca de campo externo, (Fonte:Belo, Andrade,
2007,p. 3)

Os materiais paramagnéticos sao caracterizados por uma suscetibilidade positiva, que
varia linearmente com o inverso da temperatura. Quando temos um meio magnético cujos
atomos possuem elétrons desemparelhados pode ocorrer o aparecimento do paramagne-
tismo, ja que os momentos de dipolos intrisecos dos elétrons podem se orientar no sentido
do campo magnético externo aplicado. Esta orientacao, em geral, nao é perfeita, uma vez
que ela sofre a influéncia da temperatura do sistema, que tende a destruir o alinhamento.
Materiais paramagnéticos nao apresentam uma magnetizagao espontanea porque colisoes
térmicas tendem a desalinhar a ordem, tornando os momentos magnéticos atomicos dis-

tribuidos aleatoriamente [4].

H=0 H

P U o~ o — e -

G W \ . O TN N F
"Hd_.". L 1. ) C\x TI { -l-_-), \d ] i~ L F,J | i-/l {?—b \—h}
P e B o o e e N —— o,
f Y A Y / ) Iy Y L Y
SR le 20D Rl s G R Rl v
P R e I e WA i S s i N ey Y
(#) (0) () (= () (=) (=) (=) (=) =)

(@) (b)

Figura 1.2: Material paramagnético. Em a)FI = 0.Em b)FI # 0,(Fonte: Belo, Andrade,
2007,p.3).

Na Figura (1.2), pode-se ver a diferenca entre o comportamento de um material para-

4



magnético na auséncia e na presenca de um campo magnético externo.

Materiais ferromagnéticos sao materiais altamente utilizados pela industria com int-
meras aplicagoes tecnologicas esses materiais apresentam alta magnetizacao quando sub-
metidos a pequenos campos magnéticos e por isso a sua vasta utilizacao, por exemplo,
na fabricacao de produtos de gravacao de dados. Esses materiais também possuem uma
temperatura de transigdo ou temperatura critica (temperatura de Curie), acima da qual
assumem magnetizacao nula, uma vez que a energia de agitacao térmica predomina so-
bre a energia de ordenamento, de modo que esse material passa a ter o comportamento
de um paramagneto na auséncia de um campo externo. Existem dois tipos de materiais
ferromagnéticos: os doces, que apresentam uma magnetizacao que se comporta de forma
praticamente linear com o campo externo (para campos fracos e moderados), e, quando o
campo externo é desligado a magnetizagao também se anula; ja os duros, retém magneti-
zacao residual mesmo quando o campo externo é retirado. Tal retencao esta intimamente
ligada ao comportamento nao-linear da magnetizacao com o campo externo nesses mate-
riais. O nome dado a essa propriedade é histerese magnética, de grande relevancia teérica
e aplicada.

O mecanismo responsavel pelo aparecimento do ferromagnetismo sao as fortes intera-
coes eletrostaticas de origem quantica, chamadas interacoes de troca, que existem entre
os elétrons do material [5]. No caso do ferro, por exemplo, dois elétrons na camada 3d
tendem a ficar mais afastado se seus spins forem paralelos.

Nos materiais ferromagnéticos o favorecimento da situacao em que os spins estao ali-
nhados produz no material o aparecimento de regioes chamadas de dominios magnéticos.
Essas regioes contém um nimero muito grande de atomos nos quais os spins estao prefe-
rencialmente orientados numa certa diregao, de modo que existe um momento magnético
resultante. No entanto, a orientacao dos dominios dentro do material sao aleatorias, o que
faz com que a magnetizacao macroscopica seja muito pequena, ou até mesmo nula antes
de um campo magnético ser aplicado.

Quando um campo magnético externo é aplicado, os dipolos intrinsecos dos elétrons
tendem a se orientar na direcao e sentido do campo. No entanto, nas regioes internas
dos dominios as interacoes quanticas entre os dipolos sao muito fortes tornando muito
dificil girar esses dipolos. Ja nas fronteiras entre os dominios, conhecidas como paredes
de dominios, os dipolos vizinhos nao estao necessariamente paralelos, e as interacoes entre

os dipolos nessas regides sao menores, o que permite que eles possam sofrer alteracoes em



(b)
Figura 1.3: a)Representagio de um cristal com magnetiza¢ao resultante nula,embora; cada

dominio esteja magnetizado (Fonte: Belo, Andrade, 2007,p. 3); b)Imagens de dominios
magnéticos gerados por Microscopia de For¢a Magnética(MEFM)

seu alinhamento, o que faz com que os dominios orientados na direcao e sentido do campo
crescam, incorporando spins dos dominios adjacentes, cuja orientagao é desfavoravel. Isso
faz com que o material adquira uma magnetizacao aprecidvel, que depende do campo
aplicado, até que se atinja certo valor maximo, chamado de magnetizagao de saturacao.
Por sua vez, o efeito de histerese esta relacionado ao fato de que quando o campo magnético
externo é retirado, os limites das paredes de dominio nao retornam todos a sua posicao de
origem, o que pode ser ocasionado por imperfeicoes na rede cristalina, tais como impurezas
e tensdes. E importante notar que a temperatura do sistema influéncia essa orientacio,
tornando-a mais aleatoria com o aumento daquela. Ao se atingir a temperatura de Curier

o ferromagneto passa a se comportar como paramagneto.

J& nos materiais ferrimagnéticos, os spins dos elétrons adjacentes se orientam antipa-
ralelamente, contudo ha uma magnetizacao residual, uma vez que os spins possuem mag-
nitudes diferentes, como pode ser visto na figura (1.4) De qualquer modo, a temperaturas

suficientemente altas, esses materiais perdem a “imantacao”, tornando-se paramagnéticos.



Os materiais antiferromagnéticos, também se caracterizam pela auséncia de magneti-
zagao espontanea, nao devendo ser confundidos, no entanto, com o caso paramagnético. A
temperatura acima da qual nao se aprecia o antiferromagnetismo se chama temperatura

de Neel (Ty). Acima desta, os materiais sao tipicamente paramagnéticos.

Ferromagnético Antiferromagnético Ferrimagnético

Figura 1.4: Representacao dos arranjos espaciais dos spins atomicos nos ca-
sos: ferromagnético; antiferromagnético; e ferrimagnético, a direita. (Retirado de
http:/ /www.geocities.com/castanhola2000/figura.htm)

O primeiro modelo para explicar a magnetizacao foi proposto por Pierre Weiss no
inicio do Século XX, o qual supunha que cada dipolo magnético de uma rede sofre a
acao de um campo magnético efetivo criado pelos vizinhos. No entanto, a origem de
tal “campo molecular” s6 foi compreendida anos mais tarde, com o advento da Mecanica
Quantica Estatistica, e estd relacionado com a diferenca entre as energias eletrostaticas
de dois elétrons nas situacoes de spins paralelos e antiparalelos. Quando o estado de
menor energia corresponde aos spins paralelos, tem-se o caso do ferromagnetismo. Porém,
quando esse estado corresponde a spins antiparalelos, tém-se entao o caso de materiais
antiferromagnéticos (e ferrimagnéticos). Existem modelos tedricos para se descrever o
ferromagnetismo e as transigoes de fase apresentadas por determinados materiais. Um dos
modelos mais famosos e que é base dos modelos de magnetismo nos so6lidos é descrito pelo

Hamiltoniano de Heisenberg 1],

H- - > (5:.5) (1.10)

Esse modelo fornece a energia de um sistema bidimensional devido a interagoes de
troca entre os spins proximos (primeiros vizinhos); o parametro J é chamado de constante
de acoplamento ou de troca. Dependendo se J < 0 ou J > 0, o hamiltoniano descreve

um sistema ferro ou antiferromagnético, respectivamente. S; = (57,57, S7) é o operador
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de spin no sitio 2. Em nosso trabalho esse modelo tem papel fundamental, pois é dele
que se obtém as solugoes a serem analisadas: as denominadas excitagoes topologicas de
spin. Essas surgem, por sua vez, como solucoes classicas de determinados modelos que
apresentam dinamica nao-linear e possuem carga conservada e estabilidade, advindas de
propriedades topologicas do modelo em questao. Por exemplo, configuracoes de spins
que apresentam comportamento assintotico nao-trivial (ndo se anulam no infinito) estao
associadas a solugoes que descrevem excitacoes nao-lineares do tipo-vortice e/ou do tipo-
soliton. As propriedades estruturais e dinamicas dessas configuracoes sao importantes

para se “caracterizar” o sistema magnético.

1.1.2 Parametro de ordem e defeitos topolégicos

A linguagem, métodos e teoremas de topologia algébrica, em particular a teoria de ho-
motopia, tém sido usados no estudo de Teoria de Campos Relativisticos desde a década
de 60, mas suas aplicacoes sistematicas no estudo de defeitos topologicos em Fisica da
Matéria Condensada comecou a partir de 1974 com os trabalhos de Belavin e Polyakov
sobre solitons no modelo o nao-linear. Os conceitos abordados e a discussao que serao
feitas nesta segdo é uma abordagem resumida das refs. |6, 7, 8|.

Para quase todos os nossos propositos, um meio ordenado pode ser considerado como
uma regiao do espago descrito por uma funcao, f(7), que atribui a cada ponto da regiao um
parametro de ordem, cujos possiveis valores constituem o espago interno (ou pardmetro do
espago ordenado)|6]. Quando o valor do parametro de ordem é o mesmo em todo o lugar,
dizemos que o meio é uniforme, isto é, f(7) é constante. No geral, nos estamos interessados
em meios nao-uniformes, nos quais o parametro de ordem varie continuamente através do
espaco, exceto, as vezes, em pontos isolados, linhas ou superficies - sao exatamente essas
regioes de dimensodes menores que constituem os defeitos topologicos a serem estudados
[6]. Sao exemplos de meios ordenados, spins planares, cujo parametro de ordem é um
vetor com magnitude fixa e contido num plano; o hélio-4 superfluido, cujo o parametro de
ordem é um campo escalar complexo ¢)(7) e os spins ordindrios, cujo parametro de ordem
é um vetor livre para apontar em qualquer direcao o espaco interno é a superficie de uma
esfera unitaria tri-dimensional.

Para falar de defeito topologico é interessante que se tenha conhecimento de alguns
conceitos de teoria de homotopia, tais como classes de homotopia, espacos simplesmente

conexos e nao-simplesmente conexos entre outros. Sendo assim uma breve revisao desse



assunto pode ser encontrado no apéndice (B), e sempre que preciso iremos recorrer aos
conceitos ali descritos.

Podemos caracterizar um defeito topologico como sendo uma regiao nicleo de dimensao
menor do que o espaco em estudo, no qual a ordem ¢ destruida. Por exemplo, se o espago
é unidimensional um defeito topologico poderia ser um ponto onde o parametro de ordem
nao estivesse definido; uma singularidade também poderia ser uma linha se o espago fosse
bidimensional e assim por diante. No caso do modelo XY, bem como do rotor planar (ver
capitulo 2), os defeitos topologicos recebem o nome de vortices.

Para tanto, considere o parametro de ordem s(z) = s(cos@(Z),sin6(Z)), sendo uma

fungao periodica de 0(Z):

0(Z) = ¢ + by, (1.11)

onde 6y é uma constante e & = (1, ¢), é o vetor posi¢ao em coordenadas polares. Entao, o

parametro de ordem é continuo e V6 = 1/r é finito em todo ponto, exceto na origem.

Figura 1.5: Remocao de uma singularidade matematica por um corte na origem do material

(Chaikin, (195),p.496)

O angulo 0 especifica a direcao do parametro de ordem e muda por 27 em um circuito
ao redor do nucleo. Como o parametro de ordem é periodico, vemos que, dado um inteiro
(2, ha um ntamero infinito de solu¢oes distintas nas quais § muda de 2Q7 em um circuito
fechado em torno da singularidade (ou niicleo; localizado na origem). @ é o numero que
caracteriza a solucao (1.11) e é conhecido como “carga topoldgica” ou “winding number”.
A Fig. (1.6) ilustra uma solugao com carga topologica @ = 1. De fato, solucoes do tipo
(1.11), com @ inteiro sdo exemplos de solugoes de vortice mas, como veremos adiante, nao
sao as unicas.

Como veremos () = +1 esta associada a 1° classe de homotopia (ver apéndice B), II;.

Dado que essas excitacoes apresentam carga topologica nao-nula, () # 0, segue-se entao
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Figura 1.6: Vortice com carga topologica Q = +1(Fonte: Belo, Andrade,2007,p.28).

que elas nao podem ser destruidas por uma deformacao continua do parametro de ordem,
adquirindo entao estabilidade topologica [7]. Vale ressaltar que o que caracteriza o vortice
é a sua carga topologica e nao uma equacao do tipo 0(Z) = Q¢ + 6. Na qual em um

mapeamento do circulo (essencialmente do espago interno) em torno do nicleo fornece;

?{de - %C%ds =20m, Q=0,+1,42, .. (1.12)

Existe uma infinidade de configuragoes para o parametro de ordem s(Z) para o qual
6(Z) muda de 2Q7 em um circuito ao longo de qualquer contorno em volta do nucleo [7].
Por exemplo, 6(Z) = Q¢ + sin¢ ou 0(Z) = Q¢ + tanh(r cos ¢) cos 7¢ ambos descrevem

configuragoes de spin com carga topologica Q).

(a) (b) ()

Figura 1.7: Spins planares em duas dimensées com carga topologica a)-1 b)-+2 c¢)-2 (Fonte:
Chaikin, (195), p.497).

Quando se buscam solugoes tipo vortice, na realidade estamos procurando por solugoes
que sejam estaveis, e aqui cabe ressaltar que, embora, solucoes tipo vortice sejam fisica-

mente estaveis, a estabilidade fisica nao é o mesmo que estabilidade topologica. Essa é um
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conceito matematico que depende da carga topologica. Ja a estabilidade fisica depende da
energia livre das diferentes configuracoes. Contudo, em muitos casos, a estabilidade topo-
logica implica na estabilidade fisica [6]. Como é o caso dos vortices com carga topologica
@@ = +1, pois para distorcer continuamente uma configuracao desse tipo para trazé-lo ao
estado de spins completamente alinhados demandaria uma quantidade de energia conside-
ravel. Assim, é improvavel a sua destruicao por flutuagoes estatisticas da energia. O que
j& nao acontece para vortice com () > 1 uma vez que a demanda energética é muito alta
e sua estabilidade fisica dificilmente é adquirida, geralmente decaem em similares mas de
carga unitaria.

A energia, E;, de um defeito topoldgico desse tipo pode ser dividida em duas partes:

(1) a energia do niicleo, E,, e (2) a energia elastica, E. Assim:

E;=E., + E.. (1.13)

A energia do niuicleo esta associada a destruicao do parametro de ordem no carogo do
defeito. A energia elastica esta associada com a variacao espacial do parametro de ordem
e pode ser calculada usando a teoria de elasticidade. Para aprofundar nesse assunto
remetemos o leitor a referéncia [7].

Em Teoria de Campos Classica nao-linear, temos algumas solu¢oes comumente co-
nhecidas como solitons, que representam configuracoes de energia bem definidas e sem
singularidades. Também temos uma caracteristica importante para os so6litons, uma vez
que sao solugoes de equacoes nao-lineares, de modo que o Principio da Superposicao Li-
near nao ¢ valido, necessariamente. Nesse caso, encontrar solu¢oes multi-solitonicas (2
ou mais solitons) ndo é uma tarefa simples. No entanto, quando os solitons se separam,
assintoticamente, eles voltam a ter a forma que tinham antes de se encontrarem [8].

Solitons sao outros exemplos de excitacoes topologicas e sao obtidos como solugoes de
equagoes diferenciais nao-lineares, como as de Sine-Gordon (1.14).

P 0P

1 .

A estabilidade da solugoes solitonicas em Teorias de Campo Nao-Lineares é uma con-
sequéncia da topologia [8]. Esta estabilidade sinaliza uma lei de conservagao: deve haver
uma quantidade ) que se conserva, sendo igual a um inteiro n. Essa quantidade pode ser

associda a uma carga topolodgica, da mesma forma que tinhamos para os vortices: assim
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um soéliton com carga topologica () = +1 dificilmente poderéa ser deformado a um estado
no qual o parametro de ordem estivesse completamente alinhado (estado fundamental).

Na figura (1.8) vemos um soéliton com carga topologica @ = +1.

i// s ‘~-f"\‘“\\f
f;ﬁf”*’av““‘b‘\ f
SRR Y

Figura 1.8: Soliton com carga topologica @ = +1 (Fonte: Belo, Andrade, 2007,p.23).

Portanto, o estudo de excitagoes topologicas é importante tanto na caracterizacao de
materiais quanto na explicacao de fenomenos fisicos. Por exemplo, paredes de dominios
magnéticos sao importantes em aplicagoes tecnolégicas uma vez que sao utilizados como
elementos de gravagao de dados [9]. Em um sistema bidimensional, quando pares de vortice
e anti-vortice sao desemparelhados, devido a influéncia da temperatura, temos a transicao
de fase de Kosterlitz-Thouless (TKT) [7]. Hoje, analisar essas e outras caracteristicas
em sistemas fisicos ndo ¢ mais um mero exercircio académico. E perfeitamente plausivel,
tendo em vista os avancos tecnologicos alcancados obter suportes dos mais variados tipos,
tais como cilindros, cones, esferas, toros, entre outros. Cabe a n6s analisarmos como a
geometria do suporte afeta aquelas excitacoes, sua energética e estabilidade.

Por fim, este trabalho tem como objetivo estudar algumas propriedades do modelo
de Heisenberg para ferromagnetos classicos na geometria/topologia da fita de Mdbius,
uma superficie nao- orientavel com curvatura nao-constante, e topologicamente nao-trivial

(assim como o cilindro e o toro, ha um buraco interno a supeficie).
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Capitulo 2

Consideracoes Gerais

2.1 DMotivacao

Dentre os principais motivos para a importancia dada as pesquisas em magnetismo nos
dias atuais, podemos destacar o fato de que os materiais magnéticos desempenham um
papel muito importante nas aplicagoes e no surgimento de novas tecnologias. Um exemplo é
gravagao de dados por meio de processos magnéticos [9]. Isso esta intimamente relacionado
com a existéncia de dominios magnéticos, que por sua vez, sao separados por estruturas
topologicas, as paredes de dominio. Assim, para que haja uma boa compreensao acerca

da gravagao magnética, faz-se necessario um estudo das paredes de dominio.

Figura 2.1: Uma parede de dominio de 180°, separando dois dominios cujas magnetizagoes
tém sentidos opostos. Essas paredes tém espessura da ordem de 100 a 1000 nandémetros
(Fonte:Belo, Andrade,2007,p.3).

Os conceitos geométricos e topologicos sao ferramentas importantes na compreensao
dessas estruturas. A idéias de simetria, intimamente relacionada a geometria é base para
o estudo de propriedades fundamentais de muitos sistemas fisicos. Topologia, por sua vez,
é importante na classificacao de certas solugoes como solitons, vortices e na anélise da
estabilidade das excitagoes obtidas. Assim, tendo em vista essa gama de possibilidades e

0 avanco que a tecnologia permitiu na area experimental e de manipulacao de materiais, o
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estudo de sistemas magnéticos em varias geometrias/topologias tem sido muito explorado.
Geometrias como, o cilindro[10|, a esfera [11], o cone [12], o toro[13] e geometria menos
usuais como a pseudoesfera|14] e fita de Mobius vem sendo consideradas nessas investiga-
coes. O presente trabalho pretende seguir tal linha de investigacao, considerando algumas
variantes do modelo de Heisenbeg continuo na superficie nao-orientavel mais simples: a
Fita de Mdbius.

Também, podem ser encontrados estudos em superficies magnéticas curvas no contexto
de Matéria Condensada. Em muitos desses estudos sao analisados os spins de Heisenberg
sobre geometrias curvas elasticamente deforméveis tais como cilindro circular, cilindro
eliptico, torus. O aparecimento de outras escalas de comprimento além das escalas geo-
métricas faz com que ocorra uma frustracao geométrica nesses sistemas magnéticos. Essa
frustragao leva a uma deformagao da superficie magnética na regiao do soliton [15].

Em outros trabalhos, tem se observado a influéncia da topologia na estabilidade das
solugoes encontradas. Por exemplo, na Ref [14] analisa-se spins de Heisenberg na superficie
de uma pseudoesfera (um espago infinito bidimensional com curvatura constante negativa).
Nesse caso, nao se consegue obter solugoes solitonicas estaveis. De fato, apenas solucoes
fracionarias podem ser estabilizadas nessa superficie, desde que um furo seja feito. Ao se
analisar o modelo XY, verifica-se que a energia de um tinico vortice nao diverge quando o
sistema tende ao infinito. Isso leva a um potencial nao-confinante entre um voértice e um
antivortice a grandes distancias, de modo que o par possa dissociar-se & uma temperatura
arbitrariamente baixa. [12, 16, 14].

Outro exemplo de solugbes fracionarias foi obtido em [13] onde também foi analisado o
modelo de Heisenberg para spins classicos no suporte toroidal. Nesse caso, para o regime
isotropico foi observado que as solugoes solitonicas sao fracionédrias e sua energia nao
diverge com o aumento do raio central do toro. Tais excitagoes nao sao estaveis para o caso
do horntorus (ver |13]), de forma que o genus do toro se torna uma obstrugao topoléogica
de suma importancia para a estabilidade de excitagoes nao-lineares nesse suporte.

Muitos outros trabalhos tém sido realizados em suportes com geometria nao-trivial.
Nesse sentido, podemos destacar os trabalhos desenvolvidos sobre a superficie da fita de
Moébius. Aqui, iremos fazer uma breve descricao de alguns trabalhos em Matéria Conden-
sada e Ciéncia de Materiais que tém em comum o desenvolvimento desses sobre o suporte

da fita de Mdobius.

Recentemente, S. Tanda e colaboradores|17] conseguiram sintetizar cristais de um com-
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posto de nobium e selenium, NbSes, na forma de uma fita de Mdbius, o que mostra que

estudos nessa geometria sao perfeitamente factiveis de serem testados experimentalmente.

Figura 2.2: a-c, os trés tipos de topologia, classificados pela natureza de suas torcoes
extrinsecas(mostrada esquematicamente abaixo das imagens). a)Estrutura do anel. b)
Fita de Mobius. c)Fita na forma de um "oito". d)Fibras de NbSe; (tiras brancas)
dobram-se em anéis em torno de uma gota de selénio com diametro de aproximadamente
50um. A fita de NbSes é enrolada na gota de selénio pela tensao de superficie até que suas
extremidades se juntem. e) Imagem de alta ampliagdo que mostra uma tor¢ao em uma
fita de cristal de NbSes; o enrolar da fita pode produzir uma torcao, como na formacao
de um cristal de Mobius, devido a suas propriedades elasticas e anisotropicas. A escala
das barras ¢ de 10um [17].

Hayaschi e Ebisawa [18] estudaram estados supercondutores na fita de Mobius, base-
ada na teoria Ginzburg-Landau (GL), e acharam que as “Little-Parks Oscillations” sao
modificadas quando comparadas ao caso de amostras em formas ordinarias de anéis. As
correntes persistentes na fita de Mobius, como funcao do fluxo aplicado, foi examinado
por Yakubo, Avishai e Cohen [19] e Mila, Stafford e Caponi[19]. Wakabayashi e Harigaya
estudaram a fita de Mobius feita de uma fita de nanografite e os efeitos dessa geometria
sobre estados localizados foram explorados. Kaneda e Okabe[20]| estudaram o modelo
de Ising na geometria de Mobius, especialmente os efeitos da geometria da amostra nas
propriedades de escala finita(“finite scaling”).

Masanao e Kazuhiro [21] estudaram, através de métodos de simulacdo, a estrutura de
paredes de dominio na fita de Md&bius ferromagnética, utilizando o modelo de Heisenberg
ferromagnético classico bidimensional com uma anisotropia simples e uma aproximacgao

de campo médio, foram obtidos dois tipos de parede de dominio que podem ser formadas:
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uma paralela e outra perpendicular a circunferéncia, respectivamente. Verificou-se que a
estabilidade dessas estruturas é sensivel a mudanga de temperatura e campo magnético
aplicado. A magnetizacao tem um comportamento que admite uma descontinuidade com
funcao da temperatura e do campo externo aplicado.

Em alguns outros trabalhos referentes & geometria de Mo6bius, observou-se o uso de
uma parametrizacao nao-canonica. Essa nova parametrizacao se baseia no conceito de
isometria', curva central e superficies desenvolviveis (“developable”) [22, 23, 24]. Nesses
casos utilizam-se informacoes contidas na linha central tais como torcao e curvatura, para
se obter a superficie completa. Utiliza-se um sistema de coordenadas locais baseado no
sistema de Serret-Frenet (t,n,b), onde o (t,n,b) sdo os vetores, tangente, normal e binor-
mal & curva (nesse caso linha central), respectivamente. Para uma compreensao melhor da
construgao da superficie a partir da linha central recomendamos as referéncias [22, 23, 25].

Gravesen e Willatzen abordaram o problema de autoestados em nanoestruturas na ge-
ometria de Mobius desenvolvivel com inclusao do efeito da curvatura [26]. Neste trabalho,
os autoestados e as autoenergias associadas a um sistema com uma particula confinada em
uma superficie na forma da fita de Mobius sao determinadas incluindo as contribuicoes de
curvatura para o operador energia cinética. Neste trabalho foi utilizada uma parametriza-
¢ao que minimiza a energia elastica de toda a estrutura explorando métodos de geometria
diferencial. Os autores conseguiram mostrar que a inclusao da contribuicao da curvatura
para a energia cinética levanta a dupla degenerescéncia encontrada para o caso da estru-
tura “flat-Mobius” e altera significativamente a forma dos estados ligados e excitados das
funcoes de onda|26]. Korte [27], mostrou que o pogo de potencial aumenta com a largura
da estrutura de Md6bius o que leva a uma localizacao das particulas nas regioes de maior
curvatura e essas regioes poderiam atuar como canais para transporte de particulas.

Convém ressaltar que os trabalhos apresentados até entao lidam em sua maioria, com
simulacao ou computacao numérica. O confinamento de particulas numa geometria de
Mobius e as estruturas de paredes de dominios magnéticos foram abordados, por métodos
numéricos e de simulagdo. Ja no trabalho da Ref |28] foi utilizado o formalismo bicomplexo
para se obter equagoes de movimento que ainda assim, sao resolvidas apenas para alguns
casos especificos com métodos numéricos. Isso nos motiva a abordarmos o problema do
estudo de excitacoes tipo-vortice na geometria de Mobius, buscando solucoes analiticas

nos casos em que essas sao factiveis e abordarmos o problema por meios numéricos nas

L Aplicacoes que conservam a métrica
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outras situacoes. A busca por solucoes solitonicas é feita através do modelo de Heisenberg
que sera discutido na secao seguinte, embora nao trataremos nesse trabalho de solugoes

solitonicas.
2.2 O modelo de Heisenberg

O modelo de Heisenberg é empregado para descrever a configuracao de spins em uma rede.
Alguns conceitos da Mecanica Quantica sao usados em sua derivagao. O Principio de Ex-
clusao de Pauli é usado para se obter aproximadamente a energia de troca, J. Ela descreve
a energia necessaria para que o sistema de spins interagentes passe de um estado singleto
para um estado tripleto. O estado singleto corresponde aos spins interagentes paralelos
entre si (estado ferromagnético) e o estado tripleto corresponde aos spins antiparalelos

(estado antiferromagnético). A energia de troca é dada por,

J = Eg— Er. (2.1)

onde Es e Ep sao as energias do estado singleto e tripleto, respectivamente.
A proposta de Heisenberg foi apresentar a energia de interagao entre spins vizinhos de

dois sitios como,

H,=—J5,.5,, (2.2)

onde S7 e Sy sao os operadores de spin, fornecendo os estados de spin nos sitios 1 e 2,
respectivamente. Para uma rede quadrada de sitios no plano, esta energia é dada pela

hamiltoniana,

/
H=-% > (8.8 + 8i8ic + Si.Sia + §1.50), (2.3)
i
o fator § foi inserido porque cada termo na somatoéria em (2.3) é contado duas vezes; o
indice 7 representa o ¢-ésimo sitio da rede e os indices i+1, 1—1, 1+2 e i —2 sao os primeiros

vizinhos do 7-ésimo sitio. De uma forma mais compacta escrevemos, simplesmente

H=-= > 8.8 (2.4)

<ig>
Como as componentes do vetor de spin S; sdo (S}, S?,5?), podemos reescrever (2.4)

como
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!
_ 1a1 2 @2 3a3
H=-% > (S)S)+ 5287 + 58P, (2.5)
<ij>
Se a rede possui anisotropia, entao podemos representar esta anisotropia por um fator

A na hamiltoniana e escrever

H==5 3 (S!S} + 5257+ (1+ N)S}S)). (2:6)

<i,j>
Considerando o espacamento a entre os sitios da rede pequeno o suficiente para se fazer
o truncamento na segunda ordem da expansao em Taylor de 5_*;-, no ¢-ésimo sitio, podemos
passar (2.6) para o limite continuo (Apéndice A): o que leva ao modelo sigma nao-linear.
Neste caso, a aproximacao continua das variaveis espaciais de spin sao validas para grandes
comprimentos de ondas e temperatura suficientemente baixa. O hamiltoniano continuo

toma a forma:

0S5 35
H = J// Z Z gwhab ]- + /\5a3 \/ |g d?’]ldng, (27)

i,j=1a,b=1
onde J = 3, \/Ednldng é 0 elemento de superficie em coordenadas 7, e 12, d43 € a delta
de Kronecker, e g” sdao os elementos (contravariantes) da métrica da superficie e h,, s30 0s
elementos da métrica do espago interno (spins). O campo vetorial de spins classicos pode
ser parametrizado em termos dos campos © e ®: assim teremos que S = (S*,8Y,5%) =
(sin © cos ®, sin O sin @, cos ©), sendo esse campo avaliado numa esfera unitéaria (espago
interno), com © = O(n,72) e ® = P(n1,72). O hamiltoniano (2.7) pode ser visto como
sendo o modelo ¢ nao-linear anisotrépico, numa superficie bidimensional arbitréaria.

Esta é a hamiltoniana para J > 0, ou seja, o caso ferromagnético. Para o caso mais
simples de apenas duas subredes distintas compondo um antiferromagneto (J < 0), o
vetor de spin S deve ser substituido pelo vetor de Néel, n = %(Sﬂ — 52), onde os indices

referem-se a subredes distintas.
2.3 A superficie da fita de Mobius

No estudo de superficies topologicas nao-triviais com curvatura, uma muito interessante é
a fita de Md&bius ou "Mobius Strip", que é uma superficie suave nao simplesmente-conexa
e com curvatura nao-constante. Trata-se, também de uma superficie nao orientavel que

pode ser obtida a partir de um retangulo ABCD, onde AC e BD sao unidos de maneira
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que A coincida com D e B com C| veja figura (2.3). Devido a uma torgao de 180°, um dos
lados da fita fica justaposto ao outro lado e, dessa maneira, obtemos uma superficie com
apenas um lado. Além disso, a superficie de Mdbius pode ser obtida também a partir de
um circulo S' parametrizado por z2 4+ y?> = R? e por um segmento AB no plano xy com
lz| <7, 2=0,y=0. Nos deslocamos o centro ¢ de AB pelo circulo S' . Agora, quando
¢ descreve um angulo ¢, AB faz uma rotacdo no sentido anti-horario de 2

5. Quando c
completa uma volta em torno de S!, AB retorna a sua posicao inicial , contudo, com os

extremos invertidos. veja figura (2.3)

\
i

\

=
=
il =

T l|||'4/

N

—
N
D

NN

S\
N

2=
==
Z

%
X

(a) (b)

Figura 2.3: a)O retangulo ABC'D pode ser unido de maneira a formar a fita de Mdbius.

Quando o lado AB é identificado com o lado C'D, nés obtemos a superficie de Mobius
como mostrado em b).

fZ

L=2r

™ »Y

X

Figura 2.4: Deslocamento do segmento AB em torno do eixo z, com uma rotagao de %
quando o segmento descreve um angulo de ¢ em torno de z, também obtemos a fita de
Mobius.
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A fita de Mobius pode ser parametrizada em diferentes sistemas de coordenadas, tais

como o cartesiano, de modo que a equacao que descreve essa superficie é;

—R*y + 2%y 4+ y> — 2Rxz — 222 — 2y%2 + y2° = 0, (2.8)

de maneira que a sua equacao paramétrica seja dada por;

x = (R +rcos(¢/2)) cos(¢),
y = (R+rcos(¢/2))sin(e), (2.9)
z = rsin(¢/2),

L L] onde L é a largura da fita e

onde R é o raio de rotagdo em torno de z, r € [-5, 5

¢ € [0,27] é o angulo azimutal.

Para os nossos propositos ¢ importante que conhe¢camos a métrica g;; e o elemento
de linha, ds, da superficie de M6bius. Os elementos g;; da métrica serao determinados a
partir da defini¢do da referéncia [33].

O elemento de linha desse espaco é dado por,

ds® = g;jda’da’. (2.10)

A meétrica, por sua vez, pode ser calculada por:
_or or
g’bj - 8(]2 8(]]7

de onde pode-se ver que se os elementos da métrica sao produtos escalares dos vetores

(2.11)

IF 5 S : :
tangentes 5 A8 curvas 1 = (x,y, z) para g; constante. Esses coeficientes especificam a

natureza do sistema de coordenadas (q1, g2, q3) que no caso das coordenadas descritas na
equagao (2.9), equivale a (R,r,¢) . Como estamos estudando excitagoes na superficie da
fita de Mobius, o parametro R serd mantido fixo, dessa forma nao nos preocuparemos com

os elementos da métrica relacionados a R. Assim temos que,

wor oy 920
9= Bq: dq;  0q; 0q;  Oq; Oq;

(2.12)

Através de calculos simples, considerando ¢; = r e go = ¢, podemos verificar que para

a fita de Mobius os elementos, g;;, da métrica covariante sao dados por;
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1 0

2.13
3r2+4R2+42r2 cos p+8rRcos p/2 | ( )
4

(Qij) =

Pode se definir os elementos da métrica contravariante, g%/, a partir dos elementos da

métrica covariante usando a relacao;

gikgkj = 0y (2.14)

onde ¢;; é o delta de Kronecker, que ¢ definido como d;; = 1se ¢ = j e 6;; = 0 se i # j.

Logo, temos que

o 1 0
(97) = ) : (2.15)
3r2+4R2+42r2 cos p+8rRcos ¢/2

Agora, podemos determinar o elemento de linha para a superficie de Mobius,

2
ds® — gijdxid:vj — i+ [R2 + 2Ry cos(%) + %(3 4 2 cos (b)]d¢27 (2.16)

onde se adotou a convencao de Einstein para indices repetidos. O gradiente para uma

superficie arbitraria qualquer é dada por,

= 10
V= Z%h—la—qz» (2.17)

onde h? = g;; e g; é a coordenada generalizada. Definindo-se k = R? +2Rr cos(2) + %(3 +

2 cos ¢), podemos obter o operador gradiente para a superficie de Mobius, o qual lé-se:

= ~1
V =70, + (bﬁ@qb (2.18)

Observe que o parametro k que aparece nas equacoes acima, tem algumas caracterfs-
ticas especiais que serao reportadas no capitulo 4, entre elas destacamos o fato de que ele

obedece a uma condicao de contorno intrinseca a fita de Mdbius, a saber,

k(r, ¢) = k(=r, ¢ + 2m). (2.19)

Note também que esse parametro é estritamente positivo, uma vez que

k= (rcos(¢/2) + R)* + g > 0. (2.20)

Ver figura (2.5),
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Figura 2.5: Grafico de k£ em funcao de r x ¢ com L = 8 R = 10.

Finalmente, a curvatura gaussiana da fita de Mobius é dada por

_ AR? B 2
¢=- (4R2 + 3r2 + 2r(4Rcos /2 + rcosd))? — 5 (B/R) (2.21)

Podemos notar que a fita de Mdbius possui uma geometria bastante rica sua curvatura
gaussiana ¢ nao-trivial. Ela é negativa e nao admite nenhuma regiao de curvatura nula;
sua variacao tem dependéncia nas varidveis ¢ e r, o que causa acoplamento nas equacoes
de campo como veremos nos capitulos 3 e 4; uma vez que G é inversamente proporcional
a k2, as equacoes de campo se tornam mais complicadas quando comparadas as equacoes
de campo para os casos da esfera|ll|, pseudo-esfera|l4| e toro[13] . Também podemos
observar que a curvatura satisfaz a condigdo G(r, ¢) = G(—r, ¢ + 27); que é caracteristica
da fita de Mdbius e também pode ser observada no parametro k. No limite de  — 0 sua
dependéncia em ¢ é eliminada. Ao longo de » = 0 a sua curvatura fica constante, e igual
d ()"

No proximo capitulo, iremos utilizar o modelo de Heisenberg para um suporte com a

geometria de Mobius e buscaremos obter solu¢oes topoldgicas nesse suporte.
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Capitulo 3

Modelo de Heisenberg e solucoes
topologicas na fita de Mobius

Nesse capitulo, iremos usar o Modelo Rotor Planar(MRP) na fita de Mobius para o estudo
de excitacoes tipo-vortice. O MRP pode ser obtido do modelo anisotropico de Heisenberg,
tomando o termo de anisotropia como sendo -1 e §% = 52 + Sy = 1. Dessa forma, é
conveniente que seja descrito o modelo anisotropico de Heisemberg para a fita de M&bius

para, em seguida, obtermos o modelo MRP.
3.1 O modelo de Heisenberg na fita de Mobius

Nosso intuito ¢ obter excitagoes topologicas na fita de Mdobius que é uma superficie nao
orientavel e nao simplesmente-conexa, (os "loops"definidos em sua superficie nao podem
ser contraidos, por meio de deformagoes continuas, a um ponto). Vamos utilizar o sistema
de coordenadas dado por (2.9), os elementos de métrica covariantes e contravariantes dados
em (2.13) e (2.15) e, o espaco de spins (espaco interno) em coordenadas cartesianas, de

modo que hg, = dgp. Assim, o hamiltoniano anisotrépico (2.7) toma a forma:

LT (302 + AR + 2r%cos ¢ + 8rRceos 2)3  9ST 98V, 5%,
n-1[ | . (7 + (P 4+ NG
; oSt ,  asv ., o5°
+ : (2 (1 +A drdé. (3.1
(3r2 + 4R? + 2r2 cos ¢ + 8rRcos £)2 8925) (3¢) ( )(8¢> Jdrdg. (3.1

Quando utilizamos a representacao do vetor de spin S = (sin © cos @, sin O sin P, cos O)

em termos de © e ® e usamos k = R? + 2Rr cos(%) + %(3 + 2 cos ¢), obtemos o seguinte

hamiltoniano para o nosso modelo:

H = J/l /zﬂ VE[(1 + Asin? ©)(8,0)% + sin? 0(9,3)?]
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+i[(1 + Asin® ©)(9,0)% + sin® O(9,P)?|drde, (3.2)

sendo, Oy = % e 0y = 9

Agora, precisamos determinar as equacoes de movimento para os campos O e ¢ para a

> 3

hamiltoniana obtida. Essas equacoes podem ser calculadas via equacoes de Euler-Lagrange

para os campos. Neste texto, vamos utilizar a forma definida na referéncia [8], ou seja,

oo o
dp 0zt 9(0up)

= 0. (3.3)

Essa expressao representa a equacao de movimento para o campo ¢. Aqui,

o = (2!, 2?)

= (r,¢). (3.4)

Como buscamos solugoes estéticas, o papel desempenhado por £ em (3.3) é assumido

por h (densidade hamiltoniano), com sinal negativo uma vez que,

H=Y n(q.q)q—L=H=-L, (3.5)

onde ¢, 7(q, 4), H e L sao, respectivamente, a coordenada canénica, o momento conjugado,
a Hamiltoniana e a Langrangeana do sistema. A densidade hamiltoniana para o nosso caso

¢ dada por:

h = VE[(1+ \sin?0)(9,0)? + sin? ©(5,8)?] +

%Kl + Asin ©)(940)” + sin” ©(9,2)°]. (36)

Entao, tomando as equagoes (3.3) e (3.6), temos que a equagdo de movimento para os

campos O e ¢ sao:

96 ol " 9sla,0) " (3:8)



Estas expressoes levam as seguintes equacoes de movimento acopladas para os campos

O(r, @) e (r, ¢);

sin © cos @\/E[)\(ﬁr9)2 + (0,9)?] A(050)° + (9,@)?]

1
+_
Vk

— O,VE(1 + Asin? ©)0,0] + 8¢[%(1 4 Asin?©)9,6), (3.9)
0, [k sin? ©(8,8)] + Oy~ sin” ©(3,8)] = 0. (3.10)

VEk
Portanto, o regime anisotropico de Heisenberg nos fornece equagoes diferenciais nao-
lineares acopladas. Solucoes nao-triviais adequadas podem ser obtidas desde que algumas
condicoes sejam impostas, de maneira que solucoes especiais possam emergir. Neste ponto
convém lembrar que as equacoes acima assumem a forma similar de suas correspondentes

) 1
nos casos esférico, pseudo-esférico e toroidal. De fato, sempre que identificamos — com

Vk
S 1

, —— . ou —, onde ¢ faz o papel de angulo azimutal, as equagoes acima
R+ ssinf’ Ssinfd pT ¢ pap & quas

recobrem os casos do toro, esfera e pseudo-esfera, analogo aos da referéncias [13, 11, 14].

Nas equacgoes acima R e s sao os raios axiais de rotacao no toro, respectivamente. S é o
raio da esfera e p7 representa uma distancia ao longo da geodésica na pseudo-esfera, ou
seja, uma hipérbole.

Como podemos observar as equagoes para os campos © e ® sao equacoes acopladas
e altamente nao-lineares; dessa forma encontrar solugoes gerais para esses campos ¢ uma
tarefa complicada. Contudo, um estudo de solugoes especiais nos fornece informacoes
importantes do comportamento dos campos nessa superficie. Na secao seguinte, iremos
estudar o caso anisotropico para, A = —1. Nesse caso, temos que © = g é solucao e

buscaremos uma solucao para o campo P.

3.2 Solucoes tipo-voértice no Modelo do Rotor Planar

Em muitas superficies, excitagoes chamadas vortices sao obtidas quando buscamos solu-
¢Oes para o caso do Modelo do Rotor Planar (MRP) (ja que estamos tratando de solugoes
estaticas, os resultados sao aplicados ao modelo XY)[13, 14, 11, 14, 12, 16|. Geometrica-
mente, um vortice com uma carga topologica ¢ # 0 pode ser visto como um conjunto de

spins em torno de um circuito fechado em volta do niicleo (centro do vortice ou carogo)
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que é um ponto(ou regiao) singular ou uma obstruc¢ao topologica, tornando impossivel,
topologicamente, mudar a configuracao de spins para obter uma configuracao na qual
todos os spins estejam alinhados perfeitamente a uma distancia arbitraria do nicleo do
vortice. Assim, uma configuracdo tipo-vortice nao pode ser continuamente deformada
para o estado fundamental, sendo portanto, topologicamente estavel. Vortices tém sido
intensamente estudados por décadas em intimeros sistemas fisicos, tais como, superflui-
dos e supercondutores. Recentemente, eles tém sido observados em nanomagnetos como
estados fundamentais em determinadas geometrias, como a cilindrica.

Quando modelamos um vortice como um continuo de spins, temos a intencao de descre-
ver apenas a sua regiao exterior; uma vez que na regiao do ntucleo o tratamento analitico
nos fornece apenas uma estimativa de sua energia,requerendo técnicas numéricas e si-
mulacao para melhor entendimento das configuracoes de spins. De qualquer modo, na
topologia da fita de Mobius, temos um “cut off” natural para o vortice (assim como no
caso do cilindro e do toro).

Para alcancarmos nossos propositos, devemos considerar as solucoes confinadas ao
plano XY, ou seja, apenas a variavel de spin ® terd dinamica (espacial) enquanto © per-
manecera constante, uma vez que estamos lidando com solucoes estaticas. Essas solucoes
estao associadas ao MRP, de forma que tomaremos A = —1e © = g Entao a hamiltoniana

(3.2) para este sistema passa a ser escrita como:

: o 2 1 2

Da equagao de movimento (3.10), temos que

0, [VE@0)]+ 4l —=(0:0)] =0 (3.12)

Como pode ser observado, embora, essa hamiltoniana forneca equacoes de campo mais
simples que (3.10), sua solu¢ao nao é uma tarefa simples. O termo Vk que acompanha
as derivadas de ® é um termo que acopla as variaveis r e ¢, naturais dessa geometria, e
que nao podem ser separadas. Nesse caso ¢ interessante que analisemos algumas solucoes
assintoticas para o nosso problema. Como sao solucoes exatas elas nos auxiliarao no
julgamento de alguns resultados obtidos para as consideracoes que faremos posteriormente.

Também, convém ressaltar que o proprio estado ferromagnético, que é o estado de

menor energia, ja apresenta uma configuragao nao-trivial, como estudado na Ref.[21]. De
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acordo com resultados de simulacao para uma fita de Mobius ferromagnética dois tipos de

paredes de dominio sao possiveis de serem encontradas para o estado ferromagnético.
Esses dois tipos de paredes de dominios encontrados para o estado ferromagnético

fornecem uma idéia da estrutura do estado fundamental para essa superficie, como visto

na figura (3.1)

Figura 3.1: a)Simulagao para a fita de Mobius ferromagnética. b)Parede de dominio no
estado ferromagnético. c¢)Eixo de coordenadas local [21].

Na figura (3.1) apresentamos apenas o resultado para uma parede de dominio que é
suficiente para o proposito desse paragrafo. Os eixos (Z, 7, Z) sdo eixos moveis e definidos
em cada ponto da superficie, sendo o eixo Z é normal a superficie em cada ponto. Como
vemos na figura (3.1-b) os spins apontam sempre na dire¢do Z. Intrisecamente, esse caso
é anédlogo ao caso do espago 2D plano. Note que, para quem estd na superficie, os spins
apontam sempre no mesmo sentido, o que ocorre para o caso ferromagnético no plano.
Contudo, para quem esta fora da superficie, percebemos uma formacao de parede de
dominio. Note que intrinsicamente, os spins apontam todos na mesma direcao fornecendo

o estado ferromagnético, de mais baixa energia.
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Capitulo 4

Solucoes Assintéticas para o Modelo do
Rotor Planar

Vamos analisar algumas solugoes assintoticas para a fita de Mobius. Nessa secao usamos
algumas aproximagoes para o parametro k, que sao tratados com mais detalhes no apéndice

C.

4.1 Casos Limites

a) Finta Fina r — 0
Nesse caso, a fita de Mobius estaria reduzida a um circulo de raio R; ai, admitindo-se

simetria cilindrica para ® : & = ®(¢), obtemos que a equagao (3.11) torna-se:

l 27
1
fmmzj//‘g4a@mm¢ (A1)
o VEY
A equacao de movimento para esse caso é dada por
1

Vi

Como lim,_, ﬁ = &, € constante, a solu¢io ¢ uma solugao tipo-vortice, dada por:

0, —=0,3] = 0. (4.2)

(¢) =Co+¢o, CEZ; (4.3)
onde ¢ ¢ uma carga topoldgica e ¢y uma constante de integracao. Essa solucao ja era de
se esperar uma vez que nesse limite a fita de Mdbius tem o aspecto de um circulo que tem
como solucao uma configuracao tipo-vortice.

b) Fita Grande R — o
Nesse limite, a fita de M6bius apresenta um raio muito grande e, como R > r, podemos
considerar novamente ® = ®(¢) de modo que, continuamos a ter,
1

a¢[\/E

0,®] = 0, (4.4)
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Quando tomamos R > r, isto ¢, dado um raio R muito grande, a razao ﬁ é pratica-

mente constante(ver apéndice C). Dessa forma, a equagio (4.4) pode ser escrita como:

L
NG

cuja solucao é uma solucao tipo-vortice, dada por:

0[05®] = 0, (4.5)

D) =C'o+¢1,( € Z. (4.6)

Novamente ¢’ ¢ uma carga topologica e ¢, uma constante de integracao. Também nesse
caso a solucao tipo-vortice ja era de se esperar uma vez que nesse limite a fita de Mobius se
comporta como uma circunferéncia que tem como solu¢ao uma configuragao tipo-vortice.

c) Fita Grossa r — o

Neste caso, nés temos um comportamento interessante, mantendo o raio da fita cons-
tante e tomando uma largura muito grande vemos que a fita comeca a se auto-interceptar.
Esse caso nao é uma situacao fisicamente realizdvel, contudo, podemos analisar os resul-
tados nessa situacao como resultados limite para os nossos céalculos. Vamos admitir, a
priori, que nesse caso também seja vélida a simetria cilindrica, i.e, ® = ®(¢). Sendo as-
sim, teremos a mesma hamiltoniana do caso anterior, novamente calculando as respectivas

derivadas obtemos a seguinte equagao de movimento:

1
%@—ﬂﬁw@ézo (4.7)

No limite r — oo, temos que a EDO (4.7) torna-se:

1/2sin¢

- T 9, = 4.
% i)>/2+cosgzﬁaq5 0, (4.8)
tendo como solucao;
¢ 4
P(¢) = CI1E(§, 5) + ¢o, (4.9)

que é uma funcao Eliptica de Jacobi, onde E(¢, m) = ff[l — msin? 0]'/2d0.
Vamos calcular a carga topologica para esse caso. Fazendo, ¢ = qﬁ na equacao
5

(4.9). A carga topologica (vorticidade) é formalmente definida, no limite continuo, como;

1 e
I D - dl 4.1
; %iy , (4.10)
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ﬁ
onde a integracao é feita ao longo do caminho fechado C', V é o operador gradiente definido

em (2.18) e dl ¢ o elemento de linha na fita de Mobius. Assim temos,

—ifﬁ df—i/aqw— €z (4.11)
T_27T S or ¢ — 4 ' '

Aqui é interessante notar que tomando ¢ = +1, a solucao encontrada se assemelha &
solucao tipo vortice se diferenciando apenas por oscilagoes nessa solugao, como visto na

figura (4.4),

9 4
2'5

— 2[¢]=qixE[
¢

]

Figura 4.1: Grafico de ®(¢)x¢ para solugoes tipo-vortice ®(¢) = ¢ e para o caso da solugao
Eliptica. Note que a solugao Eliptica difere por um termo adicional em A sin ¢

Isto sugere que na solucao encontrada, temos um termo de vorticidade e um termo de
oscilagao do tipo Asin ¢.

Também poderiamos analisar o caso limite em que R — 0, contudo, os resultados serao
analogos ao caso em r — o0 uma vez que, para a solucao final esses dois processos sao
equivalentes.

Assim, como podemos observar temos que em alguns casos limites as solucoes se apro-
ximam de resultados esperados e servem para comparacao com resultados posteriores.
Contudo, para o caso geral a equagao (3.12) ainda se torna dificil de ser resolvida. Uma
proposta alternativa é fazer uma analise numérica a fim de conhecermos melhor o com-

portamento da solucao do nosso problema e assim extrapolarmos alguns resultados.
4.2 Solucao numérica para o MRP

Como pode ser observada a equac¢ao de movimento (3.12) é altamente acoplada. E no caso
geral nao podemos considerar uma simetria cilindrica, como feita em outros trabalhos,
quando o suporte era uma esfera [11], pseudo-esfera [14] ou toro [13|, para mencionar,
nesses casos tal consideracao simplificava em muito a abordagem do problema. Aqui no

entanto, devemos levar em consideragao tanto a variacao de ® com r quanto com ¢. Sendo
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assim, o que vamos fazer nessa secao é¢ uma abordagem dos resultados obtidos através de
um tratamento numérico usando o processo de diferencas finitas. O método de diferencas
finitas descreve uma aproximacao numérica para a solucao da equacao diferencial em
questao. Dai, os dados numéricos gerados serao comparados com as solucoes analiticas
encontradas para os casos assintoticos da se¢ao (4.1). A partir disso iremos extrapolar uma
condicao de contorno para o nosso problema no caso geral. Em seguida vamos analisar o
caso geral onde os limites considerados nao sao mais validos. Os resultados obtidos aqui
foram gerados por meio de programa baseado em linguagem Fortran 90. Daremos aqui
apenas uma breve descricao do mesmo, para maiores detalhes sobre o método de diferencas
finitas ver apéndice (D).

Tal método consiste, basicamente, na discretizagao da superficie(ou espago), em ques-
tao de modo a tornar a ED (3.12) uma equagao discreta. Caso seja conhecido o comporta-
mento da funcao no contorno para o problema pode-se, por meio de interagoes, conhecer
o comportamento da fun¢ao no restante da superficie. Agora, vamos reescrever a equac¢ao

(3.12) como:

1 Ok 1 ok
2 2
8<I>+k8 @+ 5r 5 00~ g 0e® = (4.12)

A equacdo (4.12) pode ser discretizada quando usamos as seguintes relagoes para as

derivadas primeiras e segundas da fungao ®(r, ¢) em termos das variaveis ¢ e r ;

— D, ;

0, = q)’*j“2p J-1 (4.13)
0,0 = Lit1d Q_hq)“’j : (4.14)
PP = igr1 = 2;);’]' T Pijo1 (4.15)
PP = Piviy = 2%iy + Pty (4.16)

h? ’
onde p e h sao os incrementos em 7 e ¢, respectivamente. Nessas equacoes o indice

refere-se a varidvel ¢ € [0,27] e o indice j refere-se a varidvel r € [—% O método exige

2 2]
que saibamos o comportamento da fun¢ao ®(r, ¢) no contorno da superficie. Aqui, vamos
assumir a condicao de contorno que nos extremos da fita os spins estao alinhados com a
superficie. Essa condicao é razoavel, uma vez que, nos casos limites r — 0 e R — 00, como

vimos, temos uma solucao tipo-vortice. Também, no interior da fita vamos sortear direcoes
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aleatorias para os spins. Utilizando essas relagoes e a condi¢ao de contorno proposta, nos

obtemos os seguintes resultados para os casos limites, como seguem.
4.3 Casos limites - Resultados Numeéricos

a) Fita Fina, L — 0

Utilizando o método proposto, vamos considerar o caso de uma fita, onde a sua largura
¢ muito pequena, r — 0; nesse caso, como visto na secao (4.1); a solu¢ao analitica é
uma solu¢ao tipo-vortice ®(¢) = (¢ + ¢o. O resultado numérico para esse caso, usando o

método de diferengas finitas, pode ser visto na figura (4.5)

S
ASH

RPN W 010y g0

1 2 3 4 5 6 ¢

Figura 4.2: Gréfico de ®(¢)x¢. O resultado linear(linha continua) é o gréfico para solugao
tipo-vortice dada por ®(¢) = ¢ + m/2 e os pontos o resultado numérico para uma fita de
largura muito pequena, nesse caso, L = 0.1 e R = 10.

Como era de se esperar para L — 0, temos que os resultados numéricos fornecem uma
solucao tipo-vortice, o que era natural, tendo em vista que nesse limite a condicao de
contorno imposta tem um peso muito maior sobre o resultado obtido.

b) Fita grande R > r.

De maneira analoga ao caso anterior, vamos analisar a fita de Mobius para o caso onde
o raio é muito grande. A solu¢do como vista na se¢do (4) para uma fita de raio muito
grande é uma solugao tipo-vortice ®(¢) = ("¢ + ¢¢. O resultado numeérico para esse caso,
usando o método de diferencas finitas, pode ser visto na figura (4.6);

Nesse caso, como esperavamos, a solu¢ao como vista no grafico da figura (4.3) é uma
solucao do tipo-vortice uma vez que os pontos, resultados numeéricos obtidos com o nosso
método, tém um comportamento linear praticamente idéntico ao caso analitico, colabo-
rando para a validade dos nossos resultados. A configuracao de spins para esse caso pode
ser visto na figura (4.7),

c) Fita Grossa L > R.
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Figura 4.3: Grafico de ®(¢)x¢. O resultado linear (linha continua) é o gréafico para solugao
tipo-vortice dada por ®(¢) = ¢ + m/2 e os pontos o resultado numérico para uma fita de
raio muito grande, nesse caso, L = 6 e R = 10,
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Figura 4.4: Configuracao de vortice sobre a fita de Mdbius para o caso de raio grande,
nesse caso L = 6 e R = 10%.

Esse caso, na realidade nao é um caso factivel do ponto de vista fisico, uma vez que
terfamos uma fita que se auto-interceptaria. Contudo, é um caso interessante de se analisar
do ponto de vista da validade do método utilizado para obtencao de resultados. Para isso,
consideraremos uma fita com um raio fixo e uma largura expressiva em comparagao com
o raio (r >> R). Para esse, como ji vimos anteriormente no limite de r — oo temos que
solugao é a eliptica de Jacobi. Dessa forma, a condi¢ao de contorno escolhida, nao seria
a mais apropriada nessa situagao (L=2000). Contudo isso pode ser contornado, quando
analizamos a soluc¢ao para r € (250, 750) uma vez que nessa regiao r nao esta proximo do
contorno, e por isso é pouco influenciado por ele, e esta longe da origem r = 0, na qual
o limite nao é valido. Os resultados para a variagdo do campo ®(¢), podem ser vistos na
figura (4.8);

Aqui, devemos ressaltar que diferentemente dos outros resultados o comportamento de

®(¢) varia com a posi¢ao na fita quando assumimos uma largura grande em vista do raio
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Figura 4.5: Grafico de ®(¢)x¢ para solucoes tipo-vortice através de analise numérica. O
grafico linear é o caso ®(¢) = ¢ e os pontos o resultado numérico para r variando de
—1000 a 1000 esse intervalo foi dividido em 800 partes

da fita de Mobius (r >> R). Noutras palavras, quando temos uma fita de largura grande,
o comportamento da funcao ® para regioes da fita suficientemente afastada do centro, tem
um comportamento que se assemelha a fungao E(%, %) sendo essa funcao um limite para
os resultados obtidos, como pode ser observado na figura (4.9), onde o grafico continuo é

a funcao E(%, 2) e os pontos o resultado numérico.
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3.5 -

Figura 4.6: Grafico de ®(¢)x¢p,0 gréfico linear(linha preta) é o caso para solucao-tipo
vortice a curva em azul é o grafico para funcao eliptica e os pontos sao resultados numéricos
com r variando de —1000 a 1000 esse intervalo foi dividido em 800 partes, a escala do gréfico
foi alterada para melhor visualizacao.
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Note que o comportamento da funcao ¢ para fita de Mobius, se assemelha muito ao
comportamento da fun¢io ® = ¢ + Asin(¢) onde A é um parametro que depende de r
e no limite quando r — 0 temos que A — 0, ou seja, temos uma solu¢ao tipo-vortice
Q= (o + ¢o.

Como pode ser observado, o resultado numérico concorda com o resultado analitico
encontrado. Sendo assim, vamos utilizar o método numérico para encontrar a solucao
para uma fita de Mobius, onde a largura é da ordem do raio da fita.

c) Fita com largura da mesma ordem de tamanho do raio, L ~ R.

De modo geral, quando olhamos para essa geometria com objetivos de entendé-la e
utiliza-la em futuras aplicacoes tecnologicas, vemos que as dimensoes de sua largura e do
seu raio sao da mesma ordem: por exemplo, em [17] foi reportada a construgao de uma
fita com L = 20um e R =~ 25um.

Vamos considerar uma fita onde L = 6u.c (unidades de comprimento) e o raio R = Tu.c,
nessa situagdo nos obtemos os resultados da figura (4.10) para a variagdo de ® em termos

de r e ¢.
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Figura 4.7: Grafico de ®(¢)x¢ para solugoes tipo-vortice. O grafico linear é o caso ®(¢) = ¢
e os pontos, os resultados numéricos para r variando de —3 a3 e R=17.
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Podemos comparar também o comportamento do campo ¢ quando variamos o raio
da fita de Mobius e mantemos fixo a largura dessa fita. Esse resultado pode ser visto na

figura (4.11) e (4.12), nesse ultimo a escala foi ampliada para melhor visualizagao;

& (9)
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4
3
2
@
1
S B S S
(a)
2(¢)
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1 2 3 4 5 6 ¢
(b)
2(¢)
10
8
6
4
2|
o)

Figura 4.8: Andlise da variacdo de ®(¢) para os casos de uma fita com L = 15 e R =
a)8,b)12 e ¢)20 respectivamente. a medida que o raio aumenta temos uma solugao mais
proxima da solugao tipo-vortice.
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2(9)

3.2

2.8

(a) (b) (c)

Figura 4.9: Analise da variacao de ®(¢) para os casos de uma fita com L = 15 e a)R =
8,b)R = 12 e ¢) R = 20 respectivamente, Os graficos foram ampliados para melhor anélise
da variacao de ® com r, o gréafico linear e para solucao tipo-vortice. a medida que o raio
aumenta temos uma solugao mais proxima da solucao tipo-vortice. O que fica muito claro
quando comparado o grafico (a) com o (c).

Note que a medida que R aumenta, a solucao se aproxima daquela que descreve um

vortice usual, digo ®(¢) = ¢, ¢ + do.
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Como pode ser obsevado a medida que a largura comeca a assumir valores maiores que
o raio da fita, os efeitos de curvatura ficam mais evidentes, como podemos ver no gréfico
da figura (4.12-a) e na figura (4.13-a). Por conseguinte, como visto, temos que para os
casos em que a largura é da mesma ordem de grandeza do raio (e menor que este; uma vez
que, fitas com largura maior que o raio nao sao realizaveis do ponto de vista geométrico) a
excitagao tipo vortice, ®(¢p) = ¢, + ¢, € solucao para fita de Mbius, com a condigao de
contorno proposta. A carga topologica dessa configuracao pode ser calculada como feito
na equagao (4.10). Assim,
1

v—>
T27T

—»

/ 0,Bds = . (4.17)

Deste modo, baseado em nossos resultados, podemos sugerir o calculo da energia utili-
zando uma solucao tipo vortice, dada por ® = (¢+¢g; usando essa solucao na hamiltoniana

(3.11). A energia sera dada por,

Ernp = / / v ®)drde (4.18)

L2 Vk

2w pL/2

—p2 Vk

Como pode ser observado, a integragéo na variavel ¢ nao pode ser calculada facilmente.
Por isso, vamos fazer uma integracao numérica usando o programa Mathematica 5.2, a
fim de obtermos o grafico da energia. Utilizando essa abordagem numérica foi estudada a
variagao da energia em diversas situagoes. Como pode ser visto na figura (4.14) e (4.15).

Na figura (4.14) nota-se que a energia diminui com o aumento de R, o que concorda
com resultados encontrados em [13|, onde também se trabalha com uma superficie nao-
simplesmente conexa, a saber, o toro. Naquela situacao, também ocorre diminuicao da
energia com o aumento de R. Em tais circustancias, isso se da porque no limite de R — o0,
o toro efetivamente se tornava um annulus infinito (ndo um plano infinito) com raio externo
e interno dados, respectivamente, por R — 7r e R+ 7r. Para a fita de Mobius temos uma
situacao similar quando R — oo também temos um vortice num circulo infinito de modo
que a energia também se anularia. Pode ser observado que para variacao da largura da fita
a energia aumenta, o que é natural uma vez que temos uma maior superficie magnética
contribuindo para a energia. Contudo, hd um limite para esse aumento da largura, uma

vez que, devido as peculiaridades da geometria de Mobius, para larguras grandes (L > R)
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Figura 4.11: Analise da variagao da energia para os casos a)Energia para a fita de Mobius
quando a razao R/r = 1 b)Energia variando com raio da fita de Mdbius ¢) Energia
variando com a largura da fita.

Energia
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Figura 4.12: Variacao da energia com a Largura para diferentes raios da fita de M&bius
a)(Verde) R = 8, b)(Azul)R = 18, c¢)(Amarelo) R = 28, d)(Vermelho)R = 38

ocorre auto-interceptacao da fita, o que nao é geometricamente realizavel. Por fim, na
figura (4.15) vemos que para valores de raios da fita cada vez maiores a energia, embora,

aumente com a largura, sofre uma diminuicao com o aumento do raio.
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Conclusoes gerails e perspectivas

Tendo estudado o MRP para spins classicos na fita de Mobius, pode ser observado que
os efeitos da curvatura causam um acoplamento nas equacoes de campo encontradas,
tornando-as mais complicadas de resolver quando comparadas com suas contrapartidas
em outras geometrias curvas, como no caso esférico|[l1|, toroidal[13] e pseudoesférico[14].
Utilizando o método de diferencas finitas para a determinacao das solugoes numeéricas de
equacoes diferenciais parciais, foi possivel obter excitacoes tipo-vortice na fita de Mdbius
baseado na analise dos resultados numéricos. Através, dessa analise foi verificado que para
a fita de Mobius a condicao de contorno adotada é razoédvel e as solucoes encontradas
para os casos R > r e L ~ 0 concordam com os resultados encontrados nos casos limites
R — oo e r — 0. Generalizando esses resultados, foi verificado que para a fita de Mobius
com largura da ordem de grandeza do raio e menor que este, a solucao-tipo vortice ¢ uma
solucao para excitagoes de spins nessa superficie com carga topolodgica ¢, inteira, o que
garante que as solugoes sao solugoes topologicamente estaveis. Verificou-se também que a
energia dessa configuracao decresce com o aumento do raio da fita.

O presente trabalho pode ser utilizado como auxilio no estudo de estruturas ferromag-
néticas, com geometrias nao usuais, com curvatura nao-trivial, para os casos nos quais 0s
componentes do material possuam spins suficientemente grandes, para que as aproxima-
coes de spins classicos sejam validas.Nesses casos de estruturas finitas,além da energia de
troca (aqui considerada), devemos acrescentar também o termo magnetostatico, advindo
de cargas magnéticas superficiais associadas a distribuicao da magnetizacao.

Como reportado, materiais sintetizados na forma da geometria de Mobius ja foram
obtidos. Em alguns trabalhos foram utilizados simulacao computacional de materias de
grafeno na geometria de Mdbius com o objetivo de analisar a estabilidade estrutural nessa
geometria e suas propriedades eletronicas [52, 53]. Dessa forma, o estudo da geometria
de Mobius tem muito a oferecer para o entendimento de fendmenos fisicos sensiveis a
geometria e topologia desse suporte.

Como perspectivas, buscaremos estudar a fita de Mdbius utilizando uma parametri-
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zagao nao-canonica usada nos trabalhos|22, 23, 24| buscando compreender a influénca da

curvatura nesses casos.
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Apéndice A

Aproximacao continua do modelo de
Heisenberg

Nesta se¢ao, nos iremos obter a equagao (2.7), que é a expressao para o limite continuo
do modelo de Heisenberg anisotropico. Como foi visto anteriormente, o hamiltoniano de

Heisenberg para interagao entre primeiros vizinhos, numa rede bidimensional, ¢ dada por:

H=-JY Hyj=-JY (SIS +S/SY+(1+)\)S;S;). (A.1)

<i,j> <i,j>
Aqui, S; é o operador que atua no sitio 7 da rede que interage com os sitios i+ 1, i + 2,

i — 1 e i— 2. Essa hamiltoniana pode ainda ser escrita como (fazendo J = J'/2):

H=—J) Y 5SSt + S+ Sk +57,)

i a=x,Y,2

A SH(Sh + Sia+ 57+ S7,)] (A.2)

-

Figura A.1: Rede quadrada de spins indicando os quatro sitios que interagem com o sitio
genérico 1.

Também, podemos expandir as componentes de spin numa série de Taylor, com uma

boa aproximacao, até segunda ordem:
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Se = 8% 4 ad, S + < opga (A.3)

2 1
Sy = 57 — 00,57+ 5 Copge (A.4)
S, = 8% +ad,S* + a—a;Sf Yo (A.5)
Sty =S¢ — B, + a;s,a (A.6)

onde a é um espagamento de rede. Dessa forma, a hamiltoniana (A.7) podera ser escrita

COImMo.

0 oo 825 D*S¢
:_‘]Z Z 571453 a + Oy? )]
i a=x,Yy,2
0257 0%Sz

Ox? + oy? ))

—JN) SPAS] + a’( (A7)

Como estamos analisando o limite continuo, vamos substituir o somatorio em ¢ pela integral

dupla ffdz#, temos que:

452 ol 25 a?sa
= //dxdy— Y //S o ]dwdy

a=z,y

ZOZSZ 6252
1+ X) //S 8902 ]dxdy (A.8)

No limite termodinamico, onde o tamanho do sistema tende ao infinito, o primeiro

termo diverge e deve ser subtraido da hamiltoniana original. Assim, obtemos:

o 525 a?sa . a?sz L0
:—JZ//S ]dxdy J1+>\//S 82]dxdy (A.9)

0x?
a=z,y

Integrando por partes os termos que sobraram, chegamos a seguinte expressao:

H:J// 3 <1+5a3A)[(aaS;)2+(%ij)?]dxdy, (A.10)

a=x,Y,z

que pode ainda ser reescrita como:

95 98"
H= J//Z Z 0ijhan( 1+5G3A)(axi)(ax])d zdy, (A.11)

1,j=1 a,b=1
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onde d;; assume o valor 1 se i = j e 0, caso contrario. h, ¢ o elemento da métrica do
espaco de spins, o qual, no caso de parametrizarmos os spins em coordenadas cartesianas,
sera, dado por hg, = 04.

A transformacao do elemento de superficie de coordenadas cartesianas para um sistema

qualquer é dado por [33]:

Oz Oz

dxdy = 8;1 Oz iy dps. (A.12)
Oy 9y
op Opz

Entao, essa transformagao pode ser usada para descrever a hamiltoniana (A.10) numa

superficie arbitraria qualquer. Temos entao que:

H=J 59 h (1 + 0g3A 8Sa) 08" 83_:”1 88_;2 duqd A.13
21 ;1 ab(1 + da3 )(axz (83(:]) oy oy H1Gfh. ( . )
hj=La Ou1  Ouz

O termo 6% conta para o elemento da métrica no espaco parametrizado em coordenadas
cartesianas. No caso de trabalharmos numa superficie arbitraria, com os elementos de

métrica dados por g;;, a Gltima expressao serd escrita como:

asa as
H= J//Z Z 0559 hap (1 + Sz ) ( \/\g |d g dyss, (A.14)

4,j=1a,b=1

que é a expressao dada em (2.7). Aqui definimos,

Oz Oz

— | 0 0,
gl=| % % (A.15)
Bui Duz
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Apéndice B

Alguns conceitos de Homotopia

Nosso objetivo nesse apéndice nao é fazer uma revisao desse assunto com rigor matema-
tico e sim abordar o tema buscando contextualizd-lo num ambiente de Fisica de Matéria
Condensada, mais especificamente, iremos abordar alguns aspectos no estudo de sistemas
ordenados. Os aspectos tratados nesse apéndice podem ser aprofundados nos trabalhos de
Shankar [34] e no trabalho de Mermin [6].

Seja um sistema ordenado descrito pelo campo ¢(Z) definido sobre os pontos ¥ de
algum dominio espacial X. O campo ¢ pode ser considerado como um vetor de spin S se
o sistema é um ferromagneto, ou o vetor diretor n se o sistema é um liquido nematico,
etc. Vamos denotar por Y, o contorno dos possiveis valores de ¢, por exemplo, Y = S*
é um circulo, se ¢ é um vetor de duas componentes e comprimento fixo (o = 17 + a7,
tal que |@? = 1); Y = S% se ¢ é um vetor de trés componentes de comprimento fixo
(0 = V1% + pai + 32, tal que |p?| = 1); e assim por diante.

Agora, seja X um sistema unidimensional parametrizado por 0 < x < 27 e algum
campo ¢(Z) tal que a cada ponto z; € X ha um ponto imagem ¢(x;) em Y. Como z varia
de 0 a 27, o ponto imagem traga uma curva em Y iniciando em ¢(0) e terminando em
©(2m). Vamos considerar os campos que obedecem a seguinte condigdo ¢(0) = ¢(27) = ¢q
onde ¢y é chamado de ponto base. Dessa forma os pontos imagem tracam uma curva
fechada em Y ancorada em . Assim o estudo do sistema se reduz ao estudo do compor-
tamento dos caminhos fechados (loops) em Y.

Vamos considerar a classificagdo das configuracoes de loops que sao classificados em

classes, tais que:

e Quaisquer dois loops pertencendo a mesma classe podem ser deformado continua-
mente um no outro. Como exemplo, um triangulo, um quadrado, um pentiagono, e
assim por diante, podem ser continuamente deformados para se obter um circulo.

Sendo assim, podemos afirmar que essas figuras pertencem a mesma classe.
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e Loops pertencentes a diferentes classes nao podem ser continuamente deformadas

um no outro.

Dessa forma, as classes sao chamadas classes de homotopia e os membros de uma dada
classe sao ditos homotopicos um ao outro.

Convém aqui destacarmos os conceitos de superficies simplesmente conexas e nao-
simplesmente conexas: superficie simplesmente coneras é aquela na qual qualquer cami-
nho fechado pode ser continuamente reduzido a um ponto; e superficie nao-simplesmente
conezxas ocorre quando nem todas as curvas fechadas sobre esta podem ser continuamente
deformadas a um ponto.

Vamos ver alguns exemplos. Considere o caso de Y = E? o espaco euclidiano bidimen-
sional que pode ser identificado com o plano zy. Seja y, um ponto qualquer do plano. E
evidente que temos apenas uma classe de homotopia, pois qualquer loop sobre esta super-
ficie pode ser deformado em outro, por meio de deformacoes continuas, e particularmente,
em um loop puntiforme em y(zy), onde yo € um ponto qualquer sobre a superficie.

Consideremos agora, Y = E? — (0,0). Neste caso, temos o plano euclidiano menos
um ponto. Este é um exemplo de uma superficie nao-simplesmente conexa. Agora, seja
Yo um ponto qualquer em Y. Podemos ver que qualquer loop que nao envolve a origem
pode ser continuamente deformado a um loop puntiforme em y, enquanto aqueles que
sao fechados em torno da origem nao o podem. Os loops podem circular a origem uma
duas ou mais vezes, dessa forma podemos classificar os loops por meio de um inteiro m,
onde a magnitude e o sinal de m, especificam o nimero de vezes e o sentido no qual a
origem é envolvida. E claro que aplicacdes pertencentes a diferentes valores de m nao sio
homotopicos. Considere o conjunto 3%, y', y?, ..., onde y™ representa todos os loops que
circulam a origem m vezes. Este conjunto é chamado de primeiro grupo de homotopia de
Y, e denotamos por IT;(Y'). O subscrite 1 nos diz que X adquire a forma de uma superficie
fechada unidimensional, isto é, um loop que ¢é topologicamente equivalente a um circulo,
St Como pode ser observado existe uma correspondéncia um para um entre o conjunto
dos ntimeros inteiros e o conjunto IT;[E? — (0,0)]. O estudo desses grupos também revela
que suas leis de sao idénticas a de adicao entre correspondentes inteiros. Denotaremos por

Zs 0 conjunto de todos os inteiros que formam um grupo sob adi¢ao. Assim temos,
I, (E* — (0,0)) = Zs. (B.1)
Se a regiao X é uma regiao bidimensional e todos os pontos do contorno sao mapeados
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em um ponto g, X assumird a forma de uma superficie fechada bi-dimensional, topologi-
camente equivalente a uma superficie esférica S%. O grupo em questao é o II,(Y'). De fato,
enquanto vortices (magnéticos em particular) sao caracterizados por uma carga topologica
associada ao primeiro grupo fundamental TT;(Y"), isto é, adquirem uma carga topologica
pelo mapeamento de um circulo de spins na superficie magnética em questao. Para as
excitagoes solitonicas é preciso grupos superiores. No caso do mangnetismo, tal grupo é
II,(Y), ou seja, o mapeamento deve envolver uma esfera de spins. Igualmente se X é uma

regido tri-dimensional do espago, o grupo de estudo sera o II3(Y).
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Apéndice C

Analise do parametro k

Para fazermos um estudo mais detalhado das equacoes de movimento é conveniente que
antes facamos algumas observagoes sobre o termo k que aparece em nossas equacoes.
Pode-se, por meio de uma verificacao direta, observar que k é estritamente positivo, uma
vez que,

2 2

k= R®+2Rr cos(g) + %(3 +2cos¢) = (rcos(¢/2) + R)* + % >0 (C.1)

Observe os graficos da figura (C.1) Quando consideramos o caso assintotico R/r >> 1,

e 7 a7 7 A
= 227777
— e o o a7 g Y A |

—
Z>
7

Figura C.1: a)Grafico de k em fungao de rx¢ com L = 8 R = 10.b)Grafico de ﬁ em
fungao de rx¢ com L = 8 R = 10.

temos que o termo 1/ Vk é aproximadamente constante. Como pode ser observado nas

figuras (C.2) e (C.3):
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Figura C.2: a)Variagao do parametro k em funcao de r e de ¢ para R = 8000. b)Variagao
de 1/\/E em funcao de r e ¢ para R = 8000.
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Figura C.3: a)Variacdo do parametro 1/v/k em funcio de r. b)Variacdo do parametro
1/\/E em fun¢ao de ¢.Em (a)foram atribuidos vérios valores para ¢ em seguida plotados
os graficos de 1/v/kxr. Em (b)foram atribuidos varios valores de 7 e plotado o valor de

1/VEx¢.

Outra caracteristica importante que podemos destacar é que k obedece & uma condicao

caracteristica da fita de Md&bius, a saber,
k(h Qb) = k(_r7¢+2ﬂ-) (02)

Também convém ressaltar que k se relaciona com a curvatura por meio da relagao,

K — <§>2é (C.3)

Onde G é a curvatura Gaussiana da fita de Mdbius que é estritamente negativa.
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Apéndice D
Método de diferencas finitas

O método de diferengas finitas consiste, basicamente, na discretizagao da superficie (ou
espago) em questdo, de modo a tornar a equagao diferencial uma equagio discreta. O
método pode ser usado em varias aplicagoes no estudo de solucoes numéricas de equacoes
diferenciais tando ordinéarias quando parciais. Os resultados aproximados obtidos pelo mé-
todo melhoram & medida que tomamos incrementos cada vez menores. A implementacao
do método consiste de dois passos: (i) Substitui¢ao da equagao original por sua forma em
termos de diferecas finitas. (ii) obter solu¢ao destas equagbes para os valores discretos da
funcao.

Para obtermos a equacao discreta vamos considerar a expan¢ao em Taylor de f(z —h)

e f(z + h), onde h é um incremento em x que pode ser escrita como;

Flo 1) = f(o) ~ hf' (@) + o) = ) 4 @)~ (D)
/ h2 1 h3 " h4 "
f(x—l—h):f(x)—i-hf(x)nL?f (x)—i—gf (x)+ﬂf () + ... (D.2)

Fazendo f(z+h)— f(z—h) e ignorando os termos ctibicos e de ordem maior em h obtemos

que,

f’(:t) ~ f(ZL' + h)Q_hf(x — h>’ (D.3)

Agora fazendo f(x+h)+ f(x —h) e novamente ignorando os termos de ordem superior

obtemos que:

que sao as equacoes de diferencas finitas para a derivada primeira e para a derivada
segunda. Utilizando essas equagoes e a equacao diferencial em questao obtém-se a equacao
diferencial na forma discreta. Nesse método, dada a condicao de contorno adequada

podemos obter a solucao aproximadas para o problema abordado. No caso de um EDP,
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deve-se fazer uma pequena alteragao nas equagoes (D.3) e (D.4) para incluir as respectivas
variaveis do problema em questao. Para um problema onde f é funcao de duas variaveis

x,1y por exemplo,temos,

fije1— fij—1
= dWIr.  JWIm D.
0.5 = furt L, 05)
~ Jivrg = ficy
fo _ fij+1 — 2]2,;‘ + fi,jq, (D.7)
p
fivrj — 2fij + fic1
(9§f = J h2j . (D.8)

No caso, de termos uma EDP de trés ou mais variaveis o processo é analogo. Para a geracao
de dados vamos utilizar um algoritmo escrito em linguagem de programagcao Fortran 90 que
pode ser visto no apéndice (D.2), e para manipulacao de dados foi utilizado o Mathematica
5.2.

Antes de descrevermos o algoritimo para o problema da fita de Mobius, vamos aplica-lo
a uma superficie toroidal, na qual ja temos resultados bem estabelecidos, sendo assim um

bom contexto para verificacao da validade do método.
D.1 Solucoes do MRP para a superficie toroidal

Nesta secao iremos abordar apenas os aspectos necessarios para nossa analise, mais deta-
lhes a respeito da superficie toroidal pode ser visto em [85]. A superficie do toro pode ser

parametrizada em termos de 6 e ¢ por:

r = (R+ rsinf)cos ¢, (D.9)
y = (R + rsinf)sin ¢, (D.10)
z =rcosb, (D.11)

sendo 0 , ¢ € [0,27] e r, R sdo parametros do toro.
A métrica covariante e contravariante para essa superficie é dada, respectivamente,

por,

(R+rsinf)® 0
(9i5) = (D.12)
0 r?
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2

Figura D.1: Parametrizacao do toro em termos de 6 e ¢ com 6 , ¢ € [0, 27]

1
. 7.2 0
(gm> _ (R+rsin @) (D]_3)
0

O Hamiltoniano para o Modelo do Rotor Planar(MRP) é dado por,

Hap — J / ’ /0 UK (0yD)? + (0,2 dodd. (D.14)

Onde £’ = R”fsme. Utilizando a equacao de Euler-Lagrange obtemos a seguinte equagao

de campo para P;

D[ (30| + Dy (9,8)] = 0 (D.15)

K
Que pode ser escrita como:

1 0K 1 Ok

]_
2 2

0,0 = 0, (D.16)

Observe que, fazendo 6 — r e k' — k na equagao (D.16) voltamos na equagao (3.12) que
mostra a semelhanca destes dois problemas.

A equagao (D.16) pode ser discretizada quando usamos o analogo das equagoes (D.5)-
(D.8) para o campo ®(6, ¢).

As derivadas primeiras e segundas da funcao ®(0, ¢) em termos das variaveis 6 e ¢ sao;

S
Dp® = ’9+12p J-L (D.17)
@@:QHW;fiW, (D.18)
%@::@”+“_%%J+¢”‘H (D.19)
p
o2 = Lt 22);” SRR (D.20)



Onde p e h sao os incrementos em 6 e ¢, respectivamente. Nessas equacoes o indice 7
refere-se a variavel ¢ e o indice j refere-se a varidvel §. Como vimos & superficie toroidal
pode ser parametrizada em termos das variaveis 6 e ¢ definidas no intervalo [0,27]. E o
campo ¢ também pode ser mapeado em termos dessas variaveis.

Caso seja conhecido o comportamento da func¢ao no contorno para o problema, pode-se
por meio de interacoes conhecer o comportamento da funcao no restante da superficie. De
acordo com Carvalho |85], para o MRP no contorno os spins se comportam como vortices.
Dessa forma na regiao R os contornos devem satisfazer a essa condi¢ao. Isso no leva a
impormos as seguintes condigoes de contorno ®(0, ¢) = ®(27, ¢) = ¢+ /2, (0,0) = 7/2
e ®(0,2r) = bn/2. Com essas condigoes obtemos os seguintes resultados para supeficie
toroidal, vistos na figura (D.1).

Variagao de ®x¢

1 2 3 4 5 6 ¢

Figura D.2: Variagao de ® em funcao de ¢ para o caso toroidal.

Figura D.3: Configuragao de spins na superficie toroidal.

Como pode ser observado a solucao obtida é uma solucao tipo-vortice, uma vez que
a variacao de ® em termos de ¢ é do tipo ® = g¢ + ¢g, nesse caso a carga topologica é

qe z.
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D.2 Algoritmo

Algoritmo utilizado para geracao de dados. Para a visualiazacao dos dados gerados foi

utilizado o programa Mathematica 5.2.

program Mobius_Strip implicit none

Real(8)::A(31,401,3),B(31,401,3),D(31,401,3),y(31,401),
r(401) ,ph(31)

Real(8)::L,t,pi,p,dQi,dQj,h,Q Integer(4)::i,j,z,n,zz,s

Print*,’Entre com a largura’

Readx*,L

Print*,’Raio’

Readx*,t

pi=4*Atan(1l.)

h=2%pi/30

p=L/400

z=1359711

zz=30 !Numero de divisdes do arco
n=400 !Numero de divisdes da

largura
r(1)=-L/2.
r(401)=L/2.

ph(1)=0.
ph(31)=2%pi
y(1,1)=pi/2
y(1,401)=pi/2
y(31,1)=6%pi/2 y
(31,401)=5%pi/2
do i=2,30 !'Definindo
as regides de contorno
ph(i)=(i-1)*h
y(i,1)=ph(i)+pi/2
y(i,401)=ph(i)+pi/2
end do
do j=2,400
r(j)=-L/2+(j-1)*p
y(1,3)=pi/2
y(31,3)=5%pi/2
end do
do j=2,400 !'Definindo os valores iniciais para a fita
do i=2,30
y(i,j)=10%sin((i**2-j)*2%pi/20)
end do
end do
Print*,’o0k1’
do s=1,35000
do j=2,400
do i=2,30
Q= t**2+2xt*r(j)*cos(ph(i)/2)+0.25d0* (r (j)**2)* (3+2*cos(ph(i)))
dQi= -t*r(j)*sin(ph(i)/2)-0.5d0% (r(j)**2)*sin(ph(i))
dQj= 2xtxcos(ph(i)/2)+0.5d0%*r (j)*(3+2%cos(ph(i)))
y(i,3j)= 0.5d0* (((p*h)**2)/(Qxh**2+p**2) ) x(y (i, j+1)* (((2%Q+p*dQj) / (2*p**2)))+
+y (i, j-1)%((2%Q-p*dQj) / (2xp**2) ) +y (i+1] j) * ((4xQ-h*dQi) / (4xQxh**2)) +
y(i-1,3)*((4xQ+h*dQi) / (4*Q*h**2)))
end do
end do
end do
Print*,’0k2’
do g=1,401
Do i= 1,31
A(i,q,1)=(t+r(q)*cos(ph(i)/2))*cos(ph(i)) IMontando a matriz das
coordenadas (sitios)
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A(i,q,2)=(t+r(q)*cos(ph(i)/2))*sin(ph(i))
A(i,q,3)=r(q)*sin(ph(i)/2)

B(i,q,1)=cos(y(i,q))  !Montando a matriz do vetor de spins
B(i,q,2)=sin(y(i,q))

B(i,q,3)=0

D(i,q,1)=ph(i) 'Montando a matriz com todos os valores de Phi

D(i,q,2)=y(i,q)
D(i,q,3)=r(q)
open(1l,file="CoordSit.dat’,status=’unknown’)
write(1,*),A(i,q,1),A(i,q,2),A(i,q,3)

open(2,file="phiXPhiG.dat’,status=’unknown’)
write(2,%),D(i,q,1),D(i,q,2)
open(3,file="VetSpin.dat’,status=’unknown’)
write(3,*),B(i,q,1),B(i,q,2),B(i,q,3)

end do

end do
open(4,file=’DadInic.dat’,status=’unknown’)
write(4,*),’Largura da Strip Mobiu=’,L,’Raio da Strip

Mobius=’,t,’N° de divisdes da Largura=’,n,
’N° de divisbes do arco de 2Pi=’,zz
open(5,file=’Dados.dat’,status=’unknown’)
write(5,*),L,t,n,zz

close(1)

close(2)

close(3)

close(4)

close(5)

close(6)

close(7)

close(8)
end program Mobius_Strip
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