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Resumo

SANTOS, Daniel Francisco dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de
2017. Uso de Planilhas Eletronicas como Ferramentas de Apoio ao Ensino
de Matematica. Orientador: Luis Alberto D’Afonseca. Coorientadores: Mehran
Sabeti e Luis Felipe Gongalves Fonseca.

Apresentamos neste trabalho uma abordagem alternativa para temas desenvolvidos
na Matematica do ensino médio com o uso de planilhas eletronicas. Tomando como
base os Contetidos Bésicos Comuns, definidos pela secretaria estadual de educacao de
Minas Gerais, mostramos que muitos dos tépicos trabalhados neste nivel de ensino
podem ser desenvolvidos nessas planilhas, como fungoes, sequéncias, geometria,
contagem e andlise de dados. A aplicacao em sala de aula, mostrou que a abordagem
diferenciada pode levar a um rendimento mais efetivo dos alunos, provocado pela
forma de apresentacao do contetido, em meio informatizado. Observou-se, também,
a criacao de um ambiente de maior cooperagao entre os alunos, devido a seu maior

ou menor grau de experiéncia e conhecimento em informaética.



Abstract

SANTOS, Daniel Francisco dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2017.
Electronic spreadsheet as Educational tools to Support Mathematical
Teaching. Adviser: Luis Alberto D’Afonseca. Co-advisers: Mehran Sabeti and Luis
Felipe Gongalves Fonseca.

In this work, we present an alternative approach to some High School Mathematics
subjects using Electronic Spreadsheets. Based on State of Minas Gerais Common
Basic Contents determinations, we show that many of these topics can be developed
in such spreadsheets, such as functions, sequences, geometry, counting, and data
analysis. The classroom application showed that this approach can lead to a more
effective learning. Obtained by presenting the content in a computerized environment.
We was also observed the creation of a collaborative environment among students,

due to their heterogeneous degree of computer use expertise.
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Introducao

A tecnologia estd, cada vez mais, presente em nosso cotidiano e é preciso se
habituar ao uso de seus recursos disponiveis. O professor deve estar atento a isso
e procurar aprender e utilizar tais recursos em prol do aprendizado nas aulas. Os
alunos, que sao nativos digitais [3], estdo constantemente utilizando o computador ou
mesmo os celulares entre outros aparelhos; e é papel do professor sugerir, orientar e
oportunizar atividades que fagam uso desses equipamentos da maneira mais proveitosa
possivel.

H4, hoje em dia, uma grande quantidade de recursos disponiveis, principalmente
na internet, que facilitam o trabalho do professor. Assim, neste trabalho dissertaremos
sobre o uso de planilhas eletronicas, tipo Excel ou Calc, para serem utilizadas como
ferramentas didaticas pelos professores de matemética do ensino médio. O Excel[29] é
um Software desenvolvido pela empresa Microsoft, enquanto o Calc [21] é um Software
livre do Libre Office. Ambos sao compostos por uma planilha com células organizadas
em linhas e colunas. Outras planilhas eletronicas, como o Google Planilhas, Planilha
virtual [17] desenvolvida pelo Google e associada ao Gmail, por exemplo, também
podem ser utilizadas e, muitas das sugestoes aqui apresentadas podem ser aplicadas
através dessas e de outras planilhas. Mas, por que e como usar planilhas eletronicas
para as aulas de Matematica?

Optamos aqui pelo uso de planilhas eletronicas pelo fato de serem facilmente
acessadas e utilizadas por professores e alunos. Seu uso nas aulas de Matemaética
pode se dar de maneiras variadas, os préprios livros didaticos trazem referéncias
sobre o uso de planilhas eletronicas, como na construgao de gréficos de fungdes [11] e
nos célculos estatisticos [12].

Buscando olhar a educagao como descrito no objetivo do PROFMAT (Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional), vimos que “O PROFMAT visa
atender professores de Matematica em exercicio no ensino basico, especialmente
na escola publica” [34], damos nesse trabalho, énfase no ensino de Matematica nas
escolas publicas com foco nos contetidos apresentados no CBC (Contetidos Bésicos
Comuns)[7], pois a maior parte das nossas escolas publicas de ensino médio, em
Minas Gerais, sao estaduais.

A resolugao n° 666 de 7 de abril de 2005, da secretaria de estado de educagao
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de Minas Gerais, estabelece os Contetdos Bésicos Comuns - CBCs ensinados obri-
gatoriamente pelas unidades de ensino estaduais. Essa resolucao estabeleceu eixos
tematicos e topicos trabalhados em cada conteudo, incluindo Matematica para o
ensino médio. Inicialmente ficava a cargo das escolas a distribui¢ao dos contetidos nos
trés anos do ensino médio; mas atualmente os CBCs ja especificam quais contetidos
de matematica devem ser trabalhados em cada ano do ensino médio.

Uma forma de garantir que o professor trabalhe todo conteido do CBC, é avaliar
anualmente os alunos das escolas estaduais de Minas Gerais através de um sistema
proprio de avaliagao — o SIMAVE (Sistema Mineiro de avaliacao da educagao piblica),
que existe desde o ano 2000 e, em 2005 passou a fazer suas avaliagoes com base nos
CBCs. Mas os alunos das escolas publicas mineiras também sao avaliados por outras
avaliagoes externas como o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) e o Saeb
(Sistema Nacional da Educacgao Bésica). Como tém se saido esses alunos?

Os ultimos resultados disponibilizados pelo INEP (Instituto Nacional de Estudos
e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira), para o Saeb, sao das avaliagoes de 2015,
quando os alunos participantes tiveram seus resultados divididos em 11 niveis de
proficiéncia, do nivel 0 ao nivel 10, usados para medir o conhecimento adquirido
pelos alunos. O resultado das escolas estaduais de Minas Gerais, em Matematica,
mostra que 80,25% dos alunos, do 3° ano do ensino médio, estao nos quatro niveis de
menor proficiéncia (do 0 ao 3), enquanto que apenas 1,74% estao nos quatro niveis
de proficiéncia mais elevada. Ha de se destacar que nao tem um aluno sequer no
nivel 10 (Fig. 1.1) [21].

Resultados dos alunos de Minas Gerais
no Saeb de 2015 (%)

18,99
55
2257
21,28

a
I3
H

M Estaduais

E Total

S A SR 17 )

- - @
N - 3 &
o s @ s &
] | Jiecece]
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5 Nivel 6 Nivel 7 Nivel & Nivel 9 Nivel 10

Figura 1.1: Percentual de alunos dentro de cada nivel de proficiéncia, ou
conhecimento, conforme resultado das avaliagoes do Saeb, aplicadas em 2015.
Dados extraidos do Inep [21].

Ao considerarmos todas as redes de ensino de Minas Gerais, o nivel dos alunos
melhora um pouco, passando a ser 74,93% nos quatros niveis mais baixos e 4,54%
nos quatro mais elevados. Ainda assim o resultado é ruim e preocupante quanto
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ao aprendizado em Matematica dos alunos que estao concluindo a educacao bésica
em Minas Gerais. A situacao nacional é ainda pior, pois analisando as médias de
proficiéncia do Saeb de 2015, nota-se que 18 estados brasileiros ficaram abaixo de
Minas Gerais, considerando o resultado em Matemética para o 3° ano do ensino
médio (Fig. 1.2) [21].

Proficiéncia em Matematica - 32 Ano do Ensino Médio
Resultados por Unidade Federativa - Saeb 2015

Espirito Santo S 781
Distrito Federal e 720
SantaCatarina
Mato Grosso do Sul
Riodelaneirc . 274

Rio Grande do 5ul s 73
Parana e 273

SaoPaul D (75

Minas Gerais s 7D

GOIEE s 27
Pernambuce M 758
MedadoBrag]l m————— 257
Ronddnia s 255
Mato Grosso s 73
Ceard e 751
Roragima s 7 5
Sagipe I 758
Paraiba meeeeeeeessssssssssssss——— 752
AMEONDs e 57
ACre S 257
HET
Tocantins . e 755
Rio Grande do Norte meessssssssssssssssssssssms 255
Pard 254
Alzpoas eeessssssss—— 153
Ama}é I 157
Bahia eeesssssssssssssss—m 251
Maranhdo —sss— 740

Fonte: Diretoria de Avaliagdo da Educagdo Basica — DAEB/INEP

Figura 1.2: Ranking das unidades federativas brasileiras. O critério utilizado
sao as notas de Matematica dos alunos do 3° ano do ensino médio, na avaliacao
do Saeb em 2015.

Os resultados do SIMAVE também mostram que a maioria dos alunos que
concluem a educacao bésica nas escolas publicas de Minas Gerais apresentam baixo
desempenho. Nao vamos apresentar aqui os resultados porque nos ltimos dois anos
a escala de proficiéncia desse sistema de avaliacao foi alterada, o que pode mascarar
um pouco os resultados, se nao levarmos em conta outros anos anteriores.

Estes resultados mostram o quao defasado esta o conhecimento Matematico basico
no Brasil, em particular em Minas. Querendo contribuir para mudar um pouco esse
quadro trataremos aqui de algumas estratégias diferentes, com o auxilio de planilhas
eletronicas, para o ensino de parte dos contetdos da disciplina.
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H& varios outros trabalhos que citam e utilizam planilhas para o estudo da
Matematica, cada um com uma abordagem prépria. Egressos do PROFMAT j& tra-
balharam o uso de planilhas eletronicas em varios assuntos, como conicas — Fernando
Carmo Batista (2014) [6] e Marcelo da Silva Pires (2015) [39] — matrizes — Jesiel Souza
da Rocha (2015) [35], Josimar Moreira Rocha (2014) [36] e Marcos Roberto Fonseca
Conceicao (2013) [9] — tratamento da informagao — Ricardo Moura da Silva (2015)
[37] — Matematica Financeira — Enilton de Abreu Teixeira (2015) [1], Nilson de Sousa
Santos (2014) [11] e Rodrigo Duda (2014) [13] — probabilidade — Edinei Jesus (2013)
[32] e Jones Paulo Duarte (2013)[?]. O presente trabalho busca trilhar um caminho
um pouco diferente, abrangendo uma quantidade maior de conteiidos da matematica
do ensino médio, mas sem aprofundar em um determinado assunto. Consideraremos
aqui que o leitor possua um minimo de conhecimento de planilhas eletronicas e, por
isso, nao detalharemos todas as férmulas utilizadas, a fim de que nao se torne muito
cansativa a leitura. Para o leitor com dificuldades no uso dessas planilhas, sugerimos,
primeiramente, a leitura de trabalhos que trazem uma introducao ao seu uso, como
Nilson de Sousa Santos [11] e Enilton de Abreu Teixeira [1].

Buscaremos mostrar, ao longo deste trabalho, formas diversificadas de trabalhar
varios assuntos da matematica basica, destacando figuras criadas nas planilhas
eletronicas. O intuito principal é o de levar ao professor de matematica, a opcao de
uma nova abordagem para ser trabalhada em sala de aula.

No Capitulo 2 abordaremos as funcoes, comecando pelas polinomiais do primeiro
e do segundo graus, seguidas pelas exponenciais, logaritmicas e, por fim, as trigono-
métricas. Nao discorreremos de forma aprofundada sobre quaisquer dessas fungoes,
nosso objetivo é dar sugestoes alternativas, usando planilhas para que as mesmas
sejam trabalhadas em sala de aula. Objetivo que sera seguido nos demais capitulos.

O Capitulo 3 apresenta sequéncias numéricas, mais especificamente, as progressoes
aritméticas e geométricas, além dos juros, que foram incluidos aqui por se tratarem
de sequéncias. Os assuntos aqui abordados vém com o diferencial da representagao
grafica, que normalmente nao é apresentada aos alunos do ensino médio.

As geometrias plana, espacial e analitica, aparecem no Capitulo 4, juntamente
com as medidas. Essa ultima, particularmente, encontra um ambiente muito favoravel
nas planilhas eletronicas, cuja propria estrutura se assemelha a um plano cartesiano.

No Capitulo 5 falamos sobre os conjuntos numéricos, a contagem e a andlise de
dados.

O Capitulo 6 foi dedicado a descricao do planejamento e execucao de duas aulas
revisionais, sobre fungoes polinomiais de primeiro e segundo graus com a utilizagao
de planilhas eletronicas no laboratorio de informatica.



Funcoes

Apesar das varias relacoes entre grandezas e valores que sao trabalhados desde os
primeiros anos do ensino fundamental, podemos considerar que o estudo das funcoes
se inicia, geralmente, no final do ensino fundamental, quando os alunos iniciam o
estudo do plano cartesiano e das fungoes polinomiais do primeiro e do segundo grau.
O prosseguimento do estudo das fungoes se da logo no primeiro ano do ensino médio,
quando sao trabalhadas e aprofundadas as funcoes polinomiais do primeiro e do
segundo grau, além da funcao exponencial e outras que podem ou nao ser trabalhadas
nesse ano.

A ordem como sao abordadas as fungoes no ensino médio, assim como outros
contetudos, pode variar entre as redes e sistemas de ensino no Brasil. Em Sao
Paulo, por exemplo, o curriculo de Matemaética e suas tecnologias, disponibilizado
pela Secretaria de Estado da Educagao [10], mostra que no primeiro ano do ensino
médio, devem ser trabalhadas as fungoes polinomiais de primeiro e segundo graus,
as exponenciais e também as logaritmicas. Ficando para o segundo ano, as fungoes
trigonométricas.

Em Minas Gerais, o CBC [7] orienta que sejam trabalhadas, no primeiro ano
do ensino médio, apenas as fungoes polinomiais de graus um e dois, mais a funcao
exponencial. Ficando a funcao logaritmica para o segundo ano e a trigonométrica
sendo dividida para o segundo e o terceiro ano, sendo deixada apenas como sugestao
de topico complementar para o terceiro ano.

Ja os livros didaticos, aprovados pelo Ministério da Educacao, apresentam outras
estruturas, normalmente trazem no Volume 1, relativo ao primeiro ano do ensino
médio, o estudo das fungoes afim, quadratica, modular, exponencial e logaritmica
como no livro Matemética Paiva [31] e alguns trazem, ainda no primeiro volume,
as fungoes trigonométricas ou, pelo menos, a trigonometria no circulo, dando uma
prévia sobre funcoes, como Matemética Completa [15] — livro publicado em 2005,
mas que fez parte do programa nacional do livro didatico referente ao triénio 2009,
2010, 2011. A prépria sociedade brasileira de matematica, através da Colecao do
Professor de Matemaética [25], defende o ensino de todas essas fungoes, ja citadas
aqui, ainda no primeiro ano do ensino médio.

Como foi colocado na introdugao desse trabalho, iremos guiar-nos pelos contetidos
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bésicos comuns (CBCs) da secretaria de estado da educacao de Minas Gerais, no que
tange as sugestoes de curriculo para a Matematica do Ensino Médio. Isso nao implica
em dizer que nosso trabalho nao se aplica a outros sistemas de ensino, pelo contrario,
todo conteudo aqui exposto podera ser utilizado em qualquer rede ou sistema de
ensino.

Nas proximas secoes apresentaremos sugestoes para o uso de planilhas eletro-
nicas no ensino de fung¢oes polinomiais do primeiro e segundo graus, exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas.

2.1 Polinomial do Primeiro Grau

A funcao afim, como é comumente denotada a funcao polinomial do primeiro
grau, do tipo

flz)=ax+0b

com a, b e x reais, é a primeira funcao especifica, por assim dizer, que é trabalhada
de forma mais aprofundada no ensino médio, tendo sido introduzida no ensino
fundamental.

Apés a conceitualizacao inicial de fungoes, o estudo da funcao polinomial do
primeiro grau pode ser bem explorado com a construcao e anélise de seu grafico.
A visualizagao da representacao grafica de uma funcao afim ajuda o aluno no
entendimento de seu crescimento ou decrescimento, bem como das taxas de variacao
das mesmas.

Para o trabalho com o grafico da funcao afim, deixaremos aqui trés sugestoes,
conhecendo-se: os valores dos coeficientes a e b, as coordenadas de dois pontos e um
ponto e o coeficiente a.

2.1.1 Grafico da Funcao Afim, dados os coeficientes

Inicialmente, em sala de aula, o professor pode apresentar aos alunos, a construcao
de uma reta a partir de uma funcdo afim usando uma planilha eletronica. Ainda em
sala se pode mostrar como foi construido esse grafico: gerado a partir de uma tabela
com valores atribuidos a z, e calculados para f(z), a partir da fun¢ao dada.

Mostrar como se cria a tabela de valores e como é gerado o grafico (Fig. 2.1),
para uma primeira construgao, é necessario um passo a passo, pois muitos alunos
recém-chegados ao ensino médio, nunca utilizaram uma planilha eletronica — apesar
de existirem livros didaticos de matematica, voltados para o ensino fundamental,
como o Vontade de Saber Matemética [12] que exemplificam o uso introdutério de
planilhas eletronicas. Caso o professor tenha uma turma que fuja a essa regra, poderd
deixar que os préprios alunos digam como pode ser gerado aquele grafico.

Em um segundo momento, ja no laboratério de informética, o professor deve
pedir que seus alunos reproduzam o grafico mostrado em sala de aula e que, a partir
dele, facam alteracoes nos coeficientes a e b da funcao para ver o que e como varia
nesse grafico cada uma das alteragoes feitas.

A construcao do grafico da funcao afim em planilha eletronica, ja é citada
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em um dos livros didaticos de ensino médio [11], que atualmente é repassado as
escolas publicas através do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD); apés
aquisicao feita pelo Ministério da Educacao. Uma alteracao feita, em relagao ao que
é apresentado no livro, é o acréscimo de um marcador diferente para o ponto que
representa a raiz da funcao dada.

Fica muito nitido para os alunos que a raiz da funcao esta sempre sobre o eixo das
abscissas, quando eles mesmos fazem os valores dos coeficientes variarem e observam
o ponto, que representa a raiz, também variar. E muito simples também acrescentar
uma célula especifica com o valor da raiz, bastando para isso introduzir a relagao
—b/a no local desejado.

LA B:| & | BE F G H | J K L M N
Funcao polinomial do 1° grau (ou Fungao Afim)

i

5 |

3 B 21
5

5

7 -a8 10,5

8 | -yg 10,3

5 | -4,7 10,1

10| -4,6 9,9

11 -4,5 9,7

12| -44 9,5

12 [ 4,3 9,3

14 =43 9,1

15 ST 8,9

16 | -4,0 8,7 A
17 (=29 85 | . p : - 2 < : ' '
. a3 -5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5
19| 3,7 8,1 1
20| -3.6 7,9

21 |25 7.7

223 7,5 -2 s
23| 3.3 7.3

24 =33 7,1

25| 3,1 6,9 -3 1
26| -3,0 6,7

rall 6.5 4
28 [ 6,3

29| 2,7 6,1

30 2,6 5.9 -5

Figura 2.1: Gréfico da Funcao Afim f(z) = —2x + 0,7. Utilizamos, na planilha,
valores de x, com intervalos de um décimo. Além de usarmos = € [—5, 5].

2.1.2 Grafico da Funcao Afim, dadas as coordenadas de
dois pontos

Outra forma de trabalhar com os alunos o grafico da funcao afim, é fazer a
construcao desse a partir das coordenadas de dois pontos dados. Essa construcao
(Fig: 2.2) permite que os alunos busquem, ainda em sala de aula, métodos para
calcularem os coeficientes da fungao afim, a partir das coordenadas (x,y) de dois
pontos dados.

A planilha mostrada a seguir usa o parametro ¢ como coeficiente de variagao,
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considerando a funcdo f(z) =tz + s calculamos, inicialmente, os valores de t e s a
partir das coordenadas de pois pontos ja dados A = (=4, —3) e B = (3,4), em nosso
exemplo.

Ay _y—w _ —3-4

= =1
Ar x—xz9 —4-3

t =

conhecendo-se o valor de t, calcula-se o valor de s,
s=y—sr=4—-1-3=1

Para finalizar a representacao geométrica da reta gerada pela funcao f(z) = z+1,
destacamos as posicoes dos pontos A e B.

A B CDE F G H | J K L M N o]
Reta gerada a partir das coordenadas de dois pontos

1

2

3 -4 5 -3 5

4 3 4

5 4 B
]

7 1 3

8 1

g

o N ?

1 == -4

12 -4,3 -39 1
13 -48 -3,8
4 -47 -3,7 &

15| -46 -3,6
16| -45 -3,5
17| -44 -34
18| -43 -3,3
19| -42 -3;2
200 -41 -31
21| -4 -3

22| -39 -29
23| -3,8 -2,8
24| -3,7 -2,7
25| -3,6 -2,6
26| -3,5 -2,5 5

4

Figura 2.2: Gréfico da Fun¢ao Afim f(z) = z + 1, & qual pertencem os pontos
A=(-4,-3) e B=(3,4).

Varios sao os exercicios apresentados em livros didaticos ou vestibulares que
possuem o mesmo objetivo, ou seja, solicitam a expressao algébrica da fungao que
contém dois pontos dados. Por exemplo,

(FGV-SP) A receita mensal de vendas de uma empresa (y) relaciona-se
com os gastos mensais com propaganda (x) por meio de uma fungao do 1°
grau. Quando a empresa gasta R$ 10.000,00 por més de propaganda, sua
receita naquele més é de R$ 80.00,00, se o gasto mensal com propaganda
for o dobro daquele, a receita mensal cresce 50% em relacao aquela.

a) Qual é a receita se o gasto mensal com propaganda for de R$ 30.000,007

b) Obtenha a expressao de y em fungao de x.
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A construcao de um grafico que represente a situacao descrita neste exercicio
pode ajudar na interpretacao dos alunos. Além disso, por se tratar de uma situacao
concreta, pode-se trabalhar o limite do dominio da fungao, ou seja, nem toda funcao
pode apresentar quaisquer valores para a variavel x.

2.1.3 Grafico da Funcao Afim, conhecendo-se um ponto e
o coeficiente de variacao

Mais uma sugestao para se trabalhar a funcao afim em uma planilha eletronica, é
a construgao de graficos a partir do coeficiente de variacao e das coordenadas de um
ponto dado (Fig. 2.3). Esta construgdo também podera ser utilizada em geometria
analitica, quando se estuda a equacao da reta; o coeficiente de variagao a é o valor
correspondente a tangente do angulo positivo formado entre o eixo das abscissas e a
reta y = ax + .

Como o valor do coeficiente de variagao, ou coeficiente angular, ja foi dado,
podemos utilizar esse valor para calcular o valor de b, fazendo b = y — ax.

A B CD E F G H | J 4 L [ M (8]
x - - . - - el
Grafico construido com o uso do coeficiente de variacao
2 a= 1 5
3 |Ponto=( 1, 2)
4
5 b= 1 4
o
; f(x)=ax+b 3
g X fix) P
10 -5 -4 2
11, -49 -39
12| -48 -3,8
13| -47 -3,7 1
14| 46 3,6
15| -45 -35
16| -44 -3,4 &
17| -43 -33 1 2 3 4 5
1% -42  -3,2 B
19 41 -31
20 -4 -3
21 -39 -29 2
22| -38 -28
23| -3,7 -2,7
24 -36 -26 -3
25| -35 -2,5
26| -34 -24
27 -33 -2,3 -4
28| -32 -22
29| -31 -2,1 5

Figura 2.3: Gréafico de uma fungao afim a partir de seu coeficiente angular (1) e
das coordenadas de um ponto P = (1,2).

Um bom entendimento da funcao polinomial do primeiro grau é primordial para
o prosseguimento dos estudos do aluno de ensino médio. Isso porque logo a seguir
eles terao que aprofundar seus conhecimentos em fungao polinomial do segundo grau.
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2.2 Polinomial do Segundo Grau

Assim como a fun¢ao afim, a fungao quadrética (ou func¢ao polinomial do segundo
grau), definida como sendo toda funcao do tipo

f(z) = ax® +bx + ¢,

com a, b, ¢, x reais e a # 0, ja foi introduzida no ensino fundamental e seu estudo
continua sendo consolidado no ensino médio.

Em geral, os alunos apenas decoraram, no ensino fundamental, que as raizes
de uma funcao quadratica sao os resultados obtidos “no delta”, ou seja, conseguem
apenas fazer a associacao do expoente 2 da variavel independente com o resultado da
equacao do segundo grau, que é gerada apos igualar a fungao a zero. “A Formula de
Bhaskara sofre certa repulsa pelos educandos do 9° ano do ensino fundamental, pelo
fato de so6 ser aplicada mais tarde, no ensino médio e Superior. O aluno nao sente
interesse em aprender algo que nao serd imediatamente aplicado no seu dia a dia” [1].

A férmula de Bhéskara, que calcula as raizes da equacao az? + bx + ¢ = 0, é dada
por

b VA

v 2a

Como eles jé conhecem a férmula resolutiva da equacao do segundo grau (na fala dos
alunos, “a férmula do delta”), podemos utilizar uma planilha eletronica para obter
as raizes da fungao quadratica [13]. Na planilha, podemos deixar células especificas
para digitar os valores dos coeficientes da funcao, e fixamos outras células para as
formulas, dividindo a féormula de Bhaskara em duas partes

—b— VA —b+ VA

A=b—4
o e o sendo b ac

para que aparecam as duas raizes da funcao, de acordo com os coeficientes que forem
inseridos.

A construgao da pardbola, a partir de sua forma algébrica, f(r) = ax?® +bx + ¢
da uma maior clareza ao estudo das func¢oes polinomiais do segundo grau. Ao mesmo
tempo que da clareza, também “espanta”, pois ha muitos alunos que acreditam que
a existéncia ou nao de uma pardbola esta associada aos valores das raizes de cada
funcao. Em mais de uma década como professor do primeiro ano do ensino médio,
pude observar, vérias vezes, estudantes dizerem nao existir grafico para uma funcao
que nao possua raiz.

A construgao de uma parabola a partir de uma funcao pode dar destaque a pontos
especificos, como o vértice por exemplo (Fig. 2.4).

Para agucar a curiosidade dos alunos e os estimular a estudarem funcoes, em
especial a quadratica, podemos mostrar a matemética existente por tras do jogo
Angry Birds (Fig. 2.5) [10]. Esse jogo foi criado pela companhia finlandesa Rovio,
em 2009, ja possuindo varias atualizagoes; ¢ um jogo muito popular e que pode ser
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A |B| € |D|E |[F§ H |

s

k) =-1 x®+( -2 Jx+( 5]

] K L M M

Fuhgéo do 2° grau / f(x) = ax® + bx + ¢

B pa

5| -50 -10,00
6 -49 921
7 48 -84
8 47 7,69
9 46 696

10| 45 -625
11| 44 556
12| 43 489
13| 42 -424
4| 41 361
15| -40 -3,00
16 -39 241

17| 38 -18 | ¢ i
18] 3,7 -1,29
19| 36 -0,76
20| 35 -025
21| 34 0,24
22| 33 o071
23| 32 136
24| 31 1,59
5| -30 2,00
26| -29 2,39
27| 2,8 2,76
28| 27 31
25| 26 344
N L5 275

Figura 2.4: Parabola obtida a partir da funcio quadratica f(z) = —2? —x + 5.

jogado em praticamente todos os sistemas operacionais, bem como redes sociais.
Para se ter uma nogao do sucesso desse game, a versao Angry Birds Space, quando
de seu langamento, teve 10 milhdes de downloads em apenas trés dias [2].

O jogo Angry Birds traduz-se, breve-
mente, em passaros que estao com raiva
porque um grupo de porcos verdes rou-
baram seus ovos. Os ladroes tentam
esconder-se em estruturas de variados
materiais. Resta ao jogador, a tarefa de
usar um estilingue para jogar os Angry
Birds contra esses refugios, atingindo to-
dos os porcos e causando o maximo de
estrago possivel.[2]

A trajetéria de cada Angry Birds, nas
versoes mais simples, é descrita por uma
parabola. Em outras versoes, pode-se

Figura 2.5: Imagem do jogo Angry Birds.
Extraido de [2]

criar novas trajetorias a partir de determinados pontos, ao longo da trajetoria inicial.
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Um esquema matematico pode ser feito em planilha eletronica, como mostrado na
Figura 2.6. Essa visualizacao do modelo matemaético, existente por tras das imagens
do jogo pode levar o alunado a se interessar em conhecer mais sobre o assunto.

B C D E F G H J K L M N 0]
Calibre
alfa= 57.0 graus = 0.9948 rad
Vo= 9.8 mis
5
Alva
Xo= &m
Yo= 1m
raio = 02m 4
Muro
posicdo = 4m
altura = im

[ o= 10,0 e 3

Altura = 33776 m
Alcance = 8,737 m

a= 0175 2
b= 15399

Verficando posigdo do impacto
no muro 87737 m
no alvo B.0000 m 1
impacto 8.0000 m

Desenhando a tragetdria
n X ¥
0 00000  0.0000] 0 -
1 04000 0.5879 0 2 4 6 8 10
2 08000  1.1196]

Figura 2.6: Pardbola descrevendo a trajetoria dos Angry Bird passando sobre
um muro e atingindo o alvo.

Podemos utilizar as planilhas para representar, além dos gréaficos, alguns pontos
especificos das fungoes quadraticas tais como: vértice, intersecao com o eixo das
ordenadas e das abscissas (raizes da funcao).

2.3 Exponencial

Ao iniciar o estudo das fungoes exponenciais, os alunos do primeiro ano do ensino
médio, tém contato, pela primeira vez, com uma fun¢ao nao polinomial. As fungoes
do tipo

f(x) =k +ma"™*1

com 0 < a # 1 descrevem varios fenomenos na area da biologia, quimica e matematica
financeira que podem ser exemplificados em sala de aula.

Embora nem sempre seja facil de ser feito, a aproximagao de um contetido ao
mundo dos alunos, faz com que se tenha maior interesse pelo estudo. Um exemplo
simples, que pode despertar o interesse dos alunos pelo estudo das poténcias e funcoes
exponenciais é o acumulo rapido de dinheiro a partir de um valor irrisério. Como
introducao ao estudo das exponenciais, proponho aos alunos que passem, a partir
daquele dia, a economizar e guardar 1 centavo de real. E no dia seguinte guardem
outros 2 centavos, mais 4 centavos depois de amanha, e assim sucessivamente. Afirmo-
lhes que, antes de completar um mes, eles ja estarao miliondrios, no que a maioria
fica incrédulo.
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A prova, através dos calculos, de que ao final de um més a pessoa que guardar
esses valores tera acumulado alguns milhoes, surpreende a maioria dos alunos. E
todos percebem que, infelizmente, depois de alguns dias, nao teriam mais de onde
tirar tanto dinheiro para guardar.

Os célculos para determinar os valores a serem guardados a cada dia podem ser
feitos, facilmente, utilizando-se uma planilha eletrénica (Fig. 2.7). Como os alunos
ja possuem algum conhecimento sobre esse tipo de planilha e a férmula que gera os
valores é bastante intuitiva, pode dar-lhes a oportunidade de criar a referida féormula.

A B 9 D E F GHI JKLMNOPQRSTUVWXYZ AA AB AC AD AE

1 Dia 1 2 3 4 5 " . 26° r 28 2% 30°
val Continuando a sequéncia para
‘alor

5 |digrio R$ 0,01 | R$ 0,02 | R$ 0,04 | RS 0,08 | R$ 0,16 0s 30 dias. R$ 335.544,32 | R§  671.088,64 | R$ 1.342.177,28 | RS 2.684.354,56 | R$ 5.368.709,12

Valor | g 0,01 | Rs 0,03 | RS 0,07 | RS 0,15 | R 0,31 ﬁ R$ 671.088,63 | RS 1.342.177,27 | RS 2.684.354,55 | R$ 5.368.709,11 | R$ 10.737.418,23

3 total

Figura 2.7: Descricao dos valores guardados diariamente e o acumulado, ao
longo de 30 dias.

Ao introduzirmos os graficos de fungoes exponenciais, algo intrigante novamente
acontece; grafico da fungao f(z) = a”, nunca toca o eixo das abscissas, independente
do valor de .

Muitos autores de livros didédticos apresentam aos alunos uma tabela com apro-
ximadamente seis valores para x, encontrando consequentemente, seis valores para
f(z). Acredito ser essa a melhor maneira de introduzir o estudo dos gréficos de uma
fungao exponencial, pois é, como ja citei, a tatica adotada pela maioria. Em uma

rapida consulta a livros didaticos do ensino médio, pode-se constatar que, em geral,

1

sao dadas como exemplo as fungoes f(r) = a” em que se tem a =2, a = 3, a = 5 ou

a= % e x como sendo os inteiros —3, —2,—1,0,1,2 e 3 [19].
Mesmo sendo correta esta abordagem inicial é preciso que se tenha uma comple-
mentagao, quanto ao estudo dos graficos de fungoes exponenciais. Em primeiro lugar,
o alunado pode ficar com a falsa impressao de que toda funcao exponencial possui
como assintota a reta y = 0. Outro ponto de duvida pode ser o fato de que sempre
pensem que, em algum ponto o gréafico tocara a assintota.
Para minimizar esses problemas, sugerimos novamente a utilizacao das planilhas,

construindo ai um grafico para a funcao exponencial
f(x) =k + ma™t?,

sendo 0 < a # 1, (Fig. 2.8) fazendo variar os valores de k, m, a, n e g. A construgao
desse grafico e a manipulagao dos valores que o constituem ajudam no entendimento
dos alunos sobre as fungoes exponenciais, podendo-se, inclusive, trabalhar com a
construcao de graficos baseados em situagoes concretas.

Com relagao ao problema da assintota horizontal ao grafico das exponenciais,
sugerimos a construgao da mesma juntamente com o grafico da fungao exponencial
(Fig. 2.9), mostrando primeiramente o grafico e, depois, construindo nele mesmo
a assintota. Esse tipo de construcao permite uma rapida e facil visualizacao da
assintota, além de permitir ao aluno a andlise de varios intervalos, com maior
detalhe, verificando visivelmente que a curva exponencial nao toca a assintota. Essa
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A B Cc D E F G H 1 J K L M N
Fungao Exponencial

f(x) = k+mas(nx +q)

1
2

2 10
4 m=3

5 a=2 9
6 n=2 8
7 g=-4

8 k=2 7
9 6
o IS 5
1 50  -2,00

12 -4,9 -2,00 4
13 48 -2,00 3
14 47 -2,00

15 46  -2,00 2
16 45  -2,00 1
17 44 -2,00

18 -4,3 -2,00 " ) ) ’ ) Y ’ . Y '
e 4 3 2 a4 / 2 3 4 5
20 41 -2,00 —
21 40  -2,00

2 39 -2,00 -3
23 .38 -2,00 a
24 3,7 -2,00

25 236 -2,00 S
26 235 -2,00 )
27 34 -2,00

28 =43 -2,00 -1
29 -3,2 -2,00 -8
30 31 -2,00 9
31 3,0  -2,00

32 29 2,00 -10

H
H
1
)

Figura 2.8: Curva obtida a partir da funcao exponencial
flx) = =2+ 3 x 221,

constatacao também pode ser feita a partir dos pares ordenados que sao gerados na
planilha.

Também é interessante, sempre que possivel, utilizar informagoes apresentadas nos
livros didaticos para construir graficos e analisar as situacoes ali colocadas. Ajudando,
inclusive, na interpretacao e resolugao de problemas apresentados pelos autores.

2.4 Logaritmica

Eis um tema que desperta certo pavor a maioria dos alunos no ensino médio. Por
experiéncia prépria de quinze anos, ministrando aulas para esse nivel de ensino, ao
ser pronunciada, em uma sala de terceiro ano do ensino médio, a palavra logaritmo,
h& um sentimento de rejeicao instantaneo.

Cito aqui o 3° ano porque os alunos, normalmente, ja “viram” esse assunto no
final do primeiro ou no inicio do segundo ano. Quando estao no ultimo ano de ensino
da educacgao béasica, é comum que se faga uma revisao da maioria dos contetdos ja
estudados anteriormente a fim de prepara-los melhor para as provas de vestibular,
ENEM e outras avaliacoes externas, como as Saeb - sistema de avaliacao da educacao
basica - e do Simave - sistema mineiro de avaliacao.

Mas, infelizmente, é comum encontrar em uma turma de alunos no 3° ano do
ensino médio, quem nunca tenha visto logaritmos, nem tampouco as funcoes que os
possuem.
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A E C D E F G H | J K L M

1 Fungao Exponencial com assintota horizontal
2 10 =
3 -
4

w o~ o
R oM
TN
P = N w0 D~ oo
e

16| -43  22,85706 r r
17| 48  20,85762 -5 -4
18| -4,7 1899208
19| -4,6  17,25147
20| -45 1562742
21| 44 1411213
22| -43  12,63831
23| 42  11,37917
24| -41  10,14838
25 -4 9 \.-———_
26| -39 7,928528 e Bl

27| -3, 6928809 -8 4
28| -3,7 5996038 9.
20| -3,6 5125733
30| 25 4313708

10 4

Figura 2.9: Gréfico de funcao exponencial, com assintota horizontal, que esté
desenhada com uma linha tracejada.

Através das planilhas eletronicas, po- N . c
demos dar uma ajuda desde a introdu- | Logaritmando| Base | Logartimo
¢ao no estudo dos logaritmos, partindo 2| 32 2 |=L0G(A2;E2)

; . 3 64 4 3

de uma férmula que o calcule depois de i 7 2 2
informado o valor do logaritmando e da < 5 5 5
base do logaritmo. J& na primeira aula 6 10000 10 4
sobre logaritmos, o professor pode passar 7 81 9 2
8 0,5 2 -1

o comando que retorna o valor do loga- . 1 3 5

ritmo em uma planilha a seus alunos —
que no Excel ¢ LOG (ntimero;base) —con- Figura 2.10: Tabela com alguns valores
juntamente com uma tabela de valores inteiros para logaritmos. Destaque para a
(Fig. 2.10), induzindo os alunos a perce- célula C2, que mostra a funcao utilizada.
berem que o logaritmo esta intimamente

relacionado as poténcias.

Ao avancar, em sala de aula, com o assunto logaritmo, pode-se usar as planilhas
para verificar a validade de suas propriedades quando do calculo de uma expressao
logaritmica, por exemplo. Além de se poder construir graficos de fungoes logaritmicas
com uso dessas planilhas.

Didaticamente falando, este é um momento ideal para retomar, ou até introduzir,
a nocao de funcao inversa. Isso pelo fato de a funcao logaritmica ser a inversa
da funcao exponencial, ja estudada anteriormente, o que torna mais “palpavel” o
entendimento de que uma funcao g : B — A é a inversa da funcao f : A — B quando
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se tem

para todo x € A e y € B. Isso é facilmente comprovado por uma anélise nos livros
didéticos aprovados pelo MEC, como por exemplo em Dante [11] e lezzi [18], ou
até mesmo em livro de Calculo [3]. Os autores desses livros apresentam defini¢ao,
propriedades e operacoes com logaritmos e, quando vao introduzir o conceito de
funcao logaritmica, apresentam pela primeira vez o conceito de fungao inversa.

Novamente o professor pode fazer uso das planilhas eletronicas para mostrar os
graficos das funcoes logaritmicas e também, mostrar que os graficos de duas fungoes
inversas sao simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes impares. Na Figura 2.11
temos, em um mesmo plano cartesiano, a representacao dos graficos das funcgoes
f(z) = 10" e g(x) = log(x), mostrando a simetria dessas duas fungdes em relagao a
reta y = = que ocorre porque g(z) = f~(z).

A B C D E F G H | J K L M N

Funcoes Inversas

2 5 .
3 f(x)

4

5 - 4

5

Tox oy fx e Y

8| -50 50 00 - 31

9| 49 49 00 -

10| -48 a8 00 - 9 4

n| 47 a7 00 -

12| -46 46 00 -

13| -45 a5 00 - 1

14| 44 a4 00 -

15 43 43 00 - A gix)
16| -42 42 00 - f T T T T T T T 1
77| 41 41 oo - | 5 4 3 2 K 1 2 3 4 5
18 -0 a0 00 - a4

19 -39 -39 00 - |

20| -38 -3,8 00 -

21 37 37 00 - 2 4

22| 36 36 00 -

23| -35 35 00 -

24| -34 34 00 - 3 1

25| 3,3 3,3 00 -

%) -32 32 00 - 4 ]

27| 31 31 00 -

28| -30 3,0 0,0

29 29 -29 00 - 5

awl 2= o= nn :

Figura 2.11: Graficos das fungoes inversas f(z) = 10% e g(x) = log(x). Mos-
trando a simetria dos dois graficos, com relacao a reta y = .

2.5 Trigonométricas

A sugestao apresentada pelo CBC, em Minas Gerais, é para que se trabalhe
as funcoes trigonométricas inicialmente no 2° ano do ensino médio, buscando um
entendimento do circulo trigonométrico. Um aprofundamento desse estudo deve ser
feito no 3° ano do ensino médio.

A introdugao das fungoes trigonométricas no circulo é feita, normalmente, a partir
da definicao de arco orientado, seguido da divisao do ciclo trigonométrico em quatro
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quadrantes. Nesse momento, o aluno do ensino médio toma conhecimento de uma
nova unidade de medida de angulo, o radiano, pois ele, desde os primeiros anos do
ensino fundamental, esta habituado a trabalhar apenas com o grau.

Essa nova unidade de medida causa uma certa confusao, principalmente pela
associacao que se faz e que os alunos tendem a decorar de que 180° correspondem
a 7 radianos. Uma grande parte dos estudantes acaba por associar um radiano a
180°, e para que esse erro nio ocorra, uma boa alternativa é a visualizacao do arco
correspondente a um radiano (Fig. 2.12). Esta figura mostra que um radiano é a
medida correspondente a um angulo agudo.

A utilizagao desta imagem sera feita pelo professor para evitar erros que podem
ser cometidos em exercicios como:

O wvalor de cos(1) (cosseno de 1 radiano) € positivo ou negativo?

Espera-se que, todos os alunos consigam resolver corretamente esse modelo de
questao apos tomar conhecimento da definicao de radiano e conseguir entender a
Figura 2.12. “A medida de um angulo em radianos ¢ a razao entre o comprimento do
arco determinado pelo angulo em um circulo cujo centro é o vértice do angulo e o

7

comprimento do raio do circulo [5].

A B C D E F G H J 4 L
O Radiano
© Angulo  x y
3 0 1 0
4

0,1  0,995004 0,099833
0,2  0,980067 0,198669
0,3  0,955336 0,29552
04 0921061 0,389418
0,5 0,877583 0,479426 0,6 1rad
0,6  0,825336 0,564642
0,7 0,764842 0,644218
0,8  0,696707 0,717356
0,9  0,62161 0,783327
1 0,540302 0,841471 0,2
1,1 0,453596 0,891207
1,2 0,362358 0,932039
1,3  0,267499 0,963558

=R R =]

daowaora

o

2,3 -0,66628 0,745705
24 -0,73739 0,675463
2.5 -0,80114 0,598472

]

15

16

17| 1,4 0,169967 0,98545 02 0.5 08 1,1
18| 1,5  0,070737 0,997495
19 16 -0,0292 0,999574
20| 1,7 -0,12884 0,991665
21 1,8 -0,2272 0,973848
22| 1,9 -0,32329 0,9463
23 2 -0,41615 0,909297
24| 2,1 -0,50485 0,863209
25| 2.2 -0,5885 0,808496
2

2

2

=1

Figura 2.12: Circulo de raio unitario, com destaque para um arco de 1 radiano.

Ao se trabalhar com os valores de seno e cosseno no circulo, deve-se destacar o
circulo de raio unitario e mostrar que estes valores sao correspondentes as medidas
das projecoes do raio com extremidade coincidente a do arco, sobre os eixos vertical
e horizontal — para seno e cosseno, respectivamente.

Apoés a construcao do circulo para mostrar o arco correspondente a um radiano,
pode-se aproveitar parte dos dados na construgao de uma planilha que destaca as
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projegoes citadas (Fig. 2.13). Assim fica mais facil observar, por exemplo os sinais
de seno e cosseno, em cada quadrante. As medidas utilizadas para os arcos podem
ser dadas em radiano, unidade normalmente ja instalada nas planilhas, ou em grau,
neste caso deve-se criar uma férmula de conversao de entre as unidades de medida.

A E C D E F G H | J K L M M

Seno e Cosseno no Ciclo Trigonométrico

1
2 1.1
: [IEEAARGS= 05

4

Sox oy oy A

6 -1,0 0,0 00 088 048

7 -0,9% 0,17 -0,17 Cosseno

3 -0,97 024  -024 000 0,00
9 -0,9 028  -028 0,8 0,00
10| -0,95 031  -0,31 Seno

11 -0,90 044  -044 0,00 0,00
12 -0,85 0,53 0,53 0,00 048
13 | -0,80 0,60  -0,60

14 0,75 0,66  -0,66

15 | -0,70 071 -0,71

16 -0,65 0,76  -0,76

17 -0,60 0,30  -0,30 -
18 | -0,55 0,84 -0,84 0
19| -0,50 0,37  -0,87

20 -0,45 0,39  -0,39

21 -0,40 092  -092

22 -0,35 094  -094

23| -0,30 095  -0,95

24 0,25 097  -097

25 -0,20 098  -0,98

26| -0,15 099  -0,99

27 | -0,10 099  -099

28 | -0,05 1,00  -1,00

20 0,00 1,00  -1,00

'-H)I nns 100 -1

Figura 2.13: Seno e Cosseno do arco de um radiano, em um circulo de raio
igual a 1. O ponto A é a extremidade do arco, que tem origem no ponto (1,0).

Somente depois de uma boa introdugao a trigonometria, no circulo, é que se
consegue trabalhar as funcgoes trigonométricas, caso contrario, ficaria dificil de
entender a periodicidade de tais fungoes, além dos intervalos fechados para suas
imagens.

Os graficos das fungoes trigonométricas sao indispensaveis no entendimento das
mesmas, mas nao sao de facil construcao a mao livre. Por isso, a opcao do uso
de planilhas eletronicas vem a tona novamente. Nelas, ja existem essas fungoes
embutidas, o que facilita ainda mais as construgoes.

Nas construgoes feitas em sala de aula, utilizando a lousa, em geral nao se tem
muita precisao, nem tampouco se estende o desenho do grafico a partir de dois
periodos (muitas das vezes se faz apenas um). Outro ponto positivo desta construgao
em uma planilha é a facilidade de se variar a amplitude, a imagem e as translagoes
da funcao; simplesmente alterando os valores das células destacadas no inicio da
planilha, que representam os coeficientes a, b, ¢ e k da funcao

f(z) = asen(bx +¢) + k

As variagoes desses valores podem ser feitas com intuito de instigar os alunos a
buscarem saber sobre o que cada valor representa ou provoca na funcao.
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Observando a Figura 2.14 notamos que o grafico mostra claramente a periodici-
dade, assim como a imagem limitada inferiormente e superiormente.

A B € B E|F| G|H I J K L M N Q P Q
Grafico Funcgao Seno

25 2 x4 0B
xlrad) 6

-4,00 -1,47
-3,95 -1,50 4
-3,90 -1,550
3,85 -1,47
-3,80 -1,42
-3,75 -1,34
-3,70 -1725
3,65 -113
-3,60 -0,98
3,55 -0,82
-3,50 -0,64
-3,45 -0,45
-3,40 -0,24
=335 -0,01
-3,30 0,22
-3,25 0,46
-3,20 0,71
-3,15 0,96 "

2an 191

Figura 2.14: Funcao seno transladada, 4f(z) = 2,5sen(2z +0) + 1

L B < S N 7

W 2| e R

o

~

w

-3,0 -2,6 2,0 -1,94- oo 05 10 15 0 35 40 45 55 65 7.0

R
- Do w

R
W

o
=

Outras funcgoes trigonométricas podem ser trabalhadas da mesma forma como
citado para a fungao seno, alids, a fungdo cosseno (Fig. 2.15) tem como base a
mesma tabela usada para a funcao seno; bastando trocar uma funcao pela outra, nas
formulas das respectivas células. Nessa figura, introduzimos uma linha pontilhada,
paralela ao eixo das abscissas, cortando o eixo das ordenadas no ponto (0, k), onde k
é o ponto médio dos valores extremos do intervalo que representa a imagem dessa
fungao.

Na fungao representada no gréfico da Figura 2.15, f(z) = 2cos(2x +2) +2 o
conjunto imagem é {y € R|0 <y < 4} [20], pois:

—1<cos(2x+2) <1
—2 < 2.cos(2x +2) <2
0 <2+ 2.cos(2x+2) <4,
logo,
0< f(x) <4
De forma analoga, pode-se calcular o conjunto imagem da fungao seno
f(z) = a+ bsen(cz + d)

permitindo uma comparacao com os valores obtidos no gréfico, construido na planilha.
Outras relagoes também podem ser verificadas, como por exemplo, o periodo das
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funcoes sen ou cos, alterando-se os valores de a, b, ¢ e d.

A
;

2

3

4

5

6 | -4,00
7 |-3,95
g |-3,90
9 |-3,85
10| -3,30
11| -3,75
12 | -3,70
13| -3,65
14 | -3,60
15 | -3,55
16 | -3,50
17 | -3,45
18 | -3,40
19 | -3,35
20 |-3,30
21|-3,25
22 |-3,20
23 |-3,15
24 |-3,10
’):I_f!n:

3,92
3,85
3,77
3,67
3,55
3,42
3,27
3,11
2,94
2,76
2,57
2,37
2,17
1,08
1,78
1,58
1,39
1,20
1,02
neag

C DEFGH | ] K L M N o] P Q R

Funcao Cosseno

4,0 -35 30 25 -20 1,5 -1,0 -05 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

-1 4

Figura 2.15: Funcao cosseno transladada, f(z) = 2cos(2z + 2) + 2




Sequéncias Numéricas

As sequéncias numéricas sao tratadas, no ensino médio, a partir do primeiro ano.
O CBC nao sugere a abordagem da recursividade para trabalharmos as sequéncias
numeéricas, nem tampouco os livros didaticos de ensino médio. Ja a Sociedade
Brasileira de Matematica trata do tema recorréncia em livros voltados para a formacao
de professores do ensino médio [27].

Mesmo nao usando recorréncia, em geral, os professores apresentam diversas
sequéncias numéricas a seus alunos, como a de Fibonacci, por exemplo [ 1]. Nao é
incomum encontramos em livros didaticos, atividades que buscam nos alunos um
raciocinio l6gico para resolver problemas de sequéncias e um padrao entre os niimeros
dados [ 1]. Mas isso é feito apenas como uma introdugao no estudo das sequéncias
numéricas.

As principais sequéncias trabalhadas no ensino médio sao as progressoes aritméti-
cas e geométricas, que estao intimamente ligadas a outros contetidos desse nivel de
ensino, como func¢ao afim, exponencial e juros.

3.1 Progressoes Aritméticas

As planilhas eletronicas manipulam muito bem este tipo de sequéncia numérica.
Ao digitarmos dois nimeros quaisquer em duas células vizinhas, do Excel por exemplo,
se selecionarmos essas duas células e arrastarmos o cursor, estaremos criando uma
Progressao Aritmética (PA).

As progressoes aritméticas formadas apenas com numeros inteiros sao facilmente
identificadas por um leitor que saiba efetuar a adicao desses nimeros; um padrao
de regularidade é facilmente percebido por todos. Uma introducao do assunto com
nuimeros inteiros ajuda a minimizar as dificuldades que podem surgir quando se
trabalha com os demais ntimeros reais.

O uso das planilhas eletronicas aqui, sera util, nao so para a criacao das sequéncias
a partir de dois termos vizinhos conhecidos, mas também para soma dos termos. Serd
possivel também encontrar qualquer termo da PA, a partir de algumas informacoes
dadas, utilizando para isso a férmula do termo geral; manipulando-a da maneira
mais adequada para que seja inserida na planilha.

A linearidade das progressoes aritméticas leva a uma inevitavel comparacao com

21



Capitulo 3. Sequéncias Numéricas 22

a funcao polinomial do primeiro grau. Mais uma vez, as planilhas eletronicas servem
de apoio ao professor de matematica, para que se possa mostrar as tendéncias iguais
e, a0 mesmo tempo, a diferenga quanto a continuidade (Fig. 3.1). Ao considerarmos
a formula do termo geral de uma PA,

ap, =a; + (n—1)r,
e compararmos esta com a func¢ao polinomial do primeiro grau (Fig. 2.2),
f(z)=ax+b

daremos aos alunos a visao de que o coeficiente a da funcao f(x) é igual ao valor da
razao r da PA; enquanto que o coeficiente b é igual a a; — r. Dessas comparacoes,
tira-se mais uma semelhanca entre a funcao do 1° grau e a PA, ambas sao crescentes
ou decrescentes, dependendo dos valores de a e 7.

| D | E | E | G | H | | | i | K | L | M |

Progressao Aritmética Crescente

&
T— T T I | i P | T T T T 1 T T T T 1

Figura 3.1: Os 28 primeiros termos da PA de primeiro termo igual a —24 ¢
razao igual a 2.

A soma do termos de uma P.A. pode ser calculada pela féormula

(a1 + an)n

Sy = 5

ou mais facilmente em uma planilha eletronica. De fato se pode, em uma tnica
planilha, criar férmulas que nos dao o termo geral e a soma dos termos a partir do
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primeiro termo, da razao e especificando-se o niimero de termos desejado. Mas o que
acontece com o valor acumulado dos termos somados de uma PA?

A planilha mostrada na Figura 3.2 traz uma visao que, em geral, nao é abordada
nos livros didéticos. Ela mostra os trinta primeiros termos da progressao aritmética
de termo geral

a, = 10,7 —0,7r

a0 mesmo tempo que nos da a visao, ponto a ponto, da soma parcial desses primeiros
termos. Neste caso, em particular, os pontos que representam a soma descrevem
uma trajetoria “parabdlica”. Comportamento similar ao de fungoes, quando uma
funcao do 2° grau ¢ a integral de uma funcao do 1° grau.

A E (& D E F G H | J K L M N o]

Soma dos termos de uma P_A.

. A A
0.7 AL A“

2
i
4 70 A A
ln a s A -
6| 1 10 10 A &
7 2 93 193 & a
8 3 86 27,9 A
s| 4 79 38 % A -
10| 5 7.2 43 i
1| 6 65 495 40 A
12 [ 58 553 A
13| 8 51 604 &
14 g9 44 648 &
5| 10 37 685 &
6| 1 3 75 O A
17| 12 23 738 &
e 18 18 754 10 | me 4
9| 14 09 763 ”00,“ A
2| 15 02 765 * 4o 4. -
=
21| 18 05 76 2 4 6 & w0 12 1 1w e, o2, ,® 2 R
2| 17 12 748 AR I P .
2 -1,9 7289 A + Termos da P.A. A Soma dos termos da P.A. *
2

oW
=
Qo

13 26 70,3

Figura 3.2: Os losangos representam os 30 primeiros termos de uma PA e os
pontos triangulares mostram a soma desses mesmos termos.

3.2 Progressoes Geométricas

As Progressoes Geométricas (PG) sao o segundo tipo mais comum de sequéncia
numérica visto no ensino médio. As planilhas eletronicas nao a identificam a partir
de uma sequéncia de trés termos, é preciso informar o que ocorre entre um termo e
outro.

O célculo de um determinado termo de uma PG pode ser demorado, se feito sem
o auxilio de uma calculadora, devido ao crescimento ou decrescimento exponencial,
caracteristico desse tipo de sequéncia. A férmula utilizada para esse céalculo é

a, = ag"" com g #0

Mas o uso de meios digitais facilita muito a escrita desse tipo de sequéncia. Nas
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planilhas eletronicas, basta que se coloque o primeiro termo, o valor da razao da PG
e um comando que mande esses termos serem multiplicados. Nao é preciso utilizar
a formula do termo geral da P.G., bastando arrastar a féormula criada até onde se
deseja, como na Figura 3.3.

A . B < . b B C D
1 Primeirotermo | 2 | RazéodaP.G.| 3 | 2 _ 3
2| =B1 ~ $D$1| => 6
3

18
54
162
486
1458
4374
13122
39366

Arrastar o cursor até
o termo desejado.

W o~ ;A W N o

=]

Figura 3.3: Termos de uma PG, criados a partir do 1° termo e da razao da PG.

Dessa forma, podemos listar, em segundos, os termos de uma PG, o que ficaria
muito mais demorado se fosse feito a mao, mesmo que usassemos calculadora;
principalmente se os niimeros atingirem uma grande quantidade de digitos porque o
nimero de digitos que cabem na calculadora comum é menor que nas células das
planilhas.

Graficamente, os pontos relativos aos termos de uma PG descrevem uma traje-
toria curvilinea que lembra uma curva exponencial, quando essa PG é crescente ou
decrescente (Fig. 3.4. Pode-se classificar uma PG como crescente ou decrescente com
base nos valores da razao ¢ e do primeiro termo a;, da seguinte forma:

1. PG crescente:
quando ¢ > 1 e a; > 0, ou

quando 0 < g < lea; <O0.

2. PG decrescente:
quando ¢ > 1 e a; <0, ou

quando 0 < ¢ < 1lea; > 0.

Quando a progressao geométrica apresenta razao (q) negativa e a; # 0, ela é dita
oscilante e seus pontos serao, alternadamente positivos e negativos, alternando o
plano cartesiano sobre duas curvas com formato exponencial (Fig. 3.5); uma para os
valores positivos e outra para os valores negativos.

A soma e o produto dos termos de uma PG também podem ser obtidos, facilmente,
em uma planilha eletronica, bastando incluir nessa as férmulas apropriadas, que
poderao ser copiadas dos livros didaticos ou, preferencialmente, serem criadas pelos
alunos. Em particular, a soma dos infinitos termos de uma PG, com —1 < ¢ < 1,
que é convergente.

Essa convergeéncia, quando a PG tende ao infinito, conduz a uma introducao ao
limite, que pode até ja ter sido mencionado pelo professor se este ja trabalhou funcao
exponencial e deu um enfoque especial a assintota (Fig. 2.9).
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A B C D E F G H | J K L I r
1 Progressoes Geomeétricas Crescente e Decrescente
, = 150 .
3 0.9 140 .
4 1,08 130 | % PG decrescente # PG crescente -
5
6 110 .
7 50,000 50,000 qqg .
8 2 45000 54000 .
9 3 40,500 58,320 .
0| 4 36450 62986 S0 .
1n| 5 32,805 68,024 70 « !
2] B 29525 713466 g . *
B 7 2572 7934 x *
| 8 23915 85601 X
5] 9 2153 @5 W X %
6| 10 19371 99950 30 X x oy
17 11 17432 107,946 5 X x x
B 12 15691 116582 X X x g %
1l 13 14121 125909
0| 14 12,709 135981 O
21 15 11438 146,860 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Figura 3.4: O gréfico mostra os 15 primeiros termos de duas progressoes
geométricas. Ambas com a; = 50, uma decrescente com razao (¢) = 0,9 e outra
crescente, de razao (q) = 1,08.

A B & B E F G H | J K L M N (o]
1 Progressao Geométrica Oscilante
2 100
3 09 | ™7 ¢
4 207
: R |
6 1 10 | 70 4
7 90 60 4
sl 3 81 50 4
o 4 729 | 4
1E> 5 65,61 20 4 Q o
6 59049 | = ? ®
1z 7 53,1441 3 Fi b [
13 8 azgs | 101 : ; i ‘
@ 9 437 O T R R TS SR T A,
s 10 as7az| 04 1 iz 2105 11 1127 13 1147 15 e 17 a7 19 0
6 11 348678 20 A I G . L ¥ L
712 31,381 | g J i ®
i) 13 28243 | . | é
0] 14 59| o | ;
0 15 22,8768
21 16 20589 | 7
22 17 185302 | 107 i ®
23 18 -1ep77 | S0 1
24 19 150005 | -90 @
25 20 13,500 | -100 A

Figura 3.5: PG oscilante, com a; = 100 e ¢ = —0,9

A soma dos termos de uma PG finita, de razao g # 1 pode ser calculada pela
relacao

ai(¢" — 1)

S, =
qg—1

e para os casos em que —1 < ¢ < 1 e n tende ao infinito teremos

m—1
T U
n—00 q—l 1—q
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Nao é demais reforcar, visualmente, o que acontece com a soma dos termos de
uma progressao geométrica, quando consideramos uma quantidade infinita de termos.
Dependendo do valor da razao, podemos ter a soma dos termos convergindo para
um valor especifico (Fig. 3.6) ou tendendo ao infinito (Fig. 3.7).

A B C D E F G H | i K L M N 0
1 Soma dos termos de uma P.G. Infinita
2 0,25 150 =
3 0,8
4
S am s
1,25 PP E
6 1 0,250 0,250 .00".’.‘
7 2 0,200 0,450 * *
8 3 0,160 0,610 L 3
g 4 0,128 0,738 | 100 4 % *
10| 5 0,102 0,840
11 6 0082 092 .
12 T 0,066 0,988 L 2
13 8 0,052 1040 | 5 ] P
4l 9 0,042 1,082
13 10 0,034 1,116
16 11 0,027 1,143 *
17| 12 002l L1161 | oo ]
18| 13 0,017 1,181 *
19 14 0,014 1,195
20 15 0,011 1,206
21| 16 o009 1215 | oo |
2| 17 0,007 1,222
23 18 0,006 1,227
24| 19 0,005 1,232
25| 20 0,004 1,236
0,00 T T T T T T T T T J
26 21 0,003 1,238
27 2 0,002 1,201 a 3 6 g 12 15 18 21 24 27 30
1

Figura 3.6: PG infinita, cuja soma dos termos tende a 1,25. Tendo a; = 0,25 e

q=08

A ] C D E F G H | J K L M N 0
1 Soma dos termos de uma P.G. Infinita
2 025 45 *
3 17,11
4 40 *
S a s
6 1 0,250 0,250 oo +*
7 2 0,278 0,528
8 3 0,308 0,836 *
9 4 0342 1177 g
10| 5 0,380 1,557 S
nl e 0421 1,978
12| 7 0468 2446 25 ¢
13| 8 0,519 2,965 .
14| 9 0,576 3,541
15 10 0,640 4181 20 +*
16 11 0,710 4,890 *
17| 12 0,788 5,678 *
18] 13 0,875 6553 19 *
19 14 0,971 7.5 *
20 15 1,078 8,601 *
21| 16 119 9797 10 . *
2| 17 1,328 11,125 *
23| 18 147 1259 o *
24| 19 1,636 14,235 o *
25| 20 1,816 16,051 o® PR *
6| 21 206 18066 5 Lo o ®
72 An7 N3 0 5 10 15 20 25 20

Figura 3.7: PG infinita, cuja soma dos termos tende ao infinito. Com a; = 0,25
eq=1,11
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3.3 Juros

Optamos aqui por nao tratar a matematica financeira como um capitulo a parte,
mas sim tratarmos os juros como sequéncias numéricas. Realmente, se construirmos
uma tabela com valores de juros simples e compostos, acumulados, periodo a periodo,
dentro de certo tempo; teremos uma PA e uma PG respectivamente. Normalmente,
sao utilizadas duas férmulas basicas para o calculo de juros simples

j =cit
e, juros compostos
M = c(1+14)

sendo:
J sao os juros

7

c é o capital

1 € a taxa

t é o tempo

M é o montante (capital + juros)

Uma sugestao dada aos professores de Matemdtica, em uma das colegoes de livro
mais conhecidas para esses profissionais, a nivel de educacao basica, A Matemdtica
do Ensino Médio [27], é justamente trabalhar juros como sequéncias. Os mesmos
autores chamam atencao para um fato muito interessante que compara os juros
simples e compostos, cobrados em prazos inferiores ao prazo o qual se refere a uma
taxa de juros combinada.

Esse fato pode ser observado em alguns boletos bancarios (Fig. 3.8), no campo de
instrugoes, onde se orienta o recebedor do mesmo a cobrar juros simples sobre o valor

devido, por até 30 dias apds o vencimento, e a nao receber o boleto apds esse prazo.

BANCO LEGAL S.A. | 5000-7 | 5000-7.341254.66691.0122365.5400.409070.7000000
AGENCIA RECEBED ORA VENCIMENTO

Pagavel em qualquer agéncia bancaria até a data do vencimento 01/08/2017

CEENS CODIGO DO CEDENTE
BANCO LEGAL S.A. 5000-7 1234567890
Documento N.° do documento Espécie Aceite | Processamento Nosso n.®
000123000 FAT N 25112011 06/0669610257
USO BANCO CiP CARTEIRA | ESPECIE | QUANTIDADE | VALOR (*) VALOR DO DOCUMENTO
000 06 RS 06 1.215,00 R$ 1.215,00
INSTRUGOES (TEXTO DE RESPONSABILIDADE DO CEDENTE) (*) OUTROS ACRESCIMOS

APOS O VENCIMENTO COBRAR MULTA DE 2% MAIS
JUROS MORATORIOS DE 0,05% AO DIA
NAO RECEBER APOS 30 DIAS DO VENCIMENTO

SACADO (*) TOTAL COBRADO
DANIEL FRANCISCO DOS SANTOS

Rua das dissertacées, 2016 - Florestal - MG

Figura 3.8: O campo de instrugoes informa como deverao ser cobrados os juros
apds o vencimento.
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Para facilitar o entendimento desse fato, usamos uma planilha para construcao,
em um mesmo eixo de coordenadas, de linhas que mostram o que ocorre com os
juros simples e compostos em um periodo pequeno (ou seja, menor que um periodo
utilizado para célculo da taxa), mostrado na planilha da Figura 3.9. Por uma questao
de estética do grafico e para que a diferenca que queremos mostrar ficasse mais
visivel, foi utilizada uma taxa mensal de 500% — mesmo sabendo que essa taxa nao
corresponde a realidade do mercado. O tempo considerado é de 30 dias e, como a
taxa ¢ mensal, pode-se observar claramente que, para periodos entre 1 e 30 dias, os
juros simples superam os juros compostos; apds os 30 dias, as posigoes se invertem, e
al os juros compostos passam a apresentar um valor maior.

Os calculos e a visualizacao apresentados nessa planilha sao um bom exemplo
para que os alunos percebam a diferenca do comportamento dos dois sistemas de
cobranga de juros (simples e compostos). E também para que entendam que as
instituicoes financeiras visam sempre o maior lucro possivel.

N30 g e
| =B B C D E E G H | J K L M

1] Juros Simples e Compostos

2 8 =
3 |
‘ |
5 | 7 ®
. |
70 000 0,00 I .
5|1 017 0,06 6 -
3| 2 0,33 0,13 | o "
10| 3 050 0,20 ey"
1] 4 067 0,27 5 4 1 "
12| 5 0,83 0,35 J - I
3|6 1,00 0,43 il e
4] 7 117 0,52 o a®™ & |
5| 8 1,33 0,61 = *
16| 9 1,50 0,71 a ’ . - [ ] |
s juros simples ®
1710 1,67 0,82 3 = a I
18(11 1,83 0,92 - @ juros compostos
19012 2,00 1,05 it &Y |
2013 2,17 1,17 2 4 - a2
2114 2,23 1,31 Pl o I
22|15 2,50 1,45 - o? I
23|18 2,67 1,60 1 4 T °® o
24|17 28 1,76 " . T |
25|18 3,00 1,93 e e®? .
6|19 317 211 o e ’ . . ; I ;
27/20 333 230 0 5 10 15 20 25 30 5
28|21 3,50 2,51 ;
29|22 367 2,72 Tempo: (emdizs)

Figura 3.9: Para periodos de tempo menores que o periodo de taxacao, os juros
simples sao maiores ou iguais que os juros compostos.

Uma outra vertente para o trabalho com juros, no ensino médio, é a comparacao
desses com fungoes. Souza [11], dedica uma se¢ao do capitulo de matemé&tica a
comparagao entre juros simples e juros compostos a funcao polinomial do 1° grau e
exponencial, respectivamente.

De acordo com o CBC, os alunos do primeiro ano deverao ser capazes de resolver
situagoes-problema que envolvam o calculo de prestacoes, mas apenas com um nuimero
pequeno de parcelas. As planilhas eletronicas permitirao mostrar financiamentos em
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longos prazos, com facilidade, podendo serem utilizados nas aulas, panfletos de ofertas
ou mesmo informagoes de financiamentos dos pais, como a casa prépria, financiamento
muito comum. Em uma tnica aula, é possivel mostrar aos alunos o comportamento
do dinheiro em sistemas distintos de amortizacao como o Price (sistema franceés) e
o SAC (sistema de amortizacao constante), muito comuns em compras a prazo no
comércio e no financiamento de iméveis, respectivamente (Fig. 3.10).

Para periodos menores, os calculos correspondentes a essas amortizagoes podem
ser feitos, manualmente, ou com a ajuda de uma calculadora comum, como mostrado
no segundo livro da colecao A Matemdtica do Ensino Médio [20]. Utilizaremos
aqui, os simbolos Ji, Py, A, e D, para representarem, respectivamente, a parcela de
juros, a prestacao, a parcela de amortizagao e o valor da divida, em cada época k.
Consideraremos uma taxa ¢ de juros e um nimero n de pagamentos.

Para o SAC, temos

D
Ap ==
n
D, =""*p,
n
Jip = 1Dy
Py = A+ Ji

Enquanto que no sistema francés (Price), as relagoes a serem utilizadas sao

i

Po=Dj—
S T
1— (1) W
Dy = p iU
(1+14)
Jip = 1Dy
Ak:Pk—Jk

Como os sistemas de amortizacao nao sao exigidos pelo CBC, as planilhas
eletronicas se tornam ainda mais tteis por facilitarem os calculos para ntimeros de
pagamentos maiores, se aproximando mais da realidade atual dos alunos e de seus
familiares. Além disso, servem para ajudar a recordar e fixar o cdlculo de juros. Os
calculos mais longos, como o do valor de cada prestagao no sistema Price, podem ser
feitos através de uma funcao jé existente nas planilhas PGTO (no Excel, por exemplo).

Nao se deve deixar de chamar a atencao dos alunos para as sequéncias de valores de
um determinado capital, ao longo do tempo, utilizando, principalmente, as planilhas
que também tornarao facil a comparagao dos juros com as PAs e as PGs. Essa é
uma forma de mostrar que os problemas de Matematica Financeira sao, basicamente,
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A B C D E F G H J K
1 Sistemas de Amortizacio
2 Divida Inicial
3 Taxa
4 N° prestacoes
5 SAC Price
6 Prestagao Juros |Amortizag&o|Prestagao| Divida Prestagéo| Juros |Amortizagéo|Prestagéo| Divida
7 0 0,00 0,00 0,00/ 1000,00 0 0,00 0,00 0,00 | 1.000,00
8 1 50,00 100,00/ 150,00/ 900,00 1 50,00 79,50 | 129,50 | 920,50
9 2 45,00 100,00 145,00, 800,00 2 46,02 83,48 129,50 837,02
10 3 40,00 100,00 140,00/ 700,00 3 41,85 87,65 129,50 749,36
1 4 35,00 100,00 135,00/ 600,00 4 37,47 92,04 129,50 657,33
12 5 30,00 100,00 130,00| 500,00 5 32,87 96,64 129,50 560,69
13 6 25,00 100,00 125,00 400,00 6 28,03 101,47 129,50 | 459,22
14 7 20,00 100,00 120,00| 300,00 7 22,96 108,54 129,50 352,67
15 8 15,00 100,00 115,00/ 200,00 8 17,63 111,87 129,50 240,80
16 9 10,00 100,00 110,00 100,00 9 12,04 117,48 129,50 123,34
17 10 5,00 100,00 105,00 0,00 10 6,17 123,34 129,50 0,00
18 Total 275,00 1000,00| 1275,00 Total |295,05 1000,00, 1295,05

Figura 3.10: Comparagao de um financiamento de R$1000,00 em dois sistemas
de amortizacao, SAC e Price, em 10 parcelas postecipadas, com taxa de 5% ao
periodo.

resumidos ao fato de saber quanto vale o dinheiro em cada perfodo de tempo [20].

3.4 Crescimento Populacional

Outras sequéncias podem ser trabalhadas no ensino médio, além das que sao
cobradas no CBC; um exemplo seria o crescimento populacional.

H& teorias diferentes para esse crescimento, tais como a teoria populacional
Malthusiana, que foi uma teoria demografica criada no final do século XVIII, na
Inglaterra, pelo economista e sacerdote protestante Thomas Robert Malthus (1766 —
1834) [38] e a teoria populacional de Verhulst, criada por um matemético belga de
mesmo nome, que introduziu a equagao de crescimento logistico onde a populacao
devera crescer até um limite maximo sustentavel, isto €, ela tende a se estabilizar
num determinado valor [15].

O modelo de crescimento proposto por Malthus para periodos constantes de
tempo é x,.1 = (1+a)z, sendo n é o nimero de periodos decorridos, z,, é o tamanho
da populacao no periodo e «, a taxa de crescimento por unidade de tempo. O valor
de x,, pode ser expresso pelo nimero de individuos ou pela biomassa, que é a massa
biolégica da populagao. Malthus descarta em seu modelo a possibilidade de limite
de recursos e a competigao entre os individuos, em caso de populagao crescente[22].

O modelo proposto por Verhulst leva em consideracao o limite dos recursos,
considerando que o ambiente que abriga a populacgao ¢ finito, a equacao de Verhulst
¢ dada por z,41 = (1 +a)z, — 22, onde « é a taxa de natalidade populacional e 3 ¢
a taxa de decrescimento da da populacao devido a competigao ente os individuos[22].

Através de uma planilha eletronica podemos criar graficos de crescimento popula-
cional como os da Figura 3.11.

As teorias de crescimento populacional podem também ser usadas como motivagao
para o estudo de exponenciais e logaritmos [15].
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A B C D E F G H I J K L M N
7 Modelos para Crescimento Populacional
8 Pardmetros
9 populacdo inicial = 1 40
10 crescimento = 0,15
1 competigdo = 0.005
12 35 A /
13 tempo  Malthus  Verhoust
14 0 1,00 1,00 30 4
15 1 1,15 1,15 TR AR
16 2 132 1,31 Lot
17 3 1,52 1,50 25 A P
18 4 1,75 1.7 o
19 5 2,01 1,95 | .
20 6 2,31 2,23 20
21 7 2,66 254
22 8 3,06 2,89 15
23 9 3,52 3,28
24 10 4,05 37 10 J
25 11 4,65 4,20
26 12 5,35 474
27 13 6,15 5,34 54
28 14 7,08 6,00
29 15 8,14 6.72 0
30 16 9,36 7.51
3 17 10.76 835 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
32 18 12,38 925
gi ;g 12? j‘sg | — |2 thuS +» o0 Verhoust ‘
3R bl 1R R? 12 28

Figura 3.11:

Crescimento populacional segundo os modelos de Malthus e
Verhoust, exemplos de sequéncias numéricas|10].



Geometria e Medidas

Geometria é uma area da Matemadtica que vem sendo cada vez mais trabalhada
na educagao basica. Hoje em dia, as creches ensinam as criancas algumas formas
bésicas (quadrado, circulo e triangulo), mesmo antes de ensind-las a contar.

Em primeiro de julho de 2012, o jornal “O Globo”[16], do Rio de Janeiro, publicou
reportagem citando pesquisa que destacava a geometria como assunto mais cobrado
nas 13 primeiras edicoes do ENEM. Por ser a principal avaliacao para a qual os
alunos da educacao basica se preparam, o ENEM dita tendéncias de ensino em todas
as areas e nao poderia ser diferente com a Matematica.

Mas a geometria ainda divide opinioes entre os alunos, nem todos gostam e
dentre os que gostam, ha ainda uma certa preferéncia por uma parte da geometria ou
outra. Para tentar abranger o maximo de publico, vamos tratar separadamente trés
partes da geometria: a plana, a espacial e a analitica. O tema “medidas” também
serd tratado neste capitulo por ser sugestao do CBC, como eixos teméticos a serem
trabalhados concomitantemente no 2° e no 3° anos do ensino médio [7].

4.1 Geometria Plana

Como ja citado, a geometria plana vem sendo trabalhada nas instituigoes de
ensino, desde os primeiros anos de vida das criancas. Ao longo de todo o ensino
fundamental, os professores de matematica reforcam conceitos de figuras planas,
relacoes entre elas e como calcular areas e perimetros. Mesmo assim, no ensino médio,
¢ comum encontramos adolescentes que nao sabem que retangulos e losangos sao
paralelogramos ou que consideram perimetro e area diretamente proporcionais. Por
isso é necessario sempre reforcar os conhecimentos nessa parte basica da geometria.

Situacoes mais préoximas da realidade podem despertar mais o interesse dos alunos,
por isso, uma opc¢ao para trabalhar dreas, é utilizar plantas de casas e apartamentos,
facilmente encontradas na internet ou mesmo em anuncios de construtoras, em
jornais. Na Figura 4.1 ha a imagem em 3D da planta de uma casa e ao lado, um
esquema relativo a planta baixa dessa mesma casa. Varias atividades podem ser
propostas a partir das informagoes ai apresentadas e, novamente, utilizamos uma
planilha eletronica para auxiliar nos calculos.

Calculamos duas areas, a da parte externa da casa, relativa as paredes; e a area

32
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interna as paredes do quarto (J;. Neste caso, sao apenas calculos simples, mas longos,
onde é primordial a atencao. Poderiamos utilizar uma calculadora para auxiliar nas
contas, mas uma planilha eletronica teria vantagem em relagao a uma calculadora
comum devido ao fato de todas as informagoes ficarem visiveis e faceis de se alterar.
Caso, seja necessario, pode-se conferir todos os valores digitados, efetuando correcoes
de dados que podem ter sido digitados por engano.

Paredes com 0,15m de espessura.
Portas (P) de 0,80m X 2,10m.
Janelas (J) de 1,70m X 1,50m

Figura 4.1: Planta de uma casa, utilizada para calculo de areas.

Uma outra planilha a ser utilizada no ensino da geometria plana, é a demonstrada
na Figura ( 4.2), que traz um triangulo retangulo desenhado sobre o plano cartesiano,
planilha esta idealizada por D’Afonseca [10]. Essa planilha calcula automaticamente,
a partir da medida dos dois catetos, a medida da hipotenusa, a area do triangulo e
as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente, para o angulo interno de vértice
na origem.

Esse contetdo ja é passado aos alunos no ensino fundamental, mas é revisto e
aprofundado no ensino médio [7]. As razoes trigonométricas sao utilizadas em muitos
momentos ao longo da educacao bésica, assim como o teorema de Pitdgoras, o que
torna mais interessante o uso dessa planilha durante o ensino da geometria plana,
e em outras aulas que o professor julgar necessaria. A critério do professor, essa
planilha podera ser aplicada também aos alunos do ensino fundamental.

4.2 Geometria Espacial

O ensino/aprendizagem da geometria espacial nas escolas ptblicas ainda exige
um certo malabarismo dos professores e muita imaginagao por parte dos alunos, que
normalmente aprendem a geometria plana a partir do uso de material concreto. Ter
que imaginar a intersecao de planos ou mesmo a altura de uma piramide, nao é uma
tarefa facil para muitos.

O célculo de dreas e volumes pode ser feito facilmente com o uso de planilhas
eletronicas. Para ilustrar uma atividade, tomaremos como base a Figura 4.3. A plani-
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A LB c D E F G H | J K
s Relagoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo
2
3 Catetos 10
4 b= 9 (vertical)
5 e 9 (horizontal) 9 -
6 I
7 Hipotenusa 8 1
8 a= 12,728
] 7 A
10 Area= 405
11 6 -
12 | Relativos ao éngulo na origem
13 seno= 0,707 5 A
14 cosseno= 0,707
15| tangente= 1,000 4
16 angulo= 0,785 radianos
17 45,000 graus 3 A
18
19 Desenhando o Triangulo 2 A
20 [Veétices x ¥
21 1 0 0 1 4
22 5 9 0
23 2 9 9 0 T T T T T T T T
24 1 0 0 0 1 2 3 e 5 6 7 8 9 10

Figura 4.2: Calculo de razoes trigonométricas, area, hipotenusa e angulo de um
triangulo retangulo.

lha construida na referida figura trata de um cubo de aresta a, que esta circunscrito
a uma esfera de raio r e inscrito em outra esfera, de raio R. A partir do valor de
a, a planilha calcula automaticamente os valores de r e R, e a partir desses valores,
calcula as superficies S; e S5 e os volumes V; e V5 das esferas inscrita e circunscrita
ao cubo, respectivamente.

Chamaremos de « a esfera de raio r e de I' a esfera de raio R para mostrar os
calculos feitos na planilha em supracitada. Temos, inicialmente que, se a é a medida
da aresta do cubo, entao r = 3, pois o diametro de « ¢ igual a medida do lado
do cubo; assim como R = %g, pois o diametro de I' é igual a medida da diagonal
interna do mesmo cubo.

2

2 3
a2 av/3 4 ra\3 4 (a3
si=an(z)  S=dn( 5 Vi=gn(3) g5

Apesar dos calculos rapidos e interessantes que podem ser feitos para raios,
superficies e volumes das esferas, deve-se dar especial atencao as razoes entre esses
valores; que sao sempre os mesmos, independente da medida da aresta do cubo. Para
mostrar esse fato algebricamente, em geral, os alunos de ensino médio ficam muitas
vezes, entediados e pouco interessados; se fizermos os célculos para muitos valores
diferentes de a, também ficara cansativo. O uso da planilha mostra mais rapidamente
(mas nao prova) que a razao nao se altera, independente do valor atribuido a aresta
do cubo e pode despertar no aluno o interesse em demonstrar, algebricamente, que
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esse fato é verdadeiro sempre.

2
Sy _4m(nE)  EF
2

a a?
S 4m(3) 5
3
4 aVv3 a3V33
Ezfﬂﬂ(?): 2 _3V3
Vi éﬂ(g)?’ a?
3 2 23
A B c D |E| F G H | ] K
1_ ey
2 R
5 i \
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Figura 4.3: Cubo de aresta a, circunscrito a esfera de raio r e inscrito na esfera
de raio R.

4.3 Geometria Analitica

Com a geometria analitica trabalhada no ensino médio, poderemos abordar temas
ja tratados na geometria plana e varios outros temas trabalhados na algebra. Nao
trabalha-se a geometria espacial dentro da geometria analitica porque no ensino
médio nao se vé a algebra no R3.

As planilhas eletronicas sao propicias ao estudo da Geometria Analitica, pois é
facil inserir nelas os pares ordenados. A distancia entre dois pontos no plano, por
exemplo, dada pela féormula

d=+/(z —0)>+ (y — %),

pode ser calculada facilmente, além de poder ser visualizada no plano (Fig. 4.4).

O estudo analitico da reta podera ser feito, na planilha, de forma analoga a que
foi utilizada no estudo da fungao polinomial do primeiro grau (Secao 2.1).

Quanto ao cédlculo de area de poligonos, podemos tomar emprestado da topologia,
o método pratico de Gauss. Esse método consiste em utilizar as coordenadas de todos
os vértices do poligono em sequéncia horaria ou anti-horaria, sem saltar qualquer
par ordenado, repetindo ao final o vértice usado inicialmente. O calculo da &area serd
a soma dos produtos das abscissas de cada ponto pelas ordenadas de cada ponto
subsequente, subtraida da soma dos produtos das ordenadas de cada ponto pelas
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bl Rbedi=a R R O SR SR
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E

Distancia entre dois pontos no plano
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H | J
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5 =

Figura 4.4: A distancia d entre dois pontos, A e B, calculada a partir de seus

Figura 4.5: Area de um pentiagono
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D

pares ordenados.

E F G H

Calculo da Area pelo método de Gauss

=

método pratico de Gauss.

irregular e nao-convexo, calculada pelo

abscissas de cada ponto subsequente; o resultado dessa subtragao serd dividido por

dois[30].

Tomemos como exemplo o triangulo de vértices A = (m,n), B = (p,q) e
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C = (z,y), sua area S sera

(mq + py + xn) — (np + qx + ym)
2

S:

A construcao de uma planilha permitira, ao mesmo tempo, desenhar o poligono e
calcular sua drea; sempre a partir dos pares ordenados de todos os vértices (Fig. 4.5).
Dependendo do nimero de vértices do poligono, tem-se a necessidade de alterar a
planilha, pois cada um desses vértices é indispensavel para a construcao do poligono,
bem como para o célculo da &area.



Nidmeros, Contagem e
Analise de Dados

Este é um eixo tematico muito amplo, que o CBC coloca como obrigatério nos
trés anos do ensino médio, como forma de aprofundamento e consolidagao do que foi
estudado no ensino fundamental.

5.1 Numeros

Os nimeros sao trabalhados com as criancas desde os primeiros anos da educacao
bésica, Constance Kamii [23] faz uma andlise das teorias de seu professor Jean
Piaget sobre o aprendizado dos ntimeros pelas criancas a partir dos quatro anos de
idade. Seu livro ilustra a preocupacao com esse tema primordial para o conhecimento
matematico. Apds a conclusao do ciclo inicial da educacao basica, conhecido como
educagao infantil, as criancas tém contato com os conjuntos numéricos. Inicialmente
com os nimeros naturais, logo depois os racionais nao negativos e a seguir, os inteiros.
Ao final do ensino fundamental, os nimeros irracionais e por fim os reais. No inicio
do ensino médio, esses conjuntos sao todos revistos, bem como suas operacoes e
posicoes dentro de uma reta numérica.

Com relagao ao uso das planilhas eletronicas para o estudo dos conjuntos numéri-
cos, poderemos explorar os nimeros a partir de uma contagem simples de elementos,
como na Figura 5.1, que utiliza a funcao CONT.SE, ja existente nas planilhas, para
contar a quantidade de pessoas do sexo masculino (M) e de pessoas do sexo feminino
(F), no intervalo que foi determinado. Essa contagem retoma a origem e defini¢ao de
nimeros naturais, como destaca o professor Elon [27].

A B C | D E F| G H \ J K L M N 0 P Q
1880 M F F M M F M MM M F F 7 CONTSE(B4M4,"M")
2 5 CONT.SE(B4:M4;"F")

Figura 5.1: Contagem do numero de pessoas do sexo masculino e do sexo
feminino, em um grupo de 12 pessoas.

Aplicagoes do uso dos numeros voltadas para o cotidiano, podem despertar o

38
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interesse dos estudantes, por isso indicamos o uso da planilha mostrada na Figura 5.2
[10], que utiliza informagdes de uma bicicleta para o cdlculo de razdes. Essa planilha
foi construida com base em uma bicicleta que possui cambio dianteiro de duas
velocidades — os quais sao denominados de pedal menor e pedal maior — e cambio
traseiro, ou catraca, com cinco velocidades, totalizando 10 velocidades se mantido
fixo o nimero de pedaladas por minuto.

Por ser um meio de transporte muito comum, é possivel que alunos tenham
bicicletas, o que abre a possibilidade de adaptacao dessa planilha para se trabalhar
com as informagoes de uma bicicleta especifica. Os varios nimeros dessa planilhar
podem ser trabalhados separadamente, quanto aos seus significados.

A B c D E F G H
A Bicicleta e as Proporcoes

="y

2

3 Maumero de dentes no pedal menor = 39 dentes

4 Ndmero de dentes no pedal maior = H1 dentes

B Raio da roda traseira = 35 cm

B

7 Circunferéncia da roda traseira = 2199 cm |

8

9 Catraca N dentes Razﬁncomopi_edal cm par pedalad_a km por pedalad_a
10 menor  maior |P.menor P.maior|P. menor P.maior
11 |menor 15| 260 3,40 5718 7477 00057 00075
12 'segundo 17 229 3,00 o045 6397 00050 0,0066
13 terceiro 200 195 2,95 4286 560,86 00043 0,0056
14 |quarto 24| 163 213 3574 4673 00036 00047
15 |maior 28] 139 1,82 3063 4006 00031 00040
16

17 Mimero de pedaladas por minuto = 19

18 Mimeo de pedaladas por hora = 1140

19

20 | catraca Velocidade com o

21 P_menor P. maior

22 menor 6,52 8,92 kmh

23 segundo 5,75 752 km/h

24 terceiro 4 89 6,39 km/h

25 quarto 407 5,33 km/h

26 maior 3,49 457  km/h

9T

Figura 5.2: Proporcoes encontradas em uma bicicleta, a partir das razoes entre
o numero de dentes de seus cambios — pedais e catracas.

Apresentamos, até aqui, exemplos que utilizam apenas nimeros positivos, mas
podemos também trabalhar os niimeros negativos, além do zero. Mesmo ja estando
no ensino médio, alunos ainda apresentam duvidas sobre as operacoes com nimeros
inteiros; e nesse ponto uma planilha também pode ajudar bastante.

Para tirar duvidas sobre essas operacoes, pode-se fazer uma sequéncia das mesmas,
com os resultados sendo dados pela planilha; a fim de que se possa comparar
os resultados. A vantagem, em relacao a uma calculadora, por exemplo, seria a
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possibilidade de se fazer muitos calculos de uma s6 vez e trocar valores com facilidade,
inclusive montando operacoes inversas, através de férmulas, com o objetivo de
comparar e entender melhor o que ocorre em cada operacao.

Ainda dentro do tépico de niimeros,

pode-se trabalhar o valor numérico de A B

4
100
10816
10016
trado na Figura 5.3. Sao varias as expres-
soes que se pode verificar com o auxilio 160000
. N 160000
de uma planilha eletronica.

Para ilustrar o uso de niumeros para Figura 5.3: Analise de relacoes algébri-
demonstragao de igualdades, usamos cas, a partir da substituicio das varidveis
nesta planilha, dois valores de referéncia, por valores diversos.

uma expressao algébrica, tema recorrente |
na Matematica basica. Podemos, por 2,70481
exemplo, verificar as possiveis veracida-

des de produtos notaveis, propriedades 2 60206

de poténcias e logaritmos, como mos- 1,20412

20
20

L o o e o L I

a e b, com o objetivo de testar algumas
relacoes, a saber:

1- (a+b)* =a*+b*? Como (a+b)* = (a+b)(a+b) = a® + 2ab + b?, a proposi¢ao

s6 sera verdadeira se ab = 0. Assim, para quaisquer valores diferentes de zero,

que forem testados, verifica-se a falsidade.

2- (ab)? = a?b?? Esta igualdade é verdadeira, pois (ab)? = (ab)(ab) = (aa)(bb) = a®V*.
Os resultados apresentados na planilha também confirmarao essa igualdade,
independente dos valores de a e b.

w
1

log(ab) = log(a)log(b)? Vamos escrever log(a) = m e log(b) = n, assim teremos
10™ = a e 10™ = b. Segue dai que 10™.10" = ab, ou seja, 10im +n) = ab; o que
significa que m + n = log(ab). Portanto, log(a) + log(b) = log(ab), mostrando
ser falsa a proposi¢ao quando a # b, ab # a e ab # b.

Substituindo na planilha a e b, positivos, chega-se também a esta constatacao.

4- Vab = \/aV/b? Esta igualdade é verificada com base no item 2, pois vab = (ab)2 =

(a)z(b)z = \/avb: sendo entdo verdadeira. Na verificacdo por substituicao

numérica, deve-se utilizar valores nao negativos para a e b.

5- Por tltimo, colocamos na planilha a expressao

b
1+ !
b
que pode ser usada para aproximar os valores do niimero e, sem utilizar limites.

5.2 Numeros Complexos

Os numeros complexos sao apresentados aos alunos do 3° ano do ensino médio
e, como nao poderia deixar de ser, causam bastante estranheza no inicio. E dificil
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aceitar que todos os professores de matematica “mentiram” até entao, dizendo que
nao havia, por exemplo, valor para v/—1; e agora vem o professor dizer que isso é
igual a uma unidade imaginaria “z”.

E comum que os alunos concluam a educagao béasica com pouquissimo ou nenhum
conhecimento sobre os niimeros complexos. Um dos motivos é o fato de que este
conteudo é deixado, normalmente para o final do ultimo ano letivo, pois nao é
cobrado no ENEM. Observando as diretrizes que norteiam o ENEM observa-se que
na competéncia de area 1, pretende-se construir significados para os nimeros naturais,
inteiros, racionais e reais. Nao fazendo mengao aos niimeros complexos [33]. Apés o
ENEM a maioria dos alunos ja esta aprovada, s6 esperando a conclusao do ensino
médio, acabando por diminuir a motivagao e o interesse pelos estudos.

A fim de tentar dar um pouco mais de animo aos alunos que estao estudando
numeros complexos, podemos utilizar as planilhas eletronicas que possuem varias
funcoes para se trabalhar com esses nimeros. Vamos utilizar como exemplo os
complexos Z = 241 e W = 3 — 4i para realizar operagoes, como mostra a Figura 5.4.

Além das operagdes mostradas na referida figura (médulo, argumento, conjugado,
adigao, subtracao, divisao, multiplicacao e poténcia de expoente inteiro), ainda é
possivel fazer varias outras, como raiz, logaritmo, cosseno, seno, etc.

A B
1 Operacgdes com Complexos

2 Operacao Resultado
3 Modulode W; [IWI=5

4 Argumentode Zemrad; © = 0,463647609
5 Conjugado de Z = 2-i

6 W+ Z=5-3i

7 W-2Z=1-5i

8 W:Z=04-22i

9 W . Z=10-5i

10 WA3 = -117-44i

Figura 5.4: Algumas das operac¢oes com nimeros complexos, que podem ser
feitas em planilha eletronica. Os calculos foram feitos com base nos complexos
Z=2+ieW =3—4i.

5.3 Contagem

Os problemas de contagem nao se restringem, unicamente, a contagem simples de
elementos, no ensino médio tratamos a contagem a partir da andlise combinatoria,
que abrange o principio fundamental da contagem (PFC), arranjos, permutagoes e
combinacoes. Podemos também citar, em contagem, o célculo do niimero de elementos
da uniao de dois ou mais conjuntos. Outros métodos de contagem, tais como principio
da inclusao-exclusao, principio das gavetas e teoria de Ramsey, normalmente nao sao
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trabalhados no ensino médio [7], apesar de que o principio das gavetas, por exemplo,
ser bastante simples e de facil compreensao.

Os calculos de arranjo, permutacgao e combinacao podem ser feitos nas planilhas
eletronicas com o uso de funcgoes especificas. Essas funcoes ja existem nas planilhas,
como no Excel, onde se tem as fungoes PERMUT, que calcula permutacoes e arranjos
simples, PERMUTAS, para o cdlculo de permutacgoes com elementos repetidos e COMBIN,
que serd utilizada para o calculo de combinagoes simples. Nao ha uma funcao
chamada arranjo, apesar das planilhas oferecem outras fun¢oes que podem ser tteis,
como a COMBINA, para o calculo de combinagoes com elementos repetidos, que nao
consta do CBC, mas pode ser mostrado aos alunos do ensino médio.

Uma outra aplicacao das planilhas eletronicas, quando de fala em contagem ¢ a
construgao, rapida e facil, do Triangulo de Pascal (Fig. 5.5) que pode ser utilizado para
encontrar valores resultantes de combinacoes simples, coeficientes do desenvolvimento
de poténcias do tipo (z 4 y)" ou trabalhar relagoes, no minimo interessantes, como a

de Stifel[28]

Cry =Crm g
Existem varias outras relagoes que podem ser observadas no triangulo de Pascal,
como o fato de que a soma de todos os elementos de uma linha é sempre uma
poténcia de 2. Caso o segundo numero de uma linha seja um nimero primo, todos os
elementos dessa linha serao multiplos desse nimero, excetuando o nimero 1. Outras
relagoes existentes no triangulo de Pascal sao citadas no livro “O diabo dos niimeros”
[11], em que o autor dedica vérias paginas a trata-las de forma curiosa, mostrando
uma maneira mais ludica de trabalhar este tépico.

Para se trabalhar as varias propriedades existentes no triangulo de Pascal, po-
demos utilizar uma planilha para sua construcao. Tal construcao pode ser feita,
indicando que cada elemento, a partir da terceira linha e segunda coluna, é igual a
soma de outros dois elementos da linha anterior, relagao de Stifel.

Podemos também resolver exercicios de combinatéria com o auxilio de planilhas,
como a questao da prova do Profmat em 2015, exemplificada a seguir:

Uma escola pretende formar uma comissao de 6 pessoas para organizar uma festa
junina. Sabe-se que ha 8 professores e 20 alunos que sao candidatos a participar da
comissao.

(a) Calcule o nimero de comissoes distintas que podem ser formadas com pelo
menos um professor.

(b) Calcule o nimero de comissoes distintas que podem ser formadas com pelo
menos um professor e dois alunos.

(c¢) Um aluno resolveu o item (b) acima da seguinte maneira:

“Devemos primeiramente selecionar um professor dentre os oito (Cg). Escolhido
um professor, devemos, em seguida, escolher dois alunos dentre os vinte (C%,).
Finalmente, escolhidos um professor e dois alunos, devemos escolher 3 pessoas
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

B
limcol O
2 0 1
1 1 1
4 2 1 2 1
5 3 1 3 3 1
6 4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
8 6 1 6 15 20 15 6 1
9 7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
= 10 1 10 45 120 210 252 210 120 | 45 10 1
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 1 1
s 12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
s 13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

Figura 5.5: Triangulo de Pascal, com 14 linhas e 14 colunas, contadas a partir
de zero (0).

quaisquer das 25 que restaram para formar a comissao de seis pessoas com pelo
menos um professor e dois alunos (C3:). Portanto o niimero de comissoes de seis
pessoas com pelo menos um professor e dois alunos ¢ igual a Ci x C3) x Cs..”

A solugao proposta por este aluno esta correta? Caso nao esteja, identifique e

explique o erro deste aluno.
Solucao

A solucao dos itens (a) e (b) estdo mostradas na Figura 5.6, cada uma calculada de
duas maneiras diferentes. No primeiro item pode-se fazer as seguintes escolhas para
formar a comissao:

1 professor e 5 alunos

2 professores e 4 alunos

3 professores e 3 alunos

4 professores e 2 alunos

5 professores e 1 aluno

6 professores e 0 aluno.

Ou podemos calcular o nimero total de comissoes de 6 membros, que se pode
escolher em um grupo de 28 pessoas; e subtrair desse total o niimero de comissoes
formadas por 6 alunos e nenhum professor.

A solucao do segundo item apresenta um nimero menor de combinagoes possiveis,
podemos ter, neste caso:

1 professor e 5 alunos

2 professores e 4 alunos

3 professores e 3 alunos

4 professores e 2 alunos.

Ou, de outra maneira, tomar todas a comissoes possiveis com 6 pessoas; e delas
subtrairmos aquelas formadas somente por alunos, as formadas 5 professores e 1
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A B C D E F G H

Solugao de item sobre combinagoes simples

8
20

—y

337980

9 ou
» [CRECEERERER o

Figura 5.6: Solugao dos itens (a) e (b) da questao 01 da avaliagdo 1 — M A12 —
2015.1 do PROFMAT.

aluno, e aquelas formadas por 6 professores.

O item (c) nao necessita de cdlculos, apenas de uma andlise da solugao apresentada
pelo aluno. E bem verdade que poderiamos fazer o calculo apresentado, a fim de
confrontar os resultados, mas basta observar que ha comissoes contadas repetidas
vezes. Como exemplo tomemos o caso em que é escolhido inicialmente o professor
Py, depois os alunos A; e Ay e, por ultimo os professores P,, P53 e P,; formando a
comissao Py A1 Ay P,P3Py. Se for escolhido primeiro o professor P; e por ultimo o
professor P;, mantendo-se as demais escolhas na mesma ordem, formaremos uma
comissao com os mesmos elementos Py Ay Ay PoPs P .

5.4 Analise de Dados

A estatistica deve ser introduzida na educacao béasica, nas aulas de Matemadtica,
a0 menos nas escolas estaduais de Minas Gerais. Ainda nos anos iniciais do ensino
fundamental, as criangas tomam conhecimento de tabelas e graficos de barras.
Durante o ensino fundamental 2 (6° ao 9° ano) trabalha-se o eixo temdtico de dados,
que enfatiza a organizacao e apresentacao de um conjunto de dados em tabelas ou
graficos. No primeiro ano do ensino médio, ja sob o nome de Estatistica, continua-se
a trabalhar a organizacao de dados em tabelas, segundo rege o CBC.

Na apresentacao dos eixos tematicos do ensino médio, o CBC traz como “justi-
ficativa” para se trabalhar Estatistica, o fato da proximidade com a realidade dos
alunos:

Provavelmente é no tratamento de dados que a matemadtica manifesta
mais claramente a sua utilidade no cotidiano. Hoje em dia a FEstatistica
Descritiva e a Probabilidade fazem parte do discurso jornalistico e cienti-
fico cotidiano quando se trata, por exemplo, de pesquisas de intencdo de
voto, perfil sécio-economico da populagao brasileira, as chances da cura
de determinada doencga ou riscos de contrai-la. Espera-se, portanto, que
numa formacao bdsica do cidaddao, nao apenas se adquira a capacidade de
ler e analisar dados expostos em diversas formas, mas que se possa refletir
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criticamente sobre 0s seus significados e emitir juizos proprios. Por essa
razao, a andlise de dados € escolhida como um dos temas estruturadores
da Matemdtica, pois proporciona uma adequada contextualizacao socio-
cultural, aprorimando o conhecimento adquirido na Escola da realidade
do aluno. FEste tema € importante também por ser utilizado em quase
todas as demais dreas do conhecimento, como, por exemplo, demografia,
satude, linguistica, possibilitando o desenvolvimento de varias atividades
integradas dentro da escola [7].

Apesar de apresentar um certo destaque, a Estatistica sugerida no CBC ainda
nao atende o minimo que nossos alunos necessitam; ela nao traz, por exemplo, o
estudo das medidas de dispersao — nem sequer o célculo da amplitude. Em 2016, a
prova do exame nacional do ensino médio (Enem) trouxe uma questao que exigia um
conhecimento minimo a cerca de Desvio Padrao, e os alunos das escolas estaduais de
Minas Gerais nao estavam devidamente preparados para dar uma resposta.

Assim como em outros topicos da matematica do ensino médio, as orientagoes do
CBC nao possuem uma correspondéncia com relacao aos livros didaticos aprovados
pelo MEC; observa-se que a maioria destes tratam da Estatistica no volume 3,
destinado aos alunos do 3° ano. Como o livro é, muitas das vezes, o melhor, senao o
unico recurso disponibilizado ao professor, torna-se necessario o transito frequente
de livros entre uma sala e outra. O uso de planilhas eletronicas poderd reduzir esse
trabalho fisico de carregamento de livros.

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R
1 Tabulagao
2
3 Génerode Filme|Fi|Ro|Fi|Co|Co|Dr|{Co|Co|Te|Fi|Su|Su|Ro|Su|Te|Co
4 Sexo MMM FIM|FIFIMFIMM|F|M|F|M|F
5
6 Comeédia (Co) 5 => CONT.SE(C$3:R$3; "Co")
7 Drama (Dr) 1| = CONT.SE(C$3:R$3; "Dr")
8 Género de Filme Ficcao (Fi) 3 => CONT.SE(C$3:R$3; "Fi")
9 Romance (Ro) 2 => CONT.SE(C$3:R%$3; "Ro")
10 Suspense (Su) 3 |=> CONT.SE(C$3:R$3; "Su")
11 Terror (Te) 2 => CONT.SE(C$3:R$3; "Te")
12 Sexo Masculina (M) 9 =:> CONT.SE(C4:R4; "M")
13 Feminino (F) 7 => CONT.SE(C4:R4; "F")

Figura 5.7: Pesquisa entre 16, alunos quanto ao sexo e sobre o género preferido
de filme.

Usaremos planilhas para organizar dados em tabelas, no primeiro ano do ensino
médio. Dados que estejam na forma bruta poderao ser ordenados alfabeticamente
ou numericamente, com a funcgao CLASSIFICAR, e contados com a funcao CONT.SE,
para serem organizados em tabelas de frequéncia. Para exemplificar pode-se fazer
uma pequena pesquisa entre os alunos, indagando coisas simples como sexo e género
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preferido de filme. A Figura 5.7 ilustra esse exemplo, os valores nao foram digitados,
mas sim contados a partir de uma funcgao inserida — a frente da quantidade de cada
género de filme e de cada sexo estd colocada a férmula utilizada para a contagem.
As planilhas eletronicas facilitam o estudo da estatistica através da andlise de
dados, e permite a construgao de graficos de uma maneira muito facil, em formatos
diversos. Basta selecionar os dados, clicar em inserir e escolher o tipo de grafico
que deseja utilizar, para explicitar os valores descritos e ja organizados em tabela.

A B [ D E F G H |

GRAFICO DE SETORES

A B 4 D E F G H J

Gréfico de Colunas

Suspense
19%

0,25 1

o 02 : : 13

13| 0,15 as 15

4 16
15 0,10 7
. 0,06 12
0.05 W [»
18 19
20
1 0,00

Comédia Drama Ficclo ~ Romance  Suspense Terror

(a) Gréfico de colunas verticais. (b) Grafico de setores, também conhecido
como grafico de pizza.

A B c D E F G H ' ) K A 8 c D E F G H ) K

Gréfico de Barras Gréficos de Area

Terror

Suspense

10| Romance

13 Ficgio

Drama

18 Comédia

0 1 2 3 4 5 6

(c) Grafico de barras horizontais. (d) Gréfico de Area.

Figura 5.8: Exemplos de graficos gerados por planilhas eletronicas.

Para exemplificar, construimos quatro graficos (Fig. 5.8) tendo os mesmos dados
como base. Utilizamos os valores da pesquisa realizada com os 16 alunos, sobre
género de filme preferido (Fig. 5.7), para construir graficos de:

Setores (ou Pizza) — Os percentuais mostrados nesse grafico sao calculados auto-
maticamente pela planilha; esta é uma das opcoes de design para apresentacao
do mesmo.

Colunas — Este grafico aparece como primeira op¢ao para a maioria dos dados
selecionados, é um grafico de facil interpretacao, e permite também uma
formatacao simples e rapida, em qualquer tipo de planilha.

Barras — Muito semelhante ao grafico de colunas, a principal diferenca é que as
barras referentes as informagoes retiradas da pesquisa sao horizontais.
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Area — Um grafico menos usual que os anteriores. Ele é mais usado para mostrar
tendéncias ao longo do tempo, assim como o grafico de linhas. O grafico de
linhas seria formado apenas pela linha superior do grafico de area.

Quanto a formatagao, o grafico de area permite colocar, facilmente, qualquer
imagem em sua representagao.

Nao vamos citar, nem tampouco exemplificar cada um dos tipos de grafico
disponiveis nas planilhas eletronicas. Mas fica aqui uma recomendacao para que
os professores explorem outros modelos disponiveis, nao se prendendo apenas aos
mais tradicionais, que geralmente sao apresentados nos livros didaticos voltados a
educacao bésica.



Colocando em Pratica

Desde o inicio deste trabalho venho aplicando, em sala de aula, atividades

diferenciadas envolvendo a Matemadtica, com o uso de planilhas eletronicas. Até

entao, eu utilizava as planilhas apenas para construir alguns graficos estatisticos e

tabelas com célculos financeiros simples.

Fiz, entao, um planejamento para rever fungoes polinomiais de primeiro e segundo

grau, com os alunos do terceiro ano do ensino médio. O planejamento das aulas é o

que se segue:

6.0.1 Primeira aula

1.

Inicialmente os alunos deverao abrir as planilhas no computadores, para que
possam conhecer melhor o ambiente de trabalho. Todos ja visualizaram as
planilhas em sala de aula, mas nem todos ja utilizaram uma planilha eletronica
na pratica.

. Serao dados alguns comandos basicos como exemplos, a serem inseridos nas

planilhas pelos alunos. Tais como somar valores de duas ou mais células,
calcular poténcias e arrastar formulas.

. Logo depois serd pedido aos alunos para construirem uma planilha que dé a

raiz de uma funcao afim, cujo processo algébrico sera relembrado no quadro
negro.
—b
flz)=ax+0b f(z)=0 ar+b=0 r=—.

a

. Apo6s a construcgao desta planilha, os alunos deverao alterar os valores de a e b

e observar o resultado apresentado para a raiz da funcao.

. A seguir, serd solicitado aos alunos a construcao do grafico dessa fungao (afim,

Fig. 2.1), dando destaque para o ponto (—b/a,0). Depois do gréfico pronto, cada
aluno ird alterar o valor de a, substituindo-o por 1,2, 3,4 e 5, observando o que
ocorre com o grafico. De forma andloga devem usar os negativos —1, -2, —3, —4
e —5, fazendo a mesma observagao.
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6. Deixando agora um valor fixo para o coeficiente a, deverao atribuir valores
diferentes para o coeficiente b, a fim de que tomem conhecimento do efeito
deste coeficiente sobre o grafico.

7. Ao final dessa primeira aula, de aproximadamente 90 minutos — serao dois
horérios de 50 minutos cada, ja descontados o deslocamento de ida e volta até
o laboratorio de informatica — espera-se que os alunos relembrem o que é e
como se calcula a raiz de uma funcao afim; que eles saibam quais sao os efeitos
produzidos pelos coeficientes a e b da funcdo f(x) = ax + b sobre o grafico
dessa funcao, além de identificarem com facilidade a representacao geométrica
da raiz.

6.0.2 Segunda aula
A duragao dessa aula serd a mesma da aula anterior, seguindo o seguinte roteiro:

1. Inicialmente, os alunos deverao usar uma planilha eletronica para calcular as
raizes de uma funcao quadratica

f(z) = az® + bz + ¢,com a # 0.

Com o intuito de facilitar o trabalho, serd feito o cédlculo das raizes de uma
funcao quadratica no quadro negro, ja destacando o fato de que a planilha nao
separa os célculos da férmula resolutiva (férmula de Bhaskara), ou seja, cada
aluno tera que inserir duas férmulas

—b+ Vb? — 4dac
2

—b—Vb? — 4dac
2

2. Assim que concluirem a construcao da planilha, todos terao que testar alguns
valores diferentes para os coeficientes a, b e ¢. Cada um podera utilizar os
valores que quiser, mas depois de alguns instantes serao instruidos a usarem
nimeros que resultem em resultados iguais para as duas férmulas, bem como
resultados diferentes e mesmo a auséncia de resultados — garantindo assim, que
visualizem todas as possibilidades de raizes.

3. Num segundo momento, serd construido o grafico da funcao quadratica, que é
uma curva parabolica, como mostrado na Figura 2.4. Para um primeiro grafico,
utilizaremos valores que gerem duas raizes distintas para a funcao; depois do
grafico pronto, vamos dar destaque a essas raizes e, a seguir, destacaremos outro
ponto importante da parabola, o vértice, calculado em duas células distintas
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das ja utilizadas, o par ordenado

b —A
2a" 4a

em que A = b? — 4ac.

4. A parte final dessa aula serd de muita observacao, depois de dar liberdade para
que troquem a vontade os valores dos coeficientes, os alunos serao orientados
a utilizarem como coeficientes da funcgao, os valores colocados no quadro
negro. O intuito é mostrar as variagoes que ocorrem no grafico, dependendo
principalmente dos sinais de a, b e c.

6.0.3 Observagoes sobre as aulas.

Na primeira aula houve um pouco de dificuldade, por parte de alguns alunos,
principalmente para controlar o mouse. Embora consigam digitar com muita facili-
dade, nas telas dos aparelhos celulares, tivemos alunos ficaram um pouco perdidos
com o teclado do computador, ao procurarem as letras que desejavam.

Essa dificuldade inicial, revelou uma face muito interessante em um aluno em
especial, que chamarei de Joao. Tal aluno nao demonstra interesse pelas aulas em
sala, nem tampouco apresenta dominio do contetido, mas se mostrou muito prestativo
em auxiliar seus colegas; prestando bastante atencao as orientacoes passadas. Ele
terminava rapidamente cada etapa e se punha a ajudar os colegas com dificuldade.

Ao criar a tabela de valores para as variaveis x e y da funcao afim, y = ax + b,
enquanto eu oferecia ajuda a alguns alunos, Joao explicou a alguns alunos como
deveriam proceder para arrastar valores e férmulas. Ele se tornou o aluno mais
aplicado e interessado, durante as aulas no laboratorio de informatica.

De maneira geral, os alunos conseguiram seguir todos os passos para construcao
das formulas e grafico propostos para a primeira aula. Ao final dessa aula, todos
entenderam as variacoes provocadas pela alteracao dos coeficientes a e b. Gostaram
da facilidade com que se pode calcular a raiz da funcao, e também construir o grafico.

Quando da segunda aula, os alunos demonstraram maior facilidade e agilidade na
execucao dos comandos, bem como da construcao de tabelas e graficos. Foi possivel
relembrar e frisar a relacao entre o valor do discriminante (A) e o ntiimero de raizes
reais de uma funcao quadratica, y = ax® + bx + c.

Ao construirmos o grafico dessa funcao, Joao novamente se sobressaiu, ao substituir
os valores dos coeficientes e dizer a turma o que aconteceria a cada substituicao, antes
mesmo que eu pedisse que fizessem alguma alteracao. Ele percebeu rapidamente
os deslocamentos na horizontal e na vertical, além da inversao da concavidade da
parabola, a partir da mudanca do sinal de cada coeficiente.

Todos os alunos conseguiram construir a planilha solicitada, com niveis diferentes
de dificuldades, mas com vontade de conseguirem concluir o que foi proposto. Os
objetivos da aula foram alcancados, sem qualquer aluno se recusar em participar
de alguma atividade e, mais do que isso, com uma percepcao clara de que houve
entendimento do contetido por parte de todos.



Consideracoes Finais

Apresentamos uma abordagem alternativa de apresentacao para varios tépicos
de Matemaética do ensino médio, presentes nos Contetidos Béasicos Comuns (CBC)
de Minas Gerais. Salientamos que as alternativas aqui apresentadas, sao opcoes de
recursos para auxiliar o professor de Matematica, em especial no ensino médio, nao
propomos que sejam seguidas como um guia para esse nivel de ensino.

Optamos por nao incluir os detalhes de construcao das planilhas, entendendo que
um conhecimento basico sobre o tema permitirda ao professor construir tudo o que
foi proposto. Se necessario, o detalhamento do funcionamento das planilhas pode
ser encontrado em outros trabalhos, como por exemplo, em Nilson de Sousa Santos
(2014) [11].

No decorrer do trabalho incluimos exemplos de construcoes de planilhas que
abordam funcgoes afim, quadratica, exponencial, logaritmica e trigonométrica, além
de sequéncias numéricas, juros, calculo de areas e volumes, operagoes com numeros
complexos, analise combinatéria e graficos estatisticos.

Ha exemplos apresentados nesse trabalho que nao sao normalmente apresentados
em livros didéticos e, até por isso, agucam a curiosidade. O grafico que mostra a
soma dos termos de uma PA (Fig. 3.2) nao foi encontrado em qualquer dos livros
didaticos pesquisados por nds, e mostra o que pode acontecer com essa soma termo
a termo.

A aplicacao em sala de aula, mostrou que as planilhas podem ser uma ferramenta
util, capaz de despertar maior interesse por parte dos alunos. A construcao das
planilhas no laboratorio de informatica permitiu aos alunos verificarem o que ocorre
com o grafico de uma fungao ao ter seus coeficientes alterados, um a um. Foi notéria a
participagao de todos, empenhados em construir as planilhas e verificar se o resultado
final, ao gerar o grafico, seria o esperado. Podemos concluir, sem medo de errar, que
a forma alternativa de trabalhar Matematica com o uso de planilhas eletronicas é
valida.

Embora nao tenhamos abordado todos os topicos da matematica do ensino médio
sugerimos o uso das planilhas eletronicas como op¢ao de ensino/aprendizagem. Sendo
possivel a cada professor criar novas planilhas, explorando os mais diversos topicos
que devem ser abordados no ensino de Matemaética, nao s6 no ensino médio, mas
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também no ensino fundamental.



Apéndice

Vamos deixar aqui um pequeno tutorial para construcao do grafico de uma funcgao
em planilha eletronica. Como exemplo vamos construir o grafico de uma funcao
quadratica e mostraremos que, de forma andloga pode-se construir os graficos de
muitas outras fungoes.

Para a construcao que iremos mostrar a seguir, utilizaremos o software Excel
2013 da Microsoft. Outras versoes desse software também poderao ser utilizadas com
os mesmos comandos que iremos mostrar.

Iniciaremos mostrando como se pode alterar o nome de um célula da planilha
eletronica. Isso facilitara o uso de algumas células para criagao de férmulas. O
processo € bastante simples, basta selecionar a célula que se deseja alterar o nome e
em seguida apagar o nome original da planilha pelo nome desejado.

A figura 8.1 mostra a selecao da primeira célula da planilha Al, localizada na
primeira linha e na primeira coluna; logo acima da célula encontra-se seu nome
original. Esse nome deve ser apagado e, em seu lugar, deve-se digitar o novo nome
da célula, que nesse caso estamos rebatizando de “teste”. Depois de digitado o novo
nome deve-se apertar a tecla enter, para que esse nome fique gravado. Alguns nomes
podem nao serem aceitos por jé existirem com outro significado na planilha, como a
letra “C”, que significa coluna.

=] :

A B C D
IGOIIeY  PAGINAINICIAL  INSERIR 41 | 2017
-
2
A 1] Nome da célula 3
4
A B D 5
1 | _| Célula selecionada & :
3 J—

Figura 8.1: Alteracao do nome da célula Al da planilha eletronica.

Pode-se notar também (Fig. 8.1) que digitamos um valor, o nimero 2017. Nesse
caso, nosso objetivo é mostrar que o nome dado a uma célula é valido em qualquer
planilha do arquivo aberto. Ao abrimos a planilha 2 (Plan2), na parte inferior
da planilha, e escolhermos uma célula qualquer, podemos utilizar as informagoes
digitadas na célula “teste”, apenas colocando seu nome em uma férmula. A figura
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8.2 mostra a planilha 2, com a célula B2 ativa, onde foi digitada a férmula = teste.
O sinal de igual (=) deve ser colocado antes de qualquer férmula; no exemplo em
questao queremos retomar o valor digitado na célula “teste” da planilha 1.

A B C A B C
1 1
2 =teste 2 Eﬂl?_l
3 3
4 4
) 3
7]

Plan1 @ Plan1 @

Figura 8.2: Uso de uma célula com nome alterado, em uma férmula.

A célula que foi renomeada podera ser usada em uma férmula e, mesmo que esta
formula seja arratada, ela manterd o mesmo valor sempre. Vamos agora iniciar a
construcao do grafico de uma fungao quadratica.

Primeiramente colocamos em uma célula a forma com que se apresenta uma
fungao quadrética, f(x) = ax?® + bx + ¢, e também trocamos os nomes de trés células,
as quais deverao conter os valores dos coeficientes a, b e ¢, como mostrado na figura
8.3, onde substituimos o nome da célula £2 por a.

E (j - = E (j - -
PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA PAGIMNA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGIN
2 - o P
A B C D E A B c D E
! 1
- 2 -
2|f(x)—ax +hx+c a—|:l 2|f(x}=ax2+bx+c a=|:|
3 b= s b= *
4 =
B 4 C=
(a) Célula com o nome original (E2). (b) Célula com o nome alterado (a).

Figura 8.3: Troca do nome de uma célula no Excel.

Fizemos também as trocas dos nomes das células E3 e E4 por b e cc respec-
tivamente. Utilizamos cc porque a planilha nao aceita apenas ¢ como nome de
célula.

Agora criaremos em uma coluna, valores sequenciais para x e, ao lado de x, iremos
escrever a formula que dard o valor de f(z) correspondente a cada x. Os valores que
estamos usando para x sao os numeros —10; —9,9; —9.8;...;9,9; 10, e os valores de
f(x) serao calculados pela planilha, segundo a féormula = ax? + bx + ¢ (Fig. 8.4a).

As células que contém os valores de x nao precisam ser digitadas uma a uma,
basta que sejam introduzidos os valores —10 e —9.9, como fizemos nas células A6 e
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AT. Depois deve-se selecionar essas duas células e posicionar o cursor do mouse sobre
o canto inferior direito da célula A7, quando o cursor mudar seu formato (se tornando
uma cruz preta e de espessura menor que a normal) pressiona-se o botao esquerdo do
mouse e, com ele pressionado, arrasta-se até a célula desejada. Ao arrastar o mouse
para baixo, a planilha mostrara os valores que estao sendo gerados, permitindo que
saibamos quando parar.

A férmula utilizada para o célculo de f(z) também nao precisa ser redigitada
varias vezes, basta que ela seja digitada a primeira vez e depois “arrastada” para as
demais células. Isto pode ser feito dando enter apds a primeira digitacao e voltando
a célula onde a férmula foi digitada; depois deve-se posicionar o cursor do mouse no
canto inferior direito dessa célula, pressionar o botao esquerdo e arrastar até onde se
deseja (Fig. 8.4Db).

Os valores dos coeficientes a, b e ¢ podem ser escolhidos aleatoriamente, em nossa
construcao estamos usando 2, 1 e 3, respectivamente.

. A | B | c D E
2 f(x)=ax?+bx+c a= A B c D E
3 b= =
4 _ 2 f(x)=ax*+bx+c a= 2
s x f(x) 3 b=
6| 10 [ma*Acn2+b*a6+cc ‘ =
B 5 x (x)
s 98 6 -10 193
9 9,7 7 -9,9 189,12
0 96 8 -9,8 185,28
19,5 9 -9,7 181,48
12 94 10 -9,6 177,72
13 9.3 1 -9,5 174

(a) Atribuic@o de valores para z e insergao (b) Escolha aleatéria de valores para os

de férmula para o calculo de f(x). coeficientes a, b e c.

Figura 8.4: Segundo passo na construcao de uma parabola.

Nosso proximo passo sera inserir o proprio grafico. Para isso basta selecionar os
valores correspondentes a todos os pares ordenados que criamos (z, f(z)) e, a seguir,
no menu inserir, clicar em gréfico de dispersao com linhas suaves (Fig. 8.5).

Depois de construido o gréafico, pode-se formata-lo de maneira a torna-lo mais
visivel ou a destacar algum detalhe desejado. Para exemplificar vamos, inicialmente,
eliminar as linhas paralelas aos eixos das abscissas e das ordenadas; bastando para
isso clicar uma vez sobre qualquer dessas linhas e apertar a seguir a tecla Delete. A
espessura de cada eixo, bem como da prépria curva que forma o grafico, basta clicar
com o botao direito do mouse sobre um deles que sera exibida uma janela a direita
da tela, propria para a formatacao, nao s6 de espessura mas também cor, fonte entre
outras opgoes. “sadf” Ainda é possivel limitar o tamanho de cada eixo (das abscissas
e das ordenadas) através da caixa de didlogo de formatacao. Esse limite permite
uma melhor visualizacao de detalhes do gréafico, bem como das altera¢oes ocorridas
quando trocamos os valores dos coeficientes a, b e c.
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@ H S s planilha apendice - Microsoft Excel

oo [N moummcm FORMUAS  DADOS  REVISIO  BBIGAO  FOXITREADEF
- - o ]
i) E N

L E‘l ékov

FUNCAO QUADRATICA
250

I
w =N

99 189,12

-9,8 185,28
-9,7 181,48 Dados selecionados
96 177,72

-9,5 174

-
=)

-

15 10 s o s 10 15

(a) Selecao do tipo de grafico a ser usado. (b) Grafico da funcao quadrética.

Figura 8.5: Gréafico da funcao quadrética.

Para finalizar essa nossa construgao vamos inserir pontos para marcar as raizes
da fungao f(z) = ax?® + bx + c¢. Criamos em duas células as férmulas para cdlculo das
possiveis raizes reais, utilizando para isto a férmula de Bhaskara. Em outras duas
células, preferencialmente adjacentes, colocamos zero como valor da ordenada de cada
raiz. Clicando sobre a area do grafico com o botao direito do mouse, escolhemos a
opcao Selecionar dados, e a seguir na caixa de didlogo que se abre, em Adicionar,
inserindo os pares ordenados das raizes (um de cada vez).

FUNCAO QUADRATICA =(-b-RAIZ(b"2 - (4*2%cc)))/(2%3)|
P 1,5 0

FUNGAQ QUADRATICA
20

: * N 7&/ : ’ ) ’
-10
-5

Figura 8.6: Formatacao do grafico da funcao quadratica, dando destaque para
as raizes da funcao.

Para construir graficos de outras funcoes deve-se proceder de forma andloga,
bastando alterar a féormula utilizada para o célculo de f(x).

Outra forma de introduzir fungoes em planilhas eletronicas é utilizar o icone de
inserir func¢ao (fz), que é um atalho muito utilizado pela praticidade e por mostrar
um grande leque de opg¢oes com explicagoes uteis sobre o que fornece cada funcao.

Ao clicar sobre esse icone aparecera uma caixa de didlogo que dé ao usuério da
planilha, a possibilidade de selecionar uma categoria, dentre vérias apresentadas.
Em nosso exemplo (Fig. 8.7) escolhemos a categoria “Matemadtica e Trigonometria”;
depois deve-se selecionar uma funcao, a qual sera inserida na célula que estiver ativa.
Como estamos utilizando um recurso para inserir fungoes, nao é necessario digitar o
sinal de igual (=) antes da fungao, ele serd colocado automaticamente.
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FCOITe  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT |Inserir fungdo ? x
Procure por uma funcio:
A3 M Digite uma breve descricio do que deseja fazer e cliqgue em 'Ir’ Ir
A B C Insenr Funca ) . . - o
NEErNr Funcac Ou selecione uma categoria: | Matematica e Trigonométrica |~
! . . Mais Recentemente Usada ~
2 Selecione uma funcdo: Tudo
3 | | RAIZ Financeira ~
- RAIZEI Data e Hora ]
ROMANO Matematica e Trigonométrica
SEC Estatistica
SECH Pesquisa e Referéncia
(ST 52 <o de Dados —
SENH Texto v
- Légico
SEN(nim) Infarmacées
Retarna o seno de um dnguli Definido pelo Usudrio hd

Figura 8.7: Caixa de didlogo para inserir fungoes.

Se escolhemos, por exemplo, a fungdao seno uma nova caixa de didlogo se abrird,
solicitando o angulo do qual se quer que calcule o valor do seno (Fig. 8.8). Nota-se
que o angulo estd em radiano. Portanto temos sen(1) = 0,841470985, caso queira
utilizar os valores que estao em uma célula especifica, basta clicar no espaco onde foi
digitado on nimero 1 (o retangulo em branco depois de Nim) e selecionar a célula
desejada.

Argumentos da fungio ? X

SEN
1

Nim |1 35

0,841470985

Retorna o seno de um dngulo.

Nam ¢ o dngulo em radianos cujo seno vocé deseja obter. Graus * PIJ/180 =

radianos.
Resultado da farmula = 0,841470985
Ajuda sobre esta funcao Cancelar

Figura 8.8: Caixa de didlogo para inserir a funcao seno.

H&4 uma gama muito grande de possibilidades para se trabalhar com as planilhas
eletronicas e, reforcamos a indicacao de leituras ja sugeridas ao longo do trabalho.
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