UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS - CCE
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

ANA FLAVIA CAMARA

OS TEOREMAS DE PITAGORAS E FERMAT PARA OS ESTUDANTES DA
EDUCACAO BASICA

VICOSA - MINAS GERAIS
2025



ANA FLAVIA CAMARA

0OS TEOREMAS DE PITAGORAS E FERMAT PARA OS ESTUDANTES DA
EDUCACAO BASICA

Monografia apresentada ao Curso de Licencia-
tura em Matematica da Universidade Federal de
Vicosa como parte dos requisitos para a obten-
¢do do titulo de Licenciada em Matematica

Orientador: Prof. Dra. Luciana Maria Mendonca
Braganca

VICOSA - MINAS GERAIS
2025



ANA FLAVIA CAMARA

0OS TEOREMAS DE PITAGORAS E FERMAT PARA OS ESTUDANTES DA
EDUCACAO BASICA

Monografia apresentada ao Curso de Licencia-
tura em Matemadtica da Universidade Federal de
Vigosa como parte dos requisitos para a obten-
¢do do titulo de Licenciada em Matematica

Orientador: Prof. Dra. Luciana Maria Mendonca
Braganca

APROVADO:
ASSENTIMENTO:

Documento assinado digitalmente

“b ANA FLAVIA CAMARA
g Data: 06/02/2025 21:35:25-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Ana Flavia Camara
(Autora)

Documento assinado digitalmente

ub LUCIANA MARIA MENDONCA BRAGANCA
g Data: 06/02/2025 22:29:21-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dra. Luciana Maria Mendon¢a Braganca
(Orientadora)



ANA FLAVIA CAMARA

OS TEOREMAS DE PITAGORAS E FERMAT PARA OS ESTUDANTES DA
EDUCACAO BASICA

Monografia apresentada ao Curso de Licencia-
tura em Matematica da Universidade Federal de
Vicosa como parte dos requisitos para a obten-
¢ao do titulo de Licenciada em Matematica

Orientador: Prof. Dra. Luciana Maria Mendonca
Braganca

BANCA AVALIADORA:

Documento assinado digitalmente

“b LILIAN NEVES SANTA ROSA VALENTIM
g Data: 07/02/2025 10:15:52-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Me. Lilian Neves Santa Rosa Valentim
(UFV)
Documento assinado digitalmente
b EDSON JOSE TEIXEIRA
g “ Data: 07/02/2025 09:13:27-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br
Prof. Dr. Edson José Teixeira
(UFV)

Documento assinado digitalmente

“b LUCIANA MARIA MENDONCA BRAGANCA
g Data: 06/02/2025 22:32:59-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Dra. Luciana Maria Mendon¢a Braganca
(Orientadora)



Dedico este trabalho aos meus pais, Nazaré e
Raimundo, as minhas irmas, Ana Lidia e

Liliana. Por todo apoio durante essa trajetdria.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me sustentado durante esta caminhada, especial-
mente nos momento dificies, acalmando meu coracdo e me dando forcas para continuar.

Aos meus pais, Nazaré e Raimundo, que ndo mediram esfor¢cos para que eu pudesse
estudar. O apoio, o carinho e as palavras de incentivo foram essencias para que eu pudesse
concluir essa jornada.

As minhas irmds Liliana e Ana Lidia, pela paciéncia, pelas conversas e pela amizade.

A minha orientadora Luciana, por ter aceitado me orientar nesse trabalho, por todo
incentivo e apoio.

A Escola Estadual Alvaro Giesta e a professoa Thamyres poderem cedido o espaco e a
aula para a realizacdo da atividade.

Aos amigos feitos durante a graduagdo, por terem me ajudado diante das dificuldades e
terem me proporcionado momento de alegria, sem voceés teria sido muito dificil.

A todos os professores, por todos os ensinamento compartilhados.

A UFV por ter me permitido realizar um sonho.



RESUMO

A Matematica, frequentemente vista pelos estudantes como abstrata e complexa, pode se tornar
uma fonte de encanto e descoberta quando ensinada com a mesma paixao e curiosidade que
moveram grandes matematicos ao longo da histdria. Este trabalho tem como objetivo despertar
nos estudantes da educacgdo bdésica o interesse pela Matematica através da apresentacdo da vida
e do legado de dois matematicos notaveis: Pitdgoras e Fermat. Ambos foram movidos por um
profundo amor pelo conhecimento e uma busca incessante por entender o mundo ao seu redor.
Pitdgoras conheceu a Matemadtica como uma "receita" que era seguida cegamente na vida prética,
sem questionamentos. Entretanto, ele queria entender o porqué das coisas € ndo meramente
replicar um processo mecanico. A partir dai, os nimeros deixaram de ser apenas objetos para
contar e medir e passaram a ser apreciados por suas caracteristicas. O Teorema de Pitdgoras, sua
principal descoberta, ¢ um dos conceitos mais famosos da Matematica que traz consigo beleza e
simplicidade nas suas aplicacdes. Ao explorar varias demonstracdes desse teorema, procuramos
mostrar aos estudantes ndo apenas a sua relevancia, mas também como a Matemadtica é um
campo fértil para a criatividade e a exploragdo. Utilizando a Teoria dos Numeros, mostraremos
0s ternos pitagéricos e algumas curiosidades sobre o teorema. Por outro lado, Pierre de Fermat é
um exemplo brilhante de um matemadtico amador, cuja paixao pela Teoria dos Niimeros o levou
a fazer contribuicdes significativas 4 Matematica. Sua famosa conjectura, o Ultimo Teorema de
Fermat, desafiou matemadticos por mais de 300 anos e € a evidéncia do seu interesse € encanto
pelo estudo. Neste trabalho, apresentaremos a demonstracao do teorema para o caso n = 4
com o objetivo de mostrar aos estudantes que a Matematica €, acima de tudo, uma jornada de
descoberta e prazer intelectual. Por dltimo, incorporaremos ao trabalho uma demonstracio ludica
do Pequeno Teorema de Fermat e um relato de experiéncia de uma atividade relacionada ao
teorema, aplicada aos estudantes do ensino médio da Escola Estadual Alvaro Giesta, localizada

em Sdo Geraldo, Minas Gerais.

Palavras-chave: Pitdgoras. Pierre de Fermat. Historia da Matematica. Demonstragdes. Ludici-
dade.



ABSTRACT

CAMARA, Ana Fldvia, Universidade Federal de Vicosa, 2025. PYTHAGORAS’ AND FER-
MAT’S THEOREMS FOR BASIC EDUCATION STUDENTS. Adviser: Luciana Maria
Mendonga Braganca.

Mathematics, often seen by students as abstract and complex, can become a source of wonder and
discovery when taught with the same passion and curiosity that have driven great mathematicians
throughout history. This work aims to awaken an interest in Mathematics in elementary school
students by presenting the lives and legacy of two notable mathematicians: Pythagoras and
Fermat. Both were driven by a deep love for knowledge and an incessant search to understand
the world around them. Pythagoras knew Mathematics as a "recipe" that was blindly followed in
practical life, without questioning. However, he wanted to understand the reason for things and
not merely replicate a mechanical process. From then on, numbers stopped being just objects
to count and measure and began to be appreciated for their characteristics. The Pythagorean
Theorem, his main discovery, is one of the most famous concepts in Mathematics that brings
with it beauty and simplicity in its applications. By exploring several proofs of this theorem,
we seek to show students not only its relevance, but also how Mathematics is a fertile field for
creativity and exploration. Using Number Theory, we will show the Pythagorean triples and some
interesting facts about the theorem. On the other hand, Pierre de Fermat is a brilliant example
of an amateur mathematician, whose passion for Number Theory led him to make significant
contributions to Mathematics. His famous conjecture, Fermat’s Last Theorem, has challenged
mathematicians for over 300 years and is evidence of his interest and delight in the study. In
this work, we will present the proof of the theorem for the case n = 4 with the aim of showing
students that Mathematics is, above all, a journey of discovery and intellectual pleasure. Finally,
we will incorporate into the work a playful demonstration of Fermat’s Little Theorem and an
experience report of an activity related to the theorem, applied to high school students at the

Alvaro Giesta State School, located in Sdo Geraldo, Minas Gerais.

Keywords: Pythagoras. Pierre de Fermat. History of Mathematics. Demonstrations. Playfulness
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1 INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA

A escolha do tema para este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) se deu atraves de
uma reflexdo sobre as minhas experiéncias vivenciadas tanto na educagdo bdsica quanto no
ensino superior. Através dessas reflexdes, pude embasar minha escolha levando em conta o que
me encanta e me motiva no mundo do conhecimento. Por isso, irei expor aqui um memorial de
minha formacao.

O interesse pela Matemdtica surgiu em minha vida aos oito anos, quando estava cursando
a terceira série do ensino fundamental I. Nessa época, estava aprendendo a tabuada e o simples
exercicio de "decorar" numeros era um verdadeiro prazer. Eu adorava resolver probleminhas
e expressdes numéricas e esse encanto pela Mateméatica me acompanhou ao longo dos anos
escolares, sempre crescendo e me incentivando a buscar novos conhecimentos.

Aos 12 anos, ja no sétimo ano do ensino fundamental II, tive uma professora que me
apresentou uma nova Matematica: pratica, inserida no cotidiano e nos objetos que estavam ao
meu redor. Eu, que até entdo s6 conhecia a Matemaética do lapis e do papel, fui apresentada a uma
Matematica concreta, palpdvel, e isso ampliou meu horizonte. Nos dois anos seguintes, oitavo e
nono anos, tive um professor que era o oposto da professora do ano anterior: mais teérico, do
quadro e giz, e foi ele quem me apresentou o conceito de demonstracao matematica. Os meus
olhos brilharam diante daquilo e as ideias matematicas, que antes eu simplesmente aceitava
como verdades, passaram a ser demonstradas.

Ao concluir a educagdo basica, decidi seguir no curso de Licenciatura em Matematica
na Universidade Federal de Vicosa (UFV), sempre com as lembrancgas desses dois professores
em mente: a professora que me revelou a Matematica pratica e lidica e o professor que me
apresentou o formalismo da Matematica. Durante a graduagdo, pude vivenciar a experiéncia de
me aprofundar no mundo das demonstracdes matemadticas atraves das disciplinas mais tedricas,
de raciocinio abstrato e trabalho intelectual e também a experiéncia de construg¢do dos objetos
matematicos através das disciplinas de Pratica de Ensino.

Em 2022, tive a oportunidade de realizar uma Iniciacdo Cientifica com o tema "Tépicos
Especiais em Algebra”. Foi nesse momento que conheci Pierre de Fermat, e fiquei fascinada
por sua histéria. Fermat, um matematico amador, estudava por puro amor ao conhecimento
e fez grandes descobertas para o desenvolvimento da Matemdtica. Fui descobrir que uma de
suas maiores descobertas, o Ultimo Teorema de Fermat, que levou mais de 300 anos para
ser solucionado e desafiou os matematicos mais brilhantes, tem suas raizes no Teorema de
Pitagoras, um dos principais tépicos estudados na educagdo basica. Buscando conhecer mais
sobre Pitdgoras, percebi que ele compartilhou com Fermat a mesma linha de pensamento: o
interesse genuino pelo conhecimento e o interesse pela demonstracio matemadtica. Percebi que a
vida de Pitdgoras e Fermat estava muito alinhada com os meus primeiros anos escolares, quando
fui cativada pela Matematica, simplesmente pelo prazer do conhecimento e o interesse pelo

formalismo matematico.
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Por esses motivos, decidi que o tema do meu Trabalho de Conclusdo de Curso deveria
explorar a conexdo entre esses dois matematicos e suas contribuicdes para o desenvolvimento da
Matemadtica, mostrando aos estudantes da educacgdo basica como a curiosidade e a busca pelo
conhecimento impulsionaram suas descobertas.

Paralelo a isso, com o desejo de compartilhar o conhecimento construido durante a
graduagdo na UFV e de utilizar materiais ludicos para facilitar o entendimento dos conceitos
matematicos, senti a necessidade de incluir neste trabalho uma atividade pratica, voltada para os
estudantes do ensino médio.

Pitagoras e Fermat foram dois matemaéticos que tiveram uma grande influéncia no
desenvolvimento da Matemadtica. As ideias de Pitdgoras, no século VI a. C., foram fundamentais
para o desenvolvimento da Geometria e da Aritmética. A Irmandade Pitagérica valorizava a
demonstracgdo e a rigorosidade, isto contribuiu para a formalizacdo da Matemadtica. Fermat, por
sua vez, no século XV II ajudou no desenvolvimento de varias dreas da Matemadtica, dentre elas
podemos citar a Geometria Analitica, o Célculo Infinitesimal, a Teoria das Probabilidades e
a Teoria dos Numeros, drea que ele fez a sua maior contribuicdo ao deixar um enigma para o
mundo, o Ultimo Teorema de Fermat. Na busca pela demonstracao, novas teorias matematicas
forma desenvolvidas e mostrou-se a conexao de diferentes dreas da Matematica.

A partir da reflexdo apresentada acima, as seguintes questdes de investigacdo foram
elaboradas: Como a paixao e o interesse genuino de Pitdgoras e Fermat pela Matemética moveram
suas descobertas e contribui¢cdes para essa ciéncia? De que maneira essas caracteristicas podem
ser transmitidas aos estudantes da educacdo bdsica e como isso pode estimular uma relagdo mais
agradavel com a Matematica? Como a unido do formalismo matematico com uma prética ludica
pode facilitar a aprendizagem matematica dos estudantes da educacao basica?

Apresentada as questdes de investigacdo, expomos agora os objetivos propostos para esta

monografia.

2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Difundir a Matematica para os estudantes da educagao bdsica, explorando a histdria
e contribui¢des dos matemadticos Pitdgoras e Fermat e realizar uma atividade lddica com os

estudantes da educacio basica.

2.2 Objetivos Especificos

1. Mostrar como Pitdgoras e Fermat estudaram a Matematica por curiosidade e por amor ao

conhecimento.

2. Apresentar as contribui¢cdes matematicas de Pitdgoras e Fermat e a importincia de suas

descobertas para o desenvolvimento desta ciéncia
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3. Aplicar atividade que envolva o Pequeno Teorema de Fermat combinada com os recursos

de Histdria da Matemadtica, demonstracdes e ludicidade.

4. Apresentar um relato da atividade prética realizada no ensino médio.

3 METODOLOGIA

Para a realizag@o deste trabalho foram adotadas duas metodologias de pesquisa: a revisao
bibliografica e uma parte qualitativa, envolvendo a realizacdo de uma atividade pratica em uma
escola.

Primeiro, foi realizada uma pesquisa bibliografica sobre a histéria dos matematicos
Pitdgoras e Pierre de Fermat, com o objetivo de levantar suas principais contribui¢des para a
Matematica. Segundo Fonseca (2002, p. 32), "a pesquisa bibliografica é realizada a partir do
levantamento de referéncias tedricas previamente analisadas e publicadas por meio de fontes
escritas e eletronicas". Essa abordagem permitiu a identificacio e andlise das principais teorias,
conceitos e estudos relacionados ao tema investigado.

Foram vistas diferentes demonstracdes do Teorema de Pitagoras e a demonstragdo do
Ultimo Teorema de Fermat no caso n = 4. Para a construcio da demonstracdo do Ultimo Teorema
de Fermat foi necessario o estudo dos ternos pitagéricos e dos contetidos de Aritmética Modular.

Como parte qualitativa do trabalho, foi realizada uma atividade prética sobre o Pequeno
Teorema de Fermat, na Escola Estadual Alvaro Giesta, localizada em Sdo Geraldo, MG. De
acordo com D’Ambrosio (2012, p. 93), a pesquisa qualitativa "¢ focada no individuo, com
toda a sua complexidade, e na sua interagdo com o ambiente sociocultural e natural”. Por meio
da observacao e da interacdo com os participantes, foi possivel perceber a importancia de se
trabalhar com a Matematica de forma lddica, sem perder seu formalismo.

A combinacgdo desses métodos proporcionou uma andlise mais completa do tema, enri-

quecendo o trabalho com fundamentos tedrico e dados préaticos.

4 FUNDAMENTACAO TEORICA

A fundamentagdo tedrica € uma das partes fundamentais para a produgdo da pesquisa,
através dela fazemos uma revisao das pesquisas e discussdes sobre a temdtica que serd abordada
no trabalho. Como bem destacado por Buffa (2005, p. 34): "esse levantamento, além de fornecer
informagdes sobre o que ja foi produzido sobre o tema, também aponta o que ainda precisa ser
investigado.

Com a base tedrica definida conseguiremos guiar nossa pesquisa, mantendo sempre um
didlogo continuo e dindmico com o que jé foi produzido, como bem destaca Gil (2002), "o
referencial tedrico, mais do que um simples ponto de partida, deve ser um processo continuo
que acompanha o desenvolvimento da pesquisa, ajudando o pesquisador a refinar e ajustar suas

hipdteses e abordagens".
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Nos subtdpicos deste capitulo, serdo discutidos os principais temas que englobam esta
pesquisa, buscando apontar as principais ideias dos temas que se referem ao nosso objetivo de

pesquisa.

4.1 Historia da Matematica no Ensino

A Histéria da Matemética tem um papel fundamental na aprendizagem, haja visto que a
partir dela o aluno compreende melhor o pensamento matemético e entende os fatos histéricos
que levaram a descoberta dos conceitos. Segundo D’ Ambrosio (2009, p. 19), uma das finalidades
da Histéria da Matematica € “[...] situar a Matemadtica como uma manifestacdo cultural de todos
0s povos em todos os tempos, como a linguagem, os costumes, os valores, as crencas e os habitos,

e como tal diversificada nas suas origens e na sua evolucao”.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) reforcam que a Histéria da Matematica é
um dos caminhos para a constru¢ao do conhecimento matematico ao apresentar a Matemaética
como criacdo humana e

[...] a0 mostrar necessidades e preocupagdes de diferentes culturas, em dife-
rentes momentos historicos, ao estabelecer comparagdes entre 0s conceitos e
processos matemdticos do passado e do presente, o professor tem a possibi-
lidade de desenvolver atitudes e valores mais favordveis do aluno diante do
conhecimento matematico.

Através dela, os alunos percebem que as teorias matematicas sdo fruto de desafios e
esfor¢os e isso ajuda a dar respostas para alguns "porqués"; desse modo as aulas passam a
ter sentido e os alunos entendem os motivos que levaram os pesquisadores a tal conceito. A
Matematica torna significativa, mais prazerosa e os alunos desenvolvem um olhar mais critico

sobre tais conhecimentos.
De acordo com essa visdo, Ferreira apud Santos (2009, p. 20) diz que a Histdria da
Matematica:

[...] dd a este aluno a nocdo exata dessa ciéncia como uma ciéncia em construgéo
com erros e acertos e sem verdades universais. Contrariando a ideia positivista
de uma ciéncia universal e com verdades absolutas, a Historia da Matematica
tem este grande valor de poder também contextualizar este saber, mostrar
que seus conceitos s@o frutos de uma época historica, dentro de um contetdo
histérico.
Portanto, a Historia da Matematica, ao ser inserida nas aulas da educacdo bdsica, permite
aos estudantes uma melhor compreensao da histéria dos conceitos, os motivos e as razdes que

moveram as descobertas.

4.2 O uso do material concreto no ensino da Matematica

O uso de material concreto nas aulas de Matematica tem-se mostrado um recurso didatico
capaz de facilitar o entendimento dos alunos para diversos conceitos. Através do recurso diddtico,
o aluno consegue visualizar as ideias matematicas no pensamento; isso torna a aula mais dindmica

€ atraente.
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Trabalhar a ludicidade faz com que as aulas de Matemadtica deixem de ser uma repeticdo
de férmulas e exercicios e passe a ser uma aula mais dinamica e envolvente, capaz de fazer
o estudante pensar, questionar e refletir. Dessa forma, o estudo serd uma atividade feliz como
afirma Mendonga (2001, p. 14) que

Ensinar e aprender Matematica pode e deve ser uma experiéncia feliz. Curio-
samente quase nunca se cita a felicidade dentro dos objetivos educativos, mas
¢é bastante evidente que s6 poderemos falar de um trabalho docente bem feito
quando todos alcancarmos um grau de felicidade satisfatério.

Portanto, a aplicacdo de materiais lidicos durante o desenvolvimento dos conceitos
matematicos tornarao as aulas mais participativas, pois despertardo o interesse dos estudantes e,

consequentemente terdo uma aprendizagem significativa.

4.3 Demonstracio matematica na educacao basica

Uma demonstracdo matematica, ¢ uma sequéncia logica de argumentos que parte de axio-
mas, defini¢des, hipdteses e teoremas até chegar a conclusdo da veracidade de uma proposi¢do. A
demonstracdo € fundamental na matemadtica, pois garante que as afirmacoes sao irrefutavelmente
verdadeiras.

Quando olhamos para a realidade da educagdo bésica, vemos que o ensino de demonstra-
¢cOes matematicas enfrenta desafios. Um dos principais desafios esté relacionado as dificuldades
cognitivas dos alunos, que muitas vezes € em decorréncia das lacunas na base em Matemdtica, o
que pode gerar um bloqueio e uma aversao a Matematica.

Outro desafio para o ensino de demonstra¢cdes matematicas advém do préprio sistema
de ensino. O curriculo escolar muitas das vezes tende a priorizar a quantidade a qualidade,
fazendo com que os professores fiquem sobrecarregados e nao tenham tempo suficiente para
o aprofundamento dos conceitos, € isso faz com que as aulas se restrinjam a aprendizagem de
formulas e exemplos. A Matemdtica passa a ser tratada de forma elementar, com caracteristicas
apenas de aplicacao, focada na resolugdo de exercicios extraidos de avaliacdes padrozinadas,
como da prova do ENEM.

De acordo com Balacheff (1988), as demonstragdes permitem aos alunos compreenderem
ndo apenas o "como", mas também o "porqué" dos procedimentos e férmulas. Dessa forma, os
estudantes desenvolvem o raciocinio légico-investigativo e uma postura critica em relacao ao
conhecimento e sua aplica¢do. Segundo Lorenzato (2006), a assimilagdo dos principios tedricos
que sustentam um teorema ou uma propriedade, torna os alunos capazes de aplicd-los em
diferentes contextos e situagdes. Com isso, a aprendizagem se torna significativa para o estudante
pois, este desenvolve habilidades que sdo indispensdveis em outras dreas do conhecimento e

mesmo em resolucio de problemas do cotidiano.
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4.4 Articulacao dos referenciais tedricos

Acreditamos que a combinag¢do da Histéria da Matemdtica, com o uso de materias lddicos
e com as demonstracoes matematicas seja capaz de desenvolver os conceitos matematicos
de forma mais abrangente. A Histéria da Matematica deve ser o ponto de partida das aulas,
introduzindo o contetido e mostrando 0s motivos que levaram a sua criagao. O uso de materias
ludicos ajuda a visualizar de maneira concreta e agraddvel alguns casos particulares do objeto em
estudo, permitindo questionamentos e conclusdes. Apds o entendimento das ideias particulares,
as demonstracdes matemdticas vém para generalizar o conteido, desenvolvendo o raciocinio

l6gico e promovendo uma compreensio mais profunda.
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5 PITAGORAS

Figura 1 — Pitdgoras

/R <€ ~ -

Fonte: https://www.todamateria.com.br/pitagoras/

No século VI a.C., nasceu na ilha de Samos, localizada a leste do mar Egeu, Pitagoras
(Figura 1), uma das figuras mais influentes e misteriosas da Matemadtica. Pitdgoras viajou bastante,
esteve no Egito, Pérsia, Creta e Palestina, e foi a partir de suas viagens que ele adquiriu suas
habilidades matemadticas além de conhecimentos sobre ciéncia e religido. Pitdgoras era, sem
ddvida, uma grande mente que queria absorver todo conhecimento possivel. (STRATHERN,
1998, p. 23).

Em suas viagens, Pitdgoras percebeu que os egipcios e os babildonicos faziam seus
célculos com base em uma "receita" que aprenderam com seus antepassados. Essa "receita" era
seguida cegamente sem questionar a légica, ja que os cédlculos davam certo e todo o resto era
irrelevante. Pitdgoras queria entender o porqué das coisas € ndo meramente replicar um processo
mecanico. Por isso, depois de vérios anos viajando, retorna para a ilha de Samos e funda uma
escola: a [Irmandade Pitagdrica, considerada como a primeira "universidade do mundo".

A Irmandade Pitagérica era devotada ao estudo da Filosofia e da Matematica, seus adeptos
eram chamados matemdticos (mathematikoi). De acordo com STRATHERN (1988), Pitagoras

foi o primeiro a usar a palavra filosofia e foi ele quem criou a palavra matematica.

Para a Irmandade Pitagodrica, os nimeros deixaram de ser apenas objetos para contar
e medir e passaram a ser apreciados por suas caracteristicas. Acreditavam que os fendmenos
naturais e tudo em volta poderiam ser descritos por nimeros,

A filosofia pitagdrica baseava-se na suposi¢do de que a causa ultima das vérias
caracteristicas do homem e da matéria sdo os nimeros inteiros. Isso levava a
uma exaltacdo e ao estudo das propriedades dos niimeros e da aritmética (no
sentido de teoria dos niimeros), junto com a geometria, a musica e a astronomia,
que constituiam as artes liberais basicas do programa de estudos pitagdrico.
Esse grupo de matérias tornou-se conhecido na Idade Média como quadrivium,
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ao qual se acrescentava o trivium, formado de gramatica, 16gica e retérica. Essas
sete artes liberais vieram a ser consideradas como a bagagem cultural necessaria
de uma pessoa educada. (EVES, 1997 apud MORTELLE, 2010, p. 17)

Uma das principais descobertas nessa drea foi a relagdo entre a harmonia da musica e a
harmonia dos nimeros: estabeleceram em que propor¢cdes uma corda deve ser dividida a fim de
obter as notas musicais.

O simbolo da Irmandade Pitagorica era o Pentagrama (Figura 2). Representava o sigilo
(tudo o que descobriam ficava entre os membros), o companheirismo e a unido que pregavam.
Além disso, na Irmandade Pitagérica, todas as descobertas eram creditadas ao fundador, a

Pitagoras.

Figura 2 — Pentagrama

Fonte:https://oscarenfotos.com/2019/04/06/proporcion-aurea-y-
fotografia/pentagrama_pitagoras/

De acordo com RIBEIRO (2013) as principais descobertas da Irmandade Pitagérica para

o desenvolvimento da Matematica foram:
1. A fundamentacgdo cientifica da musica.
2. O teorema das somas das medidas dos angulos internos de um triangulo.
3. A descoberta de grandezas incomensuraveis.
4. A construcao dos solidos regulares (figuras c6smicas).

5. Classificacdo dos ndmeros (par, impar, amigo, perfeito, deficiente, abundante, primo,

composto).

6. A cria¢do dos nimeros figurados (nimeros triangulares, nimeros quadrangulares, nimeros

pentagonais...).
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7. A divisdo de um segmento em média e extrema razao.
8. A esfericidade da Terra.

A morte de Pitdgoras € incerta, o que se sabe € que em 508 a.C., a Irmandade Pitagérica
foi atacada e Pitdgoras fugiu para Metaponto, onde morreu.

Dentre as varias descobertas realizadas pela Irmandade Pitagdrica, a mais famosa € a que
leva 0 nome de seu fundador, o Teorema de Pitdgoras. E o teorema mais famoso do ciclo escolar
basico e de acordo com SINGH (1997), o teorema fora impresso em milhdes, se ndo bilhdes, de
mentes humanas. Esse teorema ja era conhecido pelos chineses e babildnios, mais Pitdgoras foi
o primeiro a demonstrar que ele era verdadeiro para todo tridngulo retangulo. O teorema € de
grande importincia na geometria e na trigonometria, sendo um dos alicerces da matematica. Nas
préximas se¢do iremos apresentar algumas de suas demonstracdes, explorar mais a fundo a busca

pelos ternos pitagdricos e, por fim, compartilhar algumas curiosidades relacionadas ao teorema.

5.1 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitdgoras ja era conhecido muito antes de ter sido descoberto pela Irman-
dade Pitagérica. A histéria mostra que a civilizagdo mesopotiamica (3500 a. C) ja conhecia e
aplicava o teorema em situagdes do dia a dia. Um exemplo disso pode ser visto na Figura 3, a
Tébula Plimpton 322 (1900 — 1600 a. C), que contém uma tabela com as medidas de lados de

um triangulo retangulo.

Figura 3 — Tébula Plimpton 322

Fonte:https://rcristo.com.br/2018/11/13/conheca-plimpton-322-um-tablete-de-argila-com-
escrita-cuneiforme-

O teorema também ja era conhecido por povos chineses e indianos, embora eles nao
soubessem que o teorema era verdadeiro para todos os triangulos retangulos, mas apenas aos
que haviam sido testados. O motivo pelo qual o teorema leva o nome de Pitdgoras é que foi ele o
primeiro a demonstrar que tal propriedade € valida para todo tridngulo retangulo.

O teorema diz que:
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Em todo tridngulo retingulo o quadrado da medida da hipotenusa é igual a

soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Se considerarmos z como a medida da hipotenusa e x e y como as medidas do catetos

(Figura 4), o enunciado do teorema € escrito da seguinte forma:

Figura 4 — Triangulo Retangulo

X

Fonte: A autora

Ha muitas maneiras de demonstrar o Teorema de Pitdgoras. Um professor de Matemaética
norte-americano, Elisha Scott Lomis, colecionou durante 20 anos diferentes demonstragdes do
Teorema. Ele organizou e publicou essas demonstragdes em 1927, no livro The Pythagorean
Proposition (A Proposi¢ao de Pitdgoras). Na sua primeira edi¢ao, o livro continha nada mais
nada menos do que 230 demonstracdes desse teorema. Em 1940, quando publicado em segunda

edi¢do, esse numero aumentou para 370. Iremos expor aqui algumas dessas demonstragdes.

5.1.1 A demonstragdo cldssica

Consideremos um quadrado de lado b + ¢ dividido em 4 triangulos retangulos iguais e

um quadrado de lado a (Figura 5).

Figura 5 — Quadrado de lado b+ c.

b

P

C b

Fonte: (WAGNER, 2015)

A drea do quadrado de lado b + ¢ € igual as somas das dreas do quadrados de lado a com

os triangulo retdngulos de base b e altura c. Assim, temos:
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b-
(b+c)? :a2—|—4-TC

b* +2bc + ¢ = a* + 2bc
b 4 =d’.

Como queriamos demonstrar.

5.1.2 A demonstragdo de Perigal

Henry Perigal, publicou em 1873 a demonstrag@o a seguir sobre o Teorema de Pitdgoras
(Figura 6). Tal demonstracdo mostra de maneira clara que a soma das dreas dos quadrados

construidos sobre os catetos preenchem o quadrado contruido sobre a hipotenusa.

Figura 6 — Demonstracao de Perigal para o Teorema de Pitdgoras

Fonte : (WAGNER, 2015)

5.1.3 A demonstragdo que usa semelhangca

Definicao 5.1 Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, tém os dngulos correspondentes
congruentes e os lados correspondentes proporcionais. Existem trés casos de semelhanca de

triangulos: angulo-dangulo (AA), lado-dangulo-lado (LAL) e lado-lado-lado (LLL).

Considere um tridngulo ABC retangulo em A (Figura 7). Tracando a altura AH fica
determinado os seguintes segmentos:

1. h: altura do triangulo relativa a hipotenusa;
2. m: proje¢do ortogonal do cateto b sobre a hipotenusa e,

3. n: proje¢do ortogonal do cateto ¢ sobre a hipotenusa.
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Figura 7 — Triangulo retangulo

A

Fonte: (WAGNER, 2015)

Os triangulos AHC e ABC sao semelhantes pelo caso AA. Assim, b* = am. Pelo mesmo caso,

2

os triangulos AHB e ABC sao semelhantes, entdo ¢“ = an. Adicionando essas duas relacdes

membro a membro, obtemos

b +c?=am+an=a(m+n)=a-a=a’

5.1.4 A demonstragdo do Presidente

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos durante apenas 4 meses (pois
foi assassinado em 1881), gostava de Matematica e deu a seguinte prova para o Teorema de
Pitdgoras:

Considere um trapézio de bases a, b e altura a 4 b dividido em 3 tridngulos (Figura 8).

Figura 8 — Demonstracao do Presidente para o Teorema de Pitdgoras

5

a B
Fonte: https://rpm.org.br/cdrpm/2/5.htm

A édrea do trapézio € igual a soma das dreas dos tridngulos assim:

(a+b)-(a+D) :a-b+a-b+c-c

2 2 2 2

Simplicando, obtemos a’+b* =2

5.1.5 A Reciproca do Teorema de Pitdgoras

Teorema 5.1 Se a,b e ¢ sdo lados de um triangulo e a*> = b* + ¢? entdo, o tridngulo é retangulo.
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Demonstracao: Considere um triangulo ABC com AB = ¢, BC = a e CA = b. Podemos ter trés
situagdes: ou A < 90° ou A > 90° ou A = 90°.

1. A<90°
Imaginemos que b < ¢ (Figura 9). Assim, o ponto D, projecdo de C sobre AB, cai no
interior do lado AB. Sejam AD = x e CD = h.

Figura 9 — Tridgulo Acutangulo ABC

c

Fonte: (WAGNER, 2015)

Como o tridngulo ADC é retangulo, temos b> = h” +x>. Como o tridngulo BDC é retangulo,

temos:

a? =h*+(c—x)?
a? =b? —x2+c* —2cx+x*
a? =b%+c%—2cx

ou seja, a® < b>+ ¢2, que contradiz a condicdo inicial.

2. A>90°

Nesse caso, o ponto D esta localizado fora do lado AB (Figura 10).
Figura 10 — Triangulo Obtusangulo ABC

C

Fonte: (WAGNER, 2015)

Os mesmos cdlculos que fizemos no caso anterior nos levam a
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a® = b* 4+ + 2cx,

ou seja, a> > b + ¢, novamente contradizendo a condigio inicial.
Demonstramos que em um tridngulo ABC, de lados a, b e c, valem as seguintes desigualdades:

A<90° = a?® < b*+c?
A>90° = a? > b>+c?

Assim, a condi¢do a® = b* + ¢? implica necessariamente que A = 90°. ]

5.2 Os Ternos Pitagoricos

Definicdo 5.2 Sejam x,y e z niimeros inteiros positivos. (x,y,z) é um terno pitagdrico se, e

somente se, x2 -+ y2 = zz.

Exemplo 5.1 Exemplos de Ternos Pitagoricos:
1. (3,4,5) é terno pitagorico, pois 3> +4% = 5%;
2. (6,8,10) é terno pitagérico, pois 6> + 8% = 10?;

3. (12,35,37) é terno pitagorico, pois 122 4352 = 37°.

Um modo de pensar nos ternos pitagéricos € relaciond-los ao ato de rearrumar quadrados.
Se temos um quadrado de 3 x 3 feito de 9 quadradinhos e um de 4 x 4 feito de 16 quadradinhos,
entdo os quadradinhos podem ser rearrumados para formar um quadrado de 5 x 5 feito de 25

quadradinhos (Figura 11).

Figura 11 — Visualizagio do terno pitagdrico (3,4,5) através do rearranjo de quadradinhos

32 + 42 = 57
9 + 16 25

L]

Fonte: (SINGH: 1997)

Teorema 5.2 Se (x,y,z) é um terno pitagorico e k é um niimero inteiro positivo maior que 1,

entdo (kx,ky,kz) também é um terno pitagdrico.
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Demonstracio: Com efeito, (kx)> + (ky)? = k> (x> +y?) = k*z* = (kz)*. [

Teorema 5.3 Se (x,y,z) é um terno pitagdrico e x = kxy,y = ky| e z = kz1, com k # 0, entdo

(x1,y1,21) também é um terno pitagorico.

Demonstracao: Com efeito,

K (x+y7) = (kv)> 4 (ky1 ) = x> +y* =22 = (kz1)* = K21

e como k # 0, resulta que x% + y% = z%. u

5.2.1 Ternos Pitagoricos Primitivos

Definicdo 5.3 Dado um terno pitagdrico (x,y,z) se mdc (x,y) = 1 (e consequentemente

mdc(x,z) =mdc(y,z) = 1), dizemos que (x,y,z) é um terno pitagdrico primitivo.

Exemplo 5.2 (5,12,13) é um terno pitagdrico primitivo. De fato, 5> +12* = 13% ¢
mde (5,12,13) = 1.

Exemplo 5.3 (15,36,39) ndo é terno pitagdrico primitivo. De fato, 15> + 36> = 392 ¢
mdc(15,36,39) = 3.

Notemos que a partir de um terno pitagdrico primitivo qualquer, podemos gerar infinitos
ternos pitagdricos nao-primitivos, bastando multiplicar seus elementos por um inteiro positivo
maior que 1. E, dado um terno pitagdrico ndo primitivo, conseguimos obter um primitivo divindo

seus elementos pelo mdc deles.

5.2.2  Encontrando Ternos Pitagoricos

Os ternos pitagoricos se tornam raros a medida que os nimeros aumentam, € encontra-los
se torna cada vez mais dificil. Veremos agora dois teorema que dao condi¢des necessdrias e
suficientes para que um terno (x,y,z) seja um terno pitagorico. O primeiro deles trata de todos os

ternos pitagoricos e o segundo dos ternos pitagdricos primitivos.

Teorema 5.4 (x.y,z) é um terno pitagdrico se, e somente se, existem inteiros positivos u e v tais

que u>v >0, uevtém a mesma paridade, uv é um quadrado perfeito, e valem as igualdades

X = uv,y = u;vez: u—;—v'

Demonstracao:

(=) Suponha que (x,y,z) é um terno pitagérico. Como x* 4 y> = 72, entiio
Py ===y =(z-y)(z+y)

Sejamu =z+yev=z—y, temos:
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1. uv é um quadrado perfeito.
2. u e v sdo inteiros postivos, pois z > y.
3. u e v possuem a mesma paridade.

4. u>v,pois (z+y) > (z—y).
_u+tv

5.z . De fato, adicionando membro a membro as equagdes

u = z + 'y
vV =z — Yy

Temos, u+v = 2z. Logo, z = LH_V.

"V De fato, multiplicando por (—1) uma das equagdes, temos:

6. y=
v=c—b-(—1)= —v=—c+b.

Adicionando membro a membro as equagdes:
u = z + Yy
v = -z + Yy

u—v
Obtemos, u — v = 2b. Portanto, y =

2

7. X =uw=x= A/ uv.

(<) Suponha que u e v satisfazem as condi¢des do teorema. Como u e v t€ém a mesma paridade

u—v u-+v

ez= sdo inteiros positivos. Como uv € um quadrado perfeito,

eu>v>0,entdoy= 5

X = +y/uv também € um inteiro positivo. Assim,

u? —2uv+v: +4uv  u? +2uv+? <u+v>2 )
= = = :Z’

2
2,2 [fu—v 2
x4y —( 5 > + (Vuv) 1 , 5

e (x,y,z) é um terno pitagérico.

Teorema 5.5 Sejam x,y e z inteiros positivos. Entdo sdo equivalentes:

1. mdc (x,y) =1ex*>+y*> =27~

2. x=2ab,y = a* — b* ou vice-versa e 7 = a* + b, com a e b inteiros tais que a > b > 0,

mdc (a,b) =1 e a e b tém paridade distinta.
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Demonstracao:

1 = 2: Pelo Teorema 5.4, existem inteiros u € v tais que ¥ > v > 0, u e v tém a mesma paridade,
u—v u+v
ez=
2 2
pares. Escreva u = 2m e v = 2n, de modo que

u—v

x=+vuw=2y/mney= 3

Como mdc (x,y) = 1, resulta que mdc (m,n) = 1. Com efeito, se d = mdc (m,n), entdo d|m e

uv € um quadrado perfeito, x = Juv, y = . Suponha que u e v sejam ambos

=m-—n.

d|n. Logo, d|x e d|y e, como mdc (x,y) = 1, segue que d = 1. Além disso, m e n t€ém paridade
distinta, pois, caso contrério, 2|x e 2|y, o que contradiz mdc (x,y) = 1. Como x% = 4mn e mdc
(m,n) = 1, resulta que m e n sdo quadrados perfeitos e, portanto, existem a, b € Z,a > b >0

2 en=b?eae b tém paridade diferente. Por outro lado,

taisque m =a
x=2ymn=2ab,y=m—n=a*—b*
€ como
2 =x2+y* = (2ab)* + (a®> — b?)? = 4a*b* + a* — 2a’b* = a* +2a*b* + b* = (a® + b?)?,
segue que z = a’ + b
Suponha agora que u e v sejam ambos impares. Como mdc (x,y) = 1, resulta que mdc (u,v) = 1.

Com efeito, se d = mdc (u,v) entdo d|u e d|v. Logo, d|x e d|y e como mdc (x,y) = 1 tem-se

d = 1. Segue do fato de x> = uv e mdc (u,v) = 1 que u e v sdo quadrados perfeitos e, portanto,

existem m, n € 7Z tais que u = m?ev=n% commen impares. Assim,

2 2
u—y m-—n m+n m-—n
YT T T _2< 2 >( 2 )_Zab’

+n m—n
eb= — Portanto,

m-+n 2 m—n 2
x:\/ﬁzmn:( > )—( > ) —a®—b?

e como antes 7 = a® + b>.

em que a =

Resta mostrar que a e b t€m paridade distinta. Se m =n =1 ou m = n = 3 (mod 4), entdo
+n m—n
¢ impare b =

m+n52em—n50(mod4),demodoquea:m épar.Sem=1e
n=3(mod4)oum=3en=1(mod4),entilom+n=0em—n=2 (mod 4), de modo que
m—+n , m—n

a= épare b =

¢ impar.

2 < 1: Sendo x = 2ab, y = a> — b* e z = a®> + b?, a equacio pitagorica é satisfeita. Resta mostrar
que mdc (x,y) = 1. Observe que x = 2ab € par, enquanto y = a* — b* é impar, uma vez que a e
b tém paridades diferentes. Suponha mdc (x,y) # 1 e seja p um primo impar tal que p|x e p|y.
Como, plx e p|2ab entdo pla ou p|b. Além disso, p|y e p|(a> —b?), o que implica pla e p|b.

Assim, mdc (a,b) # 1, que é uma contradig@o. [ ]
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5.2.3  Exemplos

1. Considere o caso x = 45 = 3%-5. Vamos encontrar todos os tridngulos retangulos com
um dos catetos igual a 45. Como 45 € impar, determinamos inicialmente todos os pa-

res (u,v) tais que 452 = 2025 = uv com u > v. Sio eles: (2025,1), (675,3), (405,5),
u—v u+v

(225,9), (135,15), (81,25) e (75,27). Os valores para x = \/uv,y = 5 ez=
estdo calculados na tabela abaixo:

u V| x y z

2025 | 11|45 | 1012 | 1013

675 3145 | 336 | 339

405 5145 | 200 | 105

225 9145 | 108 | 117

135 | 15| 45 60 75
81 25| 45 28 53
75 27 | 45 24 51

Observe que em todos os casos temos x> + y? = z2.

2. Para x =72 = 23-32, vamos encontrar todos os tridngulos retingulos com um dos catetos

igual a 72. Como 72 € par, determinamos inicialmente todos os pares (u,7v/) tais que
7722 =V comu > Sdo eles: (1296,1), (648,2), (432,3), (324,4), (216,6), (162,8),
(144,9), (108,12), (81,16), (72,18), (54,24) e (48,27). Os valores para u = 2u ,

V= 2v’, x=+/uv, y= " ; Y ez= “ ; Y estdo calculados na tabela abaixo:

~
~

u v u| v| x y z
1296 | 12592 | 2| 72| 1295 | 1297
648 21129 | 4| 72| 646 | 650
432 3] 864 | 6| 72| 429 | 435
324 41 648 | 8| 72| 320 328
216 6| 43211272 | 210 22
162 8| 324 |16 |72 | 154 | 170
144 9| 288 |18 | 72| 135| 153
108 | 12| 216 |24 |72 9 | 120
81 16 | 162 |32 |72 65 97
72 18| 144 |36 | 72 54 90
54 24| 108 | 48 | 72 30 78
48 27 96 | 54 | 72 21 75

Observe que em todos os casos temos x> + y* = z2.
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5.3 Curiosidades

Proposicao 5.1 O niimero 3 é o menor inteiro positivo que figura como cateto em um terno

pitagorico.

Demonstracgao: Os inteiros positivos menores que 3 sdo: 0, 1,2. O nimero 0 ndo pode ser cateto
de um terno pitagdrico, ja que deve representar lado de um tridngulo. Sendo assim, resta mostrar
que 1 e 2 ndo podem ser catetos de nenhum terno pitagorico.

Seja (a,b,c) um terno pitagdrico. Tomando a = 1, sem perda de generalidade, temos:
P+ = =1+ ==> - =1=(c+b)(c—b)=1

A tnica forma de representar o nimero 1 como produto de dois niimeros inteiros é: 1 =1-1.
Assim,c+b=1ec—b =1, implicando b = 0. Mas como vimos, 0 ndo pode ser cateto de um
terno pitagorico. Portanto, o nimero 1 ndo pode ser cateto de um terno pitagorico.

Agora, tomando a = 2 temos:
24’ ==2440 == —b*=4=(c+b)-(c—b) =4

O numero 4 pode ser representado de duas formas 4 =2-2 ou4 =4- 1, como produto de nlimeros

inteiros. Assim,
l.c+b=2ec—b=2,0queimplicab =1.
5
2. c+b=4ec—b=1,0queimplicac = 7

Logo, podemos concluir que o niimero 2 nao pode ser cateto de um terno pitagorico.

Proposicao 5.2 Se x > 3, entdo existe um tridngulo retangulo com cateto Xx.

2

Demonstracao: Para x impar, considere u = x“ e v = 1. Como x > 3, tem-se u > v. Por outro

. X .
lado, para x par, considere u = > e v = 2. Como x > 4, segue que u > v. Aplicando o Teorema

5.4, obtém-se o resultado. ]

Proposicao 5.3 Existem infinitos triangulos retangulos com um de seus catetos e a hipotenusa

sendo niimeros consecutivos.

Demonstracao: Para cada nimero impar x, x > 3, tomamos u = x2ev=1.Assim, pelo Teorema
5.4,
_u+v_x2+1 _x2—1+1_u—v+1_ i
Ty T Ty T ) -y

Proposicdo 5.4 Se (a,b,c) é um terno pitagdrico, entdo a # b.
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Demonstracao: Suponhamos que (a,b,c) é um terno pitagérico e a = b. Dai,
C=d+b =>c*=2d=c=aV2

Sendo assim, ¢ ndo € um niimero inteiro, contrariando a defini¢do de Terno Pitagérico (Defini¢do
5.2). |

Proposicao 5.5 (3,4,5) € o unico terno pitagdrico cujos termos sdo trés inteiros positivos

consecutivos.

Demonstracio: Sejam k, k+ 1 e k+2 € Z,_ trés inteiros positivos consecutivos. Suponha que

(k,k+1,k+2) seja um terno pitagdrico. Temos:

K+ (k+1)% = (k+2)?
KAk +2k+1 =k +4k+4
2UC 4 2%+ 1=k*+4k+4

kK —2k—3=0.
As raizes sdo k = —1 ou k = 3. Como k representa lado de tridngulo ndo pode asumir
valor negativo, logo k = 3. Assim, k+1=4e k+2=5. ]

Proposicdo 5.6 O terno (3,4,5) é o tridngulo pitagdrico de menor drea e de menor perimetro.

Demonstracao: Pela Proposicao 5.1, 3 é o menor inteiro positivo que pode ser cateto de um
terno pitagorico e pela Proposi¢do 5.4 os catetos de um terno pitagérico sao sempre distintos.

Isso nos garante que (3,4,5) é o terno pitagdrico que possui os menores elementos. Portanto, ele

3-4 12
gera a menor drea <T =5 = 6) e o menor perimetro (3+4+5=12). |
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6 PIERRE DE FERMAT

Figura 12 — Pierre de Fermat

Fonte: https://www.infoescola.com/biografias/pierre-de-fermat/

Pierre de Fermat (Figura 12) nasceu em 17 de agosto de 1601, em Beaumont-de-Lomagne,
no sudoeste da Franca. Filho de Dominique Fermat, um rico mercador de peles, Pierre teve a
sorte de receber uma educacio excepcional. Estudou direito em Toulose e em 1631 foi nomeado
conseiller au Parlament de Toulose, conselheiro na Camara de Requerimentos.

Em seu tempo livre, Fermat se dedicava a Matematica e este era o seu hobby. Ele era
um auténtico estudioso amador, conhecido como "Principe dos Amadores". O seu interesse
pela Matemadtica ocorreu através da leitura do livro Aritmética, de Diofanto. Sua influéncia na
Matematica foi limitada devido a sua falta de interesse em publicar suas descobertas. Escrevia
cartas aos seus contemporaneos enunciando seus teoremas, mas se recusava a revelar suas
demonstragdes, causando assim muita frustagdo.

Fermat contribuiu nas mais diversas areas da Matematica, sendo as principais: a Geome-
tria Analitica, o Calculo Geométrico e Infinitesimal, a Teoria da Probabilidade e a Teoria dos
Numeros.

Em 1629, Fermat desenvolveu os seguintes conceitos de Geometria Analitica: a ideia
de eixos perpendiculares, descreveu as equagdes gerais da reta, circunferéncia e equagdes mais
simples para pardbolas, elipses e hipérboles.

No campo do Calculo Geométrico e Infinitesimal, Fermat concentrou seus estudos nas
tangentes, quadraturas, volume, comprimentos de curvas e centros de gravidade. Chegou ainda a
um importante trabalho sobre maximos e minimos de uma fun¢do que se assemelha ao usado
hoje no Cilculo.

Em 1654, Fermat iniciou seus estudos na Teoria das Probabilidades e, juntamente com

Pascal, descreveram com precisao as leis do acaso.
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Por fim, na Teoria dos Numeros, Fermat contribuiu no estudo dos nimeros perfeitos,
nimeros amigaveis, nimeros figurados, quadrados magicos, ternos pitagéricos € nimeros primos.
Sua realizac@o mais polémica e amplamente conhecida nessa area foi o “Ultimo Teorema de

Fermat”.

6.1 O Ultimo Teorema de Fermat

Enquanto estudava o Livro 2 da Aritmética, Fermat encontrou o Teorema de Pitdgoras e
0s ternos pitagoricos e pensou de que forma poderia contribuir com o assunto. Em um insight que
imortalizaria o Principe dos Amadores, Fermat mudou a poténcia de 2 para 3 e criou uma equacao
que aparentemente nao tinha solucdo para qualquer nimero inteiro. Alterando novamente o
expoente para nimeros maiores que 3, descobriu que a busca de solugdes era igualmente dificil.

Na margem de sua Aritmética escreveu uma observacao:

"E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma
quarta poténcia ser escrita como a soma de duas quartas poténcias ou, em geral,
para qualquer niimero que é uma poténcia maior do que a segunda, ser escrito
como a soma de duas poténcias com o mesmo expoente.' (SINGH, 1997)

Em notacio algébrica, o teorema diz que a equacgdo x" +y" = 7" ndo possui solugdo para
n>2 comnéeZ,x,y,2€ L.
Depois da primeira nota na margem esbogando sua teoria, Fermat adicionou um comen-

tario que iria assombrar geragdes de matemadticos:

'""Descobri uma demonstracao maravilhosa desta proposicao que, no entanto,
nao cabe nas margens deste livro.'" (SINGH, 1997)

Estava langado o desafio para o mundo.

Na equacdo original, caso n = 2, o desafio era rearrumar os quadradinhos de dois
quadrados para formar um terceiro quadrado maior. Na versdo n = 3, o desafio € rearrumar
dois cubos para formar um terceiro cubo maior. Nao importa quais cubos sejam escolhidos de
inicio; ao serem combinados, sempre sobra ou falta quadradinhos. O arranjo mais proximo de
um perfeito foi aquele em que sobrou ou faltou apenas um quadradinho (Figura 13).

Pensar numa representacdo geométrica para n > 4 € impossivel.

Fermat, por volta de 1650, ja havia provado a validade do teorema para n = 4 utilizando
o método de “descenso infinito”.

Apds sua morte, em 1665, seu filho percebeu a importancia dos trabalhos do pai e decidiu
que as suas descobertas ndo seriam esquecidas pelo mundo. Assim, reuniu todas as cartas e
anotacdes, incluindo as encontradas nas margens do livro Aritmética e as publicou. No livro,
além desse teorema, existiam outras afirmagdes matemaéticas escritas por Fermat. Todas foram

provadas posteriormente, por um curto periodo de tempo, exceto o Ultimo Teorema de Fermat.
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Figura 13 — Os cubos 6° e 83 chegam perto de construir um cubo 9°.

g2
216 + 512

Fonte: (SINGH, 1997)

Ao longo dos trés séculos seguintes, varios matematicos tentaram descobrir provas para
o Teorema de Fermat. Em 1753, Leonhard Euler conseguiu provar para n = 3. Em 1825, Adrien-
Marie Legendre, demonstrou o caso para n = 5. Em 1832, Dirichlet, provou para n = 14. Ernst
Kummer, em 1843, conseguiu provar todos os casos até n = 100, exceto paran =37,n =59 e
n==67.

Ap6s o trabalho de Ernst Kummer, as esperancas de se descobrir uma demonstragao para
o Ultimo Teorema de Fermat parecia cada vez mais impossivel. A Matematica se voltava para
outras dreas de pesquisa e corria-se o risco do problema ser esquecido. Na virada do século, o
matemadtico amador Paul Friedrich Wolfskehl revitalizou a busca pela demonstragdo ao instituir
um prémio de dois milhdes de ddlares aquele que o demonstrasse. Segundo Paul, o Teorema
o salvou de cometer suicidio. Assim, em menos de um ano, 621 provas foram publicadas, mas
todas estavam erradas.

Em 1963, quando tinha dez anos de idade, Andrew Wiles (Figura 14) estava na biblioteca
da sua escola e viu um livro chamado O iltimo Problema. Esse livro contava a histéria do Ultimo
Teorema de Fermat, um problema com enunciado simples mas que hd mais de trezentos anos
ninguém conseguiu soluciond-lo. A partir disso, Andrew Wiles passou a ter como sonho de vida
resolver tal teorema.

Em 1993, 0 matematico Andrew Wiles, professor da Universidade de Princeton anunciou
em uma Conferéncia no Sir Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences em Cambridge ter
finalmente realizado a demonstracdo do Ultimo Teorema de Fermat. Entretanto, sua demonstragdo
apresentava falhas e teve que ser reformulada a fim de corrigir as lacunas apontadas. Em 1995,
corrigida as falhas, Willes apresentou a demonstracio definitiva e finalmente foi provado o
Ultimo Teorema de Fermat. A demonstracio do professor Andrews contém cerca de 200 paginas

e apresenta uma linguagem matematica avangada.
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Figura 14 — Andrew Willes

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/b andrew-wiles/

6.2 Demonstraciio do Ultimo Teorema de Fermat para o caso n = 4

A seguir, apresentaremos alguns conceitos da Aritmética Modular, que serd utilizado na

demonstracdo do Teorema de Fermat para o caso n = 4 e para o Pequeno Teorema de Fermat

Definicao 6.1 Sejam a,b e m inteiros, com m > 0, dizemos que a é congruente a b modulo m se

eles deixam o mesmo resto quando dividido por m.
Proposicao 6.1 a = b (mod m) <= a — b é divisivel por m.

Demonstracao:

(=) Pelo algoritmo da divisdo podemos escrever:
a=mqy+rieb=mgy+r,com0<r;,rn<m.
Como a = b (mod m), temos r; = rp. Logo:
a—b=mqi+r —(mgy+r) =m(q1—q2)+ (r —r2) =m(q1 — q2)

Portanto , m|(a — b). Como querfamos demonstrar.

(«<=)Pelo algoritmo da divisdo podemos escrever:
a=mqy+rieb=mgy+rpcom0 <ry,rp <m.
Neste caso,

a—b=mq+r—mqy—ry=m(q —q2)+ (r1 — ).
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Se esse valor ¢ divisivel por m e pelo fato de que m|m(q; — g2 ), entdo m|r; — ry. Pelo algoritmo
da divisdo temos que 0 < r; —rp, < m. Como, r; —r, € divisivel por m, a inica op¢do que respeita
o algoritmo da divisdo é: ri —r, = 0. Logo, r; = r». Portanto, como os restos de a e b sdo iguais,

podemos dizer que a = b (mod m). Logo, estd demonstrada a volta do teorema. ]
Lema 6.1 (Lei do Corte) Se ax = ay (mod m) e mdc (a,m) = 1, entdo x =y (mod m).
Demonstracao: Pela hipotese, temos que dg € Z, tal que ax = mq + ay, dai
mqg=ax—ay=a(x—y)
Assim, temos que m|a(x —y), mas como o mdc (a,m) = 1, segue m|(x —y), garantindo que
x =y (mod m)
[

Definicao 6.2 (Sistema Reduzido De Residuos) Seja p um niimero primo. Dizemos que um
conjunto de p — 1 niimeros inteiros ay,as, ...,a,—1 € um Sistema de Residuos (srr) médulo p se

os a; representam todas as classes de congruéncias nao nulas médulo p.

Por exemplo, 1,2,..., p— 1 formam um srr médulo p, pois sdo todos os restos nao nulos possiveis

de se obter quando dividimos um ndmero inteiro por p.

Lema 6.2 Dados p primo e a inteiro de tal modo que mdc (p,a) = 1, defina o conjunto
A = {an;¥n € N comn < p}. O conjunto dos restos das divisoes dos elementos de A por p forma

um srr modulo p.

Demonstracao: Como n ¢ diferente de zero e estritamente menor do que p, entdo temos
exatamente p — 1 valores possiveis. Agora suponha que haja dois multiplos de a, digamos, ia e

Jja, que tenham o mesmo resto quando dividimos por p. N6s podemos escrever isso como
ia = ja (mod p).
Subtraindo ja de ambos os lados e fatorando a, descobrimos que
a(i— j) =0 (mod p)

isto é, a(i — j) é divisivel por p. Como p divide o produto de dois nimeros, ele deve dividir um
dos nimeros ( ou ambos). Mas como a ndo é divisivel por p, dai p deve dividir i — j. Mas i e
J sdo ambos menores que p, portanto, a diferenca deles deve estar estritamente entre —p e p.
O tnico multiplo de p estritamente entre —p e p € zero, entdo i — j = 0. Entdo a tinica maneira
de ter ia = ja (mod p) € se i = j, mostrando assim que todos os multiplos de a a partir de a até
(p — 1)a possuem diferentes restos quando divididos por p. Finalmente, uma vez que existem

exatamente p — 1 multiplos de a no nosso conjunto € p — 1 possiveis restos ndo nulos (mod p),
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concluimos que cada resto aparece exatamente uma vez. Provando assim que o conjunto dos
restos das divisdes dos elementos de A por p se configura um srr médulo p. ]

Passaremos agora para a demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat.

Teorema 6.1 (O Ultimo Teorema de Fermat: Caso n = 4) A equacdo X* +Y* = 7% ndo tem
solucdo em 7., exceto as solugoes triviais com pelo menos uma das varidvies iguais a zero. Em

particular, o Ultimo Teorema de Fermat é vdlido para n = 4.

Demonstracao: Demonstraremos tal resultado utilizando redu¢do ao absurdo. Consideremos que
a equagio x* + y* = 72 possua solucdo nio trivial (x,y,z). Sem perda de generalidade, podemos
supor que x,y,z € N. Escolhemos a solu¢do com o menor valor possivel para z e, entdo, podemos
considerar mdc(x,y) = 1. Com efeito, caso tenhamos d = mdc(x,y) # 1, dividimos a equagio

inicial por d* e obtemos uma solugdo com um menor valor para z:

x4+y4=z2

x\4  /y\4 Z\2
() +@) =@
Agora, pelo Teorema 5.5, temos que existem a,b € N sendo as paridades de a e b distintas e

mdc(a,b) = 1, tais que:

x2 =2ab
yzzaz_bz
P?=a’+b?

2 _b?> = —1 (mod 4), o que ndo é possivel, visto que

Caso a seja par e b impar, teremos y> = a
existem apenas duas possibilidades para o resto de um quadrado perfeito na divisao por 4, no
caso, 0 e 1. Entdo, devemos ter a impar e b par. Consequentemente, podemos escrever b = 2c,

com ¢ € Z e, assim:

x2 = 2ab = 4ac
x\ 2
<§> = dac.

Pela igualdade acima, podemos escrever a = 12ec=m?

com /,m € N e [ impar. Mais ainda,
como a e b s3o primos entre si, temos que o mesmo vale para a e ¢, implicando que mdc(/,m) = 1.

Além disso, temos
V=a?—b*=a*— (2c)*> = 1* —4m*,
donde resulta:

l4 — 4m4 +y2
(12)? = (2m?)* +y*.



36

Notemos que, pelo fato de mdc(l,m) = 1 e de I ser impar, temos mdc(2m?,1?) = 1 e, logo,
mdc(2m?,y) = 1. Nessas condigdes, aplicando novamente o Teorema 5.5, obtemos que existem

p,q € N de paridades distintas e tais que mdc(p,q) = 1 satisfazendo:

2m? = 2pq
P=p+q
Como m? = pg e mdc(p,q) = 1, segue que existem r,s € N, primos entre si, tais que p = 1> e

q= sZ. Assim, resulta
> =r* 454
E ainda, observemos que [ < z pois, pela defini¢cdo de [, temos:
P=a<a®<a*+b*=7.

Desse modo, obtivemos outra solugio inteira para a equacio X* + Y* = Z2, a saber, a tripla
(r,s,1), em que [ < z. No entanto, esse resultado contradiz a minimalidade de z. Portanto, a
equagio X* + Y* = Z2 ndo possui solu¢io ndo trivial em Z, como querfamos provar.

Como X*+Y* = Z? nio possui solugio inteira positiva, entio X* 4 Y* = (Z?)? = Z* também
ndo. De fato, pois se (a,b,c) fosse solugio de X* +Y* = Z* entio

a* +b* = c* = a* +b* = (¢*)? = (a,b,c?) seria solugio da equagio X* +Y* = Z? que é um

absurdo. Portanto, para n = 4 o Ultimo Teorema de Fermat fica provado. [ ]

6.3 Demonstracao do Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 6.2 Se a,p € Z, com p primo e mdc (a,p) = 1, entdo a?~' = 1 (mod p).

Demonstracao: Admitindo as hipdteses, ou seja, supondo que p seja um nimero primo € @ um
inteiro ndo divisivel por p, considere o conjunto A = {a,2a,3a,...,(p — 1)a}. Devido ao Lema
6.2, nenhum dos elementos de A € divisivel por p e quaisquer dois deles sdo incongruentes

(mod p). Dessa forma, o conjunto formado pelos restos das divisdes dos elementos de A por
p consiste num srr. Assim, podemos multiplicar todos os elementos de A e obter a seguinte

congruéncia:
a-2a-3a-...-(p—1)=1-2-3-...-(p—1) (mod p)

Ou seja, o produto de todos os miiltiplos de a tem 0 mesmo resto que o fatorial de (p — 1) quando

dividido por p. Reescrevendo a expressdo acima, obtemos
a’'(p—1)!=(p—1)! (mod p)

Como (p—1)! é o produto dos niimeros naturais menores que p, temos que mde(p, (p—1)!) = 1.

Assim, pela Lei do Corte (6.1) temos:

a’~! =1 (mod p).
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7 RELATO DA ATIVIDADE DESENVOLVIDA
7.1 Escola Estadual Alvaro Giesta

Figura 15 — Fachada da Escola Estadual Alvaro Giesta

Fonte: A autora

A atividade foi desenvolvida no dia 4 de dezembro de 2024 na Escola Estadual Alvaro
Giesta (Figura 15). A escola estd localizada na cidade de Sao Geraldo, interior de Minas Gerais,
e dista 29 quildmetros de Vigosa. Fundada em 1918, a escola é uma instituicdo que oferece
formagdo nos anos finais do ensino fundamental e do ensino médio, além do EJA. E uma escola
referéncia na regido em razao da exceléncia do ensino ofertado e do compromisso em oferecer
uma educacio publica de qualidade.

Durante a realizagdo da atividade fui acompanhada pela, regente da turma, Thamyres
Ribeiro Medeiros, ex-aluna do curso de Licenciatura em Matematica da UFV. Atualmente, ela
trabalha nas redes estadual e municipal de educacdo, desenvolvendo um excelente trabalho.

A atividade teve como objetivo demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat de forma
ludica e acessivel aos estudantes do Ensino Médio. A proposta foi unir a Matematica rigorosa
com seus conceitos de definicdo, teorema, demonstragcdo com o uso do lidico e de materais
concretos. Permitindo assim que os estudantes compreendessem conceitos complexos de maneira

concreta e interativa.

A atividade contou com a participac¢do dos estudantes dos trés anos do Ensino Médio
(1°,2° e 3° ano), que foram divididos em trés grupos, de acordo com seus anos escolares.
De acordo com Barros (2016, p. 11), "as atividades em grupo facilitam o desenvolvimento
cognitivo e consequentemente a aprendizagem do estudante". Isso € refor¢ado pelos Parametros
Curriculares Nacionais (1998):

[...] trabalhar coletivamente, por sua vez, favorece o desenvolvimento de capaci-
dades como: perceber que além de buscar a solug@o para uma situagdo proposta
devem cooperar para resolvé-la e chegar a um conceso; saber explicitar o pro-
prio pensamento e procurar compreender o pensamento do outro; discutir as
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dividas, supor que as solucdes dos outros podem fazer sentido e persistir na
tentativa de construir suas proprias ideias; incorporar soluc¢des alternativas, rees-
truturar e ampliar a compreensio acerca dos conceitos envolvidosnas situagdes
e, desse modo, aprender. (PCN, 1988, p. 39).

A atividade teve durac¢do de 90 minutos e foi dividida em trés momentos: introdu¢do a Aritmética

Modular, histéria de Pierre de Fermat e atividade de construc¢do dos brincos de micangas.

7.2 Introducio a Aritmética Modular

No inicio, fizemos uma introdugdo a Aritmética Modular, contetido essencial para a

formulagdo do Pequeno Teorema de Fermat. Para introduzir o contéudo, fiz a seguinte pergunta:

Ana Flavia: Vocés conseguem pensar em um contexto onde a opera¢cdo 71+ 6 =1

faca sentido?

Os estudantes olharam com certa surpresa, sem saber como responder. Apds um momento

de reflexdo, fiz uma sugestao:

Ana Flavia: A aula de vocés se iniciam as 7 horas da manhd e suponha que num
determinado dia ela terd duracdo de seis horas. Que horas a aula ird acabar?

Estudantes: 13 horas.

Ana Flavia: Sim! Mas se estivermos pensando em um relogio analogico, de ponteiro.

Onde estard localizado o relogio das horas?
Estudantes: No niimero 1.

Ana Flavia: Bom, entdo parece razodvel pensar que quando falamos em um relogio

analogico, a operagcdo T+ 6 = 1 faz sentido.

Os estudantes concordaram com a conclusio apresentada.
Afim de conduzir os estudantes a conclusdo de que o nimero 1 €, na verdade, o resto
da divisdao do ndmero 13 pelo nimero 12 sendo, o nimero de divisdes em horas do relégio, foi

proposto mais um exemplo:

Ana Flavia: Vamos supor agora que vocés iniciaram um viagem as 6 horas da manhd
e terd duracdo de 40 horas. Que horas estard marcando no relégio no momento da

chegada? Ou seja, em que niimero estard o ponteiro das horas?

Com esse exemplo pretendiamos levar os estudantes a abstrairem e obterem um método
numérico para chegar ao resultado e ndo ficarem dependentes de "dar voltas"no reldgio.

Pensando no relégio e no movimento dos ponteiros, os estudantes responderam corre-
tamente que o ponteiro das horas estaria no nimero 10. Entdo, como no exemplo inicial, foi
possivel escrever 6 +40 = 10.

No quadro, descrevemos as ideias discutidas:
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Ana Flavia: 6 +40 = 46. Se dividirmos 46 por 12, o resto obtido nessa operagdo no
conjunto dos niimeros inteiros serd 10. Ora, 10 é o resultado da operagdo acima. Da
mesma forma, voltando ao exemplo inicial, 7+ 6 = 13 e o resto obtido na divisdo
de 13 por 12 é 1.

Os estudantes conseguiram perceber que os resultados obtidos nas operacdes acima,
apesar de absurdas no conjunto dos nimeros inteiros, fazem sentido em outros contextos. A

partir dai, apresentamos no quadro a nota¢do de médulo:
Ana Flavia: Entdo, a partir de agora podemos dizer o seguinte:

1. 13 é congruente a 1 modulo 12. Nota¢do: 13 =1 (mod 12) e
2. 46 é congruente a 10 modulo 12. Notacdo: 46 = 10 (mod 12).

Chamei a atencdo de que o médulo 12 nos informa em que contexto estamos realizando a
operacdo. Sem essa informacao, alguém que a visse consideraria errada. Além disso, foi dito que
nessa nova operacao usariamos o sinal de congruéncia (=) no lugar do sinal da igualdade (=).
Sintetizamos a nossa discussdo dizendo que a Aritmética Modular € uma area da Matematica
que trabalha com os possiveis restos obtidos na divisao por um dado nimero, e que isso pode ser
feito para quaisquer nimeros inteiros positivos.

Em seguida, foi apresentada aos estudantes a Proposi¢@o 6.1 que relaciona a congruéncia
de dois niimeros moédulo p com a divisibilidade desses nimeros por p. Conseguimos demonstrar
tal proposicao de forma participativa, pois foram utilizados conceitos de divisibilidade e de
modulo que tinha acabado de ser apresentado.

No segundo momento da atividade, com o objetivo de despertar a curiosidade sobre a
atividade que seria realizada, contei a historia de Pierre de Fermat, usando para isso a pesquisa
bibliografica feita e exposta no Capitulo 6. Com essa exposi¢do, foi possivel verem o legado

deixado por Fermat.

7.3 De brincos de micangas ao Pequeno Teorema de Fermat

No terceiro momento, apresentei aos estudantes o enunciado do Pequeno Teorema de
Fermat e expliquei como seria realizada a atividade prética relacionada ao teorema, com a
utilizacdo de micangas. Os estudantes deveriam construir brincos de micangas de duas cores,
variando somente a quantidade de migangas utilizadas em cada brinco e assim investigar as
regularidades nas pecgas formadas e suas relagdes com o Pequeno Teorema de Fermat.

Todos os grupos receberam um pacote contendo micancas nas cores azul e branca e a
primeira atividade proposta foi construir brincos utilizando p = 3 migangas e tendo somente

a = 2 cores de micancas disponiveis.

Ana Flavia: Quantos brincos diferentes conseguimos construir?
Alunos: 4.
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Observei que os estudantes haviam compreendido que a ordem de escolha das micangas
ndo interferia no resultado final, ou seja, ao escolherem primeiro duas migangas azuis e depois
uma miganga branca construiriam o mesmo brinco, gerado por uma branca seguida das duas azuis.
Estdvamos interessados em construir todas as sequéncias possiveis utilizando trés micangas e

duas cores, desse modo, fiz o seguinte comentario:

Ana Flavia: A primeira micanga pode ser azul ou branca e de forma andloga,
temos as mesmas possibilidades para a segunda e para a terceira micangas. Logo,
pelo Principio Fundamental da Contagem, hd duas possibilidades de cores para a
primeira, para a segunda e a terceira micanga, isto é, 2 x 2 x 2 = 23 = 8 brincos

possiveis a serem construidos.
A Figura 16 mostra todas as sequéncias possiveis, usando 3 mig¢angas e 2 cores.

Figura 16 — Todos as sequéncias possiveis com 3 micangas

Fonte: A autora.
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Ap6és a contrugdo das sequéncias, pedi aos estudantes que construiessem os brincos,
juntassem as mi¢angas de modo a formar um tridangulo. As imagens 17 e 18 registram a constru¢ao

e os brincos prontos, respectivamente.

Figura 17 — Alunos construindo os brincos de 3 micancas

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 18 — Todos os 8 brincos construidos

Fonte: A autora.
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Dos oitos brincos formados, dois sio monocromaticos e os seis restantes sao coloridos e
podem ser divididos em dois grupos com a mesma quantidade de brincos. Os trés brincos de
cada grupos sdo iguais, a menos de rotagao.

De acordo com a notac@o do Teorema 6.2, o nimero p = 3 representa a quantidade de

micangas em cada brinco e o nimero a = 2 a quantidade de cores disponiveis. Assim, temos:

3 divide 6
3 divide 8 —2
3 divide (23 —2)
p divide (a” —a)

23 — 2 é a quantidade total de brincos subtraido dos dois brincos monocromaticos. A
quantidade restante 6, pode ser distribuida de maneira igual em dois grupos, com mesma
quantidade de elementos, como vemos na Figura 18. Cada grupo tem 3 brincos porque € o
nimero de rotacdes que um brinco de cada grupo deve dar para voltar a sua posi¢ao inicial.
Assim, provamos que o Pequeno Teorema de Fermat € valido para esse caso.

Em seguida, passamos para p = 4 micangas e continuamos com a = 2 cores. Perguntei
novamente ao estudantes quantas sequéncias conseguimos obter nesse caso. De acordo com o
exemplo inicial, responderam que pelo Principio Fundamental da Contagem, seriam 2 X 2 X
2 x 2 =2% = 16 sequéncias possiveis. As Figuras 19 e 20 a seguir mostram respectivamente,
a construgdo por parte dos estudantes e um modelo com todas as sequéncias e 0s respectivos

brincos construidos.

Figura 19 — Alunos construindo os brincos de 4 micangas

= -
h*-

Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 20 — Todas as sequéncias possiveis de serem costruidas com 4 micancas

Fonte: A autora.

Ao construirem os brincos, os estudantes perceberam que dois sio monocrométicos e
14 coloridos. Entretanto, os brincos coloridos ndo podem ser divididos em grupos de igual
quantidade.

Como o nimero de mi¢angas p = 4 ndo € primo, ndo foi possivel formar grupos iguais
de mesmo tamanho ao excluir os dois monocrométicos.

Assim:

4 ndo divide 14
4 nao divide 16 —2
4 nio divide (2% —2)

p ndo divide (a? —a)

Portanto o teorema ndo € vélido para p = 4. O que era de se esperar, j4 que o teorema

exige que p seja primo. Apresentamos assim um exemplo de que o teorema nao € valido para
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ndmero composto.

Em seguida, apresentei o caso p = 5 migangas com a = 2 cores . Mostrando a constru¢ao
da sequéncia e de um modelo de cada brinco, conforme Figuras 21 e 22.

Pelo Principio Fundamental da contagem conseguimos formar 2 x 2 x 2 x 2 x 2 =23 =32

sequéncias.

Figura 21 — Todas as sequéncias possiveis de serem construidas com 5 migangas - 1.

Fonte: Dados da pesquisa

Figura 22 — Todas as sequéncias possiveis de serem construidas com 5 migangas - 2.

Fonte: Dados da pesquisa
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As 32 sequéncias formadas excluindo as monocromaticas, podem ser dividas em seis
grupos com igual quantidade de elementos. Ou seja, conseguimos formar cinco brincos de cada
um dos modelos pois, este € o nimero de rotagdes necessdrias para retornar a posi¢do inicial.

Assim, temos:

5 divide 30
5 divide 32 -2
5 divide (2° —2)
p divide (a” —a)

Portanto, conseguimos mostrar que o teorema € valido para p = 5.

No exemplo inicial e no tltimo estavamos trabalhando com uma sequéncia formada por
trés micangas e por cinco micangas. Desconsiderando as sequéncias monocromaticas, qualquer
outra sequéncia que se forme nao pode ser divida em partes iguais, ou seja, ndo pode ser dividida
de modo que as partes tenham o mesmo nimero de micangas e de cores iguais. Isso se deve
ao fato da quantidade de micangas ser um ndmero primo € como sabemos, 0 nimero primo
s6 divide 1 e ele mesmo. Logo, cada uma dessas sequéncias deve ter a mesma quantidade de
brincos e essa quantidade corrresponde aos giros necessarios para voltar a posi¢ao inicial.

Agora, quando o nimero de migangas € quatro, é possivel formar a sequéncia BABA (B =
branco, A =azul), na qual pode ser dividida ao meio e € necessirio somente dois movimentos
para voltar a posi¢do inicial. Logo, esse modelo ndo tem a mesma quantidade de brincos dos
demais e por isso, o teorema nao € valido.

Estava prevista a apresenta¢do da demonstragdo do Pequeno Teorema de Fermat. Entre-
tanto, devido a falta de tempo, isto ndo foi possivel.

A atividade realizada abarcou com éxito o que foi apresentando na fundamentagao

tedrica.

8 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho buscou apresentar a importancia da utilizagdo da Histéria da Matematica,
juntamente com o uso de materias lidicos, sem deixar o formalismo das demonstragdes matema-
ticas, como recursos de ensino e aprendizagem. Foi feito um estudo sobre as vidas e contribuicdes
dos matemdticos Pitdgoras e Fermat e um aprofundamento do Teorema de Pitagoras e do Ultimo
Teorema de Fermat, caso n = 4.

O Teorema de Pitdgoras é um dos principais teoremas da educacdo basica e relacioné-lo a
histéria do seu criador, ajuda a despertar nos estudantes a curiosidade e mostra que a Matematica
ndo € apenas nimeros € memorizacdes desinteressantes. As demonstragdes distintas do teorema,
utilizando diferentes objetos matematicos e o aprofundamento nos terno pitagéricos comprovam
que esses sdo conteddos matemdticos de beleza e profundidade.

A histéria do Ultimo Teorema de Fermat, ilustra a importancia da dedicagio e perse-

verang¢a no estudo ja que demorou mais de 300 anos para que este teorema fosse provado. Os
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grandes avangos no campo matematico exigem nao apenas curiosidade, mas também uma jornada
ardua em busca de solugdes. Isso pode ser levado aos estudantes como forma de mostra-los que
se nao entenderam de imediato um conceito matematico € necessario a paciéncia e perseveranca
diante da dificuldade. Foi Andrew Willes, no ano de 1995, quem demonstrou o teorema. Ele é
um exemplo de garoto que se encantou com a beleza da Matemadtica. Em uma leitura solitaria na
biblioteca, ao 10 anos, encontrou o teorema que o acompanhou durante muitos anos até culminar
na sua demonstracao.

Na atividade pratica, realizada com estudantes do ensino médio da Escola Estadual
Alvaro Giesta, foi possivel perceber que a contextualizacio e a histéria de quem era o criador do
teorema influenciou positivamente no interesse e envolvimento dos estudantes. Ao mencionar
que Fermat era um matemdatico amador e a Matemdtica era o seu hobby, foi possivel notar uma
certa desconfianca por parte dos estudantes. Acredito que esse pensamento tem haver com o
modelo tradicional de ensino, em que o estudo dos conceitos matematicos € considerado uma
tarefa drdua e mondtona.

Ao mesmo tempo, a ideia de que uma pessoa comum fez descobertas significativas na
Matematica, sugere que todos que tenham o interesse, persisténcia e dedicacdo podem também
fazer Matematica e ajudar na constru¢do de conhecimento para a humanidade. O nosso foco era
o Pequeno Teorema de Fermat, mas ndo poderia deixar de mencionar sobre o Ultimo Teorema
de Fermat. Os estudantes também ndo o conheciam, mas foi possivel notar uma certa surpresa
ao saberem da saga até a demonstracao.

O uso das migangas, enquanto material lddico, foi essencial para despertar o interesse dos
estudantes na atividade. Eles demonstraram empenho e dedicacdo na constru¢do das sequéncias
e dos brincos. Com o material, eles puderam ver de maneira concreta os conceitos matematicos
e tornaram mais participativos, ja que conseguiam responder as perguntas € ndo se perdiam no
raciocinio; conseguiam olhar para suas mesas e visualizar a resposta.

Nao foi possivel demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat como planejado. Devido aos
calendérios da escola e da universidade ndo estarem compativeis em questdo de datas e também
ao fato do semestre curto em decorréncia da greve de 2024, nao foi possivel marcar uma nova
data para completar a atividade. Pensando na continuidade do trabalho, em outra oportunidade
desejamos realizar uma oficina em dois dias, tendo mais tempo para desenvolver as ideias e
acrescentar uma parte pratica relacionada ao Teorema de Pitdgoras.

Durante a atividade foi feita a demonstragdo da Proposi¢do 6.1 e alguns exemplos para
o entendimento do seu enunciado. Ao fazer exemplos, surge a questdo: serd que a proposi¢ao
¢ valida para todos os nimeros inteiros? Mas é impossivel testar todos. Com esse pensamento
¢é natural a ideia da importancia da demonstracdo matematica. Por mais que os estudantes nao
tenham conseguido captar toda a esséncia da demonstracdo, a ideia de que estavam vendo
a comprovacdo de um fato, o fizeram refletir que muitas ideias aceitas, tém por trds uma
demonstragcdo, uma comprovagdo da sua veracidade para todos os possiveis casos.

Em sintese, esse trabalho reintera a importancia de rever as metodologias de ensino de
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Matematica, destacando que trabalhar a ludicidade aliada com as demonstragdes matematicas
pode enriquecer o processo de aprendizagem. Ao combinar o formalismo matematico com
atividades praticas, foi possivel proporcionar uma compreensao mais profunda e significativa,
além de estimular a criatividade e o pensamento critico dos estudantes. O sucesso alcancado com
esta abordagem evidencia que a Matemadtica, quando ensinada de forma interativa e de maneira
rigorosa, tem o poder de engajar os estudantes e de promover o entendimento mais profundo e
duradouro dos conhecimentos matematicos.

Por fim, ressalto que este trabalho contribuiu significativamente para minha formacao,
pois me mostrou que através das demonstracdes matemadticas, de atividades ludicas e da contex-
tualizacdo com a Histéria da Matematica, é possivel oportunizar aos estudantes uma experiéncia
que pode levar ao encanto pela Matematica e ao aprofundamento dos conceitos. Dessa forma, é

possivel fugir do ensino tradicional, em que o estudante € passivo diante do conhecimento.
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