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RESUMO

VIEIRA, Luiz Fernando Saldanha, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro
de 2026. Evolutoides de curvas convexas em formas espaciais bidimensionais.
Orientador: Ady Cambraia Junior. Coorientador: Alessandro Gaio Chimenton.

Neste trabalho, estuda-se os evolutdides de curvas convexas em formas espaciais
bidimensionais, com énfase nos modelos esférico e hiperbolico. Embora o caso
plano ja tenha sido amplamente investigado na literatura, alguns de seus resultados
fundamentais sdo retomados ao longo do texto. Com a finalidade de estender o
estudo dos evolutdides as geometrias de curvatura Gaussiana constante nao nula,
sao utilizadas ferramentas da Geometria Riemanniana, explorando-se as
particularidades de cada modelo, tais como a conex&o riemanniana, a curvatura
geodésica e as propriedades intrinsecas associadas as superficies consideradas.
Além disso, caracterizamos o evolutdide como o lugar geométrico dos pontos
singulares das frentes de onda.

Palavras-chave: envelopes; frentes de onda; geometrias n&o euclidianas;
involutoides



ABSTRACT

VIEIRA, Luiz Fernando Saldanha, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2026. Evolutoids of convex curves in two-dimensional space forms. Adviser:
Ady Cambraia Junior. Co-adviser: Alessandro Gaio Chimenton.

In this work, we study the evolutes of convex curves in two-dimensional space forms,
with emphasis on the spherical and hyperbolic models. Although the planar case has
already been extensively investigated in the literature, some of its fundamental
results are revisited throughout the text. In order to extend the study of evolutes to
geometries of nonzero constant Gaussian curvature, tools from Riemannian
geometry are employed, exploring the particular features of each model, such as the
Riemannian connection, geodesic curvature, and the intrinsic properties associated
with the surfaces under consideration. In addition, we characterize the evolute as the
locus of singular points of wave fronts.

Keywords: envelopes; wave fronts; non-euclidean geometries; involutes
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1 Introducao

Considere uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco v : I C
R — R?, com t e e denotando, respectivamente, os vetores tangente e normal unitérios.
Para cada ponto da curva, considere a reta inclinada L que forma um angulo fixo o € [0, 7 /2]
com a reta tangente. O envelope dessa familia de retas inclinadas é denominado evolutéide.
Este trabalho tem como objetivo o estudo dos evolutdides e algumas de suas propriedades
em superficies completas de curvatura gaussiana constante. Inicialmente, tais objetos
foram introduzidos no contexto do plano euclidiano Giblin e Warder (2014), tendo sido
posteriormente estendidos as formas espaciais por Cambraia et al. (2025). No caso
plano, Castro (2013) em [11] estudou os evolutéides por meio de fungdes suporte, obtendo
resultados relevantes relacionados a area e ao comprimento das curvas e de seus evolutoides.
Giblin e Warder (2014) em [7] investigaram propriedades dos evolutéides de curvas planas,
com énfase em questoes de regularidade. Mais recentemente, alguns desses resultados tem

sido estendidos para formas espaciais por Cambraia et al. (2025) em [10].

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma: no segundo capitulo sao
apresentados conceitos basicos da Geometria Riemanniana, como as defini¢oes de variedades

diferenciaveis, conexoes e geodésicas.

O terceiro capitulo é dedicado a geometria das formas espaciais. Nele, sao estudadas
propriedades dos principais modelos geométricos de curvatura Gaussiana constante ¢
utilizados ao longo do trabalho, a saber: o plano euclidiano (R?, ¢ = 0), a esfera (S?,c = 1)
e o hiperboléide (H? ¢ = —1). Para o hiperboldide, iniciamos com a apresentacao da,
métrica de Minkowski. Em seguida, introduzimos esse modelo e, posteriormente, discutimos

algumas de suas principais propriedades geométricas.

Por fim, sao estudadas algumas propriedades e conceitos, como a aplicagao ex-
ponencial, os produtos vetorial e interno, as fungoes trigonométricas generalizadas e as

formulas de Frenet-Serret.

No quarto capitulo, sdo estudados os evolutdides em formas espaciais bidimensionais.
Inicialmente, investigamos os evolutodides e caracterizamos suas singularidades. Nesse
contexto, a partir da expressao da aplicacao exponencial, é obtida uma férmula explicita
para a curvatura geodésica do a-evolutdide em funcao da curvatura de . Por fim, sdo
analisadas as relagdes entre a area delimitada pela curva e a area delimitada pelo seu
a-evolutéide, bem como entre os respectivos comprimentos. Nas seguintes segoes, sao
estudados os involutéides em formas espaciais, objetos geometricamente relacionados aos
evolutéides. O principal resultado desse capitulo diz respeito a unicidade do involutéide

associado a uma curva convexa. Enfim, é apresentada uma caracterizacao do a-evolutoide,
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na qual esse objeto é descrito como o lugar geométrico dos pontos singulares das frentes
de onda. Inicialmente, sdo introduzidas as frentes de onda e suas propriedades basicas;
em seguida, é estabelecida a referida caracterizagao. Tal interpretacao foi observada por

Giblin e Warder (2014) em [7] no caso plano.
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2 Preliminares

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao dos principais pré-requisitos necessarios
a compreensao desta dissertacao. Introduziremos conceitos fundamentais da Geometria

Riemanniana, incluindo variedades diferencidaveis, conexao riemanniana e geodésicas.

2.1 Geometria Riemanniana

Nesta secao, faremos uma revisao de alguns conceitos fundamentais da Geometria

Riemanniana, que ajudarao em alguns tépicos de nosso estudo, usando como referéncia [1].

Definig¢ao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas xq : U, C R — M de abertos U, de R™ em M tais que:

1. Uga (Uy) = M;

2. Para todo par o, 3, comz, (Ua) Nag (Ug) =W # 0, os conjuntos z ' (W) e 5" (W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes a:gl o x, sao diferencidveis;

3. A familia {(Uy, z4)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

A aplicagio xo com p € x,(U,) € chamado parametrizacio de M em p e x,(U,) € chamada

uma vizinhanca coordenada em p.

Definicao 2.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M
¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-,-) no espago
tangente T,M, que varia de forma diferencidvel com p, isto €, se X : U C R" — M ¢

um sistema de coordenadas locais em torno de um ponto p, com

X(Ila"' ,,In):pEX(U) € aa(wp) :d:vp(O, 717"' 70)7

entdo (X;, X;) € uma fungao diferencidvel em U, com i, j € {1,--- ,n} .

E fundamental calcularmos comprimentos e distdncias, o que faremos com as nogoes

padroes abaixo.

Definicao 2.1.3. O comprimento de uma curva 7y : [a,b] C I — M ¢ dado por

() = [ /@), )t 2.)
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Definicao 2.1.4. A distancia entre p,q € M € dada por
d(p, q) = inf £(7) (2.2)
YEQ

onde 2 € o conjunto de todas as curvas diferencidveis por partes que ligam p e q.

Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao Riemanianna é uma forma de

calcular derivadas covariantes de campos. Para estuda-la precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.1.1. Se X,Y e Z sdo campos diferenciaveis em M; a,b € R, e f, g sdo

funcoes diferencidveis, entao:

o) [X,Y] =]V, X];
b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z);
¢) [[X,Y)],Z) +[[Y, 2], X] + (|2, X],Y] = 0;

d) [fX,gY] = fg[X. Y]+ [X(9)Y — gV (f)X.
Demonstragio. Veja [1], pdgina 29. ]

Definimos X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e D(M) o

anel das funcoes reais de classe C* definidas em M.
Definicao 2.1.5. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢do
V:XM)x X(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) AR VxY e que satisfaz as sequintes condigoes:

Z) fo+gyZ = fVXZ +gVyZ,'
i) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ;

iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

em que X, Y, Ze€ X(M) e f, g€ D(M).
Definicao 2.1.6. Sejam X,Y campos de vetores em M, definimos a aplicagdo
V:X(M)x X(M)— X(M)
(X,Y) — VyX,
dada implicitamente pela formula de Koszul:
(2,VxY) = 3 XYV, 2) + Y{Z,X) = Z06Y) + (21X, Y]) = (¥, [X, Z]) - (X, [V, Z])}.

em que Z € um campo vetorial de M. FEssa aplicaciao é chamada de conexdo Riemanniana

de M. Tal aplicacdo satisfaz as sequintes propriedades:
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i) X(Y,Z) = (VxY, Z)+ (Y,VxZ);
i) VyX — VyY =[Y, X];
iti) VxoyZ =VxZ +VyZ;

) VyfX =Y fX + fVyX;

v) ViyX = fVy X,

Teorema 2.1.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, eziste uma unica

conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:
a) V é simétrica;
b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragio. Veja [1], pdgina 61. ]

Teorema 2.1.2 (Teorema da funcao implicita). Seja F': R® — R uma aplica¢do suave.

Dizemos que ¢ € R é um valor reqular de F se, para todo ponto p € F~Y(c) a diferencial
dF,:R* — R
¢ sobrejetiva.

Esse teorema garante que se ¢ é um valor regular de F', entao o conjunto
Flce)={zeR: F(x) =c}

¢ uma subvariedade de R®. As superficies que usaremos ao longo deste trabalho como
modelos das geometrias de curvatura constante sao imagens inversas de valores regulares

em R? e as métricas serdo induzidas por formas bilineares de R3.

2.2 Geodésicas

Nesta secao, abordaremos as geodésicas em M, dados dois pontos de M, sempre

existe uma curva minimizante que liga esses dois pontos.

Defini¢ao 2.2.1. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica se Vv =0
para todo t € 1.

Se v: I — M ¢é uma geodésica, entao

<f}/7fyl>/ = 2<V7/”)/I,’}/> =0
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isto é, o comprimento do vetor tangente 7' é constante. O comprimento de arco s de 7, a

partir de uma origem fixa, é dado por

s(t) = [ I1lldt = ot — to)

Portanto o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Quando
o parametro é o proprio comprimento de arco, isto é, 6 = 1, diremos que a geodésica y

esta normalizada.

E possivel provar que para todo p € M e v € T,M, existem I CRey: I — M
geodésica com y(sg) = p e 7' (sg) = v para algum sy € I. O mapa exponencial de M em p
¢é definido como

expy (tv) = (t),

em que 7 é a Unica geodésica que passa por p com velocidade v (com t em um intervalo
suficientemente pequeno). Nas variedades consideradas neste trabalho, I = R e portanto a

aplicagao exponencial estd definida para todo t.

Definigao 2.2.2. Um tridngulo geodésico de M ¢é uma curva de Jordan C' por partes

constituida de trés arcos geodésicos.

Se v esta parametrizada por comprimento de arco, entao (7', V.v") = 0. Supondo
V7" # 0, os vetores 7' e V7' sdo perpendiculares. Usaremos essas observagoes para

definir a curvatura geodésica de curvas em superficies.

Definicao 2.2.3. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao 2 orientada e
v : I — M uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. A curvatura geodésica

de v € a funcao k : I — R tal que, para todo t € I vale

Vo (1) = v(t) e(), (2.3)

em que V € a conexao de Levi-Civita de (M, (-,-)) e {t,e} é base ortonormal positiva para
v M.

Apresentaremos as principais nog¢oes geométricas dos modelos geométricos que

estudaremos neste trabalho.
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3 Geometria das Formas Espaciais

Neste capitulo, apresentaremos uma revisao dos conceitos e propriedades referentes
aos modelos geométricos que serao utilizados ao longo do trabalho. Inicialmente sera
discutido o modelo padrao para a geometria plana (Mj). Em seguida, discutiremos um
para a geometria esférica (M;). Por fim, estudaremos o modelo do hiperbolbide para
o espacgo hiperbdlico. Algumas propriedades pontuais da geometria hiperbdlica serdao
discutidas nos modelos do semiplano superior e do disco de Poincaré. A motivagao para
estudar os modelos esférico e do hiperboldide decorre da semelhanca entre os calculos,
facilitando a identificagdo de propriedades relacionadas. Ao longo do capitulo, unificaremos

algumas notagoes para esses modelos.

3.1 Introducao aos evolutdides no plano

Nesta secao, apresentaremos uma breve introdugao aos evolutéides no plano. Nela,
enquanto tratamos de uma revisao bibliografica de resultados obtidos em trabalhos
anteriores, consideramos um modelo para a geometria plana e, a partir dele, definimos

diversos conceitos que serao generalizados nos capitulos seguintes.
O modelo correspondente ao plano euclidiano ¢é
2 3
R* =M, = {X: (Jfl,xg,xg) eR | T3 = 0},

munido da métrica euclidiana usual, cuja conexao Riemanniana coincide com a derivada
usual do espaco ambiente. Em R?, ao longo de uma curva regular, utiliza-se a base
adaptada {t,e}, em que t e e denotam o vetor tangente unitario e vetor normal unitario
respectivamente, de modo que a orientacao de {t,e} seja positiva. A parametrizacao de

uma geodésica no plano é dada por

Y(t) = p + t, (3.1)

emquep € R?, v € Tp]R2 et € R. Consequentemente, a aplicacao exponencial Riemanniana
assume a forma
exp,,(tv) = p + tv. (3.2)

A nocao de envelope serd importante para introduzirmos o conceito de evolutoide

como uma generalizagao do conceito de evoluta.

Definigao 3.1.1. Seja 7y : [0,¢] — R™ uma curva plana ’fechada, suave e convexa. Dada

uma familia a um parametro F : R x R™ — R de curvas, o envelope D é definido por:

D= {x: (x1,...,2,) € R" | 3t tal que F(x,t) = %j(x,t) :0}.
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Daqui em diante, consideraremos apenas curvas convexas, ou seja, fechadas e
com curvatura geodésica estritamente positiva. Seja v : I — M uma curva suave e
parametrizada pelo comprimento de arco. A evoluta é o envelope das retas normais, como

podemos ver na Figura 1.

Figura 1 — Evoluta da elipse

7
W75
N y ///// —
\;\\\\\§\\\\\\\\\ ¢ N T =

= po——
== NS

Elaboragao propria.

Em vez de considerarmos a reta normal, analisaremos essa reta com uma inclinagao
fixa com a reta tangente. Nesse caso, Giblin e Warder (2014) em [7] definiram os evolutéides
de curvas planas e estudaram suas propriedades utilizando uma parametrizacao explicita.

No estudo, os autores definem os evolutéides como

Definicao 3.1.2. Seja v : I — M. O envelope da familia F : R? x R — R dada por
F(s,x) = (x—7(s),t(s)sinav—e(s)cosa), em que s € I, x € My, € [0,7/2] e t, e sendo
os vetores tangente e normal respectivamente, é o a-evolutoide de 7y, que denotaremos por

Ve

A partir dessa definicao, os autores obtiveram a seguinte parametrizacdo para o

evolutoéide: . -
sin o cos v sin” o

Ta(s) = (s) + ) + T els) (s) £0, (33)

e a partir dela provaram os seguintes resultados.

Proposigao 3.1.1 (Giblin, Warder, 2014 [7]). Seja~y : I — R? uma curva conzeva, suave,
parametrizada pelo comprimento de arco e orientada positivamente. Fize a € [0,7/2] e
seja v, 1 I — R? 0 a-evolutdide dado por (3.3). Entdo v, € ndo-reqular se e somente se

existe s € I tal que k*(s) cosa — k4(s)sina = 0.

Com respeito a condicao de regularidade da proposi¢do anterior, o evolutéide pode

ou nao apresentar cuspides. Nesse contexto, obtemos a seguinte proposi¢ao:
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Proposigao 3.1.2 (Giblin, Warder, 2014 [7]). Seja v : I — R? uma curva conzeva, suave,
parametrizada pelo comprimento de arco e orientada positivamente. Fize o € [0,7/2]
e seja Yo 1 I — R? o a-evolutdide dado por (3.3). Assuma r(s) # 0 e que sina # 0.

Entao, a singularidade da proposicao anterior é uma cuspide ordindria se, e somente se

2k%(s) — k(s)Kss(s) # 0.

E claro que Yo = 7, que é regular. Como consequéncia, existe um menor « € (0, 7/2]
tal que 7, tem alguma singularidade. Em nosso trabalho, estudaremos condigoes para o

aparecimento desse menor « nas formas espaciais, veja 4.1.1.

Castro (2013) em [11] estudou os evolutéides usando fungoes suporte. O trabalho
obteve resultados importantes acerca de comparacoes das areas delimitadas pelo evolutoide

e pela curva v e dos respectivos comprimentos, como seguem os teoremas abaixo:

Teorema 3.1.1 (Castro, 2013 [11]). Seja v uma curva conveza e fechada de classe C*
no plano e seja o > 0 um nimero suficientemente pequeno para que 7, S€ja wma curva

convexa. Entao

A(Ya)
A(y)

com iqualdade se e somente se v for circulo.

< cos? o

Teorema 3.1.2 (Castro, 2013 [11]). Seja v uma curva conveza, suave e fechada no plano
e seja a € (0,7/2). Entdio
U(7ya) = cos k(7).

Nas proximas se¢oes desenvolveremos modelos para as superficies completas de
curvatura gaussiana ¢ = —1, 1, objetivando estudar alguns aspectos e generaliza¢oes dos

resultados acima.

3.2 Modelo para a geometria esférica

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas propriedades para M, e usaremos a esfera
padrao
SP=M, = {x = (21,29, 23) € R? | (x,x) =1},

dotada da métrica induzida do espaco Euclidiano tridimensional, que induz curvatura
constante positiva sobre M. Considere a fungdo F': R* — R tal que F/(x) = (x,x). Em

particular, o valor 1 é regular, portanto
SP=M, = F*{1}) = {x = (21,29, 73) € R®: (x,x) =1}

é uma subvariedade diferenciavel de R de dimensao 2.
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Figura 2 — Esfera

:

Elaboracao prépria.

Podemos determinar a conexao Riemanniana da esfera unitaria. Para p € My, o

espaco tangente é dado por
T,M, = {v e R*| (v,p) = 0}.
Denotamos por V a conexdo do espaco ambiente R3, definida por
VxY =dY(X),

em que X e Y sdo campos vetoriais definidos em R3 e d é a derivada usual. A conexao
Riemanniana de Levi-Civita em M é obtida pela projecao tangente da derivada ambiente,
isto é,

VxY = (VxY)". (3.4)

Assim, vale a decomposicao
VxY =VxY + (VxY,N) N, (3.5)

lembrando que na esfera unitaria o vetor normal unitario é dado por N(p) = p.

Em Mj, ao longo de uma curva regular v, utiliza-se a base adaptada {~,t,e}, em
que 7 representa o vetor posicao, e t e e denotam, respectivamente, os vetores unitarios
tangente e normal a curva, que sao tangentes a superficie, ou seja, e =y At tal que A é o

produto vetorial em R3.

Proposicao 3.2.1. Seja v : I — M a curva parametrizada pelo comprimento de arco
dada por

v(t) = cos(t) p + sin(t) v,
tal que p € My, v € T,M; com ||v|]| =1 et € R. Portanto, v € a geodésica que passa por p

na direcao de v.



Capitulo 3. Geometria das Formas Espaciais 20

Demonstragao. Por definicao (y(t),~v(t)) = 1. Entao,
(@), 1) = -1
Portanto, usando conexao Riemanniana, temos
Ve () =" () = (1), 7()~(t) = 0

Ou seja, y(t) = cos(t) p + sin(t) v é uma geodésica. O

Como consequéncia as unicas geodésicas de M sao os grandes circulos. A aplicacao

exponencial assume a forma

exp,(tv) = cos(t) p +sin(t) v.

Agora, encontraremos a formula para a curvatura geodésica de uma curva na esfera.

Seja v : I — M uma curva regular. Omitindo s e usando as equagoes (3.4) e (3.5), vemos

que
V’Y,,y/ — ,7// _ <’>///7ry> ’Y
!

Set = 7/ , temos

171l ,

Vit = ——= (Vo' = [V[I'Y) -
[
Entao
Vit = Vo (/111 = oV (7,>
T I\

Usando a regra do produto,

v 1 Y
V. < > = \% Y — v,
BN kd [e4/m 1711

Assim,
V1
Vit = Vo — v
[od [ oAk
Substituindo a expressao de V., obtemos
IR
Vit = "+ 1Y P) - 7
1[I oAk

Como e = v At é o vetor normal unitario tangente a esfera, a curvatura geodésica definida

por Vit = ke e e sendo ortogonal a 7y e a 7/, segue que
1
17112

Substituindo e = vy A (7'/[|7']]), obtemos

(", e).

1
I?

'y AY).

K =
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Pela identidade do produto misto,

YNy ) =AY ).

Portanto,
('(8) A"(5),7(s))

I ()l

r(s) =

3.3 Modelos para a Geometria Hiperbdlica

Apresentaremos trés modelos para a geometria hiperbdlica e estudaremos alguns
conceitos tais como métrica, conexao, mapa exponencial, geodésicas, entre outros. A

referéncia utilizada para este capitulo é [4].

3.3.1 O modelo do Hiperboléide

Em R3, considere a forma bilinear simétrica dada por

<xa y>—1 = —T1Yy1 + Ta2Y2 + T3Y3, (3.6)

denominada produto interno de Minkowski. Além disso, definimos o produto vetorial de

Minkowski por

—€1 €9 €3
TNAY=|x1 T2 T3 = (_(952?/3 - 933y2), T3Y1 — Y3, T1Y2 — $2y1)-
. Y2 Y3

Se considerarmos a fungao W : R? — R tal que W (x) = (x,x)_1, obtemos, em particular,

que o valor —1 é regular, portanto
H2 = M,1 = Wﬁl(—l) = {X = (513'1,.%'2,1'3) € RB . <X,X>,1 = —1}

é uma subvariedade diferencidvel de R? de dimensao 2.
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Figura 3 — Hiperbolbide

Elaboracao propria.

A restricao do produto interno de Minkowski aos espacos tangentes de H? = M_;
¢ uma métrica Riemanniana de curvatura constante —1. A estrutura dada pelas formulas
acima permite projetar “ortogonalmente” vetores de R?® nos espacos tangentes de M_,
da maneira natural. Com isso, deduzimos que a conexao Riemanniana de M_; é dada,

analogamente ao caso da esfera, por
VxY =VxY —(VxY,p)_1p,

e o vetor “normal unitario” é dado por N(p) = p, com (p,p)_1 = —1.

Em M_4, ao longo de uma curva regular ~, utiliza-se a base ortonormal {v, t,e},
(em relagao a forma bilinear (3.6)) em que () representa o vetor posicao, e t e e denotam,
respectivamente, os vetores unitarios tangente e normal a curva, que sao tangentes a

superficie, ou seja, e = v A_1 t. A seguir descreveremos as geodésicas de M_;.

Proposicao 3.3.1. Seja v : I — M_; a curva parametrizada pelo comprimento de arco

dada por
v(t) = cosh(t) p + sinh(t) v,

em quep € M_y, v € T,M_; com ||v||-1 =1 et € R. Portanto, vy é a geodésica que passa

por p na diregdo de v.

Demonstragio. Perceba que (y(t),v(t))_1 = —1, entao (t) € M_;. Podemos observar
que

(1), 7 ()1 = —1

Logo, usando conexao Riemanniana, temos
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Ou seja, y(t) = cosh(t) p + sinh(¢) v é uma geodésica. O

Uma geodésica do hiperbolodide é a interseccao do plano gerado pelos vetores posicao

e velocidade com o hiperboléide, veja Figura 4.

Figura 4 — Geodésica v em M_,

T ———— .,

Elaboracao propria.

Consequentemente, a aplicagdo exponencial Riemanniana assume a forma
exp,,(tv) = cosh(t) p + sinh(t) v,

emquep e M ,veT,M ;etecR

A féormula para a curvatura geodésica de uma curva no hiperboldide é analoga a
formula encontrada no modelo esférico, a tnica diferenga é em relacao a métrica usada, ja
que o hiperboldide é munido da métrica de Minkowski:

H(S) — <'7,(3) N1 ’}/”(S), ’V(S»—l
17 ()12

Em ambos os casos, a geometria Riemanianna ¢ determinada de maneira tnica pela

métrica induzida do espago ambiente e pela conexao de Levi-Civita, que é a inica conexao
compativel com a métrica. Podemos ver que a parametrizacao para as geodésicas e a
aplicacdo exponencial de ambos os modelos apresentam formas semelhantes, bem como a

formula para a curvatura geodésica:

(Y(8) Aer"(5), 7(8))e
I ()2 ‘

em que ¢ = —1, 1. Esse fato é fundamental para a analise dos evolutdides nesses modelos,

r(s) =

(3.7)

a qual sera desenvolvida nos capitulos seguintes.

Devido a alguns resultados que aparecerao no texto, estudaremos, nas préximas

subsegoes, outros modelos da geometria hiperbélica.

3.3.2 Semi-plano superior

Apresentaremos nesta subse¢ao o modelo do semi-plano superior e algumas de suas

propriedades.
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Definicao 3.3.1. Seja
H={zeC| Im(z) > 0}, (3.8)

em que z = x + 1y, x,y € R e Im(z) = y € a parte imagindria do nimero complezxo z,
chamado de plano hiperbolico H. Este espago tem naturalmente uma estrutura de variedade
diferencidvel de dimensdo 2. Nele construiremos uma métrica Riemanniana. Observe que
se zo € H, entao T,,H = C. E possivel verificar que dado T.,H o espaco tangente de H no
ponto zy e sejam u, v € T, . H, o produto escalar hiperbdlico, denotado por (-, )m, que é
definido por

(u, v)m = ( w,2) (3.9)

Im(29))?’
com (-,-) o produto escalar de R*. A equagio (3.9) define uma métrica Riemanniana em

H, que denominaremos por (-,-)y e denotada por gy e é dada por

gu(w, v) = (u, v)u. (3.10)
Pode-se ver que,
1 1
- ldz]? = —(d2® + do? 11

em que z = x + yi e |dz|? = dz? + dy?.

Definicao 3.3.2. Sejam zy € H e u,v € T, ,H. Definimos o angulo hiperbolico entre u e v

como sendo o numero real 8 € [0, 7] tal que

(u, v)g

[llallv]ls

cos(f) =

e o angulo orientado entre u = (uy,us) e v = (vq,vz), denotado por Z(u,v) € (=7, x|, em

que

/(u,v) 0;  seujvg —ugvy >0
u,v) = .
’ —0;  seuvy —ugvy <0

Pela equagao (2.1), se v : [a,b] — H, com ~(t) = (z(t),y(t)) é uma curva C' o

comprimento hiperbélico de v é dado por

() = [ o (1), ()2

B /b V@ )2+ (y'(1))?
Ja y(t)

dt.

O préximo resultado diz respeito as geodésicas em H.

Teorema 3.3.1. Por dois pontos distintos dados de H passa uma unica geodésica. Além
disso, as unicas geodésicas de H sao as semirretas verticais e os semicirculos ortogonais

ao eixo real.

Demonstragio. Veja [4], pdgina 63. ]
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3.3.3 Disco de Poincaré

Nesta subsec¢ao, abordaremos o Disco de Poincaré e suas caracteristicas. Conside-

remos D como o disco unitario aberto,
D = {w e C; ||w| < 1}.

A aplicacao

p: H — D
z—1
zZ ;
Z+1

¢ um difeomorfismo conforme de H para . Agora vamos equipar D com uma métrica gy,
de modo que ¢ seja uma isometria entre (H, gy) e (D, gp), entdo deduzir a partir desta

isometria as geodésicas de (D, gp)).

Lema 3.3.1. A dnica métrica gy, definida sobre D tal que ¢ seja uma isometria de (H, gy )

sobre (D, gp) €

4| dw|? A{dw, dw) L o] <1
gp = = , W =1u-+ 1, w .
(1= [lwl®* (1= fw]?)?
Demonstragao. Veja [4], pagina 70. ]

Proposicao 3.3.2. As geodésicas de D, munido da métrica gy, sio os diagmetros e os

arcos de circulos ortogonais a St = {w € C; [|w|| = 1}.
Demonstragio. Veja [4], pdgina 74. ]

As seguintes proposicoes, apresentam resultados sobre a trigonometria hiperbdlica.

Proposicao 3.3.3. O comprimento hiperbélico de qualquer circulo de D de raio hiperbélico
p > 0 € 2msinh(p) e a drea hiperbolica de qualquer disco de D de raio hiperbdlico p é
4 sinh®(p/2).

Demonstragio. Seja Sp(wp, p) um circulo. A menos de uma isometria de I, podemos
supor que o centro hiperbodlico de S, é a origem 0. De fato, S, é o circulo de centro
euclidiano 0 e de raio euclidiano r = tanh(p/2). Podemos, portanto, escolher a seguinte
parametrizacao de S,:

c(a) =r(cosa,sina), « € |0,27].
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Dessa forma, temos gp(c(«), (o)) = (147,2)2 para todo . Obtém-se, portanto:

)= [ le.0) do
—/%1—7’2

= 4r

1—r?
tanh(p/2)
1 — tanh®(p/2)
= 2w sinh(p).

Da mesma forma, se D, C ID é um disco de raio hiperbélico p, podemos supor que

o centro de D, ¢ a origem 0. Temos entao:

D)= J, = (u24—|— e v

Ao definir u = tcosa,v = tsina com t €]0,r[ e a € [0, 27[, obtém-se:

//2” dt - do = 4 /%dt
1—t2 — ) -2y

=47 / di (definindo x = t?)
o (1—x)

rr 4 tanh?(p/2)

=4 =
TR T — tanh?(p/2)
= 47 sinh*(p/2),
o que encerra a demonstracao. O

Corolario 3.3.1.1. O comprimento hiperbolico de qualquer circulo de H de raio hiperbélico
p >0 € dado por
¢ = 27 sinh(p),

e a drea hiperbolica de qualquer disco de H de raio hiperbolico p é
A = 47 sinh? (g) )

Demonstracao. Veja [4], pagina 91. O
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Teorema 3.3.2. Seja T um triangulo retangulo em H. Suponhamos que o angulo no

vértice B seja reto, isto é, ¢ = b= mw/2. Entdo valem as sequintes relagoes trigonométricas:

cos(a) = :ziigg, (2.10)
tan(a) = :2;1((?)), (2.11)
sin(a) = ZEEEZ)) , (2.12)
cosh(b) = cosh(a) cosh(c). (2.13)
Demonstragio. Veja [4], pdgina 95. ]

Observacao 3.3.1. As relacoes trigonométricas do Teorema 3.3.2 sdo, naturalmente,
verdadeiras para os triangulos retingulos de (D, gp). Elas podem ser provadas diretamente
ou deduzidas de H com o auzxilio da isometria ¢ de (H, gu) sobre (D, gp). Enunciaremos,
sem demonstracao, algumas relacoes trigonométricas cldssicas do plano hiperbolico. Como
anteriormente, estas relagoes valem tanto para H quanto para D. Seja T um triangulo do

plano hiperbolico. Mantendo as notacoes, temos as sequintes relacoes:

sinh a B sinh b B sinh ¢

Lei dos senos: — = — = —
sin v sin 3 sin 7y

Lei dos cossenos I: cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos y

cos v cos 3 + cosy

Lei dos cossenos II: coshc = - -
sin asin 3

Lema 3.3.2. Consideremos a geodésica completa
L ={z¢cH?| Re(z) = 0}.

Seja zy um ponto qualquer de H. Seja v a geodésica que passa por zy e é ortogonal a L, e
seja p o ponto de interse¢io de L com 7y, isto é, LN~ = {p}. Nessas condigées, a distincia
hiperbolica entre zy e L € igual a distancia hiperbolica entre zy e p, isto €, ao comprimento

hiperbolico do arco de v que liga zy a p:

dH(Zo, L) = dH(Z(],p) = gH(V)

[20,p]

Demonstragio. Veja [4], pdgina 98. ]

Proposigao 3.3.4. Seja zp € H e R > 0. A curvatura geométrica de Sy(zo, R) € constante
igual @ 1/tanh(R).

Demonstragio. Veja [4], pagina 123. ]
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A secéo a seguir é dedicada ao estudo de propriedades gerais do modelos geométricos
considerados, as quais desempenham papel fundamental no desenvolvimento dos resultados

apresentados nos capitulos posteriores.

3.4 Férmulas de Frenet em M.,

Nesta secao, elaboramos um conjunto de notagoes que permitem tratar, de forma
unificada, os modelos esférico e do hiperboléide. Denotaremos os modelos por M, tal que

¢ ¢ a curvatura Gaussiana.

Consideremos o espago vetorial R3 = {x = (1, 29, 23) | 71, T2, 3 € R} munido da

forma bilinear simétrica
(X,¥)e = cx1y1 + Taya + x3y3, c=—1,1, (3.12)

que é uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada. Além disso, se ¢ = 1, ela é positiva

definida. Se ¢ = —1, ela tem ntcleo. Definimos entao a “norma”

Ix[le = /%, %)e,  Vx €R?,

Se x,y € R3, definimos o produto vetorial generalizado por
XAy = (c(xgyg — T3Y2), T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — .szl), c=—1,1. (3.13)
Em particular, se x,y,z € R3, entdo
(xNy,z). = det(x,y,z). (3.14)
Além disso, a formula de Lagrange é expressada por

XA (Y Ae2) = cly(x,2). — 2(X,y)., c=-1,1. (3.15)

Com as notagoes introduzidas acima, enunciaremos, de forma unificada, as férmulas
de Frenet-Serret para os modelos M_; e M;. Seja v = v(s) uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco em M. e definamos t(s) = 7/(s) e e(s) = v(s) Ac t(s).

Lema 3.4.1. Se ¢ = —1,1, entdo a base {(s),t(s),e(s)} satisfaz:

i) {7(s),t(s))e =0
i) (e(s),e(s)).=1
i) t(s) Ace(s) =cy(s)

) e(s) Aev(s) = t(s)
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para todo s.

Demonstracao. Para todo s, temos

A proposigao a seguir refere-se a uma generalizacao das formulas de Frenet-Serret.

Proposicao 3.4.1. Sejam v : I C R — M, uma curva regular parametrizada por
comprimento de arco e c = —1,1. Considere o campo de vetores normais ao longo de

dado por
e(s) = v(s) A t(s). (3.16)

Entao o referencial de Frenet-Serret {v(s),t(s),e(s)} satisfaz

7'(s) = t(s),
t'(s) = —cvy(s) + ke(s), (3.17)
€(s) = —rt(s),

tal que Kk = K(s) € a curvatura geodésica de v em ().

Demonstragio. Considere uma curva (s) parametrizada pelo comprimento de arco em

uma superficie de curvatura constante ¢ = +1. Derivando (t(s),t(s)). = 1 obtemos:

(6()', 6(5))e + (6(5), t/(5))e = 2(8/(5), 6(s))e = 0.

Portanto t'(s) é ortogonal a t(s) e pode ser escrito como

t'(s) = A(s)v(s) + u(s) e(s),

em que e(s) = y(s)A.t(s). Daidentidade (y(s),t'(s))ec = —(7'(5),t(s))e = —(t(s),t(s))c =
—1, temos:

(v(8), My(s) + pe(s)) = cA(y(s),7(s)) = cA = c.

Como (e, e) = 1, calculamos:

p=(t'(s), e(s))e = (t'(s), 7(s) Ac t(s))e = det(y(s), 6(s), t'(s)) = r(s).



Capitulo 3. Geometria das Formas Espaciais 30

Assim, t'(s) = —cy(s) + k(s) e(s). Para €(s) usamos e(s) = y(s) A. t(s). Temos

€'(s) =7'(5) A tls) +7(5) Ac t'(s) = t(s) Act(s) +7(s) Ac (—cv(s) + r(s)e(s))
= k(s) (7(s) Ac e(s))
= —k(s) t(s).

Obtemos o sistema de Frenet:

]

E conveniente introduzir fun¢oes trigonométricas generalizadas que englobem, em
uma Unica notacao, os casos hiperbodlico, euclidiano e esférico. Essas fungoes permitem
escrever de maneira compacta e uniforme expressoes relacionadas a geodésicas, a aplicagao
exponencial e as férmulas diferenciais que surgem no estudo de curvas em formas espaciais.
Dessa forma, muitas identidades e resultados podem ser apresentados simultaneamente
para os trés modelos, diferenciando-se apenas pelo valor da curvatura Gaussiana c. Assim,

definimos as funcoes trigonométricas generalizadas por:

sinh(t), c¢= -1, cosh(t), c¢= -1,
sing(t) = { ¢, c=0, cosc(t) =11, c=0, (3.18)
sin(t), c¢=1, cos(t), c=1.

Além disso, definimos

sin.(t) 1

cos.(t)’ cote(t) = tan.(t)

tan.(t) =
Em particular, temos algumas identidades trigonométricas conhecidas:
csin?(t) +cos(t) =1, cos.(t) = — csing(t),
cos.(2t) = cos?(t) — sin2(t), sinl(t) = cos(t).
A proxima defini¢ao descreve o que é uma curva convexa.

Definicao 3.4.1. Dizemos que uma curva suave, fechada e orientada positivamente

v :[0,¢] — M, é convexa quando:
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Para se ter uma nocao intuitiva da definicao, consideremos circulos geodésicos de

raio R, que sao curvas convexas. Se v é um circulo geodésico, entao

coth(R), c¢= -1

k(s) = Vs € [0, /]
cot(R), c=1.
Logo,
1, R— 4+
K(s) —
0, R— 3.

Portanto, conforme R cresce, os circulos tendem a geodésicas em ¢ = 1 e a horociclos

c=—1.

Com as notagoes introduzidas acima, a curva v : I — M, parametrizada pelo

comprimento de arco dada por
Y(t) = cos.(t)p + sin.(t)v

¢ a geodésica que passa por p € M, com velocidade v € T,M,, [|v]. = 1. A aplicacao

exponencial da variedade Riemanniana (M., (-,).) é expressada por:
expj,(tv) = cos.(t)p + sin.(t)v, (3.19)

em que p € M., v € T,M, é um vetor unitario e t € R.
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4 Evolutdides em Formas Espaciais Bidimen-

sionails

Neste capitulo, estudaremos os evolutdides de curvas convexas em formas espaciais
bidimensionais de curvatura constante. Na Secao 4.1, investigaremos os evolutdides de
curvas convexas e suas singularidades, com especial atencao as propriedades geométricas
que emergem nesse contexto. Nas Subsecoes 4.1.1 e 4.1.2 analisaremos a suavidade do a-
evolutodide e o evolutdide de circulos, respectivamente, em seguida, a Se¢ao 4.2 dedicaremos
a comentarios acerca da area delimitada pelo evolutéide, discutindo separadamente os casos
hiperbdlico e esférico. Além disso, verificaremos uma propriedade valida em relagao aos
comprimentos da curva e do evolutdide. Nas Secoes 4.3 e 4.4, discutiremos os involutdides
de v e as frentes de onda, posteriormente. Caracterizaremos o a-evolutéide como o lugar
geométrico dos pontos singulares das frentes de onda. A base de estudo deste capitulo é o
trabalho [10].

4.1 Evolutdides de Curvas Convexas e suas Singularidades

Nesta segao, estudaremos os evolutéides em M_; ; e algumas de suas principais
propriedades. Castro (2013) em [11] obteve alguns resultados importantes acerca dos
evolutéides. Por exemplo, se a curva é um circulo, entao o evolutéide associado tambem é
circulo e vice-versa. Finalizaremos a secao com uma comparacao da area delimitada pela
curva e pelo evolutéide e uma extensao do resultado 3.1.2. Com esse objetivo, utilizaremos
a aplicacao exponencial (3.19), que serd uma ferramenta importante na generalizagdo dos

resultados do caso plano.

Consideremos uma curva suave, fechada e convexa v : [0,¢] — M,, tal que
¢ = —1,1, com o referencial ortonormal positivo de Frenet—Serret {7y(s),t(s),e(s)}. O
envelope das geodésicas oy : [0,00) — M., 04(0) = ~(s), 04(0) = e(s), é chamado de
evoluta de . Fixando um angulo « € [0, 7/2], definimos, para (¢,s) € [0,¢] x [0,00), a
familia de geodésicas

Fals,t) = expl) (tva(s)), (4.1)

tal que
Va(s) = at(s) + be(s), (4.2)

com a = cos(a) e b = sin(w).

Geometricamente, F, consiste em uma familia de geodésicas que fazem um angulo

a com o vetor tangente t(s) para cada s, mantendo orientacao positiva em rela¢ao ao



Capitulo 4. FEvolutdides em Formas Espaciais Bidimensionais 33

referencial {t,e}. O envelope dessa familia é uma curva que sera denominada a-evolutdide
da curva 7y e serd denotada por 7,. Em particular, Izumiya et al. (2004) em [5] obtiveram

varios resultados no caso ¢ = —1 e a = 7/2, em que obtém-se a evoluta hiperbdlica de .

Com base nessa interpretagao geométrica, introduziremos a seguinte definigao,

seguindo Escudero, Reventés e Solanes (2007) em [12].

Definigao 4.1.1. Fizado o € [0,7/2], 0 a-evolutdide de uma curva regular, convera,
fechada e parametrizada pelo comprimento de arco 7 : [0,¢] — M, é a imagem, pela

aplicagao Fo(s,t), do conjunto critico da familia F,(s,-).

Em M_;, as geodésicas se encontram no maximo uma vez. Entdo existe uma
aplicagao p, : [0,4] — R tal que (DF,)(spa(s)) € Uma aplicagao linear singular. Para
¢ =1, o fechamento de todas geodésicas implica que a familia F(s,-) tem singularidades
peridédicas e o a-evolutoide tem duas componentes conexas simétricas com respeito a

origem (0,0,0), veja observagao 4.1.1.

Proposicao 4.1.1. A fungao p, : [0,¢] — M, é dada por

pa(s) = arctan, </~£(bs)> (4.3)

para todo s € [0,£]. Isto €, o a-evolutéide de uma curva suave, convexa e fechada v = y(s)

em M. € parametrizada por
Va(8) = €xpS)(Pa(s) Vals)). (4.4)

Demonstragio. Calculando a derivada de F,(s,t), usando (3.17) e omitindo a variavel s

no referencial de Frenet—Serret, temos

8(.97;6, (s,t) = —acsing(t) v + (cos.(t) — brsin.(t)) t + ak sin.(t) e,
’ OF
a—ta(s, t) = —csing(t) v + acos.(t) t + beos.(t) e.
Escrevendo a derivada de F, em relacao a {(1,0),(0,1)} e {7,t, e}, obtemos:
—acsing(t) —csin,(t)
(DFo)(sp) = |cose(t) — brsing(t) acos.(t) | - (4.5)
ak sin.(t) bcos.(t)

Se (DFy) s,y ndo tem posto méximo, temos bcos®(t) — sin(t) cos(t)k = 0, assim,

b—th=0<=1t=0/k.
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Se ¢ = —1,1, (DF,)(sy) tem nicleo nao trivial se e somente se,

t
0F, = O0F, I ©

ds ¢ ot

= |—acsin.(t) cos.(t) — brsin.(t) aksin.(t)|.
—csin,(t) a cos.(t) bcos.(t)

Usando a equagao (3.13), obtemos

0F, = 0F, ,
D5 Ne o (0,0,0) <= c(b cos.(t) — n51nc(t)) =0
9
<= t = arctan.| — | .
K
Portanto, substituindo ¢ na equagao (4.1), obtemos (4.4). O

Observagao 4.1.1. A versao esférica de (4.3) satisfaz

b
tan(pa(s)) = tan(pa(s) + nm) = ) para todo n € N.
k(s
Exploraremos agora algumas propriedades geométricas dos a-evolutdides. Giblin e

Warder (2014) em [7] observaram que, no caso plano, os segmentos

7(8)704(8) € 7&(3>7ﬂ/2(3)

sao ortogonais em 7, (s) para cada s, ou, equivalentemente, ¥(s), v4(5) € vz/2(s) pertencem
a um circulo geodésico de didmetro 1/k(s), para todo o € [0, 7/2], o qual é tangente a -y
em 7,(s). Naturalmente, o centro desse circulo estd no segmento normal W Nao
se deve esperar que isso aconteca além do caso plano. Em outras palavras, nas formas
espaciais M_; ;, mesmo para cada s fixo, podemos construir um tnico circulo geodésico no
qual estdo ¥(s),7a(s) € ¥x/2(s), mas seus centros necessariamente nao estao no segmento
geodésico normal W diferindo do caso plano. De agora em diante, abordaremos
essa afirmacao, mas primeiro vamos visitar uma propriedade simples compartilhada pela

esfera e pelo plano hiperbélico.

Seja T = {(0,y,2) | y,z € R} C R3. Lembre-se de que a métrica de Poincaré pode
ser induzida em

D(0,1) = {(0,y,2) e R* | y* + 22 < 1} C I

por meio da projegao estereografica P_; : M_; — II, que associa a um ponto (z,y,2) €

M_; a intersegao de IT com a reta de R que une (z,y,2) e (—1,0,0).
Da mesma forma, dotamos Il com uma métrica de curvatura gaussiana ¢ = 1
através da projegao estereografica Py : S?\ {(1,0,0)} — II, que associa a (z,y,z) € S* a

intersecao da reta que vai de (z,y,2) a (1,0,0) com II.
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Observagao 4.1.2. Seja I, o conjunto 11 dotado das métricas descritas acima. E bem
sabido que as circunferéncias euclidianas e as retas de II que passam por (0,0,0) sdo,

respectivamente, circulos geodésicos e retas geodésicas da variedade riemanniana 11..

Denotamos por d. a distancia riemanniana em M., ¢ = —1, 1.

Lema 4.1.1. Sejam ¢ = —1,1 e P. : M. — 1l a projecao estereogrifica. Para cada
Q € M., temos
d.(Q,(0,0,1)) = 2arctan.(dy(P.(Q), (0,0,0))), (4.6)

Demonstracio. Seja ¢ = £1 e P.: M, — II a projecao estereografica. Observa-se que
P.((0,0,1)) = (0,0,0).

Logo, para Q € M, basta calcular a distancia entre (0,0) e P.(Q) no plano II munido da
métrica induzida. A métrica de M., via projecao estereografica, induz em P.(M,) C IT a

métrica conforme

4
(14 c(a? +92))

2 _
ds, =

5 (dz® + dy?).

Seja Q' = P.(Q) = (m,n). Pela simetria da métrica que depende apenas de

(x? + y*), podemos considerar a curva radial

v(t) =tQ', te][0,1],

que liga (0,0) a @’. O comprimento de v é dado por

() = [\ O

Como ~'(t) = @', obtemos

o e
W= [ T s

Fazendo a mudancga de varidvel u = t||Q’'||, temos du = ||@’||dt, e portanto

e’ 1
0(7) :2/0 m,du:2arctanc(HQ'H).
Por fim, como |]] = do(P.(Q), (0,0,0)), segue que

do(Q, (0,0,1)) = 2arctan, (do(P.(Q), (0,0,0))),

como queriamos demonstrar. O
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Seja v : [0,¢] — M, uma curva fechada, suave e convexa e fixe s € [0, £]. Vamos
provar que o centro do circulo geodésico que passa por ¥(s), Ya(S) € Vx/2(s) ndo estd no

segmento normal (s)vx/2(s), diferentemente do caso plano.

Seja C C P.(II) um circulo geodésico (das métricas induzidas descritas acima)
de didmetro d contendo (0,0,0), e L C II. uma reta que passa por (0,0,0) formando
um angulo a € (0,7/2) com o eixo positivo {(0,y,0) | y > 0} C Il.. Suponha que
C C{(0,y,2) | 2> 0} e que C é tangente ao eixo {(0,4,0) | y € R} em (0,0,0). Entao C

intercecta L em um tnico ponto A = (0,y, z) com z > 0.

Lema 4.1.2. Seja {A} = LNC. Entio

tan.(d/2) sin(«)
d.(A,0) = 2arctan, ( 5 ) :

Demonstragio. Pela relagao (4.6), um circulo geodésico de raio d em II. corresponde a
um circulo euclidiano de raio tan.(d/2), cujo didmetro é tan.(d). No caso considerado, o

circulo C' tem centro sobre o eixo y, e sua equacao cartesiana é dada por

2y (y B tancgd/2)> _ tanﬁid/Q)

A geodésica L que parte da origem formando dngulo o com o eixo vertical é, no modelo

I1., o segmento de reta parametrizado por
(z,y) = (tcosa, tsina), t>0.

Substituindo essa parametrizacao na equacao do circulo C', obtemos

tanc(d/2)>2 _ tand(d/2)
2

(tcosa)® + <t sina — 1

Expandindo,

tan?(d/2) _ tan?(d/2)

t? cos® a + t*sin? a — ¢ tan.(d/2)sin o + 1 1

isto é,

. (t B tanc(d/22) sina) o

Como t > 0, segue que
‘o tan.(d/2) sin «
= 5 _

Por construgao, t é a distancia euclidiana da origem ao ponto A, isto é, t = dy(A,0).
Aplicando novamente (4.6), que relaciona a distancia euclidiana com a distancia geodésica
em II., obtemos

d.(A,0) = 2 arctan,(t).
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Substituindo o valor de ¢, concluimos que
tan.(d/2) si
d.(A,0) = 2arctan, ( an( /2) s1n(oz)> :
como queriamos demonstrar. O
Agora considere uma curva convexa v : [0,¢] — Il., ¢ = —1,1. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que y(0) = (0,0,0) e 4/(0) = (0, 1,0). Considere também
a € (0,7/2) fixo. Seja C' o circulo geodésico que passa por 7(0), 7a(0) € vz/2(0). A
geodésica que parte de v(0) com angulo o em relacao a 7/(0) intercecta C' em um ponto

A. Pelo Lema 4.1.2, A nao pode ser 7,(0), j& que pela Proposigao 4.1.1 temos de fato que

dhyp (A, 7(0)) # Pa(o)-

4.1.1 Suavidade do a-evolutdide

A evoluta 7y, /» possui singularidades bem conhecidas no caso plano. Giblin e Warder
(2014) em [7] descreveram propriedades do a-evolutéide em relagio as suas singularidades
para o caso plano, usando (3.3). Para o caso hiperbdlico, tais singularidades e outras
caracteristicas geométricas tém sido estudadas. Por exemplo, na esfera unitaria, Nishimura
e Kitagawa (2008) em [9] investigaram curvas pedais, que sao naturalmente ligadas as
evolutas. Em ambos os casos, os pontos criticos da curvatura x = k(s) dao origem as
singularidades de v,. Para algum « € [0,7/2), vemos que 7, é regular. Podemos ver na
Figura 5 a ilustracao do a-born, ou seja, o menor a para que o 7, tenha singularidades.

Essa figura é o empilhamento de todos os evolutéides partindo de o = 0 até o = 7/2 e
formalmente é o conjunto

8 ={(exDy o (pa(s)va), @); s € [0.0),0 € [0,7/2])

Figura 5 — Conjunto &
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Gostarfamos entao de abordar o problema de encontrar o menor a € (0, 7/2] tal
que v, nao seja regular — isto é, 7/ (s) = 0 para algum s € [0,¢] — e caracterizar as

singularidades presentes.

A partir da equagdo (4.4) e da regra da cadeia, as classes de suavidade de 7, e de
po estdo relacionadas. Se considerarmos ¢ = —1, foi provado por (Izumiya et al., 2004) em
5], que os pontos singulares da evoluta hiperbélica 7,2 ocorrem exatamente naqueles s
tais que 7y(s) é um vértice de 7, ou seja, criticos de x. Isso imita o conhecido caso plano
estudado por Giblin e Warder (2014) em [7]. Com essa perspectiva, apresentaremos abaixo

uma extensao desse resultado.

Teorema 4.1.1. Fize o € (0,7/2] e vy : [0,{] — M, uma curva suave, parametrizada
pelo comprimento de arco, convexa, fechada e positivamente orientada. O a-evolutdoide

dado por (4.4) € reqular se e somente se,
() # — cos(a) (4.7)
Demonstragio. Sejam ~ uma curva com referencial de Frenet adaptado {~,t,e}. e o vetor
Va(s) =at(s)+be(s); a=cosa,b=sina.
Pela equacao (4.4) temos

Ya(8) = cosc(pals)) V(s) + sinc(pa(s)) vals),

e para abreviar, p, = p.($) e omitiremos a dependéncia em s quando claro. Usando (3.17)
e sabendo que sin’(t) = cos,(t) e cos.(t) = —c sin.(t), obtemos

/

/ / / . / .
Ya = (COSC(pa)) v + cose(pa) V' + (SmC(pa)) Vo + sinc(pa) Vi,
- < — ¢ sine(pa) p'cy)’y + o8¢ (pa) t + (cosc(pa) pﬁl)va + sing(pa) Vi,
Agora calculamos v :
v, =at' +bé€
:a(—C’H—KJe) —|—b(—/<;t)

= —acy—brkt+ake.
Substituindo v/, em 7/ :
Vo = —C8iNe(pa) Pl Y + €0Se(pa) t + cOSe(pa) P, Va
+ sinc(pa)< —acy — bkt +ar e).
Agora agrupamos os termos segundo as direcoes v, t e e. Portanto obtemos

Vo = —C sine(pa) (ply + @)y
+ ((1 + apl,) cos.(pa) — b sin.(pa) Ii) t

+ (a sine(pa) Kk + b cosc(pa) p;) e.
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Usando tan.(p,) = % = ksin.(pa) = bcosc(pa), obtemos
7; = —c sine(pa) (p,a +a)y
+ (alpl, + a) cose(pa) )t
- (b(p'a +a) cosc(pa))e.
Assim,
Yo = (s +0) | = esinalpa) 1+ coselpa) val (18)

Perceba que ), # 0 <= pl, # —a. Se ¢ = 0, obtemos a condi¢ao (4.7) de Giblin e Warder,
(2014) de [7]. m

Observacao 4.1.3. Vale notar que o campo vetorial

—c sing(pa) v + €0se(pa) Va

em (4.8) é unitdrio, tangente a 7y, e canonicamente associado a parametriza¢io v = (s),

mesmo que 7y nao seja parametrizada pelo comprimento de arco.

Como consequéncia do Teorema 4.1.1, é natural perguntar que tipo de singularidades
podem aparecer no evolutdide ~,. Para responder a essa questao, utilizaremos os trabalhos
de Gibson e Hobbs (1993) em [6], que classificaram singularidades simples de curvas no
espaco. No teorema seguinte, apresentaremos uma condi¢ao para que a curva -, tenha
uma singularidade do tipo (2, 3,0). Isso significa que v, é equivalente, por mudancas d

direita e a esquerda, & forma normal (s?,s%,0) em sua singularidade.

Teorema 4.1.2. Seja ¢ = 1,—1. Sob as hipdteses do Teorema 4.1.1, suponha que
Yo Seja singular em s = sg. FEssa singularidade é do tipo (2,3,0) se e somente se,
ph(so) = —cos(a), plr(so) # 0, e as sequintes condigoes abertas forem satisfeitas (todas as

fungoes sao consideradas em s = sg):

c08c(pa) (/ﬁpg coS.(pa) + bsing(ps)(a® + cbng)) # 0,
ou
¢ sing(2pa) (bpll + 2arpl}) + 2abp,(c + sin(pa)) # 0,
ou
c (2b2 sin?(p) — a® cosi(p@) + bk sing(2pq ) plt # 0.

Demonstracao. Omitindo s e calculando a segunda derivada de «', obtemos

Vo = (=puesine(pa) — c(p), + a) cosc(pa) py, — acose(pa)(pl, + a))y
+ (acose(pa)py — csinepa) (Pl + a) — casine(pa)p,(po + a) — beose(pa) (P, + a)r)b
+ (beose(pa)plo + ar cosc(pa)(po + a) — (Pl + a)cbsin(pa)p),)e.
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Assim,

/11 /!

Yol = (=pllesine(pa) = 2onplccose(pa) + P2 (Pl + a) sinc(pa)
— ¢PalPa + @) c08a(pa) = apy cosa(pa) + acpa(pl + a) sine(pa) — capl, cose(pa)
+ (Pl + ) sine(pa) + apl,(py + @) sinc(pa) — cx(pl, + a) sine(pa))y
+ (—2cpg sine(pa) — 2¢p5(p, + @) cose(pa) — alpl, + @) cosc(pa) — 2capy,ply sine(pa)
4 ap! cos,(pa) — cap(pl, + a) cos.(pa) — capl(pl, + a)sin.(ps) + 2cbrpl (o, + a)sin.(ps)
— 902l cose(pa) — bRy + 1) o) — an?(fy + ) cosep))
+ (2akp” cose(pa) — ck(pl, + a) sing(pa) — 2carpl,(p., + a) sin.(pa)

// /11

— K2 (pl, + a) sinc(pa) — 2cbplplt sine(pa) + bply cose(pa) + ar’(pl, + a) cos(pa)

/12 /!

— cbpl; (pl, + a) cosc(pa) — cbpl(p), + a) sine(pa))e.

A curva v, é equivalente & esquerda-direita (mesmo tipo de singularidade) a
aplicagdo normal (s2,s3,0) em s = s se 0 posto da matriz (fyg(so), fy(’l”(so)> for igual a 2.
Isso significa que a ocorréncia da singularidade se da pela segunda e terceira derivada da
parametrizacao do evolutdide serem linearmentes independentes. Portanto, calculando

explicitamente 7 (sg) Ae 72/ (So) obtém-se as condigdes. Em particular,

Yal(50) A Ya (50) # 0.

¢é equivalente a validade de pelo menos uma das condi¢oes abertas do teorema.

Reciprocamente, suponha que g/ (sg) = —cos(a), p(so) # 0, e que uma das
condigbes abertas seja satisfeita. Entao, pela (4.8), segue que 7/, (sg) = 0, isto é, so é um
ponto singular. Além disso, p”(sg) # 0 implica que 72 (sg) # 0, j& que na expressad de

Y2 o termo p nao se anula simultaneamente. Logo, as condi¢oes abertas garantem que

n

Y (s0) Ne ¥ (s0) # 0, 0 que caracteriza uma singularidade do tipo (2, 3,0). ]

Observacgao 4.1.4. As singularidades de v,, ndo sao do tipo (2,3,0). Suponha que o
a-evolutoide v, € singular em s = sq, isto é, pl, = —cosa em s = sg. Diferenciando a

equagdio (4.3), temos
sin(a) K'(s)

— # — cos(w).

k(s)? + csin(a)?

Utilizando o Teorema 4.1.1, obtemos que s é uma singularidade de vy, quando G(s,a) =0,
em que

G 0,4 x [oﬂ SR

¢ dada por
G(s,a) = po(s) + cos(a)
sin(a) K/ (s)

T k(5)2 + csin(a)? cos(a).
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Considere o conjunto
A={ael0,3]; 7a € singular} = {a € [0,5]; 35 €[0,{] tal que G(s, ) = 0}.
Como 5 € A, temos que A # &. Defina
g = inf A.

Observe que G=1(0) é compacto e que A é a projecio de G=*(0) sobre a sequnda coordenada.
Assim, A € compacto e ag € A. Portanto, 7., € singular. Agora, suponha que s = g
seja uma singularidade de vq,, isto €, G(sg,ap) = 0. Note que Gy(so,a0) = 0 porque
ag = inf A. Assim,

Py (50) = Gs(s0, ) = 0.

Portanto, seque do Teorema 4.1.2 que sy nao € uma singularidade do tipo (2,3,0).

A Figura 6 representa o angulo ay = inf A.

Figura 6 — Representacao de oy

\J

0 S0 ¥4 S
Fonte: [10], 2025.

A subsecao a seguir, diz respeito aos evolutdides de circulos, a qual demonstramos

um teorema do caso plano em M,.

4.1.2 Evolutdides de circulos

Voltamos nossa atengao para a equagao (4.4), que implica imediatamente que, se
v : [0,] — M, é um circulo, entdo v, também é um circulo, para cada o € (0,7/2).
Castro (2014) em [11] obteve a reciproca desse resultado no caso plano, utilizando fungoes

suporte e propriedades de curvas de largura constante. E natural perguntar se o mesmo
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ocorre em formas espaciais. Nesse sentido, usando apenas (4.4), damos uma prova simples
para a reciproca em formas espaciais. Comegaremos fornecendo a curvatura geodésica de

Yo NO seguinte lema.

Lema 4.1.3. Seja v : [0,¢] — M, uma curva fechada, suave e convezxa, e o € [0,7/2)
tal que v, € suave. Seja k = K(S) a curvatura geodésica de . Entdo a curvatura geodésica

de v, € dada por

(k%(s) + cb?)3/? .
a(/{2(s) + cbz) — bK/(s)

Ka(s) =

(4.9)

b
Demonstra¢io. Usando (4.8), omitindo s e o fato de que p,(s) = arctan, <<)> =
k(s

sing(pa ) K(s) = cos.(pa )b, temos

Yo A Yo = (€O8c(pa)y + asine(pa)t + bsine(pa)e) A (pg + a)(—esine(pa)y + acose(pa)t
+ bcosc(pa)e)
= (p., + a)(acos?(pa)e + acsin®(py)e — bcos?(pa )t — besin?(pq )t)
— (4, + a) ae — It).

Alem disso,

! = pa(—csin(pa)y + a.cose(pa)t + beose(pa)e)
+ (pl, 4+ a)(—ccose(pa) ply — csing(pa)t — casingpa)pLt + acos.(pa)(—cy + Ke)
— cbsing(pa)ple — bcos.(pa)Kt)
= Y(=plcsingpa) — c(py, + a) cose(pa)pl, — acose(pa)(ph + @) + t(acosc(pa)pn
— csing(pa)(pl, + @) — casine(pa) po (Pl + @) — beose(pa) (P, + a)k) + e(beosc(pa) pa
+ ak cos.(pa ) (pl, + a) — (pl, + a)cbsin.(pa)pl,)-

Portanto,

(Yo Ae Yo Yade = —b(p, + a)(acosc(pa)p — csine(pa)(pn + @) — casing(pa)py (0, + a)
— beose(pa)i(py + a)) + alpl, + a)(p, cose(pa)b + ar cose(pa) (Pl + a)
— (po + a)ebsing(pa)p),)
= (p, + a)*(cos.(pa)k + besing(py)).

Como |7, 11> = (p, + a)?, obtemos,

(ply + a)*(cosc(pa)k + besing(pa))  cosc(pa)k + besing(pa)

(o + a)? Po +a

a
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/
5 AT 1 b
or p, = arctan, | — == - = emos,
p K p K b 2 R2 4 b2
1+c¢

coSc(pa)k + besing(pa)  cosc(pa)k + besing(pq)

b ta  —br' 4 a(k? + cb?)
K% + cb? K2 + cb?

Ra —

Como sin.(p,) = sin, | arctan LA
c\Pa) = c c . = \/m

b K
c\Pa) = c tan. | — = 55"
0S¢ (pa) = cos (arc an (m)) N

Assim, [
(K* + b2c)2 (k% + b%c)2
I{Oé = = s
—bk' —a(k? +cb®)  a(k?+ cb?) — br/
K2 + cb?
como queriamos demonstrar. O

Teorema 4.1.3. Sejam ~y : [0,¢] — M. uma curva fechada, suave e conveza, e a € [0, 7/2)
tal que v, € suave. Seja k = K(s) a curvatura geodésica de . Entdo v é um circulo se, e

somente se, v, € um circulo.

Demonstracao. Suponhamos que 7 seja circulo, entdo a curvatura geodésica x é constante.

Logo, por (4.9), k, é constante, isso implica que 7, é circulo, por (4.4).

Agora, suponha que 7, possui curvatura geodésica constante kq. Pelo Lema 4.1.3,

a curvatura geodésica de v, é dada por

(k(5)% + cb?)3/?

L(8) = . 4.1

Fal5) a(k(s)? + cb?) — br/(s) (4.10)

Multiplicando ambos os lados de (4.10) pelo denominador, obtemos, para todo s,
ko(a(r(s)? + cb?) — br'(s)) = (k(s)? + cb?)*2. (4.11)

Sejam s, s1 dois pontos criticos de k. Avaliando (4.11) em sq e s, obtemos
ko a(k(s0)? + cb®) = (k(s0)? 4 b?)3/?,

ko a(k(s1)? + cb®) = (k(s1)? 4 b?)3/2.

Dividindo cada igualdade por (x(s;)? + cb?)'/2, i = 0, 1, obtemos

ako(K(50)? + cb®) V2 = arg(k(s1)* + cb?) 712,
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Como akg # 0, segue que
(k(s0)? + cb®) V% = (k(s1)? + cb?) Y2,

e portanto
K(50)% + cb® = K(s1)? + cb?,

Assim, £(sp)? = k(s1)?. Como 7 é convexa, sua curvatura geodésica é nao-negativa. Logo,
K(s0) = Kk(s1). J& que s¢ e s1 sdo pontos criticos arbitrarios de &, concluimos que todos os
pontos criticos de x tém o mesmo valor. Como v é fechada e suave, isto implica que x é
constante ao longo de toda a curva. Finalmente, uma curva fechada, suave e convexa com

curvatura geodésica constante é um circulo. Assim, v é um circulo. O]

4.2 Area e comprimento do a-evolutdide

Discutiremos alguns aspectos referentes as areas totais delimitadas por uma curva

fechada, convexa em M., e seu a-evolutéide (para a pequeno), bem como seus comprimentos.

E naturalmente esperado que a drea total delimitada por 7, seja uma funcio
decrescente de o € [0, 7/2] para uma 7 fixa e a pequeno. Seja A.(7y) a drea de um dominio
[' € M. delimitado pela curva convexa e regular 7. Para ¢ = 0, Castro (2014) em [11]

provou que

Ay (Va)
Ao(7)

com a igualdade ocorrendo se e somente se, 7 for um circulo. Observe que o quociente em

< cos*(a), (4.12)

(4.12) nao depende do raio desses circulos. Mas em M_;, temos uma situacao diferente:
se vt v C M_; sdo, respectivamente, um circulo geodésico de raio R e um a-evolutéide,
entdo o quociente A_;(v#)/A_(7") depende de R. Para ver isso, podemos deduzir uma
formula para a area de uma curva fechada e simples em M_;; usando o Teorema de

Gauss-Bonnet:

Teorema 4.2.1 (Teorema de Gauss-Bonnet em M., [2]). Seja Q C M, um dominio regular.

Entao vale a formula

/chA + /mmzs + ;9 — 27y (Q), (4.13)

em que ¢ é a curvatura Gaussiana constante da forma espacial; dA € o elemento de drea
induzido pela métrica de M,; k € a curvatura geodésica da fronteira 0S); ds é o elemento
de comprimento de arco; 0; sao os angulos externos nos pontos nao suaves, orientados no

sentido anti-hordrio e x(2) € a caracteristica de Euler de €.
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Se a fronteira 02 é uma curva suave, simples e fechada, o termo dos angulos

externos desaparece, entao a equagao (4.13) assume a forma

/ch+ kds = 2m x(12).
Q o0

Fixe p > 0. Seja «y a curva obtida pela intersegdo de Ml_; com o plano xg = cosh(p),
parametrizada por y(t) = (cosh(p),sinh(p) cost,sinh(p) sin t) tal que t € [0,2n]. Essa
curva é um circulo geodésico de raio hiperbdlico p, cuja curvatura geodésica é constante e

vale k = coth(p). Observando que o comprimento de 7 é

() = [ I (@) di = 2w simb(p),

temos

[ylids = k() = coth(p) 2m sinh(p) = 27 cosh(p).

Logo, a area da regiao limitada pelo circulo geodésico v em M_; é

A.(7) = 27 (cosh(p) — 1) = 4 sinh®(p/2)

A Figura 7 apresenta o comportamento de

AC('VR)
- R>0 (4.14)
Ac(vF)
para ¢ = —1,0,1. Observamos que, ao menos para circulos geodésicos, a contraparte

hiperbélica do limite 6timo superior em (4.14) é uma funcao assintética de R. Pode-se
relacionar naturalmente o valor A_;(0) = cos?() ao fato de que a area de dominios muito
pequenos tende a sofrer pouca influéncia da curvatura Gaussiana quando comparados
entre si. Seria interessante determinar como o limite superior 6timo para (4.14) depende
(assintoticamente) do didmetro R > 0 de uma curva fechada convexa v C M_; e talvez
de outras caracteristicas geométricas de v. Esperamos que, em cada classe de curvas de
mesmo didmetro (isto é, duas curvas convexas sao equivalentes se e somente se, tiverem
o mesmo didmetro) a igualdade na versao hiperbdlica de 4.12 ocorra se e somente se, a
curva for um circulo geodésico nesta classe, embora ainda nao tenhamos uma prova desse
resultado. Na imagem abaixo, temos o comportamento de A.(vZ)/A.(v?) com v% sendo
um circulo geodésico de raio R > 0, em que para ¢ = —1,0,1, o comportamento ¢ em

vermelho, azul e verde, respectivamente.



Capitulo 4. FEvolutdides em Formas Espaciais Bidimensionais 46

Figura 7 — Comportamento de A.(R)

1
GO (e ] B RS EEEETETTTTPPTPPPPPPPPPPPTTT T
COSZ(Q) \
) 7T/2 R
Fonte: [10], 2025.
Por outro lado, para ¢ = —1, 1, estendemos o Teorema 3.1.2. Mais especificamente,

dada uma curva v : [0,¢] — M_;; convexa e fechada, calculamos o comprimento de uma

familia de a-evolutoides 7,.

Antes de prosseguir, destacamos um aspecto técnico da equagao (4.7): como vy = 7,
entao po(s) = py(s) = 0 para todo s € [0,/]. Assim, a condigdo (4.7) é imediatamente
satisfeita:

0= py(s) > —cos(0) = —1.

Por continuidade, existe um o* € (0, 7/2) maximo tal que
()] < cos(a), (4.15)
para todo «a € [0,a*) e para todo s € [0, ¢]. Usaremos essa condigao na Proposicao 4.2.1.

Proposicao 4.2.1. Sejam v : [0,{] — M. uma curva conveza e fechada, 7, seu a-

evolutdide e denote por (), €(7a) seus respectivos comprimentos. Se « € [0, ), entao

U(7ys) = cos(a)l(7). (4.16)
Demonstragio. Omitindo s e assumindo ||¥||. = 1, entdo, i ||¥||ds = £ = (7). Como

I7alle = |ph + al = pl, + a.

Integrando em |0, /] e p, sendo uma fungdo periédica, temos

0 l 4 0
/ |]7;||Cdt:/ |p'a—|—a|dt:/ p’adt+/ adt = [pa)s +alt)y=0+a-L=a- L.
0 0 0 0

Portanto, obtemos (4.16). O

Na proxima secao, apresentaremos alguns resultados envolvendo os involutéides,

que estao relacionados com o evolutoéide.
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4.3 Involutéides em formas espaciais

E natural perguntar se uma dada curva fechada, regular por partes 7 : [0, 4] — M,
¢ o a-evolutoide de alguma curva 7. Quando esse é o caso, ainda temos o problema da

unicidade de 7).

Definicao 4.3.1. Um a-involutdide de uma curva fechada, reqular por partes e parametri-

zada por comprimento de arco 7y : [0,¢] — M, € qualquer curva reqularn: I C R — M,
que satisfaca n, = .

Figura 8 — Representagao de 7

Fonte: [10], 2025.

A definicdo acima é uma generalizacao da classica nocao de involuta de uma curva
7, que é qualquer curva i cuja evoluta é 7. Esta nogao aparece em Huygens [15] no estudo
da construgdo de relégios precisos [13]. Um tratamento mais moderno do tema e de suas

generalizagoes pode ser encontrado em [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

No caso plano, considere um circulo. Ele possui uma familia de a-involutéides, um
deles sendo um circulo fechado e os demais sendo espirais logaritmicas e curvas singulares

(Proposicao 4.3.2). Na Figura 9, exibimos os involutéides suaves de um circulo +.
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Figura 9 — a-involutoide

Fonte: [10], 2025.

Em [11], Castro (2013) estudou a seguinte situacao: se y ¢ uma curva plana fechada,
suave e convexa, existe um involutéide fechado tinico para v em R2 Nosso objetivo é

estender esse resultado para o espago hiperbdlico usando o Teorema de Massera (1950) [3].

Exploraremos condi¢bes para encontrar qualquer a-involutéide associado a uma
curva v fechada, suave e convexa em M.. Fixe a € (0,7/2). Se n é um a-involutéide

associado a 7, entao (3.19) implica que, para cada s, existe A(s) € R satisfazendo

n(s) = cosc(A(s)) Y(s) + sin(A(s)) t(s) (4.17)

_(s), (s
7 )l e (s)

cos(a) (4.18)

em que tP(s) é o transporte paralelo de t(s) ao longo da geodésica tangente a v em 7(s),

isto é,

d C
O(s) = S| expty(t7(s)
A(s) (4.19)

= —csing(A()) + cosc(A(9))t.

Proposigao 4.3.1. Sejamn: 1 CR — M, e~y :[0,] — M.. Todos os a-involutéides

sao dados pela familia de solugoes X = \(s) da equagdo

N = cot(a)k|sin.(A)| — 1 (4.20)
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Demonstragio. Como ||tP(s)|l. = 1, basta calcular (n'(s),t?(s)). e ||/(s)]|c. Derivando

a equacao (4.17), usando o Lema 3.4.1 e omitindo s temos
7 = (—csing(A)N — esing(A))y + (cose(A) + N cos.(A))t + ksin.()) e. (4.21)

Assim,
(', 7). = (csin?(\) + cos2(A\)) (1 + X)) = (1 + X).

A norma de 7 é,

7]l = /(1 4+ X)2(csin2(A) + cos2(A)) + w2 sin?(\).
Substituindo na equacao (4.18),

(1+X) .
\/(1 + N)2(esin?(A) + cos2(N)) + k2 sin?(\)

cos(a) =

Portanto,
1 /
A = cos(a). (4.22)
\/(1 + N)2 4 k2 sin?(\)
Logo,
(14 X)? = cos?(a) (1 + X)? + cos?(a) k?sin?(N).
Assim,

N = cot(a)k|sin.(N)] — 1 (4.23)

Portanto, todos os a-involutdides sdo dados pela familia de solugdes A = \(s) da equagao

(4.23). m

Proposicao 4.3.2. Sejam v : [0,] — M. uma curva regular e n um a-involutdide

associado a . Os pontos singulares de n pertencem a 7.

Demonstragio. Observe que a equagao (4.21), a componente (s) sin.(A(s)) do vetor e(s)
se anula, isto é, k(s)sin.(A(s)) = 0. Mas, sin.(A(s)) = 0 se e somente se A(s) = 0. Entao,

os pontos singulares de 7 pertencem a ~. O]

Teorema 4.3.1 (Teorema de Massera). Seja F': (—o0, so] X R — R uma fungdo localmente
Lipschitz que satisfaz F(s + T,y) = F(s,y) para algum T > 0 e para todos (s,y) €

(—00, 80] x R. Entdo o problema

Y (s) = F(s,y(s)) (4.24)

possui uma solugdo periddica em (—o0, o se, e somente se, ele possui uma solugio limitada

em (—00, So|.
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Nesse caso, todas as solugoes 7 para o problema sao assintéticas a solugao perioddica,
isto é,
ly(s) —7(s)| = 0 quando s — —oc.
Em particular, existe no maximo uma solu¢ao periddica para (4.23). Para verificar que
(4.23) satisfaz as hipoteses do Teorema de Massera, precisamos de alguns resultados

geométricos sobre funcoes y que satisfazem

y'(s) = f(s)lg(y(s)] — 1, (4.25)

tal que f é uma funcao T-periddica, suave e positiva e g : R — R é uma funcao diferenciavel

e crescente satisfazendo g(—y) = —g(y).

Proposigao 4.3.3. Sob as hipéteses acima, existe so € R tal que (4.25) tem uma solug¢io

limitada y : (—00, o] — R.

Demonstragio. O campo de diregdes F'(s,y) = f(s)|g(y)| — 1 é localmente Lipschitz e tem

seus zeros exatamente nos pontos (s,y) tais que g(y) = :I:ﬁ. Afirmamos que (4.25) tem
uma solugao limitada definida em algum intervalo (—o0, so]. Uma vez que f é positiva e g

é bijetora com g(—y) = —g(y), o conjunto de zeros de F' é a unido de dois graficos, dados

= (7).

Observe que esses graficos continuos dividem R? em trés regioes, em cada uma das quais

s s5)

Se y; : (—00, so] — R é uma solucao de (4.25) com y(sg) = g~ (ﬁ), entao y1(s) < y1(so)

pelas equacoes

F' tem sinal constante. Seja

para todo s € (—00, sg]. Ao mesmo tempo, qualquer solu¢ao ys : (—00, so] — R de (4.25)

o (f(;)) < ya(s0) < g~ <f(io>>

satisfaz y,(s) > y(so) para todo s € (—o0, sg|. Entao

tal que

Y2(s0) < y2(s) < y1(s) < yi(s0)-

O argumento mostra, de fato, que tanto y; quanto y, sdo limitadas em (—oo, o). ]

Especializando a discussao para a nossa equagao (4.23) e usando o Teorema de

Massera, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.2. Qualquer curva fechada e convexa v : R — M_; admite um -

involutdide fechado tinico associado, para cada o € (0,7/2) fizado.
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Como consequéncia, todos os a-involutéides nao fechados de curvas fechadas e
convexas em M_; sdo nao limitados (quando s — +00) e assintéticos (quando s — —o0)
a curva original. As solugbes eventualmente negativas de (4.23) dao origem a involutoides
singulares, cujas singularidades ocorrem exatamente quando A(s) = 0 e estao relacionadas

as chamadas frentes de onda.

Recorde que a convexidade em M _; significa x(s) > 1 para todo s, mas a equagao
(4.23) admite solugoes exigindo apenas positividade e limitacao de k. Assim, qualquer
curva fechada no plano ou no espaco hiperbélico com curvatura estritamente positiva possui

um a-involutoide fechado suave associado, para todo a € (0,7/2).

E interessante observar o que ocorre no caso esférico M;. A equacio (4.23) torna-se
N(s) = cot(a)k(s)|sin(A(s))| — 1. (4.26)

Dependendo da imagem de x = k(s), podemos nao ser capazes de calcular g='. Conse-
quentemente, as condi¢oes de Massera nao sao garantidas, como mostraremos no proximo
exemplo.

Exemplo 4.3.1. Se ¢ = 1, as solugdes nao constantes \ de (4.23) sdo:

a) Se sin(\) > 0, entdo

tan(é)—A—B
——1n 3 ,  seA>1,
tan()—A—l—B
2
_— A=1
s+ K= <)\> ’ * ’
tan{ — | — 1
2
tan A —A
~ 2 arctan| —2/ A<l
7 arctan 5 ,  se .
b) Se sin(\) < 0, entao
tan<A>+A—B
1 2
Eln 3 ,  seA>1,
tan<2>+A+B
#, se A=1,
s+ K= (/\>
tan| = | +1
2
A
5 tan<2>+A
—Earctan —5 | se A < 1.
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onde K ¢é constante, A = cot(a) kg e B = /A% — 1. Para solugées constantes
A(8) = Xo, a equagao (4.23) reduz-se a

tan(«) '

Sin(>\0) =+ -
0

Observe que tais solugoes existem apenas quando kg > tan(«) e sao dadas por:

t

a) Se sin(Ag) = an(a))

Ko

Ao = arcsin(tan(a)> +2nmT ou N =T — arcsin(tan(&>> + 2nm,
Ko Ko

para n € 7.

t
b) Se sin(A) = — 20@)

Ko

tan(a) tan(a)

A =7+ arcsin( > +2nmw ou A= 2w — arcsin( > + 2nm,

Ko Ko

para n € 7.

Na seguinte secao, mostraremos uma caracterizagao para os evolutéides.

4.4 Evolutdides e frentes de onda

Nesta secao, abordaremos o estudo dos evolutéides como o lugar geométrico dos
pontos singulares das frentes de onda. Fisicamente, esses objetos aparecem quando ha
propagacao de ondas em meios liquidos contidos em recipientes sujeitos a vibracao. Um

tratamento deste objeto no caso plano pode ser encontrado em [7].

Seja v : I — M, tal que ¢ = —1, 1, uma curva suave, convexa e fechada. A frente
de onda de v na direcao v,(s) = cos(a)t(s) + sin(w)e(s) é a curva o : I — M., ortogonal
a geodésica que passa por y(s) na diregdo v,(s). Esta no¢do generaliza naturalmente a

dada por [21]. Podemos expressar o(s) da seguite forma:

o(s) = exp(,) (r(s)va)

(4.27)
= c08.(7(8))7(8) + sin.(r(s))va

para alguma r = r(s) que satisfaz a condigao (0'(s),v2). = 0. em que v2 é dado por:

ve(s)

= — exps o (tva(s))
dtls 1 (4.28)

= —csing(r(s))y(s) + cos.(r(s))va(s)

A partir disso, segue o seguinte lema:



Capitulo 4. FEvolutdides em Formas Espaciais Bidimensionais 53

Lema 4.4.1. A frente de onda de uma curva suave, parametrizada pelo comprimento de

arco, convezra 7y : I — M, na diregio v,(s) € dada por
o (s) = exp5)(r(s)va) (4.29)

em que r(s) = Cy — sa.

Demonstracao. De fato, seja

d
= — exps o (tva(s))
dtlis 1 (4.30)

= —csing(r(s))y(s) + cosc(r(s))va(s)

vi(s)

Portanto,

(0'(s), vi)e = ((=esine(r(s))(r'(s) + a))v(s) + (cosc(r(s)) (1 + ar'(s)) — K(s)bsine(r(s)))t(s)
+ (ar(s) sing(r(s)) + br'(s) cosc(r(s)))e(s), csing(r(s))y(s) + cose(r(s))va(s))e
$))(r'(s) + s))(a + a*'(s)) + b*'(s) cos?(r(s))

(r(s))(r'(s) + @) + cos?(r(s)) (a + 1'(s)(a* + b%))
"(s)+a

sin?(r a) + cos?(r

sin

( (
( (

2
c

Il
<

0

Além disso, 7'(s) +a = 0 se e s6 se r(s) = Cy + sa, para algum Cj. O

A Figura 10 ilustra as frentes de onda nos trés modelos: M_1, My e M;. A curva

original ¢é representada em azul, o evolutéide em vermelho e as frentes de onda em preto.

Figura 10 — Exemplos das frentes de onda

(b) c=0

Fonte: [10], 2025.
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Apresentaremos uma caracterizagao para os a-evolutdides, envolvendo as frentes

de onda.

Teorema 4.4.1. Sejam v : I — M. uwma curva convexa e fechada e o : I — M, o
a-involutoide. Entdo o a-evolutoide de v é o lugar geométrico dos pontos singulares das

frentes de onda de v na direcdo v,.

Demonstracao. Calculando a derivada de o temos

o'(s) = —esing(r(s))(r'(s) + a))v(s) + (cos.(r(s))(1 + ar'(s)) — k(s)bsin.(r(s)))t(s)
+ (ak(s) sing(r(s)) + br'(s) cos.(r(s)))e.

Como 7'(s) + a = 0 temos

a'(s) = b(cos.(r(s))b — k(s)sin.(r(s)))t(s) — a(bcos.(r(s)) — k(s)sin.(r(s)))e(s).

Portanto,
lo" ()11 = (cose(r(s))b — r(s) sine(r(s)))*
Perceba que,
|0’ (s)]| = 0 <= cos.(r(s))b — K(s)sin.(r(s)) =0
k(s)

<= r(s) = arccos, (;(18;)

<> cot.(r(s)) =

Como encontramos anteriomente 7(s) = Cy — sa, temos
K(s)

cot.(Co — sa) = >

Portanto, 7(s) = pa(s). O
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5 Consideracoes finais

Nesta dissertacao, teve-se como objetivo expandir propriedades dos evolutoides
do caso plano para as formas espaciais esférica e hiperbélica. Utilizando a aplicacao
exponencial, algumas propriedades dos evolutdides em M, para ¢ = —1,1 foram provadas,
uma vez que o uso dessa aplicacdo mostrou-se uma estratégia eficaz para que os calculos

se tornassem mais técnicos e precisos.

Obtivemos resultados positivos, como a férmula para a curvatura geodésica do
evolutdide. Ademais, demonstrou-se, por um método distinto daquele utilizado no caso
plano, o resultado segundo o qual, se o evolutdide é um circulo, entdao a curva v também é

um circulo, e vice-versa.

No que se refere a area do evolutdide e a area da curva original, um resultado sobre
a comparacao de ambas foi obtido por Castro (2013) em [11]. Esperamos que um resultado
analogo para as formas espaciais M_;; tenha o formato e as caracteristicas discutidas
em nosso trabalho na Secao 4.1, mas depende de investigagoes futuras. Por outro lado,
o resultado relativo a comparacao entre o comprimento da curva e o comprimento do
evolutdide mostrou-se positivo também no caso ¢ = —1,1. Além disso, caracterizamos os
evolutéides como o lugar geométrico dos pontos singulares das frentes de onda. Por fim,
esperamos que o estudo abordado sobre os evolutdides em formas espaciais bidimensionais

possa ser 1til a outros pesquisadores.
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