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RESUMO

A variabilidade em processos difusivos desempenha um papel fundamental em

diversas áreas, afetando o comportamento e a dinâmica de sistemas complexos.

Materiais viscoelásticos, por exemplo, demonstram um comportamento intermediário

entre sólidos e líquidos e podem ser encontrados em diversos sistemas físicos e

biológicos. Nesta tese, introduzimos uma generalização do modelo constitutivo de

Kelvin-Voigt (KV) para incluir e caracterizar heterogeneidades em materiais

viscoelásticos. Considerando uma abordagem microrreológica, apresentamos

expressões analíticas para o deslocamento quadrático médio (MSD) e para o

coeficiente de difusão dependente do tempo de partículas de prova imersas em um

material viscoelástico descrito por este modelo. Além de validar nossa abordagem

teórica por meio de simulações de dinâmica Browniana, mostramos como o modelo

pode ser usado para descrever dados experimentais obtidos para géis de

poliacrilamida e laponite. Em seguida, generalizamos nossa abordagem ao

considerar efeitos não-Markovianos na dinâmica das partículas. Apresentamos e

validamos por meio de simulações estocásticas, expressões analíticas para o MSD e

para o coeficiente de difusão, e avaliamos numericamente as distribuições de van

Hove das partículas de prova. Em seguida, investigamos os efeitos de variabilidade

na motilidade celular, que é um dos fenômenos mais fundamentais subjacentes aos

processos biológicos que mantêm os organismos vivos. Aqui, consideramos um

modelo simples para descrever a motilidade das células, que inclui não apenas

forças internas correlacionadas no tempo, mas também a variabilidade biológica

inerente aos processos bioquímicos intracelulares. Derivamos expressões exatas

para o MSD e o coeficiente de difusão efetivo dependente do tempo, que são

comparados a resultados numéricos obtidos a partir de simulações estocásticas não-

markovianas. Além disso, mostramos que a heterogeneidade dos tempos de

persistência leva a distribuições não-Gaussianas que foram obtidas analiticamente e

validadas por simulações numéricas.

Palavras-chave: viscoelasticidade; motilidade celular; simulações estocásticas;

dinâmica browniana

AZEVEDO, Tiago Nascimento de, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, dezembro
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ABSTRACT

Variability in diffusive processes plays a fundamental role across various fields,

affecting the behavior and dynamics of complex systems. Viscoelastic materials, for

example, exhibit an intermediate behavior between solids and liquids and can be

found in numerous physical and biological systems. In this thesis, we introduce a

generalization of the Kelvin-Voigt (KV) constitutive model to include and characterize

heterogeneities in viscoelastic materials. Using a microrheological approach, we

present analytical expressions for the mean squared displacement (MSD) and time-

dependent diffusion coefficient of probe particles immersed in a viscoelastic material

described by this model. In addition to validating our theoretical approach through

Brownian dynamics simulations, we demonstrate how the model can be applied to

describe experimental data obtained for polyacrylamide and laponite gels. Next, we

generalize our approach by considering non-Markovian effects in the particle

dynamics. We present and validate, through stochastic simulations, analytical

expressions for the MSD and diffusion coefficient, and numerically evaluate the van

Hove distributions of the probe particles. We then investigate the effects of variability

in cell motility, which is one of the most fundamental phenomena underlying the

biological processes that sustain living organisms. Here, we consider a simple model

to describe cell motility, which includes not only temporally correlated internal forces

but also the inherent biological variability of intracellular biochemical processes. We

derive exact expressions for the time-dependent MSD and effective diffusion

coefficient, which are compared to numerical results obtained from non-Markovian

stochastic simulations. Additionally, we show that the heterogeneity of persistence

times leads to non-Gaussian distributions that were obtained analytically and

validated through numerical simulations.

Keywords: viscoelastic materials; cell motility; stochastic simulations; brownian

dynamics

AZEVEDO, Tiago Nascimento de, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa,
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Capítulo 1

Variabilidade em processos difusivos

1.1 Motivações gerais e objetivos

A difusão é um processo fundamental no qual partículas se espalham através de um

meio e é influenciado por uma série de fatores como heterogeneidade do meio e interações

entre as partículas [1, 2]. Esses fatores podem afetar tanto a interpretação dos dados

experimentais quanto a modelagem teórica dos sistemas estudados [3, 4]. A presente

tese investiga a variabilidade em processos difusivos, com ênfase nas suas implicações

na microrreologia e na migração celular, abordando como essa variabilidade influencia as

propriedades mecânicas de materiais viscoelásticos e a dinâmica estocástica do movimento

celular.

Materiais viscoelásticos são materiais que não podem ser caracterizados como só-

lidos tampouco como fluidos simples [5, 6]. Quando submetidos a uma tensão de cisa-

lhamento, sólidos armazenam energia mecânica e são elásticos, enquanto fluidos dissipam

energia mecânica e são viscosos. Por outro lado, quando materiais viscoelásticos são

tensionados, suas microestruturas armazenam e dissipam energia de uma maneira inter-

mediária que depende da frequência da tensão aplicada [6, 7, 8, 9]. O estudo dos materiais

viscoelásticos contribui para o desenvolvimento de uma categoria especial de materiais: os

materiais inteligentes. Esses materiais têm a capacidade de modificar suas propriedades

em resposta a diferentes estímulos externos, como variações de temperatura, campos elé-

tricos, campos magnéticos, pH e luz [10]. É importante ressaltar que nem todo material

inteligente é necessariamente viscoelástico (como no caso dos atuadores piezoelétricos),

assim como nem todo material viscoelástico pode ser classificado como inteligente (por

exemplo, os homopolímeros em estado fundido). Os fluidos eletrorreológicos e magnetor-

reológicos são exemplos de materiais viscoelásticos e inteligentes.

Apesar do amplo espectro de comportamentos entre os materiais viscoelásticos,

destacam-se algumas características em comum: as escalas de comprimento das estruturas

envolvidas (partículas coloidais, cadeias de polímeros, etc) geralmente são da ordem de
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nm e µm. Essa característica nos permite utilizar modelos simplificados que não levam

em conta cada detalhe na escala atômica. Além disso, suas estruturas são pequenas o

suficiente para o movimento Browniano ser relevante - as energias moleculares de ligação

típicas são da ordem da energia térmica kBT (com kB sendo a constante e Boltzmann e

T a temperatura).

Deste modo, tendo em vista as escalas de comprimento e energia envolvidas, a téc-

nica de microrreologia desenvolvida por Mason e Weitz [11] é particularmente adequada

para o estudo de materiais viscoelásticos. Partindo do pressuposto de um regime visco-

elástico linear (ou, do inglês, linear viscoelastic, LVE), Mason e Weitz utilizaram uma

relação de Stokes-Einstein generalizada (ou, do inglês, generalized Stokes-Einstein rela-

tion, GSER) para conectar o deslocamento quadrático médio (ou, do inglês, mean-squared

displacement, MSD) de partículas Brownianas no meio ao comportamento viscoelástico

do sistema [6]. Neste regime LVE, é viável derivar a compliância de um material direta-

mente a partir do MSD das partículas de prova [6, 12], bem como calcular o módulo de

cisalhamento complexo a partir da compliância.

Muitos materiais possuem uma estrutura heterogênea e sua correta caracterização

é alvo de estudos teóricos [13, 3] e experimentais, como por exemplo, agarose [4], actina

[14, 15], colágeno [16, 17], dispersões de hectorite [18], redes de fibrilas [19] e outros [20, 21].

Além disso, pesquisas extensivas mostraram que as heterogeneidades podem desempenhar

um papel importante em propriedades reológicas e óticas de materiais complexos [22], além

de influenciar a cinética de sua formação [13, 23, 24]. Apesar do avanço experimental na

caracterização desses materiais, inexistem modelos teóricos simples que incorporam suas

estruturas heterogêneas. Nesta tese, um dos objetivos foi desenvolver uma abordagem

teórico-computacional em microrreologia para estudar o impacto das heterogeneidades na

dinâmica estocástica da partícula de prova e no módulo de cisalhamento do material.

No contexto do comportamento celular, os processos físicos e químicos ativos que

afetam esse comportamento desempenham um papel importante na homeostase de quase

todos os organismos vivos [25]. A motilidade celular, em particular, influencia numerosos

processos biológicos fundamentais, como organogênese (ou seja, agregação e migração ce-

lular), cicatrização de feridas e desenvolvimento de tumores [26, 27, 28]. Dessa forma, a

modelagem matemática da motilidade celular tem grande relevância na biologia e medi-

cina, ao possibilitar uma descrição precisa desse fenômeno [29].

Tipicamente, o movimento estocástico é caracterizado através de modelos de cami-

nhadas aleatórias persistentes (ou, do inglês, persistent random walks, PRWs) [30, 31, 32].

Enquanto modelos do tipo PRW preveem distribuições de deslocamento e velocidades

com formas Gaussianas, algumas linhagens celulares apresentam distribuições com cau-

das não-Gaussianas [33, 34], às quais evidências experimentais recentes sugerem que es-

tejam relacionadas com a heterogeneidade célula a célula inerente dos processos celulares

[31, 35]. Aqui, um outro objetivo foi considerar uma abordagem teórico-computacional,
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onde desenvolvemos um modelo simples que generaliza o modelo PRW ao incorporar a

variabilidade célula a célula, considerando que os tempos de persistência λ dos processos

internos são distintos entre cada célula.

1.2 Organização da tese

No Capítulo 2, é feita uma revisão teórica da técnica de microrreologia aplicada a

materiais viscoelásticos em geral. Em seguida, são revisados aspectos específicos da mi-

crorreologia de materiais semissólidos, que podem ser modelados pelo modelo de Kelvin-

Voigt (KV) convencional. Posteriormente, é apresentada uma generalização do modelo

KV, denominada de modelo de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), que

leva em conta as micro-heterogeneidades presentes nesses materiais semissólidos. Essa

generalização é validada por meio de simulações estocásticas Markovianas. Por fim, o mo-

delo KVMH é aplicado na análise de dados experimentais de microrreologia, mostrando-se

mais adequado para descrever situações em que micro-heterogeneidades estão presentes

na amostra, em comparação com o modelo KV convencional.

No Capítulo 3, o modelo KVMH desenvolvido anteriormente é generalizado para

levar em conta que a dinâmica estocástica da partícula de prova pode ser influenciada por

processos não-Markovianos. Essa generalização, denominada de modelo não-Markoviano

de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (NM-KVMH), é validada por meio de simu-

lações estocásticas não-Markovianas. Em seguida, é demonstrado como esses processos

não-Markovianos podem influenciar a microrreologia de materiais viscoelásticos.

Por fim, no Capítulo 5, são estudados os efeitos de heterogeneidades na dinâmica

estocástica do movimento celular. Inicialmente, é apresentado o modelo de caminhada

aleatória persistente (ou, do inglês, persistent random walk, PRW), que é frequentemente

utilizado para descrever dados experimentais de movimento celular. Em seguida, é des-

crita a metodologia de simulações estocásticas utilizada e é feita uma comparação entre os

resultados computacionais e as previsões do modelo PRW convencional. Posteriormente, é

apresentada uma generalização do modelo PRW, denominada modelo de caminhada alea-

tória persistente com variabilidade (ou, do inglês, persistent random walk with variability,

PRW-V). Essa generalização leva em conta a presença de heterogeneidades inerentes dos

processos intracelulares e é validada por meio das simulações estocásticas.
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Capítulo 2

Microrreologia com

micro-heterogeneidades

Publicação relacionada:

Microrheological model for Kelvin-Voigt materials with micro-heterogeneities [36]

T. N. Azevedo, K. M. Oliveira, H. P. Maia, A. V. N. C. Teixeira, L. G. Rizzi

Soft Matter (2025) DOI: 10.1039/D4SM01474J

2.1 Motivação

Dentre os vários modelos mecânicos de materiais viscoelásticos, o modelo de Kelvin-

Voigt (KV) é um dos modelos mais simples que descreve materiais viscoelásticos que

exibem resposta semisólida [37, 38], como redes de fibrina [39], hidrogéis de gelatina [40],

Polyurea [41] e géis de Laponite [42]. Partículas de prova imersas em um semissólido

do tipo KV exibem um MSD característico o qual fornece um coeficiente de difusão

dependente do tempo com um decaimento exponencial, dado por

D(τ) =
kBT

κτc
exp

(

−2τ

τc

)

, (2.1)

onde kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta do meio, κ está re-

lacionado à rigidez do material e τc é um tempo característico. Mesmo alguns modelos

amplamente utilizados na literatura para ajustar dados experimentais [43, 44, 45], como

o modelo desenvolvido por Krall e colaboradores [46, 47], exibem esse tipo de decaimento

exponencial da Eq. 2.1 para o comportamento do coeficiente de difusão. Contudo, experi-

mentos de microrreologia de géis [48, 49] e transição sol-gel [50], por exemplo, evidenciam

que partículas de prova imersas em um gel, ou a própria rede de polímeros que forma

um gel ou solução, exibem um coeficiente de difusão que decai em lei de potência em

tempos longos, isto é, D(τ) ∝ τ−α, com α sendo um expoente que fornece uma medida
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do decaimento. A Fig. 2.1 mostra um caso onde a dinâmica estocástica de partículas de

prova imersas em um semissólido pode ser caracterizada por um coeficiente de difusão

com α = 1, 7.

Figura 2.1: Comparação do coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) obtido de
dados de simulações estocásticas (denotados por círculos vermelhos preenchidos) e de
resultados teóricos do modelo de Kelvin-Voigt usual (KV) e o modelo de Kelvin-Voigt
com micro-heterogeneidades (KVMH) introduzido aqui.

Além do coeficiente de difusão com decaimento em lei de potência, as distribuições

de deslocamento ∆x das partículas de provas (distribuições de van Hove) imersas em géis,

em geral, apresentam formas não-Gaussianas, evidenciadas por medidas de excesso de

curtose não-nulas nessas distribuições [18, 19, 51]. Além disso, diversos estudos associam

essas medidas à presença de micro-heterogeneidades no material [3, 52, 53, 18, 20, 21, 23].

Essas características não-Gaussianas das distribuições de deslocamento diferem das previ-

sões dos modelos convencionais, que usualmente assumem a homogeneidade do material e

apresentam distribuições de deslocamento com forma Gaussiana. Portanto, tanto o com-

portamento do coeficiente de difusão quanto a forma das distribuições de deslocamento

observadas experimentalmente em sistemas como géis não são adequadamente capturados

pelos modelos teóricos usuais. Isso motiva o desenvolvimento de modelos mais gerais que

possam descrever de forma mais precisa a dinâmica estocástica complexa observada nesses

materiais viscoelásticos heterogêneos.

Neste trabalho, consideramos uma abordagem microrreológica para propor uma

generalização do modelo KV que incorpora as micro-heterogeneidades presentes no mate-

rial viscoelástico semissólido. Em particular, assumindo-se que as micro-heterogeneidades

podem ser descritas por constantes de mola ε = ε(R⃗) e coeficientes de arraste ν = ν(R⃗)

dependentes da posição, conseguimos descrever o comportamento em lei de potência a

tempos longos do coeficiente de difusão D(τ), e relacionar seu expoente à distribuição

de constantes de mola e coeficientes de arraste. Adicionalmente, realizamos simulações
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estocásticas utilizando dinâmica Browniana para validar as expressões obtidas para D(τ)

e o deslocamento quadrático médio ⟨∆x2⟩(τ). Em seguida, mostramos como nosso modelo

pode ser utilizado para descrever dados experimentais obtidos através de microrreologia

de espalhamento dinâmico de luz (DLS) para dois diferentes géis.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: A seção 2.2.1 introduz a técnica

da microrreologia. Na seção 2.2.2 revisamos alguns aspectos da microrreologia de ma-

teriais viscoelásticos que exibem comportamento do tipo Kelvin-Voigt (KV), enquanto

na seção 2.3 apresentamos a descrição teórica do modelo introduzido aqui, o modelo de

Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), que generaliza o modelo KV usual.

As subseções 2.4 e 2.3.1 apresentam nossos resultados teóricos do modelo KVMH e a

validação destes resultados por simulações estocásticas Markovianas utilizando dinâmica

Browniana. Na seção 2.5 aplicamos nosso modelo à análise de dados experimentais de

microrreologia e comparamos os dois modelos para enfatizar como o modelo KVMH pode

ser mais adequado para descrever dados experimentais quando micro-heterogeneidades

estão presentes na amostra.

2.2 Metodologia

2.2.1 Microrreologia

A microrreologia é uma técnica utilizada para se obter a resposta mecânica de

um meio viscoelástico através da sondagem do movimento Browniano de partículas de

prova imersas no mesmo. O movimento Browniano foi observado e documentado pela

primeira vez pelo botânico escocês Robert Brown [54] que, através de um microscópio,

notou que partículas de grãos de pólen moviam-se incessantemente sob a superfície da

água. O mecanismo responsável por este movimento não foi elucidado por Brown, mas

somente em 1905 com os trabalhos de Einstein [55], que explicou os resultados de Brown

através de uma análise estatística das colisões das partículas de pólen com as moléculas

circundantes do solvente. Mais tarde, Jean Perrin (1908) confirmou experimentalmente

as previsões de Einstein, o que, além de dar o Prêmio Nobel a Perrin, contribuiu para

estabelecer a natureza atômica da matéria na comunidade científica [56].

Einstein mostrou que, para o caso da difusão de uma partícula esférica de raio a

em um fluido Newtoniano, seu deslocamento quadrático médio ⟨∆r2(τ)⟩ (MSD) apresenta

uma relação linear com o tempo [56]:

⟨∆r2(τ)⟩ = 2deDτ, (2.2)

onde D é o coeficiente de difusão e de é a dimensão euclidiana do espaço no qual a esfera

difunde. Outra relação obtida por Einstein, conhecida como relação de Stokes-Einstein
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(SER), envolve o coeficiente de difusão D e a viscosidade η do material [56]:

D =
kBT

6πηa
, (2.3)

onde kB e T são a constante de Boltzmann e a temperatura absoluta do meio, respectiva-

mente. A microrreologia surgiu quando Mason & Weitz (1995) [11] mostraram, teorica-

mente e experimentalmente, haver uma conexão semelhante entre MSD e as propriedades

reológicas de um material viscoelástico. Mason & Weitz generalizaram a relação 2.3 para

o caso de materiais não-Newtonianos, formulando uma relação de Stokes-Einstein gene-

ralizada (GSER) [6] dada por

⟨∆r2(τ)⟩ = dekBT

3πa
J(τ), (2.4)

onde J(τ) é a compliância, uma medida do aumento de deformação do material sob tensão

constante, representando sua capacidade de suportar deformação elástica. É importante

ressaltar que, neste trabalho, consideraremos apenas materiais desordenados e isotrópicos,

de modo que a compliância J(τ) seja uma função escalar do tempo. Além disso, vale notar

que a GSER acima é derivada sob a suposição de que os raios das partículas de prova são

maiores do que a maior microestrutura do material, e também que a inércia das partículas

de prova pode ser negligenciada [57]. Nessas condições, os resultados obtidos pela técnica

de microrreologia devem reproduzir os resultados obtidos da reologia de bulk.

Para caracterizar a resposta mecânica de um material submetido a uma tensão

de cisalhamento, definimos uma grandeza G denominada módulo de relaxação que, para

sólidos, é uma constante de proporcionalidade entre a tensão de cisalhamento aplicada σ

e a deformação de cisalhamento observada γ:

G =
σ

γ
. (2.5)

Para líquidos, uma tensão constante aplicada produz uma deformação dependente do

tempo. Em líquidos Newtonianos, a taxa de deformação γ̇ é uma constante e diretamente

proporcional à σ:

η = σ/γ̇, (2.6)

onde η é a viscosidade do líquido [6].

Materiais viscoelásticos combinam essas duas características, Eq. 2.8 e Eq. 2.6,

sendo que a predominância de uma ou outra depende das escalas de tempo envolvidas,

e o tempo característico que separa esses dois comportamentos é específico para cada

material. A abordagem experimental mais comum para caracterizar isto se dá através do

uso de um reômetro [58], um dispositivo que aplica um torque oscilatório no material, e,

por conseguinte, uma tensão de cisalhamento. A deformação oscilatória de frequência ω
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se relaciona com a tensão aplicada através de:

σ = Re[G∗(ω)γeiωτ ], (2.7)

onde agora consideramos o módulo de cisalhamento complexo G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω).

G′(ω) (módulo de armazenamento) representa a fração de energia elástica armazenada e

recuperada durante o ciclo de deformação e está relacionado à capacidade do material de

resistir elasticamente à deformação. G′′(ω) (módulo de perda) reflete a fração de energia

dissipada como calor devido ao comportamento viscoso do material durante a deformação

e está associado à resistência viscosa ao movimento.

A metodologia menos invasiva da microrreologia nos permite extrair essa mesma

propriedade reológica G∗ através da transformada de Fourier Ĵ(ω) de J(τ) (que por sua

vez é obtido do MSD através de 2.4) [59]:

G∗(ω) =
1

iωĴ(ω)
. (2.8)

A viscosidade complexa η∗(ω) pode ser obtida do seguinte modo [6]:

η∗(ω) =
G∗(ω)

iω
(2.9)

Neste trabalho, nos casos onde não foi possível obter resultados analíticos, a transformada

de Fourier Ĵ(ω) foi determinada numericamente usando a seguinte expressão [60]:

−ω2Ĵ(ω) = iωJ(0)+(1−e−iωτ1)(J1 − J(0))

τ1
+J̇∞e

−iωτN+
N
∑

k=2

(

Jk − Jk−1

τk − τk−1

)

(e−iωτk−1−e−iωτk),

(2.10)

e os parâmetros foram obtidos através das extrapolações J(0) = J(τ) no limite τ → 0 e

J̇∞ = dJ(τ)/dτ no limite τ → ∞.

Assim, no fundo, obter as propriedades mecânicas do material (módulo de cisalha-

mento, viscosidade, etc.) se reduz ao problema de obter o MSD. A microrreologia dispõe

de várias técnicas para obter o MSD, como a espectroscopia de onda difusa (ou, do inglês,

diffusing wave spectroscopy, DWS), espalhamento dinâmico de luz (ou, do inglês, dynamic

light scattering, DLS) e a microscopia de rastreamento de partículas (ou, do inglês, particle

tracking microscopy, PTM) [6]. A dinâmica da partícula pode ainda se dar de dois modos

distintos: a partícula pode estar sujeita à energia térmica ou (somado à energia térmica)

a um campo externo (elétrico, magnético, etc.). Denominamos essas técnicas, respecti-

vamente, de microrreologia passiva e ativa. Técnicas passivas são tipicamente mais úteis

para medir valores baixos de módulos predominantemente viscosos, enquanto as técni-

cas ativas podem estender o intervalo mensurável para amostras contendo quantidades

significativas de elasticidade [61].
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A microrreologia oferece uma série de vantagens sobre a reologia tradicional. A

baixa inércia das partículas permite a medição da resposta em alta frequência do ma-

terial com métodos como DWS e pinças ópticas [61]. Devido aos altos torques e forças

necessárias, a medição em altas frequências com os reômetros se torna um processo mais

difícil. Ainda, como as flutuações envolvidas são espontâneas, não há o risco de danificar

estruturas frágeis. Outra vantagem está na redução da quantidade necessária da amostra

para sua caracterização, diminuindo os custos nos experimentos, principalmente aqueles

que utilizam amostras biológicas. Além disso, a viscoelasticidade pode ser, agora, carac-

terizada ponto a ponto no interior da amostra, permitindo um estudo mais minucioso das

estruturas tipicamente heterogêneas dos fluidos complexos. Vale notar que existem téc-

nicas de microrreologia que apresentam, porém, algumas desvantagens. Uma delas é que

os materiais estudados devem ser translúcidos (para possibilitar a utilização da técnica

de DLS) ou leitosos (para possibilitar a utilização da técnica de DWS).

2.2.2 Microrreologia de materiais semissólidos de Kelvin-Voigt

(KV)

O modelo de Kelvin-Voigt é um dos modelos mais simples utilizados para descre-

ver o comportamento de materiais viscoelásticos, que exibem tanto propriedades elásticas

quanto viscosas. Neste modelo, um material viscoelástico é representado por dois compo-

nentes em paralelo: uma mola (para representar a elasticidade) e um amortecedor (para

representar a viscosidade). A resposta ao cisalhamento dinâmico, quando sujeita a uma

deformação oscilatória senoidal de frequência ω, é dada por [38]

G′(ω) = G0, G′′(ω) = ηω, (2.11)

onde G0 é o modulo de elasticidade e η é a viscosidade do material. O fato de G′(ω)

ser constante implica que a energia elástica armazenada pelo material não depende da

frequência da deformação - a mola no modelo responde instantaneamente a qualquer

deformação aplicada, armazenando a mesma quantidade de energia elástica em todas as

frequências. Por outro lado, G′′(ω) cresce linearmente com a frequência (∝ ω) devido à

natureza do amortecedor viscoso. À medida que a frequência da deformação aumenta,

o comportamento viscoso do material se intensifica, levando a uma maior dissipação de

energia em cada ciclo de deformação.

Desta forma, o modelo de Kelvin-Voigt é apropriado para descrever materiais vis-

coelásticos simples que mostram um comportamento predominantemente elástico com

um aumento gradual do efeito viscoso em altas frequências. No entanto, esse modelo não

descreve adequadamente a dinâmica de materiais que apresentam uma dependência não

linear dos módulos de cisalhamento em relação à frequência.
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Por simplicidade, consideremos o movimento estocástico unidimensional (de = 1)

de uma partícula Browniana presa em um potencial harmônico, U(x) = κx2/2, de modo

que possa ser descrito por uma equação de Langevin superamortecida [59],

ζ
dx(τ)

dτ
= −∇U(x) + fa(τ) , (2.12)

onde ζ é o coeficiente de arraste viscoso e, assim como a constante de mola κ, caracteriza o

material viscoelástico; fa(τ) é uma força aleatória que o material exerce sobre a partícula

e que deve depender de suas propriedades. Aqui, a constante κ denota a intensidade

de uma “constante de mola” que imita as propriedades de um material viscoelástico e

caracteriza sua resposta semelhante a um sólido. Como mostrado na Ref. [59], a solução

da equação acima produz um MSD que corresponde ao de uma partícula de prova imersa

em um material Kelvin-Voigt (KV), dada por:

⟨∆x2(τ)⟩ = ⟨(x(τ)− ⟨x(0)⟩)2⟩ = C

2γ̃
[1− exp (−2γ̃τ)] . (2.13)

onde γ̃ = κ/ζ. O teorema de flutuação-dissipação relaciona a constante C à função

de autocorrelação das forças aleatórias [62], f̃a = fa/ζ, que é dada por ⟨f̃a(τ)f̃a(τ ′)⟩ =

Cδ(τ − τ ′). Considerando que ⟨∆x2(τ)⟩ = ⟨x2(τ)⟩ com x(0) = 0 e assumindo que o

teorema da equipartição se aplica, temos que κ⟨∆x2(∞)⟩ = κ⟨x2(∞)⟩ = kBT , o que

leva à C = 2 kBT/ζ. Esse valor é consistente com a função de autocorrelação das forças

aleatórias dada por:

⟨fa(τ)fa(τ ′)⟩ = ζ2Cδ(τ − τ ′) = 2kBTζδ(τ − τ ′) . (2.14)

Portanto, da Eq. 2.13, encontramos que o MSD do modelo KV usual é dado por:

⟨∆x2(τ)⟩ = kBT

κ

[

1− exp

(

−2
τ

τc

)]

, (2.15)

onde τc = (γ̃)−1 é um tempo característico. Assim, a Eq. 2.15 apresenta um comporta-

mento linear (isto é, difusivo normal) ⟨∆x2(τ)⟩ ≈ 2(kBT/ζ)τ para τ ≪ τc, e um valor

constante, ⟨∆x2(τ)⟩ ≈ kBT/κ, para τ ≫ τc. Além disso, podemos avaliar o coeficiente de

difusão dependente do tempo D(τ) como

D(τ) =
1

2de

d⟨∆r2(τ)⟩
dτ

=
kBT

κτc
exp

(

−2τ

τc

)

, (2.16)

onde o lado direito da identidade acima não depende de de, uma vez que ⟨∆r2(τ)⟩ =

de⟨∆x2(τ)⟩ para sistemas isotrópicos. Esta expressão 2.16, aliás, corresponde à expressão

2.1 exibida na introdução deste capítulo.
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Agora, considerando a GSER dada pela Eq. 2.4, podemos utilizar a Eq. 2.15 para

obter a compliância J(τ), que pode ser facilmente identificada como a compliância de

um material KV [38]. Como mostrado na Ref. [59], podemos utilizar a compliância J(τ)

correspondente para avaliar os módulos de armazenamento, G′(ω), e de perda, G′′(ω), do

material por meio da Eq. 2.8, isto é,

G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω) =
κ

3πa
+ i

ζ

6πa
ω . (2.17)

Comparando esta última expressão com a Eq. 2.11, identificamos G0 = κ/3πa e η0 =

ζ/6πa. Vale mencionar que, como não se espera que os módulos medidos exibam qualquer

dependência do raio a da partícula de prova, então tanto κ = κ(a) quanto ζ = ζ(a) devem

exibir uma dependência linear de a. Assim, com base na microrreologia de um material

KV, deve-se ter que as constantes de mola e de arraste estão, respectivamente, relacionadas

ao módulo de platô e à viscosidade do material KV, isto é, κ = 3πaG0 e ζ = 6πaη0.

2.3 Modelo Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades

(KVMH)

A fim de considerar micro-heterogeneidades, assumimos que a amostra tem um co-

eficiente de arraste dependente da região: ν = ν(R⃗), em que R⃗ é a posição de uma região

mesoscópica dentro da amostra, como ilustrado na Fig. 2.2. Embora as propriedades elás-

ticas em diferentes regiões do sistema sejam heterogêneas através da amostra, assumimos

que, localmente, o coeficiente de arraste é o mesmo dentro de uma determinada região

mesoscópica, de modo que a partícula de prova não experimentará mudanças drásticas nas

propriedades viscoelásticas do meio enquanto estiver naquela região. Além disso, como

a partícula é capturada por um potencial harmônico, que é definido pela constante de

mola local ε = ε(R⃗), não se espera que a partícula de prova deixe essa região mesoscó-

pica durante a escala de tempo típica τ ≫ τe dos experimentos. O análogo mecânico

do KVMH é similar a uma associação em série de vários elementos de Kelvin-Voigt (i.e.,

mola e amortecedor ligados em paralelo), tal como ilustrado na Fig. 1-10 da Ref. [38],

com as viscosidades e as constantes de mola seguindo uma dada distribuição específica.

A seguir, discutimos os aspectos teóricos e computacionais envolvidos na descrição

do KVMH.

2.3.1 MSD e a distribuição de micro-heterogeneidades

Seguindo a abordagem introduzida na Ref. [13], assumimos que o MSD (isto é, a

média sobre trajetórias de partículas de prova que experimentam diferentes propriedades
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Figura 2.2: Ilustração da microrreologia heterogênea descrita pelo modelo KVMH, onde
uma única partícula de prova de tamanho micrométrico imersa em um semissólido expe-
rimenta uma resposta viscoelástica que é caracterizada por uma constante de mola ε(R⃗)
e um coeficiente de arraste ν(R⃗), que são localmente definidos perto de uma região me-
soscópica denotada por R⃗.

viscoelásticas devido às micro-heterogeneidades) pode ser avaliado como

⟨∆x2(τ)⟩ =
∫ ∞

0

⟨∆x2(τ)⟩ξ ρ(ξ) dξ , (2.18)

onde as propriedades microrreológicas localmente definidas de regiões mesoscópicas dentro

do sistema são incorporadas no modelo através de uma distribuição gama [63], dada por

ρ(ξ) =
ξ−(1−p)e−ξ

Γ(p)
, (2.19)

com Γ(p) sendo a função gama usual e p é um expoente que caracteriza a distribuição da

variável ξ = ξ(R⃗) dependente da região, de forma que o valor médio de ξ é dado por

ξ̄ =

∫ ∞

0

ξ ρ(ξ) dξ = p . (2.20)

Em particular, se considerarmos que γ̃ξ = κ/νξ com o coeficiente de arraste local dado

por

νξ ≡
p

ξ
ζ, (2.21)

a Eq. 2.13 se torna

⟨∆x2(τ)⟩ξ =
Cξ
2

νξ
κ

[

1− exp

(

−2
κ

νξ
τ

)]

, (2.22)
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onde a constante Cξ pode ser estimada assumindo que o teorema da equipartição é local-

mente válido também, ou seja,

Cξ = 2

(

kBT

ζ

)(

ξ

p

)

, (2.23)

com ξ distribuído de acordo com a Eq. 2.19. Para tempos curtos, a Eq. 2.22 leva à

⟨∆x2(τ)⟩ξ ≈ Cξτ , de tal forma que a Eq. 2.18 junto com a Eq. 2.19 produz

⟨∆x2(τ)⟩ ≈
∫ ∞

0

[

2
kBT

ζ

(

1

p
ξ

)

τ

]

ρ(ξ) dξ

≈ 2
kBT

ζ
τ

(

1

p

)
∫ ∞

0

ξ ρ(ξ) dξ (2.24)

≈ 2
kBT

ζ
τ
ξ̄

p
= 2

kBT

ζ
τ . (2.25)

Por outro lado, a tempos longos, a Eq. 2.22 fornece

⟨∆x2(τ)⟩ξ ≈
Cξνξ
2κ

=
1

2κ

[

2
kBT

ζ

(

1

p
ξ

)]

pζ

ξ
=
kBT

κ
, (2.26)

de modo que, devido ao fato da distribuição ρ(ξ) ser normalizada, a Eq. 2.18 também

leva a um resultado independente de ξ para o MSD total, isto é,

⟨∆x2(τ)⟩ ≈
∫ ∞

0

[

kBT

κ

]

ρ(ξ) dξ =
kBT

κ

∫ ∞

0

ρ(ξ) dξ =
kBT

κ
. (2.27)

Evidentemente, considerando ρ(ξ) dado pela Eq. 2.19, podemos avaliar a expressão para

o MSD de forma mais geral a partir da Eq. 2.22, isto é,

⟨∆x2(τ)⟩ =
∫ ∞

0

⟨∆x2(τ)⟩ξ ρ(ξ) dξ (2.28)

=
kBT

κ

∫ ∞

0

[

1− exp

(

−2
1

p

κ

ζ
ξτ

)]

ρ(ξ) dξ. (2.29)

Realizando a integração, obtemos

⟨∆x2(τ)⟩ = kBT

κ

[

1−
(

2τ

pτc
+ 1

)−p
]

. (2.30)

Adicionalmente, o coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ), que pode ser avaliado

através da derivada do MSD (ver, por ex., Eq. 2.16), é dado por

D(τ) =
kBT

κτc

(

2τ

pτc
+ 1

)−(1+p)

. (2.31)
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Vale enfatizar que, a tempos longos, o resultado acima indica que o coeficiente de di-

fusão dependente do tempo apresenta um comportamento em lei de potência, istó é,

D(τ) ∝ τ−(1+p). Essencialmente, esta é a principal característica do KVMH que o dis-

tingue do modelo KV usual. Certamente, a distinção entre um decaimento exponencial,

Eq. 2.16, e um decaimento em lei de potência, Eq. 2.31, pode ser claramente observada

em experimentos microrreológicos [48], por isso deve ser utilizada para indicar a presença

de micro-heterogeneidades, já que o expoente p é a quantidade que define a distribuição

ρ(ξ) (Eq. 2.19). Mesmo assim, deve-se notar que, para valores altos de p, não apenas o

termo negativo no MSD dado pela Eq. 2.30 vai para uma função exponencial, ou seja,

e−z = limp→∞(1+z/p)−p, recuperando assim o MSD obtido para o modelo KV usual (Eq.

2.15), mas também a distribuição ρ(ξ) (Eq. 2.19) estará mais localizada em torno de um

pico proeminente, o que significa que apenas um valor particular de ξ∗ contribuirá para a

média de ξ, diminuindo o efeito das micro-heterogeneidades.

Adicionalmente, vale notar que o MSD dado pela Eq. 2.30 pode ser pensado como

um caso particular da expressão encontrada em [13], dada por

⟨∆x2(τ)⟩ = kBT

κ∗

{

1−
[

( τ

τ ∗

)n∗

+ 1

]−α
}

(2.32)

onde τ ∗ é um tempo característico, κ∗ é a constante elástica efetiva do material, α é um

parâmetro relacionado à distribuição gama assim como na Eq. 2.19 e n∗ é um expoente

relacionado ao comportamento subdifusivo não-Markoviano que pode eventualmente ser

observado em tempos curtos. Sem dúvidas, este não é o caso de materiais KV, uma vez

que as partículas de prova neles exibirão um comportamento difusivo normal com n∗ = 1.

Conforme discutido na Ref. [13], onde uma abordagem de Langevin superamortecida

generalizada é utilizada, o caso n∗ = 1 corresponde ao caso onde o comportamento difusivo

normal das partículas de prova é Markoviano, enquanto expoentes na faixa de 0, 5 < n∗ <

1 denotam um comportamento subdifusivo não-Markoviano.

Por fim, é importante notar que, conforme também apontado na Ref. [13], o uso

de uma distribuição gama ρ(ξ) (Eq. 2.19) foi estabelecido devido à ligação entre as cons-

tantes elásticas efetivas e o tamanho dos aglomerados de partículas com um determinado

tamanho [46, 64, 65]. Além da relação com os tamanhos dos aglomerados, as distribuições

gama não são apenas derivadas de equações cinéticas [65] que podem ser relacionadas às

distribuições de tempos de relaxação H(λ) observadas experimentalmente na espectrosco-

pia mecânica [66], mas também observadas nas redes desordenadas geradas por simulações

numéricas [67, 68].
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2.3.2 Distribuições relacionadas: constantes elásticas ε e tempos

característicos λ

Como ficará claro na Seção 2.4, a distribuição ρ(ξ) dada pela Eq. 2.19 pode ser

interpretada tanto em termos de constantes elásticas locais ε quanto, alternativamente,

em termos de tempos característicos locais λ, ambos descritos também por distribuições

gama generalizadas [63]. Em particular, se considerarmos que ε = (κ/p)ξ, a distribuição

de constantes de mola locais ρ(ε) será dada por ρ(ε) = ρ(ξ)|ξ=pε/κ(∂ξ/∂ε), isto é,

ρ(ε) =
(p

κ

)p εp−1

Γ(p)
exp

(

−pε
κ

)

, (2.33)

de modo que o valor médio das constantes efetivas da mola é dado por

ε̄ =

(

κ

p

)

ξ̄ = κ . (2.34)

Ainda, considerando que o tempo local característico é dado por λ = pτc/ξ, podemos

obter a distribuição de tempos característicosH(λ) da distribuição ρ(ξ) através deH(λ) =

ρ(ξ)|ξ=pτc/λ(∂ξ/∂λ), que fornece

H(λ) =
1

Γ(p)

1

pτc

(pτc
λ

)1+p

exp
(

−pτc
λ

)

. (2.35)

Neste caso, o valor médio dos tempos característicos λ é dado por

λ =

∫

λH(λ)dλ =
τc

p−1 − 1
. (2.36)

Note que, apesar de λ ser diferente do tempo característico τc, o valor médio do recíproco

dos tempos característicos, λ−1, será dado em termos de τc como

λ−1 =

∫

1

λ
H(λ)dλ =

1

τc
. (2.37)

2.3.3 Distribuições de van Hove dependentes do tempo

Para caracterizar o movimento das partículas de prova, também pode-se estar

interessado nas distribuições de van Hove, que podem ser facilmente determinadas a partir

de experimentos e fornecem a probabilidade de um deslocamento x após um intervalo de

tempo τ . Analiticamente, pode-se avaliar as distribuições de van Hove f(x, τ) como

f(x, τ) =

∫

fξ(x, τ) ρ(ξ) dξ , (2.38)
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onde [59]

fξ(x, τ) =

(

1

2π⟨∆x2(τ)⟩ξ

)1/2

exp

(

− x2

2⟨∆x2(τ)⟩ξ

)

, (2.39)

corresponde à distribuição de posição observada a partir do movimento aleatório de uma

partícula de prova em uma determinada região mesoscópica da amostra. A distribuição

normal é tipicamente esperada para fξ(x, τ) porque estamos assumindo que, localmente,

os movimentos aleatórios de uma partícula de prova ainda podem ser descritos por um

processo Gaussiano. Infelizmente, é difícil avaliar a expressão analítica completa para

qualquer intervalo de tempo τ arbitrátio, Eq. 2.38, considerando a Eq. 2.39 com o MSD

dado pela Eq. 2.30. Contudo, se considerarmos a aproximação para o MSD em tempos

curtos (τ ≪ τc), isto é, ⟨∆x2(τ)⟩ξ ≈ (2kBTξ/ζp)τ , com ξ sendo a variável aleatória que

segue a distribuição ρ(ξ) dada pela Eq. 2.19, a Eq. 2.38 fornece [69]

f(x, τ) =
2Cτ (Cτ |x|)p−1/2

√
πΓ(p)

Kp−1/2(2Cτ |x|), (2.40)

onde Cτ = (ζp/4kBTτ)
1/2 e Kψ(x) é a função de Bessel modificada de segunda espécie

de ordem ψ. Por outro lado, em tempos longos, no estado estacionário (τ ≫ τc), o MSD

será independente de ξ (ver Eq. 2.26), de modo que a distribuição de van Hove avaliada

pela Eq. 2.38 também deve ser dada por uma distribuição normal, ou seja,

f(x) =

√

κ

2πkBT
exp

(

− κx2

2kBT

)

. (2.41)

2.4 Simulações estocásticas

Conforme discutido na Ref. [59], a trajetória da partícula pode ser obtida através

de simulações de dinâmica Browniana superamortecida considerando o método de Euler

que fornece a seguinte equação discretizada

x
(n)
i+1 = x

(n)
i − κ

ζ
x
(n)
i ∆τ +

√

2
kBT

ζ
∆τ N(0, 1) , (2.42)

onde κ é a constante elástica efetiva do material, kB é a constante de Boltzmann, T é a

temperatura absoluta do meio, ζ = κτc é o coeficiente de fricção médio do solvente e N(0, 1)

é uma variável gaussiana com média zero e variância igual a um. Como discutido no início

desta seção, consideramos um coeficiente de fricção dependente da posição ν = ν(R⃗) para

levar em conta as micro-heterogeneidades do sistema. Assim, a Eq. 2.42 fica

x
(n)
i+1 = x

(n)
i − κ

νn
x
(n)
i ∆τ +

√

2
kBT

νn
∆τ N(0, 1). (2.43)
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Portanto, a n-ésima partícula exibirá uma única trajetória que sondará a n-ésima região

mesoscópica dentro da amostra (veja, por exemplo, a Fig. 2.2). Aqui, assim como na

relação estabelecida pela Eq. 2.21, consideramos que

νn = p
ζ

ξn
, (2.44)

com ξn sendo a n-ésima variável aleatória amostrada de acordo com uma função de distri-

buição gama dada pela Eq. 2.19. Portanto, com a escolha de νn dada pela expressão 2.44,

a equação de Langevin discretizada, Eq. 2.43, se torna

x
(n)
i+1 = x

(n)
i −

(

1

p

κ

ζ
ξn

)

x
(n)
i ∆τ +

√

2
kBT

κ

(

1

p

κ

ζ
ξn

)

∆τ N(0, 1) , (2.45)

que pode ser utilizada para simular a n-ésima região mesoscópica distinta dentro da amos-

tra que apresenta propriedades viscoelásticas ligeiramente diferentes. Ainda, podemos

interpretar a expressão 2.45 como uma expressão para um meio que apresenta diferentes

constantes de mola locais εn que são dadas por

εn =

(

κ

p

)

ξn , (2.46)

assim como definido na Seção 2.3.2. Além disso, vale notar que, com base na Eq. 2.45,

têm-se que a função de correlação das forças que agem na n-ésima partícula de prova pode

ser escrita como [62]

⟨f̃a(τ)f̃a(τ ′)⟩n = 2
kBT

κ

εn
ζ
δ(τ − τ ′) , (2.47)

o que significa que o teorema da flutuação-dissipação é localmente válido, onde “local”

aqui significa que a trajetória da partícula de prova está espacialmente localizada dentro

de uma região mesoscópica que é caracterizada por um único valor de εn.

A Fig. 2.3 apresenta resultados obtidos a partir de simulações numéricas que não

apenas validam o algoritmo que acabamos de descrever, mas também demonstram os re-

sultados teóricos obtidos a partir do modelo KVMH, ilustrando suas principais diferenças

em relação ao modelo KV usual. Na Fig. 2.3(a) incluimos a distribuição de constantes

de mola locais ρ(ε), Eq. 2.33, e a correspondente distribuição de tempos característicos

H(λ), Eq. 2.35, que foram utilizadas para se realizar as simulações. A Fig. 2.3(b) mostra

os MSDs obtidos para os modelos KV e KVMH, dados pelas Eqs. 2.15 e 2.30, respectiva-

mente. Assim, os dois modelos apresentam os mesmos comportamentos assintóticos para

tempos curtos e longos, onde observamos um comportamento linear, ⟨∆x2⟩ ≈ 2(kBT/ζ)τ ,

e um platô ⟨∆x2⟩ ≈ kBT/κ, respectivamente. Além disso, como indicam os resultados

numéricos apresentados no painel inserido em (b), a razão δ(τ) = ⟨∆x2⟩/τ segue o com-

portamento esperado de acordo com os resultados analíticos denotados pelas linhas pretas.
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Figura 2.3: Resultados numéricos e teóricos obtidos para os modelos KVMH e KV. (a):
Histograma (barras cinzas) e distribuição analítica (linha azul contínua), Eq. 2.33, de
constantes elásticas locais ρ(ε) com p = 0, 7 e κ = 2, 8.10−6 pN/nm. Painel interno:
Histograma e distribuição analítica de tempos característicos H(λ), Eq. 2.35. (b) e
(c) incluem comparações entre os resultados obtidos das simulações e as curvas espe-
radas considerando os modelos Kelvin-Voigt (KV), Eq. 2.15 (MSD) e Eq. 2.16 (coefici-
ente de difusão D(τ)) com T = 298K, κ = 2, 8.10−6 pN/nm e ζ = 0, 28.10−6 pN.s/nm
(linha preta tracejada), e Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), Eq. 2.30
(MSD) e Eq. 2.31 (coeficiente de difusão D(τ) com T = 298K, κ = 2, 8.10−6 pN/nm,
ζ = 0, 28.10−6 pN.s/nm e p = 0, 7 (linha preta contínua). Nas simulações foram con-
siderados ∆τ = 10−4 s e Nt = 105 trajetórias; (b): Coeficiente de difusão dependente
do tempo, D(τ) = (1/2de)d⟨∆r2(τ)⟩/dτ ; (c): Deslocamento quadrático médio ⟨∆r2(τ)⟩.
Interno: Razão δ(τ) = ⟨∆r2(τ)⟩/τ .

Por exemplo, para o KVMH, δ(τ) é dado pela Eq. 2.25 dividida por τ , então é constante

em tempos curtos e, em tempos posteriores, exibe um decaimento algébrico proporcional

a τ−1, com δ(τ) dado por uma constante, ou seja, Eq. 2.27, dividida por τ . Apesar de a

diferença entre os resultados dos modelos KV e KVMH aqui ser notável, o comportamento

do coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) = (2de)
−1d⟨∆r2(τ)⟩/dτ mostrado na

Fig. 2.3(c) evidencia melhor essa diferença, onde observa-se um decaimento exponencial

para o modelo KV, Eq. 2.16, e um decaimento em lei de potência para o modelo KVMH ,

Eq. 2.31, com D(τ) ∝ τ−1,7 para p = 0, 7. Observamos que, na prática, a derivada usada

para calcular o coeficiente de difusão foi determinada numericamente a partir do MSD

através da expressão D(τ) = ⟨∆x2⟩p(τ)/2τ , onde p(τ) = dln⟨∆x2⟩/dlnτ é o expoente

efetivo do MSD. Vale mencionar que o comportamento em lei de potência observado de

D(τ) em tempos longos, e que corresponde à Fig. 2.1, está qualitativamente de acordo

com dados experimentais [48].

Na Fig. 2.4(a)-(f) mostramos as distribuições de van Hove f(x, τ) obtidas nu-

mericamente em diferentes tempos τ , juntamente com as distribuições analíticas espera-

das para tempos curtos dadas pela Eq. 2.40 e distribuições Gaussianas previstas pelo

modelo KV definido, dadas pela Eq. 2.41 (linhas tracejadas). A função incorporada

scipy.special.kv da biblioteca Scipy em Python foi usada para gerar a função de Bessel K

[70]. Para gerar a função de Bessel Kψ(x) para ordens ψ pequenas e x > 0, o algoritmo
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utiliza a seguinte representação integral [69]

Kψ(x) = sec

(

ψπ

2

)
∫ ∞

0

cos(x senht′) cosh(ψt′)dt′, (2.48)

onde −1 < Re ψ < 1. A recorrência direta gera ordens superiores. Para x < 0, Kψ é

obtida pela seguinte relação [71]

Kψ(ze
mπi) = e−mψπiKψ(z)− πi sen(mψπ) cossec(ψπ) Iψ(z), (2.49)

onde z é um número complexo, i2 = −1, m é um inteiro e Iψ é a função de Bessel

modificada de primeira ordem ψ. A computação de K para ordens grandes é realizada

usando suas expansões assintóticas uniformes [71].

A Fig. 2.4 indica que as distribuições obtidas em tempos curtos são similares a Eq.

2.40, mas se aproximam de Gaussianas em tempos longos. A fim de mensurar o desvio

das distribuições numericamente obtidas de distribuições Gaussianas, obtemos o excesso

de curtose, definido como

Sk(τ) =
Nt
∑

j=1

[xj(τ)− x̄(τ)]4

(Nt − 1)σx(τ)4
− 3, (2.50)

onde Nt é o número de trajetórios, x̄ é a média e σ é o desvio padrão da distribuição.

Para uma distribuição Gaussiana, Sk = 0. Na Fig. 2.4(g) mostramos o excesso de

curtose obtido para as distribuições. Aqui, observa-se que o excesso de curtose obtido

para as distribuições em diferentes tempos é maior para tempos curtos. Adicionalmente,

o excesso de curtose se aproxima de zero em tempos posteriores, uma vez que ele é zero

para distribuições Gaussianas. Um excesso de curtose diferente de zero em tempos curtos

é justamente o observado em experimentos de microrreologia com géis que possuem uma

estrutura heterogênea [18]. Nestes experimentos, um excesso de curtose nulo é observado

para tempos de agregação curtos em qualquer tempo τ (caracterizando a fase sol da

amostra) seguido por um aumento no excesso de curtose conforme a amostra se gelifica e

torna-se mais heterogênea (caracterizando a fase gel). Neste caso, o aumento no excesso

de curtose é claramente causado pela presença de estruturas heterogêneas no material,

que é também observado com a emergência de distribuições não-Gaussianas [3, 4].

2.5 Aplicação a dados experimentais

Nesta seção, apresentamos uma comparação entre as expressões obtidas para o mo-

delo KVMH e alguns dados experimentais para validar nossa abordagem. Em particular,

apresentamos resultados para géis de poliacrilamida e laponite.

Como mencionado na Seção 2.2.2, as Eqs. 2.4 e 2.8 permitem obter o módulo de
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Figura 2.4: (a)-(f): Distribuições de van Hove f(x, τ) em diferentes tempos τ para o
modelo KVMH, definido por constantes elásticas locais ε distribuídas de acordo com 2.33,
onde p = 0, 7 e κ = 2, 8.10−6 pN/nm. Símbolos preenchidos correspondem a histogramas
avaliados à partir dos dados numéricos obtidos por simulações de dinâmica Browniana em
uma dimensão (de = 1) como descrito na seção 2.4, com T = 298K, κ = 2, 8.10−6 pN/nm,
ζ = 0, 28.10−6 pN.s/nm, p = 0, 7, ∆τ = 10−4 s e Nt = 105 trajetórias. Linhas pretas
contínuas denotam a distribuição analítica esperada para tempos curtos, dada pela Eq.
2.40, enquanto linhas pretas tracejadas correspondem a distribuições Gaussianas, Eq.
2.41. (g): Excesso de curtose, Eq. 2.50.

cisalhamento complexo G∗(ω) do material a partir do MSD. Infelizmente, neste trabalho

não fomos capazes de derivar expressões analíticas exatas para o módulo complexo G∗(ω)

do modelo KVMH, então computamos numericamente a transformada de Fourier-Laplace

Ĵ(ω) através da Eq. 2.10.
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Gel de poliacrilamida

Incluímos na Fig. 2.5 resultados obtidos a partir dos dados experimentais retirados

de [72], onde experimentos de microrreologia foram realizados com géis de poliacrilamida

quimicamente reticulados. Os experimentos foram realizados usando a técnica de ras-

treamento de partículas com esferas de poliestireno de aldeído amidina positivamente

carregadas, com raio a = 0, 05µm à temperatura ambiente (T = 298K).
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Figura 2.5: Comparação entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denotados
pelos círculos vermelhos preenchidos) obtidos da Ref. [72] e resultados teóricos do modelo
de Kelvin-Voigt usual (KV), onde T = 298K, κ = 2, 75 pN/µm e τc = 0, 14 s, e o modelo
de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH) onde T = 298K, κ = 2, 75 pN/µm,
τc = 0, 14 s e p = 1, 67. (a) MSD ⟨∆r2(τ)⟩ após 12h, onde realizamos uma interpolação
suavizada [73], Eq. 2.51 com ϕ = 0, 003, no logaritmo natural dos dados a fim de obter
o coeficiente de difusão D(τ). A linha pontilhada vertical indica o valor de τ = 0.1 s.
(b) Distribuições de van Hove f(x) em τ = 0, 1 s. Círculos pretos preenchidos denotam
a distribuição obtida das simulações e a linha pontilhada corresponde à distribuições
Gaussianas, Eq. 2.41. Os resultados de simulação correspondem a Nt = 105 trajetórias
produzidas através da Eq. 2.45 com ∆t = 10−3 s e parâmetros κ, τc e p obtidos do ajuste.
(c) Coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ). (d) Módulo de armazenamento
G′(ω) (círculos preenchidos) e módulo de perda G′′(ω) (círculos vazios). O módulo de
cisalhamento complexo foi obtido de ⟨∆r2(τ)⟩ via Eq. 2.8 e usando o método numérico
descrito em [60] (Eq. 2.10).

De maneira similar ao observado no MSD obtido por simulações numéricas na Fig.

2.3(c), na Fig. 2.5(a) o MSD apresenta um comportamento aproximadamente linear a

tempos curtos (evidenciando uma difusão aproximadamente livre nessa escala de tempo)

e um platô a tempos longos (evidenciando o aprisionamento das partículas de prova nas

microestruturas do gel). Na Fig. 2.5, mostramos as distribuições de van Hove f(x) em

τ = 0, 1 s obtidas experimentalmente e através de simulações como descrito na seção
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2.4, com os parâmetros obtidos do ajuste com o modelo KVMH. É notável aqui a boa

concordância entre os resultados experimentais e simulacionais e, como esperado para

um material heterogêneo, a não-Gaussianidade das distribuições. A Fig. 2.5(c) mostra o

coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ).

Devido à natureza ruidosa dos dados do MSD, o coeficiente de difusão D(τ) foi

obtido a partir de uma interpolação suavizada (veja ref. [73] para uma descrição do

algoritmo). A idéia é que, dada uma sequência de Nk medições {v1, v2, · · · , vNk
}, devemos

minimizar

ϕ

Nk
∑

j=1

[vj(τ)− hj(τ)]
2 +

Nk−2
∑

j=1

[hj+2(τ)− 2hj+1(τ) + hj(τ)], (2.51)

onde hj(τ) é a sequência que estamos procurando para interpolar os dados e ϕ é um

parâmetro real positivo de suavização . Quanto maior ϕ, mais a interpolação converge

para a sequência medida. Quanto menor ϕ, mais suavizada é a interpolação.

Assim como observado nos resultados obtidos por simulações numéricas na Fig.

2.3(b), a diferença entre a predição entre os modelos KV e KVMH é ainda mais evidente

aqui, onde o decaimento exponencial do KV não ajusta satisfatoriamente o decaimento

em lei de potência dos dados experimentais. Também é interessante notar da Fig. 2.5(d)

como o modelo KVMH descreve melhor o comportamento do módulo de cisalhamento

complexo G∗, especificamente no regime de baixas frequências de G′′ e no regime de altas

frequências de G′.

Subsequentemente, examinamos um gel de poliacrilamida em experimentos utili-

zando a técnica de Espalhamento Dinâmico de Luz (ou, do inglês, dynamic light scattering,

DLS). A técnica de DLS com detecção em múltiplos ângulos da Brookhaven Co. foi usada

para a caracterização de todas as amostras. As medições de DLS foram realizadas usando

um laser com comprimento de onda igual a λ′ = 632, 8 nm. Através das medições de DLS,

obtém-se a função de correlação de intensidade normalizada g(2)(τ) = ⟨I(0)I(τ)⟩/⟨I2⟩ da

intensidade de espalhamento I(τ). Para garantir que a média real do conjunto foi obtida,

um grande orifício antes do detector de fótons foi utilizado, e a média final foi resultado

de diferentes posições nas amostras. Usando isso, pode-se obter o MSD através de [48]

〈

∆r2 (τ)
〉

= − 6

q2
ln

(

g(2)(τ)− 1− σ + β

β

)1/2

, (2.52)

onde q = (4µπ/λ′)sin(θ/2) é o módulo do vetor de espalhamento que é obtido do com-

primento de onda λ′, do índice de refração µ = 1.331 e do ângulo de espalhamento θ. Os

parâmetros β e σ correspondem a extrapolação da função de autocorrelação para τ → 0

para espalhamento homodino (neste caso, partículas padrão de poliestireno em solução

aquosa) e espalhamento heterodino (partículas de poliestireno em géis), respectivamente

[74].
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O gel de poliacrilamida foi sintetizado através dos seguintes componentes químicos:

acrilamida (A8887), bis-acrilamida (M7279), tetrametiletilenodiamina (TEMED) (T7024)

, persulfato de amônio (APS) (A3678), todos adquiridos pela SIGMA-ALDRICH. A sín-

tese foi feita à temperatura ambiente (T ≈ 298 K) usando uma razão de acrimalida e

bis-acrilamida de 30:1, com concentração total de 4, 14%m/m. Após, foi adicionado 5µL

de solução com partículas de poliestireno (de raio a = 0, 5µm). Para iniciar a reação, 5

mL de solução APS com 0, 404% m/m e 10µL de TEMED foi adicionada. A amostra foi

mantida a 0◦C para reagir durante toda a noite. As medições foram feitas à temperatura

ambiente, com 3 horas de duração, 6 acumulações (média de 6 medições) em diferentes

posições da amostra e para um ângulo de espalhamento igual a 40◦. Esse experimento

foi realizado pelo então aluno de Iniciação Científica Kairon Márcio de Oliveira (UFV) e

pelo Prof. Alvaro Vianna Novaes de Carvalho Teixeira (UFV).

Na Fig. 2.6, mostramos os dados obtidos através dos experimentos de DLS com o

gel de poliacrilamida, juntamente com uma comparação entre os modelos KV e KVMH.

A função de correlação de intensidade normalizada g(2)(τ) − 1 é exibida na Fig. 2.6(a).

Ambos os modelo KV e KVMH descrevem bem o comportamento de g(2)(τ)−1 a tempos

curtos (τ ∼ 10µs) e longos (τ ∼ 104 µs), caracterizados por valores aproximadamente

constantes. Apenas o modelo KVMH, porém, ajusta bem a função no domínio de tempos

intermediários. A Fig. 2.6(b) exibe o MSD das partículas de prova de poliestireno, obtido

através da Eq. 2.52, enquanto as Figs. 2.6(c) e 2.6(d) mostram o coeficiente de difusão

dependente do tempo D(τ) e os módulo de cisalhameno G′(ω) e G′′(ω), respectivamente.

Similarmente aos resultados observados com o gel de poliacrilamida vistos na Fig. 2.5, o

modelo KVMH mostra-se mais adequado para descrever os dados experimentais, apesar

da disparidade do ajuste dos dois modelos ser pequena.

A baixa disparidade entre os modelos KV e KVMH na Fig.2.6 pode ser explicada

pelo alto valor de p = 5, 98 (parâmetro da distribuição de constantes elásticas ρ(ε), Eq.

2.33). Para p ≫ 1, ρ(ε) aproxima-se de uma distribuição normal com média κ e variância

κ2/p. Então, conforme p aumenta e a variância diminui, ρ(ε) torna-se estreita e com um

pico centrado na média κ. Este é precisamente o caso do semissólido Kelvin-Voigt (KV),

onde o material é caracterizado por apenas uma constante de mola κ. Assim, o resultado

de p = 5.98 indica que o gel de poliacrilamida sintetizado é razoavelmente homogêneo.

Gel de laponite

O modelo KVMH também pode ser empregado para estudar o processo de gelifi-

cação. Foi sintetizado uma amostra de 10 mL de hidrogel de Laponite em uma concen-

tração de 3%m/m, juntamente com um solução com partículas de poliestireno (com raio

a = 0, 5µm). A amostra foi agitada e sonificada durante alguns minutos para misturar

a Laponite em solução. As medições foram feitas à temperatura ambiente (T ∼ 298K)

e com um ângulo de espalhamento de 90◦. Esse experimento foi realizado pelos então
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Figura 2.6: Comparação entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denota-
dos pelos círculos vermelhos preenchidos) e resultados teóricos do modelo de Kelvin-
Voigt usual (KV), onde T = 298K, κ = 1, 52.10−2 pN/nm, τc = 636, 47µs e o mo-
delo de Kelvin-Voigt model com micro-heterogeneidades (KVMH), onde T = 298K,
κ = 1, 52.10−2 pN/nm, τc = 636, 47µs, p = 5, 98. (a) Função de correlação de intensidade
normalizada g(2)(τ)− 1. (b) MSD ⟨∆r2(τ)⟩ após 24h, onde realizamos uma interpolação
suavizada [73], Eq. 2.51 com ϕ = 0, 4, no logaritmo natural dos dados a fim de obter o
coeficiente de difusão D(τ). (c) Coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ). (d)
Módulo de armazenamento G′(ω) (círculos preenchidos) e Módulo de perda G′′(ω) (cír-
culos vazios). O módulo de cisalhamento complexo foi obtido de ⟨∆r2(τ)⟩ via Eq. 2.8 e
usando o método númerico descrito em [60] (Eq. 2.10).

alunos de Iniciação Científica Tiago Nascimento de Azevedo (UFV, responsável pela pre-

paração das amostras, curadoria de dados e análise formal) e Hugo Pereira Maia (UFV,

responsável pela preparação das amostras, curadoria de dados e análise formal) e pelo

Prof. Alvaro Vianna Novaes de Carvalho Teixeira (UFV, responsável pela preparação das

amostras, curadoria de dados, análise formal, metodologia, supervisão e validação).

Na Fig. 2.7(a) exibimos o coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) para

diferentes tempos de agregação τω. A diminuição de D(τ) com o aumento de τω evidencia

o aprisionamento crescente das partículas na microestruturas do gel conforme o gel é for-

mado. O aumento na rigidez do material pode ser visto pelo aumento de κ na Fig. 2.7(b).

Pesquisas anteriores estabeleceram que este gel é composto de agregados micrométricos

que exibem comportamento fractal [75, 76]. Agora, podemos relacionar o expoente p com

a dimensão espectral ds, que caracteriza a topologia da rede [77]. Para tempos muito

longos, temos que D(τ) ∝ τ−ds/2. Neste regime, a Eq. 2.31 fornece D(τ) ∝ τ−(1+p).

Assim, p e ds são relacionados por ds = 2(1 + p). O valor de satução de p = 0, 2, Fig.

2.7(b), correponde a ds = 2, 4, cujo valor é próximo ao observado em experimentos com

outros géis [48]. Adicionamente, o baixo valor de p = 0, 2 indica que a distribuição de



2 Microrreologia com micro-heterogeneidades 40

constantes elásticas ρ(ε) (Eq. 2.33) se desvia consideravelmente de uma distribuição es-

treita e centrada em um valor κ (ver discussão ao final da Subseção 2.5), o que evidencia

a alta heterogeneidade do gel de Laponite.
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Figura 2.7: (a) e (b) mostram o coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) de
partículas de poliestireno micrométricas (a = 0, 5µm) durante a gelificação de um gel de
Laponite (T = 298K) para diferentes tempos de agregação τw e os parâmetros p, κ e τc
obtidos através de ajustes com o modelo KVMH (linhas pretas contínuas, eq. 2.31) em
função de τw, respectivamente. A seta indica o aumento do tempo τw.
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Capítulo 3

Microrreologia com

micro-heterogeneidades - Processos

não-Markovianos

3.1 Motivação

Embora o modelo KVMH desenvolvido anteriormente capture o comportamento

do coeficiente de difusão D(τ) em decaimento de lei de potência para tempos longos e pre-

veja distribuições de van Hove não-Gaussianas, ele não consegue descrever corretamente o

regime subdifusivo comumente observado no MSD de partículas de prova em tempos cur-

tos nesses sistemas, como soluções de filamentos de actina [14], géis de polímero Carbopol

[78] e géis de poliacrilamida [50]. De fato, o modelo KVMH prevê que, em tempo curtos,

o MSD se comporte como ⟨∆x2(τ)⟩ ∝ τ . A Fig. 3.1 exibe um exemplo de MSD onde,

em tempos curtos, as partículas difundem subdifusivamente com ⟨∆x2⟩ ∝ τ 0,5. Conforme

discutido em [13], onde uma abordagem de Langevin superamortecida generalizada é uti-

lizada, o comportamento linear do tipo ⟨∆x2⟩ ∝ τ indica que a dinâmica das partículas de

prova é governada por processos Markovianos. Em contraste, o comportamento subdifu-

sivo observado na Fig. 3.1 sinaliza a presença de processos não-Markovianos na dinâmica

estocástica dessas partículas. No capítulo anterior, simplificamos o modelo KVMH ao

ignorar efeitos não-Markovianos, assumindo que a dinâmica das partículas obedece a uma

equação de Langevin simples. Neste capítulo, ampliamos essa abordagem, formulando

uma versão generalizada do modelo KVMH. Assumimos que a dinâmica das partículas de

prova é regida por uma equação de Langevin generalizada (ou, em inglês, generalized Lan-

gevin equation, GLE), que incorpora efeitos de memória e descreve interações temporais

mais complexas entre partículas e o material.
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Figura 3.1: Comparação do MSD ⟨∆x2(τ)⟩ obtido de dados de simulações estocásticas (de-
notados por círculos vermelhos preenchidos) e de resultados teóricos do modelo de Kelvin-
Voigt não-Markoviano (NM-KV) e o modelo de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades
não-Markoviano (NM-KVMH) introduzido aqui.

3.2 Modelo de Kelvin-Voigt não-Markoviano (NMKV)

Considerando o movimento estocástico unidimensional (de = 1) de uma partícula

browniana presa em um potencial harmônico, U(x) = κx2/2, a equação de Langevin

generalizada (GLE) assume a forma [79]:

dpx(τ)

dτ
= −κx−

∫ τ

−∞

ζ(τ − τ ′)
px(τ

′)

m
dτ ′ + fa(τ), (3.1)

onde m é a massa da partícula, px é a componente x do momento linear da partícula,

kB é a constante de Bolztamnn e T é a temperatura. A função kernel de memória

ζ(τ − τ ′) indica que a partícula está sujeita a um potencial não-Markoviano e descreve

como estados passados influenciam a dinâmica futura. A força aleatória fa(τ) possui

média nula, ⟨fa(τ)⟩ = 0, e está relacionada com a função kernel de memória através do

teorema da flutuação-dissipação (FDT) [79]:

⟨fa(τ)fa(τ ′)⟩eq = kBTζ(τ − τ ′). (3.2)

No caso de uma dinâmica Markoviana onde a resposta do meio é instantânea, como

assumido na Eq. 2.12 da Seção 2.2.2 anterior, a função memória é dada por uma função

delta, isto é, ζ(τ − τ ′) ∝ δ(τ − τ ′). A eliminação do termo inercial dpx(τ)/dτ da GLE,

Eq. 3.1, não é tão direta quanto no caso da equação de Langevin usual, Eq. 2.12. Para
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isso, tomemos a transforma de Fourier bilateral da GLE, Eq. 3.1:

−mω2x̂(ω) = −κx̂(ω)− iωζ(ω)x̂(ω) + f̂a(ω), (3.3)

onde x̂(ω) ≡
∫∞

−∞
x(τ)e−iωτdτ é a transformada de Fourier bilateral do deslocamento da

partícula de prova e ζ(ω) é a tranformada de Fourier unilateral do kernel de memória. No

domínio da frequência, a Eq. 3.2 fica [79]:

⟨f̂a(ω)f̂a(ω′)⟩eq = 2πkBTδ(ω + ω′)ζ̂(ω), (3.4)

onde a presença do termo δ(ω+ω′) indica que fa é um processo estacionário. Tomando o

lado esquerdo da Eq. 3.3 igual a zero e isolando x, obtemos a GLE sem inércia no espaço

de Fourier:

iωx̂(ω) = −κµ(ω)x̂(ω) + ĝa(ω), (3.5)

onde µ(ω) é a tranformada de Fourier unilateral da função memória do movimento supe-

ramortecido, definida como [79]

µ(ω) ≡ 1

ζ(ω)
. (3.6)

O termo ĝa(ω) em 3.5 é um ruído colorido definido como

ĝa(ω) ≡ µ(ω)f̂a(ω), (3.7)

e que satisfaz o teorema da flutuação-dissipação:

⟨ĝa(ω)ĝa(ω′)⟩eq = 2πkBTδ(ω + ω′)µ̂(ω). (3.8)

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. 3.5, obtemos finalmente a GLE

superamortecida no domínio do tempo:

dx(τ)

dτ
= −κ

∫ τ

−∞

µ(τ − τ ′)x(τ ′)dτ ′ + ga(τ), (3.9)

onde

⟨ga(τ)ga(τ ′)⟩eq = kBTµ(τ − τ ′). (3.10)

Como mencionado em [13], com uma escolha apropriada de parâmetros associados à

função memória µ(τ − τ ′), a solução da Eq. 3.9 produz um MSD da forma

⟨∆x2(τ)⟩ = kBT

κ∗

{

1− exp

[

−
(

τ

γ∗

)n∗
]}

, (3.11)
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onde γ∗ é um tempo característico e n∗ é um expoente relacionado ao comportamento

subdifusivo não-Markoviano que, como mencionado na Seção 2.3.1, pode eventualmente

ser observado em tempos curtos na faixa 0, 5 < n∗ < 1 em experimentos de microrreologia

[14, 78, 50]. Justamente por levar em conta a não-Markovianidade dos processos difusivos,

a Eq. 3.9 produz um MSD com um expoente n∗ variável e que pode ser visto como um caso

mais geral do MSD do modelo de KV discutido na Seção 2.2.2, Eq. 2.15, que é recuperado

para n∗ = 1. Importante ressaltar que devido à sua ampla adoção na literatura para

descrever dados experimentais [43, 44, 45, 48], utilizaremos a Eq. 3.11 como comparação

em relação ao modelo de Kelvin-Voigt não-Markoviano com micro-heterogeneidades (NM-

KVMH) descrito na Seção seguinte. Adicionalmente, o coeficiente de difusão dependente

do tempo D(τ) pode ser avaliado através da derivada do MSD (ver, por ex., Eq. 2.31), e

é dado por

D(τ) =
n∗kBT

κ∗(γ∗)n∗
τn

∗−1 exp

[

−
(

τ

γ∗

)n∗
]

. (3.12)

Analogamente ao MSD, a expressão 3.12 pode ser vista como um caso mais geral do

coeficiente de difusão do modelo KV discutido na Seção 2.2.2, Eq. 2.16, que é recuperado

para n∗ = 1. Como mencionado como motivação do capítulo anterior e na descrição

do modelo KVMH na Seção 2.3, o decaimento exponencial em 3.12 e 2.16 tipicamente

não é observado em experimentos de microrreologia [48, 49, 50], onde um decaimento

em lei de potência, isto é, D(τ) ∝ τ−(1+αn∗), geralmente é observado e indica a presença

de micro-heterogeneidades [13], com α sendo um expoente que fornece uma medida do

decaimento.

3.3 Modelo de Kelvin-Voigt não-Markoviano com micro-

heterogeneidades (NM-KVMH)

Seguindo a concepção do modelo KVMH introduzida na Seção 2.3, assumimos

que o MSD (isto é, a média sobre trajetórias de partículas de prova que experimentam

diferentes propriedades viscoelásticas devido às micro-heterogeneidades) pode ser avaliado

como

⟨∆x2(τ)⟩ =
∫ ∞

0

⟨∆x2(τ)⟩ξ ρ(ξ) dξ , (3.13)

onde as propriedades microrreológicas localmente definidas de regiões mesoscópicas dentro

do sistema são incorporadas no modelo através de uma distribuição gama [63], dada pela

Eq. 2.19. Do ponto de vista teórico, assumimos que os efeitos não-Markovianos podem

ser descritos por um MSD local ⟨∆x2(τ)⟩ξ, o qual pode ser expresso como uma série finita
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de Prony [79] de Nm + 1 modos

⟨∆x2(τ)⟩ξ =
2kBT

κ
−

Nm+1
∑

j=1

qj exp

(

− τ

γj,ξ

)

, (3.14)

em que qj e γj,ξ são parâmetros que definem o MSD, e γj,ξ são parâmetros que definem as

propriedades microrreológicas locais em termos de um conjunto de parâmetros {γj}, isto

é,

γj,ξ ≡
p

ξ
γj. (3.15)

Nota-se que a expressão 3.14 produz uma difusão normal (MSD linear) em tempos cur-

tos (τ ≪ γj,ξ), dada por ⟨∆x2(τ)⟩ξ ≈
∑

j(qj/γj,ξ)τ . Consequentemente, no regime

de tempos curtos, o coeficiente de difusão é aproximadamente constante e dado por

Dξ = (1/2)(
∑

j qj/γj,ξ).

Inserindo a Eq. 3.14 na Eq. 3.13 e calculando a integral [69], obtemos uma

expressão para o MSD para o modelo NM-KVMH

⟨∆x2(τ)⟩ = 2kBT

κ
−

Nm+1
∑

j=1

qj

(

1 +
τ

pγj

)−p

. (3.16)

O coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) avaliado através da derivada do MSD

(ver, por ex., Eq. 2.31) é dado por

D(τ) =
1

2

Nm+1
∑

j=1

qj
γj

(

1 +
τ

pγj

)−(1+p)

. (3.17)

3.4 Simulações estocásticas

A fim de obter as equações estocásticas diferenciais (ou, do inglês, stochastic dif-

ferential equations, SDEs) associadas ao modelo NM-KVMH, assumimos que o módulo

de cisalhamento complexo do material em uma região mesoscópica é descrito em termos

de uma série finita de Nm modos (termos) e um elemento puramente viscoso que leva em

conta a presença de um solvente [79]

G∗
n(ω) = iωη

(n)
0 +

Nm
∑

j=1

gj,nλj,niω

1 + λj,niω
, (3.18)

onde Nm é o número de modos (termos) da série, η(n)0 é a viscosidade do elemento pu-

ramente viscoso, e gj,n e λj,n são o módulo elástico e o tempo de relaxação do j-ésimo

modo na n-ésima região, respectivamente. A partir do módulo de cisalhamento complexo

G∗
n(ω), podemos obter a transformada de Fourier da função memória ζ̄n(ω) através da
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seguinte representação da Relação de Stokes generalizada (GSR) [79]

ζ̄n(ω) =
6πG∗

n(ω)a

iω
, (3.19)

onde a é o raio da partícula de prova. Vale ressaltar que a relação 3.19 assume que os

efeitos da inércia do fluido são desprezíveis. Inserindo a Eq. 3.18 na GSR, Eq. 3.19,

obtém-se:

ζ̄n(ω) = ζ
(n)
0 +

Nm
∑

j=1

Hj,nλj,n
1 + λj,niω

, (3.20)

onde Hj,n = 6πagj,n e ζ(n)0 = 6πaη
(n)
0 . Uma vez que ζ̄n(ω) ≡ 1/µ̄n(ω), obtemos a transfor-

mada de Fourier da função memória para a GLE superamortecida, Eq. 3.5, e, tomando a

transformada inversa do resultado, obtém-se finalmente [79]

µn(τ) = µ
(n)
0 δ(τ)−

Nm
∑

j=1

cj,n exp (−τ/Λj,n), (3.21)

onde os parâmetros µ(n)
0 , cj,n e Λj,n podem ser obtidos a partir dos parâmetros ζ(n)0 , Hj,n

e λj,n definidos para a função memória ζn(τ), Eq. 3.20, através da metodologia descrita

no Apêndice A.I. Nessa estrutura, a equação diferencial estocástica do deslocamento x(τ)

da n-ésima partícula que sonda a n-ésima região mesoscópica dentro da amostra é dada

por [79]

dx(n)(τ) =−
(

κµ0
(n)x(n)(τ)dτ +

Nm
∑

j=1

cj,nQ
(n)
x,j

µ0
(n)

)

dτ

+

√

√

√

√2kBT

(

µ0
(n) −

Nm
∑

j=1

cj,nΛj,n

)

dWx,0(τ) +
Nm
∑

j=1

√

2kBTcj,nΛj,ndWx,j(τ),

(3.22)

ondeQx,j são variáveis estocásticas auxiliares que mapeiam o sistema original não-Markoviano

em um sistema Markoviano e obedecem a EDE abaixo [79]

dQ
(n)
x,j (τ) = −

(

κµ0
(n)x(n)(τ) +

Q
(n)
x,j (τ)

Λj,n

)

dτ+

√

2kBTµ0
2(n)

cj,nΛj,n
dWx,j(τ), (j = 1, 2, . . . , Nm).

(3.23)

A escolha dos parâmetros da simulação foi realizada de forma que o MSD resultante em

3.11 comporte-se da forma ⟨∆x2(τ)⟩ ∝ τ 0,5, isto é, com n∗ = 0, 5, em tempos curtos

(τ ≪ τ ∗). Com base na Ref. [80], assumimos 8 modos (Nm = 7) para o MSD na Eq.

3.14 e os valores de referência qref
j e γref

j dados na Tabela 3.1. Em seguida, obtivemos,

para cada caminhante, os parâmetros γj,n através da Eq. 3.15 utilizando esses valores de



3 Microrreologia com micro-heterogeneidades - Processos não-Markovianos47

referência. Por fim, através do procedimento descrito no Apêndice A.II, obtivemos, para

cada caminhante, os parâmetros µ(n)
0 , cj,n e Λj,n que definem a função memória µn(τ), Eq.

3.21.

j qref
j (µm2) γref

j (s) crefj (kg−1) Λref
j (s)

1 0,0001362999217608 12,92824 0,00254567214234844 10,7685962322
2 0,0005592407251536 5,25348 0,0196891753270592 3,36553596085
3 0,0007926638898024 2,15936 0,108434692727402 1,12993725205
4 0,0007372272522888 0,85266 0,619428342308303 0,37226046559
5 0,0005618961546408 0,31087 4,15439783260944 0,112543655
6 0,0003829638580992 0,10048 37,8758355208588 0,02888185614
7 0,0002428444829664 0,02694 1366,80028742428 0,00450386031
8 0,0002243656037952 0,00423

Tabela 3.1: Parâmetros de referência utilizados nas simulações estocásticas, onde assu-
mimos que o módulo de cisalhamento complexo, Eq. 3.18, é caracterizado por Nm = 7
modos. Os parâmetros de referência qref

j e γref
j caracterizam o MSD, Eq. 3.14, enquanto

os parâmetros crefj e Λref
j caracterizam a função memória da GLE superamortecida, Eq.

3.21. Esses parâmetros fornecem µref
0 = (1/2kBT )(

∑

j q
ref
j /γ

ref
j ) = 8, 3852 s.kg−1, com

T = 298K.

A Fig. 3.2 mostra a distribuição dos parâmetros γj,n (associados ao MSD, Eq.

3.14), Λj,n (associados à função memória µn(τ), Eq. 3.21) e do coeficiente de difusão

dependente do tempo Dn em tempos curtos, Dn = (1/2)(
∑

j qj/γj,n). Além de mostrar a

distribuição dos parâmetros γj associados ao modelo NM-KVMH, esse resultado evidencia

que a abordagem delineada para o modelo na Seção 3.3 pode ser pensada, de maneira equi-

valente, da perspectiva da heterogeneidade dos tempos de relaxação da função memória

µ(τ) e da difusividade Dn das partículas de prova.
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Figura 3.2: Distribuição de parâmetros associados ao modelo NM-KVMH, considerando
Nt = 105 trajetórias e parâmetros da Tabela 3.1. (a): Distribuição de parâmetros γj,n,
H(γj,n); (b): Distribuição de parâmetros Λj,n, H(Λj,n) e (c): Distribuição de coeficientes
de difusão Dn para tempos τ ≪ γj,n, H(Dn).

A Fig. 3.3 apresenta resultados obtidos a partir de simulações numéricas que, além

de validar o algoritmo que acabamos de descrever, demonstram os resultados teóricos
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obtidos a partir do modelo NM-KVMH, ilustrando suas principais diferenças em relação

ao modelo NM-KV. A Fig. 3.3(a) mostra os MSDs obtidos para os modelos NM-KV

e NM-KVMH, dados pelas Eqs. 3.11 e 3.16, respectivamente. Assim, os dois modelos

apresentam os mesmos comportamentos assintóticos para tempos curtos e longos, onde

observamos um comportamento subdifusivo, ⟨∆x2(τ)⟩ ∝ τ 0,5, e um platô ⟨∆x2(τ)⟩ ≈
kBT/κ, respectivamente. A Fig. 3.3(b) apresenta o coeficiente de difusão dependente do

tempo D(τ) = ⟨∆x2⟩p(τ)/2τ , onde p(τ) = dln⟨∆x2⟩/dlnτ é o expoente efetivo do MSD.

Nota-se que o modelo NM-KV mostra um decaimento exponencial, enquanto o modelo

NM-KVMH exibe um decaimento em lei de potência, D(τ) ∝ τ−1,7. Este comportamento

em lei de potência está em concordância com o valor analítico D(τ) ∝ τ−(1+αn∗) = τ−1,7,

com n∗ = 0, 5 e α = 2p = 1, 4, obtido em [13]. Vale dizer que as constantes κ∗ da Eq.

3.11 e κ da Eq. 3.16 se relacionam como κ = 2κ∗.
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Figura 3.3: Resultados numéricos e teóricos obtidos para os modelos NM-KV e NM-
KVMH. (a): Deslocamento quadrático médio ⟨∆x2(τ)⟩. Interno: Razão δ(τ) =
⟨∆x2(τ)⟩/τ . (b): Coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ). Resultados obti-
dos de simulação (círculos vermelhos) e as curvas obtidas do modelo NM-KV, Eq. 3.11 e
3.12 com T = 298K, κ∗ = 1, 130 pN/µm, τ ∗ = 1, 550 s e n∗ = 0, 5 (linha preta tracejada),
e do modelo NM-KVMH, istó é, Eqs. 3.16 e 3.17, com o mesmo T , κ = 2, 261 pN/µm
e parâmetros de referência qref

j e γref
j da Tabela 3.1, com p = 0, 7 (linha preta contínua).

Resultados numéricos foram obtidos com Nt = 105 trajetórias e ∆τ = 2.10−5 s.

Na Fig. 3.4 mostramos o módulo de armazenamento G′(ω) e o módulo de perda

G′′(ω) obtido do MSD exibido na Fig. 3.3(a) através da metodologia descrita na Se-

ção 2.2.1. O resultado do modelo NM-KVMH demonstra que a presença das micro-

heterogeneidades causa um efeito de suavização no módulo G′(ω) em tempos τ interme-

diários e, além disso, não afeta o valor do platô G′(ω0) = κ/6πa em baixas frequências,

onde ω0 ≪ (γ∗)−1. Por outro lado, o módulo de perda G′′(ω) é razoavelmente alterado na

presença de micro-heterogeneidades em baixas frequências, visto que no modelo NM-KV

têm-se G′′(ω) ∝ ω0.96 e no modelo NM-KVMH têm-se G′′(ω) ∝ ω0.80 (exibido no gráfico).
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Em altas frequências, e para os dois modelos, ambos os módulos G′(ω) e G′′(ω) exibem

um crescimento em lei de potência com ω0,5.
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Figura 3.4: Módulo de armazenamento G′(ω) (círculos preenchidos) e módulo de perda
G′′(ω) (círculos vazios) obtidos do ⟨∆x2(τ)⟩ via Eq. 2.8 e utilizando o método numérico
descrito em [60] (Eq. 2.10). Linhas pretas tracejadas denotam o resultado teórico obtido
do modelo NM-KV, Eq. 3.11 com T = 298K, κ∗ = 1, 130 pN/µm, τ ∗ = 1, 550 s e
n∗ = 0, 5, enquanto linhas pretas contínuas denotam o resultado teórico obtido do modelo
NM-KVMH, Eq. 3.16 com o mesmo T , κ = 2, 261 pN/µm, a = 3µm e parâmetros de
referência qref

j e γref
j da Tabela 3.1, com p = 0, 7.

Na Fig. 3.5(a)-(h) mostramos as distribuições de van Hove f(x, τ) obtidas numeri-

camente das simulações em diferentes tempos τ , juntamente com distribuições Gaussianas

(linhas tracejadas). A fim de mensurar o desvio das distribuições numericamente obtidas

de distribuições Gaussianas, na Fig. 3.5(i) exibimos o excesso de curtose Sk em função

do tempo τ , como definido na Eq. 2.50. Da mesma maneira como observado no modelo

KVMH na Seção 2.3.3, o excesso de curtose obtido aqui é não-nulo para tempos curtos,

evidenciando a não-Gaussianidade das distribuições de van Hove nessa escala de tempo, e

aproxima-se de zero em tempos longos. Desta maneira, assim como observado no modelo

KVMH, este resultado é um indicativo de que as micro-heterogeneidades são responsáveis

pelas distribuições não-Gaussianas observadas experimentalmente [18, 19, 51].
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Figura 3.5: (a)-(h): Distribuições de van Hove f(x, τ) para diferentes tempos τ obtidos
para o modelo NM-KVMH. Círculos preenchidos correspondem a histogramas avaliados
de Nt = 105 trajetórias obtidas de simulações de dinâmica Browniana em uma dimensão
(de = 1) como descrito na Seção 3.4, com T = 298K, κ = 2, 261 pN/µm, ∆τ = 2.10−5 s e
parâmetros de referência qref

j e γref
j da Tabela 3.1. Linhas pretas tracejadas correspondem

a distribuições Gaussianas, Eq. 2.41; (i): Excesso de curtose Sk, dado pela Eq. 2.50.
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Capítulo 4

Considerações finais sobre a Parte II

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem teórica baseada em distribuições de

propriedades reológicas que leva em conta as heterogeneidades dos materiais viscoelásticos.

É interessante notar que nossa abordagem introduz heterogeneidade de maneira natural no

contexto da microrreologia, onde a média sobre as várias regiões mesoscópicas realizada

teoricamente aqui é equivalente à técnica experimental de rastreamento de partículas

múltiplas [81].

Como mencionado no final da Seção 2.3.1, a escolha da distribuição gama ρ(ξ) (Eq.

2.19) foi fundamentada com base em diversas observações provenientes de estudos ante-

riores. Em [46, 64, 65], os autores identificaram uma relação direta entre as constantes

elásticas efetivas e o tamanho dos aglomerados de partículas de determinado tamanho.

Além disso, em [82], distribuições de tamanhos de agregados de amiloides foram bem

ajustadas por distribuições gama. Além da relação com os tamanhos dos aglomerados, as

distribuições gama são corroboradas teoricamente de equações cinéticas [65] que podem

ser relacionadas às distribuições de tempos de relaxação H(λ) observadas experimental-

mente na espectroscopia mecânica [66]. Por fim, resultados de redes desordenadas geradas

numericamente sugerem que suas propriedades mecânicas também podem ser descritas

por distribuições gama [67, 68].

Através de simulações estocásticas Markovianas, conseguimos corroborar nossos

resultados teóricos do modelo KVMH (Fig. 2.3 e Fig. 2.4), que incluem expressões

analíticas exatas para o MSD, Eq. 2.30, e o coeficiente de difusão, Eq. 2.31, além de uma

expressão aproximada em tempos curtos para as distribuições de Van Hove, Eq. 2.40.

Apesar da simplificação em ignorar efeitos não-Markovianos, o modelo KVMH mostrou-

se capaz de descrever dados experimentais de microrreologia de géis (MSD, coeficiente de

difusão e módulos de cisalhamento), incluindo géis de poliacrilamida, Figs. 2.6 e 2.5, e

Laponite, Fig. 2.7. Em especial, na Fig. 2.7 fomos capazes de acompanhar o processo de

formação de um gel de Laponite e caracterizar o grau de sua heterogeneidade através da

análise dos parâmetros κ, p e τc associados ao modelo KVMH. Nossos achados numéricos e

analíticos, na Fig. 2.4 em particular, indicam uma relação direta entre a heterogeneidade
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das propriedades reológicas locais e a natureza não-Gaussiana das distribuições observadas

em experimentos [18, 19, 51, 20].

Adicionalmente, ao incorporar efeitos não-Markovianos na dinâmica estocástica

através de uma equação de Langevin generalizada (Eq. 3.1), ampliamos a aplicabili-

dade do modelo KVMH a dados de microrrelogia onde se observa um regime inicialmente

subdifusivo, i.e., ⟨∆x2(τ)⟩ ∝ τα com α < 1, como observado em [14, 78, 50]. Através de

simulações estocásticas não-Markovianas, conseguimos corroborar nossos resultados teóri-

cos do modelo (exibido na Fig. 3.3), que incluem expressões analíticas exatas para o MSD,

Eq. 3.16, e o coeficiente de difusão, Eq. 3.17. Além disso, os resultados teóricos e numéri-

cos supracitados obtidos aqui corroboram a expressão para o MSD obtida por L. G. Rizzi

(ver Eq. (34) em [13] e também Eq. (5) em [83]), onde o autor também desenvolve um

modelo que leva em consideração processos não-Markovianos e heterogeneidades. Nesta

tese, porém, fomos capazes de ir além e avaliar as distribuições de van Hove, as quais são

não-Gaussianas. Por fim, as distribuições de van Hove obtidas numericamente através do

modelo NM-KVMH, vistas na Fig. 3.5, reforçam a percepção observada em trabalhos an-

teriores [3, 52, 53, 18, 20, 21, 23] de que existe uma relação direta entre a heterogeneidade

das propriedades reológicas locais e a natureza não-Gaussiana das distribuições.

Embora neste trabalho não tenhamos conseguido derivar expressões analíticas exa-

tas para os módulos de cisalhamento G′(ω) e G′′(ω), pode-se derivar expressões aproxi-

madas considerando uma expansão local para a compliância J(τ) (ver Eq. (42) e Eq.

(43) da Ref. [13]). Essas expressões podem ser usadas por reólogos experimentais para

fornecer estimativas para o expoente p, que caracteriza a estrutura heterogênea do gel.

Uma estimativa para p também pode ser obtida a partir de experimentos de microrreolo-

gia por meio de ajustes com o coeficiente de difusão D(τ) obtido para o modelo KVMH,

Eq. 2.31, e para o modelo NM-KVMH, Eq. 3.17.
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Parte III

Motilidade celular
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Capítulo 5

Motilidade celular com variabilidade

Publicação relacionada:

Time-correlated forces and biological variability in cell motility [84]

T. N. Azevedo, L. G. Rizzi

Physica A 604, 127909 (2022)

5.1 Motivação

Em geral, a dinâmica estocástica do movimento celular apresenta propriedades que

diferem do comportamento típico de difusão normal, que é frequentemente caracterizado

por um deslocamento quadrático médio dado por

⟨∆r2(τ)⟩ ∝ τα, (5.1)

onde o expoente α indica se o movimento do tipo difusivo é anômalo (i.e., quando α ̸= 1)

ou não [85]. Como ilustrado na Fig. 5.1, os dados experimentais extraídos da Ref.

[86] obtidos do movimento de células isoladas (i.e., sem processos de sinalização exter-

nos) mostram um caso onde a motilidade da célula pode ser caracterizada por um com-

portamento superdifusivo em tempos curtos (com α > 1) e por um regime de difusão

normal (com α ≈ 1) em tempos posteriores. Embora vários modelos tenham sido pro-

postos para descrever os diferentes regimes difusivos observados na motilidade celular

[87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95], o modelo de caminhada aleatória persistente (ou, do

inglês, persistent random walk, PRW) é um dos mais populares para descrever dados

experimentais (veja, por exemplo, Refs. [86, 31, 32]). Além de sua simplicidade, esse

modelo pode ser usado para descrever os dados experimentais obtidos para certas linha-

gens celulares, conforme exemplificado pelo MSD exibido na Fig. 5.1. No entanto, um

olhar mais atento às distribuições de deslocamentos e velocidades observadas experimen-

talmente (veja, por exemplo, [94, 96, 33, 34]) revela que elas podem apresentar caudas

não-Gaussianas que não podem ser satisfatoriamente descritas pelo modelo PRW usual.
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Figura 5.1: Painel principal: Dados experimentais de MSD ⟨∆r2(τ)⟩ (círculos vermelhos)
extraídos da Ref. [86] e resultados teóricos obtidos pelo modelo PRW (linha tracejada),
Eq. 5.7, e modelo PRW com variabilidade (linha contínua), Eq. 5.17. As linhas tracejadas
curtas evidenciam o comportamento balístico em tempos curtos e o regime de difusão
normal em tempos longos. Painel interno: Razão δ(τ) = ⟨∆r2(τ)⟩/τ . Em ambos os
modelos tomamos v0 = 4, 57µm/min e τp = 7 min.

Adicionalmente, há evidências experimentais recentes [26, 31, 35] sugerindo que uma pos-

sível fonte da não-Gaussianidade das distribuições pode ser as heterogeneidades inerentes

dos processos intracelulares que estão presentes mesmo na ausência de sinais externos. De

fato, a Ref. [97] introduziu uma engenhosa metodologia numérica baseada em superesta-

tísticas [98, 53], que indica que também é possível obter distribuições não-Gaussianas a

partir de caminhadas aleatórias temporalmente heterogêneas.

Aqui, exploramos uma generalização do modelo PRW que incorpora a variabilidade

célula a célula, considerando que os tempos de persistência λ dos processos internos que

ocorrem em cada célula são distribuídos de acordo com uma distribuição ρ(λ), e mostramos

como isso também pode alterar as distribuições de distâncias e velocidades. Além disso,

realizamos simulações estocásticas para validar o modelo. O artigo correspondente ao

trabalho apresentado neste capítulo já foi publicado e pode ser conferido em [84].

5.2 Metodologia

Antes de introduzir nosso modelo, apresentamos alguns dos aspectos teóricos re-

lacionados aos processos estocásticos que caracterizam o modelo PRW, assim como a

metodologia numérica que pode ser utilizada para obter sua dinâmica não-Markoviana.
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5.2.1 Modelo de caminhada aleatória persistente (PRW)

Assumamos que o movimento celular possa ser descrito por uma equação do tipo

Langevin superamortecida da seguinte maneira:

γ
dr⃗

dt
= f⃗s, (5.2)

onde γ 1 é um coeficiente efetivo de adesão (ou fricção) entre a célula e o substrato e f⃗s
é uma força estocástica interna à célula [99]. Além disso, consideremos que a velocidade

v⃗ = γ−1f⃗ da célula possui as seguintes propriedades estatísticas:

⟨v⃗⟩ = 0⃗ µm/min, (5.3)

⟨v⃗(t) · v⃗(t′)⟩ = dev
2
0A(t− t′), (5.4)

onde v0 ≡ fs/γ é o parâmetro de autocorrelação de velocidade, de é a dimensão espacial

do substrato e A(t− t′) é uma função de autocorrelação genérica que pode ser escrita da

forma

A(τ) =

∫ ∞

0

p(λ)e−τ/λdλ, (5.5)

onde τ = t− t′ e p(λ) é a distribuição de tempos de persistência λ.

Para chegarmos ao modelo PRW, consideramos que há um único tempo de persis-

tência τp comum à todas as células. Assim, tomando p(λ) = δ(λ− τp), a Eq. 5.5 resulta

em A(τ) = e−τ/τp , que leva, por meio da Eq. 5.4, à uma função de autocorrelação expo-

nencial ⟨v⃗(τ) · v⃗(0)⟩ = dev
2
0e

−τ/τp . Da função de autocorrelação de velocidades, podemos

obter o coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) e o MSD ⟨∆r2(τ)⟩ [100]:

D(τ) = d−1
e

∫ τ

0

⟨v⃗(t′) · v⃗(0)⟩dt′ = v20τp

[

1− exp

(

− τ

τp

)]

. (5.6)

⟨∆r2(τ)⟩ = (2de)

∫ τ

0

D(t′)dt′ = 2dev
2
0τp[τ − τp(1− e−τ/τp)]. (5.7)

Agora, expandindo o termo exponencial na Eq. 5.7 até segunda ordem, obtemos o com-

portamento à tempos curtos (τ ≪ τp) do MSD, que produz ⟨∆r2(τ)⟩ ≈ dev
2
0τ

2 (regime

balístico). Em tempos longos (τ ≫ τp) obtemos um regime de difusão normal, dado por

⟨∆r2(τ)⟩ ≈ 2dev
2
0τp(τ − τp). Nota-se que, embora esses limites sejam os mesmos que

podem ser observados para o MSD obtido experimentalmente apresentado na Fig. 5.1, a

expressão 5.7 não se ajusta muito bem aos dados. Também nota-se que o MSD obtido do

modelo desenvolvido neste trabalho, o modelo PRW-V, descreve melhor os mesmos dados

1Essa grandeza não deve ser confundida com os tempos γj que definem o MSD na Eq. 3.14 do capítulo

anterior.
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experimentais.

Uma melhor comparação entre os dados experimentais e os resultados obtidos

através do modelo PRW pode ser feita observando-se a distribuição de posições p(x).

Considerando que os processos estocásticos definidos pela Eq. 5.2, no caso do modelo

PRW, são processos Gaussianos, temos que

p(x) =

(

1

2π⟨∆x2(τ)⟩

)1/2

exp

[

− x2

2⟨∆x2(τ)⟩

]

, (5.8)

onde ⟨∆x2(τ)⟩ = d−1
e ⟨∆r2(τ)⟩, com o MSD dado pela Eq. 5.7. No caso de uma caminhada

aleatória isotrópica, a distribuição p(y) para a componente y do movimento possui a

mesma estrutura funcional acima, com ⟨∆y2(τ)⟩ = d−1
e ⟨∆r2(τ)⟩.

5.2.2 Simulações estocásticas

Para simular o movimento celular e obter a posição r⃗(tk) da célula em um tempo

tk, consideramos a equação de movimento 5.2 discretizada pela aproximação de Euler:

r⃗(tk+1) = r⃗(tk) + (f⃗s/γ)∆t, (5.9)

onde tk+1 = tk+∆t com t0 = 0 min. Com o movimento das células restrito a um substrato

bidimensional (de = 2), a implementação do algoritmo fica [62]:

r⃗(tk+1) = r⃗(tk) +
√

v20∆t[ξx(tk)x̂+ ξy(tk)ŷ], (5.10)

onde ξx(tk) e ξy(tk) denotam variáveis aleatórias Gaussianas independentes entre si com

média zero e variância igual a um. Para produzir uma caminhada aleatória não-markoviana,

consideramos que as variáveis aleatórias definidas acima são geradas pelo seguinte esquema

recursivo [101]:

ξi(tk+1) = Λξi(tk) +
√
1− Λ2ξ′i(tk), (5.11)

onde 0 < Λ < 1 e ξ′i(tk) é uma variável aleatória Gaussiana com média zero e variância

igual a um, com ξ′i(t0) = ξi(t0). Esta metodologia leva, assim como no modelo PRW, à

uma função de autocorrelação A(tk) = ⟨ξ⃗(tk)· ξ⃗(0)⟩ ≈ e−tk/τp , com o tempo de persistência

τp sendo calculado através da relação [101]

τp = − 1

lnΛ
. (5.12)

Tal como no modelo PRW, apesar dos processos estocásticos gerados por esta metodologia

serem não-markovianos, eles ainda são processos Gaussianos com média nula. Assim, as

distribuições p(x) são dadas pela Eq. 5.8 em qualquer tempo τ . Na Fig. 5.2(a)-(c)

mostramos uma comparação entre o MSD obtido pelo procedimento numérico descrito
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Figura 5.2: (a)-(c) Deslocamento quadrático médio (MSD) obtido numericamente através
de simulações estocásticas não-markovianas (símbolos preenchidos) e analiticamente como
esperado do modelo PRW, Eq. 5.7 (linhas pretas contínuas), para diferentes tempos de
autocorrelação τp: (a) τp = 9, 49 min (Λ = 0, 9), (b) τp = 32, 8 min (Λ = 0, 97) e (c)
τp = 99, 5 min (Λ = 0, 99); (d) Coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ) para
os três diferentes casos, onde o resultado analítico é dado pela Eq. 5.6. Nas simulações
foram tomados v0 = 3, 7µm/min, ∆t = 1 min e N = 106 trajetórias. As linhas tracejadas
curtas evidenciam o comportamento balístico a tempos curtos e o regime de difusão nor-
mal a tempos longos. Painéis internos: Algumas trajetórias bidimensionais obtidas das
simulações.

acima e o MSD esperado do modelo PRW para diferentes tempos de persistência τp. Os

painéis internos evidenciam o efeito do tempo de autocorrelação τp nas trajetórias das

células, que se tornam mais localizadas (espalhadas) para menores (maiores) valores de

τp. Uma análise do coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ), definido como

D(τ) =
1

2de

d⟨∆r2(τ)⟩
dτ

, (5.13)

provê uma avaliação melhor do comportamento difusivo das células. Na Fig. 5.2(d)

observamos claramente a distinção entre o regime superdifusivo, onde D(τ) ≈ v20τ com

τ ≪ τp, e o regime de difusão normal, com D(τ) ≈ v20τp e τ ≫ τp.
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5.3 Modelo PRW com variabilidade (PRW-V)

Para introduzir nosso modelo que incorpora a variabilidade célula a célula, conside-

ramos que os tempos de persistência λ seguem uma distribuição gama inversa generalizada

[63]:

p(λ) =
1

τpΓ(b)

(τp
λ

)b+1

exp
(

−τp
λ
,
)

, (5.14)

onde Γ(b) é a função gama usual. Esta distribuição é escolhida de modo a descrever

dados experimentais, como a distribuição de tempos de espera [35]. A fim de realizar o

cálculo de A(τ) na Eq. 5.5, realizamos a mudança de variáveis θ = τp/λ, obtendo uma

distribuição gama simples p(θ) = θb−1e−θ/Γ(b) e e−τ/λ = e−θ(τ/τp). Com estas expressões,

avaliamos a função de autocorrelação na Eq. 5.5 como A(τ) = [1 + (τ/τp)]
−b e o tempo

de persistência médio λ = τp/(b− 1). Com a intenção de obtermos λ = τp, consideramos

b = 2. Assim, a Eq. 5.4 fornece

⟨v⃗(τ) · v⃗(0)⟩ = dev
2
0

[

1 +

(

τ

τp

)]−2

. (5.15)

Procedendo da mesma maneira como foi feito na seção 5.2.1, obtemos o coeficiente de

difusão dependente do tempo D(τ) e o MSD ⟨∆r2(τ)⟩ para o modelo PRW-V:

D(τ) = v20τp

{

1−
[

1 +

(

τ

τp

)]−1
}

, (5.16)

⟨∆r2(τ)⟩ = 2dev
2
0τp

{

τ − τp ln

[

1 +

(

τ

τp

)]}

. (5.17)

Analisando o comportamento de D(τ) a tempos curtos e longos na Eq. 5.16, obtemos

resultados muito similares aos obtidos do modelo PRW na seção 5.2.1, isto é, D(τ) ≈ v20τ

para τ ≪ τp e D(τ) ≈ v20τp para τ ≫ τp. No caso do MSD, a similaridade com o modelo

PRW se dá apenas a tempos curtos (onde ⟨∆r2(τ)⟩ ≈ dev
2
0τ

2), uma vez que o logaritmo

na Eq. 5.17 induz a um comportamento diferente a tempos longos.

Os resultados numéricos e teóricos para o modelo PRW-V apresentados na Fig.

5.3 mostram uma comparação entre o modelo PRW-V descrito nesta seção e o modelo

PRW. As simulações estocásticas foram realizadas seguindo a metodologia descrita na

seção 5.2.2, onde cada trajetória foi obtida considerando-se um valor específico de Λ na

Eq. 5.12 e que os tempos de persistência λ = −1/ ln Λ seguem a distribuição 5.14 com

b = 2 e λ = τp = 9, 49 min (Fig. 5.3(a)). Podemos notar a similaridade entre o MSD

apresentado na Fig. 5.3(c) e os dados experimentais mostrados na Fig. 5.1. Na Fig.

5.3(b), onde mostramos o coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ), fica mais

nítida a diferença entre o modelo PRW e o PRW-V e a melhor adequação do último em
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descrever os resultados numéricos.

Figura 5.3: Resultados numéricos e teóricos para o modelo PRW-V, onde os tempos de
persistência λ seguem a distribuição em 5.14, com b = 2, λ = τp = 9, 49 min, v0 =
3, 7µm/min, ∆t = 1 min e N = 106 trajetórias. (a) Histograma obtido numericamente
(barras cinzas) e distribuição analítica ρ(λ) esperada da Eq. 5.14 (linha azul contínua).
Painel interno: Comparação entre as funções de autocorrelação A(τ) obtidas dos modelos
PRW e PRW-V; (b) Coeficiente de difusão dependente do tempo D(τ); (c) Deslocamento
quadrático médio ⟨∆r2(τ)⟩. Painel interno: Razão δ(τ) = ⟨∆r2(τ)⟩/τ .

Os efeitos da variabilidade das células e as diferenças entre o modelo PRW usual e

o modelo PRW-V podem ser melhor apreciados observando-se as distribuições de posições

e de velocidades. Com a velocidade das células definida como v⃗τ = [r⃗(τ + t0)− r⃗(t0)]/τ =

r⃗(τ)/τ , têm-se que, se os processos estocásticos responsáveis pelo movimento celular são

processos Gaussianos (e portanto as componentes de r⃗ seguem a distribuição dada na Eq.

5.8), as componentes vx de v⃗ obedecem a uma distribuição Gaussiana. Deste modo, para

o modelo PRW, temos que

p(vx) =

(

1

2π⟨∆v2x(τ)⟩

)1/2

exp

[

− v2x
2⟨∆v2x(τ)⟩

]

, (5.18)

onde ⟨∆v2x(τ)⟩ = ⟨∆x2(τ)⟩/τ 2. Para o modelo PRW-V, obteremos expressões aproxima-

das para p(x) e p(vx) da seguinte maneira: Consideremos que as distribuições 5.8 e 5.18 do

modelo PRW são distribuições de probabilidade condicional, isto é, p(z|λ) (onde z denota

a componente de posição x ou de velocidade vx). Isto pois a variância ⟨∆z2λ(τ)⟩ destas

distribuições possui uma dependência com o tempo de persistência λ. Desta forma, po-

demos obter as distribuições para o modelo PRW-V através de p(z) =
∫∞

0
p(z|λ)ρ(λ)dλ.

Porém, as expressões exatas para a variância ⟨∆z2λ(τ)⟩ (seja de posição ou de velocidade)

levam a funções que não são facilmente marginalizáveis [102]. Considerando θ = τp/λ,

podemos aproximar as variâncias a tempos longos (τ ≫ τp) por ⟨∆z2θ(τ)⟩ ≈ σ2
z/θ, onde

σ2
x ≈ 2v20τpτ e σ2

vx = σ2
x/τ

2 ≈ 2v20τp/τ . Assim, encontramos que, a tempos longos,

p(z) =

∫ ∞

0

p(z|θ)ρ(θ)dθ ≈ 3

4
√

2σ2
z

(

1 +
z2

2σ2
z

)−5/2

, (5.19)
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onde z denota a componente de posição x ou de velocidade vx. Na Fig. 5.4(a)-(h) podemos

observar o desvio em relação as distribuições Gaussianas em 5.8 e 5.18 do modelo PRW

(linhas pretas tracejadas) dos histogramas obtidos dos dados numéricos das simulações

do modelo PRW-V (símbolos preenchidos). Na mesma figura nota-se o bom ajuste das

distribuições do modelo PRW-V em Eq. 5.19 a tempos longos (linhas pretas contínuas),

onde consideramos v0 = 3, 7µm/min, τp = 9, 49 min e τ = 2000 min. Observemos que a

Figura 5.4: Distribuições de posições e de velocidades para o modelo PRW-V, onde os
tempos de persistência λ seguem a distribuição em 5.14, com b = 2, λ = τp = 9, 49 min,
v0 = 3, 7µm/min, ∆t = 1 min e N = 106 trajetórias. (a)-(h): Histogramas obtidos nu-
mericamente através de simulações de dinâmica browniana (símbolos preenchidos), distri-
buições p(z) em 5.20 (linhas pretas contínuas) e distribuições Gaussianas como esperadas
do modelo PRW usual nas Eqs.5.8 e 5.18 (linhas pretas tracejadas); (i)-(j): Histogramas
obtidos pelas mesmas simulações (símbolos preenchidos) e distribuições w(r) e w(vτ ) da-
das por 5.23 (linhas pretas contínuas).

distribuição em 5.19 é um caso particular de uma distribuição mais geral dada por

p(z) =
1

|s|B(m− 1/2, 1/2)

(

1 +
z2

s2

)−m

, (5.20)

onde B(l, c) =
∫ 1

0
ul−1(1 − u)c−1du é a função Beta. Tal distribuição é chamada de
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distribuição de Pearson do tipo VII [63]. A tempos longos, podemos assumir que s2 =

(2m − 3)σ2
z (para m > 3/2), de modo que p(z) em 5.20 produza exatamente a mesma

distribuição p(z) em 5.19, com m = 5/2, B(2, 1/2) = 4/3 e s2 = 2σ2
z . Efetivamente,

como podemos ver na Fig. 5.4(a)-(h), podemos assumir diferentes valores de m em 5.20

de modo a obter distribuições na faixa intermediária de tempos τ entre τ ≫ τp e τ ≪ τp,

onde as distribuições p(z) são dadas por 5.19 e distribuições Gaussianas como em 5.8 e

5.18, respectivamente.

Agora, vamos avaliar as distribuições de distâncias r =
√

x2 + y2 e velocidades

vτ = r/τ (pois estas são usualmente obtidas em experimentos). Para o modelo PRW, em

duas dimensões espaciais, estas distribuições são dadas por distribuições de Rayleigh:

w(r) =
2r

⟨∆r2(τ)⟩ exp
[

− r2

⟨∆r2(τ)⟩

]

e w(vτ ) =
2vτ

⟨∆v2τ (τ)⟩
exp

[

− v2τ
⟨∆v2τ (τ)⟩

]

, (5.21)

onde ⟨∆v2τ (τ)⟩ = ⟨∆r2(τ)⟩/τ 2 e o MSD ⟨∆r2(τ)⟩ dado por 5.7. Procedendo da mesma

maneira como foi feito para chegar à Eq. 5.19, obtemos, para o caso τ ≫ τp,

w(z) =

∫ ∞

0

w(z|θ)ρ(θ)dθ ≈ 4z

∆2
z

(

1 +
z2

2∆2
z

)−3

, (5.22)

onde z denota a distância r ou a velocidade vτ , ∆2
r ≈ 2dv20ττp e ∆2

vτ = ∆2
r/τ

2 ≈ 2dv20τp/τ .

Nas Figs. 5.4(i) e (j) podemos ver que a expressão acima (linhas pretas contínuas para

τ = 2000 min) ajusta bem os dados numéricos do modelo PRW-V (símbolos preenchidos).

Aqui, notamos que a distribuição em 5.22 é um caso particular da distribuição de Burr

do tipo XII, que é dada por

w(z) =
2nz

s2

(

1 +
z2

s2

)−(n+1)

, (5.23)

onde, para chegar à distribuição em 5.22, podemos assumir que s2 = (n − 1)∆2
z (para

n > 1) com n = 2. De modo semelhante à que fizemos na Eq. 5.20, como podemos ver

pelos bons ajustes nas Figs. 5.4 (i) e (j), podemos adotar diferentes valores de n para

obter as distribuições na faixa intermediária de tempos τ entre τ ≫ τp e τ ≪ τp, onde

as distribuições w(z) são dadas por 5.22 e 5.21, respectivamente. Podemos verificar, para

todos os dados mostrados na Fig. 5.4, que, uma vez as expressões em 5.19 e 5.22 foram

obtidas utilizando a mesma distribuição de tempos de persistência ρ(λ), os expoentes n

e m se relacionam por n = m − 1/2. Apesar de neste trabalho estarmos considerando

apenas células isoladas, vale notar que a expressão em 5.23 é semelhante à distribuição

q-Weibull utilizada no ajuste de dados experimentais de difusão de células não-isoladas

[103]. Comparando as duas distribuições, encontramos que q = (n + 2)/(n + 1) ≈ 1, 33

para τ ≫ τp (ou seja, para n = 2), um valor próximo aos valores encontrados em [103].
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Capítulo 6

Considerações finais sobre a Parte III

Neste trabalho, consideramos abordagens computacionais e teóricas para explorar o

efeito das forças correlacionadas no tempo na difusão de espécimes ativos e aplicá-las para

descrever a motilidade celular. Ao considerar simulações estocásticas não-Markovianas

que exibem autocorrelações exponenciais com tempos de persistência bem determinados,

fomos capazes de gerar caminhadas aleatórias persistentes que incorporam a variabili-

dade biológica inerente aos processos que ocorrem no meio intracelular. Nossos resultados

numéricos e analíticos sugerem que a heterogeneidade dos tempos de persistência está dire-

tamente relacionada à não-Gaussianidade das distribuições observadas nos experimentos.

Embora tenhamos considerado uma distribuição específica ρ(λ), dependendo da

linha celular, pode ser interessante considerar valores ligeiramente diferentes para o ex-

poente b na Eq. 5.14. É importante notar que aqui escolhemos b = 2 para definir λ = τb,

mas estimativas experimentais confiáveis para esse valor podem ser inferidas da função

de autocorrelação de velocidade, Eq. 5.15, já que A(τ) = [1 + (τ/τb)]
−b para o modelo

PRW-V. Além disso, acreditamos que a generalização das distribuições w(r) e w(vr) para

substratos tridimensionais deve ser direta.

Reconhecemos que diferentes linhagens celulares podem se comportar de maneira

diferente do movimento difusivo descrito pelo modelo PRW ou PRW-V. Como mencio-

namos na Introdução, os autores da Ref. [97] propuseram uma metodologia baseada em

superestatísticas [98], que considera uma abordagem Bayesiana para obter distribuições

ρ(at) de parâmetros at temporalmente heterogêneos extraídos dos dados experimentais, a

fim de gerar simulações numéricas que são, de certa forma, semelhantes àquelas implemen-

tadas aqui por meio das Eqs. 5.10 e 5.11. Embora a abordagem deles seja ligeiramente

diferente da nossa, seria interessante investigar se há alguma relação entre as distribui-

ções ρ(at) e ρ(λ). Se houver, acreditamos que isso pode levar ao desenvolvimento de uma

abordagem alternativa baseada em dados, que também possa incorporar a variabilidade

de célula para célula considerada aqui. Ao considerar caminhadas aleatórias temporal-

mente heterogêneas, essa abordagem alternativa pode levar também ao surgimento de

distribuições não-Gaussianas de velocidade e deslocamento.
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Finalmente, vale mencionar que a motilidade subdifusiva, ou seja, com o MSD

caracterizado pela Eq. 5.1 com α < 1, pode ser considerada nas simulações estocásticas

não-markovianas do modelo PRW-V simplesmente adicionando uma força do tipo Hooke-

ana [104], ou seja, F⃗ (r⃗) = −κr⃗, ao lado direito da Eq. 5.2. Acreditamos que isso poderia

ser uma maneira interessante de estender a presente estrutura para casos onde as células

estão se movendo em ambientes confinados e/ou lotados.
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Apêndice A

A.I Obtenção da função memória superamortecida a

partir da GLE

A função memória para a GLE sem inércia (superamortecida) no domínio do tempo

é dada por

µ(τ) = µ0δ(τ)−
N
∑

j=1

cj exp(−τ/Λj). (A.1)

Sua transformada de Laplace unilateral µ(s) é calculada como

µ(s) = µ0 −
N
∑

j=1

cj
s+ 1/Λj

. (A.2)

Após uma manipulação algébrica, obtém-se

µ(s) = µ0 −
P (s)

Q(s)
, (A.3)

onde P (s) =
∑N

i=1 ci
∏N

j ̸=i(s + 1/Λj) e Q(s) =
∏N

k=1(s + 1/Λk). Utilizando a técnica de

decomposição em frações parciais, podemos expressar a razão P (s)/Q(s) como [105]

P (s)

Q(s)
=

N
∑

j=1

P (αj)

Q′(αj)

1

(s− αj)
, (A.4)

onde αj = −1/Λj. Assim, comparando as expressões A.2 e A.3 obtemos uma expres-

são para os parâmetros cj em função dos polinômios P e Q previamente definidos e do

parâmetro Λj

cj =
P (−1/Λj)

Q′(−1/Λj)
, (A.5)

onde Q′(−1/Λj) é a derivada de primeira ordem de Q(s) avaliada em −1/Λj.
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A função memória para a GLE com inércia no domínio do tempo é dada por

ζ(τ) = ζ0δ(τ) +
N
∑

j=1

Hj exp(−τ/λj). (A.6)

Seguindo-se o mesmo procedimento realizado para µ(τ), obtém-se a transformada de

Laplace unilateral ζ(s) de ζ(τ)

ζ(s) = ζ0 +
R(s)

B(s)
, (A.7)

onde R(s) =
∑N

i=1Hi

∏N
j ̸=i(s + 1/λj) e B(s) =

∏N
k=1(s + 1/λk). Por definição, µ(s) =

1/ζ(s). Assim, utilizando as eqs. A.3 e A.7, obtemos

µ0 −
P (s)

Q(s)
=

B(s)

ζ0B(s) +R(s)
. (A.8)

Manipulando a eq. A.8 acima, chegamos em

P (s)

Q(s)
=

(µ0ζ0 − 1)B(s) + µ0R(s)

ζ0B(s) +R(s)
(A.9)

A fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. acima, é necessário

garantir a consistência das unidades dos termos. Para isso, multiplicamos o lado direito

da eq. por (ζ0)
−1/(ζ0)

−1, obtendo

P (s)

Q(s)
=

(ζ0)
−1(µ0ζ0 − 1)B(s) + (µ0/ζ0)R(s)

B(s) + (ζ0)−1R(s)
(A.10)

Nota-se que, como P e R são polinômios de grau N − 1 e B e Q são polinômios de grau

N , para a relação acima ser satisfeita é necessário que µ0ζ0 − 1 = 0, ou

µ0 =
1

ζ0
. (A.11)

Assim, a eq. A.10 fica
P (s)

Q(s)
=

R(s)(ζ0)
−2

B(s) + (ζ0)−1R(s)
. (A.12)

Assim, encontramos as seguintes relações entre os polinômios de µ(s) e ζ(s)

P (s) =
R(s)

(ζ0)2
, (A.13)

Q(s) = B(s) +
R(s)

ζ0
. (A.14)
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Reescrevendo a eq. A.14 de acordo com as definições de Q, B e R, têm-se que

N
∏

k=1

(s+ 1/Λk) =
N
∏

k=1

(s+ 1/λk) + (ζ0)
−1

N
∑

i=1

Hi

N
∏

k ̸=i

(s+ 1/λk). (A.15)

Deste modo, os N tempos Λk são dados pelo inverso negativo das N raízes do lado direito

desta última igualdade, que envolve apenas os parâmetros da função memória ζ. Por fim,

substituindo-se A.13 e A.14 em A.5, obtemos os parâmetros cj em função de Λk e dos

polinômios R e B conhecidos

cj =
(ζ0)

−2R(−1/Λj)

B′(−1/Λj) + (ζ0)−1R′(−1/Λj).
(A.16)

A.II Obtenção da função memória superamortecida a

partir do MSD

O deslocamento quadrático médio (MSD) é dado por

⟨∆r2(τ)⟩ = 6kBT

κ
u(τ)−

N+1
∑

j=1

qj exp(−τ/γj), (A.17)

onde u(τ) é a função de Heaviside. Sua transformada de Laplace unilateral é dada por

⟨∆r2(s)⟩ = 6kBT

κs
−

N+1
∑

j=1

qj
s+ 1/γj

. (A.18)

Após uma manipulação algébrica, obtém-se

⟨∆r2(s)⟩ = 6kBT

κs
− E(s)

F (s)
, (A.19)

onde E(s) =
∑N+1

i=1 qi
∏N+1

j ̸=i (s+ 1/γj) e F (s) =
∏N+1

j=1 (s+ 1/γj). Utilizando a técnica de

decomposição em frações parciais, podemos expressar a razão E(s)/F (s) como [105]

E(s)

F (s)
=

N+1
∑

j=1

E(αj)

F ′(αj)

1

(s− αj)
, (A.20)

onde αj = −1/γj. Assim, comparando as expressões A.18 e A.19 obtemos uma expres-

são para os parâmetros qj em função dos polinômios E e F previamente definidos e do

parâmetro γj

qj =
E(−1/γj)

F ′(−1/γj)
, (A.21)
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onde F ′(−1/γj) é a derivada de primeira ordem de F (s) avaliada em −1/γj. Uma formu-

lação da relação de Stokes-Einstein generalizada (GSER) é escrita em termos da função

memória sem inércia

⟨∆r2(s)⟩ = 6kBTµ(s)

s(s+ κµ(s))
. (A.22)

Método 1 - Resolvendo sistema linear de equações

Utilizando a expressão para µ(s) obtida em A.3, a expressão para ⟨∆r2(s)⟩ obtida em

A.19 e manipulando os termos, a GSER A.22 fica

6kBTF (s)− κsE(s)

κsF (s)
=

6kBTκ[µ0Q(s)− P (s)]

κs[sQ(s) + µ0κQ(s)− κP (s)]
, (A.23)

onde, a fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. A.23 acima, multi-

plicamos o lado direito da equação por κ/κ para garantir a consistência das unidades dos

termos envolvidos. Assim, igualando numeradores, obtemos

6kBT
N
∏

j=1

(s+ 1/Λj) = κ
N+1
∑

i=1

qi

N+1
∏

j ̸=i

(s+ 1/γj), (A.24)

e igualando denominadores,

κs
N
∏

j=1

(s+1/Λj) + µ0κ
2

N
∏

j=1

(s+1/Λj)− κ2
N
∑

i=1

ci

N
∏

j ̸=i

(s+1/Λj) = κ
N+1
∏

j=1

(s+1/γj). (A.25)

Encontrando as N raízes do lado direto da eq. A.24, obtemos os N tempos Λk como o

inverso negativo das N raízes. Resolvendo o sistema linear de N + 1 equações resultante

da eq. A.25, obtemos os µ0 e os N parâmetros ci.

Método 2 - Expressando P e Q em função de E e F

Do apêndice A.I, temos

µ(s) = µ0 −
P (s)

Q(s)
, (A.26)

onde P (s) =
∑N

i=1 ci
∏N

j ̸=i(s+1/Λj) eQ(s) =
∏N

k=1(s+1/Λk). Substituindo esta expressão

para µ(s) e a expressão para ⟨∆r2(s)⟩, eq. A.19, na GSER A.22, obtemos a seguinte

relação após uma manipulação algébrica

µ0 −
P (s

Q(s)
=

6kBTF (s)− κsE(s)

κ2E(s)
. (A.27)
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Isolando o termo P (s)/Q(s), têm-se

kBTκP (s)

kBTκQ(s)
=

(µ0κ
2 + κs)E(s)− 6kBTF (s)

κ2E(s)
, (A.28)

onde, a fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. A.28 acima, multi-

plicamos o lado esquerdo da equação por kBTκ para garantir a consistência das unidades

dos termos envolvidos. Assim, encontramos as seguintes relações entre os polinômios de

µ(s) e ⟨∆r2(s)⟩
P (s) =

(µ0κ+ s)

kBT
E(s)− 6

κ
F (s) (A.29)

Q(s) =
κ

kBT
E(s) (A.30)

Escrita em termos dos parâmetros de Q e E, a eq. A.30 permite obter os N tempos Λk

como o inverso negativo das N raízes do lado direito desta última igualdade, que envolve

apenas os parâmetros do MSD

N
∏

j=1

(s+ 1/Λj) =
κ

kBT

N+1
∑

i=1

qi

N+1
∏

j ̸=i

(s+ 1/γj) (A.31)

Do apêndice A.I, temos

µ(s) = µ0 −
P (s)

Q(s)
, (A.32)

onde
P (s)

Q(s)
=

N
∑

j=1

P (αj)

Q′(αj)

1

(s− αj)
, (A.33)

e

cj =
P (−1/Λj)

Q′(−1/Λj)
. (A.34)

Substituindo A.29 e A.30 em A.34, obtemos os parâmetros cj de µ(s) em termos dos

parâmetros qj e γj do MSD e dos Λj previamente encontrados, através de

cj =
[µ0κ− (1/Λj)](kBT )

−1E(−1/Λj)− (6/κ)F (−1/Λj)

(κ/kBT )E ′(−1/Λj)
. (A.35)

Por fim, podemos obter uma relação direta entre o MSD e o ζ(s) utilizando as eqs. A.13,

A.14, A.29 e A.30, onde encontramos que

E(s) =
kBT

κ

(

B(s) +
R(s)

ζ0

)

(A.36)

F (s) =
(µ0κ+ s)

6

(

B(s) +
R(s)

ζ0

)

− κR(s)

6(ζ0)2
. (A.37)
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Substituindo essas expressões para E e F na eq. A.21, encontramos os parâmetros qj.


