UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA

Variabilidade em processos difusivos com aplicacoes em microrreologia e
migracao celular

Tiago Nascimento de Azevedo
Doctor Scientiae

VICOSA - MINAS GERAIS
2024



TIAGO NASCIMENTO DE AZEVEDO

Variabilidade em processos difusivos com aplicacoes em microrreologia e
migracao celular

Tese apresentada a Universidade Federal
de Vigosa, como parte das exigéncias do
Programa de Pés-Graduacdo em Fisica,

para obtencdo do titulo de Doctor
Scientiae.

Orientador: Leandro Gutierrez Rizzi

VICOSA - MINAS GERAIS
2024



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Central da Universidade

Federal de Vicosa - Campus Vicosa

A994v
2024

Azevedo, Tiago Nascimento de, 1996-

Variabilidade em processos difusivos com aplicagdes em
microrreologia e migragdo celular / Tiago Nascimento de
Azevedo. — Vigosa, MG, 2024.

1 tese eletronica (79 f.): il. (algumas color.).

Inclui apéndice.

Orientador: Leandro Gutierrez Rizzi.

Tese (doutorado) - Universidade Federal de Vigosa,
Departamento de Fisica, 2024.

Referéncias bibliograficas: f. 65-73.

DOI: https://doi.org/10.47328/ufvbbt.2025.055

Modo de acesso: World Wide Web.

1. Viscoelasticidade. 2. Movimento browniano. 3. Processo
estocastico. 4. Células - Motilidade. 1. Rizzi, Leandro Gutierrez,
1984-. II. Universidade Federal de Vigosa. Departamento de
Fisica. Programa de P6s-Graduacgdo em Fisica. III. Titulo.

CDD 22. ed. 532.0533

Bibliotecario(a) responsdvel: Euzébio Luiz Pinto CRB-6/3317




TIAGO NASCIMENTO DE AZEVEDO

Variabilidade em processos difusivos com aplicacoes em microrreologia e
migracao celular

Tese apresentada a Universidade Federal de
Vicosa, como parte das exigéncias do
Programa de Po6s-Graduacdo em Fisica, para
obtencao do titulo de Doctor Scientiae.

APROVADA: 13 de dezembro de 2024.

Assentimento:

Tiago Nascimento de Azevedo
Autor

Leandro Gutierrez Rizzi
Orientador

Essa tese foi assinada digitalmente pelo autor em 06/02/2025 as 16:50:42 e pelo orientador em
09/02/2025 as 05:38:58. As assinaturas tém validade legal, conforme o disposto na Medida Proviséria
2.200-2/2001 e na Resolucdo n? 37/2012 do CONARQ. Para conferir a autenticidade, acesse
https://siadoc.ufv.br/validar-documento. No campo 'Codigo de registro', informe o codigo
VDBG.UZI2.33MF e clique no botdo 'Validar documento'.



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, expresso minha mais sincera gratiddo ao meu orientador, Prof.
Dr. Leandro Gutierrez Rizzi, cuja dedicacdo incansavel me acompanha desde os
primeiros dias da Iniciagao Cientifica, em 2017. Sua orientacdo atenta sempre
despertou em mim um profundo sentimento de gratiddao e admiracdo, servindo nao
apenas como um guia académico, mas também como um modelo de
profissionalismo e ética, ao lado de meus pais. Agradeco imensamente por todo o
apoio e ensinamentos, que levarei comigo para sempre.

Aos meus pais, Onésio e Francilene, minha eterna gratiddo pelo apoio incondicional
em todos 0s aspectos da minha vida. Sou imensamente privilegiado por té-los ao
meu lado, sempre me apoiando em cada etapa. As minhas irmas, Gleici e Léia,
minha sincera gratidao pela amizade, incentivo e companheirismo constantes, que
me deram forcas e inspiracdo ao longo deste percurso. Ter vocés na minha vida é
um presente.

Agradeco também a todos os meus amigos e colegas que fiz nesses 10 longos anos
de dedicacdao a Fisica. Em especial, agradeco aos meus amigos Lair, Pedro
Dardengo, Jodo Vitor Nunes, Robson Guedes, Wenderson, Guilherme Bittencourt,
Juliane, Thaina, Emilio, lago, Hugo, Jota C., Pedro Silva, Lana e Gabriel Villela. A
todos, meu muito obrigado. A todos os professores que contribuiram grandemente
para a minha formacao da graduacao e doutorado. Agradeco especialmente ao Prof.
Dr. Alvaro Teixeira (Fisica 4 e Lab. Avancada), Prof. Dr. Silvio (Termodinamica
Estatistica), Prof. Dr. Marcelo Lobato (Fisica Biol6gica), Prof. Dr. Anténio (Métodos
da Fisica Tedrica), Prof. Dr. José Arnaldo (Eletromagnetismo), Prof. Dr. Jakson
Miranda (Mecéanica Analitica), Prof. Dr. Afranio (Mecanica Quantica) e Prof. Dr.
Winder A. Moura-Melo (Eletromagnetismo).

A todos os servidores do departamento de Fisica que me atenderam e me ajudaram
sempre que precisei. Por fim, agradeco a Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior -(CAPES) — Cédigo de financiamento 001, agéncia de
fomento a qual agradeco pela concessao da bolsa de estudos. O presente trabalho
foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



RESUMO

AZEVEDO, Tiago Nascimento de, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro
de 2024. Variabilidade em processos difusivos com aplicacbes em
microrreologia e migracao celular. Orientador: Leandro Gutierrez Rizzi.

A variabilidade em processos difusivos desempenha um papel fundamental em
diversas areas, afetando o comportamento e a dinamica de sistemas complexos.
Materiais viscoelasticos, por exemplo, demonstram um comportamento intermediario
entre sélidos e liquidos e podem ser encontrados em diversos sistemas fisicos e
bioldgicos. Nesta tese, introduzimos uma generalizagdo do modelo constitutivo de
Kelvin-Voigt (KV) para incluir e caracterizar heterogeneidades em materiais
viscoelasticos. Considerando uma abordagem microrreoldgica, apresentamos
expressdes analiticas para o deslocamento quadratico médio (MSD) e para o
coeficiente de difusdo dependente do tempo de particulas de prova imersas em um
material viscoelastico descrito por este modelo. Além de validar nossa abordagem
teodrica por meio de simulagdes de dindmica Browniana, mostramos como o modelo
pode ser usado para descrever dados experimentais obtidos para géis de
poliacrilamida e laponite. Em seguida, generalizamos nossa abordagem ao
considerar efeitos nao-Markovianos na dinamica das particulas. Apresentamos e
validamos por meio de simulagdes estocasticas, expressdes analiticas para o MSD e
para o coeficiente de difusdo, e avaliamos numericamente as distribuicdes de van
Hove das particulas de prova. Em seguida, investigamos os efeitos de variabilidade
na motilidade celular, que € um dos fendmenos mais fundamentais subjacentes aos
processos biolégicos que mantém os organismos vivos. Aqui, consideramos um
modelo simples para descrever a motilidade das células, que inclui ndo apenas
forcas internas correlacionadas no tempo, mas também a variabilidade biol6gica
inerente aos processos bioquimicos intracelulares. Derivamos expressbes exatas
para o MSD e o coeficiente de difusdo efetivo dependente do tempo, que sé&o
comparados a resultados numéricos obtidos a partir de simulagdes estocasticas nao-
markovianas. Além disso, mostramos que a heterogeneidade dos tempos de
persisténcia leva a distribuicdes ndo-Gaussianas que foram obtidas analiticamente e
validadas por simula¢des numéricas.

Palavras-chave: viscoelasticidade; motilidade celular; simulacbes estocasticas;
dindmica browniana



ABSTRACT

AZEVEDO, Tiago Nascimento de, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
December, 2024. Variability in diffusive processes with applications in
microrheology and cell migration.. Adviser: Leandro Gutierrez Rizzi.

Variability in diffusive processes plays a fundamental role across various fields,
affecting the behavior and dynamics of complex systems. Viscoelastic materials, for
example, exhibit an intermediate behavior between solids and liquids and can be
found in numerous physical and biological systems. In this thesis, we introduce a
generalization of the Kelvin-Voigt (KV) constitutive model to include and characterize
heterogeneities in viscoelastic materials. Using a microrheological approach, we
present analytical expressions for the mean squared displacement (MSD) and time-
dependent diffusion coefficient of probe particles immersed in a viscoelastic material
described by this model. In addition to validating our theoretical approach through
Brownian dynamics simulations, we demonstrate how the model can be applied to
describe experimental data obtained for polyacrylamide and laponite gels. Next, we
generalize our approach by considering non-Markovian effects in the particle
dynamics. We present and validate, through stochastic simulations, analytical
expressions for the MSD and diffusion coefficient, and numerically evaluate the van
Hove distributions of the probe particles. We then investigate the effects of variability
in cell motility, which is one of the most fundamental phenomena underlying the
biological processes that sustain living organisms. Here, we consider a simple model
to describe cell motility, which includes not only temporally correlated internal forces
but also the inherent biological variability of intracellular biochemical processes. We
derive exact expressions for the time-dependent MSD and effective diffusion
coefficient, which are compared to numerical results obtained from non-Markovian
stochastic simulations. Additionally, we show that the heterogeneity of persistence
times leads to non-Gaussian distributions that were obtained analytically and
validated through numerical simulations.

Keywords: viscoelastic materials; cell motility; stochastic simulations; brownian
dynamics
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Comparagao do coeficiente de difusao dependente do tempo D(7) obtido de
dados de simulagoes estocasticas (denotados por circulos vermelhos preen-
chidos) e de resultados tedricos do modelo de Kelvin-Voigt usual (KV) e o

modelo de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH) introduzido

AQUIL. . . . .

[lustragao da microrreologia heterogénea descrita pelo modelo KVMH, onde
uma Unica particula de prova de tamanho micrométrico imersa em um
semissolido experimenta uma resposta viscoelastica que é caracterizada por
uma constante de mola €(é) e um coeficiente de arraste V(R), que sao
localmente definidos perto de uma regiao mesoscopica denotada por R.

Resultados numeéricos e teéricos obtidos para os modelos KVMH e KV.
(a): Histograma (barras cinzas) e distribuigao analitica (linha azul con-
tinua), Eq. 2.33, de constantes elasticas locais p(¢) com p = 0,7 e k =
2,8.107°pN/nm. Painel interno: Histograma e distribuicao analitica de
tempos caracteristicos H()A), Eq. 2.35. (b) e (c) incluem comparagoes en-
tre os resultados obtidos das simulagoes e as curvas esperadas considerando
os modelos Kelvin-Voigt (KV), Eq. 2.15 (MSD) e Eq. 2.16 (coeficiente de di-

fusdo D(7)) com T = 298K, k = 2,8.107° pN/nm e ¢ = 0,28.107° pN.s/nm

(linha preta tracejada), e Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH),

Eq. 2.30 (MSD) e Eq. 2.31 (coeficiente de difusao D(7) com T = 298K,
k = 2,8107°pN/nm, ¢ = 0,28.10°pN.s/nm e p = 0,7 (linha preta
continua). Nas simulagoes foram considerados A7 = 107% s e N; = 10°

trajetorias; (b): Coeficiente de difusdo dependente do tempo, D(71) =
(1/2d.)d{Ar*(t))/dr; (c): Deslocamento quadratico médio (Ar?(r)). In-

terno: Razao 6(7) = (Ar3(7))/7. . . .« o
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(a)-(f): Distribui¢oes de van Hove f(x,7) em diferentes tempos 7 para o
modelo KVMH, definido por constantes elasticas locais ¢ distribuidas de
acordo com 2.33, onde p = 0,7 ¢ k = 2,8.107°pN/nm. Simbolos pre-
enchidos correspondem a histogramas avaliados & partir dos dados numé-
ricos obtidos por simulagoes de dinamica Browniana em uma dimensao
(d. = 1) como descrito na segao 2.4, com T' = 298 K, k = 2,8.107% pN/nm,
¢ = 0,28.10%pN.s/nm, p = 0,7, A7 = 107*s e N; = 10° trajetorias.
Linhas pretas continuas denotam a distribuicao analitica esperada para
tempos curtos, dada pela Eq. 2.40, enquanto linhas pretas tracejadas cor-

respondem a distribui¢oes Gaussianas, Eq. 2.41. (g): Excesso de curtose,

Comparagao entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denota-
dos pelos circulos vermelhos preenchidos) obtidos da Ref. [72] e resul-
tados teoricos do modelo de Kelvin-Voigt usual (KV), onde T' = 298 K,
k= 2,75pN/um e 7. = 0,145, e o modelo de Kelvin-Voigt com micro-
heterogeneidades (KVMH) onde T'= 298K, k = 2,75pN/um, 7. = 0,14
ep=1,67. (a) MSD (Ar?(7)) ap6s 12h, onde realizamos uma interpolagao
suavizada 73], Eq. 2.51 com ¢ = 0,003, no logaritmo natural dos dados a
fim de obter o coeficiente de difusdo D(7). A linha pontilhada vertical in-
dica o valor de 7 = 0.1s. (b) Distribui¢oes de van Hove f(z) em 7 =0, 1s.
Circulos pretos preenchidos denotam a distribuicao obtida das simulagoes
e a linha pontilhada corresponde a distribuicoes Gaussianas, Eq. 2.41. Os
resultados de simulacdo correspondem a N; = 10° trajetérias produzidas
através da Eq. 2.45 com At = 1073s e parametros k, 7. ¢ p obtidos do
ajuste. (c) Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7). (d) Mo-
dulo de armazenamento G'(w) (circulos preenchidos) e modulo de perda
G"(w) (circulos vazios). O modulo de cisalhamento complexo foi obtido de

(Ar?(7)) via Eq. 2.8 e usando o método numérico descrito em [60] (Eq.
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Comparagao entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denotados
pelos circulos vermelhos preenchidos) e resultados tedricos do modelo de
Kelvin-Voigt usual (KV), onde T' = 298K, x = 1,52.1072pN/nm, 7. =
636,47 us e o modelo de Kelvin-Voigt model com micro-heterogeneidades
(KVMH), onde T' = 298K, x = 1,52.1072 pN/nm, 7. = 636,47 us, p =
5,98. (a) Funcdo de correlacio de intensidade normalizada ¢ (7) — 1. (b)
MSD (Ar?(7)) ap6s 24h, onde realizamos uma interpolagao suavizada [73],
Eq. 2.51 com ¢ = 0,4, no logaritmo natural dos dados a fim de obter
o coeficiente de difusdo D(7). (c) Coeficiente de difusdo dependente do
tempo D(7). (d) Modulo de armazenamento G'(w) (circulos preenchidos)
e Modulo de perda G”(w) (circulos vazios). O modulo de cisalhamento

complexo foi obtido de (Ar?(7)) via Eq. 2.8 e usando o método ntiimerico

descrito em [60] (Eq. 2.10). . . . . . ...

(a) e (b) mostram o coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7) de
particulas de poliestireno micrométricas (¢ = 0,5 um) durante a gelifica¢ao
de um gel de Laponite (7" = 298 K) para diferentes tempos de agregacao 7,
e os parametros p, Kk e 7. obtidos através de ajustes com o modelo KVMH

(linhas pretas continuas, eq. 2.31) em funcdo de 7, respectivamente. A

seta indica o aumento do tempo 7. . . . ... ..o

Comparagao do MSD (Ax?(7)) obtido de dados de simulagoes estocésticas
(denotados por circulos vermelhos preenchidos) e de resultados tedricos do
modelo de Kelvin-Voigt nao-Markoviano (NM-KV) e o modelo de Kelvin-
Voigt com micro-heterogeneidades nao-Markoviano (NM-KVMH) introdu-

zidoaqui. . . . . . L

Distribuicao de parametros associados ao modelo NM-KVMH, conside-
rando Ny = 10° trajetorias e parametros da Tabela 3.1. (a): Distribuicao
de parametros 7;,, H(vjn»); (b): Distribui¢do de parametros A;,,, H(A;,)

e (c): Distribuigao de coeficientes de difusdo D,, para tempos 7 < 7jn,
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Resultados numéricos e teodricos obtidos para os modelos NM-KV e NM-
KVMH. (a): Deslocamento quadréatico médio (Ax?(7)). Interno: Razao
§(1) = (Az?(7))/7. (b): Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7).
Resultados obtidos de simulagao (circulos vermelhos) e as curvas obtidas
do modelo NM-KV, Eq. 3.11 e 3.12 com T' = 298K, «* = 1,130 pN/um,
7% =1,550s e n* = 0,5 (linha preta tracejada), e do modelo NM-KVMH,
isto6 ¢, Eqs. 3.16 e 3.17, com o mesmo T, k = 2,261 pN/um e parametros
ref

de referéncia ¢;

Resultados numeéricos foram obtidos com N; = 10° trajetérias e AT =

e ’y]r-ef da Tabela 3.1, com p = 0,7 (linha preta continua).

210758,

Médulo de armazenamento G’ (w) (circulos preenchidos) e moédulo de perda
G"(w) (circulos vazios) obtidos do (Ax?(7)) via Eq. 2.8 e utilizando o
método numeérico descrito em [60] (Eq. 2.10). Linhas pretas tracejadas
denotam o resultado teoérico obtido do modelo NM-KV, Eq. 3.11 com
T = 298K, k* = 1,130pN/um, 7 = 1,550s e n* = 0,5, enquanto li-
nhas pretas continuas denotam o resultado teérico obtido do modelo NM-
KVMH, Eq. 3.16 com o mesmo T, k = 2,261 pN/um, a = 3 um e parame-
tros de referéncia ¢}
(a)-(h): Distribui¢oes de van Hove f(z, 7) para diferentes tempos 7 obtidos
para o modelo NM-KVMH. Circulos preenchidos correspondem a histogra-
mas avaliados de N, = 10° trajetorias obtidas de simulacoes de dinamica
Browniana em uma dimensao (d. = 1) como descrito na Se¢ao 3.4, com
T = 298K, k = 2,261 pN/um, A7 = 2.107°s e parametros de referéncia
ref

g e ’yjr-ef da Tabela 3.1. Linhas pretas tracejadas correspondem a distri-

buigdes Gaussianas, Eq. 2.41; (i): Excesso de curtose S, dado pela Eq.

250 .

Painel principal: Dados experimentais de MSD (Ar?(7)) (circulos verme-
lhos) extraidos da Ref. [86] e resultados teodricos obtidos pelo modelo PRW
(linha tracejada), Eq. 5.7, e modelo PRW com variabilidade (linha conti-
nua), Eq. 5.17. As linhas tracejadas curtas evidenciam o comportamento
balistico em tempos curtos e o regime de difusao normal em tempos longos.

Painel interno: Razao (1) = (Ar?(7))/7. Em ambos os modelos tomamos

vo=4,57Tum/mine 7, =7Tmin. . . ... ... L0

e ”y]r-ef da Tabela 3.1, com p=0,7. . . . ... ... ..
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(a)-(c) Deslocamento quadratico médio (MSD) obtido numericamente atra-
vés de simulagoes estocésticas ndo-markovianas (simbolos preenchidos) e
analiticamente como esperado do modelo PRW, Eq. 5.7 (linhas pretas con-
tinuas), para diferentes tempos de autocorrelagao 7,: (a) 7, = 9,49 min
(A=0,9), (b) 7, = 32,8 min (A =0,97) e (¢c) 7, = 99,5 min (A =0,99);
(d) Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7) para os trés diferen-
tes casos, onde o resultado analitico ¢ dado pela Eq. 5.6. Nas simulagoes
foram tomados vy = 3,7 ym/min, At = 1 min e N = 10° trajetorias. As
linhas tracejadas curtas evidenciam o comportamento balistico a tempos

curtos e o regime de difusao normal a tempos longos. Painéis internos:

Algumas trajetérias bidimensionais obtidas das simulagoes. . . . . . . . . .

Resultados numéricos e tedricos para o modelo PRW-V, onde os tempos
de persisténcia \ seguem a distribuicdo em 5.14, com b =2, A\ = T, = 9,49
min, vy = 3,7 pm/min, At = 1 min e N = 10° trajetorias. (a) Histograma
obtido numericamente (barras cinzas) e distribuigao analitica p()\) esperada
da Eq. 5.14 (linha azul continua). Painel interno: Comparagao entre
as fungoes de autocorrelagdo A(7) obtidas dos modelos PRW ¢ PRW-V;
(b) Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7); (c¢) Deslocamento

quadratico médio (Ar?(7)). Painel interno: Razao 6(7) = (Ar?(7))/7. . . .

Distribuicoes de posigoes e de velocidades para o modelo PRW-V, onde

os tempos de persisténcia A seguem a distribuicao em 5.14, com b = 2,

A =17, = 9,49 min, vy = 3,7um/min, At = 1 min e N = 10° traje-

torias. (a)-(h): Histogramas obtidos numericamente através de simula-
¢oes de dinamica browniana (simbolos preenchidos), distribuigdes p(z) em
5.20 (linhas pretas continuas) e distribuigoes Gaussianas como esperadas
do modelo PRW usual nas Eqgs.5.8 e 5.18 (linhas pretas tracejadas); (i)-
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Introducao
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Capitulo 1

Variabilidade em processos difusivos

1.1 Motivacoes gerais e objetivos

A difusao é um processo fundamental no qual particulas se espalham através de um
meio e é influenciado por uma série de fatores como heterogeneidade do meio e interacoes
entre as particulas [1, 2|. Esses fatores podem afetar tanto a interpretacao dos dados
experimentais quanto a modelagem teérica dos sistemas estudados [3, 4]. A presente
tese investiga a variabilidade em processos difusivos, com énfase nas suas implicagoes
na microrreologia e na migracao celular, abordando como essa variabilidade influencia as
propriedades mecéanicas de materiais viscoelasticos e a dinamica estocéstica do movimento
celular.

Materiais viscoelésticos sao materiais que nao podem ser caracterizados como s6-
lidos tampouco como fluidos simples [5, 6]. Quando submetidos a uma tensdo de cisa-
lhamento, s6lidos armazenam energia mecanica e sao elasticos, enquanto fluidos dissipam
energia mecanica e sao viscosos. Por outro lado, quando materiais viscoelésticos sao
tensionados, suas microestruturas armazenam e dissipam energia de uma maneira inter-
mediaria que depende da frequéncia da tensao aplicada [6, 7, 8, 9]. O estudo dos materiais
viscoelasticos contribui para o desenvolvimento de uma categoria especial de materiais: os
materiais inteligentes. Esses materiais tém a capacidade de modificar suas propriedades
em resposta a diferentes estimulos externos, como variagoes de temperatura, campos elé-
tricos, campos magnéticos, pH e luz [10]. E importante ressaltar que nem todo material
inteligente ¢ necessariamente viscoelastico (como no caso dos atuadores piezoelétricos),
assim como nem todo material viscoelastico pode ser classificado como inteligente (por
exemplo, os homopolimeros em estado fundido). Os fluidos eletrorreologicos e magnetor-
reologicos sao exemplos de materiais viscoelasticos e inteligentes.

Apesar do amplo espectro de comportamentos entre os materiais viscoelasticos,
destacam-se algumas caracteristicas em comum: as escalas de comprimento das estruturas

envolvidas (particulas coloidais, cadeias de polimeros, etc) geralmente sdao da ordem de
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nm e pum. KEssa caracteristica nos permite utilizar modelos simplificados que nao levam
em conta cada detalhe na escala atomica. Além disso, suas estruturas sdo pequenas o
suficiente para o movimento Browniano ser relevante - as energias moleculares de ligacao
tipicas sao da ordem da energia térmica kg7 (com kp sendo a constante e Boltzmann e
T a temperatura).

Deste modo, tendo em vista as escalas de comprimento e energia envolvidas, a téc-
nica de microrreologia desenvolvida por Mason e Weitz [11]| é particularmente adequada
para o estudo de materiais viscoelasticos. Partindo do pressuposto de um regime visco-
elastico linear (ou, do inglés, linear viscoelastic, LVE), Mason e Weitz utilizaram uma
relagdo de Stokes-Einstein generalizada (ou, do inglés, generalized Stokes-FEinstein rela-
tion, GSER) para conectar o deslocamento quadratico médio (ou, do inglés, mean-squared
displacement, MSD) de particulas Brownianas no meio ao comportamento viscoeléastico
do sistema |6]. Neste regime LVE, ¢é viavel derivar a complidncia de um material direta-
mente a partir do MSD das particulas de prova [6, 12|, bem como calcular o médulo de
cisalhamento complexo a partir da complidncia.

Muitos materiais possuem uma estrutura heterogénea e sua correta caracterizacao
é alvo de estudos tedricos |13, 3| e experimentais, como por exemplo, agarose 4], actina
[14, 15], colageno [16, 17|, dispersoes de hectorite [18], redes de fibrilas [19] e outros |20, 21].
Além disso, pesquisas extensivas mostraram que as heterogeneidades podem desempenhar
um papel importante em propriedades reologicas e 6ticas de materiais complexos [22], além
de influenciar a cinética de sua formagao [13, 23, 24]. Apesar do avango experimental na
caracterizagao desses materiais, inexistem modelos teéricos simples que incorporam suas
estruturas heterogéneas. Nesta tese, um dos objetivos foi desenvolver uma abordagem
tedrico-computacional em microrreologia para estudar o impacto das heterogeneidades na
dindmica estocastica da particula de prova e no médulo de cisalhamento do material.

No contexto do comportamento celular, os processos fisicos e quimicos ativos que
afetam esse comportamento desempenham um papel importante na homeostase de quase
todos os organismos vivos [25]. A motilidade celular, em particular, influencia numerosos
processos biologicos fundamentais, como organogénese (ou seja, agrega¢ao e migragao ce-
lular), cicatrizagao de feridas e desenvolvimento de tumores |26, 27, 28|. Dessa forma, a
modelagem matemaética da motilidade celular tem grande relevancia na biologia e medi-
cina, ao possibilitar uma descrigao precisa desse fendmeno [29].

Tipicamente, o movimento estocéstico é caracterizado através de modelos de cami-
nhadas aleatorias persistentes (ou, do inglés, persistent random walks, PRWs) [30, 31, 32|.
Enquanto modelos do tipo PRW preveem distribui¢oes de deslocamento e velocidades
com formas Gaussianas, algumas linhagens celulares apresentam distribuicoes com cau-
das ndo-Gaussianas [33, 34|, as quais evidéncias experimentais recentes sugerem que es-
tejam relacionadas com a heterogeneidade célula a célula inerente dos processos celulares

[31, 35]. Aqui, um outro objetivo foi considerar uma abordagem tedrico-computacional,
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onde desenvolvemos um modelo simples que generaliza o modelo PRW ao incorporar a
variabilidade célula a célula, considerando que os tempos de persisténcia A dos processos

internos sao distintos entre cada célula.

1.2 Organizagao da tese

No Capitulo 2, ¢é feita uma revisao tedrica da técnica de microrreologia aplicada a
materiais viscoelasticos em geral. Em seguida, sao revisados aspectos especificos da mi-
crorreologia de materiais semissoélidos, que podem ser modelados pelo modelo de Kelvin-
Voigt (KV) convencional. Posteriormente, é apresentada uma generalizagdo do modelo
KV, denominada de modelo de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), que
leva em conta as micro-heterogeneidades presentes nesses materiais semissolidos. Essa
generalizacao é validada por meio de simulagoes estocasticas Markovianas. Por fim, o mo-
delo KVMH ¢ aplicado na anélise de dados experimentais de microrreologia, mostrando-se
mais adequado para descrever situagoes em que micro-heterogeneidades estao presentes
na amostra, em comparagao com o modelo KV convencional.

No Capitulo 3, o modelo KVMH desenvolvido anteriormente é generalizado para
levar em conta que a dindmica estocastica da particula de prova pode ser influenciada por
processos nao-Markovianos. Essa generalizagao, denominada de modelo nao-Markoviano
de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (NM-KVMH), é validada por meio de simu-
lagoes estocésticas nao-Markovianas. Em seguida, é demonstrado como esses processos
nao-Markovianos podem influenciar a microrreologia de materiais viscoelasticos.

Por fim, no Capitulo 5, sao estudados os efeitos de heterogeneidades na dinamica
estocastica do movimento celular. Inicialmente, é apresentado o modelo de caminhada
aleatoria persistente (ou, do inglés, persistent random walk, PRW), que é frequentemente
utilizado para descrever dados experimentais de movimento celular. Em seguida, é des-
crita a metodologia de simulagoes estocésticas utilizada e é feita uma comparacao entre os
resultados computacionais e as previsoes do modelo PRW convencional. Posteriormente, é
apresentada uma generalizacao do modelo PRW, denominada modelo de caminhada alea-
toria persistente com variabilidade (ou, do inglés, persistent random walk with variability,
PRW-V). Essa generalizagao leva em conta a presenca de heterogeneidades inerentes dos

processos intracelulares e é validada por meio das simulagoes estocésticas.
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Capitulo 2

Microrreologia com

micro-heterogeneidades

Publicagao relacionada:

Microrheological model for Kelvin-Voigt materials with micro-heterogeneities [36]
T. N. Azevedo, K. M. Oliveira, H. P. Maia, A. V. N. C. Teixeira, L. G. Rizzi
Soft Matter (2025) DOI: 10.1039/D4SM01474J

2.1 Motivacao

Dentre os varios modelos mecéanicos de materiais viscoelasticos, o modelo de Kelvin-
Voigt (KV) é um dos modelos mais simples que descreve materiais viscoelasticos que
exibem resposta semisolida [37, 38|, como redes de fibrina [39], hidrogéis de gelatina [40],
Polyurea [41] e géis de Laponite [42]. Particulas de prova imersas em um semissolido
do tipo KV exibem um MSD caracteristico o qual fornece um coeficiente de difusao

dependente do tempo com um decaimento exponencial, dado por

D(r) = kT exp (—2—7) : (2.1)

KRTe Te

onde kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura absoluta do meio, x esta re-
lacionado a rigidez do material e 7. ¢ um tempo caracteristico. Mesmo alguns modelos
amplamente utilizados na literatura para ajustar dados experimentais [43, 44, 45|, como
o modelo desenvolvido por Krall e colaboradores [46, 47|, exibem esse tipo de decaimento
exponencial da Eq. 2.1 para o comportamento do coeficiente de difusao. Contudo, experi-
mentos de microrreologia de géis [48, 49] e transigao sol-gel [50], por exemplo, evidenciam
que particulas de prova imersas em um gel, ou a prépria rede de polimeros que forma
um gel ou solugao, exibem um coeficiente de difusao que decai em lei de poténcia em

[0}

tempos longos, isto é, D(7) o< 7%, com « sendo um expoente que fornece uma medida
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do decaimento. A Fig. 2.1 mostra um caso onde a dindmica estocastica de particulas de
prova imersas em um semissolido pode ser caracterizada por um coeficiente de difusao

coma=1,7.

e simulacdes

Figura 2.1: Comparacao do coeficiente de difusao dependente do tempo D(7) obtido de
dados de simulagbes estocésticas (denotados por circulos vermelhos preenchidos) e de
resultados tedricos do modelo de Kelvin-Voigt usual (KV) e o modelo de Kelvin-Voigt
com micro-heterogeneidades (KVMH) introduzido aqui.

Além do coeficiente de difusao com decaimento em lei de poténcia, as distribuicoes
de deslocamento Ax das particulas de provas (distribui¢oes de van Hove) imersas em géis,
em geral, apresentam formas nao-Gaussianas, evidenciadas por medidas de excesso de
curtose nao-nulas nessas distribuigoes [18, 19, 51]. Além disso, diversos estudos associam
essas medidas a presenga de micro-heterogeneidades no material [3, 52, 53, 18, 20, 21, 23|.
Essas caracteristicas nao-Gaussianas das distribui¢oes de deslocamento diferem das previ-
soes dos modelos convencionais, que usualmente assumem a homogeneidade do material e
apresentam distribui¢oes de deslocamento com forma Gaussiana. Portanto, tanto o com-
portamento do coeficiente de difusao quanto a forma das distribuicoes de deslocamento
observadas experimentalmente em sistemas como géis nao sao adequadamente capturados
pelos modelos tedricos usuais. Isso motiva o desenvolvimento de modelos mais gerais que
possam descrever de forma mais precisa a dinadmica estocastica complexa observada nesses
materiais viscoelésticos heterogéneos.

Neste trabalho, consideramos uma abordagem microrreolégica para propor uma
generalizacao do modelo KV que incorpora as micro-heterogeneidades presentes no mate-
rial viscoelastico semissoélido. Em particular, assumindo-se que as micro-heterogeneidades
podem ser descritas por constantes de mola € = s(ﬁ) e coeficientes de arraste v = V(ﬁ)
dependentes da posi¢ao, conseguimos descrever o comportamento em lei de poténcia a
tempos longos do coeficiente de difusdo D(7), e relacionar seu expoente & distribuic¢ao

de constantes de mola e coeficientes de arraste. Adicionalmente, realizamos simulagoes
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estocasticas utilizando dinamica Browniana para validar as expressoes obtidas para D(7)
e o deslocamento quadrético médio (Az?)(7). Em seguida, mostramos como nosso modelo
pode ser utilizado para descrever dados experimentais obtidos através de microrreologia
de espalhamento dindmico de luz (DLS) para dois diferentes géis.

Este capitulo esté organizado da seguinte forma: A segao 2.2.1 introduz a técnica
da microrreologia. Na secao 2.2.2 revisamos alguns aspectos da microrreologia de ma-
teriais viscoelésticos que exibem comportamento do tipo Kelvin-Voigt (KV), enquanto
na secao 2.3 apresentamos a descri¢ao teérica do modelo introduzido aqui, o modelo de
Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), que generaliza o modelo KV usual.
As subsecoes 2.4 e 2.3.1 apresentam nossos resultados teéricos do modelo KVMH e a
validagao destes resultados por simulagoes estocasticas Markovianas utilizando dinamica
Browniana. Na segao 2.5 aplicamos nosso modelo a anélise de dados experimentais de
microrreologia e comparamos os dois modelos para enfatizar como o modelo KVMH pode
ser mais adequado para descrever dados experimentais quando micro-heterogeneidades

estao presentes na amostra.

2.2 Metodologia

2.2.1 Microrreologia

A microrreologia é uma técnica utilizada para se obter a resposta mecanica de
um meio viscoelastico através da sondagem do movimento Browniano de particulas de
prova imersas no mesmo. O movimento Browniano foi observado e documentado pela
primeira vez pelo botanico escocés Robert Brown [54| que, através de um microscopio,
notou que particulas de graos de poélen moviam-se incessantemente sob a superficie da
agua. O mecanismo responséavel por este movimento nao foi elucidado por Brown, mas
somente em 1905 com os trabalhos de Einstein [55], que explicou os resultados de Brown
através de uma analise estatistica das colisoes das particulas de polen com as moléculas
circundantes do solvente. Mais tarde, Jean Perrin (1908) confirmou experimentalmente
as previsoes de Einstein, o que, além de dar o Prémio Nobel a Perrin, contribuiu para
estabelecer a natureza atémica da matéria na comunidade cientifica [56].

Einstein mostrou que, para o caso da difusao de uma particula esférica de raio a
em um fluido Newtoniano, seu deslocamento quadrético médio (Ar?(7)) (MSD) apresenta

uma relagado linear com o tempo [56]:
(Ar?(7)) = 2d.Dr, (2.2)

onde D ¢é o coeficiente de difusao e d, é a dimensao euclidiana do espago no qual a esfera

difunde. Outra relagao obtida por Einstein, conhecida como relacao de Stokes-Einstein
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(SER), envolve o coeficiente de difusdo D e a viscosidade 1 do material [56]:

 ksT

D - )
6mna

(2.3)

onde kg e T sao a constante de Boltzmann e a temperatura absoluta do meio, respectiva-
mente. A microrreologia surgiu quando Mason & Weitz (1995) [11] mostraram, teorica-
mente e experimentalmente, haver uma conexao semelhante entre MSD e as propriedades
reologicas de um material viscoelastico. Mason & Weitz generalizaram a relagao 2.3 para

o caso de materiais nao-Newtonianos, formulando uma relacao de Stokes-Einstein gene-

ralizada (GSER) [6] dada por

(Ar?(7)) = J(7), (2.4)

onde J(7) é a compliancia, uma medida do aumento de deformacao do material sob tensao
constante, representando sua capacidade de suportar deformacéo elastica. E importante
ressaltar que, neste trabalho, consideraremos apenas materiais desordenados e isotropicos,
de modo que a compliancia J(7) seja uma fungao escalar do tempo. Além disso, vale notar
que a GSER acima ¢é derivada sob a suposi¢ao de que os raios das particulas de prova sao
maiores do que a maior microestrutura do material, e também que a inércia das particulas
de prova pode ser negligenciada [57]. Nessas condigoes, os resultados obtidos pela técnica
de microrreologia devem reproduzir os resultados obtidos da reologia de bulk.

Para caracterizar a resposta mecéanica de um material submetido a uma tensao
de cisalhamento, definimos uma grandeza GG denominada moédulo de relaxagao que, para
solidos, ¢ uma constante de proporcionalidade entre a tensao de cisalhamento aplicada o

e a deformacao de cisalhamento observada ~:

G = (2.5)

o
5
Para liquidos, uma tensao constante aplicada produz uma deformagao dependente do
tempo. Em liquidos Newtonianos, a taxa de deformagao 4 é uma constante e diretamente

proporcional & o:
n=a/y, (2.6)

onde 7 é a viscosidade do liquido [6].

Materiais viscoelasticos combinam essas duas caracteristicas, Eq. 2.8 e Eq. 2.6,
sendo que a predominancia de uma ou outra depende das escalas de tempo envolvidas,
e o tempo caracteristico que separa esses dois comportamentos é especifico para cada
material. A abordagem experimental mais comum para caracterizar isto se da através do
uso de um reémetro [58], um dispositivo que aplica um torque oscilatorio no material, e,

por conseguinte, uma tensao de cisalhamento. A deformacao oscilatoria de frequéncia w
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se relaciona com a tensao aplicada através de:
o = Re[G*(w)vye™], (2.7)

onde agora consideramos o modulo de cisalhamento complexo G*(w) = G'(w) + iG" (w).
G'(w) (moédulo de armazenamento) representa a fracao de energia elastica armazenada e
recuperada durante o ciclo de deformacao e esta relacionado a capacidade do material de
resistir elasticamente a deformacao. G”(w) (modulo de perda) reflete a fragao de energia
dissipada como calor devido ao comportamento viscoso do material durante a deformacao
e esta associado a resisténcia viscosa ao movimento.

A metodologia menos invasiva da microrreologia nos permite extrair essa mesma
propriedade reologica G* através da transformada de Fourier J(w) de J(7) (que por sua
vez é obtido do MSD através de 2.4) [59]:

1

G (w) = L (2.8)

A viscosidade complexa n*(w) pode ser obtida do seguinte modo [6]:

rw) = (29)

Neste trabalho, nos casos onde nao foi possivel obter resultados analiticos, a transformada

de Fourier .J(w) foi determinada numericamente usando a seguinte expressio [60]:

() = eI (0) 4 (1) LI Jwe_mui (Jk - J) PR
T1 iy \Tk = Tk—1
(2.10)
¢ os parametros foram obtidos através das extrapolagoes J(0) = J(7) no limite 7 — 0 e
Joo = dJ(7)/dr 10 limite 7 — co.

Assim, no fundo, obter as propriedades mecanicas do material (médulo de cisalha-
mento, viscosidade, etc.) se reduz ao problema de obter o MSD. A microrreologia dispoe
de vérias técnicas para obter o MSD, como a espectroscopia de onda difusa (ou, do inglés,
diffusing wave spectroscopy, DWS), espalhamento dinamico de luz (ou, do inglés, dynamic
light scattering, DLS) e a microscopia de rastreamento de particulas (ou, do inglés, particle
tracking microscopy, PTM) [6]. A dindmica da particula pode ainda se dar de dois modos
distintos: a particula pode estar sujeita a energia térmica ou (somado & energia térmica)
a um campo externo (elétrico, magnético, etc.). Denominamos essas técnicas, respecti-
vamente, de microrreologia passiva e ativa. Técnicas passivas sao tipicamente mais tteis
para medir valores baixos de moédulos predominantemente viscosos, enquanto as técni-
cas ativas podem estender o intervalo mensuravel para amostras contendo quantidades

significativas de elasticidade [61].
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A microrreologia oferece uma série de vantagens sobre a reologia tradicional. A
baixa inércia das particulas permite a medicao da resposta em alta frequéncia do ma-
terial com métodos como DWS e pingas 6pticas [61]. Devido aos altos torques e forgas
necessarias, a medicao em altas frequéncias com os redmetros se torna um processo mais
dificil. Ainda, como as flutuacoes envolvidas sao espontaneas, nao ha o risco de danificar
estruturas frageis. Outra vantagem esta na redugao da quantidade necessaria da amostra
para sua caracterizacao, diminuindo os custos nos experimentos, principalmente aqueles
que utilizam amostras biolégicas. Além disso, a viscoelasticidade pode ser, agora, carac-
terizada ponto a ponto no interior da amostra, permitindo um estudo mais minucioso das
estruturas tipicamente heterogéneas dos fluidos complexos. Vale notar que existem téc-
nicas de microrreologia que apresentam, porém, algumas desvantagens. Uma delas é que
os materiais estudados devem ser translicidos (para possibilitar a utilizagao da técnica

de DLS) ou leitosos (para possibilitar a utilizagao da técnica de DWS).

2.2.2 Microrreologia de materiais semissélidos de Kelvin-Voigt
(KV)

O modelo de Kelvin-Voigt ¢ um dos modelos mais simples utilizados para descre-
ver o comportamento de materiais viscoelasticos, que exibem tanto propriedades elasticas
quanto viscosas. Neste modelo, um material viscoeléstico é representado por dois compo-
nentes em paralelo: uma mola (para representar a elasticidade) e um amortecedor (para
representar a viscosidade). A resposta ao cisalhamento dinamico, quando sujeita a uma

deformacao oscilatoria senoidal de frequéncia w, é dada por [38]
G'(w) = Gy, G"(w) = nw, (2.11)

onde Gy ¢ o modulo de elasticidade e n é a viscosidade do material. O fato de G'(w)
ser constante implica que a energia elastica armazenada pelo material nao depende da
frequéncia da deformacao - a mola no modelo responde instantaneamente a qualquer
deformagao aplicada, armazenando a mesma quantidade de energia elastica em todas as
frequéncias. Por outro lado, G”(w) cresce linearmente com a frequéncia (x w) devido a
natureza do amortecedor viscoso. A medida que a frequéncia da deformacdo aumenta,
o comportamento viscoso do material se intensifica, levando a uma maior dissipacao de
energia em cada ciclo de deformagao.

Desta forma, o modelo de Kelvin-Voigt é apropriado para descrever materiais vis-
coelédsticos simples que mostram um comportamento predominantemente elastico com
um aumento gradual do efeito viscoso em altas frequéncias. No entanto, esse modelo nao
descreve adequadamente a dindmica de materiais que apresentam uma dependéncia nao

linear dos modulos de cisalhamento em relacao a frequéncia.
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Por simplicidade, consideremos o movimento estocastico unidimensional (d. = 1)
de uma particula Browniana presa em um potencial harménico, U(z) = xx?/2, de modo

que possa ser descrito por uma equagao de Langevin superamortecida [59],

dx(T)
dr

= —VU(x) + fu(1) , (2.12)

onde ( é o coeficiente de arraste viscoso e, assim como a constante de mola k, caracteriza o
material viscoelastico; f,(7) é uma forga aleatoria que o material exerce sobre a particula
e que deve depender de suas propriedades. Aqui, a constante x denota a intensidade
de uma “constante de mola” que imita as propriedades de um material viscoelastico e
caracteriza sua resposta semelhante a um soélido. Como mostrado na Ref. [59], a solucao
da equacao acima produz um MSD que corresponde ao de uma particula de prova imersa

em um material Kelvin-Voigt (KV), dada por:

(Az*(7)) = ((2(r) — (2(0)))*) = % [1—exp (=297)] . (2.13)

onde ¥ = k/¢. O teorema de flutuagao-dissipagao relaciona a constante C' a fungao
de autocorrelacéo das forcas aleatorias [62], f, = f./C, que é dada por (f,(7)f (7)) =
Co(r — 7'). Considerando que (Ax?(7)) = (22(7)) com z(0) = 0 e assumindo que o
teorema da equipartigao se aplica, temos que k(Az*(c0)) = k{x?(c0)) = kT, o que
leva a C' = 2kgT /(. Esse valor é consistente com a fun¢ao de autocorrela¢ao das forgas

aleatoérias dada por:
(fa(T) fa(T))) = CCS(T — 7') = 2kpTCS(T — 7). (2.14)

Portanto, da Eq. 2.13, encontramos que o MSD do modelo KV usual é dado por:

(Aa?(r)) = "L {1 — exp (—21)} , (2.15)
K Te
onde 7, = (§)7! é um tempo caracteristico. Assim, a Eq. 2.15 apresenta um comporta-
mento linear (isto ¢, difusivo normal) (Az?(7)) ~ 2(kgT/¢)T para 7 < 7., e um valor
constante, (Ax?(7)) &~ kT /K, para 7 > 7.. Além disso, podemos avaliar o coeficiente de
difusdo dependente do tempo D(7) como

D(r) = 1 d(Ar(r)) kT o (_2_7) | (2.16)

2d, dr KT T,

onde o lado direito da identidade acima nao depende de d,, uma vez que (Ar?(r)) =
d.(Ax?*(7)) para sistemas isotropicos. Esta expressao 2.16, alids, corresponde & expressio

2.1 exibida na introducao deste capitulo.
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Agora, considerando a GSER dada pela Eq. 2.4, podemos utilizar a Eq. 2.15 para
obter a compliancia J(7), que pode ser facilmente identificada como a complidncia de
um material KV [38]. Como mostrado na Ref. [59], podemos utilizar a compliancia J(7)
correspondente para avaliar os médulos de armazenamento, G’'(w), e de perda, G"(w), do

material por meio da Eq. 2.8, isto é,

G*(w) = G'(w) +iG"(w) = % - z’agaw : (2.17)
Comparando esta ultima expressao com a Eq. 2.11, identificamos Gy = k/3ma e 1y =
(/6ma. Vale mencionar que, como nao se espera que os modulos medidos exibam qualquer
dependéncia do raio a da particula de prova, entao tanto x = k(a) quanto ¢ = ((a) devem
exibir uma dependéncia linear de a. Assim, com base na microrreologia de um material
KV, deve-se ter que as constantes de mola e de arraste estao, respectivamente, relacionadas

ao modulo de plato e a viscosidade do material KV, isto é, k = 3maGy e ( = 6many.

2.3 Modelo Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades
(KVMH)

A fim de considerar micro-heterogeneidades, assumimos que a amostra tem um co-
eficiente de arraste dependente da regiao: v = V(ﬁ), em que Réa posicao de uma regiao
mesoscopica dentro da amostra, como ilustrado na Fig. 2.2. Embora as propriedades elas-
ticas em diferentes regioes do sistema sejam heterogéneas através da amostra, assumimos
que, localmente, o coeficiente de arraste é o mesmo dentro de uma determinada regiao
mesoscopica, de modo que a particula de prova nao experimentara mudancas dréasticas nas
propriedades viscoelésticas do meio enquanto estiver naquela regiao. Além disso, como
a particula é capturada por um potencial harmoénico, que é definido pela constante de
mola local ¢ = 8(]%), nao se espera que a particula de prova deixe essa regiao mesosco-
pica durante a escala de tempo tipica 7 > 7, dos experimentos. O analogo mecéanico
do KVMH é similar a uma associagdo em série de varios elementos de Kelvin-Voigt (i.e.,
mola e amortecedor ligados em paralelo), tal como ilustrado na Fig. 1-10 da Ref. [3§|,
com as viscosidades e as constantes de mola seguindo uma dada distribui¢ao especifica.

A seguir, discutimos os aspectos tedricos e computacionais envolvidos na descri¢ao

do KVMH.

2.3.1 MSD e a distribuicao de micro-heterogeneidades

Seguindo a abordagem introduzida na Ref. [13], assumimos que o MSD (isto &, a

média sobre trajetérias de particulas de prova que experimentam diferentes propriedades
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cuvette

Figura 2.2: Tlustragao da microrreologia heterogénea descrita pelo modelo KVMH, onde
uma tnica particula de prova de tamanho micrométrico imersa em um semissélido expe-

—

rimenta uma resposta viscoelastica que é caracterizada por uma constante de mola e(R)
e um coeficiente de arraste v(R), que sdo localmente definidos perto de uma regiao me-
soscOpica denotada por R.

viscoelasticas devido as micro-heterogeneidades) pode ser avaliado como

(A?(r)) = / (AT () ple) dé | (2.18)

onde as propriedades microrreologicas localmente definidas de regides mesoscopicas dentro

do sistema sao incorporadas no modelo através de uma distribui¢do gama [63|, dada por

57(1717) 675

T (2.19)

p(§) =

com I'(p) sendo a fun¢ao gama usual e p é um expoente que caracteriza a distribui¢ao da

variavel £ = & (ﬁ) dependente da regiao, de forma que o valor médio de & é dado por

= [ o=y . (220)
0
Em particular, se considerarmos que 7, = k/ve com o coeficiente de arraste local dado
por
p
v, = =(, (2.21)
tT¢
a FEq. 2.13 se torna
Ce v

1 — exp (—2fr>] , (2.22)
Ve
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onde a constante C¢ pode ser estimada assumindo que o teorema da equiparticao ¢ local-

e (M)

com ¢ distribuido de acordo com a Eq. 2.19. Para tempos curtos, a Eq. 2.22 leva a

mente valido também, ou seja,

(Az?*(T))e & C¢t, de tal forma que a Eq. 2.18 junto com a Eq. 2.19 produz

ey ~ [T (S o] ey

¢
~ ofl, (}9) [ pterae (2.24)
kT & _ ksT
2 c Tp c T . (2.25)

Por outro lado, a tempos longos, a Eq. 2.22 fornece

C 1 [ kpT (1 kT
(Az?(7))e = 25—:5 =0 lz% (];5” % = % , (2.26)

de modo que, devido ao fato da distribuigao p(§) ser normalizada, a Eq. 2.18 também

leva a um resultado independente de & para o MSD total, isto é,

@)~ [ ) [Q] o©)de = "L [T peyac =T oy

K £ Jo K

Evidentemente, considerando p(£) dado pela Eq. 2.19, podemos avaliar a expressao para

o MSD de forma mais geral a partir da Eq. 2.22, isto é,

(act(r)) = [ (AP de (2.28)
- kBTT OOO l1 — exp (—Q%ggr)] p(€) de. (2.29)

Realizando a integragao, obtemos

(Aa?(r) = 2=

1 (;T + 1) _p] . (2.30)

Adicionalmente, o coeficiente de difusao dependente do tempo D(7), que pode ser avaliado

através da derivada do MSD (ver, por ex., Eq. 2.16), é dado por

T /92 —(14p)
D(r) = X2 ( L4 1) . (2.31)
RTe PTe
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Vale enfatizar que, a tempos longos, o resultado acima indica que o coeficiente de di-
fusao dependente do tempo apresenta um comportamento em lei de poténcia, isto é,
D(7) oc 7-04P) Essencialmente, esta é a principal caracteristica do KVMH que o dis-
tingue do modelo KV usual. Certamente, a distin¢ao entre um decaimento exponencial,
Eq. 2.16, e um decaimento em lei de poténcia, Eq. 2.31, pode ser claramente observada
em experimentos microrreologicos [48|, por isso deve ser utilizada para indicar a presenga
de micro-heterogeneidades, ja que o expoente p é a quantidade que define a distribuigao
p(€) (Eq. 2.19). Mesmo assim, deve-se notar que, para valores altos de p, ndo apenas o
termo negativo no MSD dado pela Eq. 2.30 vai para uma fun¢ao exponencial, ou seja,
e * =lim, ,(142/p)~?, recuperando assim o MSD obtido para o modelo KV usual (Eq.
2.15), mas também a distribui¢ao p(§) (Eq. 2.19) estara mais localizada em torno de um
pico proeminente, o que significa que apenas um valor particular de £* contribuiré para a
média de &, diminuindo o efeito das micro-heterogeneidades.

Adicionalmente, vale notar que o MSD dado pela Eq. 2.30 pode ser pensado como

um caso particular da expressao encontrada em [13], dada por

(Aax?(r)) = 2B {1 - {(i)" + 1} _a} (2.32)

K* T

onde 7* é um tempo caracteristico, k* é a constante elastica efetiva do material, o é um
parametro relacionado a distribuigao gama assim como na Eq. 2.19 e n* é um expoente
relacionado ao comportamento subdifusivo nao-Markoviano que pode eventualmente ser
observado em tempos curtos. Sem duvidas, este nao é o caso de materiais KV, uma vez
que as particulas de prova neles exibirao um comportamento difusivo normal com n* = 1.
Conforme discutido na Ref. [13]|, onde uma abordagem de Langevin superamortecida
generalizada é utilizada, o caso n* = 1 corresponde ao caso onde o comportamento difusivo
normal das particulas de prova é Markoviano, enquanto expoentes na faixa de 0,5 < n* <
1 denotam um comportamento subdifusivo nao-Markoviano.

Por fim, é importante notar que, conforme também apontado na Ref. [13], o uso
de uma distribui¢ao gama p(&) (Eq. 2.19) foi estabelecido devido a ligagao entre as cons-
tantes elasticas efetivas e o tamanho dos aglomerados de particulas com um determinado
tamanho [46, 64, 65]. Além da relagdo com os tamanhos dos aglomerados, as distribui¢oes
gama nao sao apenas derivadas de equagdes cinéticas [65] que podem ser relacionadas as
distribui¢oes de tempos de relaxagao H(\) observadas experimentalmente na espectrosco-
pia mecanica [66], mas também observadas nas redes desordenadas geradas por simulagoes

numéricas [67, 68].
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2.3.2 Distribuicoes relacionadas: constantes elasticas ¢ e tempos
caracteristicos \

Como ficara claro na Segao 2.4, a distribuigdo p(§) dada pela Eq. 2.19 pode ser

interpretada tanto em termos de constantes elésticas locais € quanto, alternativamente,

em termos de tempos caracteristicos locais A, ambos descritos também por distribuicoes

gama generalizadas [63]. Em particular, se considerarmos que € = (k/p)¢, a distribuigao

de constantes de mola locais p(g) sera dada por p(e) = p(&)|e=pe/x(0&/0e), isto &,

oo = (2) S () 2.33)

de modo que o valor médio das constantes efetivas da mola é dado por
£ = (5) E=r . (2.34)

Ainda, considerando que o tempo local caracteristico é dado por A = p7./§, podemos

obter a distribuico de tempos caracteristicos () da distribuicio p(&) através de H(A) =
P(&)|e=pr. 2 (0€/ON), que fornece

1O = e (50) e () 23

Neste caso, o valor médio dos tempos caracteristicos A é dado por

T
pt—1

A= / AH(N)d\ = (2.36)
Note que, apesar de X ser diferente do tempo caracteristico 7., o valor médio do reciproco

dos tempos caracteristicos, ™!, serd dado em termos de 7. como

1

Al = / %H(A)d/\ = (2.37)

2.3.3 Distribuicoes de van Hove dependentes do tempo

Para caracterizar o movimento das particulas de prova, também pode-se estar
interessado nas distribuicoes de van Hove, que podem ser facilmente determinadas a partir
de experimentos e fornecem a probabilidade de um deslocamento x apdés um intervalo de

tempo 7. Analiticamente, pode-se avaliar as distribui¢des de van Hove f(z,7) como

fla,7) = / fel, ) p(€) dE (2.38)
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onde [59] 1 y 2
e = (gemarre) o (o) 2

corresponde a distribui¢ao de posigao observada a partir do movimento aleatério de uma
particula de prova em uma determinada regiao mesoscopica da amostra. A distribuicao
normal é tipicamente esperada para f¢(z, ) porque estamos assumindo que, localmente,
os movimentos aleatorios de uma particula de prova ainda podem ser descritos por um
processo Gaussiano. Infelizmente, é dificil avaliar a expressao analitica completa para
qualquer intervalo de tempo 7 arbitratio, Eq. 2.38, considerando a Eq. 2.39 com o MSD
dado pela Eq. 2.30. Contudo, se considerarmos a aproximagao para o MSD em tempos
curtos (T < 7.), isto é, (Az?(7))e =~ (2kpT&/(p)7, com & sendo a variavel aleatoria que
segue a distribuigao p(§) dada pela Eq. 2.19, a Eq. 2.38 fornece [69]

(o) = 2GR

V7L (p) ?

(20 2, (2.40)

onde C, = ((p/4kgTT)"? e K,(x) ¢ a funcio de Bessel modificada de segunda espécie
de ordem . Por outro lado, em tempos longos, no estado estacionério (7 > 7.), o MSD
serd independente de £ (ver Eq. 2.26), de modo que a distribuigdo de van Hove avaliada

pela Eq. 2.38 também deve ser dada por uma distribuicao normal, ou seja,

[k K
flz) = kT exp <_2kBT) . (2.41)

2.4 Simulacoes estocasticas

Conforme discutido na Ref. [59], a trajetoria da particula pode ser obtida através
de simulagoes de dindmica Browniana superamortecida considerando o método de Euler

que fornece a seguinte equacao discretizada

| kpT
2 =2 — gxﬁ.”)m n 2%&1\1(0, 1), (2.42)

onde k é a constante elastica efetiva do material, kg é a constante de Boltzmann, T' é a
temperatura absoluta do meio, ( = k7, ¢ o coeficiente de fric¢ao médio do solvente e N(0, 1)
é uma variavel gaussiana com média zero e variancia igual a um. Como discutido no inicio
desta secao, consideramos um coeficiente de friccao dependente da posicao v = u(ﬁ) para

levar em conta as micro-heterogeneidades do sistema. Assim, a Eq. 2.42 fica

JJE+)1 = xf ) _ ixi AT+ \/2 B2 ATN(0,1). (2.43)
Un, Un,
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Portanto, a n-ésima particula exibira uma tnica trajetoria que sondaréd a n-ésima regiao
mesoscopica dentro da amostra (veja, por exemplo, a Fig. 2.2). Aqui, assim como na

relacao estabelecida pela Eq. 2.21, consideramos que

¢

= pf_n , (2.44)

Un

com &, sendo a n-ésima variavel aleatéria amostrada de acordo com uma funcao de distri-
buicao gama dada pela Eq. 2.19. Portanto, com a escolha de v, dada pela expressao 2.44,

a equacao de Langevin discretizada, Eq. 2.43, se torna

1 kgT (1

¢ pC

que pode ser utilizada para simular a n-ésima regiao mesoscopica distinta dentro da amos-
tra que apresenta propriedades viscoeléasticas ligeiramente diferentes. Ainda, podemos
interpretar a expressao 2.45 como uma expressao para um meio que apresenta diferentes

constantes de mola locais ¢, que sao dadas por

e = (g) £ (2.46)

assim como definido na Secao 2.3.2. Além disso, vale notar que, com base na Eq. 2.45,
tém-se que a fungao de correlagao das forcas que agem na n-ésima particula de prova pode
ser escrita como [62]
~ ~ kgT ¢,

FoD)ful ) = 2725 =) (247
o que significa que o teorema da flutuagao-dissipacao é localmente valido, onde “local”
aqui significa que a trajetoria da particula de prova esta espacialmente localizada dentro
de uma regiao mesoscopica que é caracterizada por um tnico valor de &,,.

A Fig. 2.3 apresenta resultados obtidos a partir de simulagdes numéricas que nao
apenas validam o algoritmo que acabamos de descrever, mas também demonstram os re-
sultados tedricos obtidos a partir do modelo KVMH, ilustrando suas principais diferencas
em relagdo ao modelo KV usual. Na Fig. 2.3(a) incluimos a distribui¢ao de constantes
de mola locais p(e), Eq. 2.33, e a correspondente distribuigdo de tempos caracteristicos
H(X), Eq. 2.35, que foram utilizadas para se realizar as simulagdes. A Fig. 2.3(b) mostra
os MSDs obtidos para os modelos KV e KVMH, dados pelas Eqgs. 2.15 e 2.30, respectiva-
mente. Assim, os dois modelos apresentam os mesmos comportamentos assintoticos para
tempos curtos e longos, onde observamos um comportamento linear, (Ax?) ~ 2(kgT/{)T,
e um plato (Ax?) =~ kgT/k, respectivamente. Além disso, como indicam os resultados
numéricos apresentados no painel inserido em (b), a razao 6(7) = (Ax?)/7 segue o com-

portamento esperado de acordo com os resultados analiticos denotados pelas linhas pretas.
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Figura 2.3: Resultados numéricos e teoricos obtidos para os modelos KVMH e KV. (a):
Histograma (barras cinzas) e distribuigao analitica (linha azul continua), Eq. 2.33, de
constantes elasticas locais p(g) com p = 0,7 e kK = 2,8.107°pN/nm. Painel interno:
Histograma e distribuigao analitica de tempos caracteristicos H(A), Eq. 2.35. (b) e
(¢) incluem comparagoes entre os resultados obtidos das simulagoes e as curvas espe-
radas considerando os modelos Kelvin-Voigt (KV), Eq. 2.15 (MSD) e Eq. 2.16 (coefici-
ente de difusao D(7)) com T = 298K, k = 2,8.107°pN/nm e ¢ = 0,28.107° pN.s/nm
(linha preta tracejada), e Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH), Eq. 2.30
(MSD) e Eq. 2.31 (coeficiente de difusdo D(7) com T = 298K, x = 2,8.107° pN/nm,
¢ = 0,28.107%pN.s/nm e p = 0,7 (linha preta continua). Nas simula¢oes foram con-
siderados A7 = 107* s e N; = 10° trajetorias; (b): Coeficiente de difusao dependente
do tempo, D(1) = (1/2d.)d(Ar*(7))/dr; (c): Deslocamento quadratico médio (Ar?(7)).
Interno: Razao §(7) = (Ar?(7)) /7.

Por exemplo, para o KVMH, 6(7) é dado pela Eq. 2.25 dividida por 7, entao é constante
em tempos curtos e, em tempos posteriores, exibe um decaimento algébrico proporcional

1 com 6(7) dado por uma constante, ou seja, Eq. 2.27, dividida por 7. Apesar de a

arT
diferenca entre os resultados dos modelos KV e KVMH aqui ser notéavel, o comportamento
do coeficiente de difusao dependente do tempo D(7) = (2d.)"*d(Ar?(7))/dr mostrado na
Fig. 2.3(c) evidencia melhor essa diferenga, onde observa-se um decaimento exponencial
para o modelo KV, Eq. 2.16, e um decaimento em lei de poténcia para o modelo KVMH |
Eq. 2.31, com D(7) o< 7757 para p = 0,7. Observamos que, na pratica, a derivada usada
para calcular o coeficiente de difusao foi determinada numericamente a partir do MSD
através da expressao D(7) = (Az*)p(7)/27, onde p(7) = din{Ax?)/dInT é o expoente
efetivo do MSD. Vale mencionar que o comportamento em lei de poténcia observado de
D(7) em tempos longos, e que corresponde a Fig. 2.1, esta qualitativamente de acordo
com dados experimentais [48].

Na Fig. 2.4(a)-(f) mostramos as distribuigdes de van Hove f(x,7) obtidas nu-
mericamente em diferentes tempos 7, juntamente com as distribuicoes analiticas espera-
das para tempos curtos dadas pela Eq. 2.40 e distribui¢oes Gaussianas previstas pelo
modelo KV definido, dadas pela Eq. 2.41 (linhas tracejadas). A fungdo incorporada
scipy.special.kv da biblioteca Scipy em Python foi usada para gerar a funcao de Bessel K

[70]. Para gerar a fungdo de Bessel Ky(x) para ordens ¢ pequenas e > 0, o algoritmo
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utiliza a seguinte representagao integral [69]

Ky(z) = sec (%) / cos(z senht’) cosh(yt")dt’, (2.48)
0
onde —1 < Re ¢ < 1. A recorréncia direta gera ordens superiores. Para xz < 0, K ¢

obtida pela seguinte relagao |71]

Ky(ze™™) = e ™™ K, (2) — i sen(mapr) cossec(im) Iy (2), (2.49)

onde z é um numero complexo, i?

= —1, m é um inteiro e [, ¢ a fungao de Bessel
modificada de primeira ordem . A computacao de K para ordens grandes é realizada
usando suas expansoes assintoticas uniformes [71].

A Fig. 2.4 indica que as distribui¢oes obtidas em tempos curtos sao similares a Eq.
2.40, mas se aproximam de Gaussianas em tempos longos. A fim de mensurar o desvio
das distribui¢coes numericamente obtidas de distribui¢goes Gaussianas, obtemos o excesso

de curtose, definido como

& [y (1) — (7))

ST = 2 (N, " o, (7)1

— 3, (2.50)

Jj=1

onde N; é o nimero de trajetorios, ¥ ¢ a média e o é o desvio padrao da distribuicao.
Para uma distribui¢do Gaussiana, S, = 0. Na Fig. 2.4(g) mostramos o excesso de
curtose obtido para as distribui¢coes. Aqui, observa-se que o excesso de curtose obtido
para as distribui¢oes em diferentes tempos é maior para tempos curtos. Adicionalmente,
o excesso de curtose se aproxima de zero em tempos posteriores, uma vez que ele é zero
para distribui¢oes Gaussianas. Um excesso de curtose diferente de zero em tempos curtos
é justamente o observado em experimentos de microrreologia com géis que possuem uma
estrutura heterogénea [18]. Nestes experimentos, um excesso de curtose nulo é observado
para tempos de agregacao curtos em qualquer tempo 7 (caracterizando a fase sol da
amostra) seguido por um aumento no excesso de curtose conforme a amostra se gelifica e
torna-se mais heterogénea (caracterizando a fase gel). Neste caso, o aumento no excesso
de curtose é claramente causado pela presenca de estruturas heterogéneas no material,

que é também observado com a emergéncia de distribui¢oes nao-Gaussianas (3, 4].

2.5 Aplicacao a dados experimentais

Nesta secao, apresentamos uma comparag¢ao entre as expressoes obtidas para o mo-
delo KVMH e alguns dados experimentais para validar nossa abordagem. Em particular,
apresentamos resultados para géis de poliacrilamida e laponite.

Como mencionado na Secao 2.2.2, as Eqs. 2.4 e 2.8 permitem obter o modulo de
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Figura 2.4: (a)-(f): Distribui¢oes de van Hove f(z,7) em diferentes tempos 7 para o
modelo KVMH, definido por constantes elasticas locais e distribuidas de acordo com 2.33,
onde p=0,7 e k = 2,8.107°pN/nm. Simbolos preenchidos correspondem a histogramas
avaliados a partir dos dados numeéricos obtidos por simulagoes de dinAmica Browniana em
uma dimensao (d, = 1) como descrito na se¢ao 2.4, com T = 298K, x = 2,8.107% pN /nm,
¢ =0,28107%pN.s/nm, p = 0,7, A7 = 107*s e N; = 10° trajetorias. Linhas pretas
continuas denotam a distribuicao analitica esperada para tempos curtos, dada pela Eq.
2.40, enquanto linhas pretas tracejadas correspondem a distribui¢coes Gaussianas, Eq.
2.41. (g): Excesso de curtose, Eq. 2.50.

cisalhamento complexo G*(w) do material a partir do MSD. Infelizmente, neste trabalho
nao fomos capazes de derivar expressoes analiticas exatas para o médulo complexo G*(w)
do modelo KVMH, entao computamos numericamente a transformada de Fourier-Laplace
J(w) através da Eq. 2.10.
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Gel de poliacrilamida

Incluimos na Fig. 2.5 resultados obtidos a partir dos dados experimentais retirados
de [72], onde experimentos de microrreologia foram realizados com géis de poliacrilamida
quimicamente reticulados. Os experimentos foram realizados usando a técnica de ras-
treamento de particulas com esferas de poliestireno de aldeido amidina positivamente

carregadas, com raio a = 0,05 um & temperatura ambiente (7" = 298 K).
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Figura 2.5: Comparagao entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denotados
pelos circulos vermelhos preenchidos) obtidos da Ref. [72] e resultados teoricos do modelo
de Kelvin-Voigt usual (KV), onde "= 298K, k = 2, 75pN/um e 7. = 0, 14, e o modelo
de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades (KVMH) onde T' = 298 K, k = 2, 75 pN/pum,
7.=0,14s e p = 1,67. (a) MSD (Ar?(7)) ap6s 12h, onde realizamos uma interpolagao
suavizada [73|, Eq. 2.51 com ¢ = 0,003, no logaritmo natural dos dados a fim de obter
o coeficiente de difusdo D(7). A linha pontilhada vertical indica o valor de 7 = 0.1s.
(b) Distribui¢oes de van Hove f(z) em 7 = 0,1s. Circulos pretos preenchidos denotam
a distribuicao obtida das simulagoes e a linha pontilhada corresponde a distribuicoes
Gaussianas, Eq. 2.41. Os resultados de simulacao correspondem a N, = 10° trajetorias
produzidas através da Eq. 2.45 com At = 1073 s e parametros s, 7. e p obtidos do ajuste.
(c) Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7). (d) Médulo de armazenamento
G'(w) (circulos preenchidos) e modulo de perda G”(w) (circulos vazios). O modulo de
cisalhamento complexo foi obtido de (Ar?(7)) via Eq. 2.8 e usando o método numérico
descrito em [60] (Eq. 2.10).

De maneira similar ao observado no MSD obtido por simula¢des numéricas na Fig.
2.3(c), na Fig. 2.5(a) o MSD apresenta um comportamento aproximadamente linear a
tempos curtos (evidenciando uma difusao aproximadamente livre nessa escala de tempo)
e um platd a tempos longos (evidenciando o aprisionamento das particulas de prova nas
microestruturas do gel). Na Fig. 2.5, mostramos as distribuigdes de van Hove f(x) em

7 = 0,1 s obtidas experimentalmente e através de simulagoes como descrito na secao
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2.4, com os pardmetros obtidos do ajuste com o modelo KVMH. E notével aqui a boa
concordancia entre os resultados experimentais e simulacionais e, como esperado para
um material heterogéneo, a nao-Gaussianidade das distribuigoes. A Fig. 2.5(c) mostra o
coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7).

Devido & natureza ruidosa dos dados do MSD, o coeficiente de difusdo D(r) foi

obtido a partir de uma interpolacao suavizada (veja ref. [73] para uma descricao do

algoritmo). A idéia ¢ que, dada uma sequéncia de Ny, medigoes {vy, va, - -+ , vy, }, devemos
minimizar
Ny, Nj—2
¢ [05(r) = hi(M)P + Y [hysa(r) = 24 (7) + (7)), (2.51)
=1 =1

onde h;(T) é a sequéncia que estamos procurando para interpolar os dados e ¢ é um
parametro real positivo de suavizagao . Quanto maior ¢, mais a interpolagdo converge
para a sequéncia medida. Quanto menor ¢, mais suavizada é a interpolacgao.

Assim como observado nos resultados obtidos por simulacGes numeéricas na Fig.
2.3(b), a diferenga entre a predigao entre os modelos KV e KVMH ¢ ainda mais evidente
aqui, onde o decaimento exponencial do KV nao ajusta satisfatoriamente o decaimento
em lei de poténcia dos dados experimentais. Também ¢ interessante notar da Fig. 2.5(d)
como o modelo KVMH descreve melhor o comportamento do moédulo de cisalhamento
complexo G*, especificamente no regime de baixas frequéncias de G” e no regime de altas
frequéncias de G'.

Subsequentemente, examinamos um gel de poliacrilamida em experimentos utili-
zando a técnica de Espalhamento Dindmico de Luz (ou, do inglés, dynamic light scattering,
DLS). A técnica de DLS com detec¢ao em miultiplos angulos da Brookhaven Co. foi usada
para a caracterizagao de todas as amostras. As medigoes de DLS foram realizadas usando
um laser com comprimento de onda igual a A’ = 632, 8 nm. Através das medi¢oes de DLS,
obtém-se a funcio de correlagao de intensidade normalizada ¢® (1) = (I(0)I(7))/(I?) da
intensidade de espalhamento I(7). Para garantir que a média real do conjunto foi obtida,
um grande orificio antes do detector de foétons foi utilizado, e a média final foi resultado

de diferentes posi¢oes nas amostras. Usando isso, pode-se obter o MSD através de [48]

2oy 6 (9P —1—0+B\"
(Ar? (1)) = q21 ( 3 ) , (2.52)

onde ¢ = (4um/N)sin(0/2) é o modulo do vetor de espalhamento que é obtido do com-
primento de onda ), do indice de refracdo u = 1.331 e do angulo de espalhamento 6. Os
parametros 3 e o correspondem a extrapolagao da funcao de autocorrelacao para 7 — 0
para espalhamento homodino (neste caso, particulas padrao de poliestireno em solugéao

aquosa) e espalhamento heterodino (particulas de poliestireno em géis), respectivamente
[74].
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O gel de poliacrilamida foi sintetizado através dos seguintes componentes quimicos:
acrilamida (A8887), bis-acrilamida (M7279), tetrametiletilenodiamina (TEMED) (T7024)
, persulfato de amonio (APS) (A3678), todos adquiridos pela SIGMA-ALDRICH. A sin-
tese foi feita & temperatura ambiente (T ~298 K) usando uma razao de acrimalida e
bis-acrilamida de 30:1, com concentragao total de 4, 14% m/m. Apos, foi adicionado 5 ul.
de solugao com particulas de poliestireno (de raio a = 0,5 pum). Para iniciar a reagao, 5
mL de solugao APS com 0,404 % m/m e 10 uL. de TEMED foi adicionada. A amostra foi
mantida a 0°C para reagir durante toda a noite. As medigoes foram feitas a temperatura
ambiente, com 3 horas de duragao, 6 acumulagdes (média de 6 medigdes) em diferentes
posicoes da amostra e para um angulo de espalhamento igual a 40°. Esse experimento
foi realizado pelo entdo aluno de Iniciagao Cientifica Kairon Marcio de Oliveira (UFV) e
pelo Prof. Alvaro Vianna Novaes de Carvalho Teixeira (UFV).

Na Fig. 2.6, mostramos os dados obtidos através dos experimentos de DLS com o
gel de poliacrilamida, juntamente com uma comparagao entre os modelos KV e KVMH.
A funcdo de correlacio de intensidade normalizada ¢® (1) — 1 ¢ exibida na Fig. 2.6(a).
Ambos os modelo KV e KVMH descrevem bem o comportamento de ¢® (1) — 1 a tempos
curtos (7 ~ 10pus) e longos (7 ~ 10* us), caracterizados por valores aproximadamente
constantes. Apenas o modelo KVMH, porém, ajusta bem a fun¢ao no dominio de tempos
intermediarios. A Fig. 2.6(b) exibe o MSD das particulas de prova de poliestireno, obtido
através da Eq. 2.52, enquanto as Figs. 2.6(c) e 2.6(d) mostram o coeficiente de difusao
dependente do tempo D(7) e os modulo de cisalhameno G'(w) e G”(w), respectivamente.
Similarmente aos resultados observados com o gel de poliacrilamida vistos na Fig. 2.5, o
modelo KVMH mostra-se mais adequado para descrever os dados experimentais, apesar
da disparidade do ajuste dos dois modelos ser pequena.

A baixa disparidade entre os modelos KV e KVMH na Fig.2.6 pode ser explicada
pelo alto valor de p = 5,98 (parametro da distribui¢ao de constantes elésticas p(e), Eq.
2.33). Para p > 1, p(¢) aproxima-se de uma distribuigao normal com média e variancia
k?/p. Entao, conforme p aumenta e a variancia diminui, p(¢) torna-se estreita e com um
pico centrado na média k. Este é precisamente o caso do semissolido Kelvin-Voigt (KV),
onde o material é caracterizado por apenas uma constante de mola k. Assim, o resultado

de p = 5.98 indica que o gel de poliacrilamida sintetizado é razoavelmente homogéneo.

Gel de laponite

O modelo KVMH também pode ser empregado para estudar o processo de gelifi-
cacao. Foi sintetizado uma amostra de 10 mL de hidrogel de Laponite em uma concen-
tragdo de 3% m/m, juntamente com um solu¢do com particulas de poliestireno (com raio
a = 0,5pum). A amostra foi agitada e sonificada durante alguns minutos para misturar
a Laponite em solu¢do. As medigdes foram feitas a temperatura ambiente (7' ~ 298 K)

e com um angulo de espalhamento de 90°. Esse experimento foi realizado pelos entao
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Figura 2.6: Comparagao entre dados experimentais de gel de poliacrilamida (denota-
dos pelos circulos vermelhos preenchidos) e resultados tedricos do modelo de Kelvin-
Voigt usual (KV), onde T = 298K, x = 1,52.1072pN/nm, 7. = 636,47 us e o mo-
delo de Kelvin-Voigt model com micro-heterogeneidades (KVMH), onde T' = 298K,
k =1,52.10"?pN/nm, 7, = 636,47 us, p = 5,98. (a) Funcao de correlagio de intensidade
normalizada ¢®(7) — 1. (b) MSD (Ar?(7)) apés 24h, onde realizamos uma interpolacio
suavizada [73|, Eq. 2.51 com ¢ = 0,4, no logaritmo natural dos dados a fim de obter o
coeficiente de difusdo D(7). (c) Coeficiente de difusao dependente do tempo D(7). (d)
Moédulo de armazenamento G'(w) (circulos preenchidos) e Médulo de perda G”(w) (cir-
culos vazios). O modulo de cisalhamento complexo foi obtido de (Ar?(7)) via Eq. 2.8 e
usando o método nimerico descrito em [60] (Eq. 2.10).

alunos de Iniciacao Cientifica Tiago Nascimento de Azevedo (UFV, responsavel pela pre-
paracao das amostras, curadoria de dados e analise formal) e Hugo Pereira Maia (UFV,
responséavel pela preparagdo das amostras, curadoria de dados e anélise formal) e pelo
Prof. Alvaro Vianna Novaes de Carvalho Teixeira (UFV, responsavel pela preparacao das
amostras, curadoria de dados, andlise formal, metodologia, supervisao e valida¢ao).

Na Fig. 2.7(a) exibimos o coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7) para
diferentes tempos de agregagao 7,,. A diminui¢ao de D(7) com o aumento de 7, evidencia
o aprisionamento crescente das particulas na microestruturas do gel conforme o gel é for-
mado. O aumento na rigidez do material pode ser visto pelo aumento de « na Fig. 2.7(b).
Pesquisas anteriores estabeleceram que este gel é composto de agregados micrométricos
que exibem comportamento fractal |75, 76]. Agora, podemos relacionar o expoente p com
a dimensdo espectral dg, que caracteriza a topologia da rede [77|. Para tempos muito
longos, temos que D(7) oc 7%/ Neste regime, a Eq. 2.31 fornece D(7) oc 7~ (1+7),
Assim, p e d; s@o relacionados por ds = 2(1 + p). O valor de satugao de p = 0,2, Fig.
2.7(b), correponde a dy = 2,4, cujo valor é proximo ao observado em experimentos com

outros géis [48]. Adicionamente, o baixo valor de p = 0,2 indica que a distribuigao de
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constantes elasticas p(e) (Eq. 2.33) se desvia consideravelmente de uma distribuicao es-
treita e centrada em um valor k (ver discussao ao final da Subsecao 2.5), o que evidencia
a alta heterogeneidade do gel de Laponite.

a b
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Figura 2.7: (a) e (b) mostram o coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7) de
particulas de poliestireno micrométricas (a = 0,5 pm) durante a gelificagdo de um gel de
Laponite (7" = 298 K) para diferentes tempos de agregagao 7, e os parametros p, Kk e 7.
obtidos através de ajustes com o modelo KVMH (linhas pretas continuas, eq. 2.31) em
funcao de 7, respectivamente. A seta indica o aumento do tempo 7.



41

Capitulo 3

Microrreologia com
micro-heterogeneidades - Processos

nao-Markovianos

3.1 Motivacao

Embora o modelo KVMH desenvolvido anteriormente capture o comportamento
do coeficiente de difusdo D(7) em decaimento de lei de poténcia para tempos longos e pre-
veja distribui¢des de van Hove nao-Gaussianas, ele nao consegue descrever corretamente o
regime subdifusivo comumente observado no MSD de particulas de prova em tempos cur-
tos nesses sistemas, como solugoes de filamentos de actina [14], géis de polimero Carbopol
[78] e géis de poliacrilamida [50]. De fato, o modelo KVMH prevé que, em tempo curtos,
o MSD se comporte como (Az?(7)) o< 7. A Fig. 3.1 exibe um exemplo de MSD onde,
em tempos curtos, as particulas difundem subdifusivamente com (Ax?) < 7%°. Conforme
discutido em [13], onde uma abordagem de Langevin superamortecida generalizada é uti-
lizada, o comportamento linear do tipo (Ax?) oc 7 indica que a dinAmica das particulas de
prova é governada por processos Markovianos. Em contraste, o comportamento subdifu-
sivo observado na Fig. 3.1 sinaliza a presenca de processos nao-Markovianos na dinamica
estocastica dessas particulas. No capitulo anterior, simplificamos o modelo KVMH ao
ignorar efeitos nao-Markovianos, assumindo que a dindmica das particulas obedece a uma
equacao de Langevin simples. Neste capitulo, ampliamos essa abordagem, formulando
uma versao generalizada do modelo KVMH. Assumimos que a dindmica das particulas de
prova é regida por uma equagao de Langevin generalizada (ou, em inglés, generalized Lan-
gevin equation, GLE), que incorpora efeitos de memoria e descreve interagdes temporais

mais complexas entre particulas e o material.
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Figura 3.1: Comparagiao do MSD (Az?(7)) obtido de dados de simulagoes estocasticas (de-
notados por circulos vermelhos preenchidos) e de resultados teéricos do modelo de Kelvin-
Voigt nao-Markoviano (NM-KV) e o modelo de Kelvin-Voigt com micro-heterogeneidades
nao-Markoviano (NM-KVMH) introduzido aqui.

3.2 Modelo de Kelvin-Voigt nao-Markoviano (NMKV)

Considerando o movimento estocastico unidimensional (d. = 1) de uma particula
browniana presa em um potencial harménico, U(z) = kz?/2, a equacao de Langevin

generalizada (GLE) assume a forma [79]:

P o= [ o= (o), (3)

onde m é a massa da particula, p, é a componente x do momento linear da particula,
kg é a constante de Bolztamnn e T é a temperatura. A fungao kernel de memoria
((7 — 7’) indica que a particula esta sujeita a um potencial nao-Markoviano e descreve
como estados passados influenciam a dindmica futura. A forga aleatoria f,(7) possui
média nula, (f,(7)) = 0, e esta relacionada com a fungao kernel de memoria através do

teorema da flutuagao-dissipagao (FDT) [79]:

(fa(T)fa(T))eq = kpTC(T — 7). (3.2)

No caso de uma dindmica Markoviana onde a resposta do meio é instantanea, como
assumido na Eq. 2.12 da Secao 2.2.2 anterior, a fungdo memoria é dada por uma funcao
delta, isto é, (7 — 7') o< §(7 — 7'). A eliminagao do termo inercial dp,(7)/dr da GLE,

Eq. 3.1, nao é tao direta quanto no caso da equagao de Langevin usual, Eq. 2.12. Para
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isso, tomemos a transforma de Fourier bilateral da GLE, Eq. 3.1:

~

—mw?t(w) = —kE(w) — iwl(W)2 (W) + fa(w), (3.3)

onde &(w) = [7°_x(r)e"™7dr ¢ a transformada de Fourier bilateral do deslocamento da
particula de prova e ((w) ¢ a tranformada de Fourier unilateral do kernel de memoria. No

dominio da frequéncia, a Eq. 3.2 fica [79]:

~ ~

(fal@) fa(@W))eq = 27k T8 (w + w')C (W), (3.4)

onde a presenga do termo d(w +w’) indica que f, é um processo estacionario. Tomando o
lado esquerdo da Eq. 3.3 igual a zero e isolando z, obtemos a GLE sem inércia no espaco
de Fourier:

A

wi(w) = —rRw)E(w) + galw), (3.5)

onde fi(w) é a tranformada de Fourier unilateral da fun¢do memoria do movimento supe-

ramortecido, definida como [79]

1
ilw) = ) (3.6)
O termo ¢g,(w) em 3.5 é um ruido colorido definido como
Galw) = Fi(w) fa(w), (3.7)
e que satisfaz o teorema da flutuagao-dissipagao:
(Ja(w)ga(W))eq = 2mkpTo(w + w')fi(w). (3:8)

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. 3.5, obtemos finalmente a GLE

superamortecida no dominio do tempo:

dxd(:) = —K /_; wu(r — (7 )dr" + ga(7), (3.9)
onde
(9a(7)9a(T"))eq = kpT (T — 7). (3.10)

Como mencionado em [13], com uma escolha apropriada de parametros associados a

fungao memoria p(r — 7’), a solu¢ao da Eq. 3.9 produz um MSD da forma

(Az*(1)) = ]ﬁs—T {1 — exp [— (Vl) n] } : (3.11)
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onde v* é um tempo caracteristico e n* é um expoente relacionado ao comportamento
subdifusivo nao-Markoviano que, como mencionado na Sec¢ao 2.3.1, pode eventualmente
ser observado em tempos curtos na faixa 0,5 < n* < 1 em experimentos de microrreologia
[14, 78, 50|. Justamente por levar em conta a ndo-Markovianidade dos processos difusivos,
a Eq. 3.9 produz um MSD com um expoente n* varidvel e que pode ser visto como um caso
mais geral do MSD do modelo de KV discutido na Secao 2.2.2, Eq. 2.15, que é recuperado
para n* = 1. Importante ressaltar que devido a sua ampla ado¢ao na literatura para
descrever dados experimentais [43, 44, 45, 48], utilizaremos a Eq. 3.11 como comparagao
em relagdo ao modelo de Kelvin-Voigt nao-Markoviano com micro-heterogeneidades (NM-
KVMH) descrito na Segao seguinte. Adicionalmente, o coeficiente de difusao dependente

do tempo D(7) pode ser avaliado através da derivada do MSD (ver, por ex., Eq. 2.31), e

kT - "
D(r) = DB ~lexp [— (%)

Analogamente ao MSD, a expressao 3.12 pode ser vista como um caso mais geral do

¢ dado por

*

(3.12)

coeficiente de difusao do modelo KV discutido na Segao 2.2.2, Eq. 2.16, que é recuperado
para n* = 1. Como mencionado como motivagao do capitulo anterior e na descrigao
do modelo KVMH na Sec¢ao 2.3, o decaimento exponencial em 3.12 e 2.16 tipicamente
nao é observado em experimentos de microrreologia [48, 49, 50|, onde um decaimento
em lei de poténcia, isto é, D(7) oc 7-(1+2"")  geralmente é observado e indica a presenca
de micro-heterogeneidades [13], com « sendo um expoente que fornece uma medida do

decaimento.

3.3 Modelo de Kelvin-Voigt nao-Markoviano com micro-
heterogeneidades (NM-KVMH)

Seguindo a concepg¢ao do modelo KVMH introduzida na Secao 2.3, assumimos
que o MSD (isto ¢, a média sobre trajetorias de particulas de prova que experimentam
diferentes propriedades viscoelésticas devido as micro-heterogeneidades) pode ser avaliado

Ccomo

(A?(r)) = / (AT () plE) dé | (3.13)

onde as propriedades microrreologicas localmente definidas de regioes mesoscopicas dentro
do sistema sao incorporadas no modelo através de uma distribuigao gama [63|, dada pela
Eq. 2.19. Do ponto de vista tedrico, assumimos que os efeitos nao-Markovianos podem

ser descritos por um MSD local (Az%(7))¢, 0 qual pode ser expresso como uma série finita
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de Prony [79] de N,, + 1 modos

(A?(7))e = QkBT - ifl 4 exp (—7—> (3.14)

em que ¢; e 7, ¢ sao parametros que definem o MSD, e v;¢ sao parametros que definem as
propriedades microrreoldgicas locais em termos de um conjunto de parametros {;}, isto
¢,

y4
Vig = E’Yj- (3.15)

Nota-se que a expressao 3.14 produz uma difusdo normal (MSD linear) em tempos cur-
tos (T < 7;¢), dada por (Az*(7))e ~ >°.(qj/7je)7. Consequentemente, no regime
de tempos curtos, o coeficiente de difusao é aproximadamente constante e dado por
De = (1/2)(32; 4i/v5¢)-

Inserindo a Eq. 3.14 na Eq. 3.13 e calculando a integral [69], obtemos uma
expressao para o MSD para o modelo NM-KVMH

(Ag?(r)) = 2RBT _ Nfl " (1 + —) - (3.16)

K = Py

O coeficiente de difusao dependente do tempo D(7) avaliado através da derivada do MSD
(ver, por ex., Eq. 2.31) é dado por

1 Nl ¢ 7\ ~+p)
D(r) =5 > 2 (1 + —) . (3.17)
=1 1

287

3.4 Simulacoes estocasticas

A fim de obter as equagoes estocasticas diferenciais (ou, do inglés, stochastic dif-
ferential equations, SDEs) associadas ao modelo NM-KVMH, assumimos que o modulo
de cisalhamento complexo do material em uma regiao mesoscopica é descrito em termos
de uma série finita de NV, modos (termos) e um elemento puramente viscoso que leva em

conta a presenca de um solvente [79]
Gr(w) = iwng? + 3 Jintins (3.18)

onde N,, é o numero de modos (termos) da série, n((]n) ¢ a viscosidade do elemento pu-

ramente viscoso, € g;, € A, sao o modulo elastico e o tempo de relaxagao do j-ésimo
modo na n-ésima regiao, respectivamente. A partir do médulo de cisalhamento complexo

G*(w), podemos obter a transformada de Fourier da fungdo memoéria (,(w) através da
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seguinte representagao da Relagao de Stokes generalizada (GSR) [79]

- _ 67G(w)a

Gn(w) : (3.19)

w

onde a é o raio da particula de prova. Vale ressaltar que a relacao 3.19 assume que os
efeitos da inércia do fluido sao despreziveis. Inserindo a Eq. 3.18 na GSR, Eq. 3.19,
obtém-se:

Co(w) = ¢ Hinin_ 3.20
J=1 ’
onde H;, = 6mag;, e Cé") = 67ra77(()n). Uma vez que (,(w) = 1/ji,(w), obtemos a transfor-
mada de Fourier da funcao memoria para a GLE superamortecida, Eq. 3.5, e, tomando a

transformada inversa do resultado, obtém-se finalmente [79|

Nm

pa(7) = 1878(7) =D cinexp (—7/Aj), (3.21)

j=1

onde os parametros ,u(()"), ¢jn € \j, podem ser obtidos a partir dos parametros Cén), H;,
e \j,, definidos para a fungao memoria (,(7), Eq. 3.20, através da metodologia descrita
no Apéndice A.l. Nessa estrutura, a equagao diferencial estocastica do deslocamento x(7)
da n-ésima particula que sonda a n-ésima regiao mesoscopica dentro da amostra é dada

por [79]

s MO(”)
Nm N,
+ 2]§BT (,LLO(n) — Z Cj,nAj,n> sz,O(T> + Z \/ QkBTCj,nAj,nsz,j (T),
i=1 i=1

(3.22)

onde @), ; sao variaveis estocésticas auxiliares que mapeiam o sistema original nao-Markoviano

em um sistema Markoviano e obedecem a EDE abaixo [79]

dWx,j(T), (jI 1727~--7Nm)-

. QW (r 2k T 19"
dQ™(r) = — (Hm(n)x(n)m i Quy(7) drt, | BB HOT

AjJL C]}nAj,TL
(3.23)
A escolha dos parametros da simulacao foi realizada de forma que o MSD resultante em

3.11 comporte-se da forma (Az?(7)) oc 705

(1 < 7*). Com base na Ref. [80], assumimos 8 modos (N,, = 7) para o MSD na Eq.

, isto é, com n* = 0,5, em tempos curtos

3.14 e os valores de referéncia q;ef

para cada caminhante, os parametros v;, através da Eq. 3.15 utilizando esses valores de

e 7§ef dados na Tabela 3.1. Em seguida, obtivemos,



3 Microrreologia com micro-heterogeneidades - Processos nao-Markovianosi7

referéncia. Por fim, através do procedimento descrito no Apéndice A.II, obtivemos, para

cada caminhante, os parametros u(()n)

3.21.

, Cin € \j,, que definem a fungdo memoria p,(7), Eq.

& () T ) o (kg ) AT )
0,0001362999217608 12,92824 0,00254567214234844 10,7685962322
0,0005592407251536  5,256348  0,0196891753270592  3,36553596085
0,0007926638898024  2,15936 0,108434692727402 1,12993725205
0,0007372272522888  0,85266 0,619428342308303  0,37226046559
0,0005618961546408  0,31087 4,15439783260944 0,112543655
0,0003829638580992  0,10048 37,8758355208588 0,02888185614
0,0002428444829664  0,02694 1366,80028742428 0,00450386031
0,0002243656037952  0,00423

00 ~J O UL = W N .

Tabela 3.1: Parametros de referéncia utilizados nas simulacgoes estocasticas, onde assu-

mimos que o modulo de cisalhamento complexo, Eq. 3.18, é caracterizado por N,, = 7

modos. Os parametros de referéncia q§ef e 'yjr?f caracterizam o MSD, Eq. 3.14, enquanto

os parametros cE-ef e A;-ef caracterizam a fun¢ao memoria da GLE superamortecida, Eq.
3.21. Esses parametros fornecem uftt = (1/2ksT)(>_; ¢t /y5f) = 8,3852s.kg™!, com
T =298 K.

A Fig. 3.2 mostra a distribui¢do dos parametros v;, (associados ao MSD, Eq.
3.14), A;, (associados a funcao memoria p,(7), Eq. 3.21) e do coeficiente de difusao
dependente do tempo D,, em tempos curtos, D, = (1/2)(3_; ¢j/7Vjn)- Além de mostrar a
distribui¢ao dos parametros ; associados ao modelo NM-KVMH, esse resultado evidencia
que a abordagem delineada para o modelo na Se¢ao 3.3 pode ser pensada, de maneira equi-
valente, da perspectiva da heterogeneidade dos tempos de relaxacao da funcao memoria

p(7) e da difusividade D,, das particulas de prova.

108
0 L
10 -0,96 £ - -1,12
): \y 107 \\
10 ¢ f
F — -2
810’2; < ]O ?
S ol A
107°F 107
10 107
57 75:
10 = Ll Ll Ll L 10 Ll Ll Ll Ll .
0" 10" 1w 10 10 10”100 10t 10’ 10
v [s] A [s] D [umYs]

Figura 3.2: Distribuigao de parametros associados ao modelo NM-KVMH, considerando
N; = 10° trajetorias e parametros da Tabela 3.1. (a): Distribui¢ao de parametros 7; .,
H(7;n); (b): Distribuicao de parametros A;,,, H(A;,) e (c): Distribuigao de coeficientes
de difusao D,, para tempos 7 < v;,, H(D,).

A Fig. 3.3 apresenta resultados obtidos a partir de simula¢oes numéricas que, além

de validar o algoritmo que acabamos de descrever, demonstram os resultados teoricos
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obtidos a partir do modelo NM-KVMH, ilustrando suas principais diferencas em relacao
ao modelo NM-KV. A Fig. 3.3(a) mostra os MSDs obtidos para os modelos NM-KV
e NM-KVMH, dados pelas Egs. 3.11 e 3.16, respectivamente. Assim, os dois modelos
apresentam os mesmos comportamentos assintoticos para tempos curtos e longos, onde
observamos um comportamento subdifusivo, (Az?(7)) o« 7%, ¢ um plato (Az?(7)) =~
kT /k, respectivamente. A Fig. 3.3(b) apresenta o coeficiente de difusao dependente do
tempo D(7) = (Ax?)p(7)/27, onde p(1) = dln{Az?)/dInT ¢ o expoente efetivo do MSD.
Nota-se que o modelo NM-KV mostra um decaimento exponencial, enquanto o modelo
NM-KVMH exibe um decaimento em lei de poténcia, D(7) oc 7717. Este comportamento
em lei de poténcia estd em concordancia com o valor analitico D(7) oc 7~-(Fen") = 7=1.7
com n* = 0,5 e a = 2p = 1,4, obtido em [13|. Vale dizer que as constantes x* da Eq.

3.11 e k da Eq. 3.16 se relacionam como xk = 2k*.

a b
E_._. Is\llﬁlfllggvﬁo 10-2 b e simulacdo
— L — NM-KVMH .z — 10> -- NM-KV
I interpolacio e, — NM-KVMH
3 ‘e 10
= =.
_10° —10”
~~ - _6
O T 10
4 | . Q107
- 10210 10° 10" 10° 10°®
T [s]
1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 10'9 2 1 O 1 2 3
10 100 10 100 10° 10° 10" 10° 10" 100 10
T [s] T [s]

Figura 3.3: Resultados numéricos e tedricos obtidos para os modelos NM-KV e NM-
KVMH. (a): Deslocamento quadratico médio (Az?(7)). Interno: Razao (1) =
(Az?(7))/7. (b): Coeficiente de difusao dependente do tempo D(7). Resultados obti-
dos de simulagao (circulos vermelhos) e as curvas obtidas do modelo NM-KV, Eq. 3.11 e
3.12 com T' =298 K, k* = 1,130 pN/um, 7* = 1,550s e n* = 0,5 (linha preta tracejada),
e do modelo NM-KVMH, ist6 ¢, Egs. 3.16 e 3.17, com o mesmo T, k = 2,261 pN/um

e parametros de referéncia q;ef e vjr.ef da Tabela 3.1, com p = 0,7 (linha preta continua).

Resultados numéricos foram obtidos com N; = 10° trajetorias e AT = 2.107°s.

Na Fig. 3.4 mostramos o modulo de armazenamento G’'(w) e o mddulo de perda
G"(w) obtido do MSD exibido na Fig. 3.3(a) através da metodologia descrita na Se-
¢ao 2.2.1. O resultado do modelo NM-KVMH demonstra que a presenca das micro-
heterogeneidades causa um efeito de suavizagdo no modulo G'(w) em tempos 7 interme-
diarios e, além disso, ndo afeta o valor do platé G'(wg) = k/6ma em baixas frequéncias,
onde wy < (v*)~L. Por outro lado, o médulo de perda G”(w) é razoavelmente alterado na
presenca de micro-heterogeneidades em baixas frequéncias, visto que no modelo NM-KV

tém-se G (w) oc w*?® e no modelo NM-KVMH tém-se G”(w) oc w3 (exibido no grafico).
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Em altas frequéncias, e para os dois modelos, ambos os médulos G'(w) e G”(w) exibem

um crescimento em lei de poténcia com w®?®.

[Pa]

G'(w), G"(w)

ol Ll Ll Lol
10 10 10 10 10
® [rad/s]

1 2

Figura 3.4: Médulo de armazenamento G'(w) (circulos preenchidos) e modulo de perda
G"(w) (circulos vazios) obtidos do (Az?(7)) via Eq. 2.8 e utilizando o método numérico
descrito em [60] (Eq. 2.10). Linhas pretas tracejadas denotam o resultado teorico obtido
do modelo NM-KV, Eq. 3.11 com T = 298K, x* = 1,130pN/um, 7" = 1,550s e
n* = 0, 5, enquanto linhas pretas continuas denotam o resultado tedrico obtido do modelo
NM-KVMH, Eq. 3.16 com o mesmo 7', k = 2,261 pN/um, a = 3 um e pardmetros de

referéncia ¢! e ”y]r-ef da Tabela 3.1, com p =0, 7.

J

Na Fig. 3.5(a)-(h) mostramos as distribui¢oes de van Hove f(x,7) obtidas numeri-
camente das simulacoes em diferentes tempos 7, juntamente com distribui¢coes Gaussianas
(linhas tracejadas). A fim de mensurar o desvio das distribuigdes numericamente obtidas
de distribuigoes Gaussianas, na Fig. 3.5(i) exibimos o excesso de curtose Sy em fungao
do tempo 7, como definido na Eq. 2.50. Da mesma maneira como observado no modelo
KVMH na Secao 2.3.3, o excesso de curtose obtido aqui é nao-nulo para tempos curtos,
evidenciando a nao-Gaussianidade das distribui¢oes de van Hove nessa escala de tempo, e
aproxima-se de zero em tempos longos. Desta maneira, assim como observado no modelo
KVMH, este resultado é um indicativo de que as micro-heterogeneidades sao responsaveis

pelas distribui¢oes nao-Gaussianas observadas experimentalmente [18,; 19, 51].
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Figura 3.5: (a)-(h): Distribui¢des de van Hove f(z,7) para diferentes tempos 7 obtidos
para o modelo NM-KVMH. Circulos preenchidos correspondem a histogramas avaliados
de N; = 10° trajetorias obtidas de simulagoes de dinAmica Browniana em uma dimensao
(d. = 1) como descrito na Segao 3.4, com T = 298K, k = 2,261 pN/um, AT =2.10°s e

parametros de referéncia qff e ’y]r.ef da Tabela 3.1. Linhas pretas tracejadas correspondem

a distribuigbes Gaussianas, Eq. 2.41; (i): Excesso de curtose Sy, dado pela Eq. 2.50.
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Capitulo 4
Consideracoes finais sobre a Parte 11

Neste trabalho, desenvolvemos uma abordagem tedrica baseada em distribuicoes de
propriedades reolégicas que leva em conta as heterogeneidades dos materiais viscoelasticos.
E interessante notar que nossa abordagem introduz heterogeneidade de maneira natural no
contexto da microrreologia, onde a média sobre as vérias regioes mesoscopicas realizada
teoricamente aqui é equivalente & técnica experimental de rastreamento de particulas
multiplas [81].

Como mencionado no final da Segao 2.3.1, a escolha da distribuigdo gama p(§) (Eq.
2.19) foi fundamentada com base em diversas observagoes provenientes de estudos ante-
riores. Em [46, 64, 65|, os autores identificaram uma relagao direta entre as constantes
elasticas efetivas e o tamanho dos aglomerados de particulas de determinado tamanho.
Além disso, em [82], distribui¢oes de tamanhos de agregados de amiloides foram bem
ajustadas por distribuigoes gama. Além da relagao com os tamanhos dos aglomerados, as
distribuigoes gama sdo corroboradas teoricamente de equagoes cinéticas [65] que podem
ser relacionadas as distribui¢oes de tempos de relaxagao H(A) observadas experimental-
mente na espectroscopia mecénica [66]. Por fim, resultados de redes desordenadas geradas
numericamente sugerem que suas propriedades mecanicas também podem ser descritas
por distribuigoes gama [67, 68|.

Através de simulagoes estocéasticas Markovianas, conseguimos corroborar nossos
resultados tedricos do modelo KVMH (Fig. 2.3 e Fig. 2.4), que incluem expressoes
analiticas exatas para o MSD, Eq. 2.30, e o coeficiente de difusao, Eq. 2.31, além de uma
expressao aproximada em tempos curtos para as distribuigoes de Van Hove, Eq. 2.40.
Apesar da simplificagao em ignorar efeitos nao-Markovianos, o modelo KVMH mostrou-
se capaz de descrever dados experimentais de microrreologia de géis (MSD, coeficiente de
difusdo e modulos de cisalhamento), incluindo géis de poliacrilamida, Figs. 2.6 e 2.5, e
Laponite, Fig. 2.7. Em especial, na Fig. 2.7 fomos capazes de acompanhar o processo de
formacao de um gel de Laponite e caracterizar o grau de sua heterogeneidade através da
analise dos parametros k, p e 7. associados ao modelo KVMH. Nossos achados numéricos e

analiticos, na Fig. 2.4 em particular, indicam uma relagao direta entre a heterogeneidade
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das propriedades reoldgicas locais e a natureza nao-Gaussiana das distribui¢oes observadas
em experimentos [18, 19, 51, 20].

Adicionalmente, ao incorporar efeitos nao-Markovianos na dindmica estocéstica
através de uma equagao de Langevin generalizada (Eq. 3.1), ampliamos a aplicabili-
dade do modelo KVMH a dados de microrrelogia onde se observa um regime inicialmente
subdifusivo, i.e., (Ax?(7)) oc 7* com « < 1, como observado em [14, 78, 50]. Através de
simulagoes estocésticas nao-Markovianas, conseguimos corroborar nossos resultados teori-
cos do modelo (exibido na Fig. 3.3), que incluem expressoes analiticas exatas para o MSD,
Eq. 3.16, e o coeficiente de difusao, Eq. 3.17. Além disso, os resultados teoricos e numéri-
cos supracitados obtidos aqui corroboram a expressao para o MSD obtida por L. G. Rizzi
(ver Eq. (34) em [13] e também Eq. (5) em [83]), onde o autor também desenvolve um
modelo que leva em consideragao processos nao-Markovianos e heterogeneidades. Nesta
tese, porém, fomos capazes de ir além e avaliar as distribui¢oes de van Hove, as quais sao
nao-Gaussianas. Por fim, as distribui¢oes de van Hove obtidas numericamente através do
modelo NM-KVMH, vistas na Fig. 3.5, reforcam a percepc¢ao observada em trabalhos an-
teriores [3, 52, 53, 18, 20, 21, 23| de que existe uma relagao direta entre a heterogeneidade
das propriedades reoldgicas locais e a natureza nao-Gaussiana das distribuigoes.

Embora neste trabalho nao tenhamos conseguido derivar expressoes analiticas exa-
tas para os modulos de cisalhamento G'(w) e G”(w), pode-se derivar expressoes aproxi-
madas considerando uma expansao local para a compliancia J(7) (ver Eq. (42) e Eq.
(43) da Ref. [13]). Essas expressoes podem ser usadas por redlogos experimentais para
fornecer estimativas para o expoente p, que caracteriza a estrutura heterogénea do gel.
Uma estimativa para p também pode ser obtida a partir de experimentos de microrreolo-
gia por meio de ajustes com o coeficiente de difusdo D(7) obtido para o modelo KVMH,
Eq. 2.31, e para o modelo NM-KVMH, Eq. 3.17.
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Capitulo 5
Motilidade celular com variabilidade

Publicagao relacionada:

Time-correlated forces and biological variability in cell motility [34]
T. N. Azevedo, L. G. Rizzi

Physica A 604, 127909 (2022)

5.1 Motivacao

Em geral, a dinamica estocastica do movimento celular apresenta propriedades que
diferem do comportamento tipico de difusao normal, que é frequentemente caracterizado

por um deslocamento quadratico médio dado por
(Ar?(r)) oc 77, (5.1)

onde o expoente « indica se o movimento do tipo difusivo é anémalo (i.e., quando a # 1)
ou nao [85]. Como ilustrado na Fig. 5.1, os dados experimentais extraidos da Ref.
[86] obtidos do movimento de células isoladas (i.e., sem processos de sinalizagao exter-
nos) mostram um caso onde a motilidade da célula pode ser caracterizada por um com-
portamento superdifusivo em tempos curtos (com « > 1) e por um regime de difusao
normal (com a ~ 1) em tempos posteriores. Embora véarios modelos tenham sido pro-
postos para descrever os diferentes regimes difusivos observados na motilidade celular
[87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95|, o modelo de caminhada aleatoria persistente (ou, do
inglés, persistent random walk, PRW) é um dos mais populares para descrever dados
experimentais (veja, por exemplo, Refs. [86, 31, 32]). Além de sua simplicidade, esse
modelo pode ser usado para descrever os dados experimentais obtidos para certas linha-
gens celulares, conforme exemplificado pelo MSD exibido na Fig. 5.1. No entanto, um
olhar mais atento as distribuigoes de deslocamentos e velocidades observadas experimen-
talmente (veja, por exemplo, [94, 96, 33, 34|) revela que elas podem apresentar caudas

nao-Gaussianas que nao podem ser satisfatoriamente descritas pelo modelo PRW usual.
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o dados exp.
——— Eq. (5.7), PRW
—— Eq. (5.17), PRW-V

(Ar*(7)) [ wm? ]

7 [ min ]

Figura 5.1: Painel principal: Dados experimentais de MSD (Ar?(7)) (circulos vermelhos)
extraidos da Ref. [86] e resultados teoricos obtidos pelo modelo PRW (linha tracejada),
Eq. 5.7, e modelo PRW com variabilidade (linha continua), Eq. 5.17. As linhas tracejadas
curtas evidenciam o comportamento balistico em tempos curtos e o regime de difusao
normal em tempos longos. Painel interno: Razao 6(7) = (Ar%(r))/7. Em ambos os
modelos tomamos vy = 4,57 pm/min e 7, = 7 min.

Adicionalmente, hé evidéncias experimentais recentes |26, 31, 35| sugerindo que uma pos-
sivel fonte da nao-Gaussianidade das distribuigoes pode ser as heterogeneidades inerentes
dos processos intracelulares que estao presentes mesmo na auséncia de sinais externos. De
fato, a Ref. [97] introduziu uma engenhosa metodologia numérica baseada em superesta-
tisticas [98, 53], que indica que também é possivel obter distribuigdes nao-Gaussianas a
partir de caminhadas aleatorias temporalmente heterogéneas.

Aqui, exploramos uma generalizacao do modelo PRW que incorpora a variabilidade
célula a célula, considerando que os tempos de persisténcia A dos processos internos que
ocorrem em cada célula sao distribuidos de acordo com uma distribui¢ao p(\), e mostramos
como isso também pode alterar as distribui¢oes de distancias e velocidades. Além disso,
realizamos simulagoes estocésticas para validar o modelo. O artigo correspondente ao

trabalho apresentado neste capitulo ja foi publicado e pode ser conferido em [84].

5.2 Metodologia

Antes de introduzir nosso modelo, apresentamos alguns dos aspectos tedricos re-
lacionados aos processos estocasticos que caracterizam o modelo PRW, assim como a

metodologia numérica que pode ser utilizada para obter sua dindmica nao-Markoviana.
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5.2.1 Modelo de caminhada aleatéria persistente (PRW)

Assumamos que o movimento celular possa ser descrito por uma equacao do tipo
Langevin superamortecida da seguinte maneira:
ar -

onde v ! é um coeficiente efetivo de adesao (ou fric¢ao) entre a célula e o substrato e f,
¢ uma forca estocastica interna a célula [99]. Além disso, consideremos que a velocidade

7=t f da célula possui as seguintes propriedades estatisticas:
(7) = 0 pm/min, (5.3)

(U(t) - v(t)) = dvi At — t'), (5.4)

onde vy = f5/v é o parametro de autocorrelagao de velocidade, d. é a dimensao espacial
do substrato e A(t — t') é uma fungao de autocorrelagao genérica que pode ser escrita da

forma

Ar) = /0 T e, (5.5)

onde 7 =t —t' e p(\) é a distribuigdo de tempos de persisténcia .

Para chegarmos ao modelo PRW, consideramos que h& um tinico tempo de persis-
téncia 7, comum a todas as células. Assim, tomando p(A) = 6(A —7,), a Eq. 5.5 resulta
em A(7) = e~/ que leva, por meio da Eq. 5.4, & uma funco de autocorrelacio expo-

nencial ((7) - #(0)) = d.vZe ™/™. Da funcdo de autocorrelagio de velocidades, podemos
obter o coeficiente de difusdao dependente do tempo D(7) e o MSD (Ar?(7)) [100]:

D(r) = d-! /0 @) - BNt = i, {1 ~ exp <_1)] | (5.6)

Tp

(Ar*(7)) = (2d.) /OT D(")dt' = 2d.viT,[T — 7,(1 — e_T/T”)]. (5.7)

Agora, expandindo o termo exponencial na Eq. 5.7 até segunda ordem, obtemos o com-
portamento a tempos curtos (7 < 7,) do MSD, que produz (Ar?(7)) &~ d.vir? (regime
balistico). Em tempos longos (7 > 7,) obtemos um regime de difusdo normal, dado por
(Ar*(7)) =~ 2d.vi7,(T — 7,). Nota-se que, embora esses limites sejam os mesmos que
podem ser observados para o MSD obtido experimentalmente apresentado na Fig. 5.1, a
expressao 5.7 nao se ajusta muito bem aos dados. Também nota-se que o MSD obtido do

modelo desenvolvido neste trabalho, o modelo PRW-V, descreve melhor os mesmos dados

'Essa grandeza néao deve ser confundida com os tempos 7; que definem o MSD na Eq. 3.14 do capitulo
anterior.
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experimentais.

Uma melhor comparagao entre os dados experimentais e os resultados obtidos
através do modelo PRW pode ser feita observando-se a distribuicao de posigoes p(x).
Considerando que os processos estocasticos definidos pela Eq. 5.2, no caso do modelo

PRW, sao processos Gaussianos, temos que

0= () o o) )

onde (Az?(7)) = d'(Ar?(7)), com o MSD dado pela Eq. 5.7. No caso de uma caminhada
aleatoria isotropica, a distribui¢do p(y) para a componente y do movimento possui a

mesma estrutura funcional acima, com (Ay?(7)) = d;*{(Ar?(7)).

5.2.2 Simulacoes estocasticas

Para simular o movimento celular e obter a posi¢ao 7(t;) da célula em um tempo

ti, consideramos a equacao de movimento 5.2 discretizada pela aproximagao de Euler:

Pten) = 7(tx) + (fo/7)At, (5.9)

onde tg1 = tx+ At com t; = 0 min. Com o movimento das células restrito a um substrato

bidimensional (d. = 2), a implementagao do algoritmo fica [62]:

P(trs1) = 7(te) + A/ VA& ()T + & (tk) 7], (5.10)

onde &, (tx) e &,(t;) denotam variaveis aleatérias Gaussianas independentes entre si com
média zero e variancia igual a um. Para produzir uma caminhada aleatéria nao-markoviana,
consideramos que as variaveis aleatorias definidas acima sao geradas pelo seguinte esquema

recursivo [101]:

Eiltryr) = A&i(tr) + V1 = A2E(ty), (5.11)

onde 0 < A < 1 e & (tx) é uma variavel aleatoria Gaussiana com média zero e variancia
igual a um, com & (ty) = &(to). Esta metodologia leva, assim como no modelo PRW, a
uma fungio de autocorrelagio A(t;) = (£(t)-£(0)) ~ e /™ com o tempo de persisténcia

7, sendo calculado através da relacao [101]

1
= ——. 5.12
Tp InA ( )
Tal como no modelo PRW, apesar dos processos estocésticos gerados por esta metodologia
serem nao-markovianos, eles ainda sao processos Gaussianos com média nula. Assim, as
distribuigoes p(x) sdo dadas pela Eq. 5.8 em qualquer tempo 7. Na Fig. 5.2(a)-(c)

mostramos uma comparagao entre o MSD obtido pelo procedimento numérico descrito
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; T =9.49 min
10°F

7 [ min ] T [min]

Figura 5.2: (a)-(c) Deslocamento quadratico médio (MSD) obtido numericamente através
de simulagoes estocésticas ndo-markovianas (simbolos preenchidos) e analiticamente como
esperado do modelo PRW, Eq. 5.7 (linhas pretas continuas), para diferentes tempos de
autocorrela¢ao 7,: (a) 7, = 9,49 min (A = 0,9), (b) 7, = 32,8 min (A = 0,97) e (c)
7, = 99,5 min (A = 0,99); (d) Coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7) para
os trés diferentes casos, onde o resultado analitico é dado pela Eq. 5.6. Nas simulacoes
foram tomados vy = 3,7 um/min, At = 1 min e N = 10° trajetorias. As linhas tracejadas
curtas evidenciam o comportamento balistico a tempos curtos e o regime de difusao nor-
mal a tempos longos. Painéis internos: Algumas trajetorias bidimensionais obtidas das
simulagoes.

acima e o MSD esperado do modelo PRW para diferentes tempos de persisténcia 7,. Os
painéis internos evidenciam o efeito do tempo de autocorrelacao 7, nas trajetérias das
células, que se tornam mais localizadas (espalhadas) para menores (maiores) valores de
7,. Uma andlise do coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7), definido como

1 d{Ar*(1))

D(r) = . (5.13)

prové uma avaliacdo melhor do comportamento difusivo das células. Na Fig. 5.2(d)
observamos claramente a distin¢ao entre o regime superdifusivo, onde D(7) ~ v3T com

T < 7, € 0 regime de difusdo normal, com D(7) = vi7, e T > T,
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5.3 Modelo PRW com variabilidade (PRW-V)

Para introduzir nosso modelo que incorpora a variabilidade célula a célula, conside-

ramos que os tempos de persisténcia A seguem uma distribui¢ao gama inversa generalizada

[63]:

P = Tprl(b) (%)bﬂ e (=) (5.14)

onde I'(b) ¢ a fungdo gama usual. Esta distribui¢do é escolhida de modo a descrever
dados experimentais, como a distribuigao de tempos de espera [35]. A fim de realizar o
calculo de A(7) na Eq. 5.5, realizamos a mudanca de variaveis § = 7,/\, obtendo uma
distribuicao gama simples p(6) = 0*"'e=?/T'(b) e e=™/* = ¢~%/™) Com estas expressoes,
avaliamos a fungdo de autocorrelagdo na Eq. 5.5 como A(7) = [1 + (7/7,)]" e o tempo
de persisténcia médio A = 7,,/(b — 1). Com a intencdo de obtermos A = 7, consideramos

b= 2. Assim, a Eq. 5.4 fornece

(@(r) - 5(0)) = d? {1 + (1)] - (5.15)

Tp

Procedendo da mesma maneira como foi feito na se¢ao 5.2.1, obtemos o coeficiente de

difusao dependente do tempo D(7) e o0 MSD (Ar?(7)) para o modelo PRW-V:

D(r) = v3r, {1 - {1 + (Tlp)}_l} , (5.16)

(Ar2(1)) = 2d.0%T, {T —7,In {1 + (iﬂ } . (5.17)

Tp

Analisando o comportamento de D(7) a tempos curtos e longos na Eq. 5.16, obtemos
resultados muito similares aos obtidos do modelo PRW na segdo 5.2.1, isto é, D(7) ~ v3T
para T < 7, e D(7) ~ v}7, para T > 7,. No caso do MSD, a similaridade com o modelo
PRW se da apenas a tempos curtos (onde (Ar?(7)) ~ d.v37?), uma vez que o logaritmo
na Eq. 5.17 induz a um comportamento diferente a tempos longos.

Os resultados numéricos e tedricos para o modelo PRW-V apresentados na Fig.
5.3 mostram uma comparagao entre o modelo PRW-V descrito nesta se¢ao e o modelo
PRW. As simulagoes estocasticas foram realizadas seguindo a metodologia descrita na
secao 5.2.2, onde cada trajetéria foi obtida considerando-se um valor especifico de A na
Eq. 5.12 e que os tempos de persisténcia A = —1/In A seguem a distribui¢do 5.14 com
b=2e)=r1, =949 min (Fig. 5.3(a)). Podemos notar a similaridade entre o MSD
apresentado na Fig. 5.3(c) e os dados experimentais mostrados na Fig. 5.1. Na Fig.
5.3(b), onde mostramos o coeficiente de difusdo dependente do tempo D(7), fica mais

nitida a diferenca entre o modelo PRW e o PRW-V e a melhor adequacao do tltimo em
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descrever os resultados numéricos.

a b c A
0.2- p o simulagdes
. f —— Eq.(5.7), PRW
g —— Eq. (5.17), PRW-V
s i
—_ €
< =.
g0.1 = = Z
&
& o simulagdes é 103
Q — — Eq. (5.6), PRW ~
I — Eq. (5.16), PRW-V 10° 10 10' 100 10°
1 Il Il 10 £ 1 saal Il n al 12 [I\T"n]
0 > o 20 10° 10" 10° 0 10° 10 10 10 10t
[ min ] 7 [min] T [min]

Figura 5.3: Resultados numéricos e teéricos para o modelo PRW-V, onde os tempos de
persisténcia A seguem a distribuicio em 5.14, com b = 2, A = 7, = 9,49 min, vy =
3,7pum/min, At = 1 min e N = 10° trajetorias. (a) Histograma obtido numericamente
(barras cinzas) e distribui¢ao analitica p(\) esperada da Eq. 5.14 (linha azul continua).
Painel interno: Comparagcao entre as fungoes de autocorrelagao A(7) obtidas dos modelos
PRW e PRW-V; (b) Coeficiente de difusao dependente do tempo D(7); (c) Deslocamento
quadratico médio (Ar?(7)). Painel interno: Razao §(7) = (Ar?(7))/T.

Os efeitos da variabilidade das células e as diferencas entre o modelo PRW usual e
o modelo PRW-V podem ser melhor apreciados observando-se as distribuigoes de posicoes
e de velocidades. Com a velocidade das células definida como @, = [F(T 4 to) — 7(t)] /T =
7(T)/T, tém-se que, se os processos estocasticos responsaveis pelo movimento celular sao
processos Gaussianos (e portanto as componentes de 7 seguem a distribuigao dada na Eq.
5.8), as componentes v, de U obedecem a uma distribuigdo Gaussiana. Deste modo, para

o modelo PRW, temos que

e~ (segmay) o) 619

T

onde (Av%(7)) = (Az?(7))/7?. Para o modelo PRW-V, obteremos expressoes aproxima-
das para p(z) e p(v,) da seguinte maneira: Consideremos que as distribui¢oes 5.8 ¢ 5.18 do
modelo PRW séo distribuigoes de probabilidade condicional, isto é, p(z|A) (onde z denota
a componente de posigao x ou de velocidade v,). Isto pois a variancia (Az3(7)) destas
distribui¢oes possui uma dependéncia com o tempo de persisténcia A. Desta forma, po-
demos obter as distribui¢ées para o modelo PRW-V através de p(z) = [;° p(z|A)p(A)dA.
Porém, as expressoes exatas para a variancia (Az3(7)) (seja de posigao ou de velocidade)
levam a fungdes que nao sao facilmente marginalizaveis [102]. Considerando § = 7,/\,
podemos aproximar as varincias a tempos longos (7 > 7,) por (Az3(7)) ~ 02 /6, onde

2 9,2 2 _ 2/.2 9,2 :
oL R 204T,T e 0 = 0. /T° & 205T,/T. Assim, encontramos que, a tempos longos,

o) = [l ~ s (14 )/ (5.19)

Ty 202 QT‘,E
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onde z denota a componente de posi¢ao = ou de velocidade v,. Na Fig. 5.4(a)-(h) podemos
observar o desvio em relacao as distribuicoes Gaussianas em 5.8 e 5.18 do modelo PRW
(linhas pretas tracejadas) dos histogramas obtidos dos dados numéricos das simulagoes
do modelo PRW-V (simbolos preenchidos). Na mesma figura nota-se o bom ajuste das
distribui¢oes do modelo PRW-V em Eq. 5.19 a tempos longos (linhas pretas continuas),

onde consideramos vy = 3,7 pm/min, 7, = 9,49 min e 7 = 2000 min. Observemos que a

-300 0 300

0 7
v, [ pm/min ] X [pum]
C g0 7= 200min g  Fr=200min
1 5
2
: 4
5
¢ N\ 6¢ o
70 7 -800 0 800
v, [um/min] X [um]
d o0 7 =2000mpn h (g2 7= 2000min
1E
~ 10 F =107
2102k = 10_4
[<% 3E 210
10 I P
104 F | Il 10 ¢ vl 5
SEL 1 @i R -6 0 1 2 3 4
W29 1 10" 600 0 1600 10 10 10 10 10
v, [ um/min ] X [um] r [um]

Figura 5.4: Distribuicoes de posigoes e de velocidades para o modelo PRW-V, onde os
tempos de persisténcia A seguem a distribuicdio em 5.14, com b = 2, A = T, = 9,49 min,
vo = 3,7 pum/min, At = 1 min e N = 10° trajetorias. (a)-(h): Histogramas obtidos nu-
mericamente através de simulagoes de dindmica browniana (simbolos preenchidos), distri-
buigoes p(z) em 5.20 (linhas pretas continuas) e distribui¢goes Gaussianas como esperadas
do modelo PRW usual nas Eqgs.5.8 e 5.18 (linhas pretas tracejadas); (i)-(j): Histogramas
obtidos pelas mesmas simulages (simbolos preenchidos) e distribuigoes w(r) e w(v,) da-
das por 5.23 (linhas pretas continuas).

distribuicao em 5.19 é um caso particular de uma distribuicao mais geral dada por

1 22\ ™"
PC) = Bm = 1/2.12) (1 + ?) ’ (5.20)

u=t(1 — u)*du é a fungao Beta. Tal distribui¢do é chamada de

onde B(l,c) = [,
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distribuigao de Pearson do tipo VII [63]. A tempos longos, podemos assumir que s? =
(2m — 3)o? (para m > 3/2), de modo que p(z) em 5.20 produza exatamente a mesma
distribuigao p(z) em 5.19, com m = 5/2, B(2,1/2) = 4/3 e s* = 202. Efetivamente,
como podemos ver na Fig. 5.4(a)-(h), podemos assumir diferentes valores de m em 5.20
de modo a obter distribui¢oes na faixa intermediaria de tempos 7 entre 7 > 7, e T K 7,
onde as distribui¢oes p(z) sdo dadas por 5.19 e distribui¢oes Gaussianas como em 5.8 e
5.18, respectivamente.

Agora, vamos avaliar as distribuicoes de distancias r = \/m e velocidades
v, = /7 (pois estas sdo usualmente obtidas em experimentos). Para o modelo PRW, em

duas dimensoes espaciais, estas distribui¢oes sao dadas por distribuigoes de Rayleigh:

2r r? 2v,

o ) ¢ = w2

T

w(r) = v

onde (Av3(7)) = (Ar%(1))/7? e o MSD (Ar?(7)) dado por 5.7. Procedendo da mesma

maneira como foi feito para chegar a Eq. 5.19, obtemos, para o caso 7 > 7,

w(z) = /Ooow(z|9)p(9)d9 ~ i—z <1 + ;—;> o (5.22)

onde z denota a distancia r ou a velocidade v., A? = 2dviTT, e A2 = A2/7% ~ 2dv§T,/T.
Nas Figs. 5.4(i) e (j) podemos ver que a expressao acima (linhas pretas continuas para
7 = 2000 min) ajusta bem os dados numéricos do modelo PRW-V (simbolos preenchidos).
Aqui, notamos que a distribuicao em 5.22 é um caso particular da distribuicao de Burr

do tipo XII, que é dada por

9 2\ —(n+1)
w(z) =22 (1 + %) , (5.23)

onde, para chegar a distribuigao em 5.22, podemos assumir que s> = (n — 1)A? (para
n > 1) com n = 2. De modo semelhante a que fizemos na Eq. 5.20, como podemos ver
pelos bons ajustes nas Figs. 5.4 (i) e (j), podemos adotar diferentes valores de n para
obter as distribui¢oes na faixa intermediaria de tempos 7 entre 7 > 7, e T < 7,, onde
as distribuigoes w(z) sao dadas por 5.22 e 5.21, respectivamente. Podemos verificar, para
todos os dados mostrados na Fig. 5.4, que, uma vez as expressoes em 5.19 e 5.22 foram
obtidas utilizando a mesma distribuigao de tempos de persisténcia p(A), os expoentes n
e m se relacionam por n = m — 1/2. Apesar de neste trabalho estarmos considerando
apenas células isoladas, vale notar que a expressao em 5.23 é semelhante a distribuicao
g-Weibull utilizada no ajuste de dados experimentais de difusao de células nao-isoladas
[103]. Comparando as duas distribuigoes, encontramos que ¢ = (n +2)/(n+ 1) ~ 1,33

para T >> 7, (ou seja, para n = 2), um valor proximo aos valores encontrados em [103].
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Capitulo 6
Consideracoes finais sobre a Parte 111

Neste trabalho, consideramos abordagens computacionais e tedricas para explorar o
efeito das forcas correlacionadas no tempo na difusao de espécimes ativos e aplicé-las para
descrever a motilidade celular. Ao considerar simulagoes estocésticas nao-Markovianas
que exibem autocorrelagoes exponenciais com tempos de persisténcia bem determinados,
fomos capazes de gerar caminhadas aleatorias persistentes que incorporam a variabili-
dade biol6gica inerente aos processos que ocorrem no meio intracelular. Nossos resultados
numéricos e analiticos sugerem que a heterogeneidade dos tempos de persisténcia esta dire-
tamente relacionada a nao-Gaussianidade das distribui¢oes observadas nos experimentos.

Embora tenhamos considerado uma distribuigao especifica p(A), dependendo da
linha celular, pode ser interessante considerar valores ligeiramente diferentes para o ex-
poente b na Eq. 5.14. E importante notar que aqui escolhemos b = 2 para definir A = 7,
mas estimativas experimentais confiaveis para esse valor podem ser inferidas da funcao
de autocorrelagao de velocidade, Eq. 5.15, ja que A(7) = [1 + (7/7)]° para o modelo
PRW-V. Além disso, acreditamos que a generalizacao das distribuigoes w(r) e w(v,) para
substratos tridimensionais deve ser direta.

Reconhecemos que diferentes linhagens celulares podem se comportar de maneira
diferente do movimento difusivo descrito pelo modelo PRW ou PRW-V. Como mencio-
namos na Introdugao, os autores da Ref. [97| propuseram uma metodologia baseada em
superestatisticas [98], que considera uma abordagem Bayesiana para obter distribui¢oes
p(a;) de parametros a; temporalmente heterogéneos extraidos dos dados experimentais, a
fim de gerar simulagoes numéricas que sao, de certa forma, semelhantes aquelas implemen-
tadas aqui por meio das Eqgs. 5.10 e 5.11. Embora a abordagem deles seja ligeiramente
diferente da nossa, seria interessante investigar se ha alguma relacao entre as distribui-
goes p(at) e p(N). Se houver, acreditamos que isso pode levar ao desenvolvimento de uma
abordagem alternativa baseada em dados, que também possa incorporar a variabilidade
de célula para célula considerada aqui. Ao considerar caminhadas aleatérias temporal-
mente heterogéneas, essa abordagem alternativa pode levar também ao surgimento de

distribuigbes nao-Gaussianas de velocidade e deslocamento.
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Finalmente, vale mencionar que a motilidade subdifusiva, ou seja, com o MSD
caracterizado pela Eq. 5.1 com a < 1, pode ser considerada nas simulagoes estocasticas
nao-markovianas do modelo PRW-V simplesmente adicionando uma for¢a do tipo Hooke-
ana [104], ou seja, F(F) = —kF, ao lado direito da Eq. 5.2. Acreditamos que isso poderia
ser uma maneira interessante de estender a presente estrutura para casos onde as células

estao se movendo em ambientes confinados e/ou lotados.
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Apéndice A

A.I Obtencao da fungao memoria superamortecida a
partir da GLE

A funcdo memoria para a GLE sem inércia (superamortecida) no dominio do tempo

¢ dada por

Mz

p(1) = pod (T cjexp(—7/A;). (A.1)
7j=1

Sua transformada de Laplace unilateral 7i(s) é calculada como

N
— Cj
= lg — E _ A2
J=1
Apo6s uma manipulacgao algébrica, obtém-se
P(s)
n(s) = po — —=, A.3

onde P(s) = 3N ¢ H#Z(s +1/A5) e Q(s) = [I—,(s + 1/Az). Utilizando a técnica de

decomposicao em fragoes parciais, podemos expressar a razao P(s)/Q(s) como [105]

i Z (o) (s — oz])7 (A4)

J:1

onde a;j = —1/A;. Assim, comparando as expressdes A.2 e A.3 obtemos uma expres-
sao para os parametros c¢; em funcao dos polindémios P e () previamente definidos e do

parametro A;
P(=1/4;)
Cj = (A.5)
b=/
onde Q'(—1/A;) é a derivada de primeira ordem de ()(s) avaliada em —1/A;.
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A fungao memoria para a GLE com inércia no dominio do tempo é dada por
N
C(T) = Cod(r) + ) Hyexp(=7/A;). (A.6)
j=1

Seguindo-se 0 mesmo procedimento realizado para u(7), obtém-se a transformada de

Laplace unilateral ¢(s) de ¢(7)
R(s)
B(s)’

onde R(s) = SN H; HJ]\;Z(S +1/);) e B(s) = [In_,(s + 1/A). Por definigio, fi(s) =
1/¢(s). Assim, utilizando as eqs. A.3 e A.7, obtemos

Cls)=Co+ (A7)

P(s) B(s)

#0700~ GB) + R(5) )
Manipulando a eq. A.8 acima, chegamos em
P(s) _ (1oGo — 1)B(s) + poL(s) (A.9)

Q(s) CoB(s) + R(s)

A fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. acima, é necessario

garantir a consisténcia das unidades dos termos. Para isso, multiplicamos o lado direito
da eq. por ({o)™1/(¢o) 7!, obtendo

P(s) _ (Go)~*(moGo — 1)B(s) + (1o/Go) R(s) (A.10)

Q(s) B(s) + (Go) " R(s)

Nota-se que, como P e R sao polinémios de grau N — 1 e B e () sao polinémios de grau

N, para a relagao acima ser satisfeita é necessario que po(p — 1 = 0, ou

Assim, a eq. A.10 fica
P(s)  R(s)(¢)”

Q) ~ BG)+ (@) RG) i
Assim, encontramos as seguintes relacdes entre os polindmios de fi(s) e ((s)
_ R(s)
P(s) = )2 (A.13)
Q(s) = B(s) + Bls) (A.14)
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Reescrevendo a eq. A.14 de acordo com as defini¢coes de (), B e R, tém-se que

2

::]2

(s+1/Ak) =[](s+1/0) + ZHH3+1/)\k). (A.15)

k=1 k=1 i=1 k#i

Deste modo, os N tempos A, sao dados pelo inverso negativo das N raizes do lado direito
desta ultima igualdade, que envolve apenas os parametros da funcao memoria ¢. Por fim,
substituindo-se A.13 e A.14 em A.5, obtemos os parametros ¢; em fungao de Ay e dos

polinémios R e B conhecidos

(Co)_ZR(—l/Aj)
B1/A) T (G) R (~1/,). (4.16)

Cj:

A.Il Obtencao da funcao memoéria superamortecida a
partir do MSD

O deslocamento quadratico médio (MSD) é dado por

@) = M) - 3 g es(-r/y) (A17)

onde u(7) é a fungao de Heaviside. Sua transformada de Laplace unilateral ¢ dada por

N+1

S 6kpT
Ar? — Al
(&) = =3 (A1)
Apo6s uma manipulacao algébrica, obtém-se
— 6kgT  E(s)
2 _ _
@) = =2 - 25, (A19)

onde E(s) = ZZN? i Hj\;l(s +1/v5) e F(s) = H;V;ll(s + 1/7;). Utilizando a técnica de

decomposicao em fragoes parciais, podemos expressar a razao E(s)/F(s) como [105]

E(s) = Elay) 1
Fo) ~ 2 Play) o) 420

onde a;j = —1/7;. Assim, comparando as expressoes A.18 e A.19 obtemos uma expres-
sao para os parametros ¢; em funcao dos polindmios F e F' previamente definidos e do
parametro 7y;

_ ECEY)
45 = Fi(—1/y,)’ (A.21)
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onde F’'(—1/7;) é a derivada de primeira ordem de F(s) avaliada em —1/v;. Uma formu-
lagao da relacdo de Stokes-Einstein generalizada (GSER) é escrita em termos da fungao
memoria sem Inércia

——5 . 6]€BTE(S)

(Ar?(s)) = 5(s + #7i(s)) (A.22)

Método 1 - Resolvendo sistema linear de equacgoes

Utilizando a expressdo para fi(s) obtida em A.3, a expressao para (Ar2(s)) obtida em
A.19 e manipulando os termos, a GSER A.22 fica
6kpTF(s) — ksE(s) 6kpTk[1oQ(s) — P(s)]

/{SF(S) - /{3[3@(5) + ,UOKJQ(S) _ KP(S)]’ (A23)

onde, a fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. A.23 acima, multi-
plicamos o lado direito da equagao por k/k para garantir a consisténcia das unidades dos

termos envolvidos. Assim, igualando numeradores, obtemos

N N+1 N+1
6ksT [J(s+1/8) = 6> a [[(s+ 1/%). (A.24)
j=1 =1 ji
e igualando denominadores,
N N N N N+1
ks [[(s+1/A) + por® [[(s +1/80) = 2> i [[(s+1/A) = 6 [[ (s +1/7). (A.25)
J=1 J=1 =1 j#i j=1

Encontrando as N raizes do lado direto da eq. A.24, obtemos os N tempos A, como o
inverso negativo das N raizes. Resolvendo o sistema linear de N + 1 equagodes resultante
da eq. A.25, obtemos os jg e os N parametros c;.

Método 2 - Expressando P e Q em funcao de E e F

Do apéndice A.I, temos

ﬁ(S) = Mo — Q(S)’ (A26)
onde P(s) = SN ¢ Hﬁéi(s—i-l//\j) e Q(s) = [[o,(s+1/Ay). Substituindo esta expressio
para 7i(s) e a expressao para (Ar2(s)), eq. A.19, na GSER A.22, obtemos a seguinte

relacao ap6s uma manipulagao algébrica

_ P(s _ GkgTF(s) — ksE(s)
TRl T REE

(A.27)
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Isolando o termo P(s)/Q(s), tém-se

kpTkP(s)  (uok® + ks)E(s) — 6kpTF(s)
ksTrQ(s) K2E(s)

, (A.28)

onde, a fim de igualar ambos os numeradores e denominadores da eq. A.28 acima, multi-
plicamos o lado esquerdo da equacao por kgT'x para garantir a consisténcia das unidades
dos termos envolvidos. Assim, encontramos as seguintes relagoes entre os polinomios de
fi(s) e (Ar?(s))

(05 + 5) 6

o Bls) — F () (A.29)

Qs) = 7 E() (4.30)

Escrita em termos dos parametros de () e F, a eq. A.30 permite obter os N tempos Ay

P(s) =

como o inverso negativo das IV raizes do lado direito desta tltima igualdade, que envolve

apenas os parametros do MSD

N N+1 N+1
H<s+ 1/A;) =0T T S g [[(s+1/%) (A.31)
j=1 i=1 JFi
Do apéndice A.I, temos
_ P(s)
H’(s) = ﬂO - Q(S)’ <A32)
onde
P(s) N
- , (A.33)
(s) jzl (s — oz])
e

- P(=1/A))
cj = O(=1/A,) (A.34)

Substituindo A.29 e A.30 em A.34, obtemos os parametros ¢; de fi(s) em termos dos

parametros ¢; e 7; do MSD e dos A; previamente encontrados, através de

ok = (1/A))(RT) T E(=1/A)) — (6/k)F(=1/A))
4= (/s T) B (—1/A) ' (4.35)

Por fim, podemos obter uma relacdo direta entre o MSD e o ((s) utilizando as egs. A.13,
A.14, A.29 e A.30, onde encontramos que

E(s) = ICBTT (B(s) + Réj)) (A.36)

F(s) = (pok +5) (B(s) + Ré?) — g(lzsg (A.37)
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Substituindo essas expressoes para E e I’ na eq. A.21, encontramos os parametros ;.



