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RESUMO

COSTA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2025.
Sobre a constante consecutiva de Davenport com peso. Orientador: Abilio
Lemos Cardoso Junior. Coorientador: Allan de Oliveira Moura.

Este trabalho estuda wuma wvariagdo da constante de Davenport,
denominada constante consecutiva de Davenport, além de investigar as sequéncias
extremas associadas, ambos no contexto do anel dos inteiros médulo n considerado
como médulo sobre ele proprio. A variacdo consiste na exigéncia de que a
subsequéncia ponderada cuja soma resulta em zero seja formada por termos
consecutivos. O primeiro objetivo consiste em determinar o valor dessa constante
para os inteiros médulo p, onde p € um numero primo, considerando diferentes
conjuntos de pesos: o0 grupo das unidades dos inteiros mddulo p, seus quadrados e
seus cubos. Em seguida, o estudo se estende para o caso geral com n sendo um
namero natural, com restricdes especificas dependendo do conjunto dos pesos. Na
sequéncia, o trabalho caracteriza as sequéncias extremas associadas a constante
consecutiva de Davenport, estabelecendo suas propriedades estruturais. Por fim, o
ultimo capitulo apresenta resultados inéditos referentes a uma nova variagdo da
constante de Davenport, agora utilizando pesos, mas sem impor a restricao de
consecutividade na subsequéncia.

Palavras-chave: problemas de soma-zero com peso; constante de Davenport;
sequéncias extremas



ABSTRACT

COSTA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2025. On
weighted consecutive Davenport constant. Adviser: Abilio Lemos Cardoso Junior.
Co-adviser: Allan de Oliveira Moura.

This work studies a variation of the Davenport constant, namely the consecutive
Davenport constant, and investigates the associated extremal sequences, both in the
context of the ring of integers modulo n as a module over itself. This variation
requires that the weighted subsequence whose sum results in zero is formed by
consecutive terms. The first objective is to determine the value of this constant for the
integers modulo p, where p is a prime number, considering different sets of weights:
the group of units of the integers modulo p, its squares, and its cubes. Subsequently,
the study extends to the general case where n is a natural number, with specific
restrictions depending on the set of weights. The work then characterizes the
extremal sequences associated with the consecutive Davenport constant,
establishing their structural properties. Finally, the last chapter presents original
results concerning a new variation of the Davenport constant, which also uses
weights but without imposing the consecutivity restriction on the subsequence.

Keywords: weighted zero-sum problems; Davenport constant; extremal sequences
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1 Introducido

A Teoria Aditiva dos Numeros, um campo classico da matematica, estuda as
propriedades de subconjuntos de niimeros inteiros com a operacao de adi¢gao. Dentro desta
linha de pesquisa, os problemas de soma zero se destacam como uma area de pesquisa
particularmente recente e com uma vasto caminho a ser seguido. Estes problemas, em
sua esséncia, buscam estabelecer condicoes para garantir que uma sequéncia de elementos
de um grupo abeliano admita uma subsequéncia cuja soma seja o elemento neutro. A
raiz dessa linha de pesquisa comega com o famoso Teorema de Cauchy-Davenport |3, 5],
um resultado fundamental que fornece um limite inferior para a cardinalidade de um

conjunto-soma em Z,.

A investigacdo moderna da constante de Davenport comecou com o trabalho de
K. Rogers, em 1963. Em seu artigo “A combinatorial problem in abelian groups” [17],
Rogers utilizou o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos para escrever um

grupo abeliano finito G como G = C,,, & --- & C,,, com ny | ny | --- | ng, € provou que
k

a constante de Davenport satisfaz D(G) > Z(nz — 1)+ 1. Além disso, mostrou que a

i=1
igualdade ocorre para grupos ciclicos, estabelecendo assim o resultado fundamental de
que D(C,) = n. Esse trabalho pode ser considerado o ponto de partida da formulacao

moderna da constante de Davenport.

Posteriormente, a constante de Davenport ganhou uma maior importancia devido
a sua conexao com a Teoria Algébrica dos Nimeros. Se K é um corpo de ntimeros e GG é o
grupo de classes de ideais do anel de inteiros de K, entdo D(G) representa o maior nimero
de ideais primos, contados com multiplicidade, que podem aparecer na decomposicao de
um elemento irredutivel. Essa interpretacao, desenvolvida na obra de A. Geroldinger e F.
Halter-Koch [6], estabeleceu uma ponte entre problemas de soma zero em grupos finitos
e a fatoragao em dominios de Dedekind. Isso foi proposto primeiramente por Davenport,

por isso a constante leva seu nome.

Formalmente, para um grupo abeliano finito GG, a saber aditivo, a constante de
Davenport, denotada por D(G), é definida como o menor inteiro k tal que toda sequéncia,
de k elementos sobre GG possui uma subsequéncia nao vazia cuja soma é zero, o elemento

neutro de G.
O tema também foi abordado nos trabalhos de J. E. Olson, que, em 1969, mostrou
k
que a igualdade D(G) = D*(G), sendo D*(G) =1+ Z(nl — 1), é valida para todos os
i=1

p-grupos e para grupos abelianos de posto (rank) no maximo dois [15, 16]. A conjectura
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que D(G) = D*(QG) para todo grupo abeliano finito prevaleceu por pouco tempo, até que
P. van Emde Boas ¢ D. Kruyswijk identificaram contraexemplos para certos grupos
de posto maior ou igual a quatro [18]. Determinar o valor exato de D(G) para grupos

arbitrarios permanece como um dos grandes problemas em aberto da area.

Ao longo do tempo, surgiram importantes generalizagoes do conceito classico. Um
dos avangos mais significativos foi feito por S. D. Adhikari e P. Rath (veja [1]), que
introduziram a constante de Davenport com peso, denotada por D4(G). Nesta versao,
considera-se um conjunto de pesos A C Z e busca-se subsequéncias (g;) e coeficientes

a; € A tais que a soma ponderada Y a,;g; resulta em 0.

O presente trabalho se insere em uma outra variacao importante, ao propor o
estudo de um novo invariante, a constante consecutiva de Davenport com peso, denotada
por C4(G) e introduzida por S. Mondal, K. Paul e S. Paul, em 2023, no trabalho
intitulado On a different weighted zero-sum constant [12]. Esta constante combina as
restricoes de peso e consecutividade, buscando o menor inteiro k tal que toda sequéncia de
k elementos de G admita uma subsequéncia de termos consecutivos cuja a soma ponderada

é zero.

Esses mesmos autores publicaram, em 2022, o artigo nomeado por Extremal
sequences for a weighted zero-sum constant [11], no qual classificaram as sequéncias
extremas com peso em A. A saber, uma sequéncia é dita sequéncia extrema com peso em
A quando possui tamanho C4(G) — 1 e ndo admite subsequéncia de termos consecutivos

de soma zero com peso em A.

O objetivo central desta dissertagdo ¢ descrever os resultados obtidos em [11, 12].
Primeiramente, focamos no calculo de seu valor para o grupo G = Z,, onde p é primo,
explorando diferentes subconjuntos de pesos A, como U(p), U(p)? e U(p)3. Em seguida,
estendemos a analise para o caso geral G = Z,, com n € N. Outro pilar do trabalho é a

caracterizagao das sequéncias extremas com peso em A.

Finalmente, no dltimo capitulo é abordado um novo invariante e apresentado os
resultado obtidos. A modificagao feita, a partir da constante D4(G), é que agora queremos
estudar o menor inteiro positivo k£ tal que qualquer sequéncia de tamanho k£ possui
subsequéncia cuja a soma de seus termos ponderada em A pertenga a um subconjunto
B de G, com a restri¢ao de que 0 € B. Denotamos o novo invariante por D4(G, B).

Considerando G = Z,, foi possivel calcular a constante para os subconjuntos de pesos

Ul(p), U(p)* e U(p)®.
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2 Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos que sao necessérios para o enten-
dimento do estudo a ser realizado. Serao apresentados conceitos introdutoérios da teoria
aditiva dos nimeros, como adi¢ao de subconjuntos e a e-transformada, a fim de apresentar
as provas dos teoremas de Cauchy-Davenport e Kneser, utilizando [14] como referéncia.
Em adicao, apresentaremos um estudo sobre subgrupo de indice 3 no grupo multiplicativo

de um corpo, utilizando o artigo [10] como referéncia principal.

2.1 Adicdo de Subconjuntos de um Grupo Abeliano

Sejam (G, +) um grupo abeliano e Ay, ..., Ay subconjuntos finitos nao vazios de G.

Definimos o conjunto-soma sendo

A1+...+Ak:{a1+...+ak;aieAi,izl,...,k}CG.

De forma similar, definimos o conjunto-diferenca entre dois subconjuntos finitos

nao vazios A e B de G como

A-—B={a—-b:a€ Abec B}

Neste momento, devemos tomar cuidado para nao confundirmos o conjunto-
diferenga com a diferenca de conjuntos, logo usaremos a nota¢ao A\B para a diferenca de

conjuntos.

Por fim, dados g € G ¢ A C GG, definimos

g+A={g+a:aec A}

Sejam A, B C G. Para cada g € G, denotaremos por r4 p(g) o numero de
representagoes de g como soma de um elemento de A com um elemento de B. Em outras

palavras, 74 5(g) ¢ a quantidade de pares ordenados (a,b) € A x B tais que g = a + b.

Lema 2.1.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A, B C G nao vazios. Se existe t € N

tal que
Al +[B| = |G| + ¢,

entdo ra p(g) = t, para todo g € G.
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Demonstracao. Seja g € G qualquer. Temos
Gl > [AU(g—B)| = Al +|g— Bl - [An(g— B)| = [A|+|B| = |[An (g — B)|.
Logo, ras(g9) = |AN (g — B)| = |A| + |B| — |G| > t, como queriamos. O
Lema 2.1.2. Sejam G um grupo abeliano finito e A, B C G nao vazios tais que
[Al+ Bl > |G|

Entao A+ B =(@.

Demonstragao. Como A, B C G sado nao vazios tais que |A| + |B| > |G|, segue que
|A| + |B| = |G| + 1, ou seja, estamos sobre as hipoteses do Lema 2.1.1 para t = 1. Assim,
dado g € G, existe pelo menos uma maneira de escrever g =a+b, coma € Ae b € G.
Isto é, G C A+ B e, como A+ B C G trivialmente, temos G = A+ B. n

Observacao 2.1.1. Pelo Lema 2.1.2, dado um grupo abeliano G, para estudarmos o
conjunto-soma A + B devemos nos ocupar somente com 0s casos em que os subconjuntos
nao vazios A, B de G tais que |A| + |B| < |G]|.

2.2 A e-transformada

Considere G um grupo abeliano finito e (A, B) um par ordenado de subconjuntos
nao vazios de G. Para cada e € GG, definimos a e-transformada de (A, B) como sendo o
par (A(e), B(e)) de subconjuntos de G, dados por:

Ale) =AU (B+e),B(e)=BnN(A—e)

Em particular, A C A(e) e B(e) C B.

Lema 2.2.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A, B C G nao vazios. Para cada e € G,

a e-transformada de (A, B) satisfaz:

1. A(e)+ B(e) C A+ B;
2. A(e)\A=e+ (B\B(e));
3. |A(e)| + [B(e)| = [A] + [ Bl;

4. See€ Aele B, entio e € A(e) e 0 € B(e).

Demonstrag¢ao. Note que o quarto item segue da definicao de e-transformada. Para as

demais afirmagoes, temos:
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1. Seja g € A(e) + B(e) qualquer, ou seja, existem o’ € A(e) e V' € B(e) tais que
g=d + V. Note que, por b € B(e), temos b’ € Bel € A —e. Assim,

e Sed €A, entao g=d +b é¢talqued € Aeb € B,ouseja, g€ A+ B.

e Sed € B+e, existe b € B tal que a’ = b+ e. Além disso, b’ € A — e, ou seja,

existe a € A tal que ¥’ = a — e. Logo,
g=d+b=(0b+e)+(a—e)=a+be A+ B.
Assim, temos a afirmagcao.

2. De fato,
A(e)\A=(B+e)\A

={b+e:beBeb+ed¢ A}
—e+{beB:b¢ A—e}
=e+{becB:b¢ (e)}
=e+ (B\B(e)).

3. Pelo item anterior, temos:
[Ae)| — |A] = |A(e\A| = [e + (B\B(e))| = [B\B(e)| = |B| — [B(e)|.

Como A e B sao finitos, pois G o ¢, entao |A| e |B(e)| sdo nameros, donde |A(e)| +
|B(e)| = |A] + |BI.

2.3 O Teorema de Cauchy-Davenport

Nesta se¢ao, demonstraremos o famoso Teorema de Cauchy-Davenport, importante
ferramenta utilizada posteriormente neste trabalho. Para tanto, faremos a demonstracao

abaixo.

Teorema 2.3.1 (Teorema de 1. Chowla). Sejam m > 2, A e B dois subconjuntos nao
vazios de Zy,. Se 0 € B e mdc(b,m) =1, para todo b € B\{0}, entdo

|A+ B| > min{|A| + |B| — 1,m}.

Demonstracao. Pela Observagao 2.1.1, precisamos nos preocupar apenas com O caso em

que |A] + |B] < m. Ou seja,

min{|A| + |B| - 1,m} = |A|+|B|—-1<m—1.
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Note que se |A| = 1 ou |B| = 1, o teorema ¢ valido. De fato, suponha, sem perda de

generalidade, |A| = 1. Dessa forma, temos

A+ B|=|B|=|B|+1—1=|A] +|B| — 1> min{|A| + |B| — 1,m}.

Suponha, por contradigao, que existam A, B C Z,, tais que min{|A|, |B|} > 2 e
|A+ B| < |A| + |B| — 1. A ultima desigualdade nos fornece A # Z,,. De fato, se A = Z,,,

teriamos |A| = m e |B| > 2, o que contraria o fato de |A| + |B| < m.
Agora, escolha um par (A, B) de tal modo que a cardinalidade de B seja minima.
Como |B| > 2, existe b’ € B diferente de 0. Se a + ' € A, para todo a € A, entao
a+ jb € A, para todo j € {0,1,...} e para todo a € A. Como mdc(d/,m) = 1, por
hipotese, entao b’ gera Z,,, donde
{a+jb :5€{0,1,...m—1}} =Z,,
o que é uma contradi¢ao com o fato de A # Z,,.

Logo, existe e € A tal que e + ' ¢ A. Considere (A(e), B(e)) a e-transformada do
par (A, B). Pelo Lema 2.2.1, temos

[A(e) + B(e)] < [A+ Bl < [A] +|B] =1 = [A(e)| + [B(e)| — 1. (2.1)

Usando a desigualdade acima, podemos concluir que |B(e)| > 2. De fato, como 0 € B,

segue |B(e)| =1 se, e somente se, B(e) = {0}. Neste caso, teriamos

[Ale) + B(e)| = [A(e)] e [A(e)| +|B(e)| = 1= [A(e)| + 1 =1 = |A(e)].
Isto posto e usando a Desigualdade (2.1), temos o absurdo |A(e)| < |A(e)]. Ou seja,
|B(e)| > 2.

Por fim, como e € A e 0 € B, segue do Lema 2.2.1 que 0 € B(e). Como B C Be),

segue da hipotese deste teorema que mdc(b,m) = 1, para todo b € B(e)\{0}. Além disso,
e+t ¢ A ouseja, b/ ¢ A—e. Logo, ' ¢ B(e). Portanto, b/ € B, mas b’ ¢ B(e), donde
temos o absurdo |B| > |B(e)]. O

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema principal desta secao.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Cauchy-Davenport). Sejam p um nimero primo e A, B C Z,
nao vazios. Entao
A+ B| > min{ ] + B - 1,p}.

Demonstra¢ao. Como B é um subconjunto nao vazio de Z,, tome by € B. Dessa forma,

0 € B — by e mdc(b,p) = 1, para todo 0 # b € B — by. Pelo teorema anterior,
|A+ B =|A+ (B — b)|
> min{|A[ +[(B — bo)| — 1, p}
=min{|A[ + B[ - 1,p}.
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]

Corolario 2.3.1. Sejam n > 2, p primo e Ay, ..., A, subconjuntos nao vazios de Z,.

Entao,

|Ay + ... + A,| > min {Z |A;| —n+ 1,p} .
=1

Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao. Para o caso de dois subconjuntos
somente, este corolario se torna o Teorema 2.3.2. Suponha que o resultado ¢ valido para n

subconjuntos nao vazios de Z,. Novamente pelo Teorema 2.3.2, temos

|A1 4+ ... + Apa| Zmin{|A; + ... + A, + |Ansa], 0}

>min{Z|Ai\ —n+ 14 |An| — 1,p}

=1

n+1
>min{Z|Ai| —(n+1)+ l,p}.

=1

2.4 O Teorema de Kneser para Grupos

Nesta secao, a proposta é provar o Teorema de Kneser para grupos abelianos finitos.
Tal teorema sera de suma importancia para provar alguns resultados dos problemas de

soma-zero. Vamos introduzir o conceito de estabilizador.

Definicao 2.4.1. Dado A C G nao vazio, com G sendo um grupo abeliano, o estabilizador
de A, denotado por Stab(A) € definido como:

Stab(A) ={r e G: 2+ A= A}
A fim de verificar algumas propriedades do estabilizador de um conjunto nao vazio,
temos a préoxima proposicao:

Proposigao 2.4.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A, B C G nao vazios.

1. H = Stab(A) ¢ um subgrupo normal de G;

2. Stab(A) = G se, e somente se, A = G,

3. Se H=Stab(A) e ¢ : G — % ¢ 0o homomorfismo canénico, ou seja, ¢(g) = g+ H,
entio Stab(¢(A)) € trivial;

4. Stab(A) C Stab(A + B);
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5. Se H = Stab(A + B), entao |A+ H|,|B+ H| e |A+ B| sao mailtiplos de |H|.

Demonstragao. 1. Como G é um grupo abeliano, basta verificar que H = Stab(A) é
subgrupo de G. De fato, dado z € H, temos x + A = A, donde —z + A = A. Logo,
—x € H. Agora, se y € H ¢é outro elemento dado, segue que t + A = A e y+ A = A. Dai,

pelo que vimos anteriormente, —y + A = A e, portanto,
(x—y)+A=z+(—y+A) =c+A=A,

ou seja, x —y € H. Logo, H é subgrupo de GG e, consequentemente, um subgrupo normal
de G.

2. Suponha Stab(A) = G. Devemos mostrar que G C A. Como = + A = A, para
todo z € G, em particular, temos a + A = A, para todo a € A. Logo, A+ A= Ae,
consequentemente, A — A = A. Dado g € G, temos que g+ A = A, ou seja, g+a = b, para
algum a,b € A. Logo, g=b—a€ A— A= A. Como g € G é qualquer, temos G C A.

Reciprocamente, se A = G, entao Stab(A) = {r e G:o+ A=A} ={r € G:
r+G=G}=G.

3. Seja ¢(x) € Stab(¢p(A)) qualquer. Vamos mostrar que € H. De fato, se a € A
¢ um elemento arbitrario, por ¢(z) € Stab(¢(A)), temos

oz +a) = o(x) + ¢la) = &(),

para algum € A. Logo, (x+a)+ H = + H, ou scja, (r+a) — € H. Como H = Stab(A)
e € A, segue que x +a = (x+a)— + € A. Dali, existe a’ € A tal que z + a = a’. Como

a € A foi tomado arbitrariamente, entdao x € H, donde ¢(z) = 0, como queriamos.

4. Seja g € Stab(A) qualquer. Assim, g + A = A, donde
g+(A+B)=(9+A)+B=A+5,

ou seja, g € Stab(A 4+ B). Logo, temos a validade da afirmacao.

5. Vimos que H é subgrupo de G. Como G é finito, A também o é, digamos

A ={ay,...,ax}. Dai, temos
k

A+H=|J(@zi+H).
i=1
Logo, existem no maximo k classes laterais geradas por elementos de A, ou seja, existem [

indices 1 <171 < ... < < k,em que 1 <[ < k tais que

l
A+ H=|J (2, +H) ellH|=|A+H|.

=1

Usando a mesma ideia, podemos provar a afirmagao para |B+ H| e |[A+ B| = |(A+ B) +
Hl. O
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O préximo resultado é uma das ferramentas utilizadas na demonstragao do Teorema

de Kneser. Uma outra demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.4.1. Sejam {0} # G um grupo abeliano e A, B dois subconjuntos finitos e

nao vazios de G. Se |A| + |B| < |G|, entdo existe um subgrupo proprio H de G tal que

|A+ Bl > [A] +[B| — |H].

Demonstra¢ao. A demonstragao ¢ feita por indugao sobre |B|. Se |B| = 1, temos
A+ Bl = [A] = [A] + 1 - 1= |A] + [B| = 1 > |A[ + [B| — |H],

para todo subgrupo H de G.

Agora, suponha |B| > 1 e que o resultado seja valido para todos os pares A’, B’ de
subconjuntos finitos e nao vazios de G tais que |B’| < |B|. Para o melhor entendimento,

vamos separar a demonstracao em dois casos:

1. Caso a+ by — by € A, para todos a € A e by,by € B: Neste caso, A+ by — by = A,
para todos by,by € B. Seja H o subgrupo gerado por todos os elementos do tipo
by — by, com by, by € B. Temos entao 1 < |B| < |H|. Além disso, podemos verificar
que |A| # |B|. Dai, A+ H= A # G e H é um subgrupo proprio de G tal que

|A+ B| > |A] > |A| + |B| — |H]|.

2. Caso existam a € A e by, by € B tais que a + by — by ¢ A: Neste caso, escolhendo
e =a — by, temos
bg ¢A—(a—b1):A—€
Por outro lado, b; € A — e, visto que 0 € A — a.

Agora, considere a e-transformada A(e), B(e). Pela definigao de e-transformada,
verifica-se que by ¢ B(e), uma vez que by ¢ A —e. Além disso, by € B(e), novamente
pela defini¢do de e-transformada, ou seja, B(e) C G é nao vazio e finito. Mais
ainda, B(e) C B, donde |B(e)| < |B|, visto que by € B e by ¢ B(e). Logo, podemos
aplicar a hipotese de indugdo para o par (A(e), B(e)), donde |A(e) + B(e)| >
|A(e)| + |B(e)| — |H|. Pelo item 1 do Lema 2.2.1, temos |A + B| > |A(e) + B(e)].
Por fim, novamente pelo Lema 2.2.1, agora item 3, temos |A(e)| + |B(e)| = |A| + | B|.

Juntando essas trés informagoes, concluimos
|A+ Bl >|A(e) + Ble)|
2|A(e)| + [B(e)| — |H]
=|A[ +|B| —[H].

Portanto, o resultado é valido. O
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O resultado acima é responsavel pelo proximo lema e, a partir disso, teremos mais

dois resultados anunciados, em que cada um deles é consequéncia do seu antecessor.

Lema 2.4.1. Sejam {0} # G um grupo abeliano e C = Cy U Cy, com Cy,Cy sendo

subconjuntos proprios e nao vazios de G. Entao
|C;| + | Stab(Cy)| < |C| + | Stab(C)|,

para i =1 ou 1= 2.

Demonstragao. Para simplificar a notagao, vamos utilizar H; = Stab(C;), parai =1,2, e
H = Stab(C). Se tivermos |C;| + | Stab(C;)| < |C|, para i = 1 ou i = 2, o resultado segue.

Entao, vamos nos ocupar no caso
|C;| + | Stab(Cy)| > |C], (2.2)

comi=1e17=2.

Como H;, Hy sao subgrupos de GG, entao H; + Hy também o é. Agora, considere
m; o indice de H; em Hy + Ho, para i = 1,2, ¢ K = H; N Hy, com |K| = k. Pelo Teorema,
dos Isomorfismos de Grupos,
H +H,  H

H, K

~

Hy + H, ﬂ
H, K
Por |(Hy + H2)/Hy| = my e |(Hy + Hy)/Hs| = mao, temos |Hy| = mok, |Hy| = mik e
|Hy + Hy| = mymgk. Além disso, K C H;, logo C; = K + C; e, consequentemente, C; é
uma uniao de classes de K em G. Do mesmo modo, C1\Cs e C3\C s@o unides de classes
de K em G. Logo,

|C| = |Cy| = |C1\Cs| = |C2\C1| =0 (mod k).
Sabemos que C' é a uniao de subconjuntos proprios C; e Cy, donde C1\Cy e Co\C}
sdo nao vazios. Disso e da equagdo (2.2), temos
0 < |C1\Co| = [C\Co| = |C] = [Ca] < |Co| + |Ha| — |Co| = [Ha| = mik.

Logo,
k< |C\Cy| < (my — 1)k (2.3)

Analogamente,

Agora, sejam ¢ € C1\Cy e

D:C/+H1+H2.
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Ou seja, D é uma uniao de classes de H; em G da forma

Dy=¢ +hy+ H; (2.5)
e D também é a unido de classes de Hy em G da forma

Dy = + hy + Ho, (2.6)

em que h; € Hy e hy € Hy. Considere D; uma classe de H; em G da forma (2.5) e Dy
uma classe de Hy em G da forma (2.6). Como hy + K C Hy e hy + K C Hy, entdo

C,‘f‘hl‘f‘hg‘l’KCDlﬁDg.
Por outro lado, se g € Dy N Dy, existem h| € H; e h} € Hy tais que

g=c 4+ hi+hy =+ hi+ hs.

Logo,

g— (' +hi+hy)=hy—hy € H
e

g— (' 4+ hy+ hy) =hl,— hy € Ho,
ou seja,

g_(C/+h1+h2)EH1ﬂH2:K.

Isto implica que g € ¢ + hy + hy + K e, pelo que vimos anteriormente, conclui-se que
d + hy + hy + K = Dy N Dy. Assim, uma intersecao de uma classe de H; em D por uma

classe de Hy em D é uma classe de K em D.

Como o indice de H; em Hy + Hy é m;, entao H; + H, é a uniao de m; classes de
H; em H; + H, disjuntas duas a duas e, consequentemente, D = ¢ + H; + Hy é também
a uniao de classes de H; disjuntas duas a duas. Como H; + C; = C; é uma uniao de
H;—classes, segue que C; N D é a uniao de u; H;-classes duas a duas disjuntas e assim
CfN D, em que Cf denota o complementar de C;, é a uniao de m; — u; H;-classes duas
a duas disjuntas. Como a intersecao de uma Hi-classe em D com uma Hs—classe em D
gera uma K-classe,

(C\C1)ND = (ConD)N(C{N D)

¢ a unido de ug(m; — uy) K-classes duas a duas distintas e, consequentemente,
’(02\01) N D’ = u2(m1 — ul)k (27)

De forma similar,

(C1\Co)ND = (CiND)N(CSN D)

¢ a unido de uj(my — uy) K-classes duas a duas disjuntas e assim,

|(C1\C2) N D| = uy(mg — ug)k. (2.8)
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Como ¢ € (C1\C2) N D C C1\Cy, segue que

0< |(Cl\02> N D| = U1<m2 — u2)k: < |(Cl\02)| < (m1 — 1)]{3

Dessa maneira, 1 < uy(ms — ug) < my — 1. Logo,
I<uyy<m—lel<<u<mg—1.
Das Equagoes (2.3), (2.4), (2.7) e (2.8), temos
0<(my —uy — 1)(ug — Dk + (mg —us — 1)(ug — 1)k
=ug(my — uy)k — (mg — 1)k + uy(me — ug)k — (my — 1)k
=|Co\C1| — (m2 — 1)k + |(C1\C2) N D] — (my — 1)k
=[(C2\C1) N D[ = (my = 1)k = [(Cy = C1) N D[ + |C1\Cy| — (my — 1)k — [(C1\C2) N D
<0

e assim, concluimos que |C2\C| = (mg — 1)k e |C1\Cs| = (my — 1)k. Como K = Hy N Hy,
temos

K+C=K+(CiUCy) =(K+C)U(K+Cy)=CUCy=C
e, consequentemente, K C Stab(C'). Logo,
|C] = |Co| =|C\Cy|

=[|C1\Cy|
:mlk —k
=|H,| — |H]|

>|Hs| — | Stab(C)|.
De forma similar, temos
|C| — |C1| = |Hy| — | Stab(C)].
Portanto,
|Ci| + | Stab(C;)| < [C| + | Stab(C)],

para ambos ¢ = 1 e ¢ = 2, como querfamos demonstrar. ]

De forma mais geral, temos o seguinte resultado:

Lema 2.4.2. Sejamn € N, n > 2 e {0} # G um grupo abeliano. Se C' é um subconjunto
finito de G tal que
C=CUCyU..UCy,,

em que cada Cy, i € {1,...,n}, € um subconjunto prdprio e nao vazio de C, entao
|Ci| + | Stab(C;)| < |C[ + [ Stab(C)],

para algum i € {1,...,n}.
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Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao sobre n. O caso n = 2 é justamente
o Lema 2.4.1. Suponha n > 3 e que o resultado seja valido para n — 1. Se tivermos
|Ci| + | Stab(C;)| < |C|, para algum i € {1,...,n}, o resultado segue. Entéo, vamos nos
ocupar com o caso |C;| 4 | Stab(C;)| > |C|, para todo i € {1,...,n}. Se C' é a unido de
n — 1 dos subconjuntos Cf1, ..., C,,, a hipétese de indugao nos garante o resultado. Dessa
forma, nos preocupemos com o caso em que C' nao ¢ a uniao de n — 1 dos subconjuntos
Ci,...,C,. Considere C' = C; UCyU...UC,_;. Entao C” é um subconjunto proprio de C

e C4,..,C,_1 sao subconjuntos proprios de C’. Assim, a hipotese de inducao nos garante
|Ci| + | Stab(C})| < |C'] + | Stab(C")],

para algum ¢ € {1,...,n — 1}. Como C' = C"UC,, o Lema 2.4.1 nos garante:
|C,| + | Stab(C,)| < |C| + | Stab(C)|

ou
|C’| + | Stab(C")| < |C| + | Stab(C)],

o que significa que o resultado vale para n. Portanto, este lema esta provado por indugao

sobre n. O

Lema 2.4.3. Sejam n > 2 e C,...,C, subconjuntos finitos e nao vazios de um grupo

abeliano G # {0}. Se C'=C,UCyU...UC,, entao
min{|C;| 4+ | Stab(C;)| : i = 1,...,n} < |C| + | Stab(C)].

Demonstragao. Se C; = C para algum i € {1,...,n}, o resultado segue trivialmente. Por
outro lado, se C; # C, para todo i € {1,...,n}, estamos nas hipoteses do Lema 2.4.2. Logo,
existe i € {1,...,n} tal que

min{|C;| + | Stab(Cy)| : i = 1,...,n} < |Gy + | Stab(Cy)| < |C] + | Stab(C)].

O

Agora temos todas as ferramentas para demonstrar o teorema mais importante

desta secao.

Teorema 2.4.2 (Teorema de Kneser). Sejam G um grupo abeliano e A e B subconjuntos
nao vazios e finitos de G. Se H = Stab(A + B) e |A+ B| < |A| + |B|, entdo

|A+B|=|A+H|+|B+ H|— |H]|.

Demonstracao. Considere A e B subconjuntos nao vazios e finitos de G satisfazendo as

hipoteses. Como sao finitos, podemos escrever A = {ay,...,a,,} ¢ B = {b1,...,b,}. Para
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cada b; € B, i € {1,...,n}, considere os pares de subconjuntos finitos (A;, B;) de G tais
que

A C A;,
b; € B;,
A;+B; C A+ B,
|A;| +|Bi| = A+ H|+ |B + H|.

Note que (A+ H, B+ H) é um par de subconjuntos nao vazios e finitos de G que satisfazem
essas propriedades. Logo, a cole¢ao nao é vazia. Pela finitude dos conjuntos A;, existe A;
tal que |A;| é maximal. Fixe (A;, B;) com esta propriedade. Considerando C; = A; + B;,
temos |Cy| < |A4;| e

A+b, C A+ B, =C; C A+ B.

Sejam a € A e e = a — b;. Para este e € G, usando a defini¢cao de e-transformada,

temos

Dessa forma, A; C A;(e) e b; € B;(e). Pelo Lema 2.2.1, temos

|A;(e)| +|Bi(e)| = |A:| + |Bi| = |A+ H| + |B + H|.

Como A; C A;(e), segue que A; = A;(e), pela maximalidade de |A4;|. Além disso,
a € a+ B; —b; C A; para cada a € A;. Logo,

ou seja, A, = C; — b;. Entao, |A;| = |Cy|, Stab(A;) = Stab(C; — b;) = Stab(C;) e
B; — b; C Satb(A4;) = Stab(C;). Com isso, |B;| < | Stab(C;)|. Dali,

| A+ H| + B+ H| = |Ai + [Bi| < |Cif + [Stab(Ci)],

para todo ¢ € {1,..,n}. Como UCi = A+ B, temos
i=1
|A+ H| + |B + H| =min {|C;| + Stab(C;)}
<|A + B| + |Stab(A + B)|
=|A+ B| + |H|
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pelo Lema 2.4.3. Pela Proposi¢do 2.4.1, |A+ H|, |B+ H| e |A + B| sdo miltiplos de |H].
Isto posto, se |A+ H|+ |B+ H| < |A+ B| + |H]|, entao

[Al+ Bl < |[A+ H[+[B+ H[ <[A+ BJ,
o que contradiz a hipotese deste teorema.

Portanto, |A+ H|+ |B+ H| = |A+ B| + |H|. O

O proximo resultado nos diz o que acontece se retirarmos a hipotese de |A + B| <
Al + |B.

Teorema 2.4.3. Sejam G um grupo abeliano e A, B C G nao vazios e finitos. Se
H = Stab(A + B), entdo

|A+B| > |A+ H|+ |B+ H|— |H]|

Demonstracao. Considere os subconjuntos de G como na hipotese deste teorema. Vamos

Sseparar em Casos:

1. Caso em que |(A+H)+ (B+H)| > |A+ H|+ |B+ H|: Neste caso, nada ha a fazer,
pois
|A+B|=|(A+ H)+ (B+ H)|
>|A+ H|+|B+ H|
>|A+H|+|B+H| - |H|.
2. Caso em que |[(A+ H)+ (B+ H)| < |A+ H| + |B + H|: Neste caso, como

H = Stab(A+ B) = Stab((A+ H) + (B + H)), podemos aplicar o Teorema 2.4.2
para os subconjuntos A+ H e B + H de G e obter

| A+ B|=|(A+ H)+ (B+ H)|=|A+ H|+ |B+ H| — |H|.
Portanto, o resultado é valido. O

Por fim, buscamos uma generalizacao do resultado anterior.

Corolario 2.4.2. Sejam n > 2, A4, ..., A, subconjuntos nao vazios e finitos de um grupo
abeliano G e H = Stab(A; + ... + A,,). Entao

Ay + oo 4 An| = AL+ oo + A — (0 — 1) H].

Demonstra¢ao. Vamos fazer a demonstragao por indugao sobre n. O caso n = 2 basta

recorrer ao teorema anterior. Suponha n > 3 e que o resultado seja valido para n — 1.
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Considere H' = Stab(A; + ... + A,,_1). Perceba que H" C H. Pela hipotese de indugao,

temos

2| A+ [Ana] = (n = 2)|[H'| + |An| — |H]
Z|AL + -+ A + AL — (n = 1)|H].

ou seja, vale para n, e portanto, estd demonstrado este corolario. O

2.5 Subgrupos de Indice Trés em um Corpo

Esta secao sera destinada a provar um resultado importante utilizado no estudo

~ . . 3
das sequéncias sobre Z, que admitam soma-zero com peso em U(p)°, em que

Up)’ ={a’ 2z €U(p)}

e U(p) é o grupo multiplicativo das unidades de Z,. Primeiramente, vamos provar uma
série de resultados sobre subgrupos de indice trés. Tais resultados podem ser encontrados

também em [10].

Seja ' um corpo e considere um grupo multiplicativo G C F* de indice n. Entao,
™ € G, para todo x € F*. Para simplificar a notagao, vamos considerar P = »_ G como o
conjunto-soma G + ... + GG, com m parcelas. Note que P satisfaz: P+ P C Pe P- P C P.

1 n—1 (LU

Além disso, se 0 # x € P, entao v~ ! € P, visto que 27! = x -hH,

Lema 2.5.1. Suponha —1 € P =>_G. Entao P é um subcorpo de F. Além disso,

1. Se F ¢ infinito, entao P = F';

2. Se F ¢ finito, com [F : P] =d e |P| = q, entdo

Demonstra¢ao. Como —1 € P = > G, entdo P também é fechado para a subtragao,

donde se torna um subcorpo de F'. Além disso,

1. Suponha, por absurdo, que P # F. Dai, existe o € F tal que o ¢ P. Note que,
para cada a € P, as classes laterais (a + a)P* sdo todas distintas. De fato, se
(a +a)P* = (b+ «a)P*, com a,b € P, entao existe ¢ € P* tais que a + a = (b+ a)c.
Equivalentemente, a — bc = (¢ — 1)a.. Caso ¢ # 1, teriamos

a — bc
c—1

o que é uma contradi¢ao. Logo, ¢ =1 e a =b. Com isso,

o =

e b,

> |P|. (2.9)
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Além disso, por G C P*, temos

e |P| =Gl (2.10)

Z |5

F* E*
G

Pelas Desigualdades (2.9) e (2.10), segue que

F*

™
— | =
P*

G

n =

> |P| > |cl.

Assim, |G| é finito e, consequentemente, |F™*| também o é. Mas, isso contraria a

hipotese deste lema. Logo, P = F.

2. Sabemos que |F| = |P|IF*F] = ¢?. Como |F| ¢ finito, temos entdo
F* d_1
[Pl g—1

]

A partir de agora vamos assumir que GG € um subgrupo de F* de indice trés. Dessa
forma, F** C G, sendo extrapolariamos a quantidade de classes laterais distintas de G em
F*. Em particular, —1 € G. O préximo lema nos fornece uma propriedade importante

dos subgrupos préprios de G.

Lema 2.5.2. Seja G um subgrupo de indice trés em F*. Se H C G € um subgrupo proprio
de G, entao existe g € G tal que 1l —g ¢ G eg ¢ H.

Demonstragao. Primeiramente vamos encontrar g € G, g # 1, tal que 1 — g ¢ G. Se
G+ G C GU{0}, entao G U {0} é fechado para a adigdo. Se F' ¢ infinito, o Lema 2.5.1
garante que [ = (G, o que contraria nossa hipotese. Se F' é finito, novamente pelo Lema

2.5.1, temos
-1
qg—1
o que é um absurdo, pois G nao admitiria subgrupo proéprio. Assim, existem a,b € G tais

que a +b ¢ GU{0}. Defina g = —a~'b. Note que g # 1, senao a +b = 0, o que é um

3= ede{1,2,3},isto ¢, |[F|=4¢ |G| =1,

absurdo. Além disso, 1 — g ¢ G, sendo existiria ¢’ € G tal que 1 + a~'b = ¢’. Neste caso,

a+b=ag € G, o queéum absurdo. Sendo assim, vamos fixar tal g € G.

Suponha que a conclusao deste lema seja falsa, ou seja, para todo g € GG, temos
l1—geGouge H. Considere c € G\H. Como ¢ ¢ H, entdo 1 — ¢ € G. Ainda mais,
g € H,pois 1 —g ¢ G. Com isso, concluimos que cg ¢ H e, consequentemente, 1 —cg € G.
Note que (1 —¢) — (1 —¢g) = —¢(1 — g) ¢ G, sendo 1 — g € G. Entao,

_l—cg

= eG
v 1—c
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e satisfaz 1 —x ¢ G, donde x € H. Além disso, x # g, pois g # 1. Dessa forma, se |H| = n,
temos n — 1 possibilidades para x, ja que g € H e o mesmo acontece com ¢, uma vez que
r—1
r—g

CcC =

Como ¢ € G\H ¢é qualquer, temos |G\H| < n — 1 e, por isso,
IGl<n+n—-1=2/H|—-1<2|H|.

|G
. |H|
resultado é valido. O

Dai, G = H, pois teriamos =1, ou seja G = H, o que é um absurdo. Portanto, o

Lema 2.5.3. Sejam F' e G como acima. Suponha que as trés classes laterais sejam G,
aG e a*G. Se |F| > 17, entio aG U a*G C G+ G.

Demonstragao. Pelo Lema 2.5.2, existe g € G tal que 1 —g ¢ G e g*> # 1. Assim, 1 — g
e 1 + g sao diferentes de zero. Escolha a € F* de tal forma que seu representante de
classe seja 1 — g. Dai, existe ¢ € G tal que a = (1 —g)g = ¢ + (—g¢') € G+ G e,
consequentemente, aG C G + G. Suponha que a tese deste resultado seja falsa. Logo, a*G
nao estd contida em G+ G. Assim, concluimos que a?GN(G+G) =0 e (aG+aG)NG = 0.
De fato, suponha que exista z € (G + G) N a*G. Entao, existem gy, g2, 93 € G tais que
x = g1 + go = a*g3. Dado h € a*>G, existe g4 € G tal que h = a®g4. Logo,

g g g 9 94
h=d2g = d®u= = (a%g5) = = (g1 + g2) = = 1= + go .
g3 g3 g3 g3 g3

Como g1g—, 92— 1 e G, segue que h € G+G, o que ¢ um absurdo, pois teriamos a>G C G+G.
93

Ou seja, a2GﬁG+G—@ Note que a®> € G e, por a’?G N (G + G) = 0, segue que
G N (aG+aG) = 0.

Como 1+ g € G+ G, entdo pelo que discutimos acima 1+ g ¢ a*G. Analogamente,
(1+9g)(1 —g)=1-g¢* ¢ a*G. Pela escolha de a, segue que 1+ g ¢ aG, o que implica
que 1 + ¢ € G. Novamente pela escolha de a, temos 1 — ¢ € aG. Agora, vamos
analisar o elemento 2. Como 2 =1+ 1 € G + G, entdao 2 ¢ a’G. Se 2 € aG, entao
1+g9g=(1-g)+29 € GN (aG + aG), o que ja vimos que nao acontece. Suponha
2 = 0. Neste caso, (1 —g)* =1+ ¢* € a*>*GN (G + G), ja que (1 — g)* € a*G pela escolha
de a e 1,¢> € G. Mas, isso é uma contradicao com o que vimos na primeira parte da

demonstragao. Concluimos que 2 € G.

Agora, vamos analisar o elemento 1 + g?. Como este elemento pertente a G + G,
entdo ja eliminamos a possibilidade dele pertencer a a?G. Se 1+ ¢ € aG, entdao 1 — g* =
(14 ¢*)(1 —¢?) € (G+ G)Na*G, o que é uma contradigao. De forma similar, supondo
1+¢% € G, temos (1 —g)2 = (1 +¢?) —2g € a>GN (G + G), o que também é uma
contradigao. Por fim, se 1+ ¢ = 0, entdo —2¢g = (1 — g)? € a®G, pela escolha de a, o que
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nos traz outra contradicao. Dessa forma, todas as possibilidade de 1 + g? estao eliminadas.

Portanto, o resultado esta demonstrado por redugao ao absurdo. O

Lema 2.5.4. Se |F| > 16, entao G C G+ G.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que G nao esteja contido em G + G. Por con-
sequéncia, (G+G)NG = (). De fato, se (G+G)NG # 0, existiria = € G tal que x € G+G,
isto é, x = g1 + g2, com gy, g2 € G. Assim, dado z € G, temos

xr oz z

Z:ZE:E$:5(91+g2):§gl+292 € G+,

o que ¢ uma contradigao com a nossa suposi¢ao de que G nao esta contido em G + G.
Pelo Lema 2.5.2, existe g € G tal que 1 — g ¢ G e g* # 1. Dessa forma, 1 — g, 1 + g,
1 —g¢? e 1+ g2 sao diferentes de zero. Seja a = 1 — g ¢ G. Pela nossa suposicao, como
1+9g€G+G, temos 1 +¢g¢ G, donde 1 —¢*> = (1 —g)(1+g) ¢ G e isso implica que
1+g ¢ a®*G, ou seja, 1+ g € aG. De forma similar, como 1+ ¢* € G+ G, entao 1 +¢* ¢ G.
Agora, vejamos que 1 — g2 € a?G. De fato, ja vimos que 1 — g? é ndo nulo e nao pertence
a G. Supondo que 1 — ¢? € aG, concluimos, pela escolha do elemento a, que 1 + g € G,
pois a® € G, o que é um absurdo pelo que ja vimos. Concluimos que 1 — g* € a®?G. Como
(1+¢3)(1—-¢*) =1-g"€ G+G, segue que (1+ ¢*)(1 — ¢?) ¢ G. Vamos verificar que
1+ ¢* € a*G. De fato, como 1+¢* #0e 1+¢* ¢ G, se 1 +¢°? ¢ a*G, a tinica possibilidade
¢ que 1+ ¢* € aG. Note que, por 1 —g* € a*G, teriamos (1 + ¢*)(1 —¢*) € G, pois a® € G.
Porém, ja vimos que (14 ¢?)(1—g?%) ¢ G. Logo, temos 1+¢? € a®?G. Agora, vamos analisar
o que acontece com o elemento 2. Como 2=1+1¢€ G + G, entdo 2 ¢ G. Também temos
2=(149g)+ (1 —g) € aG + aG, pelo que ja vimos. Assim, 2 ¢ aG, uma vez que G nao
intercepta G + G. Ainda ¢ verdade que 2 ¢ a®’G, pois 2 = (1 — ¢*) + (1 + ¢%) € ®G + a*G.
Logo, se a caracteristica de F' for diferente de 2, temos uma contradi¢ao, pois o elemento

2 € F nao seria 0, excluindo todas as suas possibilidades.

Suponha que a caracteristica de F' seja 2. Como |F| > 16, o Lema 2.5.2 garante
que existe h € G tal que 1 —h ¢ G e h® # 1. Considere a = 1+ h. Como a € G + G,
entdo a ¢ G, ja que G e G 4+ G nao possuem interse¢do. Assim, podemos considerar as
classes laterais como anteriormente. Como a® = (1+ h)? € G, segue que (1+h)* € aG, ou
seja, (1+h)(1+h+h*+h3) =1+h'=(1+h)* € aG, o que fornece 1+ h + h* + h3 € G.
Além disso, 1+ h3 # 0, sendao h(1 + h) = h+ h* € G, o que ¢ uma contradi¢ao pelo fato
de G e G + G nao terem intersegao. Como (1 +h + h?)(1+h) =1+ h® € G + G, entdo
(1+h+0h*)(1+h)=1+h%¢ G, o que nos fornece 0 # 1 + h + h? ¢ a>G. Similarmente,
1+h+h?=0+h)*+h*¢ G, logol+h+h?ecaG. Sejax =1+ h+h®>+h®+ ht
Entao, (1 +h) =1+ h° € G + G, ou seja, z(1 + h) ¢ G. Dessa forma, = ¢ a*G. Além
disso, z = (1 + h + h?> + h3) + h* € G + G, ou seja, ¢ G. Mais ainda, z # 0. De fato, se

x = 0, entao

h+h+R+hi=1=nm+B+h+=h=h+h>+hr+n*=n.
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Como h + h% + h® + h* = 1, terfamos h® = 1, o que ¢ um absurdo. Logo, x # 0. Por fim,
note que x = (1+h) + h*(1+h+h?) € aG + aG, ja que (1+ h) € aG e 1 + h + h* € aG.
Entretanto, por G e G 4+ GG nao terem intersecao, segue que aGG nao tem interse¢cao com
aG + aG. Logo, x ¢ aG. Com isso, excluimos todas as possibilidades para o x, o que é

um absurdo. Portanto, temos a veracidade deste resultado. O

Teorema 2.5.1. Seja F' um corpo com |F| # 4,7,13,16. Suponha G subgrupo de indice 3
em F*. Entao, G+ G = F.

Demonstracao. Com o Lema 2.5.3 e o Lema 2.5.4, concluimos que G C G+G e aGUa*G C
G + G, quando |F| > 16. Logo, F* = GUaG Ua*G C G+ G. Como G + G C F, segue
que F' = G+ G, quando |F| > 16. Note que os casos em que |F'| < 16, ndo precisamos nos
preocupar. De fato, como F* admite um subgrupo G de indice trés, entao |F| =1 (mod 3),

ou seja, |F| € {4,7,13,16}, o que ndo é possivel, pelas hipoteses deste teorema. ]

Teorema 2.5.2. Seja F' um corpo finito com |F| =q e q # 4,7. Suponha G subgrupo de
indice 3 em F*. Sea € G+ G, a ¢ GJ{0}, entao G + aG = F*.

Demonstracao. Primeiramente, note que G + aG C F, dado que F' é corpo. Vamos
mostrar que 0 ¢ G + aG. De fato, se 0 € G + aG, existem g;,g> € G tais que 0 = g1 + ago.

Mas, isso fornece que a = 9 € G, o que contradiz a hipotese deste teorema. Logo,
92
G + aG C F*. Agora. vamos provar a inclusao contraria. Note que G C GG + aG. De fato,

como a € G+ G, existem g, h € G tais que a = g+ h. Dessa forma, g = —h+a € G+ aG,
logo G C G+aG. Se |F| # 4,7, 0 Lema 2.5.3 nos garante que podemos escrever a? = x +v,
em que z,y € G. Dai, ax = a®> —ay € G+aG, donde aG C G +aG. Por fim, falta mostrar
que a®’G C G+ aG. SejaW ={g—1:1+# g € G}. Como G é uma classe lateral e tem

T N q— . ~ .
indice trés em F*, segue que |G| = S Concluimos entao que W possui exatamente

-1 —4
= 4.1 elementos. Considere também os conjuntos W= = {w™!:w € W} e

3
V=GUWUW~! Note

V| =G|+ W[+ W —|GnW W
g—1 qg—4 q—4 1

= —IGNWnNW
3 + 3 * 3 | |

<g— 3.

Assim, existe § € F* tal que § ¢ V. Dai, 0 nao estd em G. Analogamente, 6 ¢ W, donde
6~1 ¢ W. Suponha que 1+ 4§ € G, ou seja, existe g € G tal que 1+J = g. Entretanto, isso
nos fornece § € W, o que é um absurdo. Logo, 1 + ¢ ¢ G. Similarmente, 1 + 5! ¢ G. De
forma imediata, concluimos que 1+ § ¢ 0G, sendo teriamos uma contradigdo com o fato
deque 1 +6 1 ¢ G. Ouseja, 1 +6 ¢ GUIG, forgando 1+ d € §°G. Logo, 6*°G C G + 0G
e, consequentemente, 6G C G + 62G. Por se tratar de classes laterais, segue que aG é
igual a 4G ou 6°G. Se aG = 6°G, entdo a?’G = §G e a*G C G + aG. Se aG = 6G, entao
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a’G = 5°G e a®’G C G + aG. De qualquer forma, a’G C G + aG, como queriamos. Com
isso, concluimos a inclusdo contraria, visto que F* = G U aG U a*G C G + aG. Portanto,

este teorema esta devidamente demonstrado. O
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3 Constante de Davenport com peso

Neste capitulo, vamos focar no estudo da constante de Davenport com peso, uma
generalizagao da classica constante de Davenport, que é um conceito fundamental na
teoria aditiva de grupos. A constante de Davenport, denotada por D(G), representa o
menor inteiro k£ tal que toda sequéncia de k elementos em um grupo finito G possua uma
subsequéncia de soma-zero. Ao longo dos anos, diversas varia¢oes dessa constante foram
exploradas, e uma delas envolve a adi¢ao de pesos aos elementos da sequéncia, focando em
subsequéncias de soma-zero tanto gerais quanto consecutivas. Neste capitulo utilizamos

resultados que podem ser encontrados em [12].

3.1 Introducido

Definigao 3.1.1. Seja (G, +) um grupo finito. Uma sequéncia S = (x1,...,x;) € chamada
sequéncia de soma-zero quando x1 + xo+ -+ x; =0, em que 0 € o elemento neutro do

grupo G.

-

Teorema 3.1.1. Seja (G, +) um grupo finito, com |G| =n ek >n. Se S = (z1,...,x%) €
uma sequéncia sobre G de tamanho k, existem i,j € {1,...k} tal que i < j e

$i+$i+1+“'+$j:0.

Demonstragao. Seja S = (x1,...,x;) uma sequéncia sobre G de tamanho k e defina
Yy; =21+ o+ -+, para cada i € {1,...,k}. Se y; = 0 para algum ¢ € {1, ..., k}, entdo
o resultado é valido. Agora, suponha y; # 0, Vi € {1,...,k}. Como k > n, pelo Principio
da Casa dos Pombos, existem 7,5 € {1,...,k}, com ¢ < j, tais que y; = y;. Dessa forma,

—y; +y; = 0, ou seja,
0:—yi—i—yj:—l’i—l‘i_l—"'—l'1+1’1+l'2+“'+$j:l‘i+1+“‘+ﬂfj.

]

A partir daqui, sempre que escrevermos sobre subsequéncia, subentende-se que seja

uma subsequéncia nao vazia da sequéncia original.

Definicao 3.1.2. Para um grupo abeliano finito G, a constante (consecutiva) de Davenport,
denotada por D(G) (C(Q)), € definida como o menor inteiro k tal que toda sequéncia em

G de k elementos admite uma subsequéncia (de termos consecutivos) de soma-zero.



Capitulo 3. Constante de Davenport com peso 30

Com o Teorema 3.1.1, temos C'(G) < |G|, para todo grupo finito G. Além disso,
D(G) < C(G). Logo, essas constantes existem para qualquer grupo abeliano finito G.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1.1. Seja G = Zg o grupo aditivo dos inteiros modulo 6. Vamos calcular as
constantes de Davenport de G. Considere a sequéncia S = (1,1,1,1,1) sobre Zg de tamanho
5. Note que tal sequéncia nao admite subsequéncia de soma-zero, logo C(G) = D(G) = 6.
Dessa forma, 6 < D(G) < C(G) < 6, pelo Teorema 3.1.1. Portanto, D(G) = C(G) =6 =
|G|.

O exemplo acima ilustra que a constante de Davenport coincide com a ordem do

grupo. Veremos mais a frente que o mesmo ocorre para todos os grupos ciclicos.

Para o restante da secao, R serd considerado um anel com unidade e A um

subconjunto nao vazio de R.

Definicao 3.1.3. Dado um R-mddulo M e A subconjunto de R ndao vazio, uma sequéncia
S = (x1,...,x) sobre M é chamada sequéncia de soma-zero com peso em A se para cada

i€ {l,.., k}, existem a; € A tlais que

a1ry + -+ apxy = 0.

Quando A = {1}, uma sequéncia de soma-zero com peso em A é chamada simples-

mente de sequéncia de soma-zero.

Definicao 3.1.4. Sejam M um R-mddulo finito e A C R nao vazio. A constante de
Davenport de M com peso em A, Da(M), € definida como o menor inteiro positivo k tal
que qualquer sequéncia sobre M de tamanho k admite uma subsequéncia de soma-zero com

peso em A.

Observagao 3.1.1. Pelo Teorema 3.1.1, notamos que em um grupo abeliano finito (G,+),

sempre conseguimos uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero.

Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.5. Sejam M wm R-mddulo finito e A C R nao vazio. A constante
consecutiva de Davenport de M com peso em A, Ca(M), € definida como o menor inteiro
positivo k tal que qualquer sequéncia sobre M de tamanho k admite uma subsequéncia de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

Observagao 3.1.2. Sejam M um R-modulo finito e A C R nao vazio. As constantes
DA(M) e Cy(M) existem.
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Demonstracao. Sejam M um R-moédulo finito, com |M| = n, e A C R nao vazio. Dado
uma sequéncia S = (z1, ..., z,) sobre M de tamanho |M|, de forma similar ao Teorema
3.1.1, conseguimos encontrar uma subsequéncia de termos consecutivos T de S de soma-
zero. Ou seja, existem 4,5 € {1,..,n}, com i < j, tais que T = (z;,Zit1,...,2;) €
Z; + xiy1 + -+ +x; = 0. Note que se multiplicarmos a equagao anterior por um elemento
a € A qualquer, teremos que T é uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A. De fato,
av; +axiy + - +ar; =alz;+ v+ -+ ;) =a-0=0.

Dessa forma, para qualquer A C R nao vazio, temos C4(M) < |M|. Além disso, para
qualquer A C R nao vazio, temos Da(M) < C4(M). Portanto, as constantes C'4(M) e
D (M) existem. O

Quando A = {1}, denotamos Cy (M) e Ds(M) por C(M) e D(M), respectivamente.
Além disso, vamos considerar o anel Z, como um Z,-médulo e A C Z,,. Para simplificar

as notagoes, denotaremos C4(Z,,) e Da(Z,) por Cx(n) e Da(n), respectivamente.

Para o resultado abaixo, vamos considerar o grupo G como um Z-modulo.

Corolario 3.1.2. Se G € um grupo ciclico finito, entao D(G) = C(G) = |G]|.

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico finito, com |G| =n. Se n =1, entdo G = {0} e o
resultado é vélido, pois a tinica sequéncia possivel é a sequéncia de tamanho 1 formada
pelo elemento neutro do grupo G. Suponha n > 2. Pelo Teorema 3.1.1, temos C(G) < |G].
Dessa forma, D(G) < C(G) < |G]. Agora, basta mostrar D(G) > n. Como G é um grupo
ciclico, existe g € G tal que G = (g). Considere a sequéncia constante S = (g, ..., g) de
tamanho n — 1. Como a ordem do elemento g é n = |G|, entao S nao admite subsequéncia

de soma-zero, donde D(G) > n. Portanto,
|G| < D(G) < C(G) < |G,
ou seja, D(G) = C(G) = |G|. O

Teorema 3.1.2. Para A = 7, \{0}, temos Da(n) = Cx(n) = 2.

Demonstragao. Como A = Z,\{0}, entao se considerarmos a sequéncia unitaria formada
pelo elemento 1 € Z,, nao existe a € Z,\{0} tal que a-1 = 0. Dai, Cx(n) = Dx(n) > 2.
Seja S = (z1, r2) uma sequéncia qualquer sobre Z,. Se 1 = 0 ou x3 = 0, entao temos uma
subsequéncia de S de soma-zero com tamanho 1, ou seja, Ca(n) < 2. Agora, se x1 # 0 e
xo # 0, entao tomando a; = x5, as = —x1 € A, temos a;x, + asxy = 0. Logo, a sequéncia
S possui soma-zero com peso em A, ou seja, C'x(n) < 2. Assim, em todos os casos, temos

2 > Cy(n) = Da(n) > 2, 0 que termina a demonstragao. O
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Para j > 1, definimos U(n)! = {27 : x € U(n)}, em que
Un)={z€Z,: (x,n) =1}
Observagao 3.1.3. Pelo Teorema 3.1.2, se p € wm nimero primo, temos Dy (p) =

Cup(p) = 2.
Sen = pipa...pk, em que p; ¢ um numero primo para cada i € {1, ..., k}, definimos

Q(n) = k. Além disso, para um divisor m de n, definimos o homomorfismo canénico

fn,m : Zn — Zm

tal que f(a + nZ) = a+ mZ. Ao considerar a soma

a1y + -+ asxg, T1,y .o, Ty € Ly € A1, ..., 05 € 7,

a acao do homomorfismo na soma acima resulta em

alfn,m(xl> + asfn,m(xs)a
pois cada a;x;, i € {1, ..., s}, é visto como x; + - - - + ;, em que a soma é feita a; vezes.

Observacao 3.1.4. Seja A C Z,, — {0} e m € N dado. Considere a sequéncia

(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...),
—1 —1

em Z, de tamanho arbitrdario. FEssa sequéncia nao possui subsequéncia consecutiva de

soma-zero de tamanho m, ou seja, nao podemos prescrever Cx(G).

3.2 Caso A= U(p)? em que p & um nimero primo

Sejam p um ntimero primo e A = U(p)?. Note que A = Im(¢), em que ¢ : U(p) —
U(p) ¢ definida por ¢(z) = z2. Além disso, o tnico elemento de ordem 2 no grupo

multiplicativo U(p) = Z, é p — 1. De fato, se p — i € U(p), entdo
l=@p—i) e l=p"—2pit+i=i,

ou seja, a classe i em Z, deve ser a mesma classe do 1 em Z, para que tenhamos um
elemento de ordem 2. Logo, o tnico elemento de ordem 2 em U(p) é p — 1. Ainda temos

12 = 1. Com isso, ker(¢) = {—1,1}. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

Teorema 3.2.1. Para um primo p, temos Dyp2(p) = Cyp2(p) = 3 quando p # 2 e

DU(2)2(2) — CU(2)2 (2) - 2
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Demonstragao. Quando p =2 ou p = 3, temos U(p)? = {1}, pois

U@R?={2?|zeU@)} = {12} ={1} e UB?2={a?|2cU@)} = {1222} = {1}.

Como Z, ¢ cilico, Dy(z)2 (3) = Cuz)2 (3) =3¢ Dy )2 (2) = CU(2)2(2) = 2, pelo

Corolario 3.1.2. Para p = 5, temos

UGB ={2?|zeUB)} ={1,4,9,16} = {1,4} = {-1,1}.

Suponha S = (z,y, z) uma sequéncia sobre Zjs e considere o conjunto {z +y, —x £
y,£z}. Como este conjunto possui seis elementos de Zs, entao pelo menos dois elementos
deste conjunto sao iguais. Dai, conseguimos uma subsequéncia de termos consecutivos de

soma-zero e peso em (5. Sendo assim, Dy 5)2(5) < Cys)2(5) < 3.

Para um primo p > 7, seja S = (x,y, z) uma sequéncia sobre Z,. Se algum termo
da sequéncia ¢ zero, temos uma subsequéncia de soma-zero com peso em (), de tamanho
1. Suponha que os elementos de S sao nao nulos. Para w € Z,, considere a classe lateral

U(p)*w = {aw : a € U(p)?}. Assim,

Note:

3p—3 3p—T7
| _9— (3p ) _9— 14
2 2
pois p > 7. Como |U(p)*z + U(p)*y + U(p)?*z| < p, pelo Corolério 2.3.1, temos

\U(p)*x| + [U(p)?y| + |U(p)*= > p,

Up)’r +U(p)*y + U(p)*z = Z,,.

Entao, existem ay,as, a3 € U(p)? tais que ayx + asy + azz = 0. Dessa forma, S ¢ uma

sequéncia sobre Z, de soma-zero com peso em U(p)*. Logo, Dy)2(p) < Cyp2(p) < 3.

Agora, vamos mostrar que Dyy2(p) > 3, para p > 5 primo. Considere z €
U(p)\U(p)?. Vamos verificar que (—1,z) é uma sequéncia sobre Z, que nao admite uma
subsequéncia de soma-zero com peso em U(p)?. De fato, 0 ¢ U(p)? e x, —1 sdo nao nulos,
logo nao existe uma subsequéncia de tamanho 1 de soma-zero com peso em U(p)?. Agora,
suponha que existam a,b € U(p)? tais que az + b(—1) = 0. Dai, z = a! - b. Como U(p)?
¢ um subgrupo de U(p) e a € U(p)?, entao a~! € U(p)?. Sendo assim, a='-b € U(p)?
que contradiz o fato de z € U(p)\U(p)?. Logo, Dy)2(p) > 3, para p > 5 primo.

Portanto, reunindo todas as informacoes, temos
3 < Dugy(p) < Cuppe(p) < 3,

ou seja, Dyp)2(p) = Cupy2(p) = 3, para p > 5 primo, o que finaliza a demonstragao. [
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3.3 Caso A= U(p)® em que p & um nimero primo

Quando p # 1 (mod 3), nao existe elemento de ordem trés em U(p). De fato,
se existisse elemento de ordem trés em U(p), entdo existiria um subgrupo de U(p) de
ordem trés, o que contradiz o fato de p # 1 (mod 3), pelo Teorema de Lagrange. Dai,
o nicleo de ¥ ¢ trivial, em que ¢ : U(p) — U(p) é definida por ¢(x) = z®. Pelo
Primeiro Teorema do Isomorfismo, U(p)® = U(p). Neste caso, pelo Teorema 3.1.2, temos
Dy s (p) = Cupys (p) = 2.

Quando p =1 (mod 3), existe um elemento ¢ de ordem trés em U(p), pelo Lema de
Cauchy. Entao, o nicleo de 7 é o subgupo ciclico (c) = Ker1. Note que U(p)® = Im(v).

Assim, pelo Teorema de Lagrange, U(p)® é um subgrupo de indice trés em U(p).

Lema 3.3.1. Seja p um nimero primo tal que p =1 (mod 3) e p # 7,13. Suponha que S
seja uma sequéncia sobre Z, tal que pelo menos trés elementos estao em U(p). Entdo, S €

uma sequéncia de soma-zero com peso em U(p)3.

Demonstragao. Seja S uma sequéncia sobre Z, e x,y, z elementos de S que estao em U (p).
Tome w como a soma dos termos restantes de S, caso existam. A equacao zX3 = w
possui no méaximo trés raizes em Z,. Como existem pelo menos quatro elementos em
U(p) quando p > 5, podemos encontrar ¢ € U(p) tal que 21> # w. Assim, se 2/ = w — 2t3,
temos 2’ # 0. Note que, se existirem a, b, c € U(p)? tais que az + by + c(—t*)z + cw = 0,
entdo S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(p)3, pois por —1,t3 € U(p)3, temos
—t3 € U(p)®. Dessa forma, ¢ suficiente mostrar que S’ = (x,vy,2') é uma sequéncia de
soma-zero com peso em U(p)3. Para qualquer ¢ € U(p), a sequéncia (cz, cy, cz’') é uma
sequéncia de soma-zero com peso em U(p)? se, e somente se, (z,y,2’) também o é. Como
c € U(p) é qualquer, pelo automorfismo 1 : U(p) — U(p) definido por ¥(v) = cv, podemos
escolher ¢ de forma que cx € U(p)3, caso x ¢ U(p)>. Logo, podemos assumir x € U(p)>.
Agora, note que |Z,| = p ¢ {7,13}, e além disso, p ¢ {4,16}, pois p ¢ um ntmero primo.
Dessa forma, como U(p)? tem indice 3 em U(p) = Z, as hipoteses do Teorema 2.5.1 estao

verificadas, logo U(p)® + U(p)® = Z,. Temos duas possibilidades:

1. Se y € U(p)3, entao U(p)>y = U(p)® e, por U(p)® + U(p)® = Zp, temos que
—2' € U(p)* +U(p)® = U(p)* + U(p)*y, pois —z' € Z,.

2. Sey ¢ U(p)?, entao y ¢ U(p)® U {0}, pois y ¢ uma unidade de Z,. Como y € Z,
e Up)® + U(p)® = Z,, entao y € U(p)® + U(p)®. Pelo Teorema 2.5.2, temos
U(p)® 4+ yU(p)? = U(p). Como 2’ # 0, entdao —z € U(p) = U(p)® + U(p)3y.

Em ambos os casos, —z € U(p) = U(p)>*+U(p)>y. Como z € U(p)?3, temos U(p)® = U(p)3x.
Dessa forma, —z' € U(p)3z + U(p)>y, ou seja, existem a, b € U(p)? tais que —z' = ax + by.
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Dai,
ax + by +w — 2t =0,

isto &, S’ ¢ uma sequéncia de soma-zero com peso em U(p)3. Pela discussao feita anterior-

mente, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U (p)3. O]

Observagao 3.3.1. O Lema 3.3.1 nao ¢ vdlido parap =T e p = 13. Note que U(7)3 =
{+1} e U(13)% = {£1,45}. Considere a sequéncia (1,1,1) sobre Z,. E claro que pelo
menos 3 elementos dessa sequéncia siao unidades, pois 1 € U(p). Agora, basta notar que

nao existem ay,by,c; € U(T)® ou ag, by, co € U(13)? tais que
a1'1+b1'1+01'1:0

ou
a2-1+b2-1—|—62-1:0.

Teorema 3.3.1. Se p ¢ um nimero primo tal que p=1 (mod 3), temos Dy ,)s(p) > 3.

Mais ainda, se p # 7, Dy (p) = Cupys(p) = 3.

Demonstragao. Seja x € U(p)\U(p)? com p um nimero primo tal que p =1 (mod 3). A
sequéncia (—1, ) ndo admite uma subsequéncia de soma-zero com peso em U(p)3. De fato,
Z, é corpo e, em particular, um dominio. Logo, ndo existe a € U(p)? tal que a(—1) =0 ou
ax = 0, visto que a, z sdo nao nulos. Agora, se (—1, z) fosse uma sequéncia de soma-zero
com peso em U(p)3, existiriam a,b € U(p)? tais que a(—1)+bx = 0, ou seja, bz = a. Como
U(p)? ¢ subgrupo de U(p) e b € U(p)?, existe b=! € U(p)?. Dai, x = b~'a. Além disso,
a € U(p)® e, consequentemente, © = b~'a € U(p)® o que é falso, pois z € U(p)\U(p)?.
Logo, Dy)s(p) = 3.

Para a segunda parte, seja S = (x,y, z) uma sequéncia sobre Z,, com p ¢ {7,13}.
Queremos mostrar que S possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com
peso em U(p)®. Podemos assumir z,y, z € U(p), pois U(p) = Zy e, se x,y,z ¢ U(p), entdo
x,y, 2z sao nulos, o que geraria uma subsequéncia de soma-zero e tamanho um com peso em
U(p)3. Comop=1 (mod 3)ep # 7, pelo Lema 3.3.1, S é uma sequéncia de soma-zero com
peso em U(p)?, pois z,y, z € U(p). Dai, Cyy(pys(p) < 3. Como temos Dypys < Cypys(p) < 3

e Dyp)s(p) = 3 como visto anteriormente, entao Dy ()3 = Cpypys(p) = 3.

Como 13 = 1 (mod 3), pela primeira parte demonstrada neste Lema, temos
Cuy3(p) = Dypys = 3. Falta mostrar que Cy,3(p) < 3. Seja S = (z,y, 2) uma sequéncia
sobre Z;3. Podemos assumir z,y, 2 € U(13) e mais ainda, podemos supor z € U(13)3 por

motivos ja vistos anteriormente.

1. Suponha y € U(13)3. Entao, (z,y) ¢ uma subsequéncia de soma-zero com peso em
U(13)?, pois yz — 2y = 0 e y,z € U(13)3. Entao, Cpa3z)(13) < 3.
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2. Suponha y € B =U(13)\U(13)3. Como U(13)*® = {+1,£5}, entdo
B = {42, +3, +4, +6}.

Note que qualquer elemento de B pode ser escrito como uma soma de um elemento de
U(13)? com outro elemento de U(13)?, isto é, B C U(B)*+U(B)3. Como |Z3| # 4,7,

U(13)? tem indice 3 em U(13),y € B C U(13)> + U(13)* e y ¢ U(13)*(J{0}, temos
U(13)* + U(13)3y = U(13). Como z € U(13)3, entao U(13)* = U(13)3z. Dali,
U(13) = U(13)3>z + U(13)3y. Como z € U(13) e U(13) ¢ um grupo multiplicativo,
—2z € U(13), pois —1 € U(13). Dai, existem a,b € U(13)3 tais que —z = ax + by, ou
seja, ax + by + z = 0. Logo, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(13)3.
Dai, Cy13)3(13) < 3.

ASSim, DU(13)3<13> = CU(13)3 = 3. ]

Perceba que, até este momento, as constantes de Davenport se coincidiram. O

proximo resultado nos fornece um caso em que isso nao é verdadeiro.

Lema 3.3.2. Temos Dy 7)s(7) =3 e Cyys(7) = 4.

Demonstragao. Observe que U(7)% = {13,23,33 43 53 63} = {£1}. Seja S = (z,y, z) uma
sequéncia sobre Z; de tamanho trés. Queremos mostrar que S possui uma subsequéncia de
soma-zero com peso em {+1}. Podemos supor que z,y, 2z € U(7), caso contrario, teremos
uma subsequéncia de S de soma-zero com peso em {£1} trivialmente. Se quaisquer dois
termos da sequéncia S sao iguais a menos de sinal, entao conseguimos uma subsequéncia de
S de soma-zero com peso em {£1}. Por outro lado, como U(7) = {£1, +2, £3}, a menos de
permutagao ou troca de sinais, a sequéncia S ¢ (1,2,3), que é uma sequéncia de soma-zero
em {£1}. Dai, D{413(7) < 3. Logo, segue do Teorema 3.3.1 que Dy 7)3(7) = Dy413(7) = 3.

Como a sequéncia (1,3,1) sobre Z; nao possui subsequéncia consecutiva de soma-
zero com peso em {£1}, entdo C413(7) > 4. Considere S = (x,y, z,w) em Z7. Considere
a sequéncia (z+vy,z—y, —x+y, —x—y, z+w, z—w, —z+w, —z —w) de tamanho oito sobre
Z. Pelo Principio da Casa dos Pombos, pelo menos dois termos dessa sequéncia sao iguais,
donde conseguimos uma subsequéncia de termos consecutivos de S de soma-zero com peso
em {£1}. Entao, Cf113(7) <4 e, consequentemente, Cy 73 (7) = C113(7) = 4. O

34 Caso A=U(n)

Lema 3.4.1. Sejamn = mimsy e A, Ay, Ay subconjuntos de Zy,, L, € L, , Tespectivamente.
Suponha frm, (A) C Ay € fom,(A) C Ay Entao, Ca(n) = Ca,(m1)Ca,(ms).
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Demonstracao. Sejam Cy,(my) = K e Cy,(my) = (. Lembre-se que essas constantes

existem, pela Observacao 3.1.2. Assuma que essas constantes, k e ¢, sejam pelo menos

2. Como Cy,(my) = k, existe uma sequéncia S| = (1, ...,z.._,) sobre Z,,, de tamanho
k — 1 que nao admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em Aj.
Analogamente, como Cy,(msy) = ¢, existe uma sequéncia Sy = (v}, ..., y,_;) sobre Z,,, de
tamanho ¢ — 1 que nao admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com

peso em As.

Para cada i € {1,...,k — 1}, sejam f,, n, (2;) =z} ¢ S; = (maz1,...,mex,_1). Para
cada j € {1,...,0 — 1}, sejam fy, m,(y;) = yj € So = (y1,..-,¥e—1). Defina a sequéncia S
sobre Z,, de tamanho (k — 1){ + ¢ — 1 = x{ — 1 como

(mgzpl, ey ML -1, Y1, M2T1y ooy TM2T 1, Y2, ML,y ooy ML 15 +eey Yp—1,M2T1, ..., mgxﬁ_l).

Com o intuito de ficar mais claro o argumento, vamos renomear as entradas de
S como z;,1 € {1,...,k¢ — 1}. Suponha que S possua uma subsequéncia 7" de termos
consecutivos de soma-zero com peso em A e que T possua pelo menos um elemento de Ss,

ou seja, existem,i, j € {1,...,kl — 1},4 < j, tais que
aizi_i_...—'—ajzj:(], (31)

com @, ...,a; € A e pelo menos um z; sendo um elemento de Sy. Dessa forma, aplicando o
epimorfismo f, ,,, na Equagao (3.1), as parcelas que possuem termos de S; serao iguais
a zero, visto que esses elementos sao multiplos de mg, restando somente as imagens dos
termos que possuem elementos da sequéncia Ss. Dai, temos uma subsequéncia Ss de
termos consecutivos de S, tal que a imagem de S3 por f, ,,, admite uma subsequéncia
de termos consecutivos de soma-zero com peso em Ay, uma vez que [, C As. Isso
nao ¢ possivel, pela escolha de S). Entao, 7' nao possui termos de Sy, isto é, T' ¢ uma

subsequéncia de S7.

Seja T" uma sequéncia sobre Z,,, tal que seus termos sao obtidos dividindo os
termos de T por mgy e aplicando o epimorfismo f, ,,,. Pela discussao do pardgrafo
acima, T = (moxi,...,mex;), 4,5 € {1,...,6 — 1}. Dal T" = (fomi (@i)s ey frm (T5)),
i,7 € {1,...,k—1}. Como T & uma subsequéncia de S de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A, entdo existem a;, ...,a; € A, com i, j € {1,...,x — 1} tais que
ag(mox;) + - - + aj(max;) = 0 & my(azz; + - - - + ajz;) = 0.
Como fp,m, ¢ homomorfismo de anéis, temos

fn,ml (mQ) [fn,m1<a;)fn,m1 (:L’Z) T+t fn,m1 (a;')fn,m1(xj)} = 0.

Dai,
fn,ml(ag)fn,m1 (z5) + -+ fn,m1(a;')fn,m1(xj) =0.
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Como fm,(A) C Ay, entdo T" é uma subsequéncia de Sj de termos consecutivos de
soma-zero com peso em Aj. Isso nao pode ocorrer pela escolha de S]. Entao S ndo admite
subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como o tamanho de
S é kl — 1, temos Cy(n) > kY.

Agora, se k = ¢ = 1, temos a veracidade do resultado, pois C4(n) > 1. Suponha
que exatamente um deles seja igual a 1, digamos £ =1 e k£ > 1. Como a sequéncia S
definida anteriormente nao admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com

peso em A, pois S nao admite, entdo Cy(n) > K, 0 que prova este lema. ]

A préxima proposicao seré utilizada algumas vezes daqui em diante, entao seré
feita sua demonstracao, com base no que foi feito no artigo [4|. Em particular, a fim de

ficar mais claro a ideia, usaremos a notacao a + nZ para denotar a classe de a € Z em Z,.

Proposicao 3.4.1. Observe que dados m,n € N tais que m divide n, entao
fam(U(n)) = U(m).
Mais ainda, fp,(U(n)?) =U(m)? e fum(U(n)?) =U(m)>.

Demonstra¢ao. Dado a + nZ € U(n), devemos mostrar que mdc(a,m). De fato, se
mdc(a,m) # 1, como m divide n, teriamos mdc(a,n) # 1. Logo, mdc(a,m) = 1, donde
fom(a+nZ) € U(m). Dai, f,,,(U(n)) C U(m).

Por outro lado, dado a + mZ € U(m), devemos mostrar que existe b + nZ € Z,
tal que a + mZ = f,m(b+ nZ) = b+ mZ. Isso é equivalente a mostrar que para todo
a € Z tal que mdc(a,m) = 1, deve existir a + mz, com x € Z tal que mdc(a + mz,n) = 1.
Se todos os divisores primos de n também dividem m, entdo mdc(a, m) = 1 implica em
mdc(a,n) = 1. Assim, basta tomar b = a. Agora, suponha que exista um primo p tal que
p | n, masptm. Sea+max =0 (mod p), para todo z € Z, em particular, a+m(z+1) =0
(mod p). Porém, isso nos garante que a + mz = a + m(x + 1) (mod p), o que é uma
contradicao, pois p seria um divisor de m. Logo, existe z € Z tal que a+max nao é divisivel
por p. Replicando esta ideia para os outros possiveis primos que dividem n mas nao m e
fazendo as trocas de a por a + mxz e m por pm, respectivamente, encontramos o nimero

inteiro que satisfaca o nosso objetivo. Logo, U(m) C f,.m(U(n)).

Concluimos entao que vale U(m) = f,,,»(U(n)). Por fim, também ¢é verdade que
Jom(UM)?) =U(m)? e frm(U(n)?) =U(m)>. Para verificar as afirmagoes, basta usar o

fato de f, ., ser um homomorfismo de grupos. O]

Corolario 3.4.1. Paran € N qualquer, temos Cyny(n) > 24(n)

Demonstragao. Para provar este corolario, usaremos indugao sobre €(n).
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1. Para Q(n) = 1, n é um ndamero primo. Logo, Z,\{0} = U(n) e, pelo Teorema 3.1.2,
Cu(ny(n) = 2. Assim, o resultado é vélido para 2(n) = 1.

2. Suponha, por hipotese de indugao, que Q(n) > 1 e que o resultado seja valido
para todo k € N tal que Q(k) < Q(n), isto &, vale Cyay (k) = 290 toda vez
que Q(k) < 2(n). Como Q(n) > 1, existem pelo menos dois nimeros primos na
decomposi¢ao de n e nao necessariamente distintos, entao considere p um primo
divisor de n. Pela discussao anterior, considerando n’ = E, temos Q(n') > 1 e,
além disso, 2(n’) = Q(n) — 1 < Q(n). Pela hipotese de indué)éo, Crrry(n') = 29U,
Também ¢ verdade que Cyy(p) = 2. Como p | n e n' | n, pela Proposigao 3.4.1,
temos f,,(U(n)) C U(p) e fonw(U(n)) C U(n'). Pelo Lema 3.4.1,

Curimy(n) = Cuuny(n))Cuyy (p) = 242 = 2% ~12 = 20,

Dessa forma, concluimos a indugao.
Portanto, por indugao sobre Q(n), Cyu)(n) > 29(n) 0

Note que o resultado anterior é para n € N qualquer e conseguimos encontrar
uma cota inferior para a constante consecutiva de Davenport, ou seja, devemos procurar
sequéncias de tamanho entre 2% e n. Essa limitacdo reduz bastante as contas. Agora, se
fizermos certa restrigao sobre n, conseguimos dizer exatamente qual é o valor da constante.

Veja o proximo resultado:

Corolario 3.4.2. Seja n = 2% para algum k € N. Entao Cy(n)(n) = Cany(n) = n.

Demonstragao. Como {1} C {£1} C U(n), temos Cyy(n) < Crany(n) < C(n). Por Z,
ser um grupo ciclico, temos C'(n) = n, pelo Corolario 3.1.2. Por outro lado, como n = 2,

entdo Q(n) = k, o que fornece 28 < Cp(,)(n), pelo Corolario 3.4.1. Dessa forma,
n=2"< Cumy(n) < Crann(n) < C(n) = n,
ou seja, Cymy(n) = Cary(n) =n. O

Os dois proximos lemas garantirao que Cy113(n) # Dyi1y(n). Para simplificar a

notagao, usaremos log, n = logn.

Lema 3.4.2. Para n € N qualquer, temos Dgi1y(n) > [logn] + 1.

Demonstragdo. De fato, dado n € N, escolha r € N de tal forma que 20D < n < 20+2)
e considere a sequéncia S = (1,2,2% ...,2") sobre Z,. Note que, pela formula das séries

geométricas, temos
1+24---+2"=2""-1<n
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e, consequentemente,
—1-2— =2"=-2"" 41> —n.

Dessa maneira, a soma dos elementos de S com qualquer combinacao de sinais forma
uma série com valor absoluto menor que n. Esta soma também nao pode ser igual a
zero, pois se j; € {0,1,2,....,r} e oy € {0,1}, em que i = 1,2, ...k e k < n de modo que
N<jo<..<Jpe

(—1)™127 4 (—1)2272 4 ... 4 (=1)™ 2%k = (),
entao
1+ (_1)a27a12j2*j1 4o+ (_1)0%*0412]%*11 — O,

o que é um absurdo, ji que do lado esquerdo temos um niimero impar e do lado direito
um numero par. Assim, a sequéncia S nao possui subsequéncia tal que a soma de seus
termos, ponderada em A = {—1, 1}, seja um multiplo de n. Mais ainda, S possui um total
de r 4+ 1 = |logn] elementos. Portanto, D¢i13(n) > [logn] + 1. O

Lema 3.4.3. Sejam n € N ¢ S = (21, ...,xx) uma sequéncia sobre Z,, com k > logn.

Entao, existe um subconjunto J de {1,....,k} e a; € {—1,1}, para cada j € J, tais que
Z a;T; = 0.
jeJ

Com isso, temos Dyy1y(n) < |logn| + 1.

Demonstracao. Considere todas as sequéncias da forma

(%)

em que [ é um subconjunto de {1,...,k}. Como {1,...,k} possui k elementos, segue que
existem 2* subconjuntos deste conjunto. Pela hipétese, k > logn, donde 2¥ > n. Como o

nimero de somas ultrapassa a ordem de Z,, existem Ji, Jo C {1, ..., k} nao vazios tais que

Jl 7é JQ (§]
S =Y
JjeJ1 Jj€J2
Logo,
Zx]—Z%:O:Z%—i—Z—x]:O
jeN Jj€J2 jeS1 Jj€J2
Se escolhermos J = (J1U J2)\(J1 N Js), é verdade que J # () € um subconjunto de {1, ..., k}.
Além disso, considerando a; = 1, caso j € Ji, e a; = —1, caso j € Jy, temos

Z a;T; = 0.

jeJ
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Com isso, concluimos que toda sequéncia sobre 7Z, com comprimento maior que logn

possui uma subsequéncia de soma-zero com peso em A = {—1,1}. Portanto,

Diny(n) < |logn] + 1.

Teorema 3.4.1. Seja n € N. Entio Dyy1y(n) = [logn] + 1.
Demonstragao. De fato, o Lema 3.4.2 e o Lema 3.4.3 garantem este resultado. O

O teorema anterior e o Corolario 3.4.2 verificam, novamente, que podemos obter
uma divergéncia entre as constantes C'y e D4, 0 que nos motiva a estudar sobre a constante

consecutiva de Davenport.

Definicao 3.4.1. Seja p um nimero primo divisor de n. Usamos a nota¢do v,(n) =r

para significar que p~ divide n, mas p"Tt nao, isto €, a valoracao p-ddica de n.

Seja S uma sequéncia sobre Z,. Suponha que p seja um ntmero primo divisor
de n, com wv,(n) = r. A sequéncia S® sobre Z, ¢ definida como a imagem de S pelo

homomorfismo canoénico f,, ,r.

Proposicao 3.4.2. A sequéncia S sobre Z, € uma sequéncia de soma-zero com peso em
U(n) se, e somente se, para todo primo p divisor de n, S®) ¢ uma sequéncia sobre Loy

de soma-zero com peso em U (pvr™).

Demonstragao. Seja S = (xq, ..., ;) uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n), isto

é, existem ay, ..., ax € U(n) tais que
a1ry + -+ apry = 0. (3.2)

Considere p um nimero primo divisor de n. Daf, S®) = (f, ,r(71), ..., fapr (7)) € uma
sequéncia sobre Z,-. Como p" divide n, ja vimos que f,,(U(n)) C U(p"). Pela Equagao
(3.2), existem a} = frpr(a1),...,a) = fo,r(ap) € U(p") tais que

allfn,p’“(xl) +oeee a;gfn,p’“(xk) = 07

ou seja, S® & uma sequéncia sobre Ly de soma-zero com peso em U(p").

Reciprocamente, suponha que n = pi'p5?...p;" seja a decomposigao de n em fatores
primos. Para cada primo p;, ¢ € {1,...,1}, divisor de n, considere v,,(n) = r;. Além disso,
temos SP:) = (ylm’ o ykm) sendo uma sequéncia sobre Z,~ de soma-zero com peso sobre
U(p*), para todo i € {1, ..,1}, ou seja, existem ay,, , ..., ar, € U(p;’) tais que

P

ay, T1 + -+ ag, rp =0 (mod p.*), (3.3)
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para todo i € {1,..,1}. Pelo Teorema Chinés do Resto (Cap. 5, Sec¢do 5.8, p. 117-118
de [2]), existe um isomorfismo entre U(n) e U(p}') x --- x U(p;'), isto é, conseguimos
identificar a; = (aj, , .., a;, ), j € {1,...,k}, com a; € U(n). Dessa forma, pelas [ equagdes
formadas por (3.3), a1x; + -+ + agzr = (0,...,0) = 0 (mod n), uma vez que temos um

isomorfismo entre Z,, e Zp71"1 X -+ X an. O
1

Para um primo p divisor de n, seja A = {2/ : 2 € U(p")}. Podemos generalizar a

Proposicao 3.4.2 e obter o seguinte resultado:

Observagao 3.4.1. A sequéncia S sobre Z, é uma sequéncia de soma-zero sobre U(n)’
se, e somente se, para todo primo p divisor de n, S®¥) é uma sequéncia sobre Ly de

soma-zero com peso em Ag;.

Lema 3.4.4. Sejam m um divisor de n e b € U(m). Entdo, existe a € U(n) tal que
Jam(a) =b. Além disso, se b € U(m)?, existe a € U(n)? tal que f,m(a) =Db.

Demonstragao. Seja ZT = {i € Z : i > 0}. Como b é coprimo com m, pelo Teorema de
Dirichlet (Cap. 9, p. 146-156 de [2]), existem infinitos ntimeros primos na progressao
aritmética {b+im : i € Z"}. Como apenas um numero finitos desses primos vao dividir
n, existe i € Z* tal que a = b+ im € U(n). Logo, fum(a) = fom(b+ im) = b, como

queriamos.

Por fim, dado b € U(m)?, existe ¢ € U(m) tal que b = ¢®. Pela primeira parte deste

lema, existe ¢ € U(n) tal que f,, () = c. Assim, existe a = (¢/)? tal que

fom(a) = fn,m((cl)Q) = (fn,m(c,)>2 = =b.
O

n
Corolario 3.4.3. Seja p um nimero primo divisor den en’ = —. Se d € U(n'), eziste
p

ceU(n) tal que frn(c)="C.

~ , B . . . ~ no ... .
Demonstracao. Se p é um nimero primo que divide n, entao n’ = — divide n. Assim, se

cd € U(n'), pelo lema anterior, existe ¢ € U(n) tal que f, . (c) = . O

Lema 3.4.5. Seja S uma sequéncia sobre Z, e p um primo divisor de n que divide todos

n
os elementos de S. Suponha n’ = — e S" uma sequéncia sobre Z,, obtida dividindo os

termos de S por p. Se S' € uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n'), entdo S
¢ uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n). Mais ainda, se S' é uma sequéncia

de soma-zero com peso em U(n')?, entao S € uma sequéncia de soma-zero com peso em

U(n)?.
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Demonstracao. Seja S = (xy, ..., ) uma sequéncia sobre Z,. Entao " = (2, ...,x}), em

x; , ) .

que z; = fp | — ), para cada i € {1,...,k}. Como S’ é uma sequéncia de soma-zero
p

com peso em U(n'), para cada i € {1,.., k}, existe a} tais que a}x}| + --- + ajx}, = 0. Pelo

corolario anterior, para cada i € {1, ..., k}, existe a; € U(n) tais que f, (a;) = a;. Como

alxy + -+ apzy, = 0, temos

a1Ty + -+ apx
fn,nf< 121 b k) o,
p

a1y + -+ apTy

ou seja, n’ divide . Dessa forma, n divide a1z + - - - + axx, 0 que sigifica

que a1z1 + -+ -+ + agxy = 0 sobre Z,,. Logo, S é uma sequéncia de soma-zero em U(n).

Para a segunda parte, veremos que para cada a;, € U(n')?, i € {1,...,k}, existe
a, € U(n)? tal que f,.(a;) = al. De fato, seja a} € U(n')? qualquer. Dai, a; = y?, com
y € U(n'). Novamente pelo lema anterior, existe = € U(n) tal que f,,(z) =y. Como
[y € um homomorfismo, basta tomar a; = 2> € U(n)? para obter f,,/(a;) = a;. Com
isso, a demonstragao da segunda parte do resultado segue de forma similar a primeira

parte. ]

Observacao 3.4.2. Usando uma ideia similar a utilizada na sequnda parte da demonstra-
cao do lema acima, podemos concluir que se S’ € uma sequéncia de soma-zero com peso

em U(n')?, entdo S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n)3.

O proximo lema serd demonstrado seguindo a ideia da demonstracao feita no artigo
18]

Lema 3.4.6. Seja p", com p um nimero primo impar.

1. Se x,y € Z, sao coprimos com p, entao dado t € Z,r, existem unidades o, 3 em Ly

tais que ax + Py = t.

2. Se uma sequéncia S sobre Z,r possui pelo menos dois termos coprimos com p, entao

S € uma sequéncia de soma-zero com peso em U(p").
Demonstracao. Seja p”, em que p € um nimero primo impar.

1. Note que t +y # t —y (mod p). Caso contrario, p dividiria y, ja que p é um
namero primo impar. Dessa forma, podemos escolher 8 € {—1,1} tal que t — Sy Z 0
(mod p), ou seja, t — fy é uma unidade em Z,. Como z é uma unidade em Z,,
™! também o ¢, donde o = z7(t — By) ¢ uma unidade em Z,-. Dai, existem «, 3

unidades em Z,, tais que ax + By = t.
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2. Suponha S = (x, ..., 1) uma sequéncia sobre Z, tal que pelo menos dois termos de
S sejam unidades em Z,r, digamos x; e z3. Pelo item anterior, existem ay,ay € U(p")
tais que a1x + asxy = —x3 — - -+ — xp. Basta escolher a; = 1, com ¢ = 3, ..., k, para
obter ayx1 + -+ + arxr = 0. Logo, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em
Up").

Teorema 3.4.2. Quando n é um nimero impar, temos Crny(n) < 2%,
Demonstracao. Considere a sequéncia S = (z1, ..., xx) de forma arbitraria sobre Z,, com
tamanho k = 22" O nosso objetivo é provar que S admite subsequéncia de soma-zero

com peso em U(n). Vamos separar a demonstracao em dois casos.

1. Caso: Para um primo p divisor de n, pelo menos dois termos de S sao coprimos com
p.
Seja p um ntmero primo divisor de n e r = v,(n). Seja S® definida antes da
Proposigao 3.4.2. Como n é um ntmero impar e p divide n, entao p é um ntmero
primo impar. Pelo lema anterior, S® é uma sequéncia sobre Zy de soma-zero
com peso em U(p"). Como isso é valido para qualquer primo p divisor de n, S
¢ uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n), pela Proposi¢ao 3.4.2. Logo,
Cuny(n) < 290,

2. Caso: Existe um nimero primo p divisor de n tal que no maximo um termo de S é

coprimo com p.

Este caso vamos demonstrar por indugao sobre Q(n). Se Q(n) = 1, entdo n é um
namero primo. Dessa forma, U(n) = Z,\{0}. Pelo Teorema 3.1.2, Cy@)(n) =2 <
24" Suponha que Q(n) > 1 e que o resultado seja valido para €2(n)— 1, por hipotese
de indugao. Podemos dividir a sequéncia S em duas partes iguais de tamanho —. O
possivel elemento de S que é coprimo com p nao estard em uma dessas duas partes
da sequéncia S, ou seja, uma dessas partes possui todos elementos divisiveis por p.
Assim, existe uma subsequéncia T de S de tamanho g tal que p divide todos os

termos de T.

n
Seja n’ = — e T' a sequéncia sobre Z,  obtida dividindo os termos de T por p e
p

aplicando f,, ,» em cada termo. Como n’ = 2, segue que Q(n') = Q(n) — 1. Além

26n) .
= 20n)—1 — 292("")  Pela hipotese

de inducao, T” possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com

disso, 7" &€ uma sequéncia que possui tamanho

peso em U(n'). Pelo Lema 3.4.5, T possui uma subsequéncia de termos consecutivos

de soma-zero com peso em U(n). Como T é uma subsequéncia de S de termos
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consecutivos, entao S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n). Dessa forma, este caso é valido por inducao sobre Q(n).

Portanto, este teorema esta devidamente provado. ]

Corolario 3.4.4. Quando n é um nimero impar, temos Cyy(n) = 282(n)

Demonstragao. O resultado segue diretamente da aplicagdo do teorema anterior e do
Corolario 3.4.1. N

35 Caso A=U(n)’

Nesta secao, vamos generalizar os resultados obtidos na Secao 3.2.

Corolario 3.5.1. Sen = 2"m, com m wm nimero impar, entdo Cyny2(n) > 2r38Um).

Demonstragao. A demonstracao ¢ feita usando indugao sobre ©(n). Suponha Q(n) = 1,

ou seja, n € um nimero primo. Se n é par, entao r =1 e
CU(n)2 (TL) =2= 2T3Q(m)

em que a primeira igualdade ocorre pelo Teorema 3.2.1. Se n é fmpar, entao r = 0 e

n = m. Novamente pelo Teorema 3.2.1, temos
CU(n)2 (n) =3 = 2r3Q(m).
n
Considere n’ = —, em que p é um divisor primo de n. Suponha que Q(n) > 1 e que o

resultado seja valido para Q(n) — 1. Vamos separar a demonstra¢ao em dois casos.

1. Se esse primo é p = 2: Neste caso, como 2 e 2"m dividem n, f,2(U(n)?) C U(2)* e
Jn2rm(U(n)?) € U(2"m)?. Pelo Lema 3.4.1, pelo Teorema 3.2.1 e por hipdtese de

inducao, temos
Curnyz(n) = Crr22(2) Curpar—1myz (27 tm) = 2(2713%0m)) = 2r32m),
2. Se esse primo p divide m: Considere t = % Como p e 2"t dividem n, f,,(U(n)?*) C
U(p)? e fu2rt(U(n)?) C U(27t)% Como p divide m, que é um ntimero impar, entao

p ¢ um numero primo fmpar. Pelo Teorema 3.2.1, temos Cy,2(U(p)) = 3. Por

hipotese de indugao e pelo Lema 3.4.1, temos

Curny2(n) = Curpy2 (p) Curary2 (271) = 3(273%m~1) = 2r3%(m),

Portanto, o resultado esta devidamente demonstrado. O]
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Lema 3.5.1. Sejam p > 7, r € N e n = p®. Entdao, dados x1,x2, 3 € U(n), temos

U(n)*wy + U(n)’ze + U(n)*w3 = Zy.

L,
Demonstragao. Seja H = Stab(U(n)?z,+U(n)*xe+U(n)*z3). Como Z, é ciclico, entao ¥
também o é, digamos Z,,, em que m = p°, 8 < a. Considere ¢ : Z,, — Z,, o homomorfismo
canoénico. Como m divide n, pela Proposicao 3.4.1, segue que ¢(U(n)?) = U(m)?. Dessa

forma,
3

> Um)é(x:) = ¢ (Z U(n)xi) .

i=1

Outra implicagdo da Proposigao 3.4.1 é que ¢(U(n)) = U(m), logo para cada z;,
i=1,2,3, ¢(x;) gera Z,,. Pela Proposigao 2.4.1, segue que

Stab <Z U(m)2¢(i€i)> ={#(0)},

visto que H = Stab (U(n)%z; + U(n)*zy + U(n)?x3). Aplicando o Corolario 2.4.2, como

3

> U(m)*é ()

=1

B _ ,B8-1
>3|U(m)2|—2:3<p—2p )—2>pﬂ,

3
entao Z U(m)?¢(x;) = Zy,. Assim, concluimos, pela Proposicio 2.4.1, que
i=1

Stab (Z U(m)ngS(xi)) = T,

Dessa forma, Z,, = {0}, ou seja, H = Z,,. Portanto, novamente pela Proposi¢ao 2.4.1
temos Stab (U(n)%z; + U(n)*zy + U(n)*x3) = Z, e, consequentemente,
U(n)*w; + U(n)’zy + U(n)*w3 = Zy.
[

r

Lema 3.5.2. Sejan =p", em que p > 7 € um numero primo. Suponha que S seja uma

sequéncia sobre Z,, tal que pelo menos trés elementos de S sao unidades. Entao S € uma

sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?.

Demonstragao. Seja S = (1, ..., x;) uma sequéncia sobre Z, tal que pelo menos trés de

seus termos sejam unidades, digamos x1, xs e x3. Pelo lema anterior,
U(n)*wy + U(n)’ze + U(n)*w3 = Zy.
Logo, existem ay, as, az € U(n)? tais que

a1r1 + asxy + azry = —Ty4 — - — Tk,
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ou seja, tomando a; = 1 € U(n)?, i € {4, ..., k}, segue que
a1 + asxo + azxs + asxy + - - - + apxy = 0.
Logo, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?2. O

Observacao 3.5.1. O lema anterior falha quando p < 7. Quandon =2 oun =5, a
sequéncia (1,1,1) sobre Z, nao é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?, pois
U(2)?2 = {1} e U(5)* = {£1}. Paran = 3, a sequéncia (1,2,1) sobre Zs nio é uma

sequéncia de soma-zero com peso em U(3)?.

Teorema 3.5.1. Se todo primo divisor de n € pelo menos 7, entdo Cyny2(n) < 3(n),

Demonstracio. Seja S = (z1,...,7;) uma sequéncia sobre Z, com tamanho k = 3%,
Queremos mostrar que S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n)?. Vamos separar a demonstragao em dois casos.

1. Caso: Para qualquer primo p divisor de n, pelo menos trés termos de S é coprimo

com p.

Seja p um numero primo divisor de n e v,(n) = r. Entao, S (?) possui pelo menos
trés unidades, em que S® ¢ a sequéncia definida antes da Proposicao 3.4.2. Como p
¢ pelo menos 7, pelo lema anterior, S® ¢ uma sequéncia sobre Ly de soma-zero com
peso em U(p")?. Como isso ¢ valido para todo primo divisor de n, pela Observagao
3.4.1, segue que S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?. Dessa forma,

o resultado é véalido.

2. Caso: Existe um ntmero primo p divisor de n tal que no maximo dois termos de S

sao coprimos com p.

Neste caso, vamos usar indugdo sobre 2(n). Se 2(n) = 1, entdo n é um namero
primo. Como todo primo divisor de n é pelo menos 7, entao Cy(,y2(n) = Cq, (n) = 3,
pelo Teorema 3.2.1. Suponha Q(n) > 1 e, por hipdtese de indugao, que o resultado

seja valido para Q(n) — 1.

Podemos dividir a sequéncia S em trés partes iguais de tamanho g Pelo menos
uma dessas partes possuem todos os termos divisiveis por p, ou seja, S admite uma
subsequéncia 1" de termos consecutivos em que todos os seus termos sao divisiveis
por p. Sejam n' = n e T a sequéncia formada pela imagem da sequéncia obtida
dividindo todos os termos de 7" por p, pelo epimorfismo f, ,,». Como p divide n, temos
Q(n') = Q(n) — 1. Além disso, a sequéncia 7" tem tamanho g = 3%0") donde T"
possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em U(n’)?
por hipoétese de inducgao. Pelo Lema 3.4.5, T" admite uma subsequéncia de termos

consecutivos de soma-zero com peso em U(n)?. Como T é uma subsequéncia de S,
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segue que S possui uma subsequéncia de soma-zero com peso em U(n)?, o que torna

veridico o resultado.

Portanto, o resultado é valido. O

Corolario 3.5.2. Se todo primo p divisor de n € pelo menos 7, entio Cyy2(n) = 39n)

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, Cy(,y2(n) < 3" Agora, como n nao é divisivel
por 2, r = 0 no Corolario 3.5.1. Dai, Cy; n)z( n) > 3%, Portanto, Cumy2(n) = 30 O

3.6 Caso A=1U(n)’

Nesta secgao, iremos generalizar os resultados da Segao 3.3.

Seja n = pi'py?..pte, em que cada pis, i € {1,...,s}, € um ntumero primo distinto.
Suponha que 7 nao divida n. Considere o conjunto I = {i : p; = 1 (mod 3)}. Sejam

H p;' e ng = —. Vamos utilizar a nota¢do n = niny por toda esta segao.

Corolario 3.6.1. Seja m = 7"n, em que 7 ndo divide n e n = niny. Entao Cy(mys(m) =
2Q(n2)3§2(n1)4r ]

Demonstragao. Vamos provar este resultado por indugao sobre Q(n).

1. Se Q(n) = 1, entdo n é um ntmero primo diferente de 7, pois 7 nao divide n.
Como 7" e n dividem m, temos f,,7(U(m)?) C U(7T")% e fmn(U(m)?) C U(n)?.
Pelo Lema 3.4.1, Cy(mys(m) = Cyrrys(7")Cymys(n). Aplicando recursivamente o
Lema 3.4.1 para Cy(7ry3(7"), obtemos Cy(7ry3(77) = 47, pois pelo Lema 3.3.2, temos
Cuerys(7) = 4. Agora falta estudar Cy,y3(n). Se n = 1 (mod 3), temos n = ny,
ng =1 e Cymys(n) = 3, pelo Teorema 3.3.1, uma vez que n # 7. Dai,

CU(m)S (m) > 473 > 20314r _ 2Q(n2)3Q(n1)4T‘

Sen # 1 (mod 3), temos n = ny e n; = 1. Além disso, ja sabemos que U(n)? =
U(n) = Z,\{0}, donde Cy,ys(n) = 2, pelo Teorema 3.1.2. Entao,

CU(m)s (m) > 479 > 21304r — QQ(nQ)BQ(n1)4
ou seja, o resultado é verdadeiro para Q(n) = 1.

2. Suponha que o resultado seja valido para Q(n) = k — 1, isto ¢, se n tem k — 1
primos em sua decomposicao, entao C’U(n)s(n) > 20n2)3Un)4r - Agora, suponha

Q(n) = k, ou seja, n possui um primo p a mais em sua decomposi¢do. Como p
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divide n, considere t = " Como p e 7"t dividem m, temos f,,,(U(m)?) C U(p)? e

Jmre(U(m)?) C U(77t). Pelo Lema 3.4.1,temos
Cumys(m) = Cuys (p)Cuareys (T71). (3.4)

a) Caso p = 1 (mod 3): Neste caso, retiramos um nimero primo de nq, logo
Curys(T't) > 282n2) 3n1) =147 por hipotese de inducdo. Como p # 7, temos
Cupys(p) = 3, pelo Teorema 3.3.1. Pela Desigualdade (3.4), concluimos

Cu@myz(m) >3 (2Q(n2)39("1)*14r) — 9Un2)gRm)yr

b) Caso p # 1 (mod 3): Neste caso, retiramos um ndmero primo de ns, logo
Cureys(77t) 2 28Un2)=13Un)47 por hipétese de indugdo. Como p Z 1 (mod 3),
ja vimos que U(p)* = U(p) = Z,\{0}, donde Cy,)3(p) = 2, pelo Teorema 3.1.2.

Novamente pela Desigualdade (3.4), temos
Curmys (m) > 2 (200120 7130m)ygry = 90n2)30na)gr,
Logo, o resultado é valido quando Q(n) = k.

Portanto, o resultado é véalido por indugao sobre Q(n). O

Teorema 3.6.1. Seja n livre de quadrados e nao divisivel por 2,7 e 13. Entio Cynys(n) <
28U (n2) 32(n1)

Demonstracdo. Seja S uma sequéncia sobre Z, de tamanho k = 29("2)3%(") - Queremos
mostrar que S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso

em U(n)3. Vamos separar em casos.

1. Caso: Dado um primo p divisor de n;, pelo menos trés termos de S sao coprimos
com p, e dado primo p divisor de ns, pelo menos dois termos de S sao coprimos com
P.

Sejam p um nimero primo divisor de n e S®) a sequéncia definida como antes da
Proposicdo 3.4.2. Se p divide n, entdo p = 1(mod 3) e S® possui pelo menos trés
unidades, uma vez que pelo menos trés termos de S sao coprimos com p. Assim,
segue do Lema 3.3.1 que S®) ¢ uma sequéncia sobre Z,, de soma-zero com peso em
U(p)?, pois p # 7,13. Se p divide ny, entdo p Z 1 (mod 3) e S® possui pelo menos
duas unidades, pois pelo menos dois termos de S sao coprimos com p. Como p # 2,
S®) ¢ uma sequéncia de soma-zero com peso U (p), pelo Lema 3.4.6. Vimos que
no caso em que p Z 1 (mod 3), temos U(p) = U(p)®. Entao, para todo primo p
divisor de n, S é uma sequéncia sobre Z, de soma-zero com peso em U(p)? e, pela

Observagao 3.4.1, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U (n)3.
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2. Os outros dois casos serao feitos por indugdo sobre Q(n).

Suponha Q(n) = 1, ou seja, n ¢ um namero primo. Sendo assim, U(n) = Z,\{0}

a)

Se n =1 (mod 3): Neste caso, n = n;. Como n # 2,7,13, tem-se |U(n)| > 3.
Além disso, Q(ny) =1 e Q(ny) =0, donde S tem tamanho 3. Assim, S possui
trés termos que sao unidades e, como n # 7,13, temos que S é uma sequéncia
de soma-zero com peso em U(n)?, pelo Lema 3.3.1. Dai, Cyg:(n) < 3 =
22(n2) 3Q(n1)

Sen # 1 (mod 3): Neste caso, n = ny. Além disso, |U(n)| > 2, o que significa
que S é uma sequéncia de tamanho 2 em que seus termos sao unidades. Logo, S é
uma sequéncia de soma-zero com peso em U (n), pelo Lema 3.4.6. Como ja vimos,
por n # 1 (mod 3), entao U(n) = U(n)?, o que significa que S é uma sequéncia

de soma-zero com peso em U(n)3. Assim, Cp,s(n) < 2 = 29n2)30%m),

Logo, o caso 2(n) = 1 esta verificado.

Suponha (n) > 1 e , por hipotese de indugao, que seja valido o resultado para
Q(n) — 1.

a)

Caso: Existe um primo p divisor de n; tal que no maximo dois termos de S

sao coprimos com p.

., n , L - .

Seja n’ = —. Se escrevermos n' como njn), utilizando a notagao introduzida no
b n

o, . ~ 1 ..

inicio desta segao, temos n}j = — e n), = ny, uma vez que p =1 (mod 3). Divi-
p

dindo a sequéncia em trés partes iguais de tamanho 3 existe uma subsequéncia

T de S de termos consecutivos de tamanho g tal que p divide todos os termos
de T'. Dividindo os termos de T’ por p obtemos uma nova sequéncia cuja imagem
por f, . € uma sequéncia sobre Z,  que chamaremos de 7”. Dessa forma, 7" é
uma sequéncia de tamanho K — 29n2)30n1)—1 — 90(n5)39") - Como n ¢ livre de
quadrados n’ também o é. Além disso, n’ nao é divisivel por 2,7 ou 13. Como
Q(n') = Q(n) — 1, pela hipotese de indugao, 7" admite uma subsequéncia de
termos consecutivos de soma-zero com peso em U(n')3. Pela Observacao 3.4.2,
temos que 7' possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com
peso em U(n)®. Como T é uma subsequéncia de S de termos consecutivos, isso
significa que S admite uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n)?.

Caso: Existe um primo p divisor de ny tal que no maximo um dos termos de S
€ coprimo com p.

. n . ~ . .
Seja n’ = —. Se escrevermos n’ como nn} utilizando a notagao introduzida no
p

n
inicio desta sec¢ao, temos n} = ny e n), = —2, pois p Z 1 (mod 3). Dividindo a
p
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k
sequéncia em duas partes iguais de tamanho > existe uma subsequéncia 1" de

S de termos consecutivos de tamanho g tal que p divide todos os termos de
T. Dividindo os termos de T' por p obtemos uma nova sequéncia cuja imagem
por f, . é uma sequéncia sobre Z, que chamaremos de 7”. Dai, 7" é uma
sequéncia de tamanho g = 29(n2)—130(m) — 90n3)32(m1) - Por uma, argumentagao
similar ao caso anterior, S admite uma subsequéncia de termos consecutivos de

soma-zero com peso em U(n)3.

Em todos os caso temos a veracidade do resultado.

Portanto, o teorema esta devidamente demonstrado. O

Coroléario 3.6.2. Sejan livre de quadrados e nao divisivel por 2,7 e 13. Entio Cy(nys(n) =
28U (n2) 32(n1)

Demonstracao. Como 7 nao divide n, podemos usar r = 0 no Corolério 3.6.1. Usando isso

e o teorema anterior, segue o resultado. O]

Observagao 3.6.1. Pelo Coroldrio 3.6.1 podemos observar que as conclusoes do teorema
e coroldrio anteriores sao falsas quando n € divisivel por 7. Tome como contraexemplo
n="7. Pelo Lema 3.5.2, temos Cy(7ys(7) = 4 > 3.

Lema 3.6.1. Sejan =p" em que p > 13 é um nimero primo tal que p =1 (mod 3). Seja
S uma sequéncia em Z, tal que pelo menos quatro termos sao unidades. Entao, S é uma

sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?.

Demonstragao. Seja S = (x1, ..., xx) uma sequéncia sobre Z, tal que pelo menos quatro de
seus termos sao unidades, digamos 1, T, 23, 74. Como p =1 (mod 3), temos |U(n)?| =
T r—1
Z%. Considere H = Stab (21U (n)? + 22U (n)? + 23U (n)® + 24U (n)?). Como Z, é
Lo, : :
ciclico, segue que T também o é, digamos Z,,, com m = p', | < r. Agora, considere
Y 1 ZLp — Zp, 0 homomorfismo candnico, em que ker(i)) = H. Pela Observagao 3.4.1,

segue que ¥ (U(n)?) = U(m)? e pela Observacao 2.4.1 temos

{¢(0)} = Stab (@Zf (Z in(n)?’)) = Stab (Z ¢($¢)U(m)3> :

Como z; é uma unidade em Z,, para todo i = 1,2, 3,4, entdo 1(x;) é uma unidade

em Z,,, para todo i = 1,2, 3,4. Pelo Corolario 2.4.2, temos

4

> (@)U (m)?

=1

4 <pl _ plfl)

- 3.
3

> 4|U(m)*| =3 =
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4(p—1)
3

Como p > 13, temos — 3 > p, donde

A(pt — pl-1 At (p — 1

4 4
Dessa forma, Z Y(z)U(m)? = Zy,, ou seja, pela Observagdo 2.4.1, segue que Stab (Z w(xi)U(m)3>
i=1

i=1

4
Lo, J& vimos que Stab (Z @/J(mZ)U(m)?’) = {¢(0)}, o que implica Z,, = {1(0)} e, con-

i=1
sequentemente, H = Z,,.

Por H = Stab (z,U(n)3 + 22U (n)3 + 23U (n)? + 24U (n)?) e novamente pela Obser-
vagao 2.4.1, temos x1U(n)? + xoU(n)? + x3U(n)? + 24U (n)?® = Z,. Com isso, existem

ai,as,as,ay € U(n)? tais que
a1 + a9xo + agxs + gy = —T5 — -+ — T

Logo, colocando a; = 1 € U(n)?, Vi € {5,...,k}, existem a; € {1,...,k} tais que az; +

-+++apry = 0. Portanto, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U (n)3.

]

Observagao 3.6.2. Seja p um nimero primo er > 2. Como |U(p")| =p " *(p—1), se
p =2 (mod 3), entdao 3 nao divide |U(p")|. Entao, o homomorfismo ¢ : U(p") — U(p")
dado por ¢(x) = x® tem niicleo trivial e, portanto, U(p")> = U(p").

Corolario 3.6.3. Sejan =p" em que p € um nimero primo impar tal que p # 3,7. Seja
S uma sequéncia sobre Z, tal que pelo menos quatro termos de S sao unidades. Entao S

€ uma sequéncia de Soma-zero com peso em U(n)3.

Demonstragao. Se p = 2 (mod 3), como p é impar, segue do Lema 3.4.6 que S é uma
sequéncia de soma-zero com peso em U(n). Como ja vimos, quando p # 1 (mod 3), temos

3

U(n) = U(n)3. Logo, S é uma sequéncia de soma-zero com peso em U(n)?. Se p = 1

(mod 3), como p # 7, o resultado segue do Lema 3.6.1. ]
Observacao 3.6.3. O coroldrio anterior nao € verdadeiro quando p = 2,3,7.

Como U(7)3 = {%1}, a sequéncia (1,1,1,1,1) sobre Z; nao € uma sequéncia de

soma-zero com peso em U(T)3.

Como U(9)3 = {%1}, a sequéncia (1,1,1,1,1) sobre Zg nao ¢ uma sequéncia de

soma-zero com peso em U(9)3.

Teorema 3.6.2. Se n nao € divisivel por 2,3 e 7, entio Cyyys(n) < 282(n2) g2(m)
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Demonstracdo. Seja S uma sequéncia sobre Z,, de tamanho k = 2%"2)4%(")  Precisamos
mostrar que S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso

em U(n)3. Novamente, vamos separar em casos.

1. Caso: Para qualquer primo p divisor de n; pelo menos quatro termos de S sao
coprimos com p e para qualquer primo p divisor de n, pelo menos dois termos de S

Sao coprimos com p.

Sejam p um nimero primo divisor de n, v,(n) =re S (?) definida antes da Proposicao
3.4.2. Se p divide nq, entdo S® tem pelo menos quatro termos que sdo unidades,
visto que pelo menos quatro termos de S sao coprimos com p. Pelo Lema 3.6.1 segue
que S® & uma sequéncia sobre Z, de soma-zero com peso em U(p")3, visto que
p # 7. Se p divide ny, entdo S® possui pelo menos duas unidades, ja que neste caso,
S possui pelo menos dois termos coprimos com p. Como p # 2, segue do Lema 3.4.6

que S® ¢ uma sequéncia sobre Z,- de soma-zero com peso em U (p")>.

2. Caso: Existe um primo p divisor de n; tal que no maximo trés termos de S sao
coprimos com p, ou existe um primo p divisor de n, tal que no maximo um termo

de S é coprimo com p.

A demonstragao desses casos ¢ feita de forma bastante similar aos casos b) e ¢) do

Teorema 3.6.1.
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4 Sequéncias extremas com peso

Neste capitulo, investigamos sequéncias extremas no contexto da constante conse-
cutiva de Davenport com peso em A, seguindo as notagoes estabelecidas anteriormente
e concentrando-nos no grupo Z,. Nosso objetivo é caracterizar, sempre que possivel, as
sequéncias de comprimento Cy(n) — 1 que nao admitem nenhuma subsequéncia de termos

consecutivos cuja soma, ponderada pelos elementos de A, seja nula.

A analise desenvolvida neste capitulo complementa os resultados dos capitulos
anteriores, oferecendo uma visao mais refinada da interacao entre a estrutura das sequéncias
extremas e constante C'4(n). Os resultados estudados neste capitulo podem ser encontrados
em [11].

4.1 Introducdo

Definigao 4.1.1. Sejam A C R nao vazio e k = C4(M). Suponha k > 2. Entdo, existe
uma sequéncia S sobre M de tamanho k — 1 que nao admite uma subsequéncia de termos
consecutivos de soma-zero com peso em A. Esta sequéncia serd chamada de sequéncia

extrema com peso A.

Observacao 4.1.1. Dada S uma sequéncia extrema com peso em A, permutando os
elementos de S produzimos uma nova sequéncia S’ que pode mao ser uma sequéncia
extrema com peso em A. Por exemplo, S = (2,3,2) nao admite subsequéncia de termos
consecutivos de soma-zero com peso em A, com A = {—1,1}. Pelo Coroldrio 3.4.2,
Ca(4) = 4, e consequentemente S é uma sequéncia extrema com peso A. A sequéncia
S" = (3,2,2) obtida pela permutacio dos elementos de S possui a subsequéncia T' = (2,2)
de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, ou seja, S’ nao é uma sequéncia

extrema com peso A.
No proximo resultado temos uma caracterizagao das sequéncias extremas de Z,
com peso em A = {1}.

Teorema 4.1.1. Sejam A= {1} ¢ S = (x4, ...,x,—1) uma sequéncia sobre Z,. Para cada
i€ {l,..,n—1}, considere y; = x1 + - -+ + x;. Entdo, S é uma sequéncia extrema com

peso em A se, e somente se,
{yi :1<i<n—1} =7Z,\{0}.

Demonstragao. Sejam A = {1} e S = (xy, ..., x,_1) uma sequéncia sobre Z,. Pelo Corolario

3.1.2, Ca(n) = n, logo S é uma sequéncia extrema com peso em A se, e somente se, S nao
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admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero. Sejam i,7 € {1,...,n — 1} tais
que 7 < j. Pelo que vimos na demonstracao do Teorema 3.1.1, y; = y; se, e somente se,
Zit1 + ... +x; = 0. Como S nao pode ter subsequéncia de soma-zero, segue que y; # y;,

para todos 7,5 € {1,..,n — 1}. Entao, {y; : 1 <i<n— 1} possui n — 1 elementos. ]

Observacao 4.1.2. Seja A = {1}. Para construir uma sequéncia extrema sobre Z,, com
peso em A, podemos escolher x1 € Z,\{0} de n — 1 maneiras. Dado x1, podemos escolher
xo de n — 2 maneiras para que yo € Z,\{0,11}, pois nao podemos escolher xo =0 e nem
xo = —x1. Sequindo esse raciocinio, para i € {3,..,n — 1}, dados xy, x, ..., x;_1, podemos
escolher z; de n — i maneiras para que y; € Z,\{0,91,...,yi_1}. Dessa forma, existem

(n — 1)! sequéncias extremas sobre Z, com peso em A.

Teorema 4.1.2. Para A = Z,\{0}, a sequéncia (z) de tamanho 1 é uma sequéncia

extrema com peso em A se, e somente se, x € uma unidade.

Demonstragao. Note que (x) é uma sequéncia de soma-zero se, e somente se,  é um
divisor de zero em Z,, ou seja, se, e somente se, mdc(z,n) # 1. Assim, (x) é uma sequéncia
extrema com peso em A se, e somente se, mdc(z,n) = 1, isto ¢, se, e somente se,  é uma

unidade em Z,,. O

Observagao 4.1.3. O Teorema anterior caracteriza as sequéncias extremas com peso em

U(p), quando p é um nimero primo, pois U(p) = Z,\{0}.

42 Caso A=U(p)? em que p & um nimero primo

Como U(2)! = U(2), para todo j > 1, entao o Teorema 4.1.2 caracteriza as

sequéncias extremas com peso em A = U(2).

Teorema 4.2.1. Sejam F um corpo e A um subgrupo de F* = F\{0}. Uma sequéncia
(x,y) sobre F* admite uma subsequéncia de soma-zero com peso em A se, e somente se,

e —y estao na mesma classe lateral de A.

Demonstragao. Seja S = (x,y) uma sequéncia sobre F'*. Note que x e —y estdo na mesma
classe lateral de A se, e somente se, existe ¢ € A tal que x = —cy. Isto é, se, e somente se,

existe ¢ € A tal que x + cy = 0, o que prova o resultado. O

Corolario 4.2.1. Sejam F um corpo e A um subgrupo de F* = F\{0}. Uma sequéncia
(x,y) sobre F' nao admite uma subsequéncia de soma-zero com peso em A se, e somente

se, x,y € U(p) e x, —y nao estdo na mesma classe lateral de A.

Demonstracao. Segue imediatamente do teorema anterior. O]
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No Teorema 3.2.1 foi provado que Cy(2)2(2) = 2 e Cyp2(p) = 3, para p nimero

primo distinto de 2. Isso motiva o proximo resultado.

Corolario 4.2.2. Sejam A = U(p)?, com p um nimero primo impar e S = (x,y) uma
sequéncia sobre Z,. Entao, S € uma sequéncia extrema com peso em A se, e somente se,

x,y € U(p) e x, —y nao estao na mesma classe lateral de A em U(p).

Demonstragao. Basta considerar o corpo Z, e o subgrupo @, de Z,\{0} no corolario

anterior. n

43 Caso A=U(p)? em que p & um nimero primo

Seja p um numero primo. Na Se¢do 3.3 vimos que quando p Z 1 (mod 3), temos
U(p) = U(p)®. Dessa forma, o Teorema 4.1.2 caracteriza as sequéncias sobre Z, que sdo

extremas com peso em A, pois A = Z,\{0}.

No Teorema 3.3.1 e no Lema 3.3.2, foi provado que Cys(p) = 3se p # 7 e
Cu(zy3(7) = 4, com p =1 (mod 3). Isso motiva o préximo resultado, que caracteriza as

sequéncias sobre Z, que sao extremas com peso em A quando p =1 (mod 3).

Corolario 4.3.1. Seja A = U(p)® em que p # 7 é um nimero primo tal que p = 1
(mod 3). Seja S = (z,y) uma sequéncia sobre Z,. Entdo, S € uma sequéncia extrema com

peso em A se, e somente se, v,y € U(p) e x, —y nao estdo na mesma classe lateral de A

em U(p).

Demonstragao. Seja S = (z,y) uma sequéncia sobre Z,. Como Cy(p) = 3, entdo S é
uma sequéncia extrema com peso em A se, e somente se, S nao admite subsequéncia de
soma-zero com peso em A. Olhando Z, como corpo, podemos concluir o resultado usando
o Corolario 4.2.1. O

Para o caso p = 7 precisamos da definicao abaixo.

Definigao 4.3.1. Sejam S = (z1,...,xx) € T = (y1, ..., yx) duas sequéncias sobre Z,, e A
um subgrupo de U(n). Dizemos que S € A-equivalente a T se existem ¢ € U(n) e a; € A,

1 <@ <k, tais que cy; = a;x;.

Com essa definigao, percebe-se que se S é uma sequéncia de soma-zero com peso
em A, entdao qualquer sequéncia A-equivalente a S também o é. Isso posto, se .S é uma

sequéncia extrema com peso em A, qualquer sequéncia A-equivalente a S também o é.

Proposigao 4.3.1. Seja A =U(7)3. Entdo, S é uma sequéncia extrema com peso em A

se, e somente se, S € A-equivalente a (1,3,1).
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Demonstracao. Seja S uma sequéncia sobre Z;. Suponha S uma sequéncia extrema com
peso em A. Como visto no inicio desta segdo, C4(7) = 4, donde S tem tamanho 3. Como
S nao possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, todos
os termos de S sado nao nulos. Disso, os termos de S estdao em {£1,+2,+3}. Como
A = {—1,1}, dois termos consecutivos de S nao podem ser iguais a menos de sinal.
Note que (1,2,1) e qualquer permutacao de (1,2,3) sdo sequéncias de soma-zero com
peso em A, o que indica que S nao pode ser A-equivalente a essas sequéncias. Assim, S
necessariamente tem que ser A-equivalente a uma sequéncia em que o segundo termo seja
3 e o ultimo seja 1. Agora, multiplicando por uma unidade, S deve ser A-equivalente a
uma sequéncia com o primeiro termo igual a 1. Logo, S deve ser A-equivalente a uma

sequéncia da forma (1,3, 1).

Reciprocamente, como 7' = (1,3, 1) ndo possui subsequéncia de soma-zero com
peso em A, entao T é uma sequéncia extrema com peso em A. Pelo raciocinio anterior a
esta proposi¢ao, qualquer sequéncia A-equivalente a T' é uma sequéncia extrema com peso

em A, donde S o é. n

Observacao 4.3.1. O Teorema 4.1.2, Coroldrio 4.3.1 e a proposicao anterior caracterizam

todas as sequéncias extremas com peso em U(p)3, em que p é um nmimero primo.

44 Caso A=U(n)

Pelo Corolario 3.4.4, sabemos que Cy(n) = 24" quando A = U(n), n impar. O
proximo resultado nos fornece um método de construcao de sequéncias extremas sobre Z,
com peso em A.

Teorema 4.4.1. Sejam A = U(n), em que n € impar, p um nimero primo divisor de n,
n . . A

n'=—eA =U). Entao, S = (puy, ..., pug, *, pv1, ..., pvx) € uma sequéncia extrema

sobre Z,, com peso em A, com St = (uq, ...,ux), Sy = (v1, ..., vx) sendo sequéncias extremas

sobre Zy com peso em A’ e x* € Z, um elemento nao divisivel por p.

Demonstragio. Como n' é impar, Cy (n') = 2%). Como S é uma sequéncia extrema
sobre Z,, com peso em A, entdo k = 2%") — 1. Seja S a sequéncia definida no enunciado
deste Teorema. Quemos mostrar que S nao admite subsequéncia de termos consecutivos
de soma-zero com peso em A. Suponha, por absurdo, que exista T' subsequéncia de S de
termos consecutivos de soma-zero com peso em A e defina as sequéncias S; = (puy, ..., puy,)

e Sy = (pvy, ..., pug) sobre Z,.

Suponha que x* nao seja um termo de 7. Entao, 7' é uma subsequéncia ou de S}
ou de Sy. Seja T" a sequéncia sobre Z,, tal que seus termos sao obtidos dividindo os termos

de T por p. Como ja vimos anteriormente, f,/(A) C A’, pois n’ divide n. Dividindo por
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p a soma-zero com peso em A obtida de T', teremos uma soma-zero com peso em A’ de

termos consecutivos ou de S} ou de S%, o que é um absurdo. Dai, z* é um termo de 7.

Considerando a soma-zero com peso em A obtida de T', vemos que um multiplo de
p € igual a x* multiplicado por uma unidade de Z,. Dessa forma, temos uma contradicao,
pois p nao divide z*. Entao, S nao possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-
zero com peso em A. Como n é impar, Cy(n) = 2%, Além disso, S é uma sequéncia de
tamanho 2k + 1 = 20 — 1, donde S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em

A. ]

Exemplo 4.4.1. Vamos dar um exemplo de como usar o teorema anterior para construir
sequéncias extremas com peso em A. Pelo Teorema 4.1.2, temos que (2) e (4) sao
sequéncias extremas sobre Zs com peso em U(5). Pelo teorema anterior, (10,4,20) e
(10,21, 20) sao sequéncias extremas sobre Zgs com peso em U(25). Repetindo esse processo,

(30, 12,60, 38, 30,63,60) € uma sequéncia extrema sobre Zzs com peso em U(75).

Lema 4.4.1. Sejam A = U(n), em que n € impar, | = 2% _ 1 e p wm nudmero primo
divisor de n. FEntao uma sequéncia S sobre 7, possui uma subsequéncia de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A se S possui uma subsequéncia T de termos

consecutivos de tamanho pelo menos tal que cada termo de T € divisivel por p.

1 sama

Demonstragao. Sejam n' = Do = U(n'). Como [ = 2% — 1, temos
p

e, consequentemente, T’ tem tamanho pelo menos 2%"). Seja T” a sequéncia sobre Z,,
obtida dividindo os elementos de T' por p. Como n é impar, segue que n’ é impar, donde
Cy(n') = 2% pelo Corolario 3.4.4. Como T” é uma sequéncia sobre Z,, de tamanho pelo
menos 220") T" admite uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso
em A’. Pelo Lema 3.4.5, T' possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero
com peso em A. Como T é uma subsequéncia de S de termos consecutivos, segue que S

admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. O]

Corolario 4.4.2. Seja A = U(n), com n um nimero impar. Suponha S uma sequéncia
extrema sobre Z,, com peso em A e p um niumero primo divisor de n. Entdao, p é coprimo

com pelo menos um termo de S.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.4.4, se S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso

em A de tamanho [, entdo [ = 220 — 1. Suponha que néo exista termo de S que seja

coprimo com p. Como [ é pelo menos , pelo lema anterior, S possui subsequéncia de
termos consecutivos de soma-zero com peso em A, o que contradiz a hipotese. Dai, pelo

menos um termo de S é coprimo com p. [

O préximo teorema mostra que o método fornecido pelo Teorema 4.4.1 é o tinico

para se obter sequéncias extremas sobre Z, com peso em A, quando n é impar.
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Teorema 4.4.2. Seja A =U(n), com n é um nimero impar. Suponha que S = (1, ..., x;)

€ uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em A. Entao existe um nimero primo p divisor
[+1
n 2

; ; — _ r_ r_ / ~ 1 I
Mais ainda, se Sy = (21, ..,2), So = (Tgyo,..,x1), 0 = — e A/ =U(n'), entiao S| e S} sao

de n tal que p divide todos os termos de S exceto o termo do meio xy11, em que k+1 =

sequéncias extremas sobre Z, com peso em A', em que S} e S, sao sequéncias sobre Ly

obtidas dividindo os termos das sequéncias Sy e So por p, respectivamente.

Demonstragio. Sabemos que C4(n) = 2% pelo Corolario 3.4.4. Logo, por S ser uma
sequéncia extrema sobre Z, com peso em A, entdao [ = 2% — 1. Suponha que para todo
primo ¢ divisor de n, existem pelo menos dois termos de S que nao sejam divisiveis por q.
Sejam ¢ um namero primo divisor de n e v,(n) = r. Como n é impar, ¢ ¢ impar. Considere
a sequéncia S@ definida antes da Proposicdo 3.4.2. Como pelo menos dois termos de S
nao sao divisiveis por ¢, a sequéncia S@ possui pelo menos duas unidades em seus termos.
Pelo Lema 3.4.6, S ¢ uma sequéncia de soma-zero com peso em U(q"). Como funciona
para todo primo ¢ divisor de n, pela Proposicao 3.4.2, S é uma sequéncia de soma-zero
com peso em A. Isso contradiz a hipotese deste teorema. Dali, existe um primo p divisor
de n tal que no maximo um termo de S nao é divisivel por p. Pelo Corolario 4.4.2, existe

exatamente um termo de S, digamos z*, que nao é divisivel por p.

Suponha z* # x,1. Dessa forma, existe uma subsequéncia T" de S de termos
consecutivos de tamanho pelo menos k + 1 tal que p divide todos os termos de 7', pois o
termo que nao é divisivel por p nao estd no meio da sequéncia. Como 7' possui tamanho
pelo menos k+1 = H_Tl, pelo Lema 4.4.1 temos que .S possui uma subsequéncia de termos
consecutivos de soma-zero com peso em A, o que contradiz a hipdtese deste teorema. Logo,

* __
T = Tgy1.

Sejam n’ = — e, para cada ¢ = 1,2, S; e S, definidas no enunciado deste teorema.

Se S7 possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A’
entao S7 possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em
A, pelo Lema 3.4.5. Como S; é um subsequéncia de S de termos consecutivos, entao
S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Isso
contradiz a hipotese deste teorema. Dessa forma, S} ndo possui subsequéncia de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A’. Agora falta mostrar que S| tem tamanho
/ [+1 /

Cup(n')—1=2% —1. Como k+1 = LD gam-1 — g0 ), de fato S} tem tamanho

22(n") _ 1. Entéo, S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A’. Por um

argumento bastante similar, concluimos que S} é uma sequéncia extrema sobre Z,, com

peso em A’ H

Observagao 4.4.1. Os Teorema 4.4.1 e 4.4.2 caracterizam todas as sequéncias extremas

em Z, com peso em U(n), quando n € um nidmero impar.
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Proposicao 4.4.1. Sejam A = U(n), com n um nimero impar, e n = pips, €m que p; €
P2 SGo niumeros primos nao necessariamente distintos. Entao, S é uma sequéncia extrema
sobre Z, com peso em A se, e somente se, S é da forma (b1q1,a1,baq1), em que q1,q2 €

uma permutacdo de py,pa2 e q1 1 a1, go 1 b1bs.

Demonstra¢ao. Suponha S uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Como
Q(n) = 2, segue que S tem tamanho 2™ —1 = 3. Entdo podemos escrever S = (21, 72, 3),
com x1, %y, 3 € Z,. Pelo Teorema 4.4.2, existe um primo ¢; € {p1,p2} tal que x5 é o
L. , . . , n. ., r T3
tnico termo de S que é coprimo com ¢y, donde ¢ f x2. Sejam n' = —, x| = — af = —

1 1 q1
e A' = U(n'). Novamente pelo Teorema 4.4.2, temos que as sequéncias (x}) e (x%) sdo
sequéncias extremas sobre Z, com peso em A’. Como n’ é um ntmero primo, digamos ¢s,
pelo Teorema 4.1.2 segue que x, x5 € U(qz). Entéo, S é da forma (by1qy, a1, beqr), em que

¢1,¢2 ¢ uma permutacao de pi,ps € qi { a1, g2 { b1bs.

Reciprocamente, suponha que S seja uma sequéncia do tipo (b1qi, a1, bags) € consi-

n n . .

dere n’ = —. Como ¢ € {p1,pa}, segue que — é um namero primo, digamos ¢o. Note
q1 1

que n é impar e ¢; € {p1, p2} é um namero primo que divide n. Além disso, ¢; nao divide

a;. Mais ainda, como g2 1 by € g2 1 by, pois g2 ¢ um nimero primo e go 1 by1bs, segue que
bi,by € U(n') = U(gqq). Pelo Teorema 4.1.2 57 = (by) e S5 = (by) sdo sequéncias extremas
sobre Z,, com peso em U(n'). Pelo Teorema 4.4.1, S = (by1q1, a1, bsq1) € uma sequéncia

extrema sobre Z, com peso em A. O]

Proposigao 4.4.2. Sejam A = U(n), com n um nimero impar, e n = pipaps, em que
P1, P2 € P3 $Go0 numeros primos nao necessariamente distintos. Entao, S é uma sequéncia

extrema sobre Z, com peso em A se, e somente se, S € de um dos dois tipos:

1. (G1Q192,le1,a2Q1QQ,017G3Q192,bQQ1,a4Q1QQ); com q; J( C1; Q2 J( bibs € qs3 J( 1020304 .

2. (G1Q1Q2,lel;G2Q1Q2701,b2Q1CI3,G3Q1, b3Q1Q3); com qi Jf C1, G2 )f bibabs € g3 )( ai1a20as3.
em que qi,492, 43 € uma permutagdo de P1,P2,P3 € a1, 03,03, a4, b17 b27 b3a C1 S Zn

Demonstragao. Suponha S uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em A. Como Q(n) =
3, segue que S tem tamanho 2% — 1 = 7. Entao podemos escrever
S = (x1, o, T3, T4, T5, Tg, T7), COM T1, Ta, T3, Tq, L5, Tg, L7 € Ly. Pelo Teorema 4.4.2, existe
um primo ¢q; € {p1, p2, p3}, digamos p; tal que x4 é 0 tinico termo de S que nao é divisivel por
Tt T2 T3 Ty T Ty

—,uh = — o= — ot = — xp = —,ab =—e A =U).
Uil @1 a1

_ n

¢1- Sejam n' = —, 2} =
L / / / / ! ! Q1 / / /

Novamente pelo Teorema 4.4.2, as sequéncias S| = (x],xh,2%) e Sy = (xf, xy, a%) sdo

sequéncias extremas sobre Z,, com peso em A’. Note que n’ continua sendo um ntmero

impar, logo podemos aplicar a proposi¢ao anterior, com duas possibilidades:
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1. O primo que divide os termos de S|, exceto z,, é o mesmo que divide
os termos de S}, exceto xj, digamos gqs: Neste caso, S| e S} sdo da forma
(@192, b1, a2q2) e (asqq, be, asqs), respectivamente, em que ga e g3 sao permutagoes
de ps e p3, @2 1 b1 e g2 1 ba, € g3 1 a1as e g3 1 agag. Como g2 e g3 s@o nimeros
primos, segue que go 1 biby e g3 1 ajasazay. Assim, a sequéncia S é da forma

(G1Q1Q27 bi1q1, a2q1q2, ¢1, a3q1q2, bagi, CL4Q1Q2), com qp )( C1, 42 )( biby e g3 )(@1@2@3@4.

2. O primo que divide os termos de S}, exceto ), é diferente do que divide
os termos de S}, exceto xy, digamos g2 e g3, respectivamente: Neste caso, S|
e S4 sao da forma (ayqa, by, asqa) € (bags, as, bsqs), respectivamente, em que g € g3
sao permutagoes de ps € p3, g2 1 by € g3 f as, e gz f ajas e ga 1 bebs. Como ¢y e g3 sdo
niameros primos, segue que go { bibabs € g3 1 ayazas. Assim, a sequéncia S é da forma

(a1G1G2, b1q1, 212, 1, b2q1qs, a3q1, b3qiqs), com qi 1 c1, @2 { bibabs € g3 1 arasas.

Para a reciproca, basta usar o resultado anterior. O

45 Caso A=1U(n)’

Quando todo divisor primo de n é pelo menos 7, foi mostrado no Corolario 3.5.2
que Cypyz = 32 O proximo resultado nos fornece um método de construir sequéncias

extremas sobre Z,, com peso em A = U(n)?.

Teorema 4.5.1. Sejam A = U(n)? em que todo divisor primo de n € pelo menos 7
.. . . n . "
e p um diwisor primo de n. Considere n' = — e A" = U(n')%.  Entao, a sequéncia
p .
S = (puy, ..., pug, T, po1, ..o, PUE, T, pwy, ..., pwy) € uma sequéncia extrema sobre Z,, com
peso em A, em que Sy = (uy,...,ug), Sy = (v1,...,0%) e S5 = (w1, ..., wy) sao sequéncias
extremas sobre Z,, com peso em A’ e x*,x** € Z, sdo tais que a imagem da sequéncia

(x*, 2**) pelo mapa natural f,,, : Z, — Z, nao possui subsequéncia de soma-zero com peso
em U(p)?.

Demonstra¢ao. Como S| é uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em A’ de tamanho £,
~ !/ . A . . . A .

entdao k = 3%") —1. Considere a sequéncia S do enunciado. Para que S seja uma sequéncia

extrema sobre Z, com peso em A, devemos mostrar que S nao possui subsequéncia de

(n

termos consecutivos de soma-zero com peso em A e que tenha tamanho 3% — 1. Suponha
que isso seja falso, ou seja, existe uma subsequéncia T' de termos consecutivos de S que
tem soma-zero com peso em A. Defina as sequéncias Sy = (puy, ..., puy), Se = (pvy, ..., pug)

e S3 = (pwy, ..., pwy) sobre Z,.

Ja vimos que f,, v (A) C A’. Assim, se T' é uma subsequéncia de alguma sequéncias
Si, i € {1,2,3}, definida anteriormente, dividindo a soma-zero com peso em A obtida de

T, teremos uma contradigdo com o fato de S/ nao possuir subsequéncia de soma-zero com
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peso em A’, para todo i € {1,2,3}. Dai, T N {z*, 2™} # (). Novamente considerando a
soma-zero com peso em A obtida de T, por T e {z*, **} possuirem termos em comum,
uma combinacao linear ponderada em A de uma subsequéncia de (z*, **) é sempre um

miltiplo de p.

Como p divide n, novamente podemos dizer que f, ,(A) C U(p)?. Assim, obtemos
uma contradi¢do com o fato que a imagem da sequéncia (z*, **) pelo mapa natural f,,
nao possuir uma subsequéncia de soma-zero com peso em U(p)?. Dessa forma, S nao
admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Por fim, S
possui tamanho 3k +2 = (3%") — 1)3 +2 = 3% — 1. Com isso, S é uma sequéncia

extrema sobre Z, com peso em A. 0

Exemplo 4.5.1. Note que U(7)? = {1,2,4}, donde as classes laterais de U(7)* sdo:

U(7)* =2U(7)* = 4U(7)?

3U(7)? = 5U(7)? = 6U (7).
Pelo Coroldario 4.2.2, (4,1),(3,3),(2,1)e (1,1) sao sequéncias extremas sobre Z; com peso

em U(7)%. Usando o teorema anterior, S = (28,7,15,21,21,36,14,7) ¢ uma sequéncia

extrema sobre Zyg com peso em U(49)2.

Lema 4.5.1. Sejam A = U(n)?, em que todo divisor primo den € pelo menos 7, | = 3% —1
e q um diwisor primo de n. Entao, a sequéncia S sobre Z,, admite subsequéncia de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A se S admite uma subsequéncia T de termos

consecutivos com tamanho pelo menos tal que cada termo de T € divisivel por q.

n
Demonstra¢ao. Sejam n’ = — e T' a sequéncia sobre Z,, obtida dividindo os termos de
q

[+1 _ .
T por q. Como T é de tamanho pelo menos 3 entao 1" é uma sequéncia sobre Z,,

3¢ /
= 32")  Além disso, como todo divisor primo de n é pelo

de tamanho pelo menos
menos 7, segue do Corolario 3.5.2 que Cu/(n') = 3%") em que A’ = U(n/)?. Dessa forma,
T’ admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A’. Pelo Lema
3.4.5, T admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como
T é uma subsequéncia de termos consecutivos de S, segue que S admite subsequéncia de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A. 0

Corolario 4.5.2. Seja A = U(n)?, em que todo divisor primo de n é pelo menos T.
Suponha que S € uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Entao, para todo primo

q divisor de n, q € coprimo com pelo menos dois termos de S.
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Demonstracao. Como S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A, segue que S
tem tamanho | = 3™ — 1, pelo Corolario 3.5.2. Suponha que exista um divisor primo
de n, digamos ¢, tal que no maximo um termo de S é coprimo com ¢. Entao, existe uma
1

tal

que cada termo de T' é divisivel por q. Pelo Lema 4.5.1, S admite subsequéncia de termos

subsequéncia de S, digamos 7', de termos consecutivos com tamanho pelo menos

consecutivos de soma-zero com peso em A, o que é uma contradi¢cao com a hipotese deste

teorema. Portanto, pelo menos dois termos de S sao coprimos com q. O

Teorema 4.5.2. Seja A = U(n)?, em que todo divisor primo de n € pelo menos 7. Suponha
S = (21, ..., ;) uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Entao, existe um nimero
primo p divisor de n tal que p divide todos os termos de S, exceto Tpy1 € Togy1), €m que

[+1
]{;+1:L

n N " o
n'=— e A =U()? entao Sy, S, e Sy sao sequéncias extremas sobre Z,» com peso em

. Muais ainda, se Sy = ($17--;$k)752 = (xk+2> -~>$2k+1)753 = ($2k+3, -~7$l);

A’ em que S1,55 e S; denotam as sequéncias sobre Z, obtidas dividindo os termos de

S1, 59 € S3 por p.

Demonstragio. Pelo Corolario 3.5.2, C4(n) = 3™ donde [ = 3%™ —1, visto que S é uma
sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Suponha que para todo primo ¢ divisor de n
pelo menos trés termos de S nao sao divisiveis por ¢. Seja ¢ um divisor de n, v,(n) =1 e
A, =U(q"). Sendo S@ definida como antes da Proposicio 3.4.2. Entdo, S@ possui pelo
menos trés termos que sao unidades em Z,-, ja que pelo menos trés termos de .S nao sao
divisiveis por ¢, que ¢ um nimero primo. Como ¢ é um ntmero primo maior ou igual a
7, segue do Lema 3.5.2 que S@ é uma sequéncia sobre Zgr de soma-zero com peso em
Ag. Como isso vale para todo nimero primo divisor de n, pela Observacao 3.4.1 S é uma
sequéncia de soma-zero com peso em A, o que é uma contradi¢gao com a hipotese deste
teorema. Logo, existe um nimero primo p divisor de n tal que no méximo dois termos de

S nao sao divisiveis por p.

Pelo corolario anterior, S possui exatamente dois termos nao divisiveis por p,
digamos z* e **. Vamos assumir que x* aparece primeiro que x** em S. Além disso,
[+1 - .
suponhamos que z* # x4 ou 2 # Ty41), em que k + 1 = ——. Entao, existe uma
subsequéncia T' de termos consecutivos de S de tamanho pelo menos k + 1 tal que p divide
todos os termos de 1. Como todo divisor primo de n é pelo menos 7 e T possui tamanho
1 . . .
pelo menos 3 temos que S admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero
com peso em A, pelo Lema 4.5.1. Isso é uma contradicao com a hipétese sobre S. Logo,

T =gy € X = Do)
Seja n’ = — e, para cada ¢ € {1,2,3}, considere S; e S/ definidas nas hipoteses

deste teorema. Suponha, sem perda de generalidade, que S| admite subsequéncia termos

consecutivos de soma-zero com peso em A’. Entao S; também admite subsequéncia de
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termos consecutivos de soma-zero com peso em A, pelo Lema 3.4.5. Como S; é uma
subsequéncia de termos consecutivos de S, entao S admite uma subsequéncia de termos
consecutivos de soma-zero com peso em A. Isso é uma contradi¢ao com nossa hipotese

sobre S, donde S| nao possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso

[+1 /
i el4+1=3% temos que k+ 1 = 3%"), Dai, S} tem

em A’. Por fim, como k+1 =

! o~ 2 A M
tamanho k = 3%") — 1 e, por definicdo, S} é uma sequéncia extrema sobre Z,s com peso

em A’. O mesmo acontece com S; e S5. O

Teorema 4.5.3. Usando as notagées do Teorema 4.5.2, a imagem da sequéncia (z*,x**)

. S o 2
pelo mapa natural f,, € uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em U(p)*.

Demonstracao. Se n = p, entao S € uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em Q).
Temos que T* = (z*,2**) ¢ uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em U(p)?, visto
que T* é uma sequéncia de tamanho [ = 2 = 3" — 1 = 3%(®) — 1 ¢ ndo possui subsequéncia
de soma-zero com peso em U(p)?, pelo Teorema 4.5.1. Entao podemos assumir que n
nao é um nimero primo. Suponha que a imagem de 7™ pelo mapa natural f, , seja uma

sequéncia de soma-zero com peso em U(p)?, isto ¢, existem ¢, d € U(p)? tais que

Cfunp(x™) + dfp (™) = 0. (4.1)
Pelo Lema 3.4.4, existem a,b € U(n)? tais que ¢ = f,, ,(a) e d = f,,(b). Usando a Equagdo

(4.1) e o fato de f,,, ser homomorfismo de modulos, segue que p divide y = az* + by™ em
Z,. Considere T" a sequéncia obtida retirando os termos z* e x** de S e adicionando o
termo y no final de S. Ja que S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A, p
divide todos os termos de T', pelo Teorema 4.5.2.

Sejam n' = DeA=U (n’)?. Considere a sequéncia T" sobre Z, obtida dividindo
os termos de T' por p. Seja ¢ um divisor primo de n’. Como S} é uma sequéncia extrema
sobre Z,, com peso em A’ e, como todo divisor primo de n’ é pelo menos 7, pois n possui
essa propriedade, entao pelo menos dois termos de S| sao coprimos com ¢, vide Corolario
4.5.2. De forma analoga, pelo menos dois termos de S} sdo coprimos com ¢. Entao, T"
possui pelo menos quatro termos coprimos com ¢. Como isso é verdadeiro para todo
primo ¢ divisor de n/, por um argumento similar ao utilizado no primeiro paragrafo da
demonstracao do Teorema 4.5.2, temos que 1" é uma sequéncia de soma-zero sobre Z,,

com peso em A’. Pelo Lema 3.4.5, T' é uma sequéncia de soma-zero sobre Z,, com peso em

A.

Note que T' é a concatenagao das sequéncias Sy, Sz, Sz e (y). Além disso, a,b € A,

donde S é uma sequéncia de soma-zero sobre Z,. Mas, isso nao pode acontecer, visto a

hipotese sobre S. Dessa forma, a imagem da sequéncia 1™ pelo homomorfismo canénico
- A 2

fnp D80 pode ser uma sequéncia de soma-zero sobre Z, com peso em U(p)?. Como

Cupy2(p) = 3, para p > 2, entdo a imagem da sequéncia 7* é uma sequéncia extrema

sobre Z, com peso em U (p)?. O
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Os Teoremas 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 caracterizam todas as sequéncias extremas sobre

Z,, com peso sobre U(n)?, quando todo divisor primo de n ¢ pelo menos 7.

Proposicao 4.5.1. Usando as notagoes do Teorema 4.5.2, p € o unico divisor primo de n
tal que p € coprimo com exatamente dois termos de S, e qualquer outro primo divisor de

n € coprimo com pelo menos trés termos de S.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.5.2, sabemos que p é coprimo com exatamente dois termos
de S. Seja ¢ um numero primo divisor diferente de p. Pelo Corolério 4.5.2, ¢ é coprimo
com pelo menos dois termos de S. Agora vamos mostrar que ¢ nao pode ser coprimo
com exatamente dois termos de S. Suponha que isso seja falso, ou seja, g é coprimo com
exatamente dois termos da sequéncia S. Por um argumento similar usado no primeiros
dois paragrafos da demonstracao do Teorema 4.5.2, esses dois termos devem ser x* e x**.
Dai, ¢ divide todos os termos de S;. Como ¢ # p e ¢ divide todos os termos de Sy, entao
q divide todos os termos de S{. Como ¢ ¢ um divisor de n’ e S é uma sequéncia extrema
sobre Z,, com peso em A’, entdo ¢ tem que ser coprimo com pelo menos dois termos de

1, vide Corolario 4.5.2. Note que temos uma contradigdo com a suposi¢ao de que q é
coprimo com exatamente dois termos de S. Portanto, ¢ é coprimo com pelo menos trés
termos de S. m

Proposigao 4.5.2. Seja A = U(n)? em que n = pips € um produto de dois nime-
ros primos nao necessariamente distintos que sao pelo menos 7. FEntao, uma sequén-
cia sobre Z, € uma sequéncia extrema com peso em A se, e somente se, € da forma
(b11, b2q1, a1, b3q1, baqr, az, bsqi, bsq1), em que qi,qz2 € uma permutagdo de py,pz, a sequén-
cia (b;,bir1) € uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em U(qq)?, parai=1,3,5, € a
imagem da sequéncia (a1, az) pelo homomorfismo f, . € uma sequéncia extrema sobre Zg,

com peso em U(qy)?.

Demonstracao. Seja S uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Como todo
divisor primo de n é pelo menos 7, temos C4(n) = 3% =9, pelo Corolario 3.5.2. Assim,
S possui tamanho 8, digamos S = (z1,...,23). Novamente, todo primo divisor de n é
pelo menos 7, donde existe um primo ¢; € {pi, p2}, digamos ¢; = py, tal que os tnicos
elementos de S que sao coprimos com ¢; sdo x3 e xg, vide Teorema 4.5.2. Sejam n’ = ﬁ,
A’ =U(n')? e as sequéncias S| = (ﬂ, ﬁ), Sy = <E, ﬁ) e S, = (ﬁ, ﬁ).
@1 Q1 a1 Q1 @1 ¢

Novamente pelo Teorema 4.5.2, as sequéncias S7, S5 e S} sdo sequéncias extremas
sobre Z,, com peso em A’ ou seja, sao sequéncias extremas sobre Z,, com peso em U(gs)?,
em que ¢ ¢ o namero primo n’. Pelo Teorema 4.5.3, a imagem da sequéncia (z3, z¢) pelo
homomorfismo canénico f,, €é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em U(q)?.
Assim, S é da forma (b1q1, baq, a1, b3q1, baqi, az, bsqr, bsq1), em que qq, g2 € uma permutacao

de p1,p2, a sequéncia (b;, ;1) ¢ uma sequéncia extrema sobre Z,,, para i = 1,3,5, ¢ a
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imagem da sequéncia (aq, az) pelo homomorfismo f, ,, ¢ uma sequéncia extrema sobre Zg,

com peso em U(gq;)?.

Reciprocamente, seja ¢; um divisor primo de n, digamos ¢; = p;. Dai, ¢ =
n . . ) A

n’ = —. Note que a sequéncia (b;,b;11), para ¢ = 1,3,5, é uma sequéncia extrema
4

sobre Z,, com peso em U(qz)? e a imagem de (aj,as) pelo homomorfismo f,,, ¢ uma

sequéncia extrema sobre Z, com peso U (q1)®. Assim, segue do Teorema 4.5.1 que

S = (biq1, b2qy, a1, b3qy, baqy, az, bsqi, beq1) € uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em
A. O

46 Caso A=1U(n)

Nesta secao, vamos utilizar a mesma notagao introduzida no inicio da Segao 3.6.

Lema 4.6.1. Seja A = U(p)3, em que p é um nimero primo tal que p # 2,7,13. Se pelo
menos trés elementos de S sao unidades de Z,, entao S € uma sequéncia de soma-zero

sobre Z, com peso em A.

Demonstra¢ao. Se p=1 (mod 3), usando o Lema 3.3.1, S é uma sequéncia de soma-zero
sobre Z, com peso em A. Se p Z 1 (mod 3), ja vimos que U(p) = U(p)*. Como p # 2,
entao p € um namero primo fmpar, donde S é uma sequéncia de soma-zero sobre Z, com

peso em U(p) = U(p)3, pelo Lema 3.4.6. Dessa forma, o resultado esta demonstrado. [J

Observacao 4.6.1. O lema anterior falha para os casos p = 2,7,13. Considere a sequéncia
S = (1,1,1), que € formada por trés unidades de Z,. Como U(2)* = {1}, claramente S ndo
¢ sequéncia de soma-zero com peso em U(2)3. Agora, para p =T, temos U(7)3 = {—1,1}
e, para p = 13, temos U(13)3 = {=5,—1,1,5}. Fazendo as possibilidades de soma da
sequéncia S com peso em U(T)* e U(13)?, ndo teremos S como uma sequéncia sobre 7,

de soma-zero com peso em U(p)?, para p = T7,13.

Pelo Corolario 3.6.2, sabemos que Cy(nys(n) = 282(n2)32(m1) em que n é livre de
quadrados e nao divisivel por 2,7,13. O proximo teorema nos fornece uma maneira de se

obter sequéncias extremas sobre Z,, com peso em A = U(n)3.

Teorema 4.6.1. Seja A = U(n)3, em que n € livre de quadrados e nao divisivel por 2,7,13.
5 ; o / n / "3 ~ ~ .
Se p é um primo divisor de n, ' = — e A" = U(n')?, entdo as construgoes abaizo nos

fornecem sequéncias extremas sobre Z, com peso em A.

1. Caso em que p=1 (mod 3): Neste caso,

_ * ok
S = (pu17"'7puk7x y PU1, -y PUE, T 7pw17"'7pwk)7
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em que x*, x** € Z, sao tais que a imagem da sequéncia (x*,**) pelo homomorfismo
fnp nao possui subsequéncia de soma-zero com peso em U(p)® e S| = (uy, ..., uk),
b= (v1,..,01), S5 = (wy, ..., wg) sdo sequéncias extremas sobre Z, com peso em

A

2. Caso em que p %1 (mod 3): Neste caso, S = (puq, ..., puy, T*, puy, ..., pug), em que
x* € Ly nao é divisivel por p e S| = (uq,...,ug), Sy = (v1,...,v%) $@o sequéncias

extremas sobre Z, com peso em A’.

" . n h . . ..
Demonstracao. Sejam n = ning, e n’ = —, em que p é um namero primo divisor de n.
)

Como n é livre de quadrados e nao é divisivel por 2,7 e 13, n’ também o é. Com isso,

Cumys(n') = 22(n2)3U"1) - Vamos separar a demonstracdo em dois casos:

n
1. Caso p = 1 (mod 3): Neste caso, podemos escrever n’ = nin,, em que nj} = —

e ny = my. Dessa forma, Cp,s(n/) = 292321 Como S] = (uy, ..., us),
b= (v, .oy 0k), S = (w1, ..., wg) s@0 sequéncias extremas sobre Z,, com peso em
A', temos k = Cpys(n) — 1 = 29m2)39m) — 1 = 9%n2)30(m)=1 _ 7

Primeiro vamos mostrar que S da forma da hipotese deste teorema, item 1, nao
admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Suponha,
por contradi¢ao, que isso nao aconteca. Sendo assim, seja 7' uma subsequéncia
de termos consecutivos de S de soma-zero com peso em A e defina as sequéncias
Sy = (puy, ..., pug), Sa = (pv1, ..., Uk ), S3 = (pwy, ..., pwy). Ja vimos que a imagem de
A pelo homomorfismo f,, s esta contida em A’ = U(n')?. Por um argumento similar
ao utilizado no segundo paragrafo da demonstracao do Teorema 4.5.1, se T' é uma
subsequéncia ou de Sy, Sy ou Sz, temos uma contradigao. Logo T' N {x*, x**} #£ 0.
Dessa forma, se considerarmos a soma-zero com peso em A obtida de T, uma
combinag¢ao linear ponderada em A de uma subsequéncia de (z*, ™) é sempre um
multiplo de p. Sabemos que a imagem de A pelo homomorfismo f, , esta contida
em U(p)3. Assim, se considerarmos uma combinagao linear ponderada em A de
uma subsequéncia de (z*,z**), temos uma subsequéncia de (z*,z**) de termos
consecutivos de soma-zero com peso em U(p)3, o que é uma contradicao com a
hipotese do teorema. Logo, S da forma da hipotese deste teorema, item 1, nao
admite subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Por fim,

S possui tamanho

3k+2= 3(29(n2)39(m)—1 —1)+2= 9Q(n2) 3(m) _ 1

Logo, S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A.

2. Caso p # 1 (mod 3): Neste caso, podemos escrever n’ = ninj, em que nj = ny

e nh = ™ Dessa forma, Cuys(n') = 2427132 Como S} = (uy, ..., ux) e
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Sy = (vy,...,v) s@0 sequéncias extremas sobre Z, com peso em A’, temos k =
Crriys(n') — 1 = 2Um2)30Um) — 1 = 9%n2)=130(m) _ 1,

Para mostrar que S da forma da hipotese deste teorema nao admite subsequéncia
de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, a demonstracao é similar ao

caso anterior. Por fim, S possui tamanho

2k +1 = 2(29(7@)*139(%1) — D 41= 9Rn2) g0 n1) _ 1.
Logo, S é uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A.

]

Vamos utilizar o teorema acima para construir sequéncias extremas no préximo

exemplo

Exemplo 4.6.1. a) Como 5 # 1 (mod 3), seque que U(5)® = U(5). Por 2,3,4 € U(5),
seque do Teorema 4.1.2 que (2),(3) e (4) sdo sequéncias extremas sobre Zs com peso
em U(5)%. Considere a sequéncia (37,78) sobre Zgs. A imagem dessa sequéncia pelo
homomorfismo fos19 € a sequéncia (—1,2) sobre Zig. Como 2U(19)% = {2,3,5,14,16,17},
—1 e —2 nao estao na mesma classe lateral de U(19)* em U(19). Pelo Coroldrio 4.5.1,
(—1,2) € uma sequéncia extrema sobre Zig com peso em U(19)3. Assim, seque do Teorema

4.6.1 que a sequéncia (38,37,57,78,76) é uma sequéncia extrema sobre Zgs com peso em
U(95)3.

b) Vimos que 2U(19)® = {2,3,5,14,16,17}, logo 2 e —T nao estao na mesma classe lateral
de U(19)3 em U(19), assim como 5 e —11. Dai, seque do Coroldrio 4.5.1 que (2,7) e
(5,11) sao sequéncias extremas sobre Zyg com peso em U(19)3. Note que a sequéncia (44)
sobre Zgs € tal que sua imagem pelo homomorfismo fos 5, a sequéncia (4), € uma sequéncia
extrema sobre Zs com peso em U(5)3. Assim, seque do Teorema 4.6.1 que a sequéncia

(10, 35,44, 25,55) € uma sequéncia extrema sobre Zgs com peso em U(95)3.

Lema 4.6.2. Sejam A = U(n)?,em que n € livre de quadrados e nao é divisivel por 2, 7 ou
13, 1 = 2%m2)39m) _ 1 S uma sequéncia sobre Z,, e ¢ um divisor primo de n. Suponha que,

quando q divide nq, exista uma subsequéncia T de termos consecutivos de S de tamanho

pelo menos tal que cada termo de T seja divisivel por q e, quando q divide nsy, exista

uma subsequéncia T de termos consecutivos de S de tamanho pelo menos tal que cada
termo de T € divisivel por q. Entao, S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de

S0Ma-zZero com peso em A.

~ . .. . . n
Demonstra¢ao. Sejam n = ning e ¢ um divisor primo de n. Considere n’ = —. Vamos

dividir a demonstracao em casos.
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n
1. Caso em que ¢ divide ny: Neste caso, n] = Lo ny = ny. Seja T" a sequéncia
sobre Z, obtida dividindo os termos de T por ¢q. Como T possui tamanho pelo

l 1 ! !
menos LA 28Un2) 3Un) =1 — 90(n3)32(n1)  Gahemos, pelo Corolario 3.6.2, que

Cu(n) = 29Mm2)3%M) em que A’ = U(n')?. Assim, T’ possui uma subsequéncia de
termos consecutivos de soma-zero com peso em A’. Pela Observagao 3.4.2, T' possui
uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como T
é uma subsequéncia de termos consecutivos de S, entao S possui subsequéncia de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

n
2. Caso em que ¢ divide ny: Neste caso, n} = n; e n), = cy Seja T" a sequéncia sobre
Z, obtida dividindo os termos de T por q. Como T possui tamanho pelo menos
[+1 / ) .
—— = 20(n2)=1300m) — 99n3)3%M) O restante da demonstracio segue de forma

2
andloga ao caso anterior.

Portanto, S possui uma subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com

peso em A. n

Corolario 4.6.2. Sejam A = U(n)3, em que n € livre de quadrados e nao € divisivel
7

por 2, 7 ou 13, e S uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Entdo, para um

primo q divisor de ny (respectivamente ns), q € coprimo com pelo menos dois termos

(respectivamente pelo menos um termo) de S.

~ . . . o . / n A
Demonstracao. Sejam ¢ um numero primo divisor de n, n’ = — e S uma sequén-

q
cia extrema sobre Z, com peso em A. Dessa forma, se S possui tamanho [, temos

[ = 29(m2)32(m) _ 1 Novamente, vamos separar a demonstracio em casos.

1. Caso ¢ divida n;: Suponha que no méximo um termo de S seja coprimo com gq.

Assim, conseguimos uma subsequéncia, digamos 7', de termos consecutivos de S de

tamanho pelo menos tal que cada termo de T é divisivel por q. Pelo Lema
4.6.2, S possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A,
o que contradiz nossa hipdtese sobre S. Logo, pelo menos dois termos de S sao

coprimos com g.

2. Caso ¢ divida ng: Suponha que nenhum termo de S seja coprimo com ¢. Assim,

conseguimos uma subsequéncia, digamos T, de termos consecutivos de S de tamanho

pelo menos tal que cada termo de T é divisivel por q. Pelo Lema 4.6.2, S
possui subsequéncia de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, o que

contradiz nossa hipotese sobre S. Logo, pelo menos um termo de S é coprimo com gq.

Portanto, o resultado esta devidamente demonstrado. O]
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Teorema 4.6.2. Sejam A = U(n)?, em que n € livre de quadrados e nao divisivel por 2, 7

ou 13, e S = (x4, ..., z;) wma sequéncia extrema sobre Z, com peso em A. Entdao, S deve

ser de uma das duas formas abaizo.

1.

Existe um numero primo p divisor de ny tal que p divide todos os termos de S, exceto

[+1 _ . .
08 1ermos Tj41 € Ta(kt1), €m que k+ 1 = 3 Além disso, a imagem da sequéncia

(kt1, Tagy2) pelo homomorfismo f,, € uma sequéncia extrema sobre Z, com peso em
U(p)®. Mais ainda, se Sy = (x1,...,71), S2 = (Tpio, oy Topsr1), S3 = (Topyz, .., T1),
n="cA = U(n')3, entao Sy, Sh e S} sao sequéncias extremas sobre L, com peso
em A', em que S7, S e S sao sequéncias sobre Z,, obtidas os termos de Sy, S e

Sy por p.

Eziste um numero primo p divisor de ny tal que p divide todos os termos de S,
[+1
exceto o termo xpy1, em que k+ 1 = Ll

n . . N
Sy = (Tpy2, 1), 0’ = — e A =U(n)?, entao Sy e S} sao sequéncias extremas

Mais ainda, se S1 = (x1,...,x1),

sobre Z,, com peso em A’, em que S| e S} sao sequéncias sobre Z,s obtidas os termos

de S1 e Sy por p.

Demonstra¢ao. Como S é uma sequéncia extrema sobre Z,, com peso em A, pelo Corolario

3.6.2, 1 = 2%"2)32(m) _ 1 Vamos separar a demonstracio em casos:

a)

)

Para todo primo ¢ divisor de ny, pelo menos trés termos de S sao coprimos com ¢, e

para todo primo ¢ divisor de ny , pelo menos dois termos de S sao coprimos com gq.

Neste caso, como ¢ # 2,7, 13, se ¢ divide ny, entdo S@ & uma sequéncia de soma-zero
com peso em U(q)3, pelo Lema 4.6.1, visto que existem pelo menos trés termos de
S que sao coprimos com ¢. Além disso, como ¢ é um primo impar, se g divide ns,
entdo S@ & uma sequéncia de soma-zero sobre Z, com peso em U(q), pelo Lema
3.4.6, ja que pelo menos dois termos de S sao coprimos com ¢. Dessa forma, para
todo ¢ divisor primo de n, S@ & uma sequéncia de soma-zero sobre Z,, com peso em
U(q)3. Pela Proposicao 3.4.2, temos que S é uma sequéncia de soma-zero com peso
em A, o que contradiz a nossa hipotese de S ser uma sequéncia extrema com peso

em A.
Existe um primo p divisor de n; tal que no maximo dois termos de S sao coprimos
com p.

Neste caso, a prova é similar com as provas dos Teoremas 4.5.2 e 4.5.3, utilizando o
Lema 4.6.1, Lema 4.6.2 e Corolario 4.6.2 nos lugares do Lema 3.5.2, Lema 4.5.1 e

Corolario 4.5.2. Também usamos a consequéncia do Lema 3.4.4.

Existe um primo p divisor de ny tal que no maximo um termo de .S é coprimo com p.



Capitulo 4. Sequéncias extremas com peso 71

Neste caso, a prova é similar a do Teorema 4.4.2, utilizando o Lema 4.6.2 e o Corolario
4.6.2 nos lugares do Lema 4.4.1 e do Corolario 4.4.2.
m

Observagao 4.6.2. O Teorema 4.6.1 e Teorema 4.6.2 juntos caracterizam as sequéncias

extremas sobre Z, com peso em U(n)® quando n ndo € divisivel por 2,7 ou 13.
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5 Generalizacdo da Constante de Davenport

com peso

5.1 Introducido

Neste capitulo, sera abordada uma generalizacao da constante de Davenport. No
artigo |7], os autores introduziram a constante D(G, B), em que G é um grupo abeliano
finito aditivo e B um subconjunto de G que contém o 0, ou seja, o elemento neutro
do grupo GG. Agora, vamos introduzir um conjunto de pesos para a soma e apresentar

resultados a partir desse novo invariante.

Seja G um grupo abeliano finito e B um subconjunto de G de tal forma que 0 € B.
Para inserirmos o conjuntos dos pesos, digamos A, faremos uma breve discussao. Pelo
Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos (uma demonstracao detalhada do
Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos pode ser encontrada em [9]), temos
G=C,® --®C,,comny | ng |- | n. Sendo assim, vamos considerar G como
Zy,,-modulo e A C {1,...,n, — 1}, ja que n, é o expoente do grupo G. Como anteriormente,
vamos denotar uma sequéncia sobre G de tamanho [ da forma S = (z1, ..., ;). Definimos
D4(G, B) como o menor inteiro positivo k tal que qualquer sequéncia S sobre G de
tamanho pelo menos k admite uma subsequéncia nao vazia T tal que o4(T) N B # (), em

que 04(T) representa o conjunto de todas as somas da subsequéncia T' com os pesos em A.

Se B = {0}, entdao D4(G,B) = D4(G), em que D4(G) denota a constante de
Davenport com peso estudada no Capitulo 3. Sendo assim, como estamos assumindo que
0 € B sempre, concluimos que D4(G, B) < D4(G). Entao, a constante D (G, B) existe
para qualquer subconjunto de pesos A sob as condig¢oes estabelecidas anteriormente e
qualquer ) # B C G tal que 0 € B, visto que D 4(G) sempre existe, segundo a Observagao
3.1.2.

O presente capitulo visa calcular os valores de D4(G, B) para o caso em que G = Z,,
com p um nimero primo e para esses pesos especificos. Pela discussao feita anteriormente,
vamos considerar Z, como Z,-médulo e, consequentemente, o conjunto de pesos A deve ser
um subconjunto de Z,, isto ¢, A C {1,...,p — 1}. Em particular, vamos trabalhar com os
casos em que A =U(p), A=U(p)? e A= U(p)®. Com a finalidade de facilitar a notagao,
denotaremos D 4(Z,, B) por D4(p, B).

Pela Observagao 3.1.3, Teorema 3.2.1 e, o Teorema 3.3.1 juntamente com o Lema
3.3.2 e a discussao feita no inicio da Segao 3.3 do Capitulo 3, sabemos que D4(p, B) < 2,
Da(p,B) < 3 e Da(p, B) < 3, para A sendo U(p), U(p)? e U(p)? respectivamente. Ou
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seja, o trabalho feito no Capitulo 3 explicita, de forma imediata, um limitante superior
para a constante nesses casos. O que sera provado abaixo é que as constantes atingem a

cota superior se, e somente se, B = {0}, para os casos citados acima.

Além disso, foi possivel calcular o valor da constante em cada um dos casos. Para o
caso A = U(p)?, conseguimos mostrar que D (p, B) = 2 se, e somente se, existe uma tinica
classe lateral de U(p)? em U(p) que nao intercepta B. E, para o caso A = U(p)?, com
p =1 (mod 3), foi mostrado que D(p, B) = 2 se,e somente se, existe pelo menos uma e
no méaximo duas classes laterais de U(p)? em U(p) que nao intercepta B. Quando p # 1
(mod 3), temos U(p) = U(p)? e este caso também foi abordado, utilizando o resultado
obtido para A = U(p).

5.2 Valores de D4(Z,, B) para os casos em que A =U(p), A =
Ulp)* e A=Ul(p)’

Proposigao 5.2.1. Sejam p um nimero primo, A = U(p) e B C Z, tal que 0 € B. Entdo,
D4(p, B) =2 se, e somente se, B = {0}.

Demonstragao. Suponha Da(p, B) = 2. Assim, existe € U(p) tal que o(xz) N B = (.
Agora, como = € U(p), temos o4(z) = {za :a € U(p)} = U(p), ou seja, U(p) N B = 0.
Logo, B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar a Observagao 3.1.3. n

Pelo que foi discutido, se A = U(p), temos Da(p, B) < Da(p) = 2. Sendo assim,
se |B| = 2, entdo Dy(p, B) = 1.

Lema 5.2.1. Sejam p um nimero primo, A= U(p)? e B C Z, tal que 0 € B e |B| > 2.
Entao, Da(p, B) < 2.

Demonstracao. Se p = 2, entao D4(2,B) < Dy(2) = 2, em que a ultima igualdade
acontece pelo Teorema 3.2.1. Suponha p > 3. Dada uma sequéncia S = (z,y) sobre Z,,
se x = 0 ou y = 0, o resultado é valido. Vamos tratar o caso em que z,y € U(p). Para
p =3, como |B| > 2, entao 1 € B ou 2 € B. De qualquer forma, U(3)> N B # (), ou seja,
oa(x)N B # 0 ouoa(y) N B#D. Dai, Ds(3, B) < 2. Suponha p > 5. Como

p—1 p-1

zU(p yupy|-l=—F—+——-1=p-2
[2U @[+ [yU )| - 1=+ -1 2

pelo Teorema 2.3.2, temos |zU (p)* + yU(p)?| = p — 2. Caso |B| > 3, o resultado é valido,
ja que existem pelo menos p — 2 elementos de Z, no conjunto-soma zU(p)? + yU(p)>.

Suponha que B = {0,r}, com r € U(p). Se 0 ou r pertence a zU(p)* + yU(p)?, entao
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oa(z,y) N B # ( e o resultado segue imediatamente. Caso 0,7 ¢ xzU(p)? + yU(p)?,
mostraremos que r € zU(p)* UyU(p)?. Se zU(p)? # yU(p)?, como U(p)? tem indice dois
em U(p), ou r € zU(p)* ou r € yU(p)?. Neste caso, r € zU(p)? U yU(p)?>. Suponha
zU(p)? = yU(p)? e r ¢ zU(p)*. Assim, existe ¢ € U(p) tal que ¢ #r e r € cU(p)?. Agora,
como [zU(p)? +yU(p)’| 2 p—2e 0,7 ¢ zU(p)* + yU(p)*, temos c € zU(p)* + yU(p)*.
Assim, existem ¢, g2, ¢ € U(p)? tais que

c=xq1 +Ygqgs €7r =Cq.

Dai,
r=cq=(zq1 +y@)q = 2(qq) + y(e2q) € 2U(p)* +yU(p)?,

o que ¢ uma contradi¢ao. Logo, r € zU(p)? = yU(p)?>. Com isso, concluimos que
r € zU(p)* U yU(p)? também neste caso. Logo, se 0,r ¢ zU(p)* + yU(p)?, temos
ga(x) N B # 0 ou oa(y) N B # 0. Portanto, D4(p, B) < 2. O

Podemos perceber que, dado B subconjunto nao vazio de Zy tal que 0 € B, temos
D4 (2, B) = 2 se, e somente se, B = {0}. O proximo resultado fornece a tnica ocasido em

que a cota superior de D(p, B) é atingida, com p > 3.

Lema 5.2.2. Sejam p > 3 um nimero primo, A= U(p)* e B C Z, tal que 0 € B. Entao,
Da(p, B) = 3 se, e somente se, B = {0}.

Demonstragao. Suponha D4(p, B) = 3. Usando a contrapositiva do Lema 5.2.1, temos

|B| =1, ou seja, B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar o Teorema 3.2.1. O]

Teorema 5.2.1. Sejam p > 3 um nimero primo, A= U(p)* e B CZ, tal que 0 € B ¢
|B| > 2. Entao, Da(p, B) = 2 se, e somente se, existe uma tunica classe lateral zU (p)?

em U(p) que nao intersecta B.

Demonstragao. Se Da(p, B) = 2, existe x € U(p) tal que o4(x) N B =0, ou seja, xa ¢ B,
para todo a € U(p)?. Logo, zU(p)?> N B = (. Agora, vamos provar que tal classe lateral
¢é unica. De fato, suponha que exista outra classe lateral que nao intersecta B. Como
[U(p) : U(p)?] = 2, segue que B = {0}, o que é uma contradigdo com a hipotese. Logo,
nao pode existir duas classes laterais distintas de U(p)* em U(p) em que ambas nao tem

intersecao com B.

Reciprocamente, suponha que exista uma tnica classe lateral zU(p)? em U(p) que
nao intersecta B. Considere S = (x) a sequéncia unitaria formada por tal x. Pela hipotese,
S & sequéncia sobre Z, tal que 04(S) N B = 0. Logo, Da(p, B) > 2. Pelo Lema 5.2.1,
temos Da(p, B) < 2. Logo, Da(p, B) = 2. ]
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Com isso, se |B| > 2 e zU(p)* N B # ), para todo = € U(p), podemos concluir
DA(pv B) =1

Agora, vamos estudar o caso em que A = U(p)?. Como visto anteriormente, se

p# 1 (mod 3), entao U(p)® = U(p) e a Proposigao 5.2.1 caracteriza este caso.

Lema 5.2.3. Seja p um nimero primo tal quep =1 (mod 3). Se A=U(p)®> e0 € B C Z,
é tal que |B| > 2, entido Da(p, B) < 2.

Demonstragao. Considere S = (x,y) uma sequéncia qualquer sobre Z,. Se z = 0 ou y = 0,
o resultado é vélido trivialmente. Agora, suponha x,y € U(p) e p # 7,13. Como |B| > 2,
existe r € B tal que r € U(p). Assim, S’ = (—x,—y,r) é uma sequéncia em que os trés
termos sao unidades em Z,. Pelo Lema 3.3.1, S’ é uma sequéncia de soma-zero com peso

em U(p)3. Dai, existem t1, 1,13 € U(p)? tais que rt; — xty — yt3 = 0, ou seja,
r=a(tsty") +y(tsty!) € 2U(p)° + yU(p)°.

Logo, oa(x,y) N B # 0 e Da(p, B) < 2 para p # 7, 13.

Se p =7, entao U(7)® = {£1} e as outras duas classes laterais de U(7)* em U(7)
sao 2U(7)® = {£2} e 3U(7)® = {£3}. Se x,y € U(7)3, temos xy —yx = 0 € B, ou
seja oa(z,y) N B # (. Mais ainda, se zU(7)% = yU(7)3, entao existem ty,t, € U(7)?
tais que t1x = —toy, ja que —1 € U(7)3. Assim sendo, t1x + toy = 0 € B, isto &,
oa(z,y) N B # (. Assim, suponha sem perda de generalidade que x € U(7)3. Além
disso, suponha zU(7)3 # yU(7)3, ou seja, ou yU(7)% = 2U(7)3 ou yU(7)® = 3U(7)3. Se
2U(T* N B # 0 ou yU(7)> N B # 0, teremos o4(x) N B # () ou o4(y) N B # 0. Logo,
suponha que as classes laterais zU(7)® e yU(7)® ndo possuem intersegdo com B. Se
yU(7)% = 2U(7)3, temos

3=14+2€a2UT)P+yU(7)3e —3=—-1-2¢€2U(7)>+yU(7)>
Se yU(7)3 = 3U(7)3, temos
2=3-1cyUM)P+2U(7)3e —2=-3+1€yU(7)>+2U(7)>

Em qualquer um dos casos, temos o 4(z,y) N B # (. Por fim, suponha z,y ¢ U(7)3. Como

|B| > 2, existe pelo menos um elemento de U(7)% que pertence a B. Por
1=3-2caU(M)P+yU(7)P e —1=-3+2¢caU(7)>+yU(7)>,

entdo oa(x,y) N B # ), como desejado. Logo, D4(7, B) < 2.

Se p = 13, entao U(13)3 = {£1,£5} e as outras duas classes laterais de U(13)3
em U(13) sdo 2U(13)® = {£2,43} e 4U(13)3 = {+4,4+7}. Se x,y € U(13)3, temos
ry —yr = 0 € B. Mais ainda, se zU(13)*> = yU(13)3, entao existem t;,t; € U(13)?
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tais que t1x = —tyy, ja que —1 € U(13)3. Assim sendo, t;x + toy = 0 € B, isto &,
oa(z,y) N B # (. Suponha sem perda de generalidade que x € U(13)3. Além disso,
suponha xU(13)3 # yU(13)? Se U (13)*N B # 0 ou yU(13)>N B # (), entdo oa(z)N B # 0
ou 04(y) N B # (). Logo, suponha que as classes laterais xU(13)% e yU(13)? nao possuem
intersegao com B. Se yU(13)* = 2U(13)3, temos

4=1+3caU(7)?+yU(7)?, —4=—1-3¢caU(7)>+yU(T)>,

T=5+2c2U(T)3 +yU(T)Pe —7T=—-5-2¢€2U(7)+yU(7)>
Se yU(13)3 = 4U(13)3, temos

2=—-5+7caUT)3+yUT)?3 —2=5-7¢czU(7)°+yU(7)>,

3=—1+4caU(T?+yU(7)Pe —3=1—4¢caU(7)>+yU(7)>

Em qualquer um dos casos, temos aa(z,y) N B # (. Por fim, suponha z,y ¢ U(13)3.

Como |B| > 2, existe pelo menos um elemento de U(13)3 que pertence a B. Por
1=10-9¢c2U(13)* +yU(13)*, —1=—10+9 € 2U(13)* + yU(13)?3,

5=11-6¢c2U13)>+yU(13)> e —5=—1146 € 2U(13) + yU(13),
temos (zU(13)* + yU(13)%) N B # (), como desejado. Logo, D4(13, B) < 2.

Portanto, qualquer que seja o nimero primo p tal que p = 1 (mod 3), temos
Da(p,B) < 2. [

Lema 5.2.4. Sejam p um nimero primo tal que p =1 (mod 3), A=U(p)® e B C Z, tal
que 0 € B. Entao, Da(p, B) = 3 se, e somente se, B ={0}.

Demonstragao. Suponha D4(p, B) = 3. Pelo Lema 5.2.3, |B| = 1 e, consequentemente,
B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar o Teorema 3.3.1 e Lema 3.3.2. ]

Teorema 5.2.2. Sejam p um nimero primo tal que p=1 (mod 3), A=U(p)® e B C Z,
tal que 0 € B e |B| > 2. Entdao, Da(p, B) =2 se, e somente se, eziste pelo menos uma e

no mdzimo duas classes laterais de U(p)® em U(p) que ndo possuem intersegao com B.

Demonstragao. Suponha que D(p, B) = 2. Dai, existe z € U(p) tal que zt ¢ B, para
todo t € U(p)?, ou seja, zU(p)*> N B = ) e existe pelo menos um classe lateral de U(p)?
em U(p) que nao tem intersegao com B. Agora, como [U(p) : U(p)?] = 3, se as trés classes
laterais de U(p)® em U(p) nao possuem intersegao com B, entao B = {0}, o que ¢ uma
contradigdo com a hipotese. Logo, no méximo duas classes laterais de U(p)® em U(p) nao

possui intersecao com B.
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Reciprocamente, suponha que exista pelo menos uma e no maximo duas classes
laterais de U(p)® em U(p) que nao possuem intersegao com B. Considere S = (z). Como
r € U(p) e xt ¢ B, para todo t € U(p)?, entao oa(z) N B = 0. Logo, Da(p, B) > 2. Pelo

Lema 5.2.3, temos Dy(p, B) < 2, o que termina a demonstragao. ]

Podemos perceber que, se p = 1 (mod 3), B C Z, ¢ tal que 0 € B e |B| > 2,
zU(p)® N B # 0, para todo = € U(p), entao D4(p, B) = 1.

Consideracdes finais

Neste capitulo, foram apresentados resultados inéditos sobre uma generalizacao da
constante de Davenport com peso. Os teoremas desenvolvidos ampliam o conhecimento
atual sobre o invariante, fornecendo estimativas exatas e construgoes explicitas em contextos

até entao nao explorados.

A abordagem adotada combina técnicas classicas da teoria aditiva, como o uso
do Teorema de Cauchy-Davenport com adaptagoes especificas ao contexto dos pesos,
respeitando a estrutura envolvida. Em particular, as anélises aqui apresentadas constituem
um avango em relagao aos resultados ja consolidados para a constante de Davenport usual

e suas variantes nao ponderadas.

Estes resultados sao, até onde sabemos, inéditos, e reforcam a relevancia de
se estudar versoes ponderadas de constantes aditivas classicas. A ideia é consolidar
as contribui¢oes aqui desenvolvidas e submeté-las para publicacao em forma de artigo

cientifico em periddico especializado da area.
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