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RESUMO

Este trabalho estuda uma variação da constante de Davenport,

denominada  constante consecutiva de Davenport, além de investigar as sequências

extremas associadas, ambos no contexto do anel dos inteiros módulo n considerado

como módulo sobre ele próprio. A variação consiste na exigência de que a

subsequência ponderada cuja soma resulta em zero seja formada por termos

consecutivos. O primeiro objetivo consiste em determinar o valor dessa constante

para os inteiros módulo p, onde p é um número primo, considerando diferentes

conjuntos de pesos: o grupo das unidades dos inteiros módulo p, seus quadrados e

seus cubos. Em seguida, o estudo se estende para o caso geral com n sendo um

número natural, com restrições específicas dependendo do conjunto dos pesos. Na

sequência, o trabalho caracteriza as sequências extremas associadas à constante

consecutiva de Davenport, estabelecendo suas propriedades estruturais. Por fim, o

último capítulo apresenta resultados inéditos referentes a uma nova variação da

constante de Davenport, agora utilizando pesos, mas sem impor a restrição de

consecutividade na subsequência.

Palavras-chave: problemas de soma-zero com peso; constante de Davenport;

sequências extremas

COSTA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, agosto de 2025.
Sobre a constante consecutiva de Davenport com peso. Orientador: Abilio
Lemos Cardoso Junior. Coorientador: Allan de Oliveira Moura.



ABSTRACT

This work studies a variation of the Davenport constant, namely the consecutive

Davenport constant, and investigates the associated extremal sequences, both in the

context of the ring of integers modulo n as a module over itself. This variation

requires that the weighted subsequence whose sum results in zero is formed by

consecutive terms. The first objective is to determine the value of this constant for the

integers modulo p, where p is a prime number, considering different sets of weights:

the group of units of the integers modulo p, its squares, and its cubes. Subsequently,

the study extends to the general case where n is a natural number, with specific

restrictions depending on the set of weights. The work then characterizes the

extremal sequences associated with the consecutive Davenport constant,

establishing their structural properties. Finally, the last chapter presents original

results concerning a new variation of the Davenport constant, which also uses

weights but without imposing the consecutivity restriction on the subsequence.

Keywords: weighted zero-sum problems; Davenport constant; extremal sequences

COSTA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, August, 2025. On
weighted consecutive Davenport constant. Adviser: Abilio Lemos Cardoso Junior.
Co-adviser: Allan de Oliveira Moura.
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1 Introdução

A Teoria Aditiva dos Números, um campo clássico da matemática, estuda as

propriedades de subconjuntos de números inteiros com a operação de adição. Dentro desta

linha de pesquisa, os problemas de soma zero se destacam como uma área de pesquisa

particularmente recente e com uma vasto caminho a ser seguido. Estes problemas, em

sua essência, buscam estabelecer condições para garantir que uma sequência de elementos

de um grupo abeliano admita uma subsequência cuja soma seja o elemento neutro. A

raiz dessa linha de pesquisa começa com o famoso Teorema de Cauchy-Davenport [3, 5],

um resultado fundamental que fornece um limite inferior para a cardinalidade de um

conjunto-soma em Zp.

A investigação moderna da constante de Davenport começou com o trabalho de

K. Rogers, em 1963. Em seu artigo “A combinatorial problem in abelian groups” [17],

Rogers utilizou o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos para escrever um

grupo abeliano finito G como G ∼= Cn1 ⊕ · · · ⊕ Cnk
, com n1 | n2 | · · · | nk, e provou que

a constante de Davenport satisfaz D(G) ⩾
k∑

i=1

(ni − 1) + 1. Além disso, mostrou que a

igualdade ocorre para grupos cíclicos, estabelecendo assim o resultado fundamental de

que D(Cn) = n. Esse trabalho pode ser considerado o ponto de partida da formulação

moderna da constante de Davenport.

Posteriormente, a constante de Davenport ganhou uma maior importância devido

à sua conexão com a Teoria Algébrica dos Números. Se K é um corpo de números e G é o

grupo de classes de ideais do anel de inteiros de K, então D(G) representa o maior número

de ideais primos, contados com multiplicidade, que podem aparecer na decomposição de

um elemento irredutível. Essa interpretação, desenvolvida na obra de A. Geroldinger e F.

Halter-Koch [6], estabeleceu uma ponte entre problemas de soma zero em grupos finitos

e a fatoração em domínios de Dedekind. Isso foi proposto primeiramente por Davenport,

por isso a constante leva seu nome.

Formalmente, para um grupo abeliano finito G, a saber aditivo, a constante de

Davenport, denotada por D(G), é definida como o menor inteiro k tal que toda sequência

de k elementos sobre G possui uma subsequência não vazia cuja soma é zero, o elemento

neutro de G.

O tema também foi abordado nos trabalhos de J. E. Olson, que, em 1969, mostrou

que a igualdade D(G) = D∗(G), sendo D∗(G) = 1 +
k∑

i=1

(ni − 1), é válida para todos os

p-grupos e para grupos abelianos de posto (rank) no máximo dois [15, 16]. A conjectura
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que D(G) = D∗(G) para todo grupo abeliano finito prevaleceu por pouco tempo, até que

P. van Emde Boas e D. Kruyswijk identificaram contraexemplos para certos grupos

de posto maior ou igual a quatro [18]. Determinar o valor exato de D(G) para grupos

arbitrários permanece como um dos grandes problemas em aberto da área.

Ao longo do tempo, surgiram importantes generalizações do conceito clássico. Um

dos avanços mais significativos foi feito por S. D. Adhikari e P. Rath (veja [1]), que

introduziram a constante de Davenport com peso, denotada por DA(G). Nesta versão,

considera-se um conjunto de pesos A ⊆ Z e busca-se subsequências (gi) e coeficientes

ai ∈ A tais que a soma ponderada
∑
aigi resulta em 0.

O presente trabalho se insere em uma outra variação importante, ao propor o

estudo de um novo invariante, a constante consecutiva de Davenport com peso, denotada

por CA(G) e introduzida por S. Mondal, K. Paul e S. Paul, em 2023, no trabalho

intitulado On a different weighted zero-sum constant [12]. Esta constante combina as

restrições de peso e consecutividade, buscando o menor inteiro k tal que toda sequência de

k elementos de G admita uma subsequência de termos consecutivos cuja a soma ponderada

é zero.

Esses mesmos autores publicaram, em 2022, o artigo nomeado por Extremal

sequences for a weighted zero-sum constant [11], no qual classificaram as sequências

extremas com peso em A. A saber, uma sequência é dita sequência extrema com peso em

A quando possui tamanho CA(G)− 1 e não admite subsequência de termos consecutivos

de soma zero com peso em A.

O objetivo central desta dissertação é descrever os resultados obtidos em [11, 12].

Primeiramente, focamos no cálculo de seu valor para o grupo G = Zp, onde p é primo,

explorando diferentes subconjuntos de pesos A, como U(p), U(p)2 e U(p)3. Em seguida,

estendemos a análise para o caso geral G = Zn, com n ∈ N. Outro pilar do trabalho é a

caracterização das sequências extremas com peso em A.

Finalmente, no último capítulo é abordado um novo invariante e apresentado os

resultado obtidos. A modificação feita, a partir da constante DA(G), é que agora queremos

estudar o menor inteiro positivo k tal que qualquer sequência de tamanho k possui

subsequência cuja a soma de seus termos ponderada em A pertença a um subconjunto

B de G, com a restrição de que 0 ∈ B. Denotamos o novo invariante por DA(G,B).

Considerando G = Zp, foi possível calcular a constante para os subconjuntos de pesos

U(p), U(p)2 e U(p)3.
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2 Preliminares

Neste capítulo vamos introduzir alguns conceitos que são necessários para o enten-

dimento do estudo a ser realizado. Serão apresentados conceitos introdutórios da teoria

aditiva dos números, como adição de subconjuntos e a e-transformada, a fim de apresentar

as provas dos teoremas de Cauchy-Davenport e Kneser, utilizando [14] como referência.

Em adição, apresentaremos um estudo sobre subgrupo de índice 3 no grupo multiplicativo

de um corpo, utilizando o artigo [10] como referência principal.

2.1 Adição de Subconjuntos de um Grupo Abeliano

Sejam (G,+) um grupo abeliano e A1, ..., Ak subconjuntos finitos não vazios de G.

Definimos o conjunto-soma sendo

A1 + · · ·+ Ak = {a1 + · · ·+ ak : ai ∈ Ai, i = 1, ..., k} ⊂ G.

De forma similar, definimos o conjunto-diferença entre dois subconjuntos finitos

não vazios A e B de G como

A− B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B}.

Neste momento, devemos tomar cuidado para não confundirmos o conjunto-

diferença com a diferença de conjuntos, logo usaremos a notação A\B para a diferença de

conjuntos.

Por fim, dados g ∈ G e A ⊂ G, definimos

g + A = {g + a : a ∈ A}.

Sejam A,B ⊂ G. Para cada g ∈ G, denotaremos por rA,B(g) o número de

representações de g como soma de um elemento de A com um elemento de B. Em outras

palavras, rA,B(g) é a quantidade de pares ordenados (a, b) ∈ A× B tais que g = a+ b.

Lema 2.1.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A,B ⊂ G não vazios. Se existe t ∈ N

tal que

|A|+ |B| ⩾ |G|+ t,

então rA,B(g) ⩾ t, para todo g ∈ G.
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Demonstração. Seja g ∈ G qualquer. Temos

|G| ⩾ |A ∪ (g − B)| = |A|+ |g − B| − |A ∩ (g − B)| = |A|+ |B| − |A ∩ (g − B)|.

Logo, rA,B(g) = |A ∩ (g − B)| ⩾ |A|+ |B| − |G| ⩾ t, como queríamos.

Lema 2.1.2. Sejam G um grupo abeliano finito e A,B ⊂ G não vazios tais que

|A|+ |B| > |G|.

Então A+B = G.

Demonstração. Como A,B ⊂ G são não vazios tais que |A| + |B| > |G|, segue que

|A|+ |B| ⩾ |G|+ 1, ou seja, estamos sobre as hipóteses do Lema 2.1.1 para t = 1. Assim,

dado g ∈ G, existe pelo menos uma maneira de escrever g = a + b, com a ∈ A e b ∈ G.

Isto é, G ⊂ A+B e, como A+B ⊂ G trivialmente, temos G = A+B.

Observação 2.1.1. Pelo Lema 2.1.2, dado um grupo abeliano G, para estudarmos o

conjunto-soma A+ B devemos nos ocupar somente com os casos em que os subconjuntos

não vazios A,B de G tais que |A|+ |B| ⩽ |G|.

2.2 A e-transformada

Considere G um grupo abeliano finito e (A,B) um par ordenado de subconjuntos

não vazios de G. Para cada e ∈ G, definimos a e-transformada de (A,B) como sendo o

par (A(e), B(e)) de subconjuntos de G, dados por:

A(e) = A ∪ (B + e), B(e) = B ∩ (A− e)

Em particular, A ⊂ A(e) e B(e) ⊂ B.

Lema 2.2.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A,B ⊂ G não vazios. Para cada e ∈ G,

a e-transformada de (A,B) satisfaz:

1. A(e) + B(e) ⊂ A+B;

2. A(e)\A = e+ (B\B(e));

3. |A(e)|+ |B(e)| = |A|+ |B|;

4. Se e ∈ A e 0 ∈ B, então e ∈ A(e) e 0 ∈ B(e).

Demonstração. Note que o quarto item segue da definição de e-transformada. Para as

demais afirmações, temos:
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1. Seja g ∈ A(e) + B(e) qualquer, ou seja, existem a′ ∈ A(e) e b′ ∈ B(e) tais que

g = a′ + b′. Note que, por b′ ∈ B(e), temos b′ ∈ B e b′ ∈ A− e. Assim,

• Se a′ ∈ A, então g = a′ + b′ é tal que a′ ∈ A e b′ ∈ B, ou seja, g ∈ A+B.

• Se a′ ∈ B + e, existe b ∈ B tal que a′ = b+ e. Além disso, b′ ∈ A− e, ou seja,

existe a ∈ A tal que b′ = a− e. Logo,

g = a′ + b′ = (b+ e) + (a− e) = a+ b ∈ A+B.

Assim, temos a afirmação.

2. De fato,
A(e)\A = (B + e)\A

= {b+ e : b ∈ B e b+ e /∈ A}

= e+ {b ∈ B : b /∈ A− e}

= e+ {b ∈ B : b /∈ (e)}

= e+ (B\B(e)).

3. Pelo item anterior, temos:

|A(e)| − |A| = |A(e)\A| = |e+ (B\B(e))| = |B\B(e)| = |B| − |B(e)|.

Como A e B são finitos, pois G o é, então |A| e |B(e)| são números, donde |A(e)|+

|B(e)| = |A|+ |B|.

2.3 O Teorema de Cauchy-Davenport

Nesta seção, demonstraremos o famoso Teorema de Cauchy-Davenport, importante

ferramenta utilizada posteriormente neste trabalho. Para tanto, faremos a demonstração

abaixo.

Teorema 2.3.1 (Teorema de I. Chowla). Sejam m ⩾ 2, A e B dois subconjuntos não

vazios de Zm. Se 0 ∈ B e mdc(b,m) = 1, para todo b ∈ B\{0}, então

|A+B| ⩾ min{|A|+ |B| − 1,m}.

Demonstração. Pela Observação 2.1.1, precisamos nos preocupar apenas com o caso em

que |A|+ |B| ⩽ m. Ou seja,

min{|A|+ |B| − 1,m} = |A|+ |B| − 1 ⩽ m− 1.
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Note que se |A| = 1 ou |B| = 1, o teorema é válido. De fato, suponha, sem perda de

generalidade, |A| = 1. Dessa forma, temos

|A+B| = |B| = |B|+ 1− 1 = |A|+ |B| − 1 ⩾ min{|A|+ |B| − 1,m}.

Suponha, por contradição, que existam A,B ⊂ Zm tais que min{|A|, |B|} ⩾ 2 e

|A+B| < |A|+ |B| − 1. A última desigualdade nos fornece A ̸= Zm. De fato, se A = Zm,

teríamos |A| = m e |B| ⩾ 2, o que contraria o fato de |A|+ |B| ⩽ m.

Agora, escolha um par (A,B) de tal modo que a cardinalidade de B seja mínima.

Como |B| ⩾ 2, existe b′ ∈ B diferente de 0. Se a + b′ ∈ A, para todo a ∈ A, então

a + jb′ ∈ A, para todo j ∈ {0, 1, ...} e para todo a ∈ A. Como mdc(b′,m) = 1, por

hipótese, então b′ gera Zm, donde

{a+ jb′ : j ∈ {0, 1, ...,m− 1}} = Zm,

o que é uma contradição com o fato de A ̸= Zm.

Logo, existe e ∈ A tal que e+ b′ /∈ A. Considere (A(e), B(e)) a e-transformada do

par (A,B). Pelo Lema 2.2.1, temos

|A(e) + B(e)| ⩽ |A+B| < |A|+ |B| − 1 = |A(e)|+ |B(e)| − 1. (2.1)

Usando a desigualdade acima, podemos concluir que |B(e)| ⩾ 2. De fato, como 0 ∈ B,

segue |B(e)| = 1 se, e somente se, B(e) = {0}. Neste caso, teríamos

|A(e) + B(e)| = |A(e)| e |A(e)|+ |B(e)| − 1 = |A(e)|+ 1− 1 = |A(e)|.

Isto posto e usando a Desigualdade (2.1), temos o absurdo |A(e)| < |A(e)|. Ou seja,

|B(e)| ⩾ 2.

Por fim, como e ∈ A e 0 ∈ B, segue do Lema 2.2.1 que 0 ∈ B(e). Como B ⊂ B(e),

segue da hipótese deste teorema que mdc(b,m) = 1, para todo b ∈ B(e)\{0}. Além disso,

e+ b′ /∈ A, ou seja, b′ /∈ A− e. Logo, b′ /∈ B(e). Portanto, b′ ∈ B, mas b′ /∈ B(e), donde

temos o absurdo |B| > |B(e)|.

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema principal desta seção.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Cauchy-Davenport). Sejam p um número primo e A,B ⊂ Zp

não vazios. Então

|A+B| ⩾ min{|A|+ |B| − 1, p}.

Demonstração. Como B é um subconjunto não vazio de Zp, tome b0 ∈ B. Dessa forma,

0 ∈ B − b0 e mdc(b, p) = 1, para todo 0 ̸= b ∈ B − b0. Pelo teorema anterior,

|A+B| =|A+ (B − b0)|

⩾min{|A|+ |(B − b0)| − 1, p}

=min{|A|+ |B| − 1, p}.
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Corolário 2.3.1. Sejam n ⩾ 2, p primo e A1, ..., An subconjuntos não vazios de Zp.

Então,

|A1 + ...+ An| ⩾ min

{
n∑

i=1

|Ai| − n+ 1, p

}

.

Demonstração. A demonstração é feita por indução. Para o caso de dois subconjuntos

somente, este corolário se torna o Teorema 2.3.2. Suponha que o resultado é válido para n

subconjuntos não vazios de Zp. Novamente pelo Teorema 2.3.2, temos

|A1 + ...+ An+1| ⩾min {|A1 + ...+ An|+ |An+1|, p}

⩾min

{
n∑

i=1

|Ai| − n+ 1 + |An+1| − 1, p

}

⩾min

{
n+1∑

i=1

|Ai| − (n+ 1) + 1, p

}

.

2.4 O Teorema de Kneser para Grupos

Nesta seção, a proposta é provar o Teorema de Kneser para grupos abelianos finitos.

Tal teorema será de suma importância para provar alguns resultados dos problemas de

soma-zero. Vamos introduzir o conceito de estabilizador.

Definição 2.4.1. Dado A ⊂ G não vazio, com G sendo um grupo abeliano, o estabilizador

de A, denotado por Stab(A) é definido como:

Stab(A) = {x ∈ G : x+ A = A}.

A fim de verificar algumas propriedades do estabilizador de um conjunto não vazio,

temos a próxima proposição:

Proposição 2.4.1. Sejam G um grupo abeliano finito e A,B ⊂ G não vazios.

1. H = Stab(A) é um subgrupo normal de G;

2. Stab(A) = G se, e somente se, A = G;

3. Se H = Stab(A) e ϕ : G→
G

H
é o homomorfismo canônico, ou seja, ϕ(g) = g +H,

então Stab(ϕ(A)) é trivial;

4. Stab(A) ⊂ Stab(A+B);
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5. Se H = Stab(A+B), então |A+H|, |B +H| e |A+B| são múltiplos de |H|.

Demonstração. 1. Como G é um grupo abeliano, basta verificar que H = Stab(A) é

subgrupo de G. De fato, dado x ∈ H, temos x + A = A, donde −x + A = A. Logo,

−x ∈ H. Agora, se y ∈ H é outro elemento dado, segue que x+A = A e y +A = A. Daí,

pelo que vimos anteriormente, −y + A = A e, portanto,

(x− y) + A = x+ (−y + A) = x+ A = A,

ou seja, x− y ∈ H. Logo, H é subgrupo de G e, consequentemente, um subgrupo normal

de G.

2. Suponha Stab(A) = G. Devemos mostrar que G ⊂ A. Como x+ A = A, para

todo x ∈ G, em particular, temos a + A = A, para todo a ∈ A. Logo, A + A = A e,

consequentemente, A−A = A. Dado g ∈ G, temos que g+A = A, ou seja, g+a = b, para

algum a, b ∈ A. Logo, g = b− a ∈ A− A = A. Como g ∈ G é qualquer, temos G ⊂ A.

Reciprocamente, se A = G, então Stab(A) = {x ∈ G : x + A = A} = {x ∈ G :

x+G = G} = G.

3. Seja ϕ(x) ∈ Stab(ϕ(A)) qualquer. Vamos mostrar que x ∈ H. De fato, se a ∈ A

é um elemento arbitrário, por ϕ(x) ∈ Stab(ϕ(A)), temos

ϕ(x+ a) = ϕ(x) + ϕ(a) = ϕ(),

para algum ∈ A. Logo, (x+ a) +H = +H, ou seja, (x+ a)− ∈ H. Como H = Stab(A)

e ∈ A, segue que x+ a = (x+ a)− + ∈ A. Daí, existe a′ ∈ A tal que x+ a = a′. Como

a ∈ A foi tomado arbitrariamente, então x ∈ H, donde ϕ(x) = 0, como queríamos.

4. Seja g ∈ Stab(A) qualquer. Assim, g + A = A, donde

g + (A+B) = (g + A) + B = A+B,

ou seja, g ∈ Stab(A+B). Logo, temos a validade da afirmação.

5. Vimos que H é subgrupo de G. Como G é finito, A também o é, digamos

A = {a1, ..., ak}. Daí, temos

A+H =
k⋃

i=1

(xi +H) .

Logo, existem no máximo k classes laterais geradas por elementos de A, ou seja, existem l

índices 1 ⩽ i1 ⩽ ... ⩽ il ⩽ k, em que 1 ⩽ l ⩽ k tais que

A+H =
l⋃

j=1

(
xij +H

)
e l|H| = |A+H|.

Usando a mesma ideia, podemos provar a afirmação para |B +H| e |A+B| = |(A+B) +

H|.
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O próximo resultado é uma das ferramentas utilizadas na demonstração do Teorema

de Kneser. Uma outra demonstração desse teorema pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.4.1. Sejam {0} ≠ G um grupo abeliano e A,B dois subconjuntos finitos e

não vazios de G. Se |A|+ |B| ⩽ |G|, então existe um subgrupo próprio H de G tal que

|A+B| ⩾ |A|+ |B| − |H|.

Demonstração. A demonstração é feita por indução sobre |B|. Se |B| = 1, temos

|A+B| = |A| = |A|+ 1− 1 = |A|+ |B| − 1 ⩾ |A|+ |B| − |H|,

para todo subgrupo H de G.

Agora, suponha |B| > 1 e que o resultado seja válido para todos os pares A′, B′ de

subconjuntos finitos e não vazios de G tais que |B′| < |B|. Para o melhor entendimento,

vamos separar a demonstração em dois casos:

1. Caso a+ b2 − b1 ∈ A, para todos a ∈ A e b1, b2 ∈ B: Neste caso, A+ b2 − b1 = A,

para todos b1, b2 ∈ B. Seja H o subgrupo gerado por todos os elementos do tipo

b2 − b1, com b1, b2 ∈ B. Temos então 1 < |B| ⩽ |H|. Além disso, podemos verificar

que |A| ≠ |B|. Daí, A+H = A ̸= G e H é um subgrupo próprio de G tal que

|A+B| ⩾ |A| ⩾ |A|+ |B| − |H|.

2. Caso existam a ∈ A e b1, b2 ∈ B tais que a + b2 − b1 /∈ A: Neste caso, escolhendo

e = a− b1, temos

b2 /∈ A− (a− b1) = A− e.

Por outro lado, b1 ∈ A− e, visto que 0 ∈ A− a.

Agora, considere a e-transformada A(e), B(e). Pela definição de e-transformada,

verifica-se que b2 /∈ B(e), uma vez que b2 /∈ A− e. Além disso, b1 ∈ B(e), novamente

pela definição de e-transformada, ou seja, B(e) ⊂ G é não vazio e finito. Mais

ainda, B(e) ⊂ B, donde |B(e)| < |B|, visto que b2 ∈ B e b2 /∈ B(e). Logo, podemos

aplicar a hipótese de indução para o par (A(e), B(e)), donde |A(e) + B(e)| ⩾

|A(e)| + |B(e)| − |H|. Pelo item 1 do Lema 2.2.1, temos |A + B| ⩾ |A(e) + B(e)|.

Por fim, novamente pelo Lema 2.2.1, agora item 3, temos |A(e)|+ |B(e)| = |A|+ |B|.

Juntando essas três informações, concluímos

|A+B| ⩾|A(e) + B(e)|

⩾|A(e)|+ |B(e)| − |H|

=|A|+ |B| − |H|.

Portanto, o resultado é válido.
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O resultado acima é responsável pelo próximo lema e, a partir disso, teremos mais

dois resultados anunciados, em que cada um deles é consequência do seu antecessor.

Lema 2.4.1. Sejam {0} ≠ G um grupo abeliano e C = C1 ∪ C2, com C1, C2 sendo

subconjuntos próprios e não vazios de G. Então

|Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|,

para i = 1 ou i = 2.

Demonstração. Para simplificar a notação, vamos utilizar Hi = Stab(Ci), para i = 1, 2, e

H = Stab(C). Se tivermos |Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C|, para i = 1 ou i = 2, o resultado segue.

Então, vamos nos ocupar no caso

|Ci|+ | Stab(Ci)| > |C|, (2.2)

com i = 1 e i = 2.

Como H1, H2 são subgrupos de G, então H1 +H2 também o é. Agora, considere

mi o índice de Hi em H1 +H2, para i = 1, 2, e K = H1 ∩H2, com |K| = k. Pelo Teorema

dos Isomorfismos de Grupos,
H1 +H2

H1

∼=
H2

K

e
H1 +H2

H2

∼=
H1

K
.

Por |(H1 +H2)/H1| = m1 e |(H1 +H2)/H2| = m2, temos |H1| = m2k, |H2| = m1k e

|H1 +H2| = m1m2k. Além disso, K ⊂ Hi, logo Ci = K + Ci e, consequentemente, Ci é

uma união de classes de K em G. Do mesmo modo, C1\C2 e C2\C1 são uniões de classes

de K em G. Logo,

|C1| ≡ |C2| ≡ |C1\C2| ≡ |C2\C1| ≡ 0 (mod k).

Sabemos que C é a união de subconjuntos próprios C1 e C2, donde C1\C2 e C2\C1

são não vazios. Disso e da equação (2.2), temos

0 < |C1\C2| = |C\C2| = |C| − |C2| < |C2|+ |H2| − |C2| = |H2| = m1k.

Logo,

k ⩽ |C1\C2| ⩽ (m1 − 1)k. (2.3)

Analogamente,

k ⩽ |C2\C1| ⩽ (m2 − 1)k. (2.4)

Agora, sejam c′ ∈ C1\C2 e

D = c′ +H1 +H2.
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Ou seja, D é uma união de classes de H1 em G da forma

D1 = c′ + h2 +H1 (2.5)

e D também é a união de classes de H2 em G da forma

D2 = c′ + h1 +H2, (2.6)

em que h1 ∈ H1 e h2 ∈ H2. Considere D1 uma classe de H1 em G da forma (2.5) e D2

uma classe de H2 em G da forma (2.6). Como h2 +K ⊂ H2 e h1 +K ⊂ H1, então

c′ + h1 + h2 +K ⊂ D1 ∩D2.

Por outro lado, se g ∈ D1 ∩D2, existem h′1 ∈ H1 e h′2 ∈ H2 tais que

g = c′ + h1 + h′2 = c′ + h′1 + h2.

Logo,

g − (c′ + h1 + h2) = h′1 − h1 ∈ H1

e

g − (c′ + h1 + h2) = h′2 − h2 ∈ H2,

ou seja,

g − (c′ + h1 + h2) ∈ H1 ∩H2 = K.

Isto implica que g ∈ c′ + h1 + h2 + K e, pelo que vimos anteriormente, concluí-se que

c′ + h1 + h2 +K = D1 ∩D2. Assim, uma interseção de uma classe de H1 em D por uma

classe de H2 em D é uma classe de K em D.

Como o índice de Hi em H1 +H2 é mi, então H1 +H2 é a união de mi classes de

Hi em H1 +H2 disjuntas duas a duas e, consequentemente, D = c′ +H1 +H2 é também

a união de classes de Hi disjuntas duas a duas. Como Hi + Ci = Ci é uma união de

Hi−classes, segue que Ci ∩ D é a união de ui Hi-classes duas a duas disjuntas e assim

Cc
i ∩D, em que Cc

i denota o complementar de Ci, é a união de mi − ui Hi-classes duas

a duas disjuntas. Como a interseção de uma H1-classe em D com uma H2−classe em D

gera uma K-classe,

(C2\C1) ∩D = (C2 ∩D) ∩ (Cc
1 ∩D)

é a união de u2(m1 − u1) K-classes duas a duas distintas e, consequentemente,

|(C2\C1) ∩D| = u2(m1 − u1)k. (2.7)

De forma similar,

(C1\C2) ∩D = (C1 ∩D) ∩ (Cc
2 ∩D)

é a união de u1(m2 − u2) K-classes duas a duas disjuntas e assim,

|(C1\C2) ∩D| = u1(m2 − u2)k. (2.8)
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Como c′ ∈ (C1\C2) ∩D ⊂ C1\C2, segue que

0 < |(C1\C2) ∩D| = u1(m2 − u2)k ⩽ |(C1\C2)| ⩽ (m1 − 1)k.

Dessa maneira, 1 ⩽ u1(m2 − u2) ⩽ m1 − 1. Logo,

1 ⩽ u1 ⩽ m1 − 1 e 1 ⩽ u2 ⩽ m2 − 1.

Das Equações (2.3), (2.4), (2.7) e (2.8), temos

0 ⩽(m1 − u1 − 1)(u2 − 1)k + (m2 − u2 − 1)(u1 − 1)k

=u2(m1 − u1)k − (m2 − 1)k + u1(m2 − u2)k − (m1 − 1)k

=|C2\C1| − (m2 − 1)k + |(C1\C2) ∩D| − (m1 − 1)k

=|(C2\C1) ∩D| − (m2 − 1)k − |(C2 − C1) ∩D
c|+ |C1\C2| − (m1 − 1)k − |(C1\C2) ∩D

c|

⩽0

e assim, concluímos que |C2\C1| = (m2 − 1)k e |C1\C2| = (m1 − 1)k. Como K = H1 ∩H2,

temos

K + C = K + (C1 ∪ C2) = (K + C1) ∪ (K + C2) = C1 ∪ C2 = C

e, consequentemente, K ⊂ Stab(C). Logo,

|C| − |C2| =|C\C2|

=|C1\C2|

=m1k − k

=|H2| − |H|

⩾|H2| − | Stab(C)|.

De forma similar, temos

|C| − |C1| ⩾ |H1| − | Stab(C)|.

Portanto,

|Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|,

para ambos i = 1 e i = 2, como queríamos demonstrar.

De forma mais geral, temos o seguinte resultado:

Lema 2.4.2. Sejam n ∈ N, n ⩾ 2 e {0} ≠ G um grupo abeliano. Se C é um subconjunto

finito de G tal que

C = C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cn,

em que cada Ci, i ∈ {1, ..., n}, é um subconjunto próprio e não vazio de C, então

|Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|,

para algum i ∈ {1, ..., n}.
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Demonstração. A demonstração é feita por indução sobre n. O caso n = 2 é justamente

o Lema 2.4.1. Suponha n ⩾ 3 e que o resultado seja válido para n − 1. Se tivermos

|Ci| + | Stab(Ci)| ⩽ |C|, para algum i ∈ {1, ..., n}, o resultado segue. Então, vamos nos

ocupar com o caso |Ci| + | Stab(Ci)| > |C|, para todo i ∈ {1, ..., n}. Se C é a união de

n− 1 dos subconjuntos C1, ..., Cn, a hipótese de indução nos garante o resultado. Dessa

forma, nos preocupemos com o caso em que C não é a união de n− 1 dos subconjuntos

C1, ..., Cn. Considere C ′ = C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cn−1. Então C ′ é um subconjunto próprio de C

e C1, .., Cn−1 são subconjuntos próprios de C ′. Assim, a hipótese de indução nos garante

|Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C ′|+ | Stab(C ′)|,

para algum i ∈ {1, ..., n− 1}. Como C = C ′ ∪ Cn, o Lema 2.4.1 nos garante:

|Cn|+ | Stab(Cn)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|

ou

|C ′|+ | Stab(C ′)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|,

o que significa que o resultado vale para n. Portanto, este lema está provado por indução

sobre n.

Lema 2.4.3. Sejam n ⩾ 2 e C1, ..., Cn subconjuntos finitos e não vazios de um grupo

abeliano G ̸= {0}. Se C = C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cn, então

min{|Ci|+ | Stab(Ci)| : i = 1, ..., n} ⩽ |C|+ | Stab(C)|.

Demonstração. Se Ci = C para algum i ∈ {1, ..., n}, o resultado segue trivialmente. Por

outro lado, se Ci ≠ C, para todo i ∈ {1, ..., n}, estamos nas hipóteses do Lema 2.4.2. Logo,

existe i ∈ {1, ..., n} tal que

min{|Ci|+ | Stab(Ci)| : i = 1, ..., n} ⩽ |Ci|+ | Stab(Ci)| ⩽ |C|+ | Stab(C)|.

Agora temos todas as ferramentas para demonstrar o teorema mais importante

desta seção.

Teorema 2.4.2 (Teorema de Kneser). Sejam G um grupo abeliano e A e B subconjuntos

não vazios e finitos de G. Se H = Stab(A+B) e |A+B| < |A|+ |B|, então

|A+B| = |A+H|+ |B +H| − |H|.

Demonstração. Considere A e B subconjuntos não vazios e finitos de G satisfazendo as

hipóteses. Como são finitos, podemos escrever A = {a1, ..., am} e B = {b1, ..., bn}. Para
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cada bi ∈ B, i ∈ {1, ..., n}, considere os pares de subconjuntos finitos (Ai, Bi) de G tais

que

A ⊂ Ai,

bi ∈ Bi,

Ai +Bi ⊂ A+B,

|Ai|+ |Bi| = |A+H|+ |B +H|.

Note que (A+H,B+H) é um par de subconjuntos não vazios e finitos de G que satisfazem

essas propriedades. Logo, a coleção não é vazia. Pela finitude dos conjuntos Ai, existe Ai

tal que |Ai| é maximal. Fixe (Ai, Bi) com esta propriedade. Considerando Ci = Ai +Bi,

temos |Ci| ⩽ |Ai| e

A+ bi ⊂ Ai +Bi = Ci ⊂ A+B.

Sejam a ∈ A e e = a− bi. Para este e ∈ G, usando a definição de e-transformada,

temos

Ai(e) = Ai ∪ (Bi + e) = Ai ∪ (a+Bi − bi)

e

Bi(e) = Bi ∩ (Ai − e) = Bi ∩ (−a+ Ai + bi).

Dessa forma, Ai ⊂ Ai(e) e bi ∈ Bi(e). Pelo Lema 2.2.1, temos

Ai(e) + Bi(e) ⊂ Ai +Bi ⊂ A+B

e

|Ai(e)|+ |Bi(e)| = |Ai|+ |Bi| = |A+H|+ |B +H|.

Como Ai ⊂ Ai(e), segue que Ai = Ai(e), pela maximalidade de |Ai|. Além disso,

a ∈ a+Bi − bi ⊂ Ai para cada a ∈ Ai. Logo,

Ai ⊂ Ai +Bi − bi = Ci − bi ⊂ Ai,

ou seja, Ai = Ci − bi. Então, |Ai| = |Ci|, Stab(Ai) = Stab(Ci − bi) = Stab(Ci) e

Bi − bi ⊂ Satb(Ai) = Stab(Ci). Com isso, |Bi| ⩽ | Stab(Ci)|. Daí,

|A+H|+ |B +H| = |Ai|+ |Bi| ⩽ |Ci|+ | Stab(Ci)|,

para todo i ∈ {1, .., n}. Como
n⋃

i=1

Ci = A+B, temos

|A+H|+ |B +H| =min {|Ci|+ Stab(Ci)}

⩽|A+B|+ | Stab(A+B)|

=|A+B|+ |H|
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pelo Lema 2.4.3. Pela Proposição 2.4.1, |A+H|, |B +H| e |A+ B| são múltiplos de |H|.

Isto posto, se |A+H|+ |B +H| < |A+B|+ |H|, então

|A|+ |B| ⩽ |A+H|+ |B +H| ⩽ |A+B|,

o que contradiz a hipótese deste teorema.

Portanto, |A+H|+ |B +H| = |A+B|+ |H|.

O próximo resultado nos diz o que acontece se retirarmos a hipótese de |A+B| <

|A|+ |B|.

Teorema 2.4.3. Sejam G um grupo abeliano e A,B ⊂ G não vazios e finitos. Se

H = Stab(A+B), então

|A+B| ⩾ |A+H|+ |B +H| − |H|.

Demonstração. Considere os subconjuntos de G como na hipótese deste teorema. Vamos

separar em casos:

1. Caso em que |(A+H) + (B+H)| ⩾ |A+H|+ |B+H|: Neste caso, nada há a fazer,

pois
|A+B| =|(A+H) + (B +H)|

⩾|A+H|+ |B +H|

⩾|A+H|+ |B +H| − |H|.

2. Caso em que |(A + H) + (B + H)| < |A + H| + |B + H|: Neste caso, como

H = Stab(A+ B) = Stab((A+H) + (B +H)), podemos aplicar o Teorema 2.4.2

para os subconjuntos A+H e B +H de G e obter

|A+B| = |(A+H) + (B +H)| = |A+H|+ |B +H| − |H|.

Portanto, o resultado é válido.

Por fim, buscamos uma generalização do resultado anterior.

Corolário 2.4.2. Sejam n ⩾ 2, A1, ..., An subconjuntos não vazios e finitos de um grupo

abeliano G e H = Stab(A1 + ...+ An). Então

|A1 + ...+ An| ⩾ |A1|+ ...+ |An| − (n− 1)|H|.

Demonstração. Vamos fazer a demonstração por indução sobre n. O caso n = 2 basta

recorrer ao teorema anterior. Suponha n ⩾ 3 e que o resultado seja válido para n − 1.
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Considere H ′ = Stab(A1 + ...+ An−1). Perceba que H ′ ⊂ H. Pela hipótese de indução,

temos
|A1 + · · ·+ An| ⩾|A1 + · · ·+ An−1|+ |An| − |H|

⩾|A1|+ · · ·+ |An−1| − (n− 2)|H ′|+ |An| − |H|

⩾|A1|+ · · ·+ |An−1|+ |An| − (n− 1)|H|.

ou seja, vale para n, e portanto, está demonstrado este corolário.

2.5 Subgrupos de Índice Três em um Corpo

Esta seção será destinada a provar um resultado importante utilizado no estudo

das sequências sobre Zp que admitam soma-zero com peso em U(p)3, em que

U(p)3 = {x3 : x ∈ U(p)}

e U(p) é o grupo multiplicativo das unidades de Zp. Primeiramente, vamos provar uma

série de resultados sobre subgrupos de índice três. Tais resultados podem ser encontrados

também em [10].

Seja F um corpo e considere um grupo multiplicativo G ⊂ F ∗ de índice n. Então,

xn ∈ G, para todo x ∈ F ∗. Para simplificar a notação, vamos considerar P =
∑
G como o

conjunto-soma G+ ...+G, com m parcelas. Note que P satisfaz: P +P ⊂ P e P ·P ⊂ P .

Além disso, se 0 ̸= x ∈ P , então x−1 ∈ P , visto que x−1 = xn−1 (x−1)
n.

Lema 2.5.1. Suponha −1 ∈ P =
∑
G. Então P é um subcorpo de F . Além disso,

1. Se F é infinito, então P = F ;

2. Se F é finito, com [F : P ] = d e |P | = q, então

[F ∗ : P ∗] =
qd − 1

q − 1
.

Demonstração. Como −1 ∈ P =
∑
G, então P também é fechado para a subtração,

donde se torna um subcorpo de F . Além disso,

1. Suponha, por absurdo, que P ≠ F . Daí, existe α ∈ F tal que α /∈ P . Note que,

para cada a ∈ P , as classes laterais (a + α)P ∗ são todas distintas. De fato, se

(a+ α)P ∗ = (b+ α)P ∗, com a, b ∈ P , então existe c ∈ P ∗ tais que a+ α = (b+ α)c.

Equivalentemente, a− bc = (c− 1)α. Caso c ̸= 1, teríamos

α =
a− bc

c− 1
∈ P,

o que é uma contradição. Logo, c = 1 e a = b. Com isso,
∣
∣
∣
∣

F ∗

P ∗

∣
∣
∣
∣
⩾ |P |. (2.9)
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Além disso, por G ⊂ P ∗, temos
∣
∣
∣
∣

F ∗

G

∣
∣
∣
∣
⩾

∣
∣
∣
∣

F ∗

P ∗

∣
∣
∣
∣

e |P | ⩾ |G|. (2.10)

Pelas Desigualdades (2.9) e (2.10), segue que

n =

∣
∣
∣
∣

F ∗

G

∣
∣
∣
∣
⩾

∣
∣
∣
∣

F ∗

P ∗

∣
∣
∣
∣
⩾ |P | ⩾ |G|.

Assim, |G| é finito e, consequentemente, |F ∗| também o é. Mas, isso contraria a

hipótese deste lema. Logo, P = F .

2. Sabemos que |F | = |P |[F :P ] = qd. Como |F | é finito, temos então

[F ∗ : P ∗] =
|F ∗|

|P ∗|
=
qd − 1

q − 1
.

A partir de agora vamos assumir que G é um subgrupo de F ∗ de índice três. Dessa

forma, F ∗3 ⊂ G, senão extrapolaríamos a quantidade de classes laterais distintas de G em

F ∗. Em particular, −1 ∈ G. O próximo lema nos fornece uma propriedade importante

dos subgrupos próprios de G.

Lema 2.5.2. Seja G um subgrupo de índice três em F ∗. Se H ⊂ G é um subgrupo próprio

de G, então existe g ∈ G tal que 1− g /∈ G e g /∈ H.

Demonstração. Primeiramente vamos encontrar g ∈ G, g ≠ 1, tal que 1 − g /∈ G. Se

G+G ⊂ G ∪ {0}, então G ∪ {0} é fechado para a adição. Se F é infinito, o Lema 2.5.1

garante que F ∗ = G, o que contraria nossa hipótese. Se F é finito, novamente pelo Lema

2.5.1, temos

3 =
qd − 1

q − 1
e d ∈ {1, 2, 3}, isto é, |F | = 4 e |G| = 1,

o que é um absurdo, pois G não admitiria subgrupo próprio. Assim, existem a, b ∈ G tais

que a + b /∈ G ∪ {0}. Defina g = −a−1b. Note que g ̸= 1, senão a + b = 0, o que é um

absurdo. Além disso, 1− g /∈ G, senão existiria g′ ∈ G tal que 1 + a−1b = g′. Neste caso,

a+ b = ag′ ∈ G, o que é um absurdo. Sendo assim, vamos fixar tal g ∈ G.

Suponha que a conclusão deste lema seja falsa, ou seja, para todo g ∈ G, temos

1 − g ∈ G ou g ∈ H. Considere c ∈ G\H. Como c /∈ H, então 1 − c ∈ G. Ainda mais,

g ∈ H, pois 1− g /∈ G. Com isso, concluímos que cg /∈ H e, consequentemente, 1− cg ∈ G.

Note que (1− c)− (1− cg) = −c(1− g) /∈ G, senão 1− g ∈ G. Então,

x =
1− cg

1− c
∈ G
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e satisfaz 1−x /∈ G, donde x ∈ H. Além disso, x ≠ g, pois g ̸= 1. Dessa forma, se |H| = n,

temos n− 1 possibilidades para x, já que g ∈ H e o mesmo acontece com c, uma vez que

c =
x− 1

x− g
.

Como c ∈ G\H é qualquer, temos |G\H| ⩽ n− 1 e, por isso,

|G| ⩽ n+ n− 1 = 2|H| − 1 < 2|H|.

Daí, G = H, pois teríamos
|G|

|H|
= 1, ou seja G = H, o que é um absurdo. Portanto, o

resultado é válido.

Lema 2.5.3. Sejam F e G como acima. Suponha que as três classes laterais sejam G,

aG e a2G. Se |F | > 7, então aG ∪ a2G ⊂ G+G.

Demonstração. Pelo Lema 2.5.2, existe g ∈ G tal que 1− g /∈ G e g2 ̸= 1. Assim, 1− g

e 1 + g são diferentes de zero. Escolha a ∈ F ∗ de tal forma que seu representante de

classe seja 1 − g. Daí, existe g′ ∈ G tal que a = (1 − g)g′ = g′ + (−gg′) ∈ G + G e,

consequentemente, aG ⊂ G+G. Suponha que a tese deste resultado seja falsa. Logo, a2G

não está contida em G+G. Assim, concluímos que a2G∩ (G+G) = ∅ e (aG+aG)∩G = ∅.

De fato, suponha que exista x ∈ (G + G) ∩ a2G. Então, existem g1, g2, g3 ∈ G tais que

x = g1 + g2 = a2g3. Dado h ∈ a2G, existe g4 ∈ G tal que h = a2g4. Logo,

h = a2g4 = a2g4
g3
g3

= (a2g3)
g4
g3

= (g1 + g2)
g4
g3

= g1
g4
g3

+ g2
g4
g3
.

Como g1
g4
g3
, g2

g4
g3

∈ G, segue que h ∈ G+G, o que é um absurdo, pois teríamos a2G ⊂ G+G.

Ou seja, a2G ∩ G + G = ∅. Note que a3 ∈ G e, por a2G ∩ (G + G) = ∅, segue que

G ∩ (aG+ aG) = ∅.

Como 1+ g ∈ G+G, então pelo que discutimos acima 1+ g /∈ a2G. Analogamente,

(1 + g)(1 − g) = 1 − g2 /∈ a2G. Pela escolha de a, segue que 1 + g /∈ aG, o que implica

que 1 + g ∈ G. Novamente pela escolha de a, temos 1 − g2 ∈ aG. Agora, vamos

analisar o elemento 2. Como 2 = 1 + 1 ∈ G + G, então 2 /∈ a2G. Se 2 ∈ aG, então

1 + g = (1 − g) + 2g ∈ G ∩ (aG + aG), o que já vimos que não acontece. Suponha

2 = 0. Neste caso, (1− g)2 = 1 + g2 ∈ a2G ∩ (G+G), já que (1− g)2 ∈ a2G pela escolha

de a e 1, g2 ∈ G. Mas, isso é uma contradição com o que vimos na primeira parte da

demonstração. Concluímos que 2 ∈ G.

Agora, vamos analisar o elemento 1 + g2. Como este elemento pertente a G+G,

então já eliminamos a possibilidade dele pertencer a a2G. Se 1 + g2 ∈ aG, então 1− g4 =

(1 + g2)(1− g2) ∈ (G+G) ∩ a2G, o que é uma contradição. De forma similar, supondo

1 + g2 ∈ G, temos (1 − g)2 = (1 + g2) − 2g ∈ a2G ∩ (G + G), o que também é uma

contradição. Por fim, se 1 + g2 = 0, então −2g = (1− g)2 ∈ a2G, pela escolha de a, o que
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nos traz outra contradição. Dessa forma, todas as possibilidade de 1 + g2 estão eliminadas.

Portanto, o resultado está demonstrado por redução ao absurdo.

Lema 2.5.4. Se |F | > 16, então G ⊂ G+G.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que G não esteja contido em G + G. Por con-

sequência, (G+G)∩G = ∅. De fato, se (G+G)∩G ̸= ∅, existiria x ∈ G tal que x ∈ G+G,

isto é, x = g1 + g2, com g1, g2 ∈ G. Assim, dado z ∈ G, temos

z = z
x

x
=
z

x
x =

z

x
(g1 + g2) =

z

x
g1 +

z

x
g2 ∈ G+G,

o que é uma contradição com a nossa suposição de que G não está contido em G + G.

Pelo Lema 2.5.2, existe g ∈ G tal que 1 − g /∈ G e g4 ̸= 1. Dessa forma, 1 − g, 1 + g,

1 − g2 e 1 + g2 são diferentes de zero. Seja a = 1 − g /∈ G. Pela nossa suposição, como

1 + g ∈ G + G, temos 1 + g /∈ G, donde 1 − g2 = (1 − g)(1 + g) /∈ G e isso implica que

1+ g /∈ a2G, ou seja, 1+ g ∈ aG. De forma similar, como 1+ g2 ∈ G+G, então 1+ g2 /∈ G.

Agora, vejamos que 1− g2 ∈ a2G. De fato, já vimos que 1− g2 é não nulo e não pertence

a G. Supondo que 1− g2 ∈ aG, concluímos, pela escolha do elemento a, que 1 + g ∈ G,

pois a3 ∈ G, o que é um absurdo pelo que já vimos. Concluímos que 1− g2 ∈ a2G. Como

(1 + g2)(1− g2) = 1− g4 ∈ G+G, segue que (1 + g2)(1− g2) /∈ G. Vamos verificar que

1+ g2 ∈ a2G. De fato, como 1+ g2 ̸= 0 e 1+ g2 /∈ G, se 1+ g2 /∈ a2G, a única possibilidade

é que 1+ g2 ∈ aG. Note que, por 1− g2 ∈ a2G, teríamos (1+ g2)(1− g2) ∈ G, pois a3 ∈ G.

Porém, já vimos que (1+g2)(1−g2) /∈ G. Logo, temos 1+g2 ∈ a2G. Agora, vamos analisar

o que acontece com o elemento 2. Como 2 = 1 + 1 ∈ G+G, então 2 /∈ G. Também temos

2 = (1 + g) + (1− g) ∈ aG+ aG, pelo que já vimos. Assim, 2 /∈ aG, uma vez que G não

intercepta G+G. Ainda é verdade que 2 /∈ a2G, pois 2 = (1− g2) + (1 + g2) ∈ a2G+ a2G.

Logo, se a característica de F for diferente de 2, temos uma contradição, pois o elemento

2 ∈ F não seria 0, excluindo todas as suas possibilidades.

Suponha que a característica de F seja 2. Como |F | > 16, o Lema 2.5.2 garante

que existe h ∈ G tal que 1 − h /∈ G e h5 ≠ 1. Considere a = 1 + h. Como a ∈ G + G,

então a /∈ G, já que G e G+G não possuem interseção. Assim, podemos considerar as

classes laterais como anteriormente. Como a3 = (1+ h)3 ∈ G, segue que (1 + h)4 ∈ aG, ou

seja, (1 + h)(1 + h+ h2 + h3) = 1+ h4 = (1+ h)4 ∈ aG, o que fornece 1 + h+ h2 + h3 ∈ G.

Além disso, 1 + h3 ̸= 0, senão h(1 + h) = h+ h2 ∈ G, o que é uma contradição pelo fato

de G e G+G não terem interseção. Como (1 + h+ h2)(1 + h) = 1 + h3 ∈ G+G, então

(1 + h+ h2)(1 + h) = 1 + h3 /∈ G, o que nos fornece 0 ̸= 1 + h+ h2 /∈ a2G. Similarmente,

1 + h + h2 = (1 + h)3 + h3 /∈ G, logo 1 + h + h2 ∈ aG. Seja x = 1 + h + h2 + h3 + h4.

Então, x(1 + h) = 1 + h5 ∈ G+G, ou seja, x(1 + h) /∈ G. Dessa forma, x /∈ a2G. Além

disso, x = (1 + h+ h2 + h3) + h4 ∈ G+G, ou seja, x /∈ G. Mais ainda, x ≠ 0. De fato, se

x = 0, então

h+ h2 + h3 + h4 = 1 ⇒ h2 + h3 + h4 + h5 = h⇒ h+ h2 + h3 + h4 = h5.
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Como h+ h2 + h3 + h4 = 1, teríamos h5 = 1, o que é um absurdo. Logo, x ̸= 0. Por fim,

note que x = (1 + h) + h2(1 + h+ h2) ∈ aG+ aG, já que (1 + h) ∈ aG e 1 + h+ h2 ∈ aG.

Entretanto, por G e G+G não terem interseção, segue que aG não tem interseção com

aG+ aG. Logo, x /∈ aG. Com isso, excluímos todas as possibilidades para o x, o que é

um absurdo. Portanto, temos a veracidade deste resultado.

Teorema 2.5.1. Seja F um corpo com |F | ≠ 4, 7, 13, 16. Suponha G subgrupo de índice 3

em F ∗. Então, G+G = F .

Demonstração. Com o Lema 2.5.3 e o Lema 2.5.4, concluímos que G ⊂ G+G e aG∪a2G ⊂

G+G, quando |F | > 16. Logo, F ∗ = G ∪ aG ∪ a2G ⊂ G+G. Como G+G ⊂ F , segue

que F = G+G, quando |F | > 16. Note que os casos em que |F | ⩽ 16, não precisamos nos

preocupar. De fato, como F ∗ admite um subgrupo G de índice três, então |F | ≡ 1 (mod 3),

ou seja, |F | ∈ {4, 7, 13, 16}, o que não é possível, pelas hipóteses deste teorema.

Teorema 2.5.2. Seja F um corpo finito com |F | = q e q ̸= 4, 7. Suponha G subgrupo de

índice 3 em F ∗. Se a ∈ G+G, a /∈ G
⋃
{0}, então G+ aG = F ∗.

Demonstração. Primeiramente, note que G + aG ⊂ F , dado que F é corpo. Vamos

mostrar que 0 /∈ G+ aG. De fato, se 0 ∈ G+ aG, existem g1, g2 ∈ G tais que 0 = g1 + ag2.

Mas, isso fornece que a = −
g1
g2

∈ G, o que contradiz a hipótese deste teorema. Logo,

G+ aG ⊂ F ∗. Agora. vamos provar a inclusão contrária. Note que G ⊂ G+ aG. De fato,

como a ∈ G+G, existem g, h ∈ G tais que a = g+ h. Dessa forma, g = −h+ a ∈ G+ aG,

logo G ⊂ G+aG. Se |F | ≠ 4, 7, o Lema 2.5.3 nos garante que podemos escrever a2 = x+y,

em que x, y ∈ G. Daí, ax = a3−ay ∈ G+aG, donde aG ⊂ G+aG. Por fim, falta mostrar

que a2G ⊂ G+ aG. Seja W = {g − 1 : 1 ̸= g ∈ G}. Como G é uma classe lateral e tem

índice três em F ∗, segue que |G| =
q − 1

3
. Concluímos então que W possui exatamente

q − 1

3
− 1 =

q − 4

3
elementos. Considere também os conjuntos W−1 = {w−1 : w ∈ W} e

V = G ∪W ∪W−1. Note

|V | =|G|+ |W |+ |W−1| − |G ∩W ∩W−1|

=
q − 1

3
+
q − 4

3
+
q − 4

3
− |G ∩W ∩W−1|

⩽q − 3.

Assim, existe δ ∈ F ∗ tal que δ /∈ V . Daí, δ não está em G. Analogamente, δ /∈ W , donde

δ−1 /∈ W . Suponha que 1+ δ ∈ G, ou seja, existe g ∈ G tal que 1+ δ = g. Entretanto, isso

nos fornece δ ∈ W , o que é um absurdo. Logo, 1 + δ /∈ G. Similarmente, 1 + δ−1 /∈ G. De

forma imediata, concluímos que 1 + δ /∈ δG, senão teríamos uma contradição com o fato

de que 1 + δ−1 /∈ G. Ou seja, 1 + δ /∈ G ∪ δG, forçando 1 + δ ∈ δ2G. Logo, δ2G ⊂ G+ δG

e, consequentemente, δG ⊂ G + δ2G. Por se tratar de classes laterais, segue que aG é

igual a δG ou δ2G. Se aG = δ2G, então a2G = δG e a2G ⊂ G+ aG. Se aG = δG, então
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a2G = δ2G e a2G ⊂ G+ aG. De qualquer forma, a2G ⊂ G+ aG, como queríamos. Com

isso, concluímos a inclusão contrária, visto que F ∗ = G ∪ aG ∪ a2G ⊂ G+ aG. Portanto,

este teorema está devidamente demonstrado.
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3 Constante de Davenport com peso

Neste capítulo, vamos focar no estudo da constante de Davenport com peso, uma

generalização da clássica constante de Davenport, que é um conceito fundamental na

teoria aditiva de grupos. A constante de Davenport, denotada por D(G), representa o

menor inteiro k tal que toda sequência de k elementos em um grupo finito G possua uma

subsequência de soma-zero. Ao longo dos anos, diversas variações dessa constante foram

exploradas, e uma delas envolve a adição de pesos aos elementos da sequência, focando em

subsequências de soma-zero tanto gerais quanto consecutivas. Neste capítulo utilizamos

resultados que podem ser encontrados em [12].

3.1 Introdução

Definição 3.1.1. Seja (G,+) um grupo finito. Uma sequência S = (x1, . . . , xl) é chamada

sequência de soma-zero quando x1 + x2 + · · ·+ xl = 0, em que 0 é o elemento neutro do

grupo G.

Teorema 3.1.1. Seja (G,+) um grupo finito, com |G| = n e k ≥ n. Se S = (x1, ..., xk) é

uma sequência sobre G de tamanho k, existem i, j ∈ {1, ..., k} tal que i ≤ j e

xi + xi+1 + · · ·+ xj = 0.

Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre G de tamanho k e defina

yi = x1 + x2 + · · ·+ xi, para cada i ∈ {1, ..., k}. Se yi = 0 para algum i ∈ {1, ..., k}, então

o resultado é válido. Agora, suponha yi ≠ 0, ∀i ∈ {1, ..., k}. Como k ≥ n, pelo Princípio

da Casa dos Pombos, existem i, j ∈ {1, ..., k}, com i < j, tais que yi = yj. Dessa forma,

−yi + yj = 0, ou seja,

0 = −yi + yj = −xi − xi−1 − · · · − x1 + x1 + x2 + · · ·+ xj = xi+1 + · · ·+ xj.

A partir daqui, sempre que escrevermos sobre subsequência, subentende-se que seja

uma subsequência não vazia da sequência original.

Definição 3.1.2. Para um grupo abeliano finito G, a constante (consecutiva) de Davenport,

denotada por D(G) (C(G)), é definida como o menor inteiro k tal que toda sequência em

G de k elementos admite uma subsequência (de termos consecutivos) de soma-zero.
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Com o Teorema 3.1.1, temos C(G) ⩽ |G|, para todo grupo finito G. Além disso,

D(G) ⩽ C(G). Logo, essas constantes existem para qualquer grupo abeliano finito G.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1.1. Seja G = Z6 o grupo aditivo dos inteiros módulo 6. Vamos calcular as

constantes de Davenport de G. Considere a sequência S = (1, 1, 1, 1, 1) sobre Z6 de tamanho

5. Note que tal sequência não admite subsequência de soma-zero, logo C(G) ⩾ D(G) ⩾ 6.

Dessa forma, 6 ⩽ D(G) ⩽ C(G) ⩽ 6, pelo Teorema 3.1.1. Portanto, D(G) = C(G) = 6 =

|G|.

O exemplo acima ilustra que a constante de Davenport coincide com a ordem do

grupo. Veremos mais a frente que o mesmo ocorre para todos os grupos cíclicos.

Para o restante da seção, R será considerado um anel com unidade e A um

subconjunto não vazio de R.

Definição 3.1.3. Dado um R-módulo M e A subconjunto de R não vazio, uma sequência

S = (x1, ..., xk) sobre M é chamada sequência de soma-zero com peso em A se para cada

i ∈ {1, ..., k}, existem ai ∈ A tais que

a1x1 + · · ·+ akxk = 0.

Quando A = {1}, uma sequência de soma-zero com peso em A é chamada simples-

mente de sequência de soma-zero.

Definição 3.1.4. Sejam M um R-módulo finito e A ⊂ R não vazio. A constante de

Davenport de M com peso em A, DA(M), é definida como o menor inteiro positivo k tal

que qualquer sequência sobre M de tamanho k admite uma subsequência de soma-zero com

peso em A.

Observação 3.1.1. Pelo Teorema 3.1.1, notamos que em um grupo abeliano finito (G,+),

sempre conseguimos uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero.

Isso motiva a seguinte definição:

Definição 3.1.5. Sejam M um R-módulo finito e A ⊂ R não vazio. A constante

consecutiva de Davenport de M com peso em A, CA(M), é definida como o menor inteiro

positivo k tal que qualquer sequência sobre M de tamanho k admite uma subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

Observação 3.1.2. Sejam M um R-módulo finito e A ⊂ R não vazio. As constantes

DA(M) e CA(M) existem.
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Demonstração. Sejam M um R-módulo finito, com |M | = n, e A ⊂ R não vazio. Dado

uma sequência S = (x1, ..., xn) sobre M de tamanho |M |, de forma similar ao Teorema

3.1.1, conseguimos encontrar uma subsequência de termos consecutivos T de S de soma-

zero. Ou seja, existem i, j ∈ {1, ..., n}, com i < j, tais que T = (xi, xi+1, ..., xj) e

xi + xi+1 + · · ·+ xj = 0. Note que se multiplicarmos a equação anterior por um elemento

a ∈ A qualquer, teremos que T é uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A. De fato,

axi + axi+1 + · · ·+ axj = a(xi + xi+1 + · · ·+ xj) = a · 0 = 0.

Dessa forma, para qualquer A ⊂ R não vazio, temos CA(M) ≤ |M |. Além disso, para

qualquer A ⊂ R não vazio, temos DA(M) ≤ CA(M). Portanto, as constantes CA(M) e

DA(M) existem.

Quando A = {1}, denotamos CA(M) e DA(M) por C(M) e D(M), respectivamente.

Além disso, vamos considerar o anel Zn como um Zn-módulo e A ⊂ Zn. Para simplificar

as notações, denotaremos CA(Zn) e DA(Zn) por CA(n) e DA(n), respectivamente.

Para o resultado abaixo, vamos considerar o grupo G como um Z-módulo.

Corolário 3.1.2. Se G é um grupo cíclico finito, então D(G) = C(G) = |G|.

Demonstração. Seja G um grupo cíclico finito, com |G| = n. Se n = 1, então G = {0} e o

resultado é válido, pois a única sequência possível é a sequência de tamanho 1 formada

pelo elemento neutro do grupo G. Suponha n ⩾ 2. Pelo Teorema 3.1.1, temos C(G) ⩽ |G|.

Dessa forma, D(G) ⩽ C(G) ⩽ |G|. Agora, basta mostrar D(G) ≥ n. Como G é um grupo

cíclico, existe g ∈ G tal que G = ⟨g⟩. Considere a sequência constante S = (g, ..., g) de

tamanho n− 1. Como a ordem do elemento g é n = |G|, então S não admite subsequência

de soma-zero, donde D(G) ≥ n. Portanto,

|G| ⩽ D(G) ⩽ C(G) ⩽ |G|,

ou seja, D(G) = C(G) = |G|.

Teorema 3.1.2. Para A = Zn\{0}, temos DA(n) = CA(n) = 2.

Demonstração. Como A = Zn\{0}, então se considerarmos a sequência unitária formada

pelo elemento 1 ∈ Zn, não existe a ∈ Zn\{0} tal que a · 1 = 0. Daí, CA(n) ⩾ DA(n) ⩾ 2.

Seja S = (x1, x2) uma sequência qualquer sobre Zn. Se x1 = 0 ou x2 = 0, então temos uma

subsequência de S de soma-zero com tamanho 1, ou seja, CA(n) ⩽ 2. Agora, se x1 ≠ 0 e

x2 ≠ 0, então tomando a1 = x2, a2 = −x1 ∈ A, temos a1x1 + a2x2 = 0. Logo, a sequência

S possui soma-zero com peso em A, ou seja, CA(n) ⩽ 2. Assim, em todos os casos, temos

2 ⩾ CA(n) ⩾ DA(n) ⩾ 2, o que termina a demonstração.
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Para j ⩾ 1, definimos U(n)j = {xj : x ∈ U(n)}, em que

U(n) = {x ∈ Zn : (x, n) = 1}.

Observação 3.1.3. Pelo Teorema 3.1.2, se p é um número primo, temos DU(p)(p) =

CU(p)(p) = 2.

Se n = p1p2 . . . pk, em que pi é um número primo para cada i ∈ {1, ..., k}, definimos

Ω(n) = k. Além disso, para um divisor m de n, definimos o homomorfismo canônico

fn,m : Zn −→ Zm

tal que f(a+ nZ) = a+mZ. Ao considerar a soma

a1x1 + · · ·+ asxs, x1, ..., xs ∈ Zn e a1, ..., as ∈ Z,

a ação do homomorfismo na soma acima resulta em

a1fn,m(x1) + · · ·+ asfn,m(xs),

pois cada aixi, i ∈ {1, ..., s}, é visto como xi + · · ·+ xi, em que a soma é feita ai vezes.

Observação 3.1.4. Seja A ⊆ Zm − {0} e m ∈ N dado. Considere a sequência

(1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m−1

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m−1

, 1, 0, . . .),

em Zn de tamanho arbitrário. Essa sequência não possui subsequência consecutiva de

soma-zero de tamanho m, ou seja, não podemos prescrever CA(G).

3.2 Caso A = U(p)2, em que p é um número primo

Sejam p um número primo e A = U(p)2. Note que A = Im(ϕ), em que ϕ : U(p) →

U(p) é definida por ϕ(x) = x2. Além disso, o único elemento de ordem 2 no grupo

multiplicativo U(p) = Zp é p− 1. De fato, se p− i ∈ U(p), então

1 = (p− i)2 ⇔ 1 = p2 − 2pi+ i = i,

ou seja, a classe i em Zp deve ser a mesma classe do 1 em Zp para que tenhamos um

elemento de ordem 2. Logo, o único elemento de ordem 2 em U(p) é p− 1. Ainda temos

12 = 1. Com isso, ker(ϕ) = {−1, 1}. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

U(p)

{−1, 1}
∼= Imψ = U(p)2 ⇒

∣
∣U(p)2

∣
∣ =

p− 1

2
.

Teorema 3.2.1. Para um primo p, temos DU(p)2(p) = CU(p)2(p) = 3 quando p ≠ 2 e

DU(2)2(2) = CU(2)2(2) = 2.
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Demonstração. Quando p = 2 ou p = 3, temos U(p)2 = {1}, pois

U(2)2 =
{
x2 | x ∈ U(2)

}
=
{
12
}
= {1} e U(3)2 =

{
x2 | x ∈ U(3)

}
=
{
12, 22

}
= {1}.

Como Zp é cílico, DU(3)2(3) = CU(3)2(3) = 3 e DU(2)2(2) = CU(2)2(2) = 2, pelo

Corolário 3.1.2. Para p = 5, temos

U(5)2 =
{
x2 | x ∈ U(5)

}
= {1, 4, 9, 16} = {1, 4} = {−1, 1}.

Suponha S = (x, y, z) uma sequência sobre Z5 e considere o conjunto {x± y,−x±

y,±z}. Como este conjunto possui seis elementos de Z5, então pelo menos dois elementos

deste conjunto são iguais. Daí, conseguimos uma subsequência de termos consecutivos de

soma-zero e peso em Q5. Sendo assim, DU(5)2(5) ⩽ CU(5)2(5) ⩽ 3.

Para um primo p ⩾ 7, seja S = (x, y, z) uma sequência sobre Zp. Se algum termo

da sequência é zero, temos uma subsequência de soma-zero com peso em Qp de tamanho

1. Suponha que os elementos de S são não nulos. Para w ∈ Zp, considere a classe lateral

U(p)2w = {aw : a ∈ U(p)2}. Assim,

∣
∣U(p)2x

∣
∣ =

∣
∣U(p)2y

∣
∣ =

∣
∣U(p)2z

∣
∣ =

∣
∣U(p)2

∣
∣ =

p− 1

2
.

Note:
∣
∣U(p)2x

∣
∣+
∣
∣U(p)2y

∣
∣+
∣
∣U(p)2z

∣
∣− 2 =

(3p− 3)

2
− 2 =

3p− 7

2
⩾ p,

pois p ⩾ 7. Como |U(p)2x+ U(p)2y + U(p)2z| ⩽ p, pelo Corolário 2.3.1, temos

U(p)2x+ U(p)2y + U(p)2z = Zp.

Então, existem a1, a2, a3 ∈ U(p)2 tais que a1x + a2y + a3z = 0. Dessa forma, S é uma

sequência sobre Zp de soma-zero com peso em U(p)2. Logo, DU(p)2(p) ⩽ CU(p)2(p) ⩽ 3.

Agora, vamos mostrar que DU(p)2(p) ⩾ 3, para p ⩾ 5 primo. Considere x ∈

U(p)\U(p)2. Vamos verificar que (−1, x) é uma sequência sobre Zp que não admite uma

subsequência de soma-zero com peso em U(p)2. De fato, 0 /∈ U(p)2 e x,−1 são não nulos,

logo não existe uma subsequência de tamanho 1 de soma-zero com peso em U(p)2. Agora,

suponha que existam a, b ∈ U(p)2 tais que ax+ b(−1) = 0. Daí, x = a−1 · b. Como U(p)2

é um subgrupo de U(p) e a ∈ U(p)2, então a−1 ∈ U(p)2. Sendo assim, a−1 · b ∈ U(p)2 o

que contradiz o fato de x ∈ U(p)\U(p)2. Logo, DU(p)2(p) ⩾ 3, para p ⩾ 5 primo.

Portanto, reunindo todas as informações, temos

3 ⩽ DU(p)2(p) ⩽ CU(p)2(p) ⩽ 3,

ou seja, DU(p)2(p) = CU(p)2(p) = 3, para p ⩾ 5 primo, o que finaliza a demonstração.
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3.3 Caso A = U(p)3, em que p é um número primo

Quando p ̸≡ 1 (mod 3), não existe elemento de ordem três em U(p). De fato,

se existisse elemento de ordem três em U(p), então existiria um subgrupo de U(p) de

ordem três, o que contradiz o fato de p ̸≡ 1 (mod 3), pelo Teorema de Lagrange. Daí,

o núcleo de ψ é trivial, em que ψ : U(p) → U(p) é definida por ψ(x) = x3. Pelo

Primeiro Teorema do Isomorfismo, U(p)3 = U(p). Neste caso, pelo Teorema 3.1.2, temos

DU(p)3(p) = CU(p)3(p) = 2.

Quando p ≡ 1 (mod 3), existe um elemento c de ordem três em U(p), pelo Lema de

Cauchy. Então, o núcleo de ψ é o subgupo cíclico ⟨c⟩ = Kerψ. Note que U(p)3 = Im(ψ).

Assim, pelo Teorema de Lagrange, U(p)3 é um subgrupo de índice três em U(p).

Lema 3.3.1. Seja p um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3) e p ̸= 7, 13. Suponha que S

seja uma sequência sobre Zp tal que pelo menos três elementos estão em U(p). Então, S é

uma sequência de soma-zero com peso em U(p)3.

Demonstração. Seja S uma sequência sobre Zp e x, y, z elementos de S que estão em U(p).

Tome w como a soma dos termos restantes de S, caso existam. A equação zX3 = w

possui no máximo três raízes em Zp. Como existem pelo menos quatro elementos em

U(p) quando p > 5, podemos encontrar t ∈ U(p) tal que zt3 ≠ w. Assim, se z′ = w − zt3,

temos z′ ̸= 0. Note que, se existirem a, b, c ∈ U(p)3 tais que ax+ by + c(−t3)z + cw = 0,

então S é uma sequência de soma-zero com peso em U(p)3, pois por −1, t3 ∈ U(p)3, temos

−t3 ∈ U(p)3. Dessa forma, é suficiente mostrar que S ′ = (x, y, z′) é uma sequência de

soma-zero com peso em U(p)3. Para qualquer c ∈ U(p), a sequência (cx, cy, cz′) é uma

sequência de soma-zero com peso em U(p)3 se, e somente se, (x, y, z′) também o é. Como

c ∈ U(p) é qualquer, pelo automorfismo ψ : U(p) → U(p) definido por ψ(v) = cv, podemos

escolher c de forma que cx ∈ U(p)3, caso x /∈ U(p)3. Logo, podemos assumir x ∈ U(p)3.

Agora, note que |Zp| = p /∈ {7, 13}, e além disso, p /∈ {4, 16}, pois p é um número primo.

Dessa forma, como U(p)3 tem índice 3 em U(p) = Z∗
p, as hipóteses do Teorema 2.5.1 estão

verificadas, logo U(p)3 + U(p)3 = Zp. Temos duas possibilidades:

1. Se y ∈ U(p)3, então U(p)3y = U(p)3 e, por U(p)3 + U(p)3 = Zp, temos que

−z′ ∈ U(p)3 + U(p)3 = U(p)3 + U(p)3y, pois −z′ ∈ Zp.

2. Se y /∈ U(p)3, então y /∈ U(p)3 ∪ {0}, pois y é uma unidade de Zp. Como y ∈ Zp

e U(p)3 + U(p)3 = Zp, então y ∈ U(p)3 + U(p)3. Pelo Teorema 2.5.2, temos

U(p)3 + yU(p)3 = U(p). Como z′ ̸= 0, então −z ∈ U(p) = U(p)3 + U(p)3y.

Em ambos os casos, −z ∈ U(p) = U(p)3+U(p)3y. Como x ∈ U(p)3, temos U(p)3 = U(p)3x.

Dessa forma, −z′ ∈ U(p)3x+U(p)3y, ou seja, existem a, b ∈ U(p)3 tais que −z′ = ax+ by.
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Daí,

ax+ by + w − zt3 = 0,

isto é, S ′ é uma sequência de soma-zero com peso em U(p)3. Pela discussão feita anterior-

mente, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(p)3.

Observação 3.3.1. O Lema 3.3.1 não é válido para p = 7 e p = 13. Note que U(7)3 =

{±1} e U(13)3 = {±1,±5}. Considere a sequência (1, 1, 1) sobre Zp. É claro que pelo

menos 3 elementos dessa sequência são unidades, pois 1 ∈ U(p). Agora, basta notar que

não existem a1, b1, c1 ∈ U(7)3 ou a2, b2, c2 ∈ U(13)3 tais que

a1 · 1 + b1 · 1 + c1 · 1 = 0

ou

a2 · 1 + b2 · 1 + c2 · 1 = 0.

Teorema 3.3.1. Se p é um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3), temos DU(p)3(p) ⩾ 3.

Mais ainda, se p ̸= 7, DU(p)3(p) = CU(p)3(p) = 3.

Demonstração. Seja x ∈ U(p)\U(p)3 com p um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3). A

sequência (−1, x) não admite uma subsequência de soma-zero com peso em U(p)3. De fato,

Zp é corpo e, em particular, um domínio. Logo, não existe a ∈ U(p)3 tal que a(−1) = 0 ou

ax = 0, visto que a, x são não nulos. Agora, se (−1, x) fosse uma sequência de soma-zero

com peso em U(p)3, existiriam a, b ∈ U(p)3 tais que a(−1)+bx = 0, ou seja, bx = a. Como

U(p)3 é subgrupo de U(p) e b ∈ U(p)3, existe b−1 ∈ U(p)3. Daí, x = b−1a. Além disso,

a ∈ U(p)3 e, consequentemente, x = b−1a ∈ U(p)3 o que é falso, pois x ∈ U(p)\U(p)3.

Logo, DU(p)3(p) ⩾ 3.

Para a segunda parte, seja S = (x, y, z) uma sequência sobre Zp, com p /∈ {7, 13}.

Queremos mostrar que S possui subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em U(p)3. Podemos assumir x, y, z ∈ U(p), pois U(p) = Z∗
p e, se x, y, z /∈ U(p), então

x, y, z são nulos, o que geraria uma subsequência de soma-zero e tamanho um com peso em

U(p)3. Como p ≡ 1 (mod 3) e p ̸= 7, pelo Lema 3.3.1, S é uma sequência de soma-zero com

peso em U(p)3, pois x, y, z ∈ U(p). Daí, CU(p)3(p) ⩽ 3. Como temosDU(p)3 ⩽ CU(p)3(p) ⩽ 3

e DU(p)3(p) ⩾ 3 como visto anteriormente, então DU(p)3 = CU(p)3(p) = 3.

Como 13 ≡ 1 (mod 3), pela primeira parte demonstrada neste Lema, temos

CU(p)3(p) ⩾ DU(p)3 ⩾ 3. Falta mostrar que CU(p)3(p) ⩽ 3. Seja S = (x, y, z) uma sequência

sobre Z13. Podemos assumir x, y, z ∈ U(13) e mais ainda, podemos supor x ∈ U(13)3 por

motivos já vistos anteriormente.

1. Suponha y ∈ U(13)3. Então, (x, y) é uma subsequência de soma-zero com peso em

U(13)3, pois yx− xy = 0 e y, x ∈ U(13)3. Então, CU(13)3(13) ⩽ 3.
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2. Suponha y ∈ B = U(13)\U(13)3. Como U(13)3 = {±1,±5}, então

B = {±2,±3,±4,±6}.

Note que qualquer elemento de B pode ser escrito como uma soma de um elemento de

U(13)3 com outro elemento de U(13)3, isto é, B ⊂ U(B)3+U(B)3. Como |Z13| ≠ 4, 7,

U(13)3 tem índice 3 em U(13), y ∈ B ⊂ U(13)3 + U(13)3 e y /∈ U(13)3
⋃
{0}, temos

U(13)3 + U(13)3y = U(13). Como x ∈ U(13)3, então U(13)3 = U(13)3x. Daí,

U(13) = U(13)3x+ U(13)3y. Como z ∈ U(13) e U(13) é um grupo multiplicativo,

−z ∈ U(13), pois −1 ∈ U(13). Daí, existem a, b ∈ U(13)3 tais que −z = ax+ by, ou

seja, ax+ by + z = 0. Logo, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(13)3.

Daí, CU(13)3(13) ⩽ 3.

Assim, DU(13)3(13) = CU(13)3 = 3.

Perceba que, até este momento, as constantes de Davenport se coincidiram. O

próximo resultado nos fornece um caso em que isso não é verdadeiro.

Lema 3.3.2. Temos DU(7)3(7) = 3 e CU(7)3(7) = 4.

Demonstração. Observe que U(7)3 = {13, 23, 33, 43, 53, 63} = {±1}. Seja S = (x, y, z) uma

sequência sobre Z7 de tamanho três. Queremos mostrar que S possui uma subsequência de

soma-zero com peso em {±1}. Podemos supor que x, y, z ∈ U(7), caso contrário, teremos

uma subsequência de S de soma-zero com peso em {±1} trivialmente. Se quaisquer dois

termos da sequência S são iguais a menos de sinal, então conseguimos uma subsequência de

S de soma-zero com peso em {±1}. Por outro lado, como U(7) = {±1,±2,±3}, a menos de

permutação ou troca de sinais, a sequência S é (1, 2, 3), que é uma sequência de soma-zero

em {±1}. Daí, D{±1}(7) ⩽ 3. Logo, segue do Teorema 3.3.1 que DU(7)3(7) = D{±1}(7) = 3.

Como a sequência (1, 3, 1) sobre Z7 não possui subsequência consecutiva de soma-

zero com peso em {±1}, então C{±1}(7) ⩾ 4. Considere S = (x, y, z, w) em Z7. Considere

a sequência (x+y, x−y,−x+y,−x−y, z+w, z−w,−z+w,−z−w) de tamanho oito sobre

Z7. Pelo Princípio da Casa dos Pombos, pelo menos dois termos dessa sequência são iguais,

donde conseguimos uma subsequência de termos consecutivos de S de soma-zero com peso

em {±1}. Então, C{±1}(7) ⩽ 4 e, consequentemente, CU(7)3(7) = C{±1}(7) = 4.

3.4 Caso A = U(n)

Lema 3.4.1. Sejam n = m1m2 e A,A1, A2 subconjuntos de Zn,Zm1 e Zm2, respectivamente.

Suponha fn,m1(A) ⊂ A1 e fn,m2(A) ⊂ A2. Então, CA(n) ⩾ CA1(m1)CA2(m2).
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Demonstração. Sejam CA1(m1) = κ e CA2(m2) = ℓ. Lembre-se que essas constantes

existem, pela Observação 3.1.2. Assuma que essas constantes, κ e ℓ, sejam pelo menos

2. Como CA1(m1) = κ, existe uma sequência S ′
1 = (x′1, ..., x

′
κ−1) sobre Zm1 de tamanho

κ− 1 que não admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A1.

Analogamente, como CA2(m2) = ℓ, existe uma sequência S ′
2 = (y′1, ..., y

′
ℓ−1) sobre Zm2 de

tamanho ℓ − 1 que não admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em A2.

Para cada i ∈ {1, ..., κ− 1}, sejam fn,m1(xi) = x′i e S1 = (m2x1, ...,m2xκ−1). Para

cada j ∈ {1, ..., ℓ − 1}, sejam fn,m2(yj) = y′j e S2 = (y1, ..., yℓ−1). Defina a sequência S

sobre Zn de tamanho (κ− 1)ℓ+ ℓ− 1 = κℓ− 1 como

(m2x1, ...,m2xκ−1, y1,m2x1, ...,m2xκ−1, y2,m2x1, ...,m2xκ−1, ..., yℓ−1,m2x1, ...,m2xκ−1).

Com o intuito de ficar mais claro o argumento, vamos renomear as entradas de

S como zi, i ∈ {1, ..., κℓ − 1}. Suponha que S possua uma subsequência T de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A e que T possua pelo menos um elemento de S2,

ou seja, existem,i, j ∈ {1, ..., κℓ− 1}, i < j, tais que

aizi + · · ·+ ajzj = 0, (3.1)

com ai, ..., aj ∈ A e pelo menos um zi sendo um elemento de S2. Dessa forma, aplicando o

epimorfismo fn,m2 na Equação (3.1), as parcelas que possuem termos de S1 serão iguais

a zero, visto que esses elementos são múltiplos de m2, restando somente as imagens dos

termos que possuem elementos da sequência S2. Daí, temos uma subsequência S3 de

termos consecutivos de S2 tal que a imagem de S3 por fn,m2 admite uma subsequência

de termos consecutivos de soma-zero com peso em A2, uma vez que fn,m2 ⊂ A2. Isso

não é possível, pela escolha de S ′
2. Então, T não possui termos de S2, isto é, T é uma

subsequência de S1.

Seja T ′ uma sequência sobre Zm1 tal que seus termos são obtidos dividindo os

termos de T por m2 e aplicando o epimorfismo fn,m1 . Pela discussão do parágrafo

acima, T = (m2xi, ...,m2xj), i, j ∈ {1, ..., κ − 1}. Daí T ′ = (fn,m1(xi), ..., fn,m1(xj)),

i, j ∈ {1, ..., κ−1}. Como T é uma subsequência de S de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A, então existem a′i, ..., a
′
j ∈ A, com i, j ∈ {1, ..., κ− 1} tais que

a′i(m2xi) + · · ·+ a′j(m2xj) = 0 ⇔ m2(a
′
ixi + · · ·+ a′jxj) = 0.

Como fn,m1 é homomorfismo de anéis, temos

fn,m1(m2)
[
fn,m1(a

′
i)fn,m1(xi) + · · ·+ fn,m1(a

′
j)fn,m1(xj)

]
= 0.

Daí,

fn,m1(a
′
i)fn,m1(xi) + · · ·+ fn,m1(a

′
j)fn,m1(xj) = 0.
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Como fn,m1(A) ⊂ A1, então T ′ é uma subsequência de S ′
1 de termos consecutivos de

soma-zero com peso em A1. Isso não pode ocorrer pela escolha de S ′
1. Então S não admite

subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como o tamanho de

S é κℓ− 1, temos CA(n) ⩾ κℓ.

Agora, se κ = ℓ = 1, temos a veracidade do resultado, pois CA(n) ⩾ 1. Suponha

que exatamente um deles seja igual a 1, digamos ℓ = 1 e k > 1. Como a sequência S1

definida anteriormente não admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em A, pois S não admite, então CA(n) ⩾ κ, o que prova este lema.

A próxima proposição será utilizada algumas vezes daqui em diante, então será

feita sua demonstração, com base no que foi feito no artigo [4]. Em particular, a fim de

ficar mais claro a ideia, usaremos a notação a+ nZ para denotar a classe de a ∈ Z em Zn.

Proposição 3.4.1. Observe que dados m,n ∈ N tais que m divide n, então

fn,m(U(n)) = U(m).

Mais ainda, fn,m(U(n)2) = U(m)2 e fn,m(U(n)3) = U(m)3.

Demonstração. Dado a + nZ ∈ U(n), devemos mostrar que mdc(a,m). De fato, se

mdc(a,m) ̸= 1, como m divide n, teríamos mdc(a, n) ̸= 1. Logo, mdc(a,m) = 1, donde

fn,m(a+ nZ) ∈ U(m). Daí, fn,m(U(n)) ⊂ U(m).

Por outro lado, dado a +mZ ∈ U(m), devemos mostrar que existe b + nZ ∈ Zn

tal que a +mZ = fn,m(b + nZ) = b +mZ. Isso é equivalente a mostrar que para todo

a ∈ Z tal que mdc(a,m) = 1, deve existir a+mx, com x ∈ Z tal que mdc(a+mx, n) = 1.

Se todos os divisores primos de n também dividem m, então mdc(a,m) = 1 implica em

mdc(a, n) = 1. Assim, basta tomar b = a. Agora, suponha que exista um primo p tal que

p | n, mas p ∤ m. Se a+mx ≡ 0 (mod p), para todo x ∈ Z, em particular, a+m(x+1) ≡ 0

(mod p). Porém, isso nos garante que a + mx ≡ a + m(x + 1) (mod p), o que é uma

contradição, pois p seria um divisor de m. Logo, existe x ∈ Z tal que a+mx não é divisível

por p. Replicando esta ideia para os outros possíveis primos que dividem n mas não m e

fazendo as trocas de a por a+mx e m por pm, respectivamente, encontramos o número

inteiro que satisfaça o nosso objetivo. Logo, U(m) ⊂ fn,m(U(n)).

Concluímos então que vale U(m) = fn,m(U(n)). Por fim, também é verdade que

fn,m(U(n)
2) = U(m)2 e fn,m(U(n)3) = U(m)3. Para verificar as afirmações, basta usar o

fato de fn,m ser um homomorfismo de grupos.

Corolário 3.4.1. Para n ∈ N qualquer, temos CU(n)(n) ⩾ 2Ω(n).

Demonstração. Para provar este corolário, usaremos indução sobre Ω(n).
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1. Para Ω(n) = 1, n é um número primo. Logo, Zn\{0} = U(n) e, pelo Teorema 3.1.2,

CU(n)(n) = 2. Assim, o resultado é válido para Ω(n) = 1.

2. Suponha, por hipótese de indução, que Ω(n) > 1 e que o resultado seja válido

para todo k ∈ N tal que Ω(k) < Ω(n), isto é, vale CU(k)(k) ⩾ 2Ω(k), toda vez

que Ω(k) < Ω(n). Como Ω(n) > 1, existem pelo menos dois números primos na

decomposição de n e não necessariamente distintos, então considere p um primo

divisor de n. Pela discussão anterior, considerando n′ =
n

p
, temos Ω(n′) ⩾ 1 e,

além disso, Ω(n′) = Ω(n)− 1 < Ω(n). Pela hipótese de indução, CU(n′)(n
′) ⩾ 2Ω(n′).

Também é verdade que CU(p)(p) = 2. Como p | n e n′ | n, pela Proposição 3.4.1,

temos fn,p(U(n)) ⊂ U(p) e fn,n′(U(n)) ⊂ U(n′). Pelo Lema 3.4.1,

CU(n)(n) ⩾ CU(n′)(n
′)CU(p)(p) ⩾ 2Ω(n′)2 = 2Ω(n)−12 = 2Ω(n).

Dessa forma, concluímos a indução.

Portanto, por indução sobre Ω(n), CU(n)(n) ⩾ 2Ω(n).

Note que o resultado anterior é para n ∈ N qualquer e conseguimos encontrar

uma cota inferior para a constante consecutiva de Davenport, ou seja, devemos procurar

sequências de tamanho entre 2Ω(n) e n. Essa limitação reduz bastante as contas. Agora, se

fizermos certa restrição sobre n, conseguimos dizer exatamente qual é o valor da constante.

Veja o próximo resultado:

Corolário 3.4.2. Seja n = 2k para algum k ∈ N. Então CU(n)(n) = C{±1}(n) = n.

Demonstração. Como {1} ⊂ {±1} ⊂ U(n), temos CU(n)(n) ⩽ C{±1}(n) ⩽ C(n). Por Zn

ser um grupo cíclico, temos C(n) = n, pelo Corolário 3.1.2. Por outro lado, como n = 2k,

então Ω(n) = k, o que fornece 2k ⩽ CU(n)(n), pelo Corolário 3.4.1. Dessa forma,

n = 2k ⩽ CU(n)(n) ⩽ C{±1}(n) ⩽ C(n) = n,

ou seja, CU(n)(n) = C{±1}(n) = n.

Os dois próximos lemas garantirão que C{±1}(n) ̸= D{±1}(n). Para simplificar a

notação, usaremos log2 n = log n.

Lema 3.4.2. Para n ∈ N qualquer, temos D{±1}(n) ⩾ ⌊log n⌋+ 1.

Demonstração. De fato, dado n ∈ N, escolha r ∈ N de tal forma que 2(r+1) ⩽ n < 2(r+2)

e considere a sequência S = (1, 2, 22, ..., 2r) sobre Zn. Note que, pela fórmula das séries

geométricas, temos

1 + 2 + · · ·+ 2r = 2r+1 − 1 < n
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e, consequentemente,

−1− 2− · · · − 2r = −2r+1 + 1 > −n.

Dessa maneira, a soma dos elementos de S com qualquer combinação de sinais forma

uma série com valor absoluto menor que n. Esta soma também não pode ser igual a

zero, pois se ji ∈ {0, 1, 2, ..., r} e αi ∈ {0, 1}, em que i = 1, 2, ..., k e k ⩽ n de modo que

j1 < j2 < ... < jk e

(−1)α12j1 + (−1)α22j2 + · · ·+ (−1)αk2jk = 0,

então

1 + (−1)α2−α12j2−j1 + · · ·+ (−1)αk−α12jk−j1 = 0,

o que é um absurdo, já que do lado esquerdo temos um número ímpar e do lado direito

um número par. Assim, a sequência S não possui subsequência tal que a soma de seus

termos, ponderada em A = {−1, 1}, seja um múltiplo de n. Mais ainda, S possui um total

de r + 1 = ⌊log n⌋ elementos. Portanto, D{±1}(n) ⩾ ⌊log n⌋+ 1.

Lema 3.4.3. Sejam n ∈ N e S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zn, com k > log n.

Então, existe um subconjunto J de {1, ..., k} e aj ∈ {−1, 1}, para cada j ∈ J , tais que

∑

j∈J

ajxj = 0.

Com isso, temos D{±1}(n) ⩽ ⌊log n⌋+ 1.

Demonstração. Considere todas as sequências da forma
(
∑

j∈I

xj

)

,

em que I é um subconjunto de {1, ..., k}. Como {1, ..., k} possui k elementos, segue que

existem 2k subconjuntos deste conjunto. Pela hipótese, k > log n, donde 2k > n. Como o

número de somas ultrapassa a ordem de Zn, existem J1, J2 ⊂ {1, ..., k} não vazios tais que

J1 ̸= J2 e
∑

j∈J1

xj =
∑

j∈J2

xj.

Logo,
∑

j∈J1

xj −
∑

j∈J2

xj = 0 ⇒
∑

j∈J1

xj +
∑

j∈J2

−xj = 0.

Se escolhermos J = (J1∪J2)\(J1∩J2), é verdade que J ̸= ∅ é um subconjunto de {1, ..., k}.

Além disso, considerando aj = 1, caso j ∈ J1, e aj = −1, caso j ∈ J2, temos

∑

j∈J

ajxj = 0.
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Com isso, concluímos que toda sequência sobre Zn com comprimento maior que log n

possui uma subsequência de soma-zero com peso em A = {−1, 1}. Portanto,

D{±1}(n) ⩽ ⌊log n⌋+ 1.

Teorema 3.4.1. Seja n ∈ N. Então D{±1}(n) = ⌊log n⌋+ 1.

Demonstração. De fato, o Lema 3.4.2 e o Lema 3.4.3 garantem este resultado.

O teorema anterior e o Corolário 3.4.2 verificam, novamente, que podemos obter

uma divergência entre as constantes CA e DA, o que nos motiva a estudar sobre a constante

consecutiva de Davenport.

Definição 3.4.1. Seja p um número primo divisor de n. Usamos a notação vp(n) = r

para significar que pr divide n, mas pr+1 não, isto é, a valoração p-ádica de n.

Seja S uma sequência sobre Zn. Suponha que p seja um número primo divisor

de n, com vp(n) = r. A sequência S(p) sobre Zpr é definida como a imagem de S pelo

homomorfismo canônico fn,pr .

Proposição 3.4.2. A sequência S sobre Zn é uma sequência de soma-zero com peso em

U(n) se, e somente se, para todo primo p divisor de n, S(p) é uma sequência sobre Zpvp(n)

de soma-zero com peso em U(pvp(n)).

Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência de soma-zero com peso em U(n), isto

é, existem a1, ..., ak ∈ U(n) tais que

a1x1 + · · ·+ akxk = 0. (3.2)

Considere p um número primo divisor de n. Daí, S(p) = (fn,pr(x1), ..., fn,pr(xk)) é uma

sequência sobre Zpr . Como pr divide n, já vimos que fn,pr(U(n)) ⊂ U(pr). Pela Equação

(3.2), existem a′1 = fn,pr(a1), ..., a
′
k = fn,pr(ak) ∈ U(pr) tais que

a′1fn,pr(x1) + · · ·+ a′kfn,pr(xk) = 0,

ou seja, S(p) é uma sequência sobre Zpr de soma-zero com peso em U(pr).

Reciprocamente, suponha que n = pr11 p
r2
2 ...p

rl
l seja a decomposição de n em fatores

primos. Para cada primo pi, i ∈ {1, ..., l}, divisor de n, considere vpi(n) = ri. Além disso,

temos S(pi) = (y1pi , ..., ykpi ) sendo uma sequência sobre Zpri de soma-zero com peso sobre

U(prii ), para todo i ∈ {1, .., l}, ou seja, existem a1pi , ..., akpi ∈ U(prii ) tais que

a1pix1 + · · ·+ akpixk = 0 (mod prii ), (3.3)
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para todo i ∈ {1, .., l}. Pelo Teorema Chinês do Resto (Cap. 5, Seção 5.8, p. 117–118

de [2]), existe um isomorfismo entre U(n) e U(pr11 ) × · · · × U(prll ), isto é, conseguimos

identificar aj = (ajp1 , ..., ajpl ), j ∈ {1, ..., k}, com aj ∈ U(n). Dessa forma, pelas l equações

formadas por (3.3), a1x1 + · · · + akxk = (0, ..., 0) = 0 (mod n), uma vez que temos um

isomorfismo entre Zn e Zp
r1
1
× · · · × Zp

rl
l
.

Para um primo p divisor de n, seja Aj
p = {xj : x ∈ U(pr)}. Podemos generalizar a

Proposição 3.4.2 e obter o seguinte resultado:

Observação 3.4.1. A sequência S sobre Zn é uma sequência de soma-zero sobre U(n)j

se, e somente se, para todo primo p divisor de n, S(p) é uma sequência sobre Zpvp(n) de

soma-zero com peso em Aj
p.

Lema 3.4.4. Sejam m um divisor de n e b ∈ U(m). Então, existe a ∈ U(n) tal que

fn,m(a) = b. Além disso, se b ∈ U(m)2, existe a ∈ U(n)2 tal que fn,m(a) = b.

Demonstração. Seja Z+ = {i ∈ Z : i > 0}. Como b é coprimo com m, pelo Teorema de

Dirichlet (Cap. 9, p. 146–156 de [2]), existem infinitos números primos na progressão

aritmética {b+ im : i ∈ Z+}. Como apenas um número finitos desses primos vão dividir

n, existe i ∈ Z+ tal que a = b + im ∈ U(n). Logo, fn,m(a) = fn,m(b + im) = b, como

queríamos.

Por fim, dado b ∈ U(m)2, existe c ∈ U(m) tal que b = c2. Pela primeira parte deste

lema, existe c′ ∈ U(n) tal que fn,m(c′) = c. Assim, existe a = (c′)2 tal que

fn,m(a) = fn,m((c
′)2) = (fn,m(c

′))2 = c2 = b.

Corolário 3.4.3. Seja p um número primo divisor de n e n′ =
n

p
. Se c′ ∈ U(n′), existe

c ∈ U(n) tal que fn,n′(c) = c′.

Demonstração. Se p é um número primo que divide n, então n′ =
n

p
divide n. Assim, se

c′ ∈ U(n′), pelo lema anterior, existe c ∈ U(n) tal que fn,n′(c) = c′.

Lema 3.4.5. Seja S uma sequência sobre Zn e p um primo divisor de n que divide todos

os elementos de S. Suponha n′ =
n

p
e S ′ uma sequência sobre Zn′ obtida dividindo os

termos de S por p. Se S ′ é uma sequência de soma-zero com peso em U(n′), então S

é uma sequência de soma-zero com peso em U(n). Mais ainda, se S ′ é uma sequência

de soma-zero com peso em U(n′)2, então S é uma sequência de soma-zero com peso em

U(n)2.
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Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zn. Então S ′ = (x′1, ..., x
′
k), em

que x′i = fn,n′

(
xi
p

)

, para cada i ∈ {1, ..., k}. Como S ′ é uma sequência de soma-zero

com peso em U(n′), para cada i ∈ {1, .., k}, existe a′i tais que a′1x
′
1 + · · ·+ a′kx

′
k = 0. Pelo

corolário anterior, para cada i ∈ {1, ..., k}, existe ai ∈ U(n) tais que fn,n′(ai) = a′i. Como

a′1x
′
1 + · · ·+ a′kx

′
k = 0, temos

fn,n′

(
a1x1 + · · ·+ akxk

p

)

= 0,

ou seja, n′ divide
a1x1 + · · ·+ akxk

p
. Dessa forma, n divide a1x1+ · · ·+akxk, o que sigifica

que a1x1 + · · ·+ akxk = 0 sobre Zn. Logo, S é uma sequência de soma-zero em U(n).

Para a segunda parte, veremos que para cada a′i ∈ U(n′)2, i ∈ {1, ..., k}, existe

a′i ∈ U(n)2 tal que fn,n′(ai) = a′i. De fato, seja a′i ∈ U(n′)2 qualquer. Daí, a′i = y2, com

y ∈ U(n′). Novamente pelo lema anterior, existe x ∈ U(n) tal que fn,n′(x) = y. Como

fn,n′ é um homomorfismo, basta tomar ai = x2 ∈ U(n)2 para obter fn,n′(ai) = a′i. Com

isso, a demonstração da segunda parte do resultado segue de forma similar a primeira

parte.

Observação 3.4.2. Usando uma ideia similar a utilizada na segunda parte da demonstra-

ção do lema acima, podemos concluir que se S ′ é uma sequência de soma-zero com peso

em U(n′)3, então S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)3.

O próximo lema será demonstrado seguindo a ideia da demonstração feita no artigo

[8].

Lema 3.4.6. Seja pr, com p um número primo ímpar.

1. Se x, y ∈ Zpr são coprimos com p, então dado t ∈ Zpr , existem unidades α, β em Zpr

tais que αx+ βy = t.

2. Se uma sequência S sobre Zpr possui pelo menos dois termos coprimos com p, então

S é uma sequência de soma-zero com peso em U(pr).

Demonstração. Seja pr, em que p é um número primo ímpar.

1. Note que t + y ̸≡ t − y (mod p). Caso contrário, p dividiria y, já que p é um

número primo ímpar. Dessa forma, podemos escolher β ∈ {−1, 1} tal que t− βy ̸≡ 0

(mod p), ou seja, t − βy é uma unidade em Zpr . Como x é uma unidade em Zpr ,

x−1 também o é, donde α = x−1(t− βy) é uma unidade em Zpr . Daí, existem α, β

unidades em Zn tais que αx+ βy = t.
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2. Suponha S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zpr tal que pelo menos dois termos de

S sejam unidades em Zpr , digamos x1 e x2. Pelo item anterior, existem a1, a2 ∈ U(pr)

tais que a1x1 + a2x2 = −x3 − · · · − xk. Basta escolher ai = 1, com i = 3, ..., k, para

obter a1x1 + · · ·+ akxk = 0. Logo, S é uma sequência de soma-zero com peso em

U(pr).

Teorema 3.4.2. Quando n é um número ímpar, temos CU(n)(n) ⩽ 2Ω(n).

Demonstração. Considere a sequência S = (x1, ..., xk) de forma arbitrária sobre Zn com

tamanho k = 2Ω(n). O nosso objetivo é provar que S admite subsequência de soma-zero

com peso em U(n). Vamos separar a demonstração em dois casos.

1. Caso: Para um primo p divisor de n, pelo menos dois termos de S são coprimos com

p.

Seja p um número primo divisor de n e r = vp(n). Seja S(p) definida antes da

Proposição 3.4.2. Como n é um número ímpar e p divide n, então p é um número

primo ímpar. Pelo lema anterior, S(p) é uma sequência sobre Zpr de soma-zero

com peso em U(pr). Como isso é válido para qualquer primo p divisor de n, S

é uma sequência de soma-zero com peso em U(n), pela Proposição 3.4.2. Logo,

CU(n)(n) ⩽ 2Ω(n).

2. Caso: Existe um número primo p divisor de n tal que no máximo um termo de S é

coprimo com p.

Este caso vamos demonstrar por indução sobre Ω(n). Se Ω(n) = 1, então n é um

número primo. Dessa forma, U(n) = Zn\{0}. Pelo Teorema 3.1.2, CU(n)(n) = 2 ⩽

2Ω(n). Suponha que Ω(n) > 1 e que o resultado seja válido para Ω(n)−1, por hipótese

de indução. Podemos dividir a sequência S em duas partes iguais de tamanho
k

2
. O

possível elemento de S que é coprimo com p não estará em uma dessas duas partes

da sequência S, ou seja, uma dessas partes possui todos elementos divisíveis por p.

Assim, existe uma subsequência T de S de tamanho
k

2
tal que p divide todos os

termos de T .

Seja n′ =
n

p
e T ′ a sequência sobre Zn′ obtida dividindo os termos de T por p e

aplicando fn,n′ em cada termo. Como n′ =
n

p
, segue que Ω(n′) = Ω(n)− 1. Além

disso, T ′ é uma sequência que possui tamanho
2Ω(n)

2
= 2Ω(n)−1 = 2Ω(n′). Pela hipótese

de indução, T ′ possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em U(n′). Pelo Lema 3.4.5, T possui uma subsequência de termos consecutivos

de soma-zero com peso em U(n). Como T é uma subsequência de S de termos
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consecutivos, então S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n). Dessa forma, este caso é válido por indução sobre Ω(n).

Portanto, este teorema está devidamente provado.

Corolário 3.4.4. Quando n é um número ímpar, temos CU(n)(n) = 2Ω(n).

Demonstração. O resultado segue diretamente da aplicação do teorema anterior e do

Corolário 3.4.1.

3.5 Caso A = U(n)2

Nesta seção, vamos generalizar os resultados obtidos na Seção 3.2.

Corolário 3.5.1. Se n = 2rm, com m um número ímpar, então CU(n)2(n) ⩾ 2r3Ω(m).

Demonstração. A demonstração é feita usando indução sobre Ω(n). Suponha Ω(n) = 1,

ou seja, n é um número primo. Se n é par, então r = 1 e

CU(n)2(n) = 2 = 2r3Ω(m)

em que a primeira igualdade ocorre pelo Teorema 3.2.1. Se n é ímpar, então r = 0 e

n = m. Novamente pelo Teorema 3.2.1, temos

CU(n)2(n) = 3 = 2r3Ω(m).

Considere n′ =
n

p
, em que p é um divisor primo de n. Suponha que Ω(n) > 1 e que o

resultado seja válido para Ω(n)− 1. Vamos separar a demonstração em dois casos.

1. Se esse primo é p = 2: Neste caso, como 2 e 2rm dividem n, fn,2(U(n)2) ⊂ U(2)2 e

fn,2rm(U(n)
2) ⊂ U(2rm)2. Pelo Lema 3.4.1, pelo Teorema 3.2.1 e por hipótese de

indução, temos

CU(n)2(n) ⩾ CU(2)2(2)CU(2r−1m)2(2
r−1m) = 2(2r−13Ω(m)) = 2r3Ω(m).

2. Se esse primo p divide m: Considere t =
m

p
. Como p e 2rt dividem n, fn,p(U(n)2) ⊂

U(p)2 e fn,2rt(U(n)2) ⊂ U(2rt)2. Como p divide m, que é um número ímpar, então

p é um número primo ímpar. Pelo Teorema 3.2.1, temos CU(p)2(U(p)) = 3. Por

hipótese de indução e pelo Lema 3.4.1, temos

CU(n)2(n) ⩾ CU(p)2(p)CU(2rt)2(2
rt) = 3(2r3Ω(m)−1) = 2r3Ω(m).

Portanto, o resultado está devidamente demonstrado.
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Lema 3.5.1. Sejam p ⩾ 7, r ∈ N e n = pα. Então, dados x1, x2, x3 ∈ U(n), temos

U(n)2x1 + U(n)2x2 + U(n)2x3 = Zn.

Demonstração. SejaH = Stab(U(n)2x1+U(n)
2x2+U(n)

2x3). Como Zn é cíclico, então
Zn

H
também o é, digamos Zm, em que m = pβ, β ⩽ α. Considere ϕ : Zn → Zm o homomorfismo

canônico. Como m divide n, pela Proposição 3.4.1, segue que ϕ(U(n)2) = U(m)2. Dessa

forma,
3∑

i=1

U(m)2ϕ(xi) = ϕ

(
3∑

i=1

U(n)xi

)

.

Outra implicação da Proposição 3.4.1 é que ϕ(U(n)) = U(m), logo para cada xi,

i = 1, 2, 3, ϕ(xi) gera Zm. Pela Proposição 2.4.1, segue que

Stab

(
3∑

i=1

U(m)2ϕ(xi)

)

= {ϕ(0)},

visto que H = Stab (U(n)2x1 + U(n)2x2 + U(n)2x3). Aplicando o Corolário 2.4.2, como
∣
∣
∣
∣
∣

3∑

i=1

U(m)2ϕ(xi)

∣
∣
∣
∣
∣
⩾ 3|U(m)2| − 2 = 3

(
pβ − pβ−1

2

)

− 2 ⩾ pβ,

então
3∑

i=1

U(m)2ϕ(xi) = Zm. Assim, concluímos, pela Proposição 2.4.1, que

Stab

(
3∑

i=1

U(m)2ϕ(xi)

)

= Zm.

Dessa forma, Zm = {0}, ou seja, H = Zn. Portanto, novamente pela Proposição 2.4.1

temos Stab (U(n)2x1 + U(n)2x2 + U(n)2x3) = Zn e, consequentemente,

U(n)2x1 + U(n)2x2 + U(n)2x3 = Zn.

Lema 3.5.2. Seja n = pr, em que p ⩾ 7 é um número primo. Suponha que S seja uma

sequência sobre Zn tal que pelo menos três elementos de S são unidades. Então S é uma

sequência de soma-zero com peso em U(n)2.

Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zn tal que pelo menos três de

seus termos sejam unidades, digamos x1, x2 e x3. Pelo lema anterior,

U(n)2x1 + U(n)2x2 + U(n)2x3 = Zn.

Logo, existem a1, a2, a3 ∈ U(n)2 tais que

a1x1 + a2x2 + a3x3 = −x4 − · · · − xk,
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ou seja, tomando ai = 1 ∈ U(n)2, i ∈ {4, ..., k}, segue que

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 + · · ·+ akxk = 0.

Logo, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)2.

Observação 3.5.1. O lema anterior falha quando p < 7. Quando n = 2 ou n = 5, a

sequência (1, 1, 1) sobre Zn não é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)2, pois

U(2)2 = {1} e U(5)2 = {±1}. Para n = 3, a sequência (1, 2, 1) sobre Z3 não é uma

sequência de soma-zero com peso em U(3)2.

Teorema 3.5.1. Se todo primo divisor de n é pelo menos 7, então CU(n)2(n) ⩽ 3Ω(n).

Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zn com tamanho k = 3Ω(n).

Queremos mostrar que S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n)2. Vamos separar a demonstração em dois casos.

1. Caso: Para qualquer primo p divisor de n, pelo menos três termos de S é coprimo

com p.

Seja p um número primo divisor de n e vp(n) = r. Então, S(p) possui pelo menos

três unidades, em que S(p) é a sequência definida antes da Proposição 3.4.2. Como p

é pelo menos 7, pelo lema anterior, S(p) é uma sequência sobre Zpr de soma-zero com

peso em U(pr)2. Como isso é válido para todo primo divisor de n, pela Observação

3.4.1, segue que S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)2. Dessa forma,

o resultado é válido.

2. Caso: Existe um número primo p divisor de n tal que no máximo dois termos de S

são coprimos com p.

Neste caso, vamos usar indução sobre Ω(n). Se Ω(n) = 1, então n é um número

primo. Como todo primo divisor de n é pelo menos 7, então CU(n)2(n) = CQn
(n) = 3,

pelo Teorema 3.2.1. Suponha Ω(n) > 1 e, por hipótese de indução, que o resultado

seja válido para Ω(n)− 1.

Podemos dividir a sequência S em três partes iguais de tamanho
k

3
. Pelo menos

uma dessas partes possuem todos os termos divisíveis por p, ou seja, S admite uma

subsequência T de termos consecutivos em que todos os seus termos são divisíveis

por p. Sejam n′ =
n

p
e T ′ a sequência formada pela imagem da sequência obtida

dividindo todos os termos de T por p, pelo epimorfismo fn,n′ . Como p divide n, temos

Ω(n′) = Ω(n) − 1. Além disso, a sequência T ′ tem tamanho
k

3
= 3Ω(n′), donde T ′

possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em U(n′)2,

por hipótese de indução. Pelo Lema 3.4.5, T admite uma subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em U(n)2. Como T é uma subsequência de S,
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segue que S possui uma subsequência de soma-zero com peso em U(n)2, o que torna

verídico o resultado.

Portanto, o resultado é válido.

Corolário 3.5.2. Se todo primo p divisor de n é pelo menos 7, então CU(n)2(n) = 3Ω(n).

Demonstração. Pelo teorema anterior, CU(n)2(n) ⩽ 3Ω(n). Agora, como n não é divisível

por 2, r = 0 no Corolário 3.5.1. Daí, CU(n)2(n) ⩾ 3Ω(n). Portanto, CU(n)2(n) = 3Ω(n).

3.6 Caso A = U(n)3

Nesta seção, iremos generalizar os resultados da Seção 3.3.

Seja n = pr11 p
r2
2 ...p

rs
s , em que cada p′is, i ∈ {1, ..., s}, é um número primo distinto.

Suponha que 7 não divida n. Considere o conjunto I = {i : pi ≡ 1 (mod 3)}. Sejam

n1 =
∏

i∈I

prii e n2 =
n

n1

. Vamos utilizar a notação n = n1n2 por toda esta seção.

Corolário 3.6.1. Seja m = 7rn, em que 7 não divide n e n = n1n2. Então CU(m)3(m) ⩾

2Ω(n2)3Ω(n1)4r.

Demonstração. Vamos provar este resultado por indução sobre Ω(n).

1. Se Ω(n) = 1, então n é um número primo diferente de 7, pois 7 não divide n.

Como 7r e n dividem m, temos fm,7r(U(m)3) ⊂ U(7r)3 e fm,n(U(m)3) ⊂ U(n)3.

Pelo Lema 3.4.1, CU(m)3(m) ⩾ CU(7r)3(7
r)CU(n)3(n). Aplicando recursivamente o

Lema 3.4.1 para CU(7r)3(7
r), obtemos CU(7r)3(7

r) ⩾ 4r, pois pelo Lema 3.3.2, temos

CU(7)3(7) = 4. Agora falta estudar CU(n)3(n). Se n ≡ 1 (mod 3), temos n = n1,

n2 = 1 e CU(n)3(n) = 3, pelo Teorema 3.3.1, uma vez que n ̸= 7. Daí,

CU(m)3(m) ⩾ 4r3 ⩾ 20314r = 2Ω(n2)3Ω(n1)4r.

Se n ̸≡ 1 (mod 3), temos n = n2 e n1 = 1. Além disso, já sabemos que U(n)3 =

U(n) = Zn\{0}, donde CU(n)3(n) = 2, pelo Teorema 3.1.2. Então,

CU(m)3(m) ⩾ 4r2 ⩾ 21304r = 2Ω(n2)3Ω(n1)4r,

ou seja, o resultado é verdadeiro para Ω(n) = 1.

2. Suponha que o resultado seja válido para Ω(n) = k − 1, isto é, se n tem k − 1

primos em sua decomposição, então CU(n)3(n) ⩾ 2Ω(n2)3Ω(n1)4r. Agora, suponha

Ω(n) = k, ou seja, n possui um primo p a mais em sua decomposição. Como p
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divide n, considere t =
n

p
. Como p e 7rt dividem m, temos fm,p(U(m)3) ⊂ U(p)3 e

fm,7rt(U(m)3) ⊂ U(7rt)3. Pelo Lema 3.4.1,temos

CU(m)3(m) ⩾ CU(p)3(p)CU(7rt)3(7
rt). (3.4)

a) Caso p ≡ 1 (mod 3): Neste caso, retiramos um número primo de n1, logo

CU(7rt)3(7
rt) ⩾ 2Ω(n2)3Ω(n1)−14r, por hipótese de indução. Como p ≠ 7, temos

CU(p)3(p) = 3, pelo Teorema 3.3.1. Pela Desigualdade (3.4), concluímos

CU(m)3(m) ⩾ 3
(
2Ω(n2)3Ω(n1)−14r

)
= 2Ω(n2)3Ω(n1)4r.

b) Caso p ̸≡ 1 (mod 3): Neste caso, retiramos um número primo de n2, logo

CU(7rt)3(7
rt) ⩾ 2Ω(n2)−13Ω(n1)4r, por hipótese de indução. Como p ̸≡ 1 (mod 3),

já vimos que U(p)3 = U(p) = Zp\{0}, donde CU(p)3(p) = 2, pelo Teorema 3.1.2.

Novamente pela Desigualdade (3.4), temos

CU(m)3(m) ⩾ 2
(
2Ω(n2)−13Ω(n1)4r

)
= 2Ω(n2)3Ω(n1)4r.

Logo, o resultado é válido quando Ω(n) = k.

Portanto, o resultado é válido por indução sobre Ω(n).

Teorema 3.6.1. Seja n livre de quadrados e não divisível por 2, 7 e 13. Então CU(n)3(n) ⩽

2Ω(n2)3Ω(n1).

Demonstração. Seja S uma sequência sobre Zn de tamanho k = 2Ω(n2)3Ω(n1). Queremos

mostrar que S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso

em U(n)3. Vamos separar em casos.

1. Caso: Dado um primo p divisor de n1, pelo menos três termos de S são coprimos

com p, e dado primo p divisor de n2, pelo menos dois termos de S são coprimos com

p.

Sejam p um número primo divisor de n e S(p) a sequência definida como antes da

Proposição 3.4.2. Se p divide n1, então p ≡ 1(mod 3) e S(p) possui pelo menos três

unidades, uma vez que pelo menos três termos de S são coprimos com p. Assim,

segue do Lema 3.3.1 que S(p) é uma sequência sobre Zp de soma-zero com peso em

U(p)3, pois p ≠ 7, 13. Se p divide n2, então p ̸≡ 1 (mod 3) e S(p) possui pelo menos

duas unidades, pois pelo menos dois termos de S são coprimos com p. Como p ≠ 2,

S(p) é uma sequência de soma-zero com peso U(p), pelo Lema 3.4.6. Vimos que

no caso em que p ̸≡ 1 (mod 3), temos U(p) = U(p)3. Então, para todo primo p

divisor de n, S(p) é uma sequência sobre Zp de soma-zero com peso em U(p)3 e, pela

Observação 3.4.1, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)3.
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2. Os outros dois casos serão feitos por indução sobre Ω(n).

Suponha Ω(n) = 1, ou seja, n é um número primo. Sendo assim, U(n) = Zn\{0}

a) Se n ≡ 1 (mod 3): Neste caso, n = n1. Como n ̸= 2, 7, 13, tem-se |U(n)| ⩾ 3.

Além disso, Ω(n1) = 1 e Ω(n2) = 0, donde S tem tamanho 3. Assim, S possui

três termos que são unidades e, como n ̸= 7, 13, temos que S é uma sequência

de soma-zero com peso em U(n)3, pelo Lema 3.3.1. Daí, CU(n)3(n) ⩽ 3 =

2Ω(n2)3Ω(n1).

b) Se n ̸≡ 1 (mod 3): Neste caso, n = n2. Além disso, |U(n)| ⩾ 2, o que significa

que S é uma sequência de tamanho 2 em que seus termos são unidades. Logo, S é

uma sequência de soma-zero com peso em U(n), pelo Lema 3.4.6. Como já vimos,

por n ̸≡ 1 (mod 3), então U(n) = U(n)3, o que significa que S é uma sequência

de soma-zero com peso em U(n)3. Assim, CU(n)3(n) ⩽ 2 = 2Ω(n2)3Ω(n1).

Logo, o caso Ω(n) = 1 está verificado.

Suponha Ω(n) > 1 e , por hipótese de indução, que seja válido o resultado para

Ω(n)− 1.

a) Caso: Existe um primo p divisor de n1 tal que no máximo dois termos de S

são coprimos com p.

Seja n′ =
n

p
. Se escrevermos n′ como n′

1n
′
2 utilizando a notação introduzida no

início desta seção, temos n′
1 =

n1

p
e n′

2 = n2, uma vez que p ≡ 1 (mod 3). Divi-

dindo a sequência em três partes iguais de tamanho
k

3
, existe uma subsequência

T de S de termos consecutivos de tamanho
k

3
tal que p divide todos os termos

de T . Dividindo os termos de T por p obtemos uma nova sequência cuja imagem

por fn,n′ é uma sequência sobre Zn′ que chamaremos de T ′. Dessa forma, T ′ é

uma sequência de tamanho
k

3
= 2Ω(n2)3Ω(n1)−1 = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1). Como n é livre de

quadrados n′ também o é. Além disso, n′ não é divisível por 2, 7 ou 13. Como

Ω(n′) = Ω(n)− 1, pela hipótese de indução, T ′ admite uma subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em U(n′)3. Pela Observação 3.4.2,

temos que T possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em U(n)3. Como T é uma subsequência de S de termos consecutivos, isso

significa que S admite uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em U(n)3.

b) Caso: Existe um primo p divisor de n2 tal que no máximo um dos termos de S

é coprimo com p.

Seja n′ =
n

p
. Se escrevermos n′ como n′

1n
′
2 utilizando a notação introduzida no

início desta seção, temos n′
1 = n1 e n′

2 =
n2

p
, pois p ̸≡ 1 (mod 3). Dividindo a
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sequência em duas partes iguais de tamanho
k

2
, existe uma subsequência T de

S de termos consecutivos de tamanho
k

2
tal que p divide todos os termos de

T . Dividindo os termos de T por p obtemos uma nova sequência cuja imagem

por fn,n′ é uma sequência sobre Zn′ que chamaremos de T ′. Daí, T ′ é uma

sequência de tamanho
k

2
= 2Ω(n2)−13Ω(n1) = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1). Por uma argumentação

similar ao caso anterior, S admite uma subsequência de termos consecutivos de

soma-zero com peso em U(n)3.

Em todos os caso temos a veracidade do resultado.

Portanto, o teorema está devidamente demonstrado.

Corolário 3.6.2. Seja n livre de quadrados e não divisível por 2, 7 e 13. Então CU(n)3(n) =

2Ω(n2)3Ω(n1).

Demonstração. Como 7 não divide n, podemos usar r = 0 no Corolário 3.6.1. Usando isso

e o teorema anterior, segue o resultado.

Observação 3.6.1. Pelo Corolário 3.6.1 podemos observar que as conclusões do teorema

e corolário anteriores são falsas quando n é divisível por 7. Tome como contraexemplo

n = 7. Pelo Lema 3.3.2, temos CU(7)3(7) = 4 > 3.

Lema 3.6.1. Seja n = pr em que p ⩾ 13 é um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3). Seja

S uma sequência em Zn tal que pelo menos quatro termos são unidades. Então, S é uma

sequência de soma-zero com peso em U(n)3.

Demonstração. Seja S = (x1, ..., xk) uma sequência sobre Zn tal que pelo menos quatro de

seus termos são unidades, digamos x1, x2, x3, x4. Como p ≡ 1 (mod 3), temos |U(n)3| =
pr − pr−1

3
. Considere H = Stab (x1U(n)

3 + x2U(n)
3 + x3U(n)

3 + x4U(n)
3). Como Zn é

cíclico, segue que
Zn

H
também o é, digamos Zm, com m = pl, l ⩽ r. Agora, considere

ψ : Zn → Zm o homomorfismo canônico, em que ker(ψ) = H. Pela Observação 3.4.1,

segue que ψ (U(n)3) = U(m)3 e pela Observação 2.4.1 temos

{ψ(0)} = Stab

(

ψ

(
4∑

i=1

xiU(n)
3

))

= Stab

(
4∑

i=1

ψ(xi)U(m)3

)

.

Como xi é uma unidade em Zn, para todo i = 1, 2, 3, 4, então ψ(xi) é uma unidade

em Zm, para todo i = 1, 2, 3, 4. Pelo Corolário 2.4.2, temos
∣
∣
∣
∣
∣

4∑

i=1

ψ(xi)U(m)3

∣
∣
∣
∣
∣
⩾ 4

∣
∣U(m)3

∣
∣− 3 =

4
(
pl − pl−1

)

3
− 3.



Capítulo 3. Constante de Davenport com peso 52

Como p ⩾ 13, temos
4(p− 1)

3
− 3 ⩾ p, donde

(
4(pl − pl−1)

3
− 3

)

=

(
4pl−1(p− 1)

3
− 3

)

⩾ pl−1(p+ 3)− 3 = pl + 3pl−1 − 3 ⩾ pl.

Dessa forma,
4∑

i=1

ψ(xi)U(m)3 = Zm, ou seja, pela Observação 2.4.1, segue que Stab

(
4∑

i=1

ψ(xi)U(m)3

)

Zm. Já vimos que Stab

(
4∑

i=1

ψ(xi)U(m)3

)

= {ψ(0)}, o que implica Zm = {ψ(0)} e, con-

sequentemente, H = Zn.

Por H = Stab (x1U(n)
3 + x2U(n)

3 + x3U(n)
3 + x4U(n)

3) e novamente pela Obser-

vação 2.4.1, temos x1U(n)3 + x2U(n)
3 + x3U(n)

3 + x4U(n)
3 = Zn. Com isso, existem

a1, a2, a3, a4 ∈ U(n)3 tais que

a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = −x5 − · · · − xk.

Logo, colocando ai = 1 ∈ U(n)3, ∀i ∈ {5, ..., k}, existem ai ∈ {1, ..., k} tais que a1x1 +

· · ·+ akxk = 0. Portanto, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)3.

Observação 3.6.2. Seja p um número primo e r ⩾ 2. Como |U(pr)| = pr−1(p− 1), se

p ≡ 2 (mod 3), então 3 não divide |U(pr)|. Então, o homomorfismo ψ : U(pr) → U(pr)

dado por ψ(x) = x3 tem núcleo trivial e, portanto, U(pr)3 = U(pr).

Corolário 3.6.3. Seja n = pr em que p é um número primo ímpar tal que p ≠ 3, 7. Seja

S uma sequência sobre Zn tal que pelo menos quatro termos de S são unidades. Então S

é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)3.

Demonstração. Se p ≡ 2 (mod 3), como p é ímpar, segue do Lema 3.4.6 que S é uma

sequência de soma-zero com peso em U(n). Como já vimos, quando p ̸≡ 1 (mod 3), temos

U(n) = U(n)3. Logo, S é uma sequência de soma-zero com peso em U(n)3. Se p ≡ 1

(mod 3), como p ̸= 7, o resultado segue do Lema 3.6.1.

Observação 3.6.3. O corolário anterior não é verdadeiro quando p = 2, 3, 7.

Como U(7)3 = {±1}, a sequência (1, 1, 1, 1, 1) sobre Z7 não é uma sequência de

soma-zero com peso em U(7)3.

Como U(9)3 = {±1}, a sequência (1, 1, 1, 1, 1) sobre Z9 não é uma sequência de

soma-zero com peso em U(9)3.

Teorema 3.6.2. Se n não é divisível por 2, 3 e 7, então CU(n)3(n) ⩽ 2Ω(n2)4Ω(n1).
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Demonstração. Seja S uma sequência sobre Zn de tamanho k = 2Ω(n2)4Ω(n1). Precisamos

mostrar que S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso

em U(n)3. Novamente, vamos separar em casos.

1. Caso: Para qualquer primo p divisor de n1 pelo menos quatro termos de S são

coprimos com p e para qualquer primo p divisor de n2 pelo menos dois termos de S

são coprimos com p.

Sejam p um número primo divisor de n, vp(n) = r e S(p) definida antes da Proposição

3.4.2. Se p divide n1, então S(p) tem pelo menos quatro termos que são unidades,

visto que pelo menos quatro termos de S são coprimos com p. Pelo Lema 3.6.1 segue

que S(p) é uma sequência sobre Zpr de soma-zero com peso em U(pr)3, visto que

p ≠ 7. Se p divide n2, então S(p) possui pelo menos duas unidades, já que neste caso,

S possui pelo menos dois termos coprimos com p. Como p ≠ 2, segue do Lema 3.4.6

que S(p) é uma sequência sobre Zpr de soma-zero com peso em U(pr)3.

2. Caso: Existe um primo p divisor de n1 tal que no máximo três termos de S são

coprimos com p, ou existe um primo p divisor de n2 tal que no máximo um termo

de S é coprimo com p.

A demonstração desses casos é feita de forma bastante similar aos casos b) e c) do

Teorema 3.6.1.
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4 Sequências extremas com peso

Neste capítulo, investigamos sequências extremas no contexto da constante conse-

cutiva de Davenport com peso em A, seguindo as notações estabelecidas anteriormente

e concentrando-nos no grupo Zn. Nosso objetivo é caracterizar, sempre que possível, as

sequências de comprimento CA(n)− 1 que não admitem nenhuma subsequência de termos

consecutivos cuja soma, ponderada pelos elementos de A, seja nula.

A análise desenvolvida neste capítulo complementa os resultados dos capítulos

anteriores, oferecendo uma visão mais refinada da interação entre a estrutura das sequências

extremas e constante CA(n). Os resultados estudados neste capítulo podem ser encontrados

em [11].

4.1 Introdução

Definição 4.1.1. Sejam A ⊂ R não vazio e k = CA(M). Suponha k ⩾ 2. Então, existe

uma sequência S sobre M de tamanho k − 1 que não admite uma subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A. Esta sequência será chamada de sequência

extrema com peso A.

Observação 4.1.1. Dada S uma sequência extrema com peso em A, permutando os

elementos de S produzimos uma nova sequência S ′ que pode não ser uma sequência

extrema com peso em A. Por exemplo, S = (2, 3, 2) não admite subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A, com A = {−1, 1}. Pelo Corolário 3.4.2,

CA(4) = 4, e consequentemente S é uma sequência extrema com peso A. A sequência

S ′ = (3, 2, 2) obtida pela permutação dos elementos de S possui a subsequência T ′ = (2, 2)

de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, ou seja, S ′ não é uma sequência

extrema com peso A.

No próximo resultado temos uma caracterização das sequências extremas de Zn

com peso em A = {1}.

Teorema 4.1.1. Sejam A = {1} e S = (x1, ..., xn−1) uma sequência sobre Zn. Para cada

i ∈ {1, .., n − 1}, considere yi = x1 + · · · + xi. Então, S é uma sequência extrema com

peso em A se, e somente se,

{yi : 1 ⩽ i ⩽ n− 1} = Zn\{0}.

Demonstração. Sejam A = {1} e S = (x1, ..., xn−1) uma sequência sobre Zn. Pelo Corolário

3.1.2, CA(n) = n, logo S é uma sequência extrema com peso em A se, e somente se, S não



Capítulo 4. Sequências extremas com peso 55

admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero. Sejam i, j ∈ {1, ..., n− 1} tais

que i < j. Pelo que vimos na demonstração do Teorema 3.1.1, yi = yj se, e somente se,

xi+1 + ...+ xj = 0. Como S não pode ter subsequência de soma-zero, segue que yi ̸= yj,

para todos i, j ∈ {1, .., n− 1}. Então, {yi : 1 ⩽ i ⩽ n− 1} possui n− 1 elementos.

Observação 4.1.2. Seja A = {1}. Para construir uma sequência extrema sobre Zn com

peso em A, podemos escolher x1 ∈ Zn\{0} de n− 1 maneiras. Dado x1, podemos escolher

x2 de n− 2 maneiras para que y2 ∈ Zn\{0, y1}, pois não podemos escolher x2 = 0 e nem

x2 = −x1. Seguindo esse raciocínio, para i ∈ {3, .., n− 1}, dados x1, x2, ..., xi−1, podemos

escolher xi de n − i maneiras para que yi ∈ Zn\{0, y1, ..., yi−1}. Dessa forma, existem

(n− 1)! sequências extremas sobre Zn com peso em A.

Teorema 4.1.2. Para A = Zn\{0}, a sequência (x) de tamanho 1 é uma sequência

extrema com peso em A se, e somente se, x é uma unidade.

Demonstração. Note que (x) é uma sequência de soma-zero se, e somente se, x é um

divisor de zero em Zn, ou seja, se, e somente se, mdc(x, n) ̸= 1. Assim, (x) é uma sequência

extrema com peso em A se, e somente se, mdc(x, n) = 1, isto é, se, e somente se, x é uma

unidade em Zn.

Observação 4.1.3. O Teorema anterior caracteriza as sequências extremas com peso em

U(p), quando p é um número primo, pois U(p) = Zp\{0}.

4.2 Caso A = U(p)2, em que p é um número primo

Como U(2)j = U(2), para todo j ⩾ 1, então o Teorema 4.1.2 caracteriza as

sequências extremas com peso em A = U(2)j.

Teorema 4.2.1. Sejam F um corpo e A um subgrupo de F ∗ = F\{0}. Uma sequência

(x, y) sobre F ∗ admite uma subsequência de soma-zero com peso em A se, e somente se, x

e −y estão na mesma classe lateral de A.

Demonstração. Seja S = (x, y) uma sequência sobre F ∗. Note que x e −y estão na mesma

classe lateral de A se, e somente se, existe c ∈ A tal que x = −cy. Isto é, se, e somente se,

existe c ∈ A tal que x+ cy = 0, o que prova o resultado.

Corolário 4.2.1. Sejam F um corpo e A um subgrupo de F ∗ = F\{0}. Uma sequência

(x, y) sobre F não admite uma subsequência de soma-zero com peso em A se, e somente

se, x, y ∈ U(p) e x, −y não estão na mesma classe lateral de A.

Demonstração. Segue imediatamente do teorema anterior.
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No Teorema 3.2.1 foi provado que CU(2)2(2) = 2 e CU(p)2(p) = 3, para p número

primo distinto de 2. Isso motiva o próximo resultado.

Corolário 4.2.2. Sejam A = U(p)2, com p um número primo ímpar e S = (x, y) uma

sequência sobre Zp. Então, S é uma sequência extrema com peso em A se, e somente se,

x, y ∈ U(p) e x, −y não estão na mesma classe lateral de A em U(p).

Demonstração. Basta considerar o corpo Zp e o subgrupo Qp de Zp\{0} no corolário

anterior.

4.3 Caso A = U(p)3, em que p é um número primo

Seja p um número primo. Na Seção 3.3 vimos que quando p ̸≡ 1 (mod 3), temos

U(p) = U(p)3. Dessa forma, o Teorema 4.1.2 caracteriza as sequências sobre Zp que são

extremas com peso em A, pois A = Zp\{0}.

No Teorema 3.3.1 e no Lema 3.3.2, foi provado que CU(p)3(p) = 3 se p ̸= 7 e

CU(7)3(7) = 4, com p ≡ 1 (mod 3). Isso motiva o próximo resultado, que caracteriza as

sequências sobre Zp que são extremas com peso em A quando p ≡ 1 (mod 3).

Corolário 4.3.1. Seja A = U(p)3 em que p ≠ 7 é um número primo tal que p ≡ 1

(mod 3). Seja S = (x, y) uma sequência sobre Zp. Então, S é uma sequência extrema com

peso em A se, e somente se, x, y ∈ U(p) e x,−y não estão na mesma classe lateral de A

em U(p).

Demonstração. Seja S = (x, y) uma sequência sobre Zp. Como CA(p) = 3, então S é

uma sequência extrema com peso em A se, e somente se, S não admite subsequência de

soma-zero com peso em A. Olhando Zp como corpo, podemos concluir o resultado usando

o Corolário 4.2.1.

Para o caso p = 7 precisamos da definição abaixo.

Definição 4.3.1. Sejam S = (x1, ..., xk) e T = (y1, ..., yk) duas sequências sobre Zn e A

um subgrupo de U(n). Dizemos que S é A-equivalente a T se existem c ∈ U(n) e ai ∈ A,

1 ⩽ i ⩽ k, tais que cyi = aixi.

Com essa definição, percebe-se que se S é uma sequência de soma-zero com peso

em A, então qualquer sequência A-equivalente a S também o é. Isso posto, se S é uma

sequência extrema com peso em A, qualquer sequência A-equivalente a S também o é.

Proposição 4.3.1. Seja A = U(7)3. Então, S é uma sequência extrema com peso em A

se, e somente se, S é A-equivalente a (1, 3, 1).
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Demonstração. Seja S uma sequência sobre Z7. Suponha S uma sequência extrema com

peso em A. Como visto no início desta seção, CA(7) = 4, donde S tem tamanho 3. Como

S não possui subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, todos

os termos de S são não nulos. Disso, os termos de S estão em {±1,±2,±3}. Como

A = {−1, 1}, dois termos consecutivos de S não podem ser iguais a menos de sinal.

Note que (1, 2, 1) e qualquer permutação de (1, 2, 3) são sequências de soma-zero com

peso em A, o que indica que S não pode ser A-equivalente a essas sequências. Assim, S

necessariamente tem que ser A-equivalente a uma sequência em que o segundo termo seja

3 e o último seja 1. Agora, multiplicando por uma unidade, S deve ser A-equivalente a

uma sequência com o primeiro termo igual a 1. Logo, S deve ser A-equivalente a uma

sequência da forma (1, 3, 1).

Reciprocamente, como T = (1, 3, 1) não possui subsequência de soma-zero com

peso em A, então T é uma sequência extrema com peso em A. Pelo raciocínio anterior a

esta proposição, qualquer sequência A-equivalente a T é uma sequência extrema com peso

em A, donde S o é.

Observação 4.3.1. O Teorema 4.1.2, Corolário 4.3.1 e a proposição anterior caracterizam

todas as sequências extremas com peso em U(p)3, em que p é um número primo.

4.4 Caso A = U(n)

Pelo Corolário 3.4.4, sabemos que CA(n) = 2Ω(n), quando A = U(n), n ímpar. O

próximo resultado nos fornece um método de construção de sequências extremas sobre Zn

com peso em A.

Teorema 4.4.1. Sejam A = U(n), em que n é ímpar, p um número primo divisor de n,

n′ =
n

p
e A′ = U(n′). Então, S = (pu1, ..., puk, x

∗, pv1, ..., pvk) é uma sequência extrema

sobre Zn com peso em A, com S ′
1 = (u1, ..., uk), S ′

2 = (v1, ..., vk) sendo sequências extremas

sobre Zn′ com peso em A′ e x∗ ∈ Zn um elemento não divisível por p.

Demonstração. Como n′ é ímpar, CA′(n′) = 2Ω(n′). Como S ′
1 é uma sequência extrema

sobre Zn′ com peso em A, então k = 2Ω(n′) − 1. Seja S a sequência definida no enunciado

deste Teorema. Quemos mostrar que S não admite subsequência de termos consecutivos

de soma-zero com peso em A. Suponha, por absurdo, que exista T subsequência de S de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A e defina as sequências S1 = (pu1, ..., puk)

e S2 = (pv1, ..., pvk) sobre Zn.

Suponha que x∗ não seja um termo de T . Então, T é uma subsequência ou de S1

ou de S2. Seja T ′ a sequência sobre Zn′ tal que seus termos são obtidos dividindo os termos

de T por p. Como já vimos anteriormente, fn,n′(A) ⊂ A′, pois n′ divide n. Dividindo por
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p a soma-zero com peso em A obtida de T , teremos uma soma-zero com peso em A′ de

termos consecutivos ou de S ′
1 ou de S ′

2, o que é um absurdo. Daí, x∗ é um termo de T .

Considerando a soma-zero com peso em A obtida de T , vemos que um múltiplo de

p é igual a x∗ multiplicado por uma unidade de Zn. Dessa forma, temos uma contradição,

pois p não divide x∗. Então, S não possui subsequência de termos consecutivos de soma-

zero com peso em A. Como n é ímpar, CA(n) = 2Ω(n). Além disso, S é uma sequência de

tamanho 2k + 1 = 2Ω(n) − 1, donde S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em

A.

Exemplo 4.4.1. Vamos dar um exemplo de como usar o teorema anterior para construir

sequências extremas com peso em A. Pelo Teorema 4.1.2, temos que (2) e (4) são

sequências extremas sobre Z5 com peso em U(5). Pelo teorema anterior, (10, 4, 20) e

(10, 21, 20) são sequências extremas sobre Z25 com peso em U(25). Repetindo esse processo,

(30, 12, 60, 38, 30, 63, 60) é uma sequência extrema sobre Z75 com peso em U(75).

Lema 4.4.1. Sejam A = U(n), em que n é ímpar, l = 2Ω(n) − 1 e p um número primo

divisor de n. Então uma sequência S sobre Zn possui uma subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A se S possui uma subsequência T de termos

consecutivos de tamanho pelo menos
l + 1

2
tal que cada termo de T é divisível por p.

Demonstração. Sejam n′ =
n

p
e A′ = U(n′). Como l = 2Ω(n) − 1, temos

l + 1

2
= 2Ω(n)−1

e, consequentemente, T tem tamanho pelo menos 2Ω(n′). Seja T ′ a sequência sobre Zn′

obtida dividindo os elementos de T por p. Como n é ímpar, segue que n′ é ímpar, donde

CA′(n′) = 2Ω(n′) pelo Corolário 3.4.4. Como T ′ é uma sequência sobre Zn′ de tamanho pelo

menos 2Ω(n′), T ′ admite uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso

em A′. Pelo Lema 3.4.5, T possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A. Como T é uma subsequência de S de termos consecutivos, segue que S

admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

Corolário 4.4.2. Seja A = U(n), com n um número ímpar. Suponha S uma sequência

extrema sobre Zn com peso em A e p um número primo divisor de n. Então, p é coprimo

com pelo menos um termo de S.

Demonstração. Pelo Corolário 3.4.4, se S é uma sequência extrema sobre Zn com peso

em A de tamanho l, então l = 2Ω(n) − 1. Suponha que não exista termo de S que seja

coprimo com p. Como l é pelo menos
l + 1

2
, pelo lema anterior, S possui subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A, o que contradiz a hipótese. Daí, pelo

menos um termo de S é coprimo com p.

O próximo teorema mostra que o método fornecido pelo Teorema 4.4.1 é o único

para se obter sequências extremas sobre Zn com peso em A, quando n é ímpar.
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Teorema 4.4.2. Seja A = U(n), com n é um número ímpar. Suponha que S = (x1, ..., xl)

é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Então existe um número primo p divisor

de n tal que p divide todos os termos de S exceto o termo do meio xk+1, em que k+1 =
l + 1

2
.

Mais ainda, se S1 = (x1, .., xk), S2 = (xk+2, .., xl), n′ =
n

p
e A′ = U(n′), então S ′

1 e S ′
2 são

sequências extremas sobre Zn′ com peso em A′, em que S ′
1 e S ′

2 são sequências sobre Zn′

obtidas dividindo os termos das sequências S1 e S2 por p, respectivamente.

Demonstração. Sabemos que CA(n) = 2Ω(n), pelo Corolário 3.4.4. Logo, por S ser uma

sequência extrema sobre Zn com peso em A, então l = 2Ω(n) − 1. Suponha que para todo

primo q divisor de n, existem pelo menos dois termos de S que não sejam divisíveis por q.

Sejam q um número primo divisor de n e vq(n) = r. Como n é ímpar, q é ímpar. Considere

a sequência S(q) definida antes da Proposição 3.4.2. Como pelo menos dois termos de S

não são divisíveis por q, a sequência S(q) possui pelo menos duas unidades em seus termos.

Pelo Lema 3.4.6, S(q) é uma sequência de soma-zero com peso em U(qr). Como funciona

para todo primo q divisor de n, pela Proposição 3.4.2, S é uma sequência de soma-zero

com peso em A. Isso contradiz a hipótese deste teorema. Daí, existe um primo p divisor

de n tal que no máximo um termo de S não é divisível por p. Pelo Corolário 4.4.2, existe

exatamente um termo de S, digamos x∗, que não é divisível por p.

Suponha x∗ ≠ xk+1. Dessa forma, existe uma subsequência T de S de termos

consecutivos de tamanho pelo menos k + 1 tal que p divide todos os termos de T , pois o

termo que não é divisível por p não está no meio da sequência. Como T possui tamanho

pelo menos k+1 =
l + 1

2
, pelo Lema 4.4.1 temos que S possui uma subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A, o que contradiz a hipótese deste teorema. Logo,

x∗ = xk+1.

Sejam n′ =
n

p
e, para cada i = 1, 2, Si e S ′

i definidas no enunciado deste teorema.

Se S ′
1 possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A′,

então S1 possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em

A, pelo Lema 3.4.5. Como S1 é um subsequência de S de termos consecutivos, então

S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Isso

contradiz a hipótese deste teorema. Dessa forma, S ′
1 não possui subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A′. Agora falta mostrar que S ′
1 tem tamanho

CA′(n′)− 1 = 2Ω(n′) − 1. Como k + 1 =
l + 1

2
= 2Ω(n)−1 = 2Ω(n′), de fato S ′

1 tem tamanho

2Ω(n′) − 1. Então, S ′
1 é uma sequência extrema sobre Zn′ com peso em A′. Por um

argumento bastante similar, concluimos que S ′
2 é uma sequência extrema sobre Zn′ com

peso em A′.

Observação 4.4.1. Os Teorema 4.4.1 e 4.4.2 caracterizam todas as sequências extremas

em Zn com peso em U(n), quando n é um número ímpar.
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Proposição 4.4.1. Sejam A = U(n), com n um número ímpar, e n = p1p2, em que p1 e

p2 são números primos não necessariamente distintos. Então, S é uma sequência extrema

sobre Zn com peso em A se, e somente se, S é da forma (b1q1, a1, b2q1), em que q1, q2 é

uma permutação de p1, p2 e q1 ∤ a1, q2 ∤ b1b2.

Demonstração. Suponha S uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Como

Ω(n) = 2, segue que S tem tamanho 2Ω(n)−1 = 3. Então podemos escrever S = (x1, x2, x3),

com x1, x2, x3 ∈ Zn. Pelo Teorema 4.4.2, existe um primo q1 ∈ {p1, p2} tal que x2 é o

único termo de S que é coprimo com q1, donde q1 ∤ x2. Sejam n′ =
n

q1
, x′1 =

x1
q1
, x′3 =

x3
q1

e A′ = U(n′). Novamente pelo Teorema 4.4.2, temos que as sequências (x′1) e (x′3) são

sequências extremas sobre Zn′ com peso em A′. Como n′ é um número primo, digamos q2,

pelo Teorema 4.1.2 segue que x′1, x
′
3 ∈ U(q2). Então, S é da forma (b1q1, a1, b2q1), em que

q1, q2 é uma permutação de p1, p2 e q1 ∤ a1, q2 ∤ b1b2.

Reciprocamente, suponha que S seja uma sequência do tipo (b1q1, a1, b2q2) e consi-

dere n′ =
n

q1
. Como q1 ∈ {p1, p2}, segue que

n

q1
é um número primo, digamos q2. Note

que n é ímpar e q1 ∈ {p1, p2} é um número primo que divide n. Além disso, q1 não divide

a1. Mais ainda, como q2 ∤ b1 e q2 ∤ b1, pois q2 é um número primo e q2 ∤ b1b2, segue que

b1, b2 ∈ U(n′) = U(q2). Pelo Teorema 4.1.2 S ′
1 = (b1) e S ′

2 = (b2) são sequências extremas

sobre Zn′ com peso em U(n′). Pelo Teorema 4.4.1, S = (b1q1, a1, b2q1) é uma sequência

extrema sobre Zn com peso em A.

Proposição 4.4.2. Sejam A = U(n), com n um número ímpar, e n = p1p2p3, em que

p1, p2 e p3 são números primos não necessariamente distintos. Então, S é uma sequência

extrema sobre Zn com peso em A se, e somente se, S é de um dos dois tipos:

1. (a1q1q2, b1q1, a2q1q2, c1, a3q1q2, b2q1, a4q1q2), com q1 ∤ c1, q2 ∤ b1b2 e q3 ∤ a1a2a3a4.

2. (a1q1q2, b1q1, a2q1q2, c1, b2q1q3, a3q1, b3q1q3), com q1 ∤ c1, q2 ∤ b1b2b3 e q3 ∤ a1a2a3.

em que q1, q2, q3 é uma permutação de p1, p2, p3 e a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, c1 ∈ Zn.

Demonstração. Suponha S uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Como Ω(n) =

3, segue que S tem tamanho 2Ω(n) − 1 = 7. Então podemos escrever

S = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7), com x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ∈ Zn. Pelo Teorema 4.4.2, existe

um primo q1 ∈ {p1, p2, p3}, digamos p1 tal que x4 é o único termo de S que não é divisível por

q1. Sejam n′ =
n

q1
, x′1 =

x1
q1
, x′2 =

x2
q1
, x′3 =

x3
q1
, x′5 =

x5
q1
, x′6 =

x6
q1
, x′7 =

x7
q1

e A′ = U(n′).

Novamente pelo Teorema 4.4.2, as sequências S ′
1 = (x′1, x

′
2, x

′
3) e S ′

2 = (x′5, x
′
6, x

′
7) são

sequências extremas sobre Zn′ com peso em A′. Note que n′ continua sendo um número

ímpar, logo podemos aplicar a proposição anterior, com duas possibilidades:
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1. O primo que divide os termos de S ′
1, exceto x′2, é o mesmo que divide

os termos de S ′
2, exceto x′6, digamos q2: Neste caso, S ′

1 e S ′
2 são da forma

(a1q2, b1, a2q2) e (a3q2, b2, a3q2), respectivamente, em que q2 e q3 são permutações

de p2 e p3, q2 ∤ b1 e q2 ∤ b2, e q3 ∤ a1a2 e q3 ∤ a3a4. Como q2 e q3 são números

primos, segue que q2 ∤ b1b2 e q3 ∤ a1a2a3a4. Assim, a sequência S é da forma

(a1q1q2, b1q1, a2q1q2, c1, a3q1q2, b2q1, a4q1q2), com q1 ∤ c1, q2 ∤ b1b2 e q3 ∤ a1a2a3a4.

2. O primo que divide os termos de S ′
1, exceto x′2, é diferente do que divide

os termos de S ′
2, exceto x′6, digamos q2 e q3, respectivamente : Neste caso, S ′

1

e S ′
2 são da forma (a1q2, b1, a2q2) e (b2q3, a3, b3q3), respectivamente, em que q2 e q3

são permutações de p2 e p3, q2 ∤ b1 e q3 ∤ a3, e q3 ∤ a1a2 e q2 ∤ b2b3. Como q2 e q3 são

números primos, segue que q2 ∤ b1b2b3 e q3 ∤ a1a2a3. Assim, a sequência S é da forma

(a1q1q2, b1q1, a2q1q2, c1, b2q1q3, a3q1, b3q1q3), com q1 ∤ c1, q2 ∤ b1b2b3 e q3 ∤ a1a2a3.

Para a recíproca, basta usar o resultado anterior.

4.5 Caso A = U(n)2

Quando todo divisor primo de n é pelo menos 7, foi mostrado no Corolário 3.5.2

que CU(n)2 = 3Ω(n). O próximo resultado nos fornece um método de construir sequências

extremas sobre Zn com peso em A = U(n)2.

Teorema 4.5.1. Sejam A = U(n)2 em que todo divisor primo de n é pelo menos 7

e p um divisor primo de n. Considere n′ =
n

p
e A′ = U(n′)2. Então, a sequência

S = (pu1, ..., puk, x
∗, pv1, ..., pvk, x

∗∗, pw1, ..., pwk) é uma sequência extrema sobre Zn com

peso em A, em que S ′
1 = (u1, ..., uk), S ′

2 = (v1, ..., vk) e S ′
3 = (w1, ..., wk) são sequências

extremas sobre Zn′ com peso em A′ e x∗, x∗∗ ∈ Zn são tais que a imagem da sequência

(x∗, x∗∗) pelo mapa natural fn,p : Zn → Zp não possui subsequência de soma-zero com peso

em U(p)2.

Demonstração. Como S ′
1 é uma sequência extrema sobre Zn′ com peso em A′ de tamanho k,

então k = 3Ω(n′)−1. Considere a sequência S do enunciado. Para que S seja uma sequência

extrema sobre Zn com peso em A, devemos mostrar que S não possui subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A e que tenha tamanho 3Ω(n)− 1. Suponha

que isso seja falso, ou seja, existe uma subsequência T de termos consecutivos de S que

tem soma-zero com peso em A. Defina as sequências S1 = (pu1, ..., puk), S2 = (pv1, ..., pvk)

e S3 = (pw1, ..., pwk) sobre Zn.

Já vimos que fn,n′(A) ⊂ A′. Assim, se T é uma subsequência de alguma sequências

Si, i ∈ {1, 2, 3}, definida anteriormente, dividindo a soma-zero com peso em A obtida de

T , teremos uma contradição com o fato de S ′
i não possuir subsequência de soma-zero com
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peso em A′, para todo i ∈ {1, 2, 3}. Daí, T ∩ {x∗, x∗∗} ≠ ∅. Novamente considerando a

soma-zero com peso em A obtida de T , por T e {x∗, x∗∗} possuírem termos em comum,

uma combinação linear ponderada em A de uma subsequência de (x∗, x∗∗) é sempre um

múltiplo de p.

Como p divide n, novamente podemos dizer que fn,p(A) ⊂ U(p)2. Assim, obtemos

uma contradição com o fato que a imagem da sequência (x∗, x∗∗) pelo mapa natural fn,p
não possuir uma subsequência de soma-zero com peso em U(p)2. Dessa forma, S não

admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Por fim, S

possui tamanho 3k + 2 = (3Ω(n′) − 1)3 + 2 = 3Ω(n) − 1. Com isso, S é uma sequência

extrema sobre Zn com peso em A.

Exemplo 4.5.1. Note que U(7)2 = {1, 2, 4}, donde as classes laterais de U(7)2 são:

U(7)2 = 2U(7)2 = 4U(7)2

e

3U(7)2 = 5U(7)2 = 6U(7)2.

Pelo Corolário 4.2.2, (4, 1), (3, 3), (2, 1)e (1, 1) são sequências extremas sobre Z7 com peso

em U(7)2. Usando o teorema anterior, S = (28, 7, 15, 21, 21, 36, 14, 7) é uma sequência

extrema sobre Z49 com peso em U(49)2.

Lema 4.5.1. Sejam A = U(n)2, em que todo divisor primo de n é pelo menos 7, l = 3Ω(n)−1

e q um divisor primo de n. Então, a sequência S sobre Zn admite subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A se S admite uma subsequência T de termos

consecutivos com tamanho pelo menos
l + 1

3
tal que cada termo de T é divisível por q.

Demonstração. Sejam n′ =
n

q
e T ′ a sequência sobre Zn′ obtida dividindo os termos de

T por q. Como T é de tamanho pelo menos
l + 1

3
, então T ′ é uma sequência sobre Zn′

de tamanho pelo menos
3Ω(n)

3
= 3Ω(n′). Além disso, como todo divisor primo de n é pelo

menos 7, segue do Corolário 3.5.2 que CA′(n′) = 3Ω(n′), em que A′ = U(n′)2. Dessa forma,

T ′ admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A′. Pelo Lema

3.4.5, T admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como

T é uma subsequência de termos consecutivos de S, segue que S admite subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

Corolário 4.5.2. Seja A = U(n)2, em que todo divisor primo de n é pelo menos 7.

Suponha que S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Então, para todo primo

q divisor de n, q é coprimo com pelo menos dois termos de S.
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Demonstração. Como S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A, segue que S

tem tamanho l = 3Ω(n) − 1, pelo Corolário 3.5.2. Suponha que exista um divisor primo

de n, digamos q, tal que no máximo um termo de S é coprimo com q. Então, existe uma

subsequência de S, digamos T , de termos consecutivos com tamanho pelo menos
l + 1

3
tal

que cada termo de T é divisível por q. Pelo Lema 4.5.1, S admite subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A, o que é uma contradição com a hipótese deste

teorema. Portanto, pelo menos dois termos de S são coprimos com q.

Teorema 4.5.2. Seja A = U(n)2, em que todo divisor primo de n é pelo menos 7. Suponha

S = (x1, ..., xl) uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Então, existe um número

primo p divisor de n tal que p divide todos os termos de S, exceto xk+1 e x2(k+1), em que

k + 1 =
l + 1

3
. Mais ainda, se S1 = (x1, .., xk), S2 = (xk+2, .., x2k+1), S3 = (x2k+3, .., xl),

n′ =
n

p
e A′ = U(n′)2, então S ′

1, S
′
2 e S ′

3 são sequências extremas sobre Zn′ com peso em

A′, em que S ′
1, S

′
2 e S ′

3 denotam as sequências sobre Zn′ obtidas dividindo os termos de

S1, S2 e S3 por p.

Demonstração. Pelo Corolário 3.5.2, CA(n) = 3Ω(n), donde l = 3Ω(n)−1, visto que S é uma

sequência extrema sobre Zn com peso em A. Suponha que para todo primo q divisor de n

pelo menos três termos de S não são divisíveis por q. Seja q um divisor de n, vq(n) = r e

Aq = U(qr). Sendo S(q) definida como antes da Proposição 3.4.2. Então, S(q) possui pelo

menos três termos que são unidades em Zqr , já que pelo menos três termos de S não são

divisíveis por q, que é um número primo. Como q é um número primo maior ou igual a

7, segue do Lema 3.5.2 que S(q) é uma sequência sobre Zqr de soma-zero com peso em

A2
q. Como isso vale para todo número primo divisor de n, pela Observação 3.4.1 S é uma

sequência de soma-zero com peso em A, o que é uma contradição com a hipótese deste

teorema. Logo, existe um número primo p divisor de n tal que no máximo dois termos de

S não são divisíveis por p.

Pelo corolário anterior, S possui exatamente dois termos não divisíveis por p,

digamos x∗ e x∗∗. Vamos assumir que x∗ aparece primeiro que x∗∗ em S. Além disso,

suponhamos que x∗ ̸= xk+1 ou x∗∗ ̸= x2(k+1), em que k + 1 =
l + 1

3
. Então, existe uma

subsequência T de termos consecutivos de S de tamanho pelo menos k+1 tal que p divide

todos os termos de T . Como todo divisor primo de n é pelo menos 7 e T possui tamanho

pelo menos
l + 1

3
, temos que S admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero

com peso em A, pelo Lema 4.5.1. Isso é uma contradição com a hipótese sobre S. Logo,

x∗ = xk+1 e x∗∗ = x2(k+1).

Seja n′ =
n

p
e, para cada i ∈ {1, 2, 3}, considere Si e S ′

i definidas nas hipóteses

deste teorema. Suponha, sem perda de generalidade, que S ′
1 admite subsequência termos

consecutivos de soma-zero com peso em A′. Então S1 também admite subsequência de
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termos consecutivos de soma-zero com peso em A, pelo Lema 3.4.5. Como S1 é uma

subsequência de termos consecutivos de S, então S admite uma subsequência de termos

consecutivos de soma-zero com peso em A. Isso é uma contradição com nossa hipótese

sobre S, donde S ′
1 não possui subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso

em A′. Por fim, como k + 1 =
l + 1

3
e l+ 1 = 3Ω(n), temos que k + 1 = 3Ω(n′). Daí, S ′

1 tem

tamanho k = 3Ω(n′) − 1 e, por definição, S ′
1 é uma sequência extrema sobre Zn′ com peso

em A′. O mesmo acontece com S ′
2 e S ′

3.

Teorema 4.5.3. Usando as notações do Teorema 4.5.2, a imagem da sequência (x∗, x∗∗)

pelo mapa natural fn,p é uma sequência extrema sobre Zp com peso em U(p)2.

Demonstração. Se n = p, então S é uma sequência extrema sobre Zp com peso em Qp.

Temos que T ∗ = (x∗, x∗∗) é uma sequência extrema sobre Zp com peso em U(p)2, visto

que T ∗ é uma sequência de tamanho l = 2 = 31 − 1 = 3Ω(p) − 1 e não possui subsequência

de soma-zero com peso em U(p)2, pelo Teorema 4.5.1. Então podemos assumir que n

não é um número primo. Suponha que a imagem de T ∗ pelo mapa natural fn,p seja uma

sequência de soma-zero com peso em U(p)2, isto é, existem c, d ∈ U(p)2 tais que

cfn,p(x
∗) + dfn,p(x

∗∗) = 0. (4.1)

Pelo Lema 3.4.4, existem a, b ∈ U(n)2 tais que c = fn,p(a) e d = fn,p(b). Usando a Equação

(4.1) e o fato de fn,p ser homomorfismo de módulos, segue que p divide y = ax∗ + by∗∗ em

Zn. Considere T a sequência obtida retirando os termos x∗ e x∗∗ de S e adicionando o

termo y no final de S. Já que S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A, p

divide todos os termos de T , pelo Teorema 4.5.2.

Sejam n′ =
n

p
e A′ = U(n′)2. Considere a sequência T ′ sobre Zn′ obtida dividindo

os termos de T por p. Seja q um divisor primo de n′. Como S ′
1 é uma sequência extrema

sobre Zn′ com peso em A′ e, como todo divisor primo de n′ é pelo menos 7, pois n possui

essa propriedade, então pelo menos dois termos de S ′
1 são coprimos com q, vide Corolário

4.5.2. De forma análoga, pelo menos dois termos de S ′
2 são coprimos com q. Então, T ′

possui pelo menos quatro termos coprimos com q. Como isso é verdadeiro para todo

primo q divisor de n′, por um argumento similar ao utilizado no primeiro parágrafo da

demonstração do Teorema 4.5.2, temos que T ′ é uma sequência de soma-zero sobre Zn′

com peso em A′. Pelo Lema 3.4.5, T é uma sequência de soma-zero sobre Zn com peso em

A.

Note que T é a concatenação das sequências S1, S2, S3 e (y). Além disso, a, b ∈ A,

donde S é uma sequência de soma-zero sobre Zn. Mas, isso não pode acontecer, visto a

hipótese sobre S. Dessa forma, a imagem da sequência T ∗ pelo homomorfismo canônico

fn,p não pode ser uma sequência de soma-zero sobre Zp com peso em U(p)2. Como

CU(p)2(p) = 3, para p > 2, então a imagem da sequência T ∗ é uma sequência extrema

sobre Zp com peso em U(p)2.
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Os Teoremas 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3 caracterizam todas as sequências extremas sobre

Zn com peso sobre U(n)2, quando todo divisor primo de n é pelo menos 7.

Proposição 4.5.1. Usando as notações do Teorema 4.5.2, p é o único divisor primo de n

tal que p é coprimo com exatamente dois termos de S, e qualquer outro primo divisor de

n é coprimo com pelo menos três termos de S.

Demonstração. Pelo Teorema 4.5.2, sabemos que p é coprimo com exatamente dois termos

de S. Seja q um número primo divisor diferente de p. Pelo Corolário 4.5.2, q é coprimo

com pelo menos dois termos de S. Agora vamos mostrar que q não pode ser coprimo

com exatamente dois termos de S. Suponha que isso seja falso, ou seja, q é coprimo com

exatamente dois termos da sequência S. Por um argumento similar usado no primeiros

dois parágrafos da demonstração do Teorema 4.5.2, esses dois termos devem ser x∗ e x∗∗.

Daí, q divide todos os termos de S1. Como q ̸= p e q divide todos os termos de S1, então

q divide todos os termos de S ′
1. Como q é um divisor de n′ e S ′

1 é uma sequência extrema

sobre Zn′ com peso em A′, então q tem que ser coprimo com pelo menos dois termos de

S ′
1, vide Corolário 4.5.2. Note que temos uma contradição com a suposição de que q é

coprimo com exatamente dois termos de S. Portanto, q é coprimo com pelo menos três

termos de S.

Proposição 4.5.2. Seja A = U(n)2 em que n = p1p2 é um produto de dois núme-

ros primos não necessariamente distintos que são pelo menos 7. Então, uma sequên-

cia sobre Zn é uma sequência extrema com peso em A se, e somente se, é da forma

(b1q1, b2q1, a1, b3q1, b4q1, a2, b5q1, b6q1), em que q1, q2 é uma permutação de p1, p2, a sequên-

cia (bi, bi+1) é uma sequência extrema sobre Zq2 com peso em U(q2)
2, para i = 1, 3, 5, e a

imagem da sequência (a1, a2) pelo homomorfismo fn,q1 é uma sequência extrema sobre Zq1

com peso em U(q1)
2.

Demonstração. Seja S uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Como todo

divisor primo de n é pelo menos 7, temos CA(n) = 3Ω(n) = 9, pelo Corolário 3.5.2. Assim,

S possui tamanho 8, digamos S = (x1, ..., x8). Novamente, todo primo divisor de n é

pelo menos 7, donde existe um primo q1 ∈ {p1, p2}, digamos q1 = p1, tal que os únicos

elementos de S que são coprimos com q1 são x3 e x6, vide Teorema 4.5.2. Sejam n′ =
n

q1
,

A′ = U(n′)2 e as sequências S ′
1 =

(
x1
q1
,
x2
q1

)

, S ′
2 =

(
x4
q1
,
x5
q1

)

e S ′
3 =

(
x7
q1
,
x8
q1

)

.

Novamente pelo Teorema 4.5.2, as sequências S ′
1, S

′
2 e S ′

3 são sequências extremas

sobre Zn′ com peso em A′, ou seja, são sequências extremas sobre Zq2 com peso em U(q2)
2,

em que q2 é o número primo n′. Pelo Teorema 4.5.3, a imagem da sequência (x3, x6) pelo

homomorfismo canônico fn,q1 é uma sequência extrema sobre Zq1 com peso em U(q1)
2.

Assim, S é da forma (b1q1, b2q1, a1, b3q1, b4q1, a2, b5q1, b6q1), em que q1, q2 é uma permutação

de p1, p2, a sequência (bi, bi+1) é uma sequência extrema sobre Zq2 , para i = 1, 3, 5, e a
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imagem da sequência (a1, a2) pelo homomorfismo fn,q1 é uma sequência extrema sobre Zq1

com peso em U(q1)
2.

Reciprocamente, seja q1 um divisor primo de n, digamos q1 = p1. Daí, q2 =

n′ =
n

q1
. Note que a sequência (bi, bi+1), para i = 1, 3, 5, é uma sequência extrema

sobre Zq2 com peso em U(q2)
2 e a imagem de (a1, a2) pelo homomorfismo fn,q1 é uma

sequência extrema sobre Zq1 com peso U(q1)
2. Assim, segue do Teorema 4.5.1 que

S = (b1q1, b2q1, a1, b3q1, b4q1, a2, b5q1, b6q1) é uma sequência extrema sobre Zn com peso em

A.

4.6 Caso A = U(n)3

Nesta seção, vamos utilizar a mesma notação introduzida no início da Seção 3.6.

Lema 4.6.1. Seja A = U(p)3, em que p é um número primo tal que p ≠ 2, 7, 13. Se pelo

menos três elementos de S são unidades de Zp, então S é uma sequência de soma-zero

sobre Zp com peso em A.

Demonstração. Se p ≡ 1 (mod 3), usando o Lema 3.3.1, S é uma sequência de soma-zero

sobre Zp com peso em A. Se p ̸≡ 1 (mod 3), já vimos que U(p) = U(p)3. Como p ≠ 2,

então p é um número primo ímpar, donde S é uma sequência de soma-zero sobre Zp com

peso em U(p) = U(p)3, pelo Lema 3.4.6. Dessa forma, o resultado está demonstrado.

Observação 4.6.1. O lema anterior falha para os casos p = 2, 7, 13. Considere a sequência

S = (1, 1, 1), que é formada por três unidades de Zp. Como U(2)3 = {1}, claramente S não

é sequência de soma-zero com peso em U(2)3. Agora, para p = 7, temos U(7)3 = {−1, 1}

e, para p = 13, temos U(13)3 = {−5,−1, 1, 5}. Fazendo as possibilidades de soma da

sequência S com peso em U(7)3 e U(13)3, não teremos S como uma sequência sobre Zp

de soma-zero com peso em U(p)3, para p = 7, 13.

Pelo Corolário 3.6.2, sabemos que CU(n)3(n) = 2Ω(n2)3Ω(n1), em que n é livre de

quadrados e não divisível por 2, 7, 13. O próximo teorema nos fornece uma maneira de se

obter sequências extremas sobre Zn com peso em A = U(n)3.

Teorema 4.6.1. Seja A = U(n)3, em que n é livre de quadrados e não divisível por 2, 7, 13.

Se p é um primo divisor de n, n′ =
n

p
e A′ = U(n′)3, então as construções abaixo nos

fornecem sequências extremas sobre Zn com peso em A.

1. Caso em que p ≡ 1 (mod 3): Neste caso,

S = (pu1, ..., puk, x
∗, pv1, ..., pvk, x

∗∗, pw1, ..., pwk),
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em que x∗, x∗∗ ∈ Zn são tais que a imagem da sequência (x∗, x∗∗) pelo homomorfismo

fn,p não possui subsequência de soma-zero com peso em U(p)3 e S ′
1 = (u1, ..., uk),

S ′
2 = (v1, ..., vk), S ′

3 = (w1, ..., wk) são sequências extremas sobre Zn′ com peso em

A′.

2. Caso em que p ̸≡ 1 (mod 3): Neste caso, S = (pu1, ..., puk, x
∗, pv1, ..., pvk), em que

x∗ ∈ Zn não é divisível por p e S ′
1 = (u1, ..., uk), S ′

2 = (v1, ..., vk) são sequências

extremas sobre Zn′ com peso em A′.

Demonstração. Sejam n = n1n2 e n′ =
n

p
, em que p é um número primo divisor de n.

Como n é livre de quadrados e não é divisível por 2, 7 e 13, n′ também o é. Com isso,

CU(n′)3(n
′) = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1). Vamos separar a demonstração em dois casos:

1. Caso p ≡ 1 (mod 3): Neste caso, podemos escrever n′ = n′
1n

′
2, em que n′

1 =
n1

p
e n′

2 = n2. Dessa forma, CU(n′)3(n
′) = 2Ω(n2)3Ω(n1)−1. Como S ′

1 = (u1, ..., uk),

S ′
2 = (v1, ..., vk), S ′

3 = (w1, ..., wk) são sequências extremas sobre Zn′ com peso em

A′, temos k = CU(n′)3(n
′)− 1 = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1) − 1 = 2Ω(n2)3Ω(n1)−1 − 1.

Primeiro vamos mostrar que S da forma da hipótese deste teorema, item 1, não

admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Suponha,

por contradição, que isso não aconteça. Sendo assim, seja T uma subsequência

de termos consecutivos de S de soma-zero com peso em A e defina as sequências

S1 = (pu1, ..., puk), S2 = (pv1, ..., pvk), S3 = (pw1, ..., pwk). Já vimos que a imagem de

A pelo homomorfismo fn,n′ está contida em A′ = U(n′)3. Por um argumento similar

ao utilizado no segundo parágrafo da demonstração do Teorema 4.5.1, se T é uma

subsequência ou de S1, S2 ou S3, temos uma contradição. Logo T ∩ {x∗, x∗∗} ≠ ∅.

Dessa forma, se considerarmos a soma-zero com peso em A obtida de T , uma

combinação linear ponderada em A de uma subsequência de (x∗, x∗∗) é sempre um

múltiplo de p. Sabemos que a imagem de A pelo homomorfismo fn,p está contida

em U(p)3. Assim, se considerarmos uma combinação linear ponderada em A de

uma subsequência de (x∗, x∗∗), temos uma subsequência de (x∗, x∗∗) de termos

consecutivos de soma-zero com peso em U(p)3, o que é uma contradição com a

hipótese do teorema. Logo, S da forma da hipótese deste teorema, item 1, não

admite subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Por fim,

S possui tamanho

3k + 2 = 3(2Ω(n2)3Ω(n1)−1 − 1) + 2 = 2Ω(n2)3Ω(n1) − 1.

Logo, S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A.

2. Caso p ̸≡ 1 (mod 3): Neste caso, podemos escrever n′ = n′
1n

′
2, em que n′

1 = n1

e n′
2 =

n2

p
. Dessa forma, CU(n′)3(n

′) = 2Ω(n2)−13Ω(n1). Como S ′
1 = (u1, ..., uk) e
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S ′
2 = (v1, ..., vk) são sequências extremas sobre Zn′ com peso em A′, temos k =

CU(n′)3(n
′)− 1 = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1) − 1 = 2Ω(n2)−13Ω(n1) − 1.

Para mostrar que S da forma da hipótese deste teorema não admite subsequência

de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, a demonstração é similar ao

caso anterior. Por fim, S possui tamanho

2k + 1 = 2(2Ω(n2)−13Ω(n1) − 1) + 1 = 2Ω(n2)3Ω(n1) − 1.

Logo, S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A.

Vamos utilizar o teorema acima para construir sequências extremas no próximo

exemplo

Exemplo 4.6.1. a) Como 5 ̸≡ 1 (mod 3), segue que U(5)3 = U(5). Por 2, 3, 4 ∈ U(5),

segue do Teorema 4.1.2 que (2), (3) e (4) são sequências extremas sobre Z5 com peso

em U(5)3. Considere a sequência (37, 78) sobre Z95. A imagem dessa sequência pelo

homomorfismo f95,19 é a sequência (−1, 2) sobre Z19. Como 2U(19)3 = {2, 3, 5, 14, 16, 17},

−1 e −2 não estão na mesma classe lateral de U(19)3 em U(19). Pelo Corolário 4.3.1,

(−1, 2) é uma sequência extrema sobre Z19 com peso em U(19)3. Assim, segue do Teorema

4.6.1 que a sequência (38, 37, 57, 78, 76) é uma sequência extrema sobre Z95 com peso em

U(95)3.

b) Vimos que 2U(19)3 = {2, 3, 5, 14, 16, 17}, logo 2 e −7 não estão na mesma classe lateral

de U(19)3 em U(19), assim como 5 e −11. Dai, segue do Corolário 4.3.1 que (2, 7) e

(5, 11) são sequências extremas sobre Z19 com peso em U(19)3. Note que a sequência (44)

sobre Z95 é tal que sua imagem pelo homomorfismo f95,5, a sequência (4), é uma sequência

extrema sobre Z5 com peso em U(5)3. Assim, segue do Teorema 4.6.1 que a sequência

(10, 35, 44, 25, 55) é uma sequência extrema sobre Z95 com peso em U(95)3.

Lema 4.6.2. Sejam A = U(n)3,em que n é livre de quadrados e não é divisível por 2, 7 ou

13, l = 2Ω(n2)3Ω(n1)−1, S uma sequência sobre Zn e q um divisor primo de n. Suponha que,

quando q divide n1, exista uma subsequência T de termos consecutivos de S de tamanho

pelo menos
l + 1

3
tal que cada termo de T seja divisível por q e, quando q divide n2, exista

uma subsequência T de termos consecutivos de S de tamanho pelo menos
l + 1

2
tal que cada

termo de T é divisível por q. Então, S possui uma subsequência de termos consecutivos de

soma-zero com peso em A.

Demonstração. Sejam n = n1n2 e q um divisor primo de n. Considere n′ =
n

q
. Vamos

dividir a demonstração em casos.



Capítulo 4. Sequências extremas com peso 69

1. Caso em que q divide n1: Neste caso, n′
1 =

n1

q
e n′

2 = n2. Seja T ′ a sequência

sobre Zn′ obtida dividindo os termos de T por q. Como T possui tamanho pelo

menos
l + 1

3
= 2Ω(n2)3Ω(n1)−1 = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1). Sabemos, pelo Corolário 3.6.2, que

CA′(n′) = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1), em que A′ = U(n′)3. Assim, T ′ possui uma subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A′. Pela Observação 3.4.2, T possui

uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A. Como T

é uma subsequência de termos consecutivos de S, então S possui subsequência de

termos consecutivos de soma-zero com peso em A.

2. Caso em que q divide n2: Neste caso, n′
1 = n1 e n′

2 =
n2

q
. Seja T ′ a sequência sobre

Zn′ obtida dividindo os termos de T por q. Como T possui tamanho pelo menos
l + 1

2
= 2Ω(n2)−13Ω(n1) = 2Ω(n′

2)3Ω(n′

1). O restante da demonstração segue de forma

análoga ao caso anterior.

Portanto, S possui uma subsequência de termos consecutivos de soma-zero com

peso em A.

Corolário 4.6.2. Sejam A = U(n)3, em que n é livre de quadrados e não é divisível

por 2, 7 ou 13, e S uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Então, para um

primo q divisor de n1 (respectivamente n2), q é coprimo com pelo menos dois termos

(respectivamente pelo menos um termo) de S.

Demonstração. Sejam q um número primo divisor de n, n′ =
n

q
e S uma sequên-

cia extrema sobre Zn com peso em A. Dessa forma, se S possui tamanho l, temos

l = 2Ω(n2)3Ω(n1) − 1. Novamente, vamos separar a demonstração em casos.

1. Caso q divida n1: Suponha que no máximo um termo de S seja coprimo com q.

Assim, conseguimos uma subsequência, digamos T , de termos consecutivos de S de

tamanho pelo menos
l + 1

3
tal que cada termo de T é divisível por q. Pelo Lema

4.6.2, S possui subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A,

o que contradiz nossa hipótese sobre S. Logo, pelo menos dois termos de S são

coprimos com q.

2. Caso q divida n2: Suponha que nenhum termo de S seja coprimo com q. Assim,

conseguimos uma subsequência, digamos T , de termos consecutivos de S de tamanho

pelo menos
l + 1

2
tal que cada termo de T é divisível por q. Pelo Lema 4.6.2, S

possui subsequência de termos consecutivos de soma-zero com peso em A, o que

contradiz nossa hipótese sobre S. Logo, pelo menos um termo de S é coprimo com q.

Portanto, o resultado está devidamente demonstrado.



Capítulo 4. Sequências extremas com peso 70

Teorema 4.6.2. Sejam A = U(n)3, em que n é livre de quadrados e não divisível por 2, 7

ou 13, e S = (x1, ..., xl) uma sequência extrema sobre Zn com peso em A. Então, S deve

ser de uma das duas formas abaixo.

1. Existe um número primo p divisor de n1 tal que p divide todos os termos de S, exceto

os termos xk+1 e x2(k+1), em que k + 1 =
l + 1

3
. Além disso, a imagem da sequência

(xk+1, x2k+2) pelo homomorfismo fn,p é uma sequência extrema sobre Zp com peso em

U(p)3. Mais ainda, se S1 = (x1, ..., xk), S2 = (xk+2, ..., x2k+1), S3 = (x2k+3, ..., xl),

n′ =
n

p
e A′ = U(n′)3, então S ′

1, S
′
2 e S ′

3 são sequências extremas sobre Zn′ com peso

em A′, em que S ′
1, S

′
2 e S ′

3 são sequências sobre Zn′ obtidas os termos de S1, S2 e

S1 por p.

2. Existe um número primo p divisor de n2 tal que p divide todos os termos de S,

exceto o termo xk+1, em que k + 1 =
l + 1

2
. Mais ainda, se S1 = (x1, ..., xk),

S2 = (xk+2, ..., xl), n′ =
n

p
e A′ = U(n′)3, então S ′

1 e S ′
2 são sequências extremas

sobre Zn′ com peso em A′, em que S ′
1 e S ′

2 são sequências sobre Zn′ obtidas os termos

de S1 e S2 por p.

Demonstração. Como S é uma sequência extrema sobre Zn com peso em A, pelo Corolário

3.6.2, l = 2Ω(n2)3Ω(n1) − 1. Vamos separar a demonstração em casos:

a) Para todo primo q divisor de n1, pelo menos três termos de S são coprimos com q, e

para todo primo q divisor de n2 , pelo menos dois termos de S são coprimos com q.

Neste caso, como q ̸= 2, 7, 13, se q divide n1, então S(q) é uma sequência de soma-zero

com peso em U(q)3, pelo Lema 4.6.1, visto que existem pelo menos três termos de

S que são coprimos com q. Além disso, como q é um primo ímpar, se q divide n2,

então S(q) é uma sequência de soma-zero sobre Zq com peso em U(q), pelo Lema

3.4.6, já que pelo menos dois termos de S são coprimos com q. Dessa forma, para

todo q divisor primo de n, S(q) é uma sequência de soma-zero sobre Zn com peso em

U(q)3. Pela Proposição 3.4.2, temos que S é uma sequência de soma-zero com peso

em A, o que contradiz a nossa hipótese de S ser uma sequência extrema com peso

em A.

b) Existe um primo p divisor de n1 tal que no máximo dois termos de S são coprimos

com p.

Neste caso, a prova é similar com as provas dos Teoremas 4.5.2 e 4.5.3, utilizando o

Lema 4.6.1, Lema 4.6.2 e Corolário 4.6.2 nos lugares do Lema 3.5.2, Lema 4.5.1 e

Corolário 4.5.2. Também usamos a consequência do Lema 3.4.4.

c) Existe um primo p divisor de n2 tal que no máximo um termo de S é coprimo com p.
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Neste caso, a prova é similar a do Teorema 4.4.2, utilizando o Lema 4.6.2 e o Corolário

4.6.2 nos lugares do Lema 4.4.1 e do Corolário 4.4.2.

Observação 4.6.2. O Teorema 4.6.1 e Teorema 4.6.2 juntos caracterizam as sequências

extremas sobre Zn com peso em U(n)3 quando n não é divisível por 2, 7 ou 13.
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5 Generalização da Constante de Davenport

com peso

5.1 Introdução

Neste capítulo, será abordada uma generalização da constante de Davenport. No

artigo [7], os autores introduziram a constante D(G,B), em que G é um grupo abeliano

finito aditivo e B um subconjunto de G que contém o 0, ou seja, o elemento neutro

do grupo G. Agora, vamos introduzir um conjunto de pesos para a soma e apresentar

resultados a partir desse novo invariante.

Seja G um grupo abeliano finito e B um subconjunto de G de tal forma que 0 ∈ B.

Para inserirmos o conjuntos dos pesos, digamos A, faremos uma breve discussão. Pelo

Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos (uma demonstração detalhada do

Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos pode ser encontrada em [9]), temos

G ∼= Cn1 ⊕ · · · ⊕ Cnr
, com n1 | n2 | · · · | nr. Sendo assim, vamos considerar G como

Znr
-módulo e A ⊂ {1, ..., nr−1}, já que nr é o expoente do grupo G. Como anteriormente,

vamos denotar uma sequência sobre G de tamanho l da forma S = (x1, ..., xl). Definimos

DA(G,B) como o menor inteiro positivo k tal que qualquer sequência S sobre G de

tamanho pelo menos k admite uma subsequência não vazia T tal que σA(T ) ∩ B ̸= ∅, em

que σA(T ) representa o conjunto de todas as somas da subsequência T com os pesos em A.

Se B = {0}, então DA(G,B) = DA(G), em que DA(G) denota a constante de

Davenport com peso estudada no Capítulo 3. Sendo assim, como estamos assumindo que

0 ∈ B sempre, concluímos que DA(G,B) ⩽ DA(G). Então, a constante DA(G,B) existe

para qualquer subconjunto de pesos A sob as condições estabelecidas anteriormente e

qualquer ∅ ≠ B ⊂ G tal que 0 ∈ B, visto que DA(G) sempre existe, segundo a Observação

3.1.2.

O presente capítulo visa calcular os valores de DA(G,B) para o caso em que G = Zp,

com p um número primo e para esses pesos específicos. Pela discussão feita anteriormente,

vamos considerar Zp como Zp-módulo e, consequentemente, o conjunto de pesos A deve ser

um subconjunto de Zp, isto é, A ⊂ {1, ..., p− 1}. Em particular, vamos trabalhar com os

casos em que A = U(p), A = U(p)2 e A = U(p)3. Com a finalidade de facilitar a notação,

denotaremos DA(Zp, B) por DA(p,B).

Pela Observação 3.1.3, Teorema 3.2.1 e, o Teorema 3.3.1 juntamente com o Lema

3.3.2 e a discussão feita no início da Seção 3.3 do Capítulo 3, sabemos que DA(p,B) ⩽ 2,

DA(p,B) ⩽ 3 e DA(p,B) ⩽ 3, para A sendo U(p), U(p)2 e U(p)3 respectivamente. Ou
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seja, o trabalho feito no Capítulo 3 explicita, de forma imediata, um limitante superior

para a constante nesses casos. O que será provado abaixo é que as constantes atingem a

cota superior se, e somente se, B = {0}, para os casos citados acima.

Além disso, foi possível calcular o valor da constante em cada um dos casos. Para o

caso A = U(p)2, conseguimos mostrar que DA(p,B) = 2 se, e somente se, existe uma única

classe lateral de U(p)2 em U(p) que não intercepta B. E, para o caso A = U(p)3, com

p ≡ 1 (mod 3), foi mostrado que DA(p,B) = 2 se,e somente se, existe pelo menos uma e

no máximo duas classes laterais de U(p)2 em U(p) que não intercepta B. Quando p ̸≡ 1

(mod 3), temos U(p) = U(p)3 e este caso também foi abordado, utilizando o resultado

obtido para A = U(p).

5.2 Valores de DA(Zp, B) para os casos em que A = U(p), A =

U(p)2 e A = U(p)3

Proposição 5.2.1. Sejam p um número primo, A = U(p) e B ⊂ Zp tal que 0 ∈ B. Então,

DA(p,B) = 2 se, e somente se, B = {0}.

Demonstração. Suponha DA(p,B) = 2. Assim, existe x ∈ U(p) tal que σA(x) ∩ B = ∅.

Agora, como x ∈ U(p), temos σA(x) = {xa : a ∈ U(p)} = U(p), ou seja, U(p) ∩ B = ∅.

Logo, B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar a Observação 3.1.3.

Pelo que foi discutido, se A = U(p), temos DA(p,B) ⩽ DA(p) = 2. Sendo assim,

se |B| ⩾ 2, então DA(p,B) = 1.

Lema 5.2.1. Sejam p um número primo, A = U(p)2 e B ⊂ Zp tal que 0 ∈ B e |B| ⩾ 2.

Então, DA(p,B) ⩽ 2.

Demonstração. Se p = 2, então DA(2, B) ⩽ DA(2) = 2, em que a última igualdade

acontece pelo Teorema 3.2.1. Suponha p ⩾ 3. Dada uma sequência S = (x, y) sobre Zp,

se x = 0 ou y = 0, o resultado é válido. Vamos tratar o caso em que x, y ∈ U(p). Para

p = 3, como |B| ⩾ 2, então 1 ∈ B ou 2 ∈ B. De qualquer forma, U(3)2 ∩ B ≠ ∅, ou seja,

σA(x) ∩ B ̸= ∅ ou σA(y) ∩ B ̸= ∅. Daí, DA(3, B) ⩽ 2. Suponha p ⩾ 5. Como

∣
∣xU(p)2

∣
∣+
∣
∣yU(p)2

∣
∣− 1 =

p− 1

2
+
p− 1

2
− 1 = p− 2,

pelo Teorema 2.3.2, temos |xU(p)2 + yU(p)2| ⩾ p− 2. Caso |B| ⩾ 3, o resultado é válido,

já que existem pelo menos p − 2 elementos de Zp no conjunto-soma xU(p)2 + yU(p)2.

Suponha que B = {0, r}, com r ∈ U(p). Se 0 ou r pertence a xU(p)2 + yU(p)2, então
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σA(x, y) ∩ B ̸= ∅ e o resultado segue imediatamente. Caso 0, r /∈ xU(p)2 + yU(p)2,

mostraremos que r ∈ xU(p)2 ∪ yU(p)2. Se xU(p)2 ̸= yU(p)2, como U(p)2 tem índice dois

em U(p), ou r ∈ xU(p)2 ou r ∈ yU(p)2. Neste caso, r ∈ xU(p)2 ∪ yU(p)2. Suponha

xU(p)2 = yU(p)2 e r /∈ xU(p)2. Assim, existe c ∈ U(p) tal que c ̸= r e r ∈ cU(p)2. Agora,

como |xU(p)2 + yU(p)2| ⩾ p − 2 e 0, r /∈ xU(p)2 + yU(p)2, temos c ∈ xU(p)2 + yU(p)2.

Assim, existem q1, q2, q ∈ U(p)2 tais que

c = xq1 + yq2 e r = cq.

Daí,

r = cq = (xq1 + yq2)q = x(q1q) + y(q2q) ∈ xU(p)2 + yU(p)2,

o que é uma contradição. Logo, r ∈ xU(p)2 = yU(p)2. Com isso, concluímos que

r ∈ xU(p)2 ∪ yU(p)2 também neste caso. Logo, se 0, r /∈ xU(p)2 + yU(p)2, temos

σA(x) ∩ B ̸= ∅ ou σA(y) ∩ B ̸= ∅. Portanto, DA(p,B) ⩽ 2.

Podemos perceber que, dado B subconjunto não vazio de Z2 tal que 0 ∈ B, temos

DA(2, B) = 2 se, e somente se, B = {0}. O próximo resultado fornece a única ocasião em

que a cota superior de DA(p,B) é atingida, com p ⩾ 3.

Lema 5.2.2. Sejam p ⩾ 3 um número primo, A = U(p)2 e B ⊂ Zp tal que 0 ∈ B. Então,

DA(p,B) = 3 se, e somente se, B = {0}.

Demonstração. Suponha DA(p,B) = 3. Usando a contrapositiva do Lema 5.2.1, temos

|B| = 1, ou seja, B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar o Teorema 3.2.1.

Teorema 5.2.1. Sejam p ⩾ 3 um número primo, A = U(p)2 e B ⊂ Zp tal que 0 ∈ B e

|B| ⩾ 2. Então, DA(p,B) = 2 se, e somente se, existe uma única classe lateral xU(p)2

em U(p) que não intersecta B.

Demonstração. Se DA(p,B) = 2, existe x ∈ U(p) tal que σA(x) ∩B = ∅, ou seja, xa /∈ B,

para todo a ∈ U(p)2. Logo, xU(p)2 ∩ B = ∅. Agora, vamos provar que tal classe lateral

é única. De fato, suponha que exista outra classe lateral que não intersecta B. Como

[U(p) : U(p)2] = 2, segue que B = {0}, o que é uma contradição com a hipótese. Logo,

não pode existir duas classes laterais distintas de U(p)2 em U(p) em que ambas não tem

interseção com B.

Reciprocamente, suponha que exista uma única classe lateral xU(p)2 em U(p) que

não intersecta B. Considere S = (x) a sequência unitária formada por tal x. Pela hipótese,

S é sequência sobre Zp tal que σA(S) ∩ B = ∅. Logo, DA(p,B) ⩾ 2. Pelo Lema 5.2.1,

temos DA(p,B) ⩽ 2. Logo, DA(p,B) = 2.



Capítulo 5. Generalização da Constante de Davenport com peso 75

Com isso, se |B| ⩾ 2 e xU(p)2 ∩ B ≠ ∅, para todo x ∈ U(p), podemos concluir

DA(p,B) = 1.

Agora, vamos estudar o caso em que A = U(p)3. Como visto anteriormente, se

p ̸≡ 1 (mod 3), então U(p)3 = U(p) e a Proposição 5.2.1 caracteriza este caso.

Lema 5.2.3. Seja p um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3). Se A = U(p)3 e 0 ∈ B ⊂ Zp

é tal que |B| ⩾ 2, então DA(p,B) ⩽ 2.

Demonstração. Considere S = (x, y) uma sequência qualquer sobre Zp. Se x = 0 ou y = 0,

o resultado é válido trivialmente. Agora, suponha x, y ∈ U(p) e p ≠ 7, 13. Como |B| ⩾ 2,

existe r ∈ B tal que r ∈ U(p). Assim, S ′ = (−x,−y, r) é uma sequência em que os três

termos são unidades em Zp. Pelo Lema 3.3.1, S ′ é uma sequência de soma-zero com peso

em U(p)3. Daí, existem t1, t2, t3 ∈ U(p)3 tais que rt1 − xt2 − yt3 = 0, ou seja,

r = x(t2t
−1
1 ) + y(t3t

−1
1 ) ∈ xU(p)3 + yU(p)3.

Logo, σA(x, y) ∩ B ̸= ∅ e DA(p,B) ⩽ 2 para p ̸= 7, 13.

Se p = 7, então U(7)3 = {±1} e as outras duas classes laterais de U(7)3 em U(7)

são 2U(7)3 = {±2} e 3U(7)3 = {±3}. Se x, y ∈ U(7)3, temos xy − yx = 0 ∈ B, ou

seja σA(x, y) ∩ B ̸= ∅. Mais ainda, se xU(7)3 = yU(7)3, então existem t1, t2 ∈ U(7)3

tais que t1x = −t2y, já que −1 ∈ U(7)3. Assim sendo, t1x + t2y = 0 ∈ B, isto é,

σA(x, y) ∩ B ̸= ∅. Assim, suponha sem perda de generalidade que x ∈ U(7)3. Além

disso, suponha xU(7)3 ≠ yU(7)3, ou seja, ou yU(7)3 = 2U(7)3 ou yU(7)3 = 3U(7)3. Se

xU(7)3 ∩ B ≠ ∅ ou yU(7)3 ∩ B ̸= ∅, teremos σA(x) ∩ B ̸= ∅ ou σA(y) ∩ B ̸= ∅. Logo,

suponha que as classes laterais xU(7)3 e yU(7)3 não possuem interseção com B. Se

yU(7)3 = 2U(7)3, temos

3 = 1 + 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3 e − 3 = −1− 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3.

Se yU(7)3 = 3U(7)3, temos

2 = 3− 1 ∈ yU(7)3 + xU(7)3 e − 2 = −3 + 1 ∈ yU(7)3 + xU(7)3.

Em qualquer um dos casos, temos σA(x, y)∩B ̸= ∅. Por fim, suponha x, y /∈ U(7)3. Como

|B| ⩾ 2, existe pelo menos um elemento de U(7)3 que pertence a B. Por

1 = 3− 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3 e − 1 = −3 + 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3,

então σA(x, y) ∩ B ̸= ∅, como desejado. Logo, DA(7, B) ⩽ 2.

Se p = 13, então U(13)3 = {±1,±5} e as outras duas classes laterais de U(13)3

em U(13) são 2U(13)3 = {±2,±3} e 4U(13)3 = {±4,±7}. Se x, y ∈ U(13)3, temos

xy − yx = 0 ∈ B. Mais ainda, se xU(13)3 = yU(13)3, então existem t1, t2 ∈ U(13)3



Capítulo 5. Generalização da Constante de Davenport com peso 76

tais que t1x = −t2y, já que −1 ∈ U(13)3. Assim sendo, t1x + t2y = 0 ∈ B, isto é,

σA(x, y) ∩ B ̸= ∅. Suponha sem perda de generalidade que x ∈ U(13)3. Além disso,

suponha xU(13)3 ≠ yU(13)3 Se xU(13)3∩B ̸= ∅ ou yU(13)3∩B ̸= ∅, então σA(x)∩B ̸= ∅

ou σA(y) ∩B ≠ ∅. Logo, suponha que as classes laterais xU(13)3 e yU(13)3 não possuem

interseção com B. Se yU(13)3 = 2U(13)3, temos

4 = 1 + 3 ∈ xU(7)3 + yU(7)3, − 4 = −1− 3 ∈ xU(7)3 + yU(7)3,

7 = 5 + 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3 e − 7 = −5− 2 ∈ xU(7)3 + yU(7)3.

Se yU(13)3 = 4U(13)3, temos

2 = −5 + 7 ∈ xU(7)3 + yU(7)3, − 2 = 5− 7 ∈ xU(7)3 + yU(7)3,

3 = −1 + 4 ∈ xU(7)3 + yU(7)3 e − 3 = 1− 4 ∈ xU(7)3 + yU(7)3.

Em qualquer um dos casos, temos σA(x, y) ∩ B ̸= ∅. Por fim, suponha x, y /∈ U(13)3.

Como |B| ⩾ 2, existe pelo menos um elemento de U(13)3 que pertence a B. Por

1 = 10− 9 ∈ xU(13)3 + yU(13)3, − 1 = −10 + 9 ∈ xU(13)3 + yU(13)3,

5 = 11− 6 ∈ xU(13)3 + yU(13)3 e − 5 = −11 + 6 ∈ xU(13)3 + yU(13)3,

temos (xU(13)3 + yU(13)3) ∩ B ̸= ∅, como desejado. Logo, DA(13, B) ⩽ 2.

Portanto, qualquer que seja o número primo p tal que p ≡ 1 (mod 3), temos

DA(p,B) ⩽ 2.

Lema 5.2.4. Sejam p um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3), A = U(p)3 e B ⊂ Zp tal

que 0 ∈ B. Então, DA(p,B) = 3 se, e somente se, B = {0}.

Demonstração. Suponha DA(p,B) = 3. Pelo Lema 5.2.3, |B| = 1 e, consequentemente,

B = {0}.

Reciprocamente, se B = {0}, basta usar o Teorema 3.3.1 e Lema 3.3.2.

Teorema 5.2.2. Sejam p um número primo tal que p ≡ 1 (mod 3), A = U(p)3 e B ⊂ Zp

tal que 0 ∈ B e |B| ⩾ 2. Então, DA(p,B) = 2 se, e somente se, existe pelo menos uma e

no máximo duas classes laterais de U(p)3 em U(p) que não possuem interseção com B.

Demonstração. Suponha que DA(p,B) = 2. Daí, existe x ∈ U(p) tal que xt /∈ B, para

todo t ∈ U(p)3, ou seja, xU(p)3 ∩ B = ∅ e existe pelo menos um classe lateral de U(p)3

em U(p) que não tem interseção com B. Agora, como [U(p) : U(p)3] = 3, se as três classes

laterais de U(p)3 em U(p) não possuem interseção com B, então B = {0}, o que é uma

contradição com a hipótese. Logo, no máximo duas classes laterais de U(p)3 em U(p) não

possui interseção com B.
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Reciprocamente, suponha que exista pelo menos uma e no máximo duas classes

laterais de U(p)3 em U(p) que não possuem interseção com B. Considere S = (x). Como

x ∈ U(p) e xt /∈ B, para todo t ∈ U(p)3, então σA(x) ∩B = ∅. Logo, DA(p,B) ⩾ 2. Pelo

Lema 5.2.3, temos DA(p,B) ⩽ 2, o que termina a demonstração.

Podemos perceber que, se p ≡ 1 (mod 3), B ⊂ Zp é tal que 0 ∈ B e |B| ⩾ 2,

xU(p)3 ∩ B ̸= ∅, para todo x ∈ U(p), então DA(p,B) = 1.

Considerações finais

Neste capítulo, foram apresentados resultados inéditos sobre uma generalização da

constante de Davenport com peso. Os teoremas desenvolvidos ampliam o conhecimento

atual sobre o invariante, fornecendo estimativas exatas e construções explícitas em contextos

até então não explorados.

A abordagem adotada combina técnicas clássicas da teoria aditiva, como o uso

do Teorema de Cauchy-Davenport com adaptações específicas ao contexto dos pesos,

respeitando a estrutura envolvida. Em particular, as análises aqui apresentadas constituem

um avanço em relação aos resultados já consolidados para a constante de Davenport usual

e suas variantes não ponderadas.

Estes resultados são, até onde sabemos, inéditos, e reforçam a relevância de

se estudar versões ponderadas de constantes aditivas clássicas. A ideia é consolidar

as contribuições aqui desenvolvidas e submetê-las para publicação em forma de artigo

científico em periódico especializado da área.
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