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Resumo

COSTA, Camila de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2017.
Alguns Grupos de Simetrias na Geometria Euclidiana. Orientador: Luis
Felipe Gongalves Fonseca. Coorientador: Alexandre Alvarenga Rocha.

Projeto desenvolvido de forma linear nas areas e propostas do trabalho: defini¢oes
de grupos, grupos de permutacoes, subgrupos, classes laterais e homomorfismo de
grupos. Dentro da proposta foram abordados as propriedades do grupo simétrico
de grau n, simetrias dos poligonos regulares e a dualidade dos sélidos platonicos.
Quanto aos sélidos, temas abordados e explorados: rotacoes do tetraedro, cubo e
dodecaedro. Conclusao do projeto com abordagem do relato da aula pratica sobre

simetrias.



Abstract

COSTA, Camila de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2017.
Some Groups of Simmetry in the Euclidian Geometry. Adviser: Luis Felipe
Gongalves Fonseca. Co-adviser: Alexandre Alvarenga Rocha.

This project has been developed in the linear form at the areas the proposals of
the work: definitions and exchanges of the groups, sub-groups, lateral classes and
homomorphism groups. In the proposal, some subjects were analyzed like: the
proprieties of the symmetric groups of degree n, regular polygons’ symmetry and
the duality of the platonic solids. In relation to the solids, we have explored the
rotations of the tetrahedron, cube and the dodecahedron. The conclusion of this

project has some approaches derived from simmetries practical classes.
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Introducao

Caro leitor, voceé sabe o que é simetria? Ja escutou esta palavra no seu cotidiano?
Conhece a estrutura matemética por tras de uma simetria de reflexao de um poligono
regular? As respostas para estas perguntas encontram-se no decorrer desta dissertacao,
que apresenta a seguinte estrutura:

As defini¢coes de grupos, grupos de permutacoes, subgrupos, classes laterais,
homomorfismo de grupos, propriedades do grupo simétrico de grau n e a dualidade
dos solidos platonicos, capitulo 2. Todo conteido citado seré a base para o projeto.
Simetrias dos poligonos regulares e rotacao dos sélidos platonicos, capitulo 3. Quanto
aos solidos, exploracao das rotagoes do tetraedro, cubo e dodecaedro; pois o cubo é
dual com o octaedro e o dodecaedro com o icosaedro.

Capitulo 4, o relato da aula pratica sobre simetrias. Projeto executado na Escola
Estadual Joao Batista de Carvalho, com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental.
Andlise das simetrias no nosso cotidiano, introducao das simetrias dos poligonos
regulares e as rotagoes do tetraedro.

E necessario que o leitor tenha um conhecimento prévio sobre elementos de
aritmética de um curso de graduagdo em matematica. Para mais consulte [11].

Vale salientar que as demonstracoes dos teoremas que antecedem a parte dos
grupos de simetrias dos poligonos regulares nao é o foco. E sim, utilizar os teoremas
para justificar os resultados sobre as simetrias de reflexao e rotagao dos poligonos
regulares e as rotagoes dos sélidos platonicos.

Os exemplos encontrados nesta dissertagao foram extraidos dos livros cujas
referéncias sao [10] e [12].

As informacoes contidas nesta introducao norteiam o percurso estruturado em con-
ceitos, pesquisas, experimentos e descobertas; galgando em um universo matemético
implicito nos contetddos ministrados de forma abstrata.

Esse projeto é uma porgao nao magica, mas cheio de magia e agucador aos
apreciadores dos poligonos regulares e dos sélidos platonicos.

E lembre-se: ” A magia da matematica é ofuscante e exclusiva de seus eternos
apreciadores” Romulo Alexandre da Silva Fernandes.

Boa leitura!
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Elementos de um Grupo, Grupos de
Permutacao e Dualidade dos Poliedros
Platonicos

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes de grupos, grupos de permutacao,
subgrupos, classes laterais, homomorfismos de grupos, algumas propriedades do
grupo simétrico de grau n e a dualidade dos sélidos platonicos.

2.1 Grupos

Definigao 2.1: Um grupo (G*) é formado por um conjunto G # & e uma operagao
binaria (x,y) — x * y satisfazendo as seguintes propriedades:

e Associatividade
(axb)*c=ax(bxc), quaisquer que sejam a,b,c € G.

e Elemento Neutro
Existe e € G tal que a x e = e x a = a, qualquer que seja a € G.

e Inverso
Para todo a € G, existe b € G, tal que axb=b*xa = e.

Um grupo (G,x) é chamado abeliano se a operagao * for comutativa, ou seja,
para todos a,b € G, temos a *x b = b * a.

Propriedades

e O neutro e € G é unico.
De fato, se e e €’ sao neutros, entao e = e x e’ = ¢'.

e O inverso de um elemento a € G é unico.
Com efeito, se a e b sao inversos de ¢ entdo, a = a*xe = a* (cxb) = (a*xc)*b =
exb=0b.

Dai, denotamos ¢! o inverso de c.
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e Para todos a,b € G, temos (a b))t =b"1*xa™L.
De fato,
(axb)x (b xa ) =(ax(bxbN))sxal=(axe)xat=axat=c¢

b lxaHx(axb)=(b"1x(a*a)xb=(b"1xe)xb=b"lxb=c¢

Exemplo 2.1.1: (Z,+) é grupo

e Fechamento
Para todos a, b € Z, temos a + b € Z.

e Associatividade
Para todos a,b,c € Z, temos a + (b+¢) = (a +b) + c.

e Elemento Neutro
a+ 0 =0+ a para todo a € Z.

e Inverso
Para todo a € Z, existe (—a) € Z tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

Exemplo 2.1.2: (Z,.) nao é grupo.
Observe que a propriedade do inverso nao é satisfeita.
e Sejam x e ' € Z tais que, x # 1 e —1

1
r.x' =1temos s’ =—¢Z e 2’.x=1. Logo 2’ = — ¢ Z.
x T

Exemplo 2.1.3: (Z4,+) é um grupo.
Observe a tabela de Z, com a operacao da adicao

ol
ol
—
Do
wl

=
—
o]}
wl
ol

N]]
Do
wl
ol
=

wl
wl
ol
—
|

Por meio da tabela pode-se verificar que (Z4,+) respeita a associatividade, possui
elemento neutro, 0, e todos seus elementos possuem inverso, (0)~! =0, (1)~! = 3,
2)t=2e(3)t=1.

Definigao 2.2: Seja (G,*) um grupo finito. Definimos a ordem do grupo O(G)
como sua cardinalidade, O(G) =| G |
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Definigao 2.3: Chama-se grupo de Klein, o grupo formado pelo conjunto {e, a, b, c},
de ordem 4, em que a? = b?> = ¢®> = ¢, onde e é o elemento neutro.

Exemplo 2.1.4: Téabua de Klein é um grupo.

* e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Observando a tabela, pode-se verificar que ocorre a associatividade, temos o elemento
neutro e todos os elementos possuem inverso.

2.2 Grupos de Permutacao

Definicao 2.4: Permutacao é uma bijecao de um conjunto nao-vazio nele mesmo.

Proposicao 2.1: A colecao de todas as permutacoes de um conjunto nao vazio
X constituird o grupo das permutagoes do conjunto X, Sx, com a operagao de
composigao de fungoes, (Sx,0).

Demonstracao: Seja X um conjunto nao vazio. Considere o conjunto
A(X) ={p: X — X; [ é uma bijegdo}. Vamos mostrar que A(X) com a operagao
de composicao de fungoes é um grupo.

Fechamento - Sejam (3 e B € A(X). Queremos mostrar que [y 0 51 € A(X).
e (3,0 (3 é injetora
Tome z,y € X e suponha que [2(B1(x)) = B2(P1(y)). Observe que [; e (35 sdo
invertiveis, dai
Ba(B1(2)) = Ba(Bi(y) = Ba (Ba(Br(2))) = By (Ba(B1(y))) = Bilx) = Bily) =
BriBi(x) =B Bi(y) = x =y
Logo 5 o 81 € injetora.
e (35 0 3 é sobrejetora
Devemos mostrar que todo elemento de X é imagem de algum elemento de X por
Ba(B (2)).
Como ((x) é bijetora entdao f3;(z) é sobrejetora, logo todo y € X se escreve como
p1(z) = y para algum = € X.
Do mesmo modo, fB2(y) = z, para todo z € X.
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Assim, z = [o(y) = B2(P1(x)), para todo z € X. Logo 52(f1(x)) é uma fungao
sobrejetora.

Portanto mostramos o fechamento, ou seja, a composigao de fungdes de A(X) resulta
em uma funcao em A(X).

Associatividade - Para todos [31,0,,03 € A(X) temos f30 (820 31) = (B30 32) o fy.

Elemento Neutro - A funcao identidade (z) = x estd em A(X) e
I(B(x)) = B(I(z)) = B(x), VB € A(X).
Inverso - Como todas as fungoes 3 em A(X) sdo bijetoras, para cada 3 existe 3!
tal que o Bt =p"1oB =1Id.
Assim, Sy é de fato um grupo. [

Se X é um conjunto infinito, entao Sx serd um grupo infinito. E quando
X = {1,2,3,...n},n € N, Sx serd denotado por 5,, e serd chamado de Grupo
Simétrico de Grau n.

Segue da Anélise Combinatéria que a ordem de S, é n!, ou seja, o nimero de
permutacoes de um conjunto de n elementos é igual a n!.

Exemplo 2.2.1: S5 é formado por todas as permutacoes possiveis dos inteiros 1, 2
e 3.
Permutando os nimeros 1, 2 e 3, chegamos a 123, 132, 321, 213, 231 e 312.

Podemos associar cada resultado a uma matriz que representa cada elemento de
S3. Assim temos as seguintes associagoes:

1 2 3
123 =
1 2 3
Essa permutacao envia o nimero 1 para o nimero 1, o nimero 2 para o numero

2 e o nimero 3 para o nimero 3.
A seguir veremos as outras associagoes:

me(129),
m(129),
o (120,
e (123)
e (129)
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A notacao matricial se torna invidavel quando o valor de n é grande. Logo temos
outra notagao para representar a mesma permutacao, o ciclo. Por exemplo, o elemento

(£ de Sg definido por:
1 23 456
31 45 6 2

pode ser representado pelo ciclo (134562). Observe que 3 é a imagem do 1, 4 é a
imagem do 3, ..., 2 ¢ a imagem do 6 e 1 é a imagem do 2. Quando uma permutacao
é representada por um unico ciclo, chamamos de permutacao ciclica. Um r-ciclo é
um ciclo com r nimeros. Neste exemplo, temos um 6-ciclo.

Considere o proximo exemplo, o elemento o em Sg definido por
1 23 456
52 4 316

pode ser representado pelo ciclo (15)(2)(34)(6) = (15)(34). Temos que os elementos
fixos, no caso 2 e 6, sao omitidos nesta notagao em ciclo.

Agora vamos representar S3 em forma de ciclos. Temos as seguintes associagoes
entre matrizes e ciclos:

(15 5) = 0@e -

(\V]
w

(1 ; 3)2><1)(23):(23);
(é ; ?):03)(2):(13);
(; f §)=><12><3>=<12);
(237)—02
(é f 2)=>(132).

Logo os elementos de S3, escritos em formato de ciclos, sao:

Como (S;,0) é um grupo, para operar o elemento «3, primeiro operamos (3 e
depois «.
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Exemplo 2.2.2: Sejam a = (123) e § = (132). Operando af3, temos:

aB = (123)(132) = (1)(2)(3) = Id

2.3 Subgrupos

Definigao 2.5: Seja (G,*) um grupo. Um subconjunto nao vazio H C G é um
subgrupo de GG quando as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1) Para todos a,b € Hyaxb € H;

2) Para todoa € H,a ' € H.

Notagao: Se H é um subgrupo de G, escrevemos H < G.

Proposicao 2.2: Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. H é
subgrupo de G se, e somente se, para quaisquer a,b € H, tem-se que a*b~! € H.

Demonstragao: (=) Se H ¢ um subgrupo de G e a,b € H, sabemos que b~! deve
estar em H. Assim como o produto a * b~! também deve pertencer a H.

(<) Suponhamos que H seja um subconjunto nao-vazio de G e que ax b~ € H
sempre que a,b € H.
Seac H,entaoe=a*a '€ Heexa'=a'ecH.
Assim, se a,b~! € H temos axb=ax* (b~')"! € H.
Portanto, H é m subgrupo de G. [

Definicao 2.6: Subgrupos triviais de G: {ec} <GeG <G

Exemplo 2.3.1: Seja F' o conjunto das fungoes f : R — R. Entao

H = {f € F: f(1) = 0}
é um subgrupo aditivo de (F,4).

O conjunto H # &, pois f(x) =0 € H. Ocorre o fechamento. Sejam fi,fo € H
tais que fi(1) = 0e fo(1) = 0. Assim, (f1 + f2)(1) = fi(1) + f2(1) = 0+ 0 = 0. Isto
mostra que f; + fo € H. E por ultimo, temos o inverso. Considere f; € H. Entao
fil)=0e —fi(1) = —(f1(1)) = =0 =0, logo — f1(1) =0 € H. Portanto H é um
subgrupo aditivo de (F,+).

Exemplo 2.3.2: Seja F' o conjunto das fungoes f : R — R e seja
G={f€eF;f(x)#0VreR}
O subconjunto H = {f € G; f(0) = 1} é um subgrupo multiplicativo de (G,).

O conjunto H # @, pois f(z) =x+1 € H. Sejam fi,f> € G. Como f5(0) =1#0
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temos f, '(0) = % = 1. Dai, (fi.f;1)(0) = f1(0).£,5(0) = 1.1 =1 € H. Isto

mostra, com base em 2.2, que H é um subgrupo de G.

Exemplo 2.3.3: Considere o conjunto nZ, conjunto formado pelos multiplos de
n. Iremos mostrar que nZ C Z é um subgrupo de Z. O elemento neutro aditivo
de Z ¢ 0 0 e 0 € nZ, pois 0 = n.0. Vamos mostrar se dois elementos de nZ sejam
eles nz; e nzy quando operamos nz; € —nz, obtemos um elemento de nZ. Assim
nzy + (—nze) = nzy — nzg = n(z; — 23) € nZ. Logo, nZ < Z.

Seja S um subconjunto nao-vazio do grupo G, o conjunto
{aiay...an;n € N,a; € Soua; € S7'
serd denotado por (S).

Proposicao 2.3: Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de GG. Entao o
conjunto (S) é um subgrupo de G. [10]

Definigao 2.7: Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. Entao (S)
¢ o subgrupo gerado por S.

2.4 Classes Laterais

Definigao 2.8: Sejam H < G e g€ G. O conjunto Hg = {hg | h € H} é chamado
de uma classe lateral a direita de H em G.
Analogamente, gH = {gh | h € H} é uma classe lateral a esquerda.

Estas classes laterais sao disjuntas ou coincidem. A prova desta afirmacao pode
ser vista em [13].

Exemplo 2.4.1: Seja S3 = {I1d,(12),(13),(23),(123),(132)} e H = {Id,(12)} com
H < S3. Iremos determinar as classes laterais a esquerda e a direita de H em Sj3.

e (lasse lateral a esquerda

(Id)H = {Id,(12)}
(12)H = {(12),1d}
(13)H = {(13),(123)}
(23)H = {(23),(132)}

(123)H = {(123),(13)}

(132)H = {(132),(23)}

e Classe lateral a direita
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H(Id) = {Id,(12)}
H(12) = {(12),Id}
H(13) = {(13),(132)}
H(23) = {(23),(123)}
H(123) = {(123),(23)}
H(132) = {(132),(13)}

2.5 Teorema de Lagrange
Definicao 2.9: A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda é o

indice de H em G} ele serd denotado por (G : H).

Teorema 2.1: Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao | G |=| H |
(G : H). Em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.[10]

Exemplo 2.5.1: Determine a cardinalidade do conjunto das classes laterais de
H = {1d,(12)} em S.

Como S3 é um grupo finito e H < S3 temos pelo Teorema de Lagrange que,
| Sz |=| H | -(S3: H). Logo (S3: H) = 3.

Analisando o exemplo 2.4.1, podemos perceber que

e (Classes laterais a esquerda

(123)H = (13)H, (132)H = (23)H, (12)H = (Id)H

e Classes laterais a direita
H(123) = H(23), H(132) = H(13), H(12) = H(Id)

2.6 Homomorfismos de Grupos

Definigao 2.10: Sejam (G,x) e (H,A) grupos. Uma fungao f : G — H é um
homomorfismo de grupos se para todos ¢g;,g2 € G' temos

flg1x92) = f(g1) D f(g2).

Exemplo 2.6.1: Considere a aplicagao f : (R*,-) — (R*,-) definida por f(z) =| z |.
Veremos que f é um homomorfismo.
Sejam z,y € R*, temos:

fle-y)=lz-yl=lz| |yl=fl2) fy)

Logo f é um homomorfismo.
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Exemplo 2.6.2: Seja g : R — R definida por g(x) = 22 + 1. Verificaremos que ¢
nao é um homomorfismo.

Observe que g(3+2) = g(5) =26 ¢ g(3) + g(2) = 10 + 5 = 15.

Assim g(3+2) # g(3) + g(2).

Logo g nao é um homomorfismo.

Definigao 2.11: Se a fungdo f : G — H, com (G,x) e (H,A) grupos, é um
homomorfismo bijetor entao f é chamada de isomorfismo.

Exemplo 2.6.3: Considere a funcao In : (R%,:) — (R,4). Sabemos que In(z) é
uma funcao bijetora. Além disso, Vz,y € R temos In(x - y) = In(x) + In(y).
Logo In(x) é um isomorfismo.

Denotamos um isomorfismo entre dois grupos (G,*) e (H,A) por G = H.

2.7 Propriedades do Grupo Simétrico de Grau n

Seguem algumas propriedades do grupo simétrico de grau n que serao usadas ao
longo do trabalho.

Definicao 2.12: Um 2-ciclo é chamado de transposicao.

Proposigao 2.4: Seja a € 5, a # id. Entao a permutagdo a é um produto de
transposigoes disjuntas; tal fatoragao é tinica a menos da ordem dos fatores. [10]

A paridade do nimero de transposi¢coes numa permutacao é bem definida.

Definicao 2.13: Um elemento a de S,, é uma permutacao par quando « se escreve
como um produto de um nimero par de transposi¢oes disjuntas. [10]

Definicao 2.14: Um elemento a de S,, é uma permutacao impar quando « se
escreve como um produto de um nimero impar de transposigoes disjuntas. [10]

Definigao 2.15: O conjunto das permutagoes pares de .S, sera indicado por A, e
sera chamado grupo alternado de grau n. [12]

Proposigao 2.5: Para todo n > 1, o conjunto A,, é um subgrupo de ordem %’ [12]

Proposicao 2.6: O grupo A,, n > 3, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos
de S,. [11]

2.8 Dualidade dos Poliedros Platonicos

Segundo [3] para conceituar os poliedros platonicos duais, podemos usar a defini-
Gao:

Definicao 2.16: Poliedros duais sao formados por dois poliedros, um dentro do
outro, de modo que os vértices do sélido interior coincidam com o centro das faces
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do solido exterior.

Assim temos que o tetraedro é dual consigo mesmo, o octaedro é dual do cubo e
o icosaedro é dual do dodecaedro. Esta definicao de dualidade dos sélidos platonicos

Figura 2.1: Sélidos Platonicos Duais.[?]

¢ fundamental para trabalhar simetrias de rotacao dos poliedros. Estudaremos esse
assunto no préximo capitulo.



Alguns Grupos de Simetrias na
Geometria Euclidiana

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes dos grupos de simetrias dos poligonos
regulares e do grupo de rotagoes dos cinco poliedros platonicos.

3.1 Grupo de Simetrias dos Poligonos Regulares

Antes da apresentacao dos grupos de simetrias dos poligonos regulares: definicao
de figura, isometria e simetria.

Definigao 3.1: Compreendemos por uma figura um conjunto X de pontos de R?
ou R?. [7]

Definicao 3.2: Uma isometria é uma transformagao no plano que preserva distancia.

Definigao 3.3: [7] Dada um figura X, uma simetria de X é uma aplicagao f :
X — X com as seguintes propriedades:

e f é uma isometria
e f é sobrejetiva

Desta forma, simetria é uma aplicagao que preserva a forma da figura.
Agora vamos investigar os grupos de simetrias do triangulo equilatero e do
quadrado.

3.1.1 Grupo de Simetrias do Triangulo Equilatero

Considere o triangulo equilatero da figura 3.1, com vértices P,(Q e R e as retas z,y
e z que passam pelo baricentro O, do triangulo e os vértices P,() e R respectivamente.

- 2 Ar
Sejam Id, 6,6 as rotacoes com arcos de 0,? e 5 radianos em torno do baricentro,

12
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Figura 3.1: Triangulo Equilatero

em sentido anti-horario. E R,, R, e R, as reflexoes de 7 radianos em torno das retas
x,y e z, respectivamente.

Estes seis movimentos mencionados, formam o conjunto das simetrias do triangulo
equildtero, que é representado pelo conjunto D3 = {Id, 6, 6* R,, R,, R.}.

Verifique que a composicao de dois elementos de Ds, ainda, é um elemento de Ds.

Veja o exemplo das composigoes:

Exemplo 3.1.1: As composicoes o R, = R, e R, 0o 0 = R, estao representadas
nas figuras 3.2 e 3.3.

tridngulo 1

tridngulo 2 tridngulo3

Figura 3.3: Exemplo de composicao de triangulo equilatero, R, o 6 = R,
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Logo, as composicoes resultaram em uma simetria do triangulo equilatero.

Observe a tabela com todas as composicoes possiveis do conjunto de simetrias do
triangulo.

Id Id 0 62 R, R, R,

2 | 6> | 1d | 6 | R. | R, | R,

R, | R, | R. | R, | 6 | Id | 6

R. | R. | R, | R, | 6 | 6 | Id

Pela tabela, o conjunto de simetrias do triangulo equildtero com a operagao
composi¢ao de fungoes é um grupo nao abeliano.

A associatividade ocorre, uma vez que a composicao de fungoes é associativa.

O elemento neutro é a identidade (Id), ou seja a rotagao 0 rad ou 27 rad.

Observe que cada elemento possui um inverso:

Id'=1d,07' =6* (6> =0,R;' =R, ,R,' = R,,R.' = R..

Portanto o conjunto de simetrias do triangulo equilatero com a operagao compo-
sicao é um grupo.

Como R, o R, =0 ¢ R, o R, = 6% nao vale a comutatividade. Logo o grupo nio
¢ abeliano.

Retornando a tabela, verificamos que * =006, R,=0o R, e R, =00 R, =
foboR,=0%0R,.
Notacao: Id = 0° Reescrevendo Ds, temos:

D3 =1{0",0,0 R,,00R,,0°0R,}.

Assim Dj é gerado por 0 e R,.
Numa tltima anélise da tabela, nao é dificil observar que {Id, 0,6} forma um
subgrupo de Ss.
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3.1.2 Grupo de Simetrias do Quadrado

Seja o quadrado com vértices P,Q), R e S, as retas diagonais x e y e retas w e
z que passam pelos pontos médios dos lados PS, QR, PQ) e RS, respectivamente
conforme figura 3.4.

Figura 3.4: Quadrado

) . T 3T _ .
Sejam Id, 6, 0% e 6 as rotacoes com arcos de 0, 5T g radianos, respectivamente,

em torno do centro O, em sentido anti-horario. E R, , R, , R, , R, as reflexoes de 7
radianos em torno das retas x,y,w e z respectivamente.

Estes oito movimentos determinam o conjunto das simetrias do quadrado. Deno-
taremos este conjunto por Dy = {Id,0,6*,6° R, ,R,,R,,R.}.

Analisando a composi¢ao entre as simetrias R, o 8> = R, e #* o R, = R, nas
figuras 3.5 e 3.6 obtemos:

Quadrado 1 Quadrado 2 Quadrado 3

Figura 3.5: Exemplo de composi¢io do quadrado, R, 0 6? = R,

Observe que as composicoes resultaram em um elemento de Dy.
Investigando todas as composicoes possiveis do conjunto de simetrias do quadrado,
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Quadrado 1 Quadrado2 Quadrado 3

Figura 3.6: Exemplo de composi¢do do quadrado, 6? o R, = R,

obtemos a tabela:

o | Id | 6 | # | | R, | R, | R, | R.
Id | Id | 6 | ¢ | ¢ | R, | R, | R, | R.
0 9 | 62 | ¢ | Id | R | R. | R, | R.
2 | 62 | 6 | 1d | 6 | R, | R, | R. | Ry
o | 6 | 1d | 9 | 6 | R. | R, | R | R,
R, | Ry | Ry | R, | R. | Id | ¢ 0 | 63
R, | Ry, | R. | Ry | R, | 6* | Id | 6 | 6
Ry | R | Ry, | R. | R, | & | 6 | Id | ¢
R. | R. | Ry | Ry | R, | 6 | & | & | Id

Pela tabela, D, (com a operac¢ao composi¢ao de fungdes) é um grupo nao abeliano.

De fato, temos a Id, ou seja, a rotacao de 0 radiano que é o elemento neutro.
Observe que, cada elemento de Dy possui um inverso: Id~! = Id, 07! = 63,
0*)'=6*,(°)"'=0,R,'=R,,R;'=R,,R;,) =R, e R;' =R,.

Logo o conjunto de simetrias do quadrado com a operacao composicao de funcgoes
é um grupo.

Como R,o R, =0¢e R, o R, =03 temos que nao vale a propriedade comutativa,
assim o grupo nao ¢é abeliano.

Verificando a tabela, ocorre o seguinte: Id = 6°,60*> = 006,60 =000* R, =
920Rm,Rw:HoRx,RzzﬁoRyZHOHQORI =0oR,.

Reescrevendo Dy, temos:

D4:{00707‘927637Rx792OR:B790R3:783ORm}

Assim D, é gerado por 0 e R,.

Apds a investigacao de todas as composicoes possiveis de D, concluimos que:
a composta de duas rotacoes é uma rotacao, a composta de duas reflexdes é uma
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rotacao e a composta de rotacao com reflexao ou reflexao com rotacao resulta em
uma reflexao. Com isso e pela andlise da tabela, o conjunto das rotagoes em Dy
também formam um grupo com a operacao composicao de fungoes.

3.1.3 Grupo de Simetrias do Poligono Regular com 2n
Lados, n € N

Sejam 1,2, ...,2n os vértices do poligono, conforme figura 3.7, di,d>, ..., d, suas
retas diagonais que passam pelo centro e ay,as,...,a, retas que passam pelo ponto
médio de um lado e o ponto médio do lado oposto a este lado inicial. Considere o
ponto O como centro do poligono.

‘ay pies

Figura 3.7: Poligono regular com nimero par de lados. [1]

Separando as simetrias, temos:

e Rotacoes

2m
As rotagoes # de — = — radianos em torno do centro do poligono. Com o

T
2n n_

total de 2n rotacoes. {k: (—) i keN0<k< Qn}.
n

o Reflexoes
As reflexoes Ry, e R,; de m radianos em torno da reta a,, onde

{i,j e N;1 <i,5 <n}.

Com um total de 2n reflexoes, pois temos n diagonais e n retas que passam
pelos pontos médios dos lados opostos do poligono.

Assim, o conjunto de todas as simetrias do poligono regular com um numero par
de lados ¢

Dgn — {Id,9,92 g e ,92n71,Rd1 ,Rd2 g e 7Rdn7Ra1 ,Ra2 g e ,Ran}.
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. ~ m .
Podemos representar o conjunto Dy, apenas com a rotacao # de — radianos e a
n

reflexao R = Ry, de m radianos, como segue
Doy ={6°,0,0%,...,6°' R, Ro0 ,Rob?,..,Ro 0> '}.

Como nos dois casos anteriores, temos que (Ds,,0) é um grupo. Além disso,
pode-se demonstrar que o grupo Dy, é gerado pelos elementos 6 e R, ou seja, com
apenas uma rotacao e uma reflexao geramos Do, .

3.1.4 Grupo de Simetrias do Poligono Regular com 2n + 1
Lados, n € N
Sejam 1,2, ..., 2n, 2n+1 os vértices do poligono, conforme figura 3.8, by, bs, ..., boy i1

as retas que passam pelo vértice e o ponto médio do lado oposto a este vértice
(passando pelo centro) e O o centro do poligono.

Figura 3.8: Poligono regular com nimero impar de lados. [/]

Separando as simetrias, temos:

e Rotagoes

27
As rotacoes 0 de 1 radianos em torno do centro do poligono com o total
n

2T
2n+1

de 2n + 1 rotacgoes. {k( ),keN,O§k<2n+1}

e Reflexoes
As reflexées R de 7 radianos em torno da reta b,,. Com um total de 2n + 1
reflexoes, pois temos 2n + 1 vértices e 2n + 1 pontos médios dos lados.
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Assim, o conjunto de todas as simetrias do poligono regular com um niimero
impar de lados ¢é

D2n+1 = {Id79762 y e 792naRb1 7sz PR 7Rb2n+l}'

Podemos representar o conjunto Ds,,, 1 apenas com a rotagao 6 de radianos

n
e a reflexao R = Ry, de m, como segue

Dopy1 ={1d,0,60*,...,6° R,Rof,Ro6*, ..  Ro®H™"}

Logo Ds, 1 e a operagao composi¢ao é um grupo e esse grupo ¢ gerado pelos
elemento 6 e R, ou seja, com apenas uma rotagao e uma reflexao geramos Dy, 1.

Apés as generalizagoes, conclui-se que o nimero de simetrias de um poligono
regular de n (aqui n pode ser par ou impar) lados é 2n, ou seja, o dobro do nimero
de lados. D,, é um grupo gerado por apenas dois elementos, uma rotacao e uma
reflexao.

Assim o grupo D,, é chamado grupo diedral de grau n.

Vale ressaltar, que no grupo diedral D,, o conjunto das rotacoes

0, ={I1d,0,0*,...,0""}

com a operagao de composicao de funcao formam um grupo.

3.2 Grupo de Simetrias de Rotacao dos Sélidos
Platonicos

Para auxiliar a compreensao das rotacoes dos solidos platonicos, segue a planifi-
cagao de cada soélido.

Figura 3.9: Planificagdo dos sélidos platonicos. [0]
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3.2.1 Grupo de Simetrias de Rotacao do Tetraedro

Figura 3.10: Tetraedro. [!]

O tetraedro contém dois tipos de rotagoes: uma com o eixo de rotacao passando
por um dos vértices e pelo baricentro da face oposta ao vértice; outra com o eixo
passando nos pontos médios das arestas opostas.

Identificacao do nimero de simetrias de rotacao do tetraedro.

e FKixo passando por um dos vértices e pelo baricentro da face oposta.

27
Sao duas rotacoes diferentes da identidade, uma segundo um angulo de 3 e

N ™ -
outra segundo um angulo de —. Como temos 4 vértices no tetraedro, obtemos

4 eixos de rotacao, cada eixo com 2 rotagoes. Assim temos:
4x2=28

rotacoes com o eixo passando por um dos vértices e pelo baricentro.

Na figura 3.11, temos esses eixos de rotagao representados pelas retas de cores
verdes.

Figura 3.11: Eixos de Rotagoes do Tetraedro. [3]
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e Eixo passando pelos pontos médios das arestas opostas.
Sao rotagoes diferentes da identidade e com angulos de 7. Sao 3 pares de
arestas opostas no tetraedro. Logo:

I3Ix1=3

rotacoes com o eixo passando pelos pontos médios das arestas opostas.

Na figura 3.11, temos esses eixos de rotacao representados pelas retas de cores

azuis.

Dai temos 8 + 3 + 1 = 12 rotagoes, incluindo a identidade.

njun T oes muni m raca mposica uncgoes ¢ um
O co to das rotacoes do com a operacao composicao de fungoes é
grupo. Fica a cargo do leitor interessado, verificar essa afirmacao.

Portanto, o grupo de simetrias de rotagao do tetraedro possui 12 elementos.

3.2.2 Simetrias de Rotagao do Cubo

Figura 3.12: Cubo. [!]

O cubo é composto de trés tipos de rotagdes: uma com o eixo de rotagao passando
pelos pontos centrais das faces opostas; outra com o eixo passando pelos pontos
médios das arestas opostas; e a ltima com o eixo passando pelos vértices opostos.

Enumeracao das simetrias de rotacao do cubo:

e Eixo passando pelos pontos centrais das faces opostas.
- N ~ . . . N ™
Sao trés rotacoes diferentes da identidade, uma segundo um angulo de > outra

R e . 3T
segundo um angulo de 7 e, por ultimo, segundo um angulo de > Como temos

3 pares de faces opostas no cubo. Logo, sao
3x3=9

rotagoes com o eixo passando pelos pontos centrais das faces opostas.
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Na figura 3.13, temos esses eixos de rotagao representados pelas retas de cores
amarelas.

Figura 3.13: Eixos de Rotagoes do Cubo. [3]

e Eixo passando pelos pontos médios das arestas opostas.
Sao rotagoes diferentes da identidade e segundo um angulo de 7. Como ha 6
pares de arestas opostas no cubo, temos

6x1=06

rotacoes com o eixo passando pelos pontos médios das arestas opostas.
Na figura 3.13, temos esses eixos de rotagao representados pelas retas de cores
azuis.

e Fixo passando pelos vértices opostos.

™
Sao duas rotacoes diferentes da identidade, uma segundo um angulo de 3 ea

4
outra segundo um angulo de 3 Como temos 4 pares de vértices opostos no
cubo, sao
4x2=8

rotacoes com o eixo passando pelos vértices opostos.

Na figura 3.13, temos esses eixos de rotagao representados pelas retas de cores
verdes.

Com a identidade, temos 9 + 6 + 8 + 1 = 24 rotagoes.

O conjunto das rotagoes munido com a operagao composi¢ao de fungoes é um
grupo. Fica a cargo do leitor interessado, verificar essa afirmacao.
Portanto, o grupo de simetrias de rotacao do cubo possui 24 elementos.
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3.2.3 Simetrias de Rotacao do Dodecaedro

Figura 3.14: Dodecaedro. [!]

O dodecaedro possui trés tipos de rotagoes: uma com o eixo de rotagao passando
pelos pontos centrais das faces opostas; outra com o eixo passando pelos pontos
médios das arestas opostas e por ultimo; eixo passando pelos vértices opostos.

Vale lembrar que o dodecaedro possui 12 faces, 30 arestas e 20 vértices.

Como nos casos anteriores, enumeramos as simetrias de rotacao.

e Eixo de rotacao passando pelos pontos centrais das faces opostas.
27 Am
Sao quatro rotacoes diferentes da identidade e segundo os angulos de —, —

57 57
6w 87w N
— e = Como temos 6 pares de faces opostas no dodecaedro, sao

)
6 x4=24

rotacoes com o eixo passando pelos pontos centrais das faces opostas.
Na figura 3.15, temos esses eixos de rotacao representados pelas retas de cores

vermelhas.

e Eixo de rotacao passando pelos pontos médios das arestas opostas.
Sao rotacoes diferentes da identidade e segundo um angulo de 7. Como temos
15 pares de arestas opostas no dodecaedro, sao

15x1=15

rotagoes com o eixo passando pelos pontos médios das arestas opostas.
Na figura 3.15, temos esses eixos de rotacao representados pelas retas de cores

azuis.

e Eixo de rotacao passando pelos vértices opostos.

27
Sao duas rotagoes diferentes da identidade: uma segundo um angulo de — e
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W
N
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Figura 3.15: Eixos de Rotagoes do Dodecaedro. [3]

™
outra segundo um angulo 5 Como temos 10 pares de vértices opostos no

dodecaedro, sao
10 x 2 =20

rotagoes com o eixo passando pelos vértices opostos.

Na figura 3.15, temos esses eixos de rotacao representados pelas retas de cores
verdes.

Ao todo, sao 24 4+ 15+ 20 + 1 = 60 rotagoes (incluindo a identidade).

O conjunto das rotagoes munido com a operagao composi¢ao de fungoes é um
grupo. Fica a cargo do leitor interessado, verificar essa afirmacao.

Portanto, o grupo de simetrias de rotagoes do dodecaedro possui 60 elementos.

3.2.4 Simetrias de Rotacao do Octaedro e Icosaedro

Figura 3.16: Octaedro e Icosaedro. [!]

Como o octaedro é o dual do cubo, e o icosaedro é o dual do dodecaedro, o
grupo de simetrias de rotagao do octaedro e do icosaedro sao isomorfos aos do
cubo e do dodecaedro, respectivamente. Logo, o grupo de simetrias de rotagao do
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/oy

"t*"'/,.-:-;

I .

Figura 3.17: Eixos de Rotagoes do Octaedro e Icosaedro. [3]

octaedro possui 24 elementos; e o grupo de simetrias de rotagao do icosaedro possui
60 elementos.

3.2.5 Uma Analise dos Grupos de Rotagoes dos Sélidos
Platonicos

Nesta secao iremos identificar os isomorfismos entre cada grupo de rotacao dos
solidos platonicos com algum subgrupo de S,,.
Para estudo complementar, o leitor podera consultar [11] e [9].

Grupo das Simetrias de Rotacao do Tetraedro e A,

Figura 3.18: Tetraedro. [7]

Vamos denotar, nesta secao, o grupo das simetrias de rotacao do tetraedro por ¥,
que possui 12 elementos.

As rotagoes permutam os vértices do tetraedro. Como temos 4 vértices neste
solido, veja a figura 3.18, X é isomorfo a um subgrupo de Sy.
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Os subgrupos de S, sao:
Sy, {e}, S3, S, K4, Ay.
Sendo a ordem de cada subgrupo:
| Sy|=24, |{e} |=1, | S5|=6, | Ky |=4, | Ay |=12.
Assim X ~ Ay.

Grupo das Simetrias de Rotacoes do Cubo e S,

Vamos considerar, nesta se¢ao, o grupo das simetrias de rotagao do cubo. Este
denotado por W. Recorde-se que ele possui 24 elementos.

Nossa andlise nao sera com vértices, como no tetraedro, e sim com as diagonais
do cubo.

.._-_-.-
R ¥
.-"-.--’ I
.-"'-;I '-.__

Figura 3.19: Diagonais do Cubo. [l]

As rotagoes permutam as diagonais. Como temos 4 diagonais no cubo, veja a
figura 3.19, ¥ é isomorfo a um subgrupo de ;.

Observe que Sy possui 24 elementos.

Logo ¥ ~ §;.

Grupo das Simetrias de Rotacgoes do Dodecaedro e A;

Vamos considerar nesta secao o grupo das simetrias de rotacao do dodecaedro.
Este serd denotado por €2, que possui 60 elementos.

Nossa associacao nao sera com vértices e diagonais, e sim, com 5 cubos inscritos
no dodecaedro, veja a figura 3.21.
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Figura 3.20: Cubo inscrito no dodecaedro. [1]

Figura 3.21: Cinco cubos inscritos no dodecaedro. [1]

As rotagOes permutam os cinco cubos inscritos. Assim, ) é isomorfo a um
subgrupo de S5. Denote este subgrupo por A.

Temos (S5: A) =2 e S5 possui um unico subgrupo de indice 2, a saber: A;. Para
maiores detalhes consulte [10].

Logo © ~ As.

Assim através desta analise dos grupos de rotagoes dos solidos platonicos, encon-
tramos uma representacao geométrica para os grupos Sy, Ay e As.



Relato da Aula Pratica

Aula pratica realizada na Escola Estadual Joao Batista de Carvalho, na cidade
de Bambui, Minas Gerais, com alunos do 8° ano do ensino fundamental.

O primeiro desafio foi desenvolver um plano de aula sobre alguns grupos de
simetrias na geometria euclidiana. Os alunos desconheciam os poligonos regulares e
os poliedros regulares.

Outro agravante: o conteido do ano letivo extenso e o projeto demandando de,
no minimo, trés aulas para o desenvolvimento. Assim foi acordado com a direcao
e supervisao da escola a realizacao da aula pratica para o mestrado, sabado, 24 de
setembro de 2016 de 13:30h as 16:30h.

A supervisora solicitou um projeto, da aula pratica para anexar ao arquivo da
escola. No apéndice seguem o projeto, bilhete para os responsaveis, o certificado
entregue aos alunos que participaram e a lista de exercicios desenvolvidos durante a
aula.

Estrutura e comentarios do plano de aula:

e 1° Momento

Apresentacao de sete figuras do cotidiano, seis contendo simetrias de rotacao
ou reflexao e uma sem simetria. Induzir aos alunos a percepcao da diferenca
entre a figura nao simétrica e as demais.

Somente um aluno, dentre os 27 presentes, conseguiu perceber a diferenca entre
a figura que nao possuia simetria. Oportunizando a explicacao a turma da
definicao de simetria.

e 2° Momento

Distribuir uma folha de exercicios para cada aluno e pedir para citar cinco
simetrias que encontramos em nosso cotidiano.

Todos realizaram esta atividade, alguns desenhando outros escrevendo. Figuras
produzidas: triangulo, folha de papel oficio, éculos, coracao, borboleta, folha
de uma &arvore, lapis de escrever, boca, magca, o numero 8, laranja, olhos, letras
do alfabeto como a letra M, um rosto de uma menina e o brasao da UFV que
estava no cabecgalho da folha de atividade. Dos itens mencionados, podem
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Figura 4.1: Seis simetrias do cotidiano e uma imagem sem simetria. Figura
trabalhada durante o 1° momento.

conter figuras nao simétricas de acordo com sua formacao. Exemplo, uma maca
possuindo um lado maior que o outro, mas os desenhos continham simetria.

EXERCICIO DE MATEMATICA
Ensino
Fundamental

Clata:

_ ) LowE Prof.2: Cami
1) Cite cinco sunetrias cue encontramos no nosso @agdiano.

. S U W

M Masmsdon aloromen A

Figura 4.2: Atividade 01 da aula pratica feita por um aluno. Atividade traba-
lhada no 2° momento.

e 3° Momento

Definir uma simetria de reflexao e uma simetria de rotacao.
Exploracao das figuras apresentadas inicialmente e classificagdo em simetria de
reflexao, rotagao ou ambas simetrias.
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e 4° Momento

Apresentar os poligonos regulares.
Durante a exposigao dos poligonos, alguns demonstraram conhecimento e outros
desconheciam inclusive o nome, hexdgono.

e 5° Momento

Trabalhar as simetrias de reflexao do triangulo equilatero e do quadrado.
Construcgao dos eixos das simetrias de reflexao: Com um pedago de papel no
formato de um triangulo equilatero, a figura foi dobrada, obtendo duas imagens
iguais. Apds as dobraduras, concluiu-se que o triangulo equilatero possui trés
eixos de reflexao.

Foi distribuido aos alunos um pedaco de papel com o formato de um quadrado
para confeccao dos eixos de simetrias de reflexao do quadrado. Apds confecgao
e observacao, na folha de atividade, registraram o ntimero de eixos de simetrias
de reflexao do quadrado. O procedimento de dobraduras, garantiu a execucao
da atividade sem dificuldades acentuadas. Com excecao de um aluno, a turma
identificou quatro eixos.

Figura 4.3: Atividade com dobradura para determinar os eixos de simetrias de
rotagao do quadrado. Atividade trabalhada no 5° momento.

e (6° Momento

Investigar as simetrias de rotacao do triangulo equilatero e do quadrado.
Procedimentos, dinamicas e material, aplicados nas simetrias de reflexao do
triangulo equilatero, foram utilizados nas simetrias de rotacao do triangulo
equilatero. Seus vértices foram nomeados A, B e C'. Em outro pedaco de papel
cartao, copia do triangulo contendo vértices A, B e C'. Sobrepondo a figura
do triangulo no desenho da folha e rotacionando a figura de maneira que sua
nova posicao seja idéntica a inicial. As atividades desenvolvidas viabilizaram
a determinacao das simetrias de rotagao do triangulo equilatero com éxito.
Como sondagem de consolidagao, utilizou-se instrumento para mensurar: o
procedimento utilizado para o triangulo agora com o quadrado. Atividade
executada com rapidez.

e 7° Momento

Apresentar os poliedros regulares.
O momento divisor de aguas da aula; alunos sujeitos no processo ensino-
aprendizagem: descobrindo o 6bvio, a semelhanca do cubo ao dado. A euforia,
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LEEBC B ’ —
o EXERCICIO DE MATEMATICA
TITULO: Siretria Ensiin 8° ano
Hlorie: Cata: o /1 (0/90IG - Prof.a: Camila de Souza Costa
1

1) Cite cincogimetrias cue encontramos no nosso cotidiano.

N\ | e

Figura 4.4: Atividade 02. Determinar os eixos de simetrias de reflexao do
quadrado, resolvida da forma correta por um aluno. Exercicio trabalhado no 5°
momento.

- EEIBC.

EXERCICIO DE MATEMATICA

o o Ensino - -
TITULQ: Sir E
UL.O: Simetria Fundamental 8ano oG L
Nome: ' ’ Y ¥
e Prof2: Camila de Souza Costa

b N : . ¥ FEF
1) Cite cinco simetrias cue encontramos no nosso cotidiano.

Figura 4.5: Atividade 02. Determinar os eixos de simetrias de reflexao do
quadrado, resolvida da forma incompleta. Exercicio trabalhado no 5° momento.

gerada pela descoberta, transformou a atmosfera do contexto e dos alunos;
pois varios alunos desconheciam os sélidos, fato que valorizou em demasia o 7°
momento.

e 8° Momento

Trabalhar as simetrias de rotacao do tetraedro.

Confeccao do tetraedro com palitos e bala de goma. Era previsivel as difi-
culdades de alguns alunos ao montar o sélido. Apds a confeccao, momento
mais desafiante da aula: explicar as simetrias de rotacao do tetraedro. Dois
casos foram explicados: um vértice com o baricentro da face oposta ao vértice
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Figura 4.6: Exemplo com o triangulo equilatero. Trabalhado no 6° momento.

Figura 4.7: Material construido por um aluno para determinar as simetrias de
rotacao do quadrado. Trabalhado no 6° momento.

Figura 4.8: Material concreto realizado pelos alunos para determinar as simetrias
de rotacao do quadrado.
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L EEIBC 1
B e

EXERCICIO DE MATEMATICA

TITULO: Sirmetria

Ensino

8% ano

Nome:

f’f‘i&ﬂl@

‘{M}QL Vet

Prof.*: Camila de Souza Costa

1) Cite Cinco sitetias Cue cntomramos 1o 10550 cotidiano.

.0@

2) Quantos eixos de reflexdio o quadrado possui?

e 0.godrodsff
ooy

o s

- e
.

Figura 4.9: Atividade 03. Determinar as simetrias de rotagao do quadrado.
Exercicio trabalhado no 6° momento.

e os pontos médios de duas arestas opostas.

Foi solicitado aos alunos que

registrassem o nimero de simetrias de rotacao do tetraedro. Durante o registro

foi observado respostas previstas; pois o grau de dificuldade é um pouco elevado.

Um aluno se destacou acertando, explicou aos colegas e o 8 momento culminou

com a aprendizagem dos colegas.

Figura 4.10: Construcao do tetraedro com palito e bala de goma. Trabalhado

no 8° momento.

A aula finalizou com a entrega dos certificados aos alunos pela supervisora Luciene

Rezende.
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Figura 4.12: Explicando as rotagoes no tetraedro. Atividade trabalhada no 8°
momento.
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g 2
CEJBC

L F  EXERCICIO DE MATEMATICA :
TITULO: Sirmetria E"S'E"’ | 8°ano
— :d4/05/) ¢
Nome: Data:d) l"/ﬂ’»’ 6 Prof.2: Camila de Souza Costa

1) Cite cinco simetrias cue encontramos no nosso cotidiano.

/ “\‘r
( ) ”
e /
> \
WA A0 Nl
=
e
el {
i
L

4} Quantas simetrias e rotagéo o tetraedro possui?

& wiralios,
Boa Atividade!

D?@gmgx?&é

Figura 4.13: Atividade 04, o aluno determinou todas as 12 simetrias de rotacao
do tetraedro. Exercicio trabalhado no 8° momento.
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Figura 4.14: Aluno explicando as simetrias de rotacao do tetraedro. Atividade
trabalhada no 8° momento.
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____EXERCICIO DE MATEMATICA

Ensino 0
Si e Fundamental ik
Nome: Seta: Prof.%: Camila de Souza Costa

o o g e - T
1) Cite cilto gimetrias cué enconflamos no nosso gotidiano.

|

réren

2) Quantos eixos de reflexdo o quadrado possui?

Ve

N\
el A MO ey, DM

. AN UM OU®

3) Quantas simetrias de rotagéio o quadrado possui?

346.60f CL
gD/ﬂﬁ,Cé (Aebve i ity
SC/DABS ol weolog R

» st

Uanias siméirias ¥ rotagiio o tetraedro possui?

Boa Atividade!

Gpnclion

LG 125
— SR P— LU /.4
("

Figura 4.15: Atividade 04, o aluno nao determinou todas as 12 simetrias de
rotacao do tetraedro. Exercicio trabalhado no 8° momento.



Consideracoes Finais

O planejar, o executar e o observar do projeto fomentaram o relato da aula pratica
e esse gerou uma nova perspectiva sobre, a existéncia de um outro universo mateméatico
velado no contetdo lecionado no ensino fundamental. Parte do pressuposto ao explicar
simetrias para alunos do 8° ano saber que, uma simetria é uma bijecao que preserva
a forma da figura. Em contrapartida, ha uma estrutura algébrica para chegar em
determinados resultados que ensinamos aos alunos.

Esperamos que este trabalho: Alguns Grupos de Simetrias na Geometria Euclidi-
ana, possa auxiliar os alunos da graduacao que pretendam seguir a area da pesquisa
académica através da iniciacao cientifica; e a extensao universitaria, tendo esse como
eixo principal, o relato da aula pratica.

Assim acreditamos que este material seja de grande valia para alunos da graduagao
e do mestrado profissional.
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- Z z sy
Projeto Simetria [P
BANEU| - MG =
Camila de Souza Costa bfauin 2016
Fundamental

Piblico-Alvo: Alunos do 8° Ano doEnsino Fundamental
Duragdo do projeto: Trés horas

Local de execugao: Sala de aula

Introdugao

0 projeto de pesquisa do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Macional
(PROFMAT) Simetria, esta em andamento. A dissertaco, a qual estd em construcdo, frata
sobre algumas simetrias nas geometrias plana e espacial. A proposta desta aula é aplicar o
contelido da dissertacdo na pratica

Ju stificativa

0 estudo das simetrias nem sempre € abordado em sala de aula, pois a grade
curricular € extensa e se ocupa com outros conteddos.

Objetivos

Ohbjetivos Gerais:O projeto Simetria tem o objetivo de estimular o raciocinio dos alunos
nas areas ldgica e espacial

Objetivos Especificos: Através dessa proposta pretende-se que o aluno aprenda:

A simetria no Cotidiana;

Simetria de Reflexdo e Rotacio;
Poligonos Regulares e Simetrias;

Solidos Platdnicos e Simetrias de Rotacao;

LN Y

Metodologia
0 projeto sera realizado em trés horas e tera a seguinte orderm:

¥ Simetria no Cotidiana;
Atividade 1 - Listar 5 simetrias;
Simetria de Reflexo e Rotaco;

oY

Foligonos Requlares;

Figura A.1: Projeto da aula prética entregue a escola - parte 01
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¥ Simetria de Reflex3o e Rotac3o do Tridngulo Equilitero;

v Atividade 2 - Listar as simetrias de rotacdo e reflexdo do quadrado
¥ Sdlidos Platdnicos

v Atividade 3 - Simetria de Rotacio do Tetraedro

Avaliagdo
Por meio das atividades, poderemos identificar a dificuldade de cada aluno.
Recursos Pedagogicos
Data show, papel oficio, papel colerido, palito e bala de goma para montar o tetraedro.
Referéncias Bibliograficas
v MUNIZ, A. C. Geometria. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013. Colecio PROFMAT.
v Simetria e transformacfes. Disponivel em

s=httpihwww, pucsp. brite cme miA tistalsimetria htrrereflex So=, Acesso: 28 de Agosto
de 2016

Figura A.2: Projeto da aula préatica entregue a escola - parte 02.

Srs. Pais/Aesponsaveis,

Comunicamos que seu (sua) filho (a)

foi selecionado para participar do CURSC de MATEMATICA SIMETRIA®, gue
acontecerd na E.E. “Jodo Batista de Carvaho® porque para ser bem-sucedido, &
fundamental gue o estudante tenha visde de fituro, dedigue-se para alcancar seus
objetivos & supere as expectativas do mercade, demonstrando estar bem capacitado
sendo protagonista de seu proprio desenvohvimento,
Havera entrega de Certificado para quem participar do Curso.
Dia: 24/0%16 (sabado)
Horaric: 13h30-16h30
Contamos com & sua colaboracio. Atenciosamente,
Equipe Pedagigics

EETEEETrE REEEEERE SRR TR TS TR TR AREREEREIRETES

Bambui, ! 20

CIENTE:

Figura A.3: Bilhete enviado aos responsaveis, comunicando sobre a aula pratica.
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A CERTIFICADO i
- (Ba #

Certificamos que

Participou do

CURSO DE MATEMATICA “SIMETRIA”

realizado na Escola Estadual “Jo3o Batista de Carvalho”, em 24/09/16, na qualidade de aluno (a), perfazendo um
total de 3'horas.

Bambu/, 24 de setembro de 2016.

Camila de Souza Cesta Leonardo Henrique Soares Magalhies
Professora Matematica Diretor — MASP 11274636

ESCOLA ESTADUAL "JOAO BATISTA DE CARVALHD
Lei 3580 de 1871185 PORTARIA 115116 de 220386
Fraca Antdnio Carlos, 43 — Centro CEP-33 200-000
Telefone (27) 2431-1838

Figura A.4: Certificado entregue aos alunos.
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EXERCICIO DE MATEMA TICA

. s . Ensino
TMULO:Simetria Fundamental
Nome: e

Prof.* Camila de Souza Costa
1) Cits cinco simetrias que encontrames no nosso cotidiano.

2) Quantos eixos de reflexdo o quadrado possui?

3) Quantas simestrias de rotagio o quadrado possui?

4) Quantas simetrias de rotagio o tetmedro possui?

Boa Atividade!

Figura A.5: Atividade entregue aos alunos.
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EXERCICIO DE MATEMATICA

| . . Ensino
. Qipe i e
| TITULO: Siretria Fundamental
} Nome: L 7 Datac ) [oo) Lig
1) Cite cinco simetrias ¢ ue encontramos no nosso cotidiano.

. . 3
O ocvedsedc QOB A evvon de
seSexeo
e AN
3) Quantz§ simerrias de rotagéio o quadrado possui?
N N ‘ { Y Lol
Q55 )O Dy wmeXa®y Ao <O% aga0
£)
D_)g JY)B é*'
", :‘w; -
Q b D J‘C\ 3&‘-\)
) ™
0y €508
4) Quantas simetrias de rotagéio o tetraedro possui?
1O wehocain
Boa Aﬁvidade!

Wt

LY /4
HeG K

Figura A.6: Atividade dos alunos.
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EXERCICIO DE MATEMATICA

; ’ Ensino
b Qi 0
TITULO: Simetria ) Fundamentai 8°ano
Nomes " Crata: AR ,SX\\EL Prof.?: Camila de Souza Costa

1) Citeci simetrias ¢ ue encontramos no nosso cotidiano.

2) Quantos eixos de reflexio o quadrado possui?

7

y _waced ol My wead -

3} Quantas simerrias de rotagéo o quadrado possui?

(&>%)\)®”>
(8, 8,0,2)

(%98, 8,0)
@ 0,8,8)

4) Quantas simelrias de rotagio o tetraedro possui?
oo
BHJRE-CEC\cY
9

Boa Atividade!

Figura A.7: Atividade dos alunos.
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