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RESUMO

GUIMARAES, Jadyele Delmiro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, margo de
2026. Existéncia de solucao para problemas elipticos do tipo subcritico e
critico via Método de Galerkin. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Arauijo.

Neste trabalho, utilizamos técnicas da Analise Funcional para estudar a existéncia
de solucdes fracas para problemas elipticos nao lineares dos tipos subcritico e
critico por meio do Método de Galerkin. Os problemas considerados envolvem, no
caso subcritico, um operador ndo local do tipo Kirchhoff sujeito a condigdes de
Dirichlet homogéneas e com termo n&o linear composto por uma parcela céncava e
uma parcela convexa. Nesse contexto, considera-se um dominio limitado com
fronteira suave, um parametro positivo lambda, expoente sublinear pertencente ao
intervalo (0,1) e expoente superlinear p estritamente menor que o expoente critico de
Sobolev.

No caso critico, estuda-se um problema eliptico envolvendo o operador Laplaciano e
condicoes de Dirichlet homogéneas, cuja nao linearidade € formada por uma parcela
sublinear e por um termo com crescimento critico em relagdo a imersao de Sobolev.
O dominio considerado possui fronteira suave, sendo lambda um parédmetro positivo
e um expoente pertencente ao intervalo (0,1).

O estudo aborda as principais dificuldades associadas a natureza nao local do
operador de Kirchhoff e a perda de compacidade decorrente do crescimento critico,
empregando ferramentas da Analise Funcional, resultados de imersdo de espagos
de Sobolev e técnicas adequadas do Método de Galerkin para estabelecer a
existéncia de solugdes fracas para os problemas considerados.

Palavras-chave: operador laplaciano; operador de Kirchhoff; existéncia de solugéo;
método de Galerkin; operadores mono6tonos



ABSTRACT

GUIMARAES, Jadyele Delmiro, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, March,
2026. Existence of solutions for subcritical and critical elliptic problems via the
Galerkin Method. Adviser: Anderson Luis Albugquerque de Araujo.

In this work, we employ techniques from Functional Analysis to study the existence of
weak solutions for nonlinear elliptic problems of subcritical and critical type through
the Galerkin Method. In the subcritical case, the problem involves a nonlocal
Kirchhoff-type operator subject to homogeneous Dirichlet boundary conditions and a
nonlinear term consisting of both concave and convex components. The setting
considers a bounded domain with smooth boundary, a positive parameter lambda, a
sublinear exponent belonging to the interval (0,1), and a superlinear exponent p
strictly below the critical Sobolev exponent.

In the critical case, we study an elliptic problem involving the Laplacian operator
under homogeneous Dirichlet boundary conditions, whose nonlinearity consists of a
sublinear term and a term with critical growth with respect to the Sobolev embedding.
The domain is assumed to have a smooth boundary, while lambda is a positive
parameter and belongs to the interval (0,1).

The analysis addresses the main difficulties arising from the nonlocal nature of the
Kirchhoff operator and from the lack of compactness associated with critical growth.
Functional analytic techniques, Sobolev embedding results, and appropriate Galerkin
methods are employed to establish the existence of weak solutions for the problems
under consideration.

Keywords: laplacian operator; Kirchhoff operator; existence of solution; Galerkin
method; monotone operators
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Introducao

Esta dissertagdo investiga problemas elipticos nao lineares associados a
operadores do tipo Kirchhoff em dominios limitados de R". O foco principal consiste
em estabelecer resultados de existéncia de solugdes fracas tanto no regime subcritico
quanto em situacdes envolvendo crescimento critico.

O problema subcritico estudado neste trabalho é dado por:

—(M + o) Ap = Ap™ + "1 em Q,
>0 emQ, (1)
¢ =0 sobre 0,

onde M > 0 é uma constante, ||o]]* = / IV|? dz, @ C RY é um dominio limitado com

Q
fronteira suave, N > 1 e A > 0 um parametro.

Para o trabalho, vamos considerar as seguintes hipoteses:

(H1) M>0,0<a<l,2<p<2, 2*=2e qualquerp >2se N =1,2

(H2) M=0,0<a<l1l,4<p<6,seN=3e qualquerp>4se N =1,2.
Note que em (H2), 2* = 6 quando N = 3.

Assim, a equagao é formada pelo operador do tipo Kirchhoff, cujo coeficiente
depende da norma do gradiente da solugdo em H} (), e por duas fontes n&o lineares
de naturezas distintas: um termo sublinear e um termo superlinear representados da
seguinte forma: \p®*com 0 < a < 1 e ¢?~! com 2 < p < 2*, respectivamente.

A caracteristica ndo local do modelo decorre da dependéncia do coeficiente
principal em relagdo a energia global da solugdo. @ Como consequéncia, o
comportamento da equagcdo em cada ponto do dominio passa a depender de
informacgdes distribuidas em toda a regido considerada, o que introduz dificuldades
analiticas adicionais.

Na grande maioria dos trabalhos sobre problemas do tipo Kirchhoff, assume-se
a condicdo de ndo degenerescéncia, ou seja, M > 0 em (1). Neste contexto,
apresentamos um dos principais resultados do trabalho.
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Neste contexto, apresentamos um dos principais resultados do trabalho para o caso
nao degenerado.

Teorema 0.1. Supondo (H1), existe \* > 0 tal que para todo \ € (0, \*), o problema
(1) tem uma solugéo fraca positiva o € H; ().

Modelos de Kirchhoff surgem naturalmente na descricdo de processos fisicos em
que propriedades globais do sistema influenciam sua dindmica local. Um exemplo
classico é o estudo de vibragdes de cordas elasticas, nas quais a tensao depende do
alongamento total do material.

Tal equagao hiperbdlica é uma versao geral da equagéao de Kirchhoff

2 L 2 2
8<p_<P0 E Op dx>a¢:07 )

ox

oz~ \'n 2L J, 922

apresentada por Kirchhoff [32]. Esta equacgao estende a equagao de onda classica
de d’Alembert, considerando os efeitos das mudancas no comprimento das cordas
durante as vibracdes.

O desenvolvimento moderno da teoria de equacdes de Kirchhoff foi fortemente
impulsionado pelos trabalhos de Lions, que estabeleceram uma estrutura funcional
adequada para o tratamento de diversos problemas né&o locais.

Devemos salientar que problemas nao locais também surgem em outras areas,
como, por exemplo, em sistemas biolodgicos, nos quais ¢ descreve um processo que
depende da sua prépria média (por exemplo, a densidade populacional). Ver, por
exemplo, [4] e as referéncias ali contidas.

Entre as contribuicbes pioneiras para o estudo de equacgdes elipticas nao locais
destacam-se os trabalhos de Chipot e Rodrigues [13], que motivaram diversas
extensdes posteriores envolvendo métodos variacionais, técnicas de ponto fixo e
abordagens topoldgicas.

Motivados por esse resultado, Andrade e Ma [6] estudaram uma equacgao de
operadores do tipo M(||A*¢||%)Ap = Ny, onde 0 < s < 1 e H é um espago de Hilbert.
Esse modelo corresponde ao problema (1) quando A = —A, s = % e H=L*0N),e
também foi considerado em Cousin et al. [18], no caso particular em que Nu = f.

Mais recentemente, Chen, Kuo e Wu [12] investigaram a multiplicidade de solugdes
para uma classe de problemas de valor de fronteira de Dirichlet do tipo (1), quando
M(s) = as+b, coma,b > 0 constantes, utilizando a variedade de Nehari. Por sua vez,
Martinez, Castelani, Silva e Shirabayashi [38] estudaram uma equacgéo do tipo

—M(IVel3)Ve' = q(t) f(t, 0, Vo),

empregando teoremas classicos de ponto fixo. Mais precisamente, os autores
combinaram o teorema de Krasnoselskii com uma alternativa do tipo Leray—Schauder,
a fim de estabelecer condigbes fortes de existéncia para a equagao considerada.

Qutros trabalhos, como [3, 4, 15, 14, 17, 16, 37, 36], abordaram problemas
nao locais de valor de fronteira e problemas unilaterais, com diversas aplicacdes.
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Considerando nao linearidades do tipo céncavo—convexo, ver também Figueiredo e
Junior [25].

Como visto anteriormente, o uso de teoremas de ponto fixo em problemas nao
locais ndo é algo novo; ver, por exemplo, [17, 38, 43]. Em Corréa, Menezes e Ferreira
[17], foi demonstrado um resultado de existéncia de solugao positiva para um problema
eliptico ndo local por meio de um argumento baseado na Teoria do indice de Ponto
Fixo, e os autores aprimoraram os resultados obtidos em [13, 15].

Trabalharemos sempre no espago R, com N > 1, uma vez que, nas demais
dimensées N = 1 e 2, os resultados seguem por meio de modificagdes padrao.
Observe que, no caso considerado, tem-se 2* = % que é o conhecido expoente
critico de Sobolev.

Em Araujo [20] foi utilizado o teorema do ponto fixo de Leray—Schauder; contudo,
esse teorema ndo é comumente empregado na literatura para tratar problemas
elipticos n&o locais. Em geral, métodos variacionais sdo mais usuais, pois, sob
hipoteses apropriadas sobre M e f, as solugdes do problema podem ser obtidas como
pontos criticos do funcional

1

3 MUl - [ Flap)ds
Q

onde M(t) = /t/\/l(s) dse F(x,t) = /t f(z, s)ds (ver [3] para mais detalhes).
0 0

A situagcdo degenerada, caracterizada pelo desaparecimento do termo coercivo
associado a M, permanece menos explorada quando comparada ao caso hao
degenerado, especialmente sob a presenca simultdnea de nao linearidades
denatureza distinta. Veja por exemplo Figueiredo e Santos [23] e Massa [39].
Os problemas estudados envolvem certos modelos que possuem como exemplos
problemas do tipo

—llell"2Ap = AP,

quando A > 0e,ouo > pouo < p. Em ambos os atrabalhos foram usadas técnicas
variacionais.

Agora, para o caso degenerado e considerando 2 c RY com N = 1,23,
apresentamos um dos principais resultados do trabalho.

Teorema 0.2. Supondo (H2), existe \* > 0 tal que para todo \ € (0, \*), o problema
(1) tem uma solugéo fraca positiva o € H} ().

Em contexto matematico, a combinagao desses elementos coloca o problema em
uma zona intermediaria na qual ndo se aplica diretamente as hipéteses classicas da
teoria variacional. Em particular, quando M = 0, existe a dificuldade de provar que a
solucao é nao trivial. Desta forma, € necessario o desenvolvimento de ferramentas
analiticas alternativas, como o emprego de métodos de sub e super solugdes
adaptados a estrutura ndo local do operador, além de utilizar argumentos baseados em
operadores pseudo-monétonos e técnicas de truncamentos que permitam recuperar
uma estrutura variacional aproximada. Problemas deste tipo desempenham um papel
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importante como modelos de teste para o avango de novos métodos, onde ndo se tema
homogeneidade e a presencga de termos globais gera dificuldade sobre compacidade
e a regularidade das solugdes. O resultado central desta dissertacdo demonstra a
existéncia de solugdes positivas para o modelo degenerado utilizando aproximagdes
de Galerkin combinadas com argumentos de monotonicidade, fornecendo uma
abordagem distinta das técnicas variacionais tradicionalmente empregadas.

De modo geral, o estudo deste problema se da pela combinagao de trés fatores
principais: sua ligagdo com modelos fisicos, estrutura ndo linear e ndo local, e os
desafios que impulsionam o desenvolvimento de métodos analiticos na teoria de
problemas elipticos nao lineares.

Ainda no caso M > 0, o problema critico que € dado por

—(M + [l Ap = Ap* + >~ emQ,
>0 em¢ ),
=0 emo,

possui dificuldades cruciais na hora de recuperar a solugao para o espago original, e
isso foi objeto de estudo na literatura nos ultimos anos, veja por exemplo [2, 24, 26, 25],
usando técnicas desenvolvidas em Lions [34]. Devido a dificuldades matematicas
sobre novas técnicas optamos por estudar o caso subcritico, no qual a técnica do
método de Galerkin pode ser aplicada em conjunto com a técnica dos operadores
monotonos, que foi o objetivo principal deste trabalho. Possibilitando, inclusive abordar
0 caso quando M = 0.

Além disso, faremos um estudo sobre o problema critico descrito da seguinte forma
sem o termo do tipo Kirchhoff:

—Ap = Ap® + > "1 emQ,
>0 emQ 3)
¢ =0 sobre 09.

onde Q ¢ RY é um dominio de fronteira suave, A\ > 0 um parametro, 0 < o < 1 € 2* =
2N se N > 3. Para este problema, estabelecemos o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 0.3. Existe \* > 0 tal que para todo \ € (0,\*), o problema (3) admite uma
solugéo fraca positiva o € H} ().

O estudo do problema critico remonta aos trabalhos classicos de Ambrosetti,
Brezis e Cerami [5]. Nesta dissertagcdo, adotamos uma estratégia diferente,
baseada em aproximacgdes finito-dimensionais e estimativas funcionais adequadas.
Diferentemente, empregaremos o método de Galerkin para obter a existéncia de
solugéo, adaptando as estimativas para contornar a falta de compacidade causada
pelo expoente critico.

Como técnica, usaremos o método de Galerkin para atacar os problemas (1) e (3).
Os trabalhos de Corréa e Menezes [16] e To Fu [37] sado referéncias que aplicaram o
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meétodo de Galerkin. Dessa forma, a técnica possibilitou que as hipoteses sobre M
fossem enfraquecidas. Em [16], foi possivel considerar o caso em que M possui uma
singularidade.

A estrutura do texto esta organizada em trés capitulos principais. O primeiro reune
os resultados preliminares necessarios ao desenvolvimento da teoria. O segundo
trata do problema subcritico e contém as demonstragdes dos resultados de existéncia
correspondentes. O terceiro é dedicado ao problema critico e a adaptagcao do método
de Galerkin nesse contexto.
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo € introduzir as principais ferramentas matematicas e os
espacgos nos quais se fundamentam o desenvolvimento deste trabalho. Onde as
informacgdes oferecidas nas Seg¢des 1.1 - 1.8 foram baseadas em [1, 9, 10, 21, 33,
22, 23, 28, 31, 42].

1.1 Resultados de Analise Real

Definicao 1.1. Uma fungcdo f : I — R chama-se convexa quando, para quaisquer
a,beletel01], tem-se f((1 —t)a+th) < (1—1t)f(a)+tf(b).

Proposig¢ao 1.2. Sefamt>s>0e0 < p< 1, entdo

|tP — sP| < |t — s|P. (1.1)

Demonstragdo. Sejat = s+ h, h > 0, afirmamos que
(s+ h)P —sP < hP, (1.2)
De fato, defina f da seguinte maneira:
f(h) =(s+h)P —s" —hP, Vh >0,
mostraremos que f(h) < 0. Para isto, derivemos f(h)

f'(h) = p(s + h)P~" — ph?™!
__pr p
(s +h)l=p  hl=p
(AP —(s+h)P
N ( hi=P(s + h)i=?

) < 0,Vh > 0.

Como f’(h) < 0 segue que f é decrescente e isto implica que f(h) < f(0) = 0, logo
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f(h) <0,¥h > 0, e dai, (1.2) é verdadeira. Mas, observe ainda que:
t>s>0=>tP—sP < (t—s)P =t —s|

= |t — s|P.
s>t=>s"—t"P<(s—t) =|s—t]f

Portanto,
P —sP < |t —s|P,

sP—tP = — (1P — sP) < |t — s|P,

o que implica
|tP — sP| < |t — s|P,Vt, s > 0.

Proposicao 1.3. Seja f : R — R definida por
ft) =t

2*72t

Entédo, f eé continua em R.
Demonstragdo. De fato, basta verificarmos a continuidade em ¢ = 0, jA que em t # 0
a fungao é composta por fungdes continuas.

Seja e > 0. Definimos
1

J=e€2—1 > (.

Entao, se |t — 0| < §, temos

58 = FO) = FB)] = |17 < 0771 = (T
Portanto, f € continua em ¢t = 0 e, como ja observamos, também em ¢ # 0. [
Proposigcao 1.4. Segja f : R — R definida por
ft) = [t
com 2 < p < 2*. Entdo, f(t) é mondtona ndo decrescente.

Demonstracdo. Queremos mostrar que f(t) € mondtona ndo decrescente, para isso
basta que ocorra f'(t) > 0, Vt. Note que

=1t >0
— (=)Lt <.

F(t) = P2t = {

Derivando, obtemos

FO=3(p-1)(=tyr2t<0 ¢=@-1F2>0

(p— 1)tp_2, t>0 }
0, t=
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Logo, como f’(t) > 0, podemos concluir que f(t) é crescente e portanto monétona nao
decrescente. Observe ainda que Vt, s € R, vale:
(1t[7=%¢ = |s["~2s)(t — ) > 0,
visto que, se t > s tem-se
t—s>0= (Jt|"%t — [s[P"2s) > 0

e, set < stem-se
t—s<0= (|t~ —|s|P"%s) < 0.

Observacgao 1.5. Note que a seguinte desigualdade é valida:
[tt —st| < |t—s|, Vt,s R

onde t* = max{t,0}.
De fato, mostraremos dividindo em casos, entdo

1) Set>0es>0,temos [t —sT| = |t — s].

2) Set>0es<0,temos [tT —sT|=t| <t —s=|t —s|.

3) Set<0es>0,temos [tt —st|=|—s|=s<s—t=|s—t|=|t— s
)

4) Set<0es<0,temos [tT —sT|=0<|t— s

1.2 Espacos Métricos

Definigao 1.6. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma aplicacdo
d: M x M —[0,00)
é denominada uma métrica em M quando, para quaisquer x,y,z € M, satisfaz as
propriedades:
1. d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y;
2. d(z,y) = d(y,x);
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

O numero d(x,y) é interpretado como a distancia entre os pontos x e y.
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A terceira propriedade é conhecida como desigualdade triangular. Sua origem esta
no fato geométrico de que, em qualquer tridngulo, o comprimento de um lado nao
ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois.

Em linguagem de métricas, essa propriedade expressa que a distancia entre dois
pontos ndo pode exceder a soma das distancias obtidas ao se passar por um ponto
intermediario. Em particular,

d(z,y) < d(z,2) +d(2,y),

para quaisquer z,y,z € M.
A seguir apresentamos dois exemplos classicos de métricas.
Exemplo 1.7. (Métrica discreta)

Seja M + (). Define-se

d(z,y) 0, sex=y,
x,y) =
Y 1, sex#uy.

A verificagdo das propriedades de métrica é imediata. Essa distancia é denominada
métrica discreta.
Exemplo 1.8. (Métrica usual em R)

Considere a fungéo

d:RxR—[0,00), d(z,y) = |z —yl.

As propriedades de positividade e simetria decorrem diretamente das propriedades
do valor absoluto. Além disso,

-yl =z —2)+ -yl <|r—z+]z -yl

0 que garante a validade da desigualdade triangular. Logo, d define uma métrica
sobre R.

Definigao 1.9. Quando um conjunto M esta munido de uma métrica d, o par (M, d) é
denominado espago métrico.

Os elementos de M serao chamados genericamente de
pontos, independentemente de representarem numeros, vetores, fungdes ou outros
objetos matematicos.

Observagao 1.10. Se S é um subconjunto ndo vazio de um espago métrico (M, d), a
restricdo de d ao conjunto S x S define naturalmente uma métrica em S.
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Nesse caso, S recebe o nome de subespaco métrico de M. Por simplicidade de
notagao, costuma-se utilizar novamente o simbolo d para representar a métrica restrita.

Definicao 1.11 (Sequéncia de Cauchy). Seja (X,d) um espago métrico. Uma
sequéncia (x,) C X é chamada de sequéncia de Cauchy quando seus termos tornam-
se arbitrariamente proximos entre si.

Mais precisamente, para todo ¢ > 0 existe N € N tal que

d(xp, ) < €, n,m > N.

Definicdo 1.12. Um espaco métrico (X,d) é dito completo quando toda sequéncia
de Cauchy formada por elementos de X converge para algum ponto pertencente ao
proprio conjunto X.

1.3 Espacos Normados

Nesta secdo recordamos alguns conceitos basicos relacionados a espacgos
vetoriais normados que serao utilizados ao longo do trabalho.

Definigcao 1.13. Um espacgo vetorial real € um conjunto E munido de operagbes de
adicdo e multiplicagdo por escalar, definidas sobre R, que satisfazem os axiomas
usuais de compatibilidade algébrica. Os elementos de E serdo chamados de vetores.

Um exemplo fundamental é o espaco R, equipado com as operacgdes

x+y=(m1+y1,...,xN+yN)

ar = (axy,...,qry),
para quaisquer z = (z1,...,2n5),y = (y1,...,yn) € RN e a € R.
Definicao 1.14. Seja & um espaco vetorial real. Uma aplicagdo
|1+ E—[0,00)
€ denominada norma em E quando satisfaz:
1. |l¢]| = 0 se, e somente se, ¢ = 0;

2. ||yl = |af ||¢|| paratodo o € R e ¢ € E;

3. |l + | < ||l + ||v]| para quaisquer p,v € E.
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Definigao 1.15. Um espaco vetorial equipado com uma norma é denominado espago
normado.

Toda norma determina naturalmente uma nog¢ao de distancia. De fato, se £ € um
espaco normado, entdo a aplicagao

d: ExE—1[0,00),  dgv)=e—uvl,

define uma métrica em E.

Observacgao 1.16. As propriedades de positividade, simetria e desigualdade triangular
da métrica acima decorrem diretamente dos axiomas da norma. A distancia obtida
dessa maneira é denominada métrica induzida pela norma.

1.4 Espacgos de Banach

Nesta seg¢ao reunimos alguns conceitos e resultados classicos da teoria dos
espacos de Banach que serdo empregados ao longo do trabalho.

Definicao 1.17. Um espago normado E é denominado espago de Banach quando
é completo em relagdo a métrica induzida pela norma. Equivalentemente, toda
sequéncia de Cauchy em E possui limite pertencente ao proprio espaco.

Definicao 1.18. Seja £’ o dual topolégico de E e E” o bidual. Dizemos que E é
reflexivo quando a aplicagcdo canbnica

J:E— E"

identifica isometricamente EE com todo o seu bidual, isto &, quando .J é sobrejetiva.

Teorema 1.19 (Compacidade Fraca). Se E é um espacgo de Banach reflexivo, entdo
toda sequéncia limitada em E possui uma subsequéncia convergente na topologia
fraca. Mais precisamente, se (wy) € limitada, existem o € E e uma subsequéncia
(wy,) tais que
Wi, — .

Proposig¢ao 1.20. Seja ¢ : E — R uma fungdo convexa e semicontinua inferiormente
na topologia associada a norma. Entdo ¢ permanece semicontinua inferiormente na
topologia fraca. Consequentemente, para toda sequéncia (z,) C E tal que

Ty — T,

vale a estimativa
o(x) < liminf(x,).

n—o0

1.5 Espacgos de Hilbert

Definigao 1.21. Seja H um espaco vetorial. Um produto interno (p,v) é uma forma
bilinear em H x H com valores em R (isto é, uma aplicacdo de H x H em R que é
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linear em ambas as variaveis) tal que
(p,v) = (v,p) Veo,v € H (simetria),
(p,0) >0 Vype H (positividade),
(p,0) #0 Yo #0 (definicdo positiva).
Lembremos que um produto interno satisfaz a desigualdade de Cauchy—Schwarz
(0, 0)] < (0, 0)*(v,0)"* Vo,v e H.

Proposigcao 1.22. H ¢é uniformemente convexo e, portanto, é reflexivo.

Demonstragdo: Veja [9, p. 132].

Definicao 1.23. Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H equipado com um
produto interno tal que H é completo para a norma | - |.

Teorema 1.24. (Teorema da representacao de Riesz-Fréchet). Dado qualquer
w € H* existe um unico f € H tal que

(@, ) I(f,w)z/fwd:v Vo € H.

Além disso,

1fl=

Demonstragéo. Ver [9, p. 135].

Definicao 1.25. Uma forma bilinear a : H x H — R é dita

(i) continua se existe uma constante C tal que

la(p,v)| < Clo| lv] Vo,v e H;

(ii) coerciva se existe uma constante o« > 0 tal que
a(v,v) > alv|* Vv € H.

Definicao 1.26. Uma sequéncia (e,,),>1 em H é dita uma base ortonormal de H (ou
uma base de Hilbert) se satisfaz as seguintes propriedades:

() len] =1Vn e (en,e,) =0Vm #n;
(i) o espaco linear gerado pelos e, é denso em H.

Corolario 1.27. Seja (e,,) uma base ortonormal. Entdo para todo ¢ € H, temos

0
Y= ;Spvek ek_nlmoz (paek
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ol =) llp,en)l”
k=1

Demonstragdo: Veja [9, p. 143].

Teorema 1.28. Todo espaco de Hilbert separavel possui uma base ortonormal.

Demonstragdo: Veja [9, p. 144].

1.6 Espacos de Lebesgue e resultados funcionais

Definigdo 1.29. (Espaco de Banach.) Seja Q) ¢ RY um aberto. Paral < p < oo,
definimos

LP(Q2) = {cp : 2 = R mensuravel : / lo(x)|Pde < oo} :
Q

lillzr = ( / |so<x>|pdx);.

com a norma

Para p = oo, definimos
L= (Q) = {p: Q@ — R mensuravel : |||~ < 0},
onde |||~ =inf{M > 0: |p(z)] < M q.t.p. em Q}.

Observagao 1.30. Quando p = 2, o espago L*(2) é um espago de Hilbert com o
produto interno

<¢,U>L2(Q) :/uvdm
Q

lellzaey = ( / \90(@;%)5.

Seja {w;};>1 a base ortonormal completa de L?(f2) composta pelas autofuncdes
do operador —A, associadas aos autovalores {\;},>1, considerando condi¢gdes de
contorno de Dirichlet homogéneas. Em virtude da regularidade de 0f), temos que
w; € C1(Q) (veja [22], Teorema 1, item (4ii), pag. 335).

e, sua norma é dada por

Lema 1.31. Sejam {w;};>1 as autofungbes correspondentes dos autovalores ()\;).
Assim, {w;};>1 S&o tais que

1,i=k o
<wi,wj>L2(Q) = 51’]’ = {0 Z#] , para 1 < 1,7.
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Além disso, essas autofungbes satisfazem

<vwi7ij>L2(Q) = 07 para i 7& ja 1 < Z?]

Demonstraggo: Veja [41, p. 35].

Teorema 1.32. L?(2) é um espaco de Banach separavel se 1 < p < oc.

Demonstraggo. Ver [1, p. 32].

Teorema 1.33. Suponha que 1 < p < oo e que (|| fullLr)n=n € uma sequéncia limitada.
Se f, = funq. t p., entdo f, — f fracamente em LP.

Demonstragéo. Ver [28, p. 207].

Proposicio 1.34. (Desigualdade de Hélder) Assuma que f € L? e g € L com
l<p<ocoe +.,=1EntdofgelL'e

/ Fgldz < 1o lgll -

Demonstragédo. Ver [9, p. 92].

Proposicdo 1.35. (Desigualdade de Young.) Assuma que a € L? e b € L com
1 < p < 0. Entéo,

a? b
p p

Demonstragéo. Ver [9, p. 92].

Teorema 1.36. (Desigualdade de Minkowski.) Paral <p < oc e f,g € L? temos

1f+gllee < 1 Fllze + llgll e

Demonstragéo. Ver [28, p. 191].

1.7 Espacgos de Sobolev

Nesta secdo reunimos alguns conceitos e resultados fundamentais que seréo
utilizados ao longo deste trabalho. Uma exposicdo mais detalhada pode ser
encontrada em [9] e [11].

Seja ) ¢ RY um conjunto aberto e 1 < p < co.

Definigdo 1.37. O espago de Sobolev W'?(Q2) é definido por

WP (Q) = {gp € L*(Q); 3g € L*(Q) tal que /ng¢’ = —/Qg¢ Vo € Ccl(Q)} :
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Quando p = 2, utilizaremos a notagdo
HY(Q) = W2(Q).
Além disso, para cada o € W'?(Q), identificamos g como o gradiente fraco de ¢,

escrevendo Vp = g.

Consideraremos em W?(Q2) a norma

lellwr = llellee + IVl o,

a qual é equivalente, para 1 < p < oo, a norma

1
(lellze + IVeollZ0) 7

Por outro lado, o espago H'(f2) possui estrutura de Hilbert quando munido do
produto interno

(0, 0) s = (9, 0)2 + (Vip, Vo) = / (v + VW),
Q

Cuja norma associada é dada por

1/2
el = (llellz: + [IVellz2)

Proposigao 1.38. O espago W'?(2) é um espago de Banach para todo 1 < p < oc.
Além disso, é reflexivo quando 1 < p < oo e separavel paral < p < oo. O espago
H'(Q) é um espaco de Hilbert separavel.
Demonstragdo: O resultado € classico; uma prova pode ser encontrada em [9, p. 203].
Definigao 1.39. Para um inteirom > 2 e 1 < p < oo, definimos recursivamente

WmP(Q) = {p € WH(Q); Vo € W)V}
Também utilizaremos a notagéo

H™(Q) = W™2(Q).

Definigdo 1.40. Para1 < p < oo, denotamos por W, () o fecho de C1(Q) em W'?(Q).
Definimos ainda
Hy () = Wy ().

Em W, *(Q) consideramos a norma induzida por W'*(12), enquanto H¢(f2) herda o
produto interno definido em H'(Q).
O espaco Wol’p(Q) € um espaco de Banach separavel e reflexivo quando p > 1.

Por sua vez, H;(f2) constitui um espago de Hilbert separavel.
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Teorema 1.41. Seja o € W'r(Q). Entéo,
e eWyP(Q) «— ¢=0emon.
Notagao 1.7.1. O dual topoldgico de Wol’p (Q), para 1 < p < oo, sera indicado por
W (9),
onde p' representa o expoente conjugado de p.

Indicaremos por C°(£2) o conjunto das fungdes continuas em 2 com valoresem K =
R ou C. De maneira andloga, C''(2) designara o espago das funcdes continuamente
diferenciaveis.

Para k € N, definimos

CH(Q) = {Lp c C*1(Q); g—;p cCH ), i=1,... ,n}.

Definigao 1.42. Seja ¢ : 2 — K continua. O suporte de ¢, denotado por supp(y), €
definido como o fecho em 2 do conjunto

{r € Q; p(x) # 0},

isto é,

supp(p) = {r € Q; p(x) # 0}.

Quando esse conjunto é compacto em RV, dizemos que a fungéo ¢ possui suporte
compacto.

Definicdo 1.43. Denotamos por C}(2) o conjunto das fungdes continuamente
diferenciaveis em ) com suporte compacto em ().

Corolario 1.44. (Desigualdade de Poincaré.) Suponha que 1 < p < o e que §) seja
aberto e limitado. Entéo existe uma constante C' > 0, dependente apenas de () e de p,
tal que

lellzre) < CliVelme Yo € WyT(Q).

Como consequéncia, |V ¢| 1) define uma norma em W, (Q) equivalente a norma
usual de Whr(Q).

Em H}(Q)), a expresséo

i / S v
— JQ 8$Z 8@
define um produto interno cuja norma induzida é equivalente a norma usual de Hy ().

Demonstragéo. Ver [9, p. 290].
Definicdo 1.45. Em C}(2) consideramos a quantidade

1/2
lolha = [ ol o+ [ [voPas)
Q Q
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a qual define uma norma nesse espaco.

Definigdo 1.46. Denotamos por H,*(2) o completamento de C}(Q) em relagdo a
norma || - ||1 2. Também escreveremos

Hy*(92) = Hy(Q).

Em virtude da desigualdade de Poincaré, uma norma equivalente em H}(2) é dada

por
1/2
ol = ( / |V<p|2drv) .
Q

Observagéo. Denotaremos por H*({2) o espago dual de H;}(1Q2).

Proposicao 1.47. (Desigualdade de Jensen.) Seja ) um conjunto mensuravel.
Entéo, para toda fungdo convexa f : R — R e toda fungdo ¢ € L'(Q), vale

(i fyee) < oy Lot

Demonstragdo. Ver [22, p. 705]. O

Definigdo 1.48. Consideremos em H;({)) a forma bilinear

a(w,v) Z/ axl 8% d:r—/VwVvdx (1.3)

Associada a forma bilinear anterior, consideraremos a forma quadratica
a(w) = a(w,w) = w2 = ij/ (a—w(x)>2da: —/ Vol da
B 7 - B i—1 JQ oz; B 9) .

Observemos ainda que a forma bilinear definida acima é continua em H}(Q) x
H{ (), pois, pela desigualdade de Holder,

|a(w, )| = [{w, v)| < flw[| o]

1.8 Resultados de EDP

Lema 1.49. Se 0 < o < 1. Entdo existe uma unica solugéo fraca v € CY*(Q) (" H} ()
da equagédo

—Av =v"em (),

v>0em¢),

v = 0 sobre 0f2.
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Demonstragéo. Ver [10, 59].

Lema 1.50. Suponha que f(t) seja uma fungdo tal que t1f (t) e decrescente para
t > 0. Sefamv € H}(Q) (N CY(Q) subsolugdo e w € H}(Q2) (N CH () supersolugéo, isto
e,

—Av < f(v) e,

v>0 €0
v=0 x €.

—Aw > f(w) =€,
w>0 ze
w=0 x¢ed.

Entdo w > v em (.

Demonstragédo. Ver [29, p. 429] (ver também [5, p. 07]).

Teorema 1.51. (O Principio do Maximo.) Seja 2 um dominio limitado. Suponha que
Ap>0(<0)emQ, ¢=0em,

com o € C%(Q) (N C°(Q). Entdo o maximo (minimo) de » em ) é atingido em 0%, isto
é,
SUpy = Sup (infy = infy). (1.4)

Além disso, se p ndo é assumido continuo em ), a conclusgo de (1.4) pode ser
substituida por

= lim info = liminfo).
supp =i égupsO(IQso iminf )

Demonstragéo. Ver [27, p. 31].

Teorema 1.52. Seja Ay > 0 (< 0) no dominio ) (ndo necessariamente limitado).
Entéo se ¢ atinge seu maximo (minimo) no interior de ), © é constante.

Demonstragéo. Ver [27, p. 35].

Considere o operador

N
Lu = — Z a;;0i;0 + bV + cu,

i,j=1
e suponha que a condigao de coercividade
Ja >0, VE€RY, q.t.p. em Q,

N

a(x)é € = Z ai;(7)&& > aléf

ij=1

seja satisfeita.
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Teorema 1.53. (Teorema de Schauder.) Suponha que os coeficientes a;;, b e c
pertengam a C*%(Q) para algum 6 € (0,1) e um inteiro k > 0, que ¢ > 0 e que a
condigao de coercividade definida anteriormente seja satisfeita. Entao, se o aberto ()
é limitado e de classe C**29, e se ¢ € C**29(Q)) bem como f € C*?(Q) sdo dados,
existe uma unica fungdo

@€ Ck+2,9 (ﬁ)

tal que
Lu=f em¢qQ,
w =@  Sobre 0f,

e, alem disso, para uma constante C' dependente apenas de (), 0, a e das normas dos
coeficientes a,;, b;, c em C*?(Q)), vale

Iellere@ < C(Ifllcro + lellor ).

1D%llora@) < C(If oo + Ielleraom )-
(Observe-se que esse teorema néo € valido para 0 = 0 nem para 0 = 1; ver Exercicios
[30, p. 70].)

Demonstraggo. Ver [30, p. 46].

Teorema 1.54. Suponha que os coeficientes a;; pertencem a C'(£2), que b e c pertencem
a L>(Q2), que ¢ > 0 e que a condigdo de coercividade definida anteriormente seja
satisfeita. Entdo, se o aberto () é limitado e de classe C'!, e se f € L*(Q)) é dada para
1 < p < oo, existe uma unica fungdo

p € W2(Q) NWy"()

tal que
Lpop=f em¢Q,
p=0  sobre df,

e, alem disso, para uma constante C independente de f e de ¢, vale

HSOHWZP(Q) < CHfHLP(Q).

. N = . . ~
Em particular, se p > 5 e p € C(1), existe uma Unica solugdo

p € C(Q) N W7 ()

do problema de Dirichlet

Lu=f em(), ¢ =0 sobre 0f).

Demonstragéo. Ver [30, 46].

No caso quando L = —A, temos o seguinte corolario.
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Corolario 1.55. Seja ) um dominio de classe C''' emR", e seja 0 operador Laplaciano
—A. Entédo, se f € L*(Q) e ¢ € W?P(Q), com 1 < p < oo, 0 problema de Dirichlet
—Ap = fem$, p = ¢ sobre IS tem uma Unica solugédo o € W??(Q).
Demonstraggo. Ver [27, p. 241].

O seguinte corolario € uma adaptacéo do Exemplo 11.6 de [30, p. 47].

Corolario 1.56. Suponha que ) seja um aberto limitado de classe C?*? para algum
6 € (0,1) e que p € H} () satisfaca a equacdo semilinear

—Ap = a(z)(1+ || '),

2 Entdo, ¢ € C*(Q).

—2"

=z

ondeac L>*(N) el <q<

=

Demonstragdo. Se N = 1, como H(Q) c C%2(Q), conclui-se que Ap € L=(Q) e,
consequentemente, p € W2>(Q) e, em particular, p € C1(Q).

Se N = 2, entéo, pelas imersbes de Sobolev, para todo p < oo tem-se p € LP(Q2) e
a(-)(1+ |¢|itp) € LP(Q2). Nesse caso, o Teorema 1.54 implica que ¢ € W?2?(Q) para
todo p < oo, e pelas desigualdades de Morrey—Sobolev conclui-se que ¢ € C'(Q).

Se N > 3, entdo Hj(Q) C L*(Q) com 2* = 2% Consequentemente, tomando
po = 2%/qge f = a()(1+ |p|7 ), obtém-se f € LP(Q), e o Teorema 1.54 implica
que p € W27 () (observa-se que py > 1). Se 2p, > N, entdo pelas desigualdades de

Morrey—Sobolev, ¢ € C*?(Q) com §:=1— 5.

Se 2py = N, entéo, para todo p < o, tem-se ¢ € L?(12) e, pelo Teorema 1.54, como
Ay € LP(9), obtém-se ¢ € W?P(Q) para todo p finito, logo » € C*Y(Q)) paratodo § < 1.

Finalmente, se 2p, > N, sabe-se que ¢ é Holder continua e, usando novamente
o fato de que ¢ satisfaz a equagao, conclui-se que ¢ € W?*?(Q) para todo p e, em
particular, o € C!1.

Se 2p, < N, sabendo-se que, pelas desigualdades de Sobolev, tem-se ¢ € L™ (Q)

com r; > 2* dado por
1 1 2

™1 B Do N’
pode-se afirmar que
—Ap = f=a(l+|p["p) € LM(Q),

com p, :=r;/q > py €, consequentemente, p € W?21(Q).

Repetindo esse procedimento um numero finito de vezes (por exemplo, k vezes),
constréi-se uma sequéncia py < p; < --- < pi tal que —Ap € LP*(Q)) com 2p; > N,
obtendo-se entdo ¢ € W?27+(Q). Finalmente, como acima, conclui-se que p € W2?(Q)
para todo p finito e ¢ € C1'L. O

Esse procedimento, chamado argumento de bootstrap, é constantemente utilizado
para passar de uma solugéao fraca (obtida, por exemplo, por um método variacional) a
uma solucéo classica.
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1.9 Operador Monétono e Hemicontinuo

Nesta secao, apresentamos propriedades do operador monoétono e hemicontinuo,
cujas demonstragcdes podem ser encontradas em [42]. Enunciamos apenas 0s
resultados relevantes, com adaptagcdes ao espaco de Sobolev considerado e as
normalizagdes adotadas neste trabalho.

Proposicao 1.57. Seja f : I — R uma fungéo diferenciavel. Se f’ é crescente, entdo
f é convexa.

Proposicao 1.58. Sejam f(z) = 2P, comxz > 0ep > 2, e g(¢) = ||¢||, entdo fo g é
convexa.

Definigdo 1.59. Dizemos que um operador A : H;(2) — H~'(Q) é hemicontinuo se
para todos p,v,w € H}(Q)) a aplicagdo

A= (Alp + Av),w)
é continua de R — R.

Proposigdo 1.60. Se um operador A : H; () — H'(Q) é continuo, entdo é
hemicontinuo.

Definigdo 1.61. Um operador A : H}(Q2) — H~(Q) é monédtono, se
(Ap — Av, 0o —v) >0, Vo, v € Hy(Q).

Definigdo 1.62. Dizemos que um funcional J : H;(Q2) — R é Gateaux-diferenciavel
emy € Hj se
J(p + M) — J()

: o . 1
,I\I_% ;) =J'(¢) v, Yve Hy(Q).

Teorema 1.63. Se v — J(v) é Gateaux-diferencidvel sobre H;()) e convexo, entdo a
aplicacédo ¢ — J'(¢) de H}(Q) — H~1(Q2) é mondtona.

Sejam M (\), A > 0, uma funcdo continua e derivavel tal que

M(\) > mp > 0, %M(A)zo e M(\)<ar+f

e defina o operador A : H}(Q2) — H~(Q) por

Entdo A aplica conjuntos limitados de H}(€2) em conjuntos limitados de H ().

De fato, dados ¢, v € Hj(2), temos

(Alp),v) = (=M(a(p))Ap,v) = —M(G(SO))/QAsovdw-
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Pela 12 Identidade de Green obtemos

—/A(pvdx:/V<p-Vvdaj.
) )

Logo,
(Alp).v) = M(a(g) [ V- Vude = M(ale)al,0)
Pela desigualdade de Cauchy—-Schwarz, segue que

[(Alp), v)] < M(a(e))llelllv]]

e tomando o supremo sobre ||v|| = 1, obtemos

AP 1) < M(al(p))llell

Lema 1.64. A aplicacdo ¢ — —M(a(p))Ap de HL(Q) em H-'(Q) é mondtona e
hemicontinua.

Consideremos o caso particular em que
M(a(p)) = [l
Pela definigdo do operador A : H}(Q2) — H~1(Q) temos
Ap = _HSOH%I(%(Q)ASD

e assim, para todo v € Hj () resulta

(Ap,v) = [l / Ve Vudz = o] a(e, v).

Utilizando novamente a desigualdade de Cauchy—-Schwarz e tomando o supremo
sobre ||v|| = 1, obtemos

1Dl -1 = sup [(Ap, v)| < [,

o que mostra que A aplica conjuntos limitados de H}(€2) em conjuntos limitados de
H7YQ).

Além disso, tomando v = ¢, obtemos
(A, ) = llelPale, v) = llell*.
Lema 1.65. O operador A : H}(Q) — H~(Q) definido por
Ap = —lpl*Ayp

é hemicontinuo.
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1.10 Método de Galerkin

Nesta se¢ao descreveremos o principal método que utilizamos nos problemas deste
trabalho, para mais informacgdes veja [40] e [42].

O método de Galerkin foi desenvolvido pelo engenheiro e matematico russo
Boris Grigoryevich Galerkin (1871-1945), o método representa uma contribuigao
fundamental para a resolugdo numérica de equacdes diferenciais. Apresentado em
sua primeira publicacéo relevante em 1915, titulada como “Sterzhni i plastinki Riady
v nekotorykh voprosah uprugogo ravnovesia sterzhnei i plastinok”, o método e suas
generalizagdes sao utilizadas até hoje em equagdes diferenciais parciais, analise, entre
outros. Para mais informacgdes veja [40, p. 6].

Em suma, o Método de Galerkin constitui uma abordagem de projecao para resolver
problemas de operadores em espacos de dimenséo infinita através de aproximacdes
em subespacos de dimensao finita. Considere um espacgo de Banach B e uma equagao
funcional da forma Fu = y, onde F : B — B €& um operador possivelmente nao-
linear. A ideia central consiste em construir uma sequéncia de problemas aproximados
From = ym definidos em subespagos B,, C B de dimensao finita, de modo que as
solugdes ¢, convirjam, em algum sentido, para a solugao ¢ do problema original.

Trabalharemos em particular, quando B admite uma base hilbertiana (wy)52,,
consistindo em tomar B,, como o0 subespago gerado pelas primeiras m fungdes da
base, isto €&,

Bm = [wl7w2a Tt 7wm]-

Sejam P,, : B — B,, projecdes definidas por P,,¢ = Zkak com ¢ = Zkak.
k=1 k=1
Com isso o problema de Galerkin associado a equagao Fu = y € entao definido por:

PmF(sz = I'nY, para ¢, € Bm (15)

comF,, = P, oF] 5. - Aequagao (1.5) € chamado Método ou Aproximagao de Galerkin
da equagao Fu = y.

A estratégia geral para demonstrar a convergéncia das solug¢des aproximadas ¢,,
para uma solugao ¢ do problema original segue as seguintes etapas fundamentais:

1. Estimativas a priori: Estabelecer que a sequéncia de solugdes aproximadas
(¢m) sao uniformemente limitadas em B, ou seja, existe uma constante C' > 0,
independente de m, tal que ||on|lz < C. Em espagos reflexivos, esta limitagéo
garante a existéncia de uma subsequéncia (u,,,) que converge fracamente para
algum elemento ¢ € B.

2. Passagem ao limite: Utilizar propriedades de compacidade e continuidade do
operador F, juntamente com a estrutura especifica da aproximagao de Galerkin,
para demonstrar que o limite o satisfaz a equagao original F'u = y.
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Em resumo, o que gostariamos de obter é que essa sequéncia aproximada (¢,,)
tenha uma subsequéncia (u,,;) convergindo para uma solugéo do problema no espago
todo, isto €, convergindo em B.
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Capitulo 2

Teorema de existéncia e unicidade do
problema sub-critico

Neste capitulo mostraremos a existéncia de solugao para o problema sub-critico do
tipo Kirchhoff, utilizando aproximagdes de Galerkin juntamente com propriedades de
operadores monoétonos e hemicontinuos.

2.1 Existéncia do Problema Sub-critico

Nosso objetivo € provar a existéncia de solugao fraca do seguinte problema

—(M +[[¢lIP)Ap = Ap* +P~" em Q,
>0 em¢) (2.1)
=0 em o,

onde ||l¢|* = /\V@]Qd:ﬂ em H(Q2), M é um numero positivo, N > 1, A > 0 um
Q
parametro, 0 <a<le2 <p < 2%

Definigdo 2.1. Dizemos que » € H; () é uma solugéo fraca positiva do problema (2.1)
se

/(M + el VoVudzr — )\/ o vdxr — / ©P todr = 0,V € Hy(Q).
Q 0 Q

Dizer que p € H} () é solucéo fraca positiva do problema dado é equivalente dizer
que para todo v € H} () tem-se
L<§07v) - N(907U) =0

com L, N : H} () x H}(Q) — R dadas por:

Ligo) = [ (M +1lpl) Ve Voo
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N(p,v) :/\/goavdx—l—/gop_lvdx.
Q Q

Vamos trabalhar inicialmente com o problema adaptado da seguinte forma:

Lip.v) = / (M + |2 VoVuda

Nipo) =2 [ loltpude + [ [op v,

Observe ainda que L e N estdo bem definidos e sdo continuos.

1) L esta bem definido. De fato,

L(p0)| = ‘ / (M 4 o2 VoTuds

- \<M+ Iol) [ Vo

/ VpVudz
Q

< (M + [l¢l?) / Vel [ Voldz

Holder ) , 3 , :
s (MAJel){ [ [Velde |Velde

= (M +llel)llellvll < co.

= (M +l¢]*)

2) N esta bem definido. De fato,

N ()] \A [retute+ [ folr2outs

/!w!o‘lwvdm‘ +'/ [P *pvdz
Q Q

< [ lel* el + [ [olPlelolds
Q Q

= [ Jelloldo + [ oPolds
Q Q

Holder o p—1
< >‘||80”La+1(9)||U||L°*“(Q) + [le] LP(Q)HUHLP(Q)‘

<A

Como0<a<lentdol < a+1< 2 < p,dai pela desigualdade de Poincaré
temos

IN(p,0)] < cidllel vl + ealle P[]
= (Aol + eallelP ) o]l < oo

Agora, mostraremos que L e N sao continuos. Para mostramos que L e N sao
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continuos, tome primeiramente (p,,,v,,) — (¢,v) em H}(Q) x H}(Q), ou seja, vale

1(pn; vn) = (2, 0)|l = llen — &l + [lon — 0] = 0.

Além disso, temos que (¢, v, )52

que:

>, € limitada em H}(Q) x H}(Q), isto é, existe Q tal

lonll < Qe vl < Q,Vn € N.

1) L é continuo. Com efeito

’L(me Un) - L(@» U)‘ =

| L(n; vn) = L(pn, v) + L(pn, v) — L(p,v)|

< IL(90n>Un) - L((pmv)l + |L(90n7v) - L((,D,?JN

< \<M+ leal?) [ FnPunde = 1+ linll?) [ ViuTods] +
Q Q

; ‘<M+ leal?) [ VinTode = O +llgl?) [ Vv
Q 9]

< (M + [leall)

Vganvndx—/Vganvdx +
Q Q

Q Q

(M el / VenVode — (M + [|l) / VVude]
Q Q

= (M + [len]]

2) /Vapn(an—Vv)dx +
Q

; \M N A

+(M+H<pHZ)/V@andx—/Vngvdw
Q Q

< (M + lnll

+\ ol ~ P [ Vv +
Q

%) /Vgon(an—Vv)da: +
0

M+ el / (Ve — Vi) Vude].

Aplicando a desigualdade de Hdolder, obtemos

’L(Qpn-vn) - (

Ja que ||(¢n, vn) —

(g, v

v)]

< (M + lleal®llenlllvn = vll + Flieal® = lll?] lealllvl+
+ (M + [lel*)llen = llllv]

< (M +@Q")Qllvn — vll + | lleall” = lel* Qv+

+ (M + [lel®)llen = ellllv]

= (M +@Q)Qllvn — vl + [ lleall® = llel*|Qllv]I+

+ Mllen = @llllv]l + lel*llen — ellllvll = 0.

)|| — 0. Logo, podemos dizer que L(¢,,v,) — L(p,v) €
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portanto L é continuo.

2) N(p,v) é continuo. De fato, para mostrarmos que N(p,v) € continuo iremos
adapta-lo da seguinte forma:

N(p,v) = f(p,v) + g(p,v)

onde f,g: H}(Q) x H}(Q) — R sdo dadas por

Com isso, temos

| f(pn, vn) — flo,

V)| = A

=A

<A

F(or0) = A / o* uda

:/ ]gp]p_Qgpvd:E.

Q
/|90n|a190nvndx_/|¢’al¢vdx
Q Q

/ 0nl* Pt — [0n]|* o0 + @] onv — |@|* pude
Q

/ |90n|a_1§0n<vn —’U)dZE +
Q

Q(Isonlo“lson — o|*p)vdz| .

Note que, por Holder e pela desigualdade de Poincaré tem-se

/ onl* o (00 — v)da
Q

< / (oul gl ltm — vld
Q

= [ tonl*len — vldz
Q

< llenllZess @ llvn = vllzorie)
< aillenl|*callvn — ||

= cll@nl|*[lon = vl|.

Analogamente, pela Proposi¢ao 1.2, tem-se

Como lim |, —
n—oo

lim

n—oo

(len
Q

“on — e o uda| < / nl® " on — |o|* ol v|de
/ lon — |“|v|da
< len = @l Fasr vl Lot
< c1llen — || %ea]|v]|
= cllen — o *||v]l-
el = Iim |lv, —v]| =0, [|en] < Qe |v.] <Q,Vn, temos que
n—oo

’afl

(v, — v)dx

= lim ‘/ lon|* ton — lo|* Hvdz| = 0.

n—oo
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Logo, f é continua. Agora, mostraremos que g é continua.

De fato, segue novamente da Proposi¢ao 1.4, do Teorema do Valor Médio, das
desigualdades de Holder e Poincaré que

19(2n,vn) — g(p,0)| = ‘/Q | onlP 2 onvn — |@lPpuda
= ‘ /Q |2nlP 2 Pntn — [@nlP 20t + |onlP 200t — P2 ovda
= / [onl" 200 (vn — 0) + (1@al20n — |20 uda
< [ leallon = vlda+ [ 1loal 0 = el ellolde

< [ lonlon = vlda + [ callonl™ + el Dl = ellide
Q Q

-1 —2
< [lpallsioy 1o = ollaey + e1llenlZsy lon — @l Vlln@) +

+ el llon — @llr@llollee)
< cillenll” v — vl + c2llenll”llen — ellllvl+
+ callel”llen — llllv]l.

Como v — o[ =0, [lon =@l = 0, [ln|[P~* < QP72, Vn.

Concluimos que, g é continua. Como, f e g sdo continuas segue que N(p,v) =
f(e,v) + g(p,v) também é continuo.

2.2 Problema Auxiliar

Para a prova do Teorema 0.1, provaremos primeiramente a existéncia de uma
solugéo para o seguinte problema auxiliar. Para cada n € N, consideramos o problema

—(M + |lelH)Ap = A + (TP + 1 emQ,

n

0>0 em¢), (2.2)
=0 emo.

onde a solugao é definida da seguinte maneira

n

/(M + el Ve Vudz — )\/
Q

1
Q(gﬁ)%dﬂ: - /Q(gf)p_lvdx — = =0,Yv € Hy(Q).

Observe que o termo % € introduzido para garantir que o problema nao tenha

solugao trivial. Denotaremos por ¢, uma solugdo do problema (2.2); no entanto,
para simplificar a notagao, escreveremos apenas ¢ sempre que nao houver risco de
ambiguidade. Posteriormente, passaremos ao limite quando n — oo para recuperar o
problema original.

Usaremos o método de Galerkin juntamente com os seguintes resultados.
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Lema 2.2. Seja f : R™ — R™ uma fung¢édo continua com (f(x),z) > 0 para todo z
verificando ||z|| = R > 0. Ent&o existe z, € B|0,r| tal que f(z,) = 0.

Demonstraggo. Ve [31, p. 219].

Teorema 2.3. Suponha (H1) ou (H2). Existe \* > 0 e n* > 0 tal que (2.2) tem uma

solugéo fraca positiva todo A € (0, \*) e para todo n > n*.

Demonstragdo. Seja (w,,) uma base Hilbertiana de H;(Q2) e considere W,, o
subespaco gerado pelos m primeiros vetores wy, - - - , w,, da base Hilbertiana (w,,) de
H; (), isto &,

Wi = [wy, -+ wp).

Como (W,,, || -]|) e (R™,|-|) s&o isométricos e isomorfos, onde || - || € a norma usual

em H}(Q) e |-| é anorma Euclidiana em R™, (-, -) é o produto interno correspondente,
nos podemos considerar a identificacédo

o= Lwi &= (E, -+ &m), llell = 1€].
=1

Definimos o produto interno em 1¥,,, como

SO‘U L2(Q) — Z&ﬂw

onde usamos que (w;, w;)2(q) = d;;, definida no Lema 1.31.

Defina a fungédo F : R™ — R™ tal que F(&) = (F1(§), -+, Fn(&)),onde & = (&1, -+ ,&m)s

1
Fy(&) = /(M—l— lolI?) Ve Vwdr — )\/ |0t | w;dx —/ |t [Pt wide — E/w,-dx.
Q Q Q

Q
em que ¢ = max{y,0}.
Observe que, Fi(§) = L(p,w;) — N(p*,w;) — 1 é continua. De fato, seja & =
n
(&, k) = & = (€0, ,€5). Queremos mostrar que F;(&) — Fy(&),Vi=1,--- ,m.

Seja " = Fwi e ® = w;, temos entdo que

=1 =1
m m
I =l < | ngwi - Z@sz‘”
=1 =1
m
< Z ¢ — &l max [luwil| — 0, j& que [¢f — & — 0.
1=

Logo, ¢ — " em HE(Q), e como a aplicagdo ¢ — ¢+ € Lipschitz continua, segue que
(©*)" = (¢°)* em Hy(Q). Portanto, (¢*,w;) = (¢°,wi) € ((¢*)",wi) = ((¢")F,w;) em
Hi(Q) x Hy(Q),Yi=1,---,m
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Entao, pela continuidade de L e N temos
L(&*,wi) = L(¢°, w), N((¢")wi) = N((¢°)F, wi)

1
e pelo fato de —— / w;dx ser constante, segue que
nJa

wids = L, w)=N((*) s wi)=, [ wide = F(€)
Q

R = L w) =N ()" ) [

Portanto, F;(¢¥) — F;(€°),Vi=1,--- ,m. Logo, F = (F},--- , F,,) é continua.

Agora, considerando ¢, = Y _&uw; € v, = Y _ fw; e multiplicando cada F;(¢) por
i1 =1
&; temos e realizando o somatorio de 1 até m, temos

= ﬁ;gi(/ﬂ(M + leml?) Vo Vwidz — A/ﬂ(@ig)awida:—
/ (M + wngzwdx— [y guds-
=1
- [ty 1Zszwdm~——/2@wl

- / (M + o P) Vo Vpmda — X / (65)" pmda—

1
_/((P:z)p_l @mdx_ —/medl’
Q n Ja

- / (M + [ onlP)VomViomdz — A / (o) ot da—

1
- / (o)t ol de — = / Pmd
Q n Jo

_ / (M + [ pml)|Viom[*de — A / ()
Q Q

1
- / (e — - / o
Q nJjao

o Lo
> (M + [[omlP)llomll® = Memlfeig = lemlzee = ~ 197 [emllr@)-
Recorde que, || = ¢ + ¢, dai

O < |oml.
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Usando a desigualdade de Holder e a imersédo de Sobolev, temos

a Lo
(F(£),€) = (M + [lom ) leml® = Alomllzaigy = lemllfo@) = — 120 [9mllor@

a L ool
> (M A+ [loml)emll* = crMlloml| = callom][” = —esl 2 [l

Defina [¢] := ||¢m| = p. Dai,

1 1
(F(£),8) > (M + p*)p* = Aerp®th — cop? — 503’(2’?'0

1 1
= Mp* + p* — Xy p®tt — cop? — 503|Q|P’p.

Suponha que (H1) vale. Em particular, temos que M > 0, logo

1 1
(F(£):8) 2 (M +p*)p* = derp™™! = cap” — —s| Q7' p
1 1
= Mp* + p* — Aeip®T — eppf — 503|Q|p1’p

1 1
> Mp? — derp®t — copP — 503|Q|P’p.

L
Tomando ¢ = ;|27 teremos

(F(6),6) = MP2 - >\Cl,0a+1 —cop’ — %cp.

Para garantir que (F(¢),&) > 0 na esfera ||| = po > 0, temos que
M M
Mp* = eap” > —p* = Mp® = —-p* > cop”
M
= Pz o

= — > pr?
202
1

M\ r-2
<~ (—) >p>0.
202

2¢o

Portanto, tome py = (ﬁ) .
Logo,

a+1

41
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Com 0 < p < p fixado, encontraremos \* > 0 tal que

M
7p2_)\clpa+1 >0

ou seja,

M M
Aeppt™ < =t e A< —plT =\
2 201

Tomando 3 = %ﬁ — Aepp®t temos 5 > 0 para todo A € (0, \*).

Sel0<p<preld< )<\ temos

(F(E).6) 2 8~ ~cp

Portanto, . |
5——6;)20@62—@@712%:71*
n n g
entdo, (F(£),&) > 0, paratodo A € (0,\*) e n > n*.

Suponha que (H?2) vale. Em particular, temos que M = 0, logo

(F(6).€) 2 ()5~ Ap™ = ea0? = ~ sl .

1
Tomando ¢ = ¢;|Q2|»" teremos

(F(€),8) > p* — Aerp™ — eop? — %cp.

Para garantir que (£(¢),&) > 0 na esfera a = ||¢|| = po > 0, temos que

1 1
pt—cop? > §P4 —p' - 504 > copl
1
= 50tz o

— i Z pp_4
202
1

1\ 71
:}(—) > p>0.
262
1

Portanto, tome p, = (ﬁ)m ,(p > 4).

Logo,

1 1 N
(F(£)7§> Z 504 - )\Clpa+1 — ECS‘Q‘WP-
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Com 0 < p < py fixado, encontraremos \* > 0 tal que

1
§p4—>\61pa+1 >0

ou seja,

1 1
/\Clpa+1<§p4<:>)\<2_61p3—a:)\*

e, tomando 8 = Jp* — Ac;p**!, temos > 0 para todo A < A*.
Assim,se 0 < p<pye 0 < A<\ temos

(F().6) 2 6~ —ep

Portanto, . )
B—=cp>0eB>—cpeon>L_py
n n 15}
entdo, (F(£),£) > 0, paratodo A € (0,\*) e n > n*.

Dadas estas condicdes, as hipéteses do teorema do ponto fixo de Brouwer, Lema
2.2, so satisfeitas. Deste modo, existe ¢, € W,,, = ¢, C B, (0) (B,,(0) = {¢ €
Wi llell < po}) tal que F(pn,) = 0, ou seja,

1
/(M+ ||30m||2)V90med$—)\/(gpjn)o‘wdx—/(go,fl)p_lwdx— —/wdx =0,Yw € W,,.
Q Q Q nJo (2.3)

Como os vetores wy,--- ,w,, séo l.i's, segue que para cada m fixo ¢,, é solugao
do problema auxiliar. Além disso, segue que ||¢,.|| < po € limitada em H}(Q). Entao,
podemos extrair uma subsequéncia que continuaremos denotando por ¢,, tal que

Pm —  em H;(Q)
om — pem L1(Q), 1 < q< 2", (Imersdo Compacta)
©m — ¢ q.t.pem Q.

Observe que, fixado k € N temos W), C W,,, para todo m > k.

Agora, fazendo m — oo temos:

/ (o )P fwde — / (o™ wds, Yw € Wi
Q Q

Como ¢,, — ¢ q.t.p. em Q, temos em particular que ¢, — ¢ q.t.p. em Q. Por
continuidade da aplicagdo f(t) = t*~!, temos

()Pt — ()P q.t.p. em Q.
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Além disso, como H}(Q)) — L*(€) continuamente segue que

Logo, ((x;)P~1)ee_, é limitada em Lppfl(Q), entédo pelo Teorema 1.33 segue que

(p)P~L = (o+)P~! fracamente em L 7(Q2),
ou seja,
/(gp:;)p_lwdx — /(gp+)p_lwdx,Vw e LP().
Q Q
Em particular, Vw € W), C H}(Q) — LP(Q).

Seguindo o mesmo raciocinio temos, pela convergéncia q.t.p. em 2, pela imersao
continua e pelo Teorema de Riesz que

)\/(gojg)awdx — A/(gp*)o‘wdx,Vw € W;.
Q Q
Observe que queremos mostrar ainda que
M/ Vo, Vwdr — M/ VeVuwdz, Yw € Wy,
Q Q

E de fato isto acontece por definicdo de convergéncia fraca, escrita via o Teorema de
Representacéo de Riesz, da seguinte forma

/Vgomedx — / VoVwdz, Yw € Wy.
Q Q

E, como M é uma constante nao-negativa, a convergéncia continua valida.
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Além disso, pela definigdo de A : H}(Q2) — H'(Q)) obtemos

(A, w)] = \ / o [PV, Vo

< llom]? / Vo Vulde

< loml?® / Vol |Veoldz

< llgml? ( / rwmwzdx) ( / |Vw|2da:)
Q Q

= lleml*llemll [l
= lleml*llwll = pollwll, Yo € Hy().

Assim,

[Apml 1) = Sup [(Apm, w)]

[[w][<1

< sup |loml*|jwl]
lwll<1

= |loml® = 0}

ou seja, || Avn,|lz-1 < p3, e consequentemente (Ap,,)>_; € uma sequéncia limitada
em H~1(Q). E como o nosso espago H; (1) é reflexivo, segue que o seu dual, H ()
também o é, entdo existe uma subsequéncia de A¢p,, convergente, digamos

Agp,, — 0, fracamente em H*(Q).
Como, (Apm,,v) = HapmHQ/ Vo Vudr, obtemos de (2.3),
Q

1
(Apm,w) = /\/(gpj,'l)“wdzv + /(g@%)p_lwdas - M/ Vo, Vwdr + - / wdz,Yw € Wy,
0 0 Q 0
(2.4)

Mediante as convergéncias mostradas teremos entao

(0, w) = A/((p*)awd:c—i—/(goJr)plwdx—M/ VoVuwdr + l/wdaz,Vw € Wy. (2.5)
Q Q Q nJa

Logo, (2.5) vale Vv € | J W, mas como | W, = H{(92) segue por densidade e

k=1 k=1
continuidade que para todo w:

0,w) = )\/(gpﬂawdx + /(<p+)p1wdx - M/ VeVwdr + = / wdx,Yw € Hy(Q).
Q Q Q nJa

Agora, queremos mostrar que 6 = Ap. Usaremos entéo o fato do nosso operador
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ser monaotono, temos que
<A(Pm_~’4w790m_ > 2 0

= (Am, Om) + (Apm, —w) — (Aw, @, — w) > 0,Yw € Hy(Q).
Por (2.4), tem-se

1
3 [ o) omdat [ (@1 onds—M [ Tt [ om(Aomsw)~ (A, pn) 2 0
Q Q Q Q

e dai
o 1
Al gy + 16mI ) = Mlewmll® + = /Q pdz — (Apm, w) — (Aw, o —w) >0, (2.6)

para todo w € H} ().

Tomando o lim sup em (2.6) obtemos a seguinte desigualdade
o 1
M1 5a ) + 18 1) — Mllell* + — /Q pdr — (0, w) — (Aw, o —w) >0, Yw € Hy(9),

visto que ¢,, — ¢ € H}(2), segue que

el < (timinf[|p1)* = liminf ([lop]])*
= —ll* > —liminf |on* = limsup (—||¢m|)*
= —M|l¢||* > limsup (—M|lpm])*.

Como 1 < p < 2*, aimersédo H{(Q) < LP(Q2) € compacta, entdo existe uma subsequéncia
o qual continuaremos denotando por ¢,, tal que ¢,, — ¢ fortemente em LP(Q2), e assim, pela
Observacao 1.5, segue que

Il gy = o™ ey

Como o+ 1 < p < 2% aimersdo H}(Q) — L(Q) é compacta, entdo existe uma
subsequéncia o qual continuaremos denotando por ¢,, tal que ¢,, — ¢ fortemente em L*+1(Q),
e assim, pela Observacao 1.5 segue que

1 1
lemlzar ) = et lITar o)

Como w é fixo, Aw € H~1(Q) &€ um funcional linear continuo em H}(2). Pela convergéncia
fraca ., — ¢ em H}(Q) segue ¢, — w — ¢ — w e, portanto,

(Aw, om — w) = (Aw,p — w).

Por outro lado, temos que
o 1
6.6) = Al 15ty + 1 Wy = Mol + 5 [ v,

dai,
<0790> - <9,’Uj> - <Aw790 - w> >0,

ou seja,
(0 — Aw, o —w) > 0,Yw € HY(Q).
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Considerando w = ¢ — Av, com A > 0 e v € H}(Q) arbitrarios e substituindo na ultima
desigualdade teremos,
(0 — A(p — A\v),v) > 0. (2.7)

Mas como o operador A € hemicontinuo segue que
0 — A(p — M), v) = (0 — Ap,v), Vv € H}(Q), A — 0.
Dessa convergéncia e de (2.7) segue que

(0 — Ap,v) > 0,Yv € H}(Q). (2.8)

Substituindo v por —v, tem-se

<9_AQ07 _U> ZO
= _<0_-A<)07v> >0
= (0 — Ap,v) <0,Yv € H}(Q). (2.9)

Dai, de (2.8) e (2.9) segue que
(0 — Ap,v) = 0,Yv € Hj(Q).

Portanto, Ay = § em H—(Q). Logo, Ap,, — Ay e assim ¢ & solugédo do problema auxiliar.
Para cada n > n* denotemos por ¢ = ¢, a solugao do problema auxiliar (2.2).

Podemos entao concluir que

/(M + lol>) VeVwdr = )\/
Q

Q(<p+)awdx+/(cp+)plwdx+ 1/de:1:,Vw € H}(Q). (2.10)

Q n
Note que, se ||¢|| = 0, entdo ¢ = 0 e de (2.10) temos

1
/wdx:O,VwEHg(Q),
nJo

o que é um absurdo. Logo, |¢|| > 0.

Agora, mostraremos que ¢ > 0. Para tal, considere w = ¢~ € Hg () como fung&o teste
em (2.10) e obtemos

1
/(M+ ||g0H2)Vg0V<p_dx:)\/(<p+)°‘<p_d:v+/(g0+)p_1g0_d:v+/ o dx. (2.11)
Q Q Q nJjo

Desta igualdade, obtemos

_ 1 _
1+ Pl = [ o,
Q
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De fato,
(M + [lol?) /Q Ve de = (M + [|o]?) /Q (Vo — Vo )V da
— (M + ¢l ( [ ververan- [ w—w-dx)
0 Q

= (M + el?) /Q Ve Pde
= (M1 D) e |1

Dai temos que,

Logo, (2.11) se escreve como

_ 1 _
O+ el P == [ omda,
Q

Como ||¢|| > 0, segue que

- 1 _
(M + el == [ mds <0
Q

E isto implica, em particular que
lel*le™I? <0= o7 [P =0= ¢~ =0.
Logo, ¢ = T >0 e ||¢] > 0. Assim, temos que ¢ é solugdo da equagdo

(M + [lel?) (M +[lel?)  n(M+lel?) —

Ou seja, se existir xy € 2 tal que p(z¢) = 0, segue do Teorema do Principio do Maximo e 1.52
que
(p = constante.

Logo, ¢ = 0, 0 que € um absurdo ja que 0 ndo é solugao de (2.2). Assim, a solugéo do problema
auxiliar ¢ := ¢, para cada n > n* satisfaz ¢ > 0 em (). Portanto, ¢ é solugdo do problema
auxiliar. 0

2.3 Prova do Teorema 0.1

Demonstragédo. Pelo Teorema 2.3 o problema (2.2) tem uma solugéo fraca ¢, € H(9)
paracadan € N;n > n*.Como0 < a < 1 < p—1, e observando que para toda |p,| > 0
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vale a estimativa (1 + |¢,])P™ < 2P71(1 + |@,[P71), temos

1

1
. Nl + np‘1+—>
TERPNE ('*”' a4 3

1 1
Aso§+soﬁ‘1+—‘ <
n| = M+ el

< 1
= M+ leal?

1

S 2
M + ||nll

1
A+ 2)(1+ [P
R EA R

C
S 2
M + ||nll

(AL + louD™ + (1 + lal) ™ +1)

(AL loal P+ (L4 lalP 7 4 (14 [al))

(L+ lal”™).

com 2 < p < 2'. Pelo Teorema 1.54 e Corolario 1.56, ¢, € C'(Q). Portanto,
on € Hy()NCH(Q).

Observe ainda que ¢,, satisfaz

—(M + [Jenl®) A, > Ap em Q,

©n >0 emQ (2.12)
v, =0 naodf,

e consequentemente

—App > ——————pr. (2.13)
=Mt a2

Além disso, como ¢,, € B,,(0) temos que, em particular

lemll < po
©m — ©n €M Hi(Q),

e assim
onll < liminf(jo,| < po = ¢n € Bpo(o)
onde py ndo depende de n.

Com isso, podemos extrair uma subsequéncia de (y,), que continuaremos
denotando por (¢,,) tal que

pn — ¢ em Hy(Q)
on —@emLi(Q), 1 <q<2, (Imersdo Compacta)
on — ¢ q.t.pemQ

paraalgum ¢ € H}(Q). Logo, usando novamente a semicontinuidade inferior da norma,
temos que
lell < liminflen|| < po = ¢ € By, (0).
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Além disso, note que

1

M+ |l@all? < M + o = <
fonll" < A2 = N = M TP

e juntamente com (2.13) obtemos

A
_Agpn > —%0;.{

M + ps
1
Reescaland AT It
eescalando, w,, = ., resulta
v M+g) 7
_A /\w _1 Z M 2 )\w _1 = ﬁﬂ/?{,
(M+p(2))a—1 + po (M+pg)a—l (m)a—l

e portanto
—Aw, > w,.

Logo, pelo Lema 1.50 temos w,, > v > 0, onde v é dada no Lema 1.49 e logo,

A 11—«
Pn > <M+p2> v > 0. (2.14)
0

1

A )mv>0q.t.pem§2.

Como ¢, — ¢ q.t.p. em Q, segue que ¢ > (W
0

Mostraremos agora que ¢ € solugéo de (2.1).
Observe que, como ¢,, — ¢ q.t.p. em Q2 segue que
WPt — P q.t.p em Q.

Lembre-se de (2.10) que

1
/(M + lenl ) Vo, Vwdr = )\/ Yrwdx + / P twdx 4+ — / wdz,Yw € Hy (),
Q Q Q nJjo
isto &,

1
(A, w) = /\/ eowdr + / g@fjlwda: - M/ Vo, Vwdr + - / wdx,Yw € H&(Q).
Q Q Q Q
(2.15)

Fazendo n — oo em (2.15) e procedendo de forma similar aos argumentos usados
na Segao 2.2, segue da convergéncia q.t.p em (2, continuidade, Teorema 1.33 e pelo
Teorema de Riesz, que

/gpﬁlwdx—)/gpplwdxe /gogwdx%/goawdx, Yw € Hy(Q).
Q Q Q Q
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Além disso, conforme mostrado na Segéo 2.2, como (Ay,)%, € uma sequéncia
limitada em H~'(Q), e H'(Q) é reflexivo, segue que existe uma subsequéncia de
Ay, convergente, digamos que

Ayp,, — O, fracamente em H ().

Resultando entdo em

(O,w) = )\/ e wdx + / P wdr — M/ VpVwdz,Yw € H} ().
Q Q Q

Agora, nos resta mostrar que © = Ap. Seguindo o0 mesmo raciocinio, usando o
fato do nosso operador ser monoétono, temos

(Apn, — Aw, o, —w) >0

= (Apy, on) + (Apn, —w) — (Aw, ¢, — w) > 0,Vw € Hy().

Por (2.15) tem-se

1
A/gpﬁgpndx%—/ gaﬁ_lgpndx—kﬁ/gpnda:—M/Vgangondx—<A<pn,w>—(Aw,gpn—w> > (.
0 Q 0 0

Entao,

1
Meonllsh g + Ienllioy + - / pad — Mo 2 = (A, w) — (Aw, i, — w) >0,
(2.16)
para todo w € H(Q).

Tomando o limsup em (2.16) obtemos
Mlellzatgy + 1elfaq) — Mllel? = (0, w) = (Aw, ¢ —w) >0, Yw € Hy(Q)
usando que ¢, — p € H}(Q), segue que

lell* < (liminf [0, [[)* = liminf ([l [1)* = —M|le||* > limsup (=M [¢n )"

Como 2 < p < 2% aimersdo Hj(Q2) — LP(Q2) é compacta, entdo existe uma
subsequéncia o qual continuaremos denotando por ¢, tal que ¢, — ¢ fortemente
em LP(2), e assim

HSOnHIZp(Q) — nguip(ﬁ)

Como a+ 1 < p < 2%, aimersdo Hj () — L*T'(Q) é compacta, entdo existe uma
subsequéncia o qual continuaremos denotando por ¢, tal que ¢, — ¢ fortemente em
Lot(Q), segue que

lenllzatiy = lellzaiig
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Como w é fixo, Aw € H~'(Q2) é um funcional linear continuo em H}(f2). Pela
convergéncia fraca ¢, — p em H}(f2) segue ¢, — w — ¢ — w €, portanto,

Por outro lado, temos que (0, ) = >\||<p||‘zj+11(m + 1ol o) — Ml dai,

(©,¢) — (0,w) = (Aw,p —w) >0
= (0 — Aw, o —w) > 0,Vw € H)(Q).

Considerando w = ¢ — Aw, com X > 0 e w € H} () arbitrarios e substituindo na ultima

desigualdade temos
(0 — A(p — Mw),w) > 0. (2.17)

Como o operador A é hemicontinuo segue que
(O — A(p — Mw),w) = (© — Ap,w),Yw € Hy(Q2),A — 0.
e assim, de (2.17) segue que

(0 — Ap,w) > 0,Yw € H(Q). (2.18)

Substituindo w por —w, tem-se

<6 o A@? —U}> >0
= —(0 - Ap,w) >0
= (0 — Ap,w) < 0,Yw € Hy(9). (2.19)

De (2.18) e (2.19) segue que
(0 — Ap,w) = 0,Yw € Hy ().
Ou seja, Ap = © em H'(Q). Logo, ¢ € H;(f2) é solugdo positiva da equagao

—(M + |lelIP)Ap = Ap™ + "

1

Como ¢,, > (Mig) """ v > 0, com v sendo solucdo de (2.14), da convergéncia q.t.p,
0

1
A 11—«
tem-se p > (W) v > 0.

Portanto, a prova do Teorema 0.1 esta completa. O
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2.4 Provado Teorema 0.2

Demonstragdo. Assumindo a hipétese (H2). Pelo Teorema 2.3 o problema (2.2) tem
uma solugao fraca ¢, € H} () paracadan € N;n > n*. Como 0 < a < 1,

1
[l

1
A903+90§1‘1+—‘ <
n

com 4 < p < 6 quando N = 3. Pelo Teorema 1.54 e Corolario 1.56, ¢, € CHQ).
Portanto, o, € H} () C*(Q).

Com um argumento similar a demonstracédo do Teorema 0.1, podemos extrair uma
subsequéncia de (¢,) que converge para uma fungéo ¢ € H}(Q) solugéo positiva do
problema

—llelPAp = Ap™ + P
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Capitulo 3

Teorema de existéncia do problema
critico

Neste capitulo mostraremos a existéncia para o problema critico utilizando o
método de Galerkin. Além disso, assumiremos alguns calculos realizados no capitulo
anterior para que a leitura possa ser mais fluida.

3.1 Existéncia do Problema Critico

Nosso objetivo € mostrar a existéncia de solugao fraca para o seguinte problema
critico dado por

—Ap = Ap* + ¥ 1 emQ,
=0 emof, (3.1)
>0 em¢,

onde @ ¢ RY (N > 1) é um dominio de fronteira suave, A > 0 um parametro,
lell* = / V| dz em HY(Q),0 < a <1e2" = 2.
Q

Queremos encontrar uma solugéo ¢ € H}(Q) que satisfaz a equacédo dada. A
formulagao fraca do problema é dada da seguinte maneira:

/VgDVvdx — (A/ ©*vdx + / gpQ*lvdx) =0,Vv € Hy(Q).
Q Q )

A formulacdo fraca do problema é equivalente a dizer que, ¢ € H;(Q2) é solugéo
fraca positiva, se para todo v € H}(Q2) tem-se

L((zD?U) - N(QO,U) =0
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com L, N : H} () x Hy(Q) — R dadas por

L(p,v) :/QVwVvdac

N(p,v) :)\/ngo‘vdx—l—/QwQ*lvdx.

Vamos trabalhar inicialmente com o problema adaptado da seguinte forma

L(p,v) :/QVQOVvdm

N(p,v) ZA/ |s0|“‘190vdfr+/ o 2 pvda.
Q Q

Tendo isso em mente, mostraremos agora que L, N estdo bem definidas.

1) L é bem definido. De fato,

L, v)| =

/ VoVudr
Q

< [ IVelVelda
Q

Hélder % %
< (/ \V@]de) </ ]Vv|2dx)
0 Q

= lllllv]] < oo

Logo L esta bem definido. Observe ainda que L(y,v) € uma forma bilinear, que
por definicado é continu.

2) N é bem definido. Com efeito, como vimos no capitulo anterior temos que

IN(p,0)| < (Mol + callol )

lv]| < oc.

Logo, N esta bem definida.

Agora, mostraremos que N é continua. Para mostramos que N é continuas tome
primeiramente (¢,,,v,) — (¢,v) em H(Q) x H (), ou seja, quando n — oo vale

1(pn, vn) = (2, 0)Il = llon — 0l + [lon — vf = 0.

Além disso, temos que (., v,);2, € limitada em Hj(Q) x Hy(92), ou seja, existe Q tal
que
lenll < Qe flunll <@ Vn €N,

N(p,v) € continuo. De fato, para mostrarmos que N(p,v) é continuo iremos
reescrever-lo da seguinte forma:

N(p,v) = f(p,v) +g(p,v)
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com
flo,v) = >\/Q\90|°“190vdx
e
g(%v)Z/ |o” Puvda.
Q
Note que

|f(@n,vn) — flp,0) = A

/\son!a‘lcpnvndx—/lea‘lwvdx
Q Q

=\ '/ lon|® L on (v — v)dz| + ‘/(]cpn|a_1g0nv — ||* tpvdx| — 0,
0 Q

uma vez que pela desigualdade de Holder e pela desigualdade de Poincare, tem-se

/ (onl* o (0 — )
Q

S/|§0n|04_1|<;0n||vn_U|dl’
Q

< cll@nl|*[lvn — vl =0,

visto que ||v, —v|| = 0 e ||en]|* < Q,Vn.

Também, pela Proposicao 1.1, desigualdade de Holder e Imersdo de Soboley,
temos

/(Iwn!alwnv — o|*pvda
Q

< [ teul*gallol = ol lolds
< cllen = @l *llvll = 0,
visto que ||¢, — ¢||* — 0 e ||v]|| é constante.

Com isso, podemos concluir que f € continua.

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio, pelas desigualdades de Holder e
Poincaré que

/ on)® 2onvn — oI "2pvda
Q

"l — elllvll+

19(¢n,vn) — g, v)| =

" Hlon — vl + eallepn

S Cl”SDn
2* -2
+ collg len — ll|lv]]

uma vez que |lv, —v|| = 0, |len — @l = 0, |enl> =2 < Q¥ 2, Vn.

Logo, g é continua. Como, f e g sdo continuas segue que N (p,v) = f(p,v)+g(p,v)
também é continuo.
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3.2 Problema Auxiliar

Para a prova do Teorema 0.3, provaremos inicialmente, usando o método de
Galerkin, a existéncia de uma solugéo para o seguinte problema auxiliar:

—Ap=ANe")* + (") '+ emQ, (3.2)
=0 emo. '

onde a solugao € definida da seguinte maneira
. 1
/ VoVudr — A/(gpﬂ%daz — /(gﬁ)z “lodr — — =0,Yv € Hy(Q).
0 0 9 n

Observe que o termo % € introduzido para garantir que o problema nao tenha

solugao trivial. Denotaremos por ¢, uma solugao do problema (2.2); no entanto,
para simplificar a notagdo, escreveremos apenas ¢ sempre que nao houver risco de
ambiguidade. Posteriormente, passaremos ao limite quando n — oo para recuperar o
problema original. Mostraremos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Existe \* > 0 tal que (3.2) tem uma solugéo fraca ndo negativa e ndo
trivial para todo A € (0, \*).

Demonstragdo. Seja (w,,) uma base Hilbertiana de H}(Q}) e considere W,, o
subespaco gerado pelos m primeiros vetores wy, - - - , w,, da base Hilbertiana (w,,) de
H; (%), isto &,

Wm - [wh"' 7wm]~

E seja p,v € W,,, com ¢ = Zgzwl ev= Zﬁlwz Definimos o produto interno em

=1
W.,, como

LQ(Q) Z ézﬁz

Como (W,,, || -]|) e (R™,|-|) s&o isométricos e isomorfos, onde || - || € a norma usual
em H}(Q) e |-| é anorma Euclidiana em R™, (-, -) é o produto interno correspondente,
nds podemos considerar a identificagao

o= &Gui+— &= (&, Em), llell =14l

i=1

Definimos o produto interno em W,, como

90"0 L2(Q) — Z&ﬂz:

onde usamos que (w;, w;) 12(q) = d;;, definida no Lema 1.31.
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Defina a fungéo F': R™ — R™tal que F'(§) = (F1(§), -+, Fm(§)),onde & = (&1, -+ ,&m)s

" 1
Fi€) = / VVudr — A / ot s — / P g — / wide,
Q Q Q nJjo
onde, ¢ = max{y, 0}.

Observe que, F;(&) = L(p,w;) — N(p,w;) — l/wid:c é continua. De fato, seja
n.Jo
gk = (gfa U 7§fn) - 60 = (5?7 U 7§?n) Queremos mostrar que Fz(§k> - -Fz(é-())a Vi =

1,--- ,m.

Seja " = w e ® = w;, temos entdo que
=1 i=1

m m
I =l < | fowi - Zf?wiﬂ
=1 =1
m
< Z & — &7 max [lwi]l — 0, jé que [&f — &7 = 0.
-

Logo, ¢ — " em H}(Q), e como a aplicagdo ¢ — ¢+ € Lipschitz continua, segue que
(©*)" = (¢°)* em Hy(Q). Portanto, (¢*,w;) — (¢°,wi) € ((¢*)",wi) — ((¢°)F,w;) em
H}(Q) x H}(Q),Vi=1,--- ,m.

Entao, pela continuidade de L e N temos

L, wi) = L% wi),  N((©")F,wi) = N((¢")F, w;)

1
e pelo fato de —— / w;dx ser constante, segue que
nJo

1 1
R = L w) =N () w) = [ wids = L) =N () )= [ wida = F(&)
Portanto, F;(¢¥) — F;(€°),Vi=1,--- ,m. Logo, F = (F},--- , F,,) é continua.
Agora, considerando ¢,, = Z@-wi e v, = Zﬁiwi e multiplicando cada F;(&) por
=1

=1

& e, realizando o somatorio de 1 até m, temos
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(F©).6) = Y& ( /Q Ve Vunde — A /Q () wide /Q ()% Ly

1
——/wwlx)
nJa

= / Vo Yy &Vwids — / (h)* Y Gwida—
Q i=1 Q i=1
- 1 [ &
+32*—1
- Ym Siwidx — —/ Siw;
Jlowr a2 5

_ / Vo Vipmdi — A / (65)" P — / (62)? ™ mdi—
Q Q Q
1

——/apmdx
nJjo

= / Vo Vendr — A / (o)™ b da — / () o da—
Q Q Q
1
n

Q
" 1
_ / VP — A / ()™ — / (ot dr— L / o
Q Q Q nJjo

o * 1
2 Jemll® = Mlemllzai ) = lemlze @ = ~I2lemllz @)-
Recorde que, |o,| = ¢ + ¢, e portanto
o < leml,
m < [oml.
Dai, pela desigualdade de Holder e imersédo de Sobolev, temos

e% * 1
(F(€),€) = llemll® = Mleomllzats o) = lemllz ) = ~1@llomll 2 (@)

.1
I” [+ * = a3l
n

> ||oml]” = c1A]|om| — Callom

Assim, se [£] := ||¢m|| = p temos
* 1
(F(£),€) 2 p* = Aeap™™ = eap™ — —cs[Qp
e tomando ¢ = c3]Q|§ resulta

. 1
(F(§)7€) Z ;02 - )\Clpa+1 — C2p2 _ Ecp

59
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Para garantir que (F'(§),&) > 0 na esfera ||¢|| = po > 0, observe que

* 1 *
P2 — cop® > p2<:>,02—§p2262p2

N | —

1 .
<~ §p2 > CQPQ

]. *
— Zp2 —2
262

1
1 2¥ 2
— (—) >p>0.

202

_1
*

logo basta tomar py = (%) “~ e obtemos

Logo,

1 1
(F(£),¢) > 5/)2 — Aerptt — —~cp,

para todo ||| = p < po.
Com 0 < p < pg fixado, encontraremos \* > 0 tal que

1
§p2_)\clpa+l > O
1

<:>)\Clpa+1 < §p2

1
SN < —pTY =\
201

Dai,se0<p§p0e0</\</\*temosﬁz%pQ—)\clpO‘“>Oe

(F().6)> 5~ cp

Agora, note que

1 1
5——0p20®62—cp®n2%:n*.
n n

Assim, (F(£),€) > 0,paratodo 0 < A < A, n>n*e || =p < po.

Dadas estas condigdes as hipoteses do teorema do Lema 2.2 s&o satisfeitas. Logo,
existe ¢y, € Wi, COM @y, C B,y (0) (B (0) = {p € Wit [|oll < po}) tal que

« 1
/ Ve Vwdr — )\/(@;)awdx - /(@E)Q “lwdr — — / wdr = 0,Yw € W,,. (3.3)
Q Q Q nJa

Como os vetores wy, - - - ,w,, séo l.i's, segue que para cada m fixo ¢,, € solugado do
problema auxiliar. Além disso, segue que (¢,,) € limitada em H;(Q2). Entdo, podemos
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extrair uma subsequéncia, que continuaremos denotando por ¢,,, tal que

pm — ¢ em Hy(Q)
om = pem LI(Q), 1 <q< 2", (Imersdo Compacta)
©m — ¢ q.t.pem Q.

Observe que, pela construcédo de W,,, fixado k£ € N temos W, C W,,, para todo
m > k.

Como ¢,, — ¢ q.t.p. em €, temos em particular que ¢;; — ¢* q.t.p. em Q. Pela
continuidade da aplicagdo f(t) = t* 1, temos

()7 = () g.tp. em Q.

Além disso, como H}(Q2) — L* (Q2) continuamente segue que
Sl e = [ (enf s
Q Q

— / o de
Q

< cllphl”

<cpp -

Logo, ((¢)* ~1)%_, é limitada em L?’%(Q), entéo pelo Teorema 1.33 segue que
(o)7L s ()2 ! fracamente em L1 (Q),
ou seja,
/(gprfl)w—lwdx — /(g0+)2*_1wdx,‘v’w c L¥(Q).
Q Q

Em particular, Vw € W), € HL(Q) — L¥ (Q).

Seguindo o mesmo raciocinio anterior temos, pela convergéncia q.t.p. em €, pela
imersao continua e pelo Teorema de Riesz que

)\/(gofn)o‘wdx — A/(gp*)o‘wdx,‘v’w € W;.
Q Q

Note ainda que pela definicdo de convergéncia fraca, escrita via o Teorema de
Representacéo de Riesz, temos

/Vgomedx — / VoVwdz, Yw € Wy.
Q Q
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Mediante as convergéncias mostradas resulta

* 1
/ VoVwdr — A/((p*)awdx — /(@*)2 “lwdr — — / wdr = 0,Yw € Wy.  (3.4)
0 Q Q Q

n

Logo, (3.4) vale Vv € U Wy, mas como U W, = H,(Q) segue por densidade e
k=1 k=1
continuidade que

/ VeVwdr — A/((p+)awdx — /(g0+)2*_1wdac . / wdr = 0,Yw € Hy(Q). (3.5)
Q Q Q

Q n
Note que ||¢|| > 0. De fato, se ||¢|| = 0, entdo ¢ = 0 e, de (3.5) temos

1 / wdr = 0,Yw € Hy(Q),
Q

n
0 que € um absurdo.

Agora, mostraremos que ¢ > 0. Para tal, considerando w = ¢~ € H}(Q2) como
funcao teste em (3.4), obtemos

* 1
/Vgngpdx = A/(gp*)“gpdx + /(g0+)2 “loTdr + — / ¢ dz,Yo~ € Hy(Q)
Q Q Q nJa

Note que
/ VoV dr = /(V(p+ — Vo )V dz
Q Q
= (/ Vgp+Vg0_da:—/V<p—Vg0_da;>
Q Q
= —/ | Vo~ [Pda
Q
=~ I
Temos ainda
A/(90+)‘”‘s0‘cla: =0,
Q
e
/(@*)2*‘190‘&6 =0.
Q
Logo

_ 1 _
oI == [ ¢ iz <o
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Em particular temos
le~* <0= ¢~ =0.

Logo, ¢ = ¢ >0 e ||¢|| > 0. Assim, temos que ¢ é solugdo da equacéo

* 1
—Ap=dp*+ ¥+ = >0.

3

Se existir zy € Q2 tal que p(z) = 0, segue dos Teoremas 1.51 e 1.52 que
p = constante.

Logo, ¢ = 0, o que € um absurdo ja que 0 ndo é solugdo do nosso problema auxiliar
(3.2) e portanto, segue que ¢,, = ¢ > 0 em Q2 para cada n > n*. Portanto, ¢ é solugao
positiva do problema auxiliar.

]

3.3 Provado Teorema 0.3

Demonstragédo. Pelo Teorema 2.3 o problema (3.2) tem uma solugéo fraca ¢, € H;(Q)
paracadan > n*. Como0 < a < 1,

* 1 *
g+ 2 T+ —|<c+ lenl” 7).

Pelo Teorema 1.54 e Corolario 1.56, ¢, € C*(Q). Portanto, ¢, € H(Q) (N C(9).

Observe ainda que ¢,, satisfaz

—Apn, > Mg, emQ,
o, >0 emqQ (3.6)
©n =0 na o,

e como ¢, € B,,(0) temos em particular que

lemll < po
Om — ©n €m H(Q).

Dai,
[nll < liminf|lom]l < po = @ € B,y (0).

onde py ndo depende de n. Assim, existe ¢ € Hj(Q) tal que, para alguma
subsequéncia, que continuaremos denotando por (¢,,) temos

¢n — o fracamente em H;(Q) quando n — oo.

Com isso, podemos extrair uma subsequéncia de (p,), que continuaremos



3.3. PROVA DO TEOREMA 0.3 64

denotando por (¢, ), satisfazendo

pn — o em Hy(Q)
o, = pemLI(Q), 1 <q< 2, (Imersdo Compacta)
wn — © q.t.pem

para algum ¢ € H} ().
Usando novamente a semicontinuidade inferior da normamo, temos que

lell < liminfllen|| < po = ¢ € By, (0).
Logo, de (3.6) temos que w,, = )\ﬁgpn € uma super solug¢ao do problema auxiliar

—Av =v% v > 0,v=0na Jf. (3.7)

E, pelo Lema 1.50 temos que Aﬁgon > v > 0, em particular, ¢,, > Aaiv >0 e pela
1
da convergéncia q.t.p. segue que ¢ > \=-1v > 0 q.t.p em .

Provaremos agora que ¢ € solugao de (2.1).

Observe que, como ¢,, — ¢ q.t.p. em Q2 segue que

2 ¥ q.tpem Q.

De (3.5) temos que

* 1
/ V,Vwdr = )\/ rwdr + / o "lwdr + — / wdz,Yw € Hy(Q). (3.8)
Q Q Q nJo

Fazendo n — oo em (3.8) e procedendo de forma similar aos argumentos usados
na Segdo 2.2, segue da convergéncia q.t.p em Q, da limitagdo de (y,) em H}(Q),
Teorema 1.33 e pelo Teorema de Riesz, que

/V<anwdx—>/Vg0dex,
Q Q

/ o> "lwdr — / o Twdz e / eowdr — / e wdz, Yw € Hy ().
Q Q Q Q
Para facilitar a leitura mostremos que para todo w € H; ()

/ 02 lwdr — / ©* “lwdz quando n — co.
Q Q

De fato, como ¢,, — ¢ q.t.p. em €2, temos em particular que ¢, — ¢ q.t.p. em Q.
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Pela continuidade da aplicagdo f(t) = t* !, temos

2*—1 2*—1

g.t.p. em €.

(n)” 7 = (p)

Além disso, como H}(Q2) — L* (2) continuamente segue que

w1 = [ (v
Q Q
=/ [ul” do
Q

< clleal*
<cpp .

Logo, ((¢n)* 1), é limitada em L%I(Q), entdo pelo Teorema 1.33 segue que

()2~ = ()2 ! fracamente em L= (Q),

ou seja,
/(Spn 2 wd:v—>/ “lwdz,Yw € L¥ ().

e em particular, Vw € H}(Q) — L*'(

Como ¢, > Aoty > 0, com v sendo solugéo de (3.7) definido no Lema 1.49, a

convergéncia qg.t.p nos garante que ¢ > Aa=1y > 0. Concluindo a prova do Teorema
0.3

Logo, ¢ € H}(Q) é solugéo positiva do problema

—Ap =M + ¥ L
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos problemas elipticos ndo lineares envolvendo os
operadores do tipo Kirchhoff e operador Laplaciano, com o objetivo de estudar
existéncia de solugdes fracas nos casos criticos e subcriticos.

No caso subcritico, mostramos a existéncia de solugado fraca para o problema
proposto, utilizando o Método de Galerkin juntamente com propriedades de
monotonicidade e hemicontinuidade. Neste contexto pelo fato do coeficiente (M +
|¢||*) estar relacionado a norma do gradiente da solugdo tivemos que recorrer a
ferramentas da Analise Funcional.

Para o caso critico, analisamos o problema sem o termo do tipo Kirchhoff, pelo fato
da perda de compacidade e a recuperacéo de solu¢des no espago original.

Os resultados obtidos evidenciam a importancia do Método de Galerkin e de
argumentos funcionais alternativos no estudo de equacdes elipticas ndo lineares com
estrutura ndo local, contribuindo para a compreensdao matematica dessa classe de
problemas.

Como perspectivas para trabalhos futuros, destacam-se o estudo do problema
supercritico com operador do tipo Kirchhoff.
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