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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo investigar as implicacoes do uso dos bilhares pla-
nares como recurso didatico para a aplicacdo e compreensao de conceitos geométricos no
ensino médio. A pesquisa, de natureza qualitativa, foi desenvolvida com uma turma do
segundo ano do ensino médio e consistiu na aplicacao de trés aulas utilizando o software
GeoGebra como ferramenta principal para a construcao e analise das trajetorias dos bilha-
res em diferentes formatos geométricos. Durante as atividades, buscou-se promover uma
aprendizagem significativa por meio da modelagem matematica e do uso de tecnologias
digitais. As observagoes evidenciaram que, embora os alunos apresentassem inicialmente
dificuldades com conceitos como reflexdo, tangéncia e construcao de angulos, o uso do
GeoGebra favoreceu a compreensao visual e a autonomia na realizacdo das tarefas. O
engajamento aumentou a medida que os estudantes identificaram padroes geométricos,
como triangulos e quadrados, nas trajetorias construidas, o que reforcou a relacao entre a
pratica experimental e o raciocinio espacial. Apesar das limitagoes decorrentes da curta
duracao do projeto e da auséncia de respostas no formulario de devolutiva, os resultados
apontam que o uso dos bilhares planares potencializa o interesse e a aprendizagem dos

alunos, tornando o ensino de geometria mais interativo, contextualizado e significativo.

Palavras-chave: Geometria. Bilhares planares. Ensino de Matematica. GeoGebra.

Modelagem Matemaética.
ABSTRACT

This work aimed to investigate the implications of using planar billiards as a didactic
resource for the application and understanding of geometric concepts in high school. The
qualitative research was carried out with a second-year class and consisted of three lessons
using GeoGebra software as the main tool for constructing and analyzing billiard trajec-
tories in different geometric shapes. During the activities, meaningful learning was encou-
raged through mathematical modeling and the use of digital technologies. Observations
showed that, although students initially had difficulties with concepts such as reflection,
tangency, and angle construction, the use of GeoGebra facilitated visual comprehension
and autonomy in performing tasks. Engagement increased as students identified geo-
metric patterns, such as triangles and squares, within the trajectories, strengthening the
relationship between experimental practice and spatial reasoning. Despite limitations due
to the short duration of the project and the absence of feedback responses, the results
indicate that the use of planar billiards enhances students’ interest and learning, making

the teaching of geometry more interactive, contextualized, and meaningful.

Keywords: Geometry. Planar billiards. Mathematics teaching. GeoGebra. Mathemati-

cal modeling.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da minha jornada académica, tive a oportunidade de vivenciar uma ampla
gama de experiéncias orientadas por excelentes professores do Departamento de Mate-
matica da Universidade Federal de Vigosa. Estudar em uma das melhores universidades
federais do Brasil é motivo de grande alegria e orgulho, considerando que vim de uma
familia humilde e lavradora.

Uma das experiéncias mais satisfatorias que tive durante a graduacgao foi a Iniciagao
Cientifica com o professor e orientador deste trabalho, Dr. André Junqueira da Silva
Corréa, com o tema de Introducao aos Bilhares. Apds um longo periodo de reflexao sobre
todo o contetido estudado e conversa com professores e colegas estudantes, optei pelos
Bilhares Planares como objeto de estudo da monografia. Um bilhar planar ¢ uma ideia
que vem da matematica pura e pode ser explicada de maneira bem simples. Toma-se
uma sala com formato geométrico onde uma bola se move de forma idealizada, ou seja,
sem atrito e sem perder velocidade. Quando a bola atinge uma das paredes, ela reflete
como faria a luz em um espelho, com angulo de reflexao igual ao angulo de incidéncia.
Tal modelo é interessante para observar se essa bola segue um padrao, baterd em algum
canto da sala ou acabara fazendo uma trajetéria complexa e dificil de ser explicada. Em
termos mateméticos, dado 2 € R? um dominio com fronteira suave ou suave por partes,
o movimento livre de uma particula no interior de & com reflexdes elasticas na fronteira
02 é chamado de Bilhar Planar.

Mesmo quem nao gosta de matematica pode se surpreender ao ver como algo aparen-
temente aleatorio, como o movimento de uma bola, pode ser detalhado e previsto com
légica. Assim, os bilhares planos transformam o abstrato em algo tangivel e intrigante.
Nao é apenas um estudo matematico, mas uma porta de entrada para a criatividade, a
logica e a beleza que a mateméatica pode oferecer a todos nos.

Este tema nao estd na matriz curricular da disciplina de matematica da educacao
basica por ser um tema particular e complexo da area de Sistemas Dindmicos. Contudo,
parte de sua teoria sao conceitos e resultados ensinados nas disciplinas de matematica e fi-
sica do ensino médio. Acreditamos que a apresentacao de areas avancadas da matematica
como aplicagao do contetido ensinado em uma atividade de modelagem matematica pode
acarretar uma melhora significativa na aprendizagem dos alunos. A BNCC (Brasil, 2018,
p. 529) diz: “novos conhecimentos especificos devem estimular processos mais elaborados
de reflexdo e de abstracdo, que deem sustentacao a modos de pensar que permitam aos
estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia e
recursos matematicos”. Utilizando modelagem matematica, o aluno consegue assimilar
melhor os conceitos quando possui a oportunidade de ver como o que ele esta aprendendo
pode ser aplicado e o estimula a associar o abstrato com o concreto. Isso acaba desper-

tando nele o interesse, colaborando com uma aprendizagem significativa. Sobretudo ao



ver o quao longe ele pode estudar e descobrir com o que recebe dos professores.

O ensino de geometria também pode ser beneficiado com isso. A geometria, uma
das areas mais antigas e fundamentais da matematica, desempenha um papel central na
formagcao do pensamento légico e visual dos estudantes. No ensino médio, ela se apresenta
como um campo rico em possibilidades de exploracao, desde defini¢oes bésicas, como
formas e angulos, até observagoes com sélidos geométricos. Contudo, um dos principais
problemas reside na fragmentacao do curriculo, que muitas vezes trata a geometria como
um tema secundario em relagdo a outras areas. Segundo Lorenzato (1995, p. 6), “A
geometria ¢ a mais eficiente conexao didatico-pedagdgica que a matematica possui: ela se
interliga com a Aritmética e com a Algebra porque os objetos e relagoes dela correspondem
aos das outras”. Ainda segundo Lorenzato (1995, p. 4), “A geometria quase sempre é
apresentada na ultima parte do livro, aumentando a probabilidade dela nao vir a ser
estudada por falta de tempo letivo”. Apesar de sua importancia, o ensino de geometria
usualmente é deixado de lado e a interligagdo que deveria haver entre os trés temas da
Matemaética, nao ocorre. Crescenti (2005, p. 28) afirma que, com isso, os alunos nao
conseguem estabelecer relacoes que os campos da matematica tém com a realidade fisica,
econdmica, social e cultural. Essa abordagem nao apenas limita o tempo destinado ao
ensino de conceitos geométricos, mas também prejudica a conexao entre os diferentes
ramos da matematica, dificultando uma visao integrada do conhecimento.

Considerando essas observagoes, destacamos a importancia em abordar o ensino da
Geometria com o auxilio de temas da mateméatica pura e da modelagem matemaética, com
0 proposito de mostrar como essa area de conhecimento possui aplica¢oes interessantes e
relacionadas com as outras areas da matematica. Portanto, neste estudo, investigaremos
o uso dos bilhares planares como um recurso didatico para explorar questoes mencionadas
anteriormente.

Este texto sera estruturado apresentando, sequencialmente, a justificativa pela esco-
lha do tema, os objetivos que pretendo alcancar através do estudo, o referencial tedrico
buscado, a metodologia que serd utilizada, por fim, antecedendo a bibliografia, exponho

os resultados, a discussao sobre eles e as consideracoes finais.
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2 JUSTIFICATIVA

Do periodo de setembro de 2023 a agosto de 2024, tive a oportunidade de ser orien-
tado pelo Professor Dr. André Junqueira da Silva Corréa (DMA/UFV) em uma Iniciacao
Cientifica pelo edital PIBIC/CNPq 2023-2024 com o tema Introdugao aos Bilhares. Neste
trabalho realizamos um estudo introdutério da Teoria de Bilhares, com foco nos conhe-
cimentos matematicos nela contidos. Nesta teoria, consideramos um dominio do espaco
bidimensional qualquer, cujo fecho é chamado mesa de bilhar. O bilhar é o movimento
livre de uma particula no interior do dominio, com reflexoes elasticas na fronteira.

O estudo de bilhares se d4 no ambito de sistemas dindmicos, por essa razao precisei
aprender alguns conceitos basicos da teoria de sistemas dinamicos cadticos, defini¢oes
elementares, hiperbolicidade, dindmicas simbdlicas, conjugacao topologica e caos. Apos
termos feito esta identificacao, desejamos estudar o comportamento da posicao e velo-
cidade da particula com relagdo ao tempo, os tipos de colisdo com a fronteira e sua
trajetoria.

Apos isto, dirigimos os estudos a alguns bilhares interessantes, caracterizados pela
regiao em que sao definidos. As regides estudadas foram o circulo, a elipse, o quadrado
e o triangulo. Estudamos as suas propriedades particulares, as condi¢oes que fazem suas
orbitas serem periddicas ou densas e apresentamos uma ilustracao de cada uma delas. Por
fim, apresentamos alguns exemplos de érbitas periédicas em bilhares triangulares. Para
ilustrar os bilhares, utilizamos o software GeoGebra.

Usar o GeoGebra para ilustrar os bilhares foi satisfatério e importante para que vi-
sualizasse os resultados que estudava na pratica. Além disso, o software é relativamente
simples de usar, o que facilitou o trabalho. Nisto, pensei que trabalhar a construgao dos
bilhares planares poderia ter potencial para ser uma atividade no ensino de geometria no
ensino médio, fase da educagao bésica onde os conteidos utilizados nas construgoes sao
estudados.

Para fortalecer esse pensamento, pouco antes do término das atividades da Iniciagcao
Cientifica, o professor André teve a ideia de montar alguns modelos de bilhares em figuras
geométricas simples, circulo, quadrado e triangulo equildtero, para apresentar na Mostra
Universitaria de 2024. Nesse evento, a comunidade académica prepara exposicoes de
cursos, atividades e projetos que existem na UFV a fim de serem apresentados a alunos
do Ensino Médio como forma de incentiva-los a ingressar na universidade e auxilid-los
na escolha profissional. As animagoes foram montadas de tal forma que os estudantes
pudessem interagir com elas e perceber o movimento da particula na mesa de bilhar e as
equagoes algébricas envolvidas se modificando conforme ela ia se deslocando. Infelizmente,
nao foi possivel apresentar as animagoes durante a Mostra. Contudo, durante o periodo
de estdgio no Colégio Agora, foi possivel mostrar a aplicacio do GeoGebra no contetido

estudado para as turmas de 7° e 9° anos do ensino fundamental e 1° ano do ensino
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médio e foi possivel perceber como isso aflora a curiosidade e instiga o interesse durante
o aprendizado da matéria.

Vendo os feedbacks obtidos por meio dos alunos durante e apos a realizacao das aulas
e regéncias, percebe-se o quao enriquecedor pode ser a exploracao dessas construcoes em
softwares matematicos. Foi possivel notar que o trabalho com essa ferramenta tem a
potencialidade em desconstruir as impressoes ruins recorrentes que os estudantes tém de
que a Matemaéatica nao tem aplicacoes praticas ou nao pode ser vista no mundo, além
de atrair a atencdo dos alunos envolvidos que se empenham em ver como as areas da
matematica se relacionam em algo belo e compreensivel. Neste sentido, o objetivo é
utilizar os conhecimentos quanto aos bilhares planares, desenvolvendo, com o auxilio do
GeoGebra, outras atividades que possam explorar os contetidos estudados no ensino médio
a fim de atingir melhores resultados.

Outro ponto relevante que contribuiu para guiar o processo investigativo esta relaci-
onado a pequena quantidade de pesquisas realizadas com os bilhares como atividade na
Educacao Bésica. Em uma busca por esse termo no Catalogo de Teses e Dissertagoes da
CAPES nao foi encontrado nenhum trabalho sobre isso. Porém em outras plataformas, fo-
ram encontrados dois trabalhos que chamaram a atencao e que serviram de inspiracao para
desenvolver a metodologia que serd explicada mais adiante. Na plataforma Google Aca-
démico, encontroa-se uma dissertacao de projeto final de mestrado envolvendo a aplicacao
dos bilhares elipticos como proposta de ensino sob o titulo “Explorando o Bilhar Eliptico
com ferramentas computacionais: Uma proposta de ensino”, defendida por Wagner José
dos Santos e aprovada em 09 de agosto de 2013, em Recife, Estado de Pernambuco. Além
de uma dissertacao apresentada a Universidade Federal de Vigosa, no Locus UFV, sobre
a construgao de bilhares no GeoGebra, intitulada “Bilhares no GeoGebra”, defendida por
Marcelo Machado de Souza e aprovada em 21 de outubro de 2021.

Santos (2013) apresentou uma maneira de se utilizar os softwares matematicos GeoGe-
bra e MatLab como auxiliadores no aprendizado das se¢oes conicas e suas propriedades.
A pesquisa se deu de forma mais aprofundada na Elipse. Santos (2013) ainda deu uma
descricao detalhada da construcao das segoes conicas e a construcao do Bilhar Eliptico,
além de toda a programacao necessaria para a simulacao do bilhar no MatLab. Neste
projeto, nao sera utilizado o Matlab, mas o trabalho deste autor é interessante e motivou
o processo de elaboragao da atividade foi aplicada.

Souza (2021), utilizou exclusivamente o software GeoGebra para montar algumas si-
mulagoes para observar o comportamentos de alguns bilhares. Souza (2021) ainda deixou
todas as construgoes realizadas no trabalho para serem reproduzidas por qualquer leitor
dedicado e interessado em conhecer um pouco da teoria. Este trabalho ajudou a planejar
as construcoes a serem abordadas neste projeto, bem como as propostas para os alunos
resolverem.

Uma pesquisa mais aprofundada em plataformas mais abrangentes certamente poderia
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render mais resultados. Contudo, a dificuldade de encontrar referéncias especificas sobre
0 assunto, mostra que esta area possui potencial para ser explorada e essa ¢ uma das

motivagoes que fizeram escolher o tema para o projeto.
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3 OBJETIVOS

3.1 Objetivo Geral

Investigar as implicacoes do uso dos Bilhares Planares, como recurso didatico, para a

aplicacdo e compreensao de conceitos geométricos.

3.2 Objetivos Especificos

o Estudar os bilhares planares, destacando seu potencial como recurso didatico.

o Elaborar uma atividade de modelagem matematica, articulando a exploracao dos

bilhares planares com conceitos relativos a Geometria Plana.

« Entender os resultados provenientes de trazer um tema mais avancado da matema-

tica para o contexto da sala de aula do ensino médio.
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4 REFERENCIAL TEORICO

4.1 Ensino de Geometria

O ensino de geometria tem se tornado mais desafiador, sobretudo nos ultimos anos.
Muitos alunos tém dificuldade em ver a aplicabilidade da geometria no cotidiano ou em
profissoes praticas, o que diminui seu interesse pela matéria. Segundo a BNCC (Brasil,
2018, p. 271) “A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e pro-
cedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento”. Em particular, o ensino médio carrega todo o conhecimento acumulado
desde o ensino fundamental - anos iniciais, sendo esperado que o pensamento geométrico
desses alunos ja esteja bem desenvolvido e que eles sejam capazes de investigar proprie-
dades e elaborar argumentos légicos convincentes.

A geometria, especialmente nos anos iniciais, costumava ser ensinada de forma visual
e pratica. No entanto, muitos curriculos passam a priorizar conceitos algébricos e anélises
abstratas, tornando o aprendizado menos intuitivo para os alunos. Lorenzato (1995, p. 3)
diz que na maioria dos livros didaticos a Geometria nada mais é do que um conjunto de
defini¢oes, propriedades, nomes e férmulas sem aplicagoes praticas. Ja é comum os alunos
terem dificuldade em ver a aplicabilidade da geometria no cotidiano ou em profissoes
praticas. Como os livros muitas vezes abordam a Geometria de forma superficial, ndo
dando importancia para trazer a contextualizagao do cotidiano, o interesse pela matéria
apenas diminui. Conectar os contetidos a situagoes do dia a dia pode ser uma forma eficaz
de motiva-los.

Ensinar geometria exige dominio do contetudo, criatividade para tornar as aulas intera-
tivas e capacidade de abordar diferentes niveis de abstragao. Muitos professores enfrentam
dificuldades devido a falta de formacao especifica ou a limitagao de recursos disponiveis.

Com relagao a isso, Lorenzato (1995, p. 3) destaca que:

Considerando que o professor que ndo conhece Geometria também néo
conhece o poder, a beleza e a importancia que ela possui para a formacao
do futuro cidadao, entdo, tudo indica que, para esses professores, o di-
lema é tentar ensinar Geometria sem conhecé-la ou entao nao ensinéa-la.

(LORENZATO, 1995, p. 3)

Dessa forma, o ensino de geometria tem se tornado mais desafiador por conta da falta
de dominio dos conhecimentos geométricos por parte do professor e pela dependéncia do
livro didético. Lorenzato (1995, p. 4) ainda afirma que a situagao do ensino de Geometria

possui outras causas, sendo uma delas

[...] o curriculo (entendido diminutamente como conjunto de discipli-
nas): nos nossos cursos de formagao de professores, que possibilitam
ao seu término o ensino de Matematica ou Didatica da Matemética
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(Licenciatura em Ciéncias, em Matemédtica, em Pedagogia e Formagao
para o Magistério), a Geometria possui uma fragilissima posi¢ao, quando
consta. Ora, como ninguém pode ensinar bem aquilo que nido conhece,
estd ai mais uma razdo para o esquecimento geométrico. (LOREN-
ZATO, 1995, p. 4)

E a outra sao os programas e guias curriculares

Com rarissimas excecoes, eles colocam a Geometria como complemento
ou apéndice de modo fortemente fragmentado, por assunto ou por série;
geralmente a Geometria é apresentada rigidamente separada da Aritmé-
tica e da Algebra. Isto ndo parece ser grave, pois a maioria dos profes-
sores segue, na verdade, o livro didatico e ndo a proposta curricular; no
entanto os editores exigem que os autores de livros sigam as propostas
curriculares. Dessa forma, os guias curriculares afetam indiretamente o

ensino de Geometria em sala de aula. (LORENZATO, 1995, p. 4)

Além das reflexoes classicas de Lorenzato, pesquisas recentes mostram que essas difi-
culdades permanecem e assumem contornos estruturais no cenario contemporaneo. Frantz
e Bisognin (2022) destacam que o ensino de Geometria continua marcado pela fragmenta-
¢ao curricular, pela pouca integracao com outras areas da Matemaética e pela dependéncia
quase exclusiva do livro didatico, fatores que limitam o desenvolvimento do pensamento
geométrico dos estudantes. As autoras reforcam que, mesmo com avangos normativos
como a BNCC, a formacao inicial de professores ainda dedica pouco espaco a Geometria,
o que repercute diretamente na qualidade do ensino e na capacidade docente de propor
atividades investigativas, manipulativas ou contextualizadas. Assim, o diagnéstico atual
confirma que os desafios apontados por Lorenzato na década de 1990 seguem presentes,
exigindo metodologias mais ativas e praticas pedagogicas que devolvam a Geometria um
papel central no processo de aprendizagem.

Em vista do mencionado, é necessario alterar as dinamicas de ensino em sala de aula
e utilizar de metodologias que tragam o aluno para o centro do processo de ensino. Sendo
assim, defendemos a utilizagao da modelagem matematica para atender a essas expecta-

tivas, destacamos suas potencialidades e a forma como pretendemos trabalhé-la.

4.2 Modelagem Matematica

Em um contexto em que os alunos acham a matematica dificil e separada de qualquer
interesse deles, é interessante para o professor buscar metodologias que conectam a ma-
tematica abstrata a realidade concreta, promovendo um aprendizado mais significativo e
contextualizado.

A Modelagem Matematica é um 6timo recurso que utiliza problemas reais como ponto
de partida, o que torna o aprendizado mais agradavel e relevante para os estudantes. Ao
modelar situacoes do cotidiano, como o movimento de objetos, os alunos veem a aplicacao

pratica da matematica. Para Bassanezi (2002, p. 16), “A modelagem mateméatica consiste
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na arte de transformar problemas da realidade em problemas mateméaticos e resolvé-los
interpretando suas solugoes na linguagem do mundo real”. Burak (1992, p. 62), corrobora
essa visao afirmando que a modelagem mateméatica é um conjunto de procedimentos que
busca explicar matematicamente os fendomenos presentes no cotidiano do ser humano,
através da construcao de um paralelo, ajudando-o a fazer predi¢oes e a tomar decisoes.
A beleza neste método é que o individuo utiliza de tudo o que sabe para interpretar o
problema, identificar as varidveis e imaginar a solu¢ao mais adequada para ele. Com isso,
é possivel criar uma gama rica de solugoes diferentes, baseadas nas impressoes de cada

um. A respeito disso, Burak (1992, p. 94) afirma que nesse método

[...] a compreensdo e significado de cada contetido, necessario a solugao
do problema proposto, adquire uma dimensao mais profunda, através
da propria construcdo desse conhecimento. Esse método de trabalho
torna o ensino de Matematica mais vivo, mais dindmico e extremamente
significativo para o aluno. (BURAK, 1992, p. 94)

Os alunos, desta forma, se tornam participantes ativos do processo de aprendizado,
sendo estimulados a levantar hipéteses, propor solugoes e verificar resultados.

A modelagem matematica segue uma sequéncia de procedimentos que norteiam o ato
de compreender e elaborar o problema matematico referente a ele. Bassanezi (2002, p.

26-31) apresenta as etapas desse método como sendo:

1. Experimentacio: E a atividade de obtencdo de dados. Os métodos experimen-
tais utilizados, quase sempre sao definidos pela prépria natureza do experimento e
objetivo da pesquisa. Pode-se adicionar técnicas e métodos estatisticos para obter

um grau de confiabilidade maior aos dados obtidos.

2. Abstracdo: E a fase que leva & formulacio dos Modelos Matemadticos. Procura-se
inicialmente selecionar as variaveis de estado e de controle. Apds isso, os problemas
teodricos sao formulados numa linguagem prépria da drea em que se esta trabalhando.
Eles tendem a ser especificos e indicarem exatamente o que se deseja resolver. Apods
isso, sao formuladas as hipoteses que irao dirigir as investigagoes, podendo ao fim do
experimento serem comprovadas ou refutadas. Por fim, simplificar as informagoes
incorporadas ao problema de tal forma que nao se perca o essencial referente ao
problema original, mas que resulte em um problema matematico tratavel e, ainda,

relevante.

3. Resolucao: O modelo matematico é obtido quando se substituem as hipdteses
por uma linguagem matematica coerente. Feito isso, pode se dispor dos objetos
matematicos conhecidos para resolvé-lo. O grau de complexidade da resolugao de
um problema é diretamente proporcional ao de sua formulagdo e, em alguns casos,

pode precisar do auxilio de um computador.
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4. Validagao: E o processo de aceitacio ou recusa do modelo proposto. Nesta etapa,
os modelos, juntamente com as hipdteses formuladas, devem ser testados em con-
fronto com os dados empiricos. Apos isso, compara-se suas solugoes e previsdes com
os valores obtidos no sistema real. O grau de aproximagcao desejado destas previsoes

determinara sua validagao.

5. Modificacao: Devido a erros, insuficiéncias ou surgimento de outras variaveis con-
sideraveis, o modelo pode precisar ser alterado e corrigido. Além disso, esse modelo
pode levar a construgao de outros ainda melhores capazes de observar situagoes mais

complexas.

6. Aplicagao: Chegado a versao final do modelo, ele pode ser usado para entender o

fendmeno estudado.

Esse processo mostra como o processo de construcao de um modelo matematico é rico e
bastante produtivo. Ao trabalhar com modelos matematicos, os estudantes aprendem que
a matematica nao é apenas um conjunto de férmulas, mas uma ferramenta poderosa para
compreender e resolver problemas reais. Além disso, sendo ele o procedimento usado pelos
pesquisadores para descobrir os conceitos e ferramentas matematicas que conhecemos,
pode ser usado para mostrar aos alunos que os processos que levaram as suas descobertas
sao repletos de erros e recomecos.

Segundo Burak (1992, p. 94), “Um outro aspecto importante na prética educativa,
fazendo uso do Método da Modelagem, é a oportunidade da integracdo da Matematica
com outras areas como Geografia, Ciéncias, Portugués e Historia”. Ou seja, esse método é
uma forma de trabalhar a interdisciplinaridade, que vai de encontro a BNCC (Brasil, 2018,
p. 16) que busca “decidir sobre formas de organizagao interdisciplinar dos componentes
curriculares e fortalecer a competéncia pedagdgica das equipes escolares para adotar es-
tratégias mais dinamicas, interativas e colaborativas em relagdo a gestao do ensino e da

aprendizagem”.

4.3 Bilhares Planares

Ao longo deste trabalho, diversas propriedades e resultados classicos da dindmica de bi-
lhares s@o empregados. Como essas demonstragoes ja se encontram expostas de maneira
rigorosa, clara e amplamente consolidada na literatura, opta-se por nao reproduzi-las
aqui. O leitor interessado nos desenvolvimentos completos pode consultar os trabalhos
de Azevedo (2023), Carvalho (2022), Chen e Osinga (2024), Chernov e Markarian (2006),
Fernandes (2014), Santos (2013) e Souza (2021) onde cada argumento é conduzido com
precisao e profundidade. Ademais, tais resultados foram previamente discutidos no Re-

latério Final de Iniciacao Cientifica submetido em 2024, no qual sao apresentados com
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maior minicia em Cruz e Corréa (2024, p. 13-22). Essa abordagem permite concen-
trar a exposi¢ao atual nos aspectos geométricos e dinamicos centrais do estudo, evitando

repeticoes desnecessarias.

Definicao 1. Dado 2 € R?, um dominio, isto é, um conjunto aberto, limitado e conexo,
com fronteira suave ou suave por partes, o movimento livre de uma particula no interior

de 9 com reflexoes eldsticas na fronteira 02 é chamado de Bilhar Planar.

Quando vocé joga uma bola, ela se move em linha reta até atingir a borda da mesa.
Ao bater na borda, ela reflete e muda de direcdo, mas continua se movendo até bater
em outra borda. O bilhar planar ¢ um modelo matematico que descreve esse movimento,
supondo que a mesa tem um formato qualquer (como um circulo, um retangulo ou até

formas mais criativas) e que a bola segue sempre as regras de reflexao.

Definicao 2. Uma mesa de bilhar ¢ o fecho de um dominio aberto conexo & tal que

09 satisfaz as sequintes condigoes:

I) A fronteira 09 é formada por uma unido finita de curvas suaves I';, tal que 09 =
r=r,u---ur,.

II) As curvas I'; sao chamadas de paredes ou componentes da fronteira 09.

IIT) Cada curva T; é descrita por uma fungdo f; : I C R — R?, onde I é um intervalo,

parametrizada pelo comprimento de arco, isto €, satisfazendo

||fz/<S)H =1 para todo s € I.

Na matematica, uma mesa de bilhar é uma area onde a bola pode se mover. A borda
dessa area é a fronteira ou parede. Dependendo do formato da mesa, o comportamento

da bola muda.

Definicao 3. Uma colisdo de uma particula em uma mesa de bilhar pode ser classificada

como:

1. Regular, se ocorre em um ponto reqular da fronteira I' e o vetor velocidade ¥ ndo
¢ tangente a parede. Nesse caso, a velocidade da particula muda sequndo a lei da

reflexdo:

onde Uy é a velocidade apds a colisdo, U_ € a velocidade antes da colisdo e 1l é o
vetor normal a parede no ponto de colisao. Uma colisdo desse tipo acontece quando

a bola bate na borda com um angulo, e ela reflete, mudando de diregdo.
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2. Tangencial, se ocorre em um ponto reqular da fronteira I' e o vetor velocidade v_
¢ tangente a parede. Nesse caso, a bola atinge a borda de forma paralela (ou muito
prozima disso). Nesse caso, ela "desliza" pela borda e continua na mesma diregdo.

A welocidade ndao muda, ou seja, v, = U_.

O movimento de uma particula em uma mesa de bilhar pode ser descrito como uma
trajetoria retilinea no interior do dominio 2, com reflexoes eldsticas nas paredes. A
direcao da trajetéria apds cada colisao depende do angulo de incidéncia, de acordo com a
lei:

Angulo de Incidéncia = Angulo de Reflexao.

Isso significa que o dngulo com que a bola chega a borda (medido em relagdo a per-
pendicular da borda) é o mesmo com que ela sai. Esse principio é o mesmo usado em
espelhos e é facil de visualizar. A trajetoria de uma bola é o caminho que ela faz na mesa.
Se quisermos entender completamente o movimento, precisamos saber onde a bola esta e
para onde a bola estd indo. Na matemética, chamamos isso de espaco de fase. E como se

tivéssemos um mapa que nos mostra, em cada momento, a posicao e a dire¢ao da bola.

Figura 1: Tlustracao dos dngulos de incidéncia e reflexdo. Fonte: Souza (2021)

4.3.1 Circulo

Seja o circulo S = S', de raio 1 e centro na origem O, parametrizado pelo dngulo
0 € [0,27]. Considere zy = (6, ¥y), onde ¥y é o angulo de reflexdo em 6y, medido
a partir da tangente. A posicao da bola é representada por um angulo 6, que mede o
quanto giramos a partir do eixo horizontal. O angulo ¥ é o angulo de reflexao, ou seja,
como a bola rebate ao bater na borda do circulo. Se a posicao inicial da bola é (6y,%),

podemos prever onde ela vai bater depois de cada reflexao.
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Figura 2: Trajetorias no bilhar no circulo. Fonte: Souza (2021)

Proposigao 1. Para cadan € Z, seja 6, on-ésimo ponto de colisao e V,, o correspondente

angulo de reflexdo. Entdo:

Op1 = O, + 2V, (mod 2) )
\Ijn—i—l = \Ijn

para todo n € 7.

A cada batida, a nova posic¢ao no circulo, 6,1, é calculado somando o dobro do angulo
de reflexdo atual, ou seja, 6, + 2V, (mod 2n). O angulo de reflexdo,¥, ndo muda com o
tempo. Isso significa que, em cada batida, a bola anda pelo circulo, avancando um pouco

mais, sempre no mesmo ritmo.

Corolario 1. Sejam (6o, Vo) os parametros iniciais de uma drbita. Entdo:

0, = 0y + 2nVy (mod 2m),
v, = U,.

No espago de fase M = {(0,V); 6 € [0,27],¥ € [0, 7]}, cada nivel Cy = {¥ é constante}

é invariante pela aplicacao T', que age como uma rotac¢ao por um angulo 2¥ em 6.

Definicao 4. Dizemos que a rotagio de um dngulo « € irracional se o nimero a/m é

irracional, e dizemos que a rotacao é racional caso contrdario.

Proposigao 2. Se ¥ < 7 for um maltiplo racional de 7, entdo a rotacao do circulo Cy é
periodica de periodo n, ou seja, cada ponto no circulo é periodico de periodo n, ou ainda,
que T™(0, V) = (0,V) para cada 0 < 6 < 2r.

Seguem alguns exemplos de érbitas peridédicas no circulo S
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Figura 3: Exemplos de érbitas periddicas no circulo. Fonte: Autor.

4.3.2 Quadrado

Consideremos nesta segdo uma regiao D = {(z,y) € R%0 < z,y < 1}, que compoe

um quadrado.

Definicao 5. Trajetorias que nao tocam um vértice sao ditas trajetérias regulares,

enquanto as trajetorias que tocam um vértice sao ditas trajetorias excepcionais.

Teorema 1. Se v = (u,w) € o vetor velocidade da particula, entdo apés m colisoes em

uma parede vertical e n colisoes em uma parede horizontal o vetor velocidade se torna
v=((=1)"u,(=1)"w).

Ao invés de refletir a trajetéria da particula podemos refletir o quadrado sobre o lado
da colisdo, fazendo a particula se deslocar em linha reta sobre um toro. Essa construcao
¢ denominada desdobramento da trajetoria do bilhar. Denotaremos as copias de D
como

Dy ={(z,y) eR*m <oz <m+1,n<y<n+l}.

Podemos representar o toro T? = R?/Z? como o quadrado unitario com os pares de lados

opostos identificados.

Corolario 2. Seja v = (ug,wp) o vetor velocidade da particula em uwm instante t. Se

Wo
uo

Se - ¢ Q, entdo a correspondente trajetoria reqular do bilhar é densa.

€ Q, entao uma correspondente trajetoria reqular do bilhar no quadrado D é periddica.

As érbitas periddicas apresentadas para o bilhar quadrado possuem periodos pares.
Isso nao é uma coincidéncia. Em particular, ndo é possivel existir uma 6rbita periddica

com periodo trés.
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Figura 4: Exemplos de érbitas periddicas no quadrado. Fonte: Chen; Osinga (2004).

Teorema 2. Qualquer orbita periddica no bilhar quadrado é gerada por um par (Py, ag),

com Py um ponto no quadrado e ag € (0, 3] tal que tg(an) seja racional, e o periodo dessa

orbita € par.

4.3.3 Tridngulo

N =40

Y s ~ rd
N ANN=as O p=asr N i\ v=as

Figura 5: Familia de érbitas periddicas no tridngulo retangulo isosceles. Fonte: Autor.

Nesta figura temos um tridngulo retangulo isésceles. A trajetéria em preto incide no
angulo de 90° e termina, pois intercepta um dos vértices. Ja as trajetérias em vermelho,

azul e verde nos mostram algumas periédicas.

Teorema 3. Uma trajetoria perpendicular a hipotenusa em um triangulo retangulo é

periodica contando que atinja os outros dois lados antes de retornar.
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Teorema 4. No triangulo retangulo isosceles, qualquer trajetoria perpendicular a um dos

lados dele é periddica contando nao atinja um dos vértices do triangulo.

=48
fl ] £
B =45°
= 56.31" B a=90°
B :| e

Figura 6: Construgao geométrica para a vi- Figura 7: Construcio geométrica para a vi-
sualizacdo do Teorema 3. Fonte: Autor. sualizacao do Teorema 4. Fonte: Autor.

4.4 Potencial dos Bilhares Planares como recurso didatico para o Ensino de

Geometria

Valorizamos a importancia da incorporacao de recursos didaticos para aprimorar o
ensino da Matematica, posto que desejamos despertar o interesse dos alunos em estudar
geometria. A andlise da potencialidade dos bilhares planares para ser um recurso didatico
valido é um pouco delicada e passa pelo entendimento do que é um recurso didatico e do
que faria deles uma atividade matematica eficiente para promover o aprendizado. Souza
(2007, p. 111) vai dizer que o recurso didético é todo material utilizado pelo professor
com os seus alunos para auxiliar no ensino-aprendizagem do conteido proposto. Com
isso, o recurso didatico deve ser elaborado com calma para que ele cumpra sua funcao de
ajudar o aluno a compreender a matéria.

O ponto mais importante para considerar os bilhares planares como um recurso em
potencial é a possibilidade do estudante fazer a criagao deles a partir de seus conhecimentos

e utilizando de uma ferramenta computacional. Souza (2007, p. 112) afirma que

O recurso didatico pode ser fundamental para que ocorra desenvolvi-
mento cognitivo da crianga, mas o recurso mais adequado, nem sempre
serd o visualmente mais bonito e nem o ji construido. Muitas vezes,
durante a construcao de um recurso, o aluno tem a oportunidade de
aprender de forma mais efetiva e marcante para toda sua vida. (SOUZA,
2007, p. 112)

Com isso, a interacao do aluno com o processo de construcao dos bilhares pode pro-
porcionar uma experiéncia magnifica, ao passo que o faz utilizar os conceitos geométricos

que ja estudou ou esta estudando.
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O acervo matematico que os professores tem a disposi¢ao tem origem em seis ativi-
dades universais. Sao elas: contagem, localizacao, medicao, desenho, jogo e explicagdo
(BISHOP, 1991 apud MOREIRA, 2016, p. 52). No estudo sobre bilhares, encontramos
essas seis atividades.

Podemos contar as interagoes da particula com a borda ou o ntimero de trajetérias que
seguem um padrao repetitivo. Os bilhares exigem que identifiquemos onde a particula
estd em um dado momento e para onde ela vai. Essa ideia de localizacao se relaciona
diretamente com conceitos de coordenadas e geometria, ajudando os alunos a compreender
nogoes espaciais de maneira pratica.

A medicao aparece naturalmente nos bilhares quando analisamos angulos de reflexao,
distancias percorridas e até tempos entre colisdes. Essas razoes sao fundamentais para
entender o comportamento da trajetéria e como ela se ajusta a forma do dominio.

Os bilhares desafiam os estudantes a desenhar trajetérias e diagramas, podendo usar
softwares como o GeoGebra também, representando graficamente os movimentos da bola.
Essa atividade visualiza o abstrato, tornando o conceito acessivel e atraente, enquanto
desenvolve habilidades geométricas. Apesar de nao tao visivel, ele se permite ser um jogo
matematico, pois envolve regras simples, como leis de reflexdo, mas também anélises com-
plexas como prever o trajeto da bola ou determinar condi¢oes para que ela percorra toda a
mesa. Por fim, entender os bilhares planos requer explicagoes claras sobre por que a bola
segue determinadas trajetorias, como as reflexdes funcionam, ou por que certos padroes
emergem. FKsse processo de explicar desenvolve habilidades comunicativas e cognitivas
essenciais para o aprendizado matemaético.

Incorporar os bilhares no ensino basico, portanto, nao apenas enriquece o conteido
matematico, mas também promove essas atividades universais de maneira natural e inte-
grada. Em vista dos argumentos apresentados, ¢ valido realizar essa tentativa no ensino

médio.
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5 METODOLOGIA

A pesquisa adota uma abordagem qualitativa que, segundo Bogdan e Biklen (1994, p.
3), busca compreender os fendmenos em seu contexto natural, interpretando-os a partir
dos significados atribuidos pelos participantes. Ela é voltada para a anélise das percepgoes
e aprendizados dos estudantes durante a aplicacao de uma proposta didatica envolvendo
o estudo de bilhares planares. O publico participante foi composto por 26 alunos do 2°
ano do Ensino Médio da Escola Estadual Effie Rolfs, localizada no municipio de Vigosa
(MG).

A sequéncia de atividades foi elaborada tomando como referéncia as propostas de San-
tos (2013) e Souza (2021), que exploraram o uso de softwares matematicos na modelagem
de bilhares e se¢oes conicas. Inspirado nesses trabalhos, este projeto adaptou as cons-
trugoes para o contexto do Ensino Médio, utilizando exclusivamente o GeoGebra como
ferramenta principal.

A metodologia foi estruturada em trés etapas principais: (1) avaliacdo diagndstica, (2)
intervencao no laboratoério de informatica e (3) aplicagdo de um formulério de impressao
final.

5.1 Etapa 1 — Avaliacao Diagnéstica

Inicialmente, apos obter a autorizagao da direcao e dos professores da escola, o projeto
foi apresentado aos alunos com o intuito de despertar o interesse e convida-los a participar
voluntariamente. Em seguida, foi aplicada uma avaliacao diagnostica, cujo objetivo foi
identificar o perfil dos participantes, suas concepgoes sobre Geometria, seus niveis de afini-
dade com a Matematica e o dominio de conceitos basicos necessarios para a compreensao
da proposta sobre bilhares.

O questionéario foi dividido em segoes, cada uma com um propésito especifico:

e compreender o que os alunos entendem por Geometria;
o avaliar o grau de interesse e motivacao pela area;

« verificar o conhecimento prévio sobre conteiidos fundamentais.

A versao completa da avaliacao diagndstica encontra-se disponivel no Apéndice A.

A analise das respostas possibilitou tracar um panorama claro sobre as preferéncias,
dificuldades e expectativas dos alunos em relagdo a Matematica. Observou-se uma turma
heterogénea, composta por estudantes com diferentes niveis de envolvimento com a disci-
plina, mas que, em sua maioria, demonstram interesse em aprender de forma mais pratica,

interativa e significativa.
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5.1.1 Perfil dos Alunos

Entre os conteidos matematicos mais apreciados, destacaram-se equacoes do 1° e 2°
grau, o Teorema de Pitdgoras, multiplicacao e média aritmética. Alguns alunos também
mencionaram calculo e geometria, embora esta tltima tenha aparecido de modo ambiguo,
tanto entre os conteidos preferidos quanto entre os mais rejeitados.

Essa contradigao revela que, apesar de reconhecerem a importancia e aplicabilidade
da Geometria, muitos alunos ainda a percebem como uma area dificil, abstrata e excessi-
vamente formal, marcada pela memorizacao de féormulas. Por outro lado, parte da turma
demonstrou desejo explicito de superar essa dificuldade, afirmando querer “aprender a
gostar de Geometria”, o que representa uma oportunidade significativa para a implemen-
tagdo de estratégias didaticas diferenciadas.

Em contrapartida, temas como logaritmos, fungoes e razoes trigonométricas foram
frequentemente apontados como os menos atrativos, sendo associados a falta de clareza
nas explicacoes tradicionais e a auséncia de contextualizacdo pratica. Esse resultado
sugere que as dificuldades enfrentadas nao estao relacionadas apenas a complexidade dos
contetdos, mas também a forma como sao apresentados em sala de aula.

Quando questionados sobre os tipos de atividades que mais os motivam, a maioria
mencionou resolver problemas, realizar calculos e utilizar o computador. Muitos associam
o prazer de calcular ao desafio cognitivo e ao sentimento de superacao ao compreender
um conceito ou resolver uma questao. Outros destacaram a importancia de atividades
digitais e interativas, observando que as ferramentas tecnoldgicas tornam o aprendizado
mais visual, dinamico e compreensivel.

Alguns também mencionam o gosto por desenhar figuras e por atividades ligadas a cri-
atividade, indicando que abordagens visuais e geométricas podem ser mais bem recebidas
quando trabalhadas de forma concreta e contextualizada.

As experiéncias marcantes relatadas sdo variadas. Afirmam que muitos nunca tiveram
uma experiéncia significativa, o que aponta para uma lacuna de vivéncias positivas com a
Matematica ao longo da trajetéria escolar. Por outro lado, algumas mencionam momentos
de superacao, como aprender um contetido apos ter ido mal em provas, e participagoes em
projetos como a OBMEP ou o Projeto de Iniciagao Cientifica (PIC), experiéncias descritas
como produtivas e motivadoras. Ha também quem associa a Matematica as situagoes do
cotidiano, como jogos de sinuca, em que identificam intuitivamente conceitos de angulo,
forca e trajetoria.

As respostas sobre o que é Geometria revelam um entendimento fragmentado, mas em
formagao. Muitos associaram o tema ao estudo de formas geométricas, areas, perimetros
e medidas, enquanto outros afirmam simplesmente “nao saber” ou “nao lembrar”. Isso
mostra que o conceito de Geometria ainda é percebido como algo distante da realidade e

fortemente ligado & memorizacao de férmulas.
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No entanto, quando solicitado a relacionar Geometria a situagoes praticas, boa parte
dos alunos identifica sua presenca em construcoes, desenhos, jogos e esportes. Esse dado
¢é promissor, pois revela que, mesmo com lacunas conceituais, hd uma percepgao intuitiva
de que a Geometria esta presente no mundo real.

A totalidade dos alunos afirma ja ter visto ou jogado sinuca ou bilhar, e quase to-
dos acreditam que é possivel estudar Matematica observando esses jogos, especialmente
por meio do raciocinio envolvido nos angulos, trajetérias e forgas aplicadas. Quando
questionados sobre o que poderia ser treinado matematicamente em uma mesa de bilhar,
destacamos termos como trajetéria, grau, angulo, forca e espago, demonstrando uma base
intuitiva para a modelagem geométrica e fisica do movimento.

Além disso, grande parte dos estudantes relatados ja utilizou celulares, tablets ou
computadores em aulas de matematica e se sente confortavel com ferramentas digitais,
considerando-as praticas, facilitadoras e mais préoximas do seu cotidiano. Embora muitos
nao conhecam profundamente o GeoGebra, as experiéncias com o software foram, em
geral, positivas, ainda que breves. Isso indica um terreno fértil para o uso de tecnologias

educacionais como apoio ao ensino da Geometria e da modelagem matematica.

5.1.2 Motivacgoes e Preferéncias dos Alunos

Quando questionados sobre o que esperamos aprender ao participar do projeto, as
respostas variam entre o desejo de entender melhor a Geometria, melhorar o raciocinio
l6gico, aprender de forma mais clara e pratica e descobrir como a Matematica se aplica
ao cotidiano. Alguns associaram diretamente o projeto a preparacao para o ENEM,
confirmando o valor formativo e entregue do aprendizado. A tonica geral é de curiosidade,
expectativa positiva e disposi¢ao para aprender de um jeito diferente.

De modo geral, o grupo demonstrou abertura significativa para novas metodologias,
especialmente aquelas que rompem com o formato tradicional de ensino e se aproximam
da Matematica presente no cotidiano. A dificuldade com a Geometria, portanto, nao se
mostrou resultado de rejeicao absoluta, mas de uma relagao marcada por experiéncias
pouco significativas. Muitos alunos afirmaram querer “aprender a gostar” da area, o que
revela potencial de engajamento quando o contetido é apresentado de forma concreta,
visual e aplicada.

O uso de jogos, simulacoes e tecnologias destacou-se como uma estratégia eficaz para
despertar o interesse e consolidar o aprendizado. Nesse contexto, o projeto de bilhares
planares e modelagem geométrica apresentou-se como uma oportunidade ideal para co-
nectar conceitos geométricos e trigonométricos a situagoes reais, estimulando o raciocinio

espacial, a légica e o pensamento investigativo dos alunos.
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5.2 Etapa 2 - Intervencao no Laboratdério de Informatica

A intervencao foi realizada em trés aulas, todas ministradas durante o 6° horario de
aulas regulares.

Na primeira aula, apenas sete estudantes compareceram, dentre os vinte e seis que
haviam respondido a avaliagdo diagnostica. Esse baixo comparecimento gerou certa pre-
ocupacgao quanto ao tamanho da amostra, caso o mesmo comportamento se repetisse.
No entanto, a aula inicial tinha carater introdutério, voltado a apresentacao dos conceitos
fundamentais da teoria de bilhares, incluindo a defini¢ao de bilhar, o conceito de trajetoria
e o uso basico das ferramentas do GeoGebra que seriam utilizadas nas modelagens.

O material didatico elaborado para essa etapa, contendo uma introducgao aos bilhares
e as ferramentas do GeoGebra, encontra-se disponivel no Apéndice B.

Na primeira aula, os estudantes utilizaram o software GeoGebra para construir um
circulo por meio da ferramenta Circulo dados Centro e um de seus Pontos. Em seguida, foi
tracada a tangente no ponto selecionado, a partir da qual se iniciou a primeira trajetéria.
O ponto de intersecao dessa trajetoria com a circunferéncia foi identificado, permitindo a
construcao de uma nova tangente nesse local.

A partir dessas tangentes, foram definidos pontos auxiliares que possibilitaram o uso da
ferramenta Angulo para a determinacio dos dngulos de incidéncia e reflexdao em cada etapa
do percurso. Cada estudante delineou a trajetoria resultante apds a primeira rebatida,
ajustando os angulos conforme necessario. Durante a atividade, foram testadas diferentes
configuragoes de entrada e saida, de modo a observar o comportamento da trajetéria no
interior do circulo.

Posteriormente, o angulo foi ajustado para 90°, o que produziu um bilhar com duas
rebatidas, permitindo a visualizacao da lei da reflexdo e do carater periddico dessas tra-
jetérias. Nesse momento, foi proposto aos estudantes que identificassem se tal trajetoria
remetia a algum segmento notavel do circulo.

Na segunda aula, que contou com a participagao de quinze estudantes, retomou-se o
uso de retas tangentes nos pontos de rebatida da trajetéria para determinar os angulos
de incidéncia e, consequentemente, de reflexao, mantendo a mesma légica construtiva
introduzida na primeira etapa. Nessa aula, foram exploradas trajetérias de bilhar com
maior nimero de rebatidas em mesas circulares.

Utilizando o software GeoGebra, os estudantes reconstruiram o circulo e tracaram
uma trajetéria inicial arbitraria. Diferentemente da aula anterior, solicitou-se que deter-
minassem apenas o angulo de incidéncia em cada ponto de rebatida, replicando-o com a
ferramenta Angulo com Amplitude Fixa ao inserir no campo de valor do 4ngulo o nome do
angulo de incidéncia. Essa ferramenta automatizou a criacdo de novos pontos, de modo
que cada segmento posterior representasse a continuidade da trajetéria conforme o angulo

previamente definido.
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A partir desses pontos gerados, os estudantes fizeram o mesmo processo mais vezes e
ampliaram as trajetorias, produzindo o maior niimero possivel de rebatidas. Em seguida,
ajustaram os angulos de modo a obter trajetérias que se aproximassem de figuras geomé-
tricas conhecidas. Quando alcancavam tais configuragoes, registravam o valor do angulo
que permitia sua formagao. Durante essa exploracao, analisaram diferentes possibilidades,
registrando os angulos de incidéncia e reflexao até que o comportamento das trajetorias
se tornasse claro e intuitivo. Em alguns casos, as construgoes resultaram em trajetorias
que formavam um triangulo; em outros, um quadrado.

Nesse contexto, foi proposto aos estudantes que identificassem uma regra capaz de
determinar os valores adequados de angulos de incidéncia e reflexdo para que a trajetéria
constituisse um poligono regular.

Essa atividade teve como propoésito levar os estudantes a identificar padroes, analisar
sistematicamente os dngulos de incidéncia e reflexdo e compreender como surgem oOrbitas
periddicas. Nessa etapa, privilegiaram-se a experimentagao e a observagao dos resultados
provenientes das simulacoes realizadas no GeoGebra.

Na terceira e ultima aula, que contou com a presenca de quinze estudantes — incluindo
dois ausentes na aula anterior e dois novos participantes — foram investigadas trajetérias
de bilhar em mesas de formato quadrado e triangular retdngulo. A escolha desses formatos
mostrou-se adequada, uma vez que as construgoes sao mais rapidas e intuitivas, além de
envolverem conceitos recentemente estudados pelos alunos, como paralelismo e angulos
notaveis. Diferentemente das modelagens circulares, essas configuragoes dispensaram o
uso de retas tangentes, tornando o processo mais acessivel e estimulante.

Apés definirem o formato da mesa, os estudantes selecionaram um ponto em um dos
lados e tracaram a primeira trajetéria. Em seguida, utilizaram o ponto de intersecao entre
essa trajetoria e o lado subsequente, juntamente com o ponto inicial e o vértice corres-
pondente, para determinar o angulo de incidéncia. A ferramenta Angulo com Amplitude
Fixa foi novamente empregada para replicar esse angulo e obter o correspondente angulo
de reflexao, preenchendo o campo de valor com a medida previamente construida.

Nesse processo, duas restrigoes foram estabelecidas: (i) a trajetéria nao poderia ser
iniciada a partir de um vértice e (ii) os estudantes deveriam evitar que a particula atingisse
algum vértice durante seu percurso, pois, conforme discutido na primeira aula, a incidéncia
em vértices interrompe a trajetoria, inviabilizando a continuidade do movimento.

Os estudantes ampliaram as trajetorias tanto quanto possivel e, posteriormente, ajus-
taram os angulos para obter figuras geométricas reconheciveis. Apods essa etapa explora-
toria, foram questionados sobre a limitacao dessas modelagens e sobre a quantidade de

rebatidas que seriam incapazes de produzir.
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5.3 Instrumentos de Coleta de Dados

Para preservar a identidade dos participantes, os nomes foram omitidos. Ao longo da
analise, cada estudante serd identificado como Aluno X, sendo X o ntimero correspondente
a ordem de preenchimento do formulario diagnostico.

Os instrumentos utilizados para a coleta e analise dos dados incluiram:

» Fotografias tiradas durante as aulas, registrando o processo de construcao e interagao

dos alunos;
» Arquivos digitais (.ggb) gerados pelos estudantes no GeoGebra;

o Imagens exportadas desses arquivos, utilizadas para analise e ilustracao dos resul-

tados.

A observagao das construcoes e das interagoes no laboratério constitui uma importante
fonte de dados qualitativos, uma vez que permite captar aspectos do comportamento e da
compreensao dos participantes no contexto natural da aprendizagem como defende Liidke
e André (1986, p. 11-13).

Além disso, planejou-se a realizacao de uma entrevista semiestruturada, com o objetivo
de obter informagoes qualitativas sobre as experiéncias dos alunos e feedbacks sobre as
atividades desenvolvidas. A entrevista foi disponibilizada por meio de formulario online,
mas nao houve retorno dentro do prazo previsto para a redagao e envio deste trabalho.

Ainda assim, o instrumento permanece neste trabalho (Apéndice C), como registro do

planejamento metodolégico.

5.4 Limitacoes e Imprevistos

Durante o desenvolvimento da pesquisa, ocorreram alguns imprevistos que impacta-
ram o cronograma. A realizacao da intervencao foi adiada devido as férias docentes no
inicio de outubro e a ocorréncia de eventos culturais na escola nas semanas anteriores ao
recesso. Assim, a aplicacao das atividades ocorreu posteriormente ao periodo inicialmente
planejado.

Apesar da utilizacao de uma linguagem simplificada e de exemplos intuitivos, alguns
alunos apresentaram dificuldade em compreender o propédsito da proposta, especialmente
nas primeiras aulas, o que exigiu mediagoes adicionais durante o processo.

Adicionalmente, observa-se que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) nao faz
mencao explicita aos bilhares planares, o que dificulta sua justificativa como contetido
obrigatério no ensino médio. Dessa forma, o tema foi apresentado como atividade com-
plementar, com o objetivo de ampliar a compreensao geométrica dos estudantes sem

competir com os conteudos curriculares regulares.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

A aplicagdo do projeto sobre bilhares planares revelou aspectos importantes sobre o
ensino e aprendizagem de Geometria no ensino médio, especialmente quando se propoe
uma abordagem préatica, visual e apoiada em recursos tecnolégicos como o GeoGebra. As
trés aulas desenvolvidas mostraram um processo gradual de envolvimento, compreensao e
superacao de dificuldades por parte dos alunos, o que possibilitou analisar tanto os limites
quanto as potencialidades da proposta.

No inicio das atividades, observou-se que os estudantes estavam cansados e desmoti-
vados, o que é compreensivel considerando que a intervengao ocorreu no sexto horario,
momento em que muitos deles se preparavam para retornar para casa ou para o trabalho.
Apesar disso, houve certa curiosidade e entusiasmo pelo fato de a aula ocorrer em um
formato diferente, utilizando computadores e um software que a maioria nao conhecia,
mas demonstrava interesse em explorar.

Durante a primeira aula, os alunos tiveram o primeiro contato com a ideia de bilhar
planar. Apesar de possuirem algumas nogoes intuitivas sobre reflexao e tangéncia, houve
confusao inicial entre os conceitos de “bilhar”, “mesa” e “trajetéria”. Muitos acreditavam
que o bilhar correspondia apenas a mesa e ao ponto de impacto, nao ao movimento da
particula ou da bola. Essa dificuldade inicial mostra o quanto a linguagem matematica e
o vocabuldrio técnico podem ser barreiras no ensino, como pontua Duval (1993, p. 38) ao
tratar da importancia das diferentes representacoes semidticas no processo de aprendiza-
gem matematica. A intervencdo docente, nesse momento, foi essencial para reconstruir o
sentido do termo e estabelecer conexdes entre o fenémeno fisico e sua modelagem geomé-
trica.

A construgao do primeiro bilhar, o de duas rebatidas em uma mesa circular, foi reali-
zada com relativa facilidade. Os alunos seguiram instrucoes para criar uma circunferéncia,
determinar um raio e tracar o segmento correspondente a trajetéria. Embora simples, essa
atividade serviu como diagnostico do dominio das ferramentas basicas do GeoGebra e per-
mitiu observar o raciocinio geométrico emergindo em situagoes concretas. Além disso, os
alunos foram capazes de associar essa trajetéria ao didmetro da circuferéncia. Segundo
Moreira (2011, p. 13 apud COELHO; MARQUES; SOUZA, 2019), "aprendizagem signifi-
cativa é aquela em que ideias expressas simbolicamente interagem de maneira substantiva
e nao arbitraria com aquilo que o aprendiz ja sabe', e, nesse caso, o reconhecimento de
propriedades bésicas da circunferéncia e de angulos retos funcionou como ponto de partida
para a compreensao de reflexoes.

Seguem algumas construcoes feitas pelos alunos:
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Figura 8:
meiro dia.

no pri- Figura 10: Bilhar feito pelo aluno 9 no pri-
meiro dia.

Figura 11: Bilhar feito pelo aluno 16 no pri-
meiro dia.

Figura 9: Bilhar feito pelo aluno 6 no pri-
meiro dia.

Na segunda aula, com maior adesdo, foi possivel avancar na complexidade das traje-
torias. Ao solicitar que os estudantes criassem bilhares com mais rebatidas, percebeu-se
que a principal dificuldade estava na reproducao das etapas para gerar angulos iguais de
incidéncia e reflexdo. Essa dificuldade técnica nao se limitava ao uso do software, mas
revelava fragilidades conceituais relacionadas a construcao de angulos e a percepcao da
tangente como reta de apoio a andlise geométrica. Nesse ponto, a intervengao docente foi
novamente essencial, e o uso da ferramenta “Ponto em objeto” no GeoGebra contribuiu
para reduzir erros e consolidar procedimentos.

O engajamento dos alunos aumentou significativamente a medida que comegaram a
perceber padroes nas construgoes. Ao movimentarem as trajetorias e observarem o sur-
gimento de figuras conhecidas, como triangulos e quadrados, o interesse cresceu. Esse
momento foi um ponto-chave da aprendizagem, pois os estudantes passaram a relacionar
angulos, simetrias e medidas com formas geométricas concretas. Com mediagao pontual
do docente, concluiram que a soma entre o angulo de incidéncia/reflexao e o &ngulo interno
do poligono deveria totalizar 180°. A partir dessa observacao, retomaram a expressao para
o calculo dos angulos internos de poligonos regulares, aplicando-a aos casos do triangulo

e do quadrado obtidos nas construgoes, bem como ao caso hipotético do pentagono. Esse
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tipo de descoberta dialoga com a perspectiva construtivista defendida por Piaget (1972,
p. 22), segundo a qual o conhecimento é construido ativamente pela intera¢ao entre o
sujeito e o objeto de estudo. Mais ainda, exemplifica a proposta de D’Ambrosio (2001, p.
56-57) sobre a etnomatemadtica, ao situar o aprendizado em um contexto culturalmente
significativo, no caso, o jogo de bilhar, familiar a muitos deles.

Segue algumas das construgoes feitas no segundo dia:

L
BN
i

Figura 12: Bilhar feito pelo aluno 1 no se-
gundo dia.

| Figura 14: Bilhar feito pelo aluno 4 no se-
J gundo dia.

Figura 13: Bilhar feito pelo aluno 2 no se-
gundo dia.

Figura 15: Bilhar feito pelo aluno 6 no se-
gundo dia.

Na terceira e ultima aula, com novas auséncias e substitui¢des, observou-se nova-
mente a dificuldade de continuidade, um reflexo das condigoes reais do ambiente escolar.
Os alunos que haviam participado das aulas anteriores demonstraram notavel progresso:
conseguiram realizar as construgées com maior autonomia e precisao, especialmente nos
bilhares no quadrado. A auséncia da necessidade de tangentes facilitou o trabalho e tor-
nou a atividade mais acessivel. Ja os novatos tiveram dificuldades em acompanhar o
raciocinio, o que indica a importancia de um acompanhamento continuo e de um tempo
maior para consolidacao.

Observou-se que, sem intervencao, os estudantes ndo conseguiram explicar por que
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nao é possivel obter trajetorias com nimero de rebatidas diferente de poténcias de dois
no bilhar quadrado, nem por que no bilhar triangular retangulo as trajetérias s6 podem
gerar figuras semelhantes a retdngulos. A identificacao dessas limitagdes envolve a andlise
de angulos que, ao serem ajustados, resultam em valores incompativeis com a formacao
de figuras geométricas consistentes. A mediagdo docente tornou-se necessaria, com a
apresentacao de exemplos, como a tentativa de construir uma trajetéria com trés rebatidas
no bilhar quadrado, ilustrando por que tal caso é inviavel. A partir dessa intervencao e
da observagao das inconsisténcias surgidas em suas préprias construgoes, os estudantes
passaram a reconhecer essas restri¢oes estruturais dos modelos trabalhados.

Segue algumas das construgoes feitas no terceiro dia:

Figura 18: Bilhar feito pelo aluno 21 no ter-
Figura 16: Bilhar feito pelo aluno 9 no ter- ceiro dia.

ceiro dia.

Figura 17: Bilhar feito pelo aluno 15 no ter- Figura 19: Bilhar feito pelo aluno 27 no ter-
ceiro dia. ceiro dia.

As interagoes sociais entre os alunos, observadas durante as construgoes, também
merecem destaque. A tendéncia de sentarem-se proximos aos amigos e reproduzirem
construgoes semelhantes mostra tanto um aspecto positivo, a colaboracao e troca de ideias,
quanto um risco, que é a dispersao e a execugao mecanica das tarefas. Segundo Vygotsky
(1998, p. 41), a aprendizagem se dd em um contexto social mediado pela linguagem e
pela interacao, e o papel do professor é essencial para transformar essas interagoes em
oportunidades de avanco cognitivo. Nesse sentido, o didlogo, as perguntas instigantes e a
exploracao conjunta das descobertas foram estratégias fundamentais para manter o foco

e favorecer a reflexdo.
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Em termos conceituais, o desenvolvimento das atividades permitiu que os alunos com-
preendessem, ainda que de forma inicial, as relagoes entre angulo de incidéncia e reflexao,
simetrias e periodicidade das trajetérias. A percepcao de que certos angulos geravam fi-
guras fechadas (como tridngulos e quadrados) despertou neles a curiosidade e o prazer da
descoberta, demonstrando que o contetido, quando contextualizado e visualmente explo-
rado, torna-se mais significativo. Essa observacao converge com os principios da BNCC
(Brasil, 2018), que defende o protagonismo do aluno e o uso de tecnologias para promover
a compreensao conceitual.

Entretanto, também surgiram limitagoes claras. A curta duracao do projeto, a dificul-
dade de alguns alunos com a manipulagdo do software e a auséncia de uma etapa final de
reflexdo (por falta de respostas no formulario de impressao) restringiram a andlise mais
profunda dos impactos da intervencao. Ainda assim, o progresso observado nas produgoes
e nas falas esponténeas dos estudantes sugere que a proposta atingiu seu objetivo princi-
pal: mostrar que é possivel ensinar e aprender geometria de modo prazeroso, significativo
e investigativo.

Em sintese, os resultados indicam que o uso dos bilhares planares como recurso didatico
favorece a aprendizagem ativa, estimula o raciocinio espacial e reforca a importancia de
estratégias que conectem a matematica escolar com situagoes concretas. Mais do que uma
simples atividade com tecnologia, o projeto se mostrou uma experiéncia de reconstrucao de
sentido da geometria, uma disciplina que, quando tratada de forma viva e contextualizada,
pode despertar o mesmo encantamento que motivou os antigos gregos a estudarem as

formas e as trajetorias do mundo ao seu redor.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho permitiu compreender de maneira mais ampla as
potencialidades pedagégicas do uso dos bilhares planares como recurso didatico no ensino
da Geometria. Mais do que uma proposta de atividade diferenciada, a experiéncia revelou-
se um campo fértil para a articulagao entre teoria e pratica, mostrando que a aprendizagem
matematica se torna mais significativa quando o estudante é colocado em posicao ativa
na construgao do conhecimento.

Ao longo das etapas da pesquisa, ficou evidente que a exploragdo do bilhar no Geo-
Gebra despertou nos alunos a curiosidade e o desejo de compreender os fendmenos geo-
métricos de forma visual e interativa. O envolvimento dos participantes nas discussoes,
a formulagdo de hipdteses e a busca por justificativas para as trajetérias observadas con-
firmaram o potencial desse tipo de abordagem para promover o raciocinio geométrico. O
conhecimento é fruto da acao do sujeito sobre o objeto, e é nesse processo de experimen-
tagdo que o aprendizado se consolida.

Além disso, o trabalho evidenciou a importancia da mediacdo docente. O papel do
professor como orientador das descobertas, incentivando o didlogo e a reflexdo coletiva,
mostrou-se essencial para que os alunos transformassem suas percepgoes intuitivas em
conceitos matematicos mais elaborados.

A utilizagao do GeoGebra foi um ponto central neste processo, funcionando nao apenas
como ferramenta de construgdo, mas como um ambiente de investigacao e de pensamento
matematico dindmico. A incorporacgao de tecnologias digitais no ensino da Matematica
altera profundamente a natureza das praticas pedagdgicas, pois possibilita que o aluno
visualize, manipule e compreenda relacoes antes restritas ao papel e a abstragao. Essa ex-
periéncia reforgou o papel transformador da tecnologia quando usada de forma intencional
e critica.

No entanto, o trabalho também revelou desafios concretos: a limitacao do tempo esco-
lar, a falta de infraestrutura tecnologica adequada e a necessidade de formagao continuada
para que o professor se sinta seguro em propor atividades mais abertas e investigativas.
Esses fatores, embora restritivos, nao anulam a poténcia da proposta, mas evidenciam o
quanto ainda é preciso avangar para consolidar uma pratica pedagogica que una criativi-
dade, rigor e reflexao.

Em termos pessoais e formativos, esta pesquisa representou um exercicio de amadu-
recimento docente. Ao planejar, aplicar e observar a atividade, foi possivel perceber que
ensinar Matematica é um processo vivo, que exige sensibilidade, adaptacao e escuta. Cada
reacao dos alunos, cada duvida surgida e cada descoberta construida em grupo reforcaram
que o papel do professor é menos o de fornecer respostas e mais o de criar condigdes para
que o conhecimento emerja de forma significativa.

Conclui-se, portanto, que o uso dos bilhares planares no ensino da Geometria constitui
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uma pratica didatica inovadora e fecunda. Ao articular ludicidade, tecnologia e reflexdo
tedrica, a proposta contribui para a compreensao de conceitos matematicos e, sobretudo,
para o desenvolvimento de uma postura investigativa nos estudantes. Mais do que uma
experiéncia pontual, o trabalho indica caminhos possiveis para uma Mateméatica mais
interativa, critica e humana, uma Matematica que se constréi no didlogo entre o raciocinio

logico e a curiosidade de quem aprende.
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9 APENDICE A: AVALIACAO DIAGNOSTICA

Informacgoes iniciais

Nome:

Ano/série:

Parte 1 — Relagcao com a Matematica

1. Como voceé se sente em relacado a Matematica?

() Gosto muito () Gosto um pouco () Nao gosto muito () Nao gosto

2. Qual area da Matematica vocé mais gosta? E qual gosta menos? Por qué?

3. Que tipo de atividade mateméatica te motiva mais: fazer contas, resolver problemas,

desenhar figuras, usar computador, entre outros? Explique.

4. Vocé ja teve alguma experiéncia marcante com Matemética (positiva ou negativa)?

Se sim, qual?

Parte 2 — Experiéncias com Geometria

5. O que vocé entende por Geometria? Dé um exemplo do que vocé considera um

conteudo de Geometria.

6. Vocé se lembra de algum conteido geométrico que aprendeu nos ultimos anos?

Qual?

7. Vocé ja aplicou conhecimentos de Geometria fora da escola? Em que situagao?

8. Vocé costuma associar Geometria a jogos, esportes, construgoes ou desenhos? Dé

um exemplo.

Parte 3 — Conhecimentos prévios sobre bilhares e trajetorias

9. Vocé ja viu ou jogou sinuca, bilhar ou outro jogo com bolas em uma mesa?
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10. Vocé acredita que da para estudar Matematica observando esses jogos? Por qué?

11. O que vocé imagina que pode ser estudado matematicamente em uma mesa de bi-
lhar?

Parte 4 — Experiéncia com tecnologia na escola

12. Vocé ja utilizou computadores, celulares ou tablets em aulas de Matematica?

13. Vocé conhece ou ja usou o software GeoGebra? Em caso afirmativo, conte como foi

sua experiéncia.

14. Vocé se sente confortavel em usar ferramentas digitais para aprender Matematica?

Por qué?

Parte 5 — Expectativas sobre o projeto

15. Vocé acha que aprender Matematica de forma diferente — com jogos, simulagdes ou

situagoes do cotidiano — pode ser interessante? Por qué?

16. O que vocé espera aprender ou descobrir ao participar deste projeto sobre bilhares

e modelagem matematica?

10 APENDICE B: MATERIAL DIDATICO

43



1. O QUE E GEOMETRIA?

Desde os tempos mais antigos, a Geometria estd presente na historia da humanidade. Os
egipcios ja a utilizavam para medir terras depois das cheias do Nilo; os gregos a transformaram em
uma ciéncia de raciocinio e demonstracao, e hoje ela esta em praticamente tudo o que nos cerca,
das construgoes que abrigam nossas cidades até os aplicativos de navegacao que usamos no celular.

De forma simples, podemos dizer que a Geometria é a area da
Matemética que estuda as formas, as medidas, as posi¢oes e as
relagoes entre os objetos no espaco. Ela nos permite compreender
o mundo visualmente, raciocinar sobre distancias, angulos, areas e
volumes, e até criar modelos que explicam fenémenos da natureza
ou simulam situagoes do cotidiano.

Quando vocé desenha, joga sinuca, monta uma maquete, pra-
tica esportes ou até organiza os méveis de um quarto, estd usando
raciocinio geométrico, mesmo sem perceber. A Geometria esté pre-
sente no tracado das ruas, na estrutura de uma ponte, na curvatura
de uma bola em movimento e até nas interfaces dos jogos e apli-
cativos que usamos todos os dias. Ela é uma forma de pensar o
espago e de resolver problemas de maneira logica e visual ao mesmo
tempo.

Além disso, a Geometria é uma ponte entre a Matematica abs-
trata e o mundo real. Enquanto a Algebra lida com simbolos e
formulas, a Geometria nos ajuda a ver o que a Matemética quer
dizer. Ela transforma niimeros em imagens, equagoes em figuras, e
ideias em representacoes concretas. Por isso, aprender Geometria
é também aprender a enxergar matematicamente o mundo.

No nosso projeto, essa visao serd fundamental. Vamos estu-
dar a Geometria de um modo diferente, explorando trajetorias de
bolas em mesas de bilhar planas. Vamos descobrir como angulos,
reflexoes e medidas determinam o caminho que as bolas percorrem
e como o raciocinio geométrico pode explicar movimentos aparen-
temente imprevisiveis.

2. BILHARES PODEM ENSINAR GEOMETRIA?

O jogo de bilhar é muito mais do que uma simples competigao
de mira e forga, ele ¢ um laboratério natural de Geometria
em movimento. Cada tacada representa uma aplicacao direta de
conceitos geométricos como angulos, trajetorias, simetrias e refle-
x0es. Ao observar uma bola quicando nas bordas da mesa, pode-
mos enxergar, literalmente, a Matemética em agao.

Quando a bola atinge uma borda, ela reflete formando o
mesmo angulo que tinha ao chegar, esse é o chamado angulo
de incidéncia igual ao angulo de reflexao, o mesmo principio usado
nos espelhos planos. Assim, a mesa de bilhar se transforma em um
cenario perfeito para explorar a geometria dos espelhos, as
propriedades das retas e dos planos e a ideia de simetria.

Além disso, a anélise das jogadas permite discutir no¢oes de
distancia minima, trajetorias ideais e até modelagem matematica:
podemos prever o caminho da bola, estimar pontos de colisao e analisar padroes que surgem a partir

44



de diferentes posigoes iniciais. Esses conceitos estao diretamente ligados & Geometria Analitica e
a Trigonometria, dreas fundamentais para compreender o espago de forma precisa e racional.

Estudar Geometria através do bilhar é, portanto, trazer o contetdo para o mundo real. E uma
forma de mostrar que a Matematica nao vive apenas nos livros ou nas provas, mas
nos gestos, nas trajetorias e nas estratégias que usamos intuitivamente todos os dias.

Ao longo deste material, vamos usar o GeoGebra para representar essas trajetorias, construir
modelos digitais de mesas de bilhar e observar o que acontece quando variamos os angulos, os
pontos de colisao e as posi¢oes iniciais. Assim, o aluno deixa de ser apenas espectador e passa a
ser investigador do proprio raciocinio geométrico.

O GeoGebra é um software gratuito e interativo que combina Geometria, Algebra e Calculo
em um s6 ambiente. Ele permite criar figuras, fazer medigoes, visualizar equagoes e simular
movimentos. Em outras palavras, ele é a régua, o compasso e o papel milimetrado do século XXI,
s6 que muito mais poderoso.

Com ele, vocé pode construir desde um simples tridngulo até modelos complexos, como as
trajetorias de bolas em uma mesa de bilhar, que é exatamente o que faremos neste projeto.

O GeoGebra esté disponivel tanto online (no navegador) quanto offline (para baixar no com-
putador).

3. Conhecendo um pouquinho do GeoGebra

3.1. Barra de Ferramentas

A Barra de ferramentas, localizada abaixo dos menus, é utilizada para inserir elementos sem
a utilizacao da caixa de entrada. As opgoes estao organizadas em grupos de semelhantes, e para
acessar as demais, basta clicar no icone de expansao, no canto inferior direito de cada botao.

| A~ D> OO & N 2D

Para utilizar uma ferramenta, basta seleciona-la e, em seguida, selecionar ou criar os objetos
necessarios para a criagao ou modificacao do objeto envolvido. Apoés sua utilizagao, ela continua
selecionada até que uma outra seja escolhida. As ferramentas padrao do GeoGebra sao divididas
em grupos, exibidos ao selecionar o botao do canto inferior direito de cada botao. Os grupos
variam de acordo com cada Janela.

3.2. Janelas

Janela de construcgao:
area para desenhar objetos.

Janela algébrica:
mostra coordenadas e t‘l]llﬂ\:[-}"h'. i
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4. Ferramentas

1. Primeiro Grupo de Ferramentas

% Mover

‘.‘53% Rotacdo em Torno de um Ponto

2. Segundo Grupo de Ferramentas

.A Ponto

Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

. e Ponto Médio ou Centro
° r4 Numero Complexo
N Extremum

Roots

3. Terceiro Grupo de Ferramentas

.A Ponto

Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

.
. ® Ponto Médio ou Centro
° z Numero Complexo
N Extremum

Roots

Mover: move um objeto na janela de visualizacgao.
Basta seleciona-lo e arrastéa-lo.

Rotacao em Torno de um Ponto: rotaciona um
objeto em torno de outro ponto, mantendo a distancia
fixa entre eles.

Ponto: cria pontos livres, com restrigao (sobre obje-
tos) ou fixos (em intersegoes).

Ponto em Objeto: insere um ponto vinculado a um
objeto.

Vincular/Desvincular Ponto: liga ou separa um
ponto de um objeto.

Intersecao de Dois Objetos: cria um ponto fixo
comum a dois objetos.

Ponto Médio ou Centro: gera o ponto central en-
tre dois pontos.

Niumero Complexo: cria um ponto (z,y) represen-
tando z = x + yi.

Extremum (Otimizacao): mostra os extremos lo-
cais de uma funcao.

Roots (Raizes): exibe as raizes de uma funcao.

Reta: depende de dois pontos; cria a reta passando
por eles.

Segmento: cria um segmento entre dois pontos.

Segmento com Comprimento Fixo: cria seg-
mento com comprimento definido.

Semirreta: gera uma semirreta a partir de dois pon-
tos.

Caminho Poligonal: conecta vértices de um poli-
gono formando um caminho.

Vetor: segmento de reta orientado com propriedades
vetoriais.

Vetor a Partir de um Ponto: cria vetor com ori-
gem em outro ponto.
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4. Quarto Grupo de Ferramentas

Reta Perpendicular

Reta Paralela

A
o
.._'_._.-P"'-.
>< Mediatriz

,Cb Reta Tangente

'\Q Reta Polar ou Diametral

% Reta de Regressdo Linear

8-<.; Lugar Geométrico
.

5. Quinto Grupo de Ferramentas

| Poligono

£> Poligono Semideformavel

6. Sexto Grupo de Ferramentas

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

D) Q@

Reta Perpendicular: cria reta perpendicular pas-
sando por um ponto.

Reta Paralela: cria reta paralela passando por um
ponto.

Mediatriz: reta perpendicular ao segmento, pas-
sando pelo ponto médio.

Bissetriz: lugar geométrico de pontos equidistantes
de duas retas.

Reta Tangente: define reta tangente a fungao, co-
nica ou circulo em ponto escolhido.

Reta Polar ou Diametral: gera reta especifica a
partir de ponto e conica.

Reta de Regressao Linear: determina a reta que
melhor se ajusta a pontos.

Lugar Geométrico: cria lugar geométrico com re-
lacao de dependéncia entre pontos.

Poligono: cria poligono ligando vértices seleciona-
dos.

Poligono Regular: cria poligono com arestas iguais.

Poligono Rigido: poligono que nao pode ser modi-
ficado.

Poligono Semideformavel: mover primeiro ponto
move todo o poligono; outros pontos sao livres.

Circulo dados Centro e Um Ponto: cria circulo
a partir do centro e um ponto.

Circulo dados Centro e Raio: cria circulo a partir
de centro e raio definido.

Compasso: cria circulo com raio determinado por
dois pontos.

Circulo definido por Trés Pontos: cria circulo ou
reta a partir de trés pontos.

Semicirculo Definido por Dois Pontos: gera se-
micirculo com didmetro definido.

e Arco Circular: cria arco definido por trés pontos.
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e Arco Circuncircular: cria arco seguindo contorno do circulo.
e Setor Circular: gera setor circular definido por trés pontos.

e Setor Circuncircular: cria setor dentro do circulo definido por trés pontos.

7. Sétimo Grupo de Ferramentas

e Elipse: cria elipse a partir de trés pontos (dois focos

@ Elipse e ponto na curva).

e i e Hipérbole: cria hipérbole a partir de trés pontos

“u i (dois focos e ponto na curva).

Q'_'\_ Parabola e Parabola: cria pardbola a partir de foco e reta dire-
triz.

O Cdnica por Cinco Pontos e Conica por Cinco Pontos: gera conica a partir de

cinco pontos.

8. Oitavo Grupo de Ferramentas

e Angulo: determina angulo entre dois segmentos.

-&1 Angulo e Angulo com Amplitude Fixa: cria angulo de am-

o . plitude definida.
.Q.j-'. Angulo com Amplitude Fixa

e Distancia, Comprimento ou Perimetro: exibe

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro medida de objeto(s).
cmz H 1 . , . .
pd Area e Area: exibe area de objeto selecionado.
/A’ Inclinacio e Inclinacao: mostra coeficiente angular de reta, se-

mirreta ou segmento.
{1,2} Lista

e liista: usada em conjunto com a planilha para exibir
dados.

9. Nono Grupo de Ferramentas

e Reflexao em Relacao a uma Reta: espelha objeto
em relacao a uma reta.

L ] - ~
x ISR R e e Reflexao em Relagao a um Ponto: espelha objeto

. * Reflexdoem Relacdo a um Ponto em relagao a um ponto.

Q LR e Inversao: inverte objeto em relagao a um circulo.
L

e Rotacao em Torno de um Ponto: cria objeto ro-

L]
i Rotaca T d Pont .
! i i e tacionado em torno de ponto.

-~ -
O || =S R . e Translacao por um Vetor: move objeto pelo vetor

€O o tetia selecionado.
. omao
L]

e Homotetia: multiplica distancia de ponto a ponto
fixo por fator.

10. Décimo Grupo de Ferramentas
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1 L

-

|""f

ABC Texto

Inserir Imagem

J Caneta

v Funcdo a M3o Livre

a i p Relacdo

\F/ Inspetor de Funcdes

Texto: insere texto na janela de visualizagao.

Inserir Imagem: adiciona imagem com pontos mo-
veis para configuracao.

Caneta: desenha livremente na janela.

Funcao a Mao Livre: cria funcao desenhando o
percurso.

Relacao: mostra relacao entre dois objetos.

Inspetor de Funcoes: exibe propriedades de fun-
¢ao.

11. Décimo Primeiro Grupo de Ferramentas

a=2

.8

a=1

Controle Deslizante

Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Botao

Campo de Entrada

Controle Deslizante: cria botao rolante para alte-
rar valor de objeto.

Caixa para Exibir/Esconder Objetos: seleciona
quais objetos aparecerao.

Botao: cria botao que executa codigo GeoGebra.

Campo de Entrada: permite inserir valor de vari-
avel manualmente.

12. Décimo Segundo Grupo de Ferramentas

<
Q
a

Mover Janela de Visualizacdo
Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Rotulo

Copiar Estilo Visual

Apagar

5. Um pouco sobre os Bilhares

Mover Janela de Visualizacao: movimenta con-
tetdo da janela.

Ampliar: aumenta a visualizacao com foco.
Reduzir: diminui a visualiza¢ao com foco.

Exibir/Esconder Objeto: mostra ou oculta ob-
jeto(s) temporariamente.

Exibir/Esconder Rotulo: mostra ou oculta rotulo
do objeto.

Copiar Estilo Visual: aplica estilo de um objeto a
outro.

Apagar: remove objetos selecionados.

Quando jogamos uma bola em uma mesa de bilhar, ela sai rolando em linha reta até bater na
borda. Ao encostar nela, muda de direcao e continua se movendo, batendo em outras bordas e
criando um caminho cheio de reflexdes. Agora imagine que essa mesa pode ter qualquer formato
— redonda, quadrada, triangular ou até com curvas diferentes. O que muda é a forma do caminho
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que a bola faz. E isso que chamamos de bilhar planar: o estudo das trajetorias de uma bola que
se move dentro de uma mesa e reflete nas bordas, sempre de acordo com uma regra simples:

Angulo de Incidéncia = Angulo de Reflexéo.

Isso quer dizer que a bola “bate” na borda com o mesmo angulo com que ela “sai”. Essa ¢ a
mesma ideia que vemos quando a luz reflete em um espelho!

A mesa de bilhar é a area onde a bola pode se mover. As bordas da mesa sao chamadas
de paredes, e sao elas que fazem a bola mudar de direcao. Dependendo do formato da mesa, a
trajetoria pode ser bem diferente:

e Em uma mesa retangular, o movimento da bola é previsivel e segue padroes simétricos.
e Em uma mesa triangular, a bola muda de direcao de forma mais réapida e interessante.

e Em uma mesa circular, as trajetorias podem ficar parecidas com espirais.

Existem dois tipos de “batidas’

1. Batida normal: quando a bola chega na borda e muda de dire¢ao, seguindo a lei do espelho
— o angulo de entrada ¢é igual ao de saida.

2. Batida tangente: quando a bola chega quase paralela a borda, deslizando um pouco sem
mudar de direcao.

O bilhar é uma maneira divertida de estudar Geometria e movimento! Podemos usar o Geo-
Gebra para desenhar mesas diferentes e ver o que acontece com a trajetoria da bola. As vezes ela
volta para o ponto de partida, as vezes entra em um caminho que se repete e, em outras, parece
nunca repetir o mesmo trajeto.

No fundo, estudar o bilhar é uma forma de ver como a Geometria aparece no movimento —
uma mistura de logica, visualizacao e até um pouco de surpresa. E é justamente isso que vamos
explorar a seguir!
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11 APENDICE C: PERGUNTAS DA ENTREVISTA SEMIESTRUTURADA

Parte 1 — Impressoes gerais sobre a experiéncia

1. Como vocé se sentiu participando das atividades sobre bilhares e modelagem no
GeoGebra?

2. O que mais chamou sua aten¢ao durante as aulas?

3. Em algum momento vocé se sentiu perdido ou teve dificuldade em entender algo?

Se sim, o que foi?

4. Vocé acredita que aprendeu algo novo com essa experiéncia? O qué?

Parte 2 — Relagao com a Matematica e a tecnologia

5. Vocé acha que o uso do GeoGebra ajudou a entender melhor os conceitos de geo-

metria e trajetoria?
6. Comparando com outras aulas de Matematica, como vocé avalia esta proposta?

7. O uso do computador e da simulagdo tornou a Matematica mais interessante para

vocé? Por qué?

Parte 3 — Reflexoes e sugestoes

8. Voceé vé alguma relagdo entre os bilhares estudados e situagoes do cotidiano?

9. O que vocé mudaria nas atividades para que elas fossem mais interessantes ou faceis

de entender?
10. Vocé indicaria esse tipo de atividade para outros colegas? Por qué?

11. Gostaria de aprender outros contetiidos de Matemética por meio de atividades pa-

recidas? Quais?
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