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RESUMO

DUARTE, Diogo Henrique G., M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, agosto de 2022.
Nao localidade em férmions de Majorana Orientador: Jakson Miranda Fonseca.

De acordo com Schrodinger, o emaranhamento é a principal caracteristica da mecénica
quantica, e hoje, 100 anos apdés essa afirmacao, sabemos que, apesar da estranheza dessa
caracteristica, este € um recurso fundamental para a computacao quantica. Além disso,
o emaranhamento estd intimamente relacionado a outro fenémeno fundamental a com-
putagao e informagao quantica, a nao-localidade. Um dos principais debates acerca do
emaranhamento teve inicio com o trabalho de Einsten, Podowski e Rosen, que levanta-
ram a possibilidade de a mecénica quantica ndo ser uma teoria completa. Apenas 50
anos depois, um trabalho brilhante de John Bell colocou o trabalho de EPR em questoes
matematicas coerentes e possibilitou a sua verificacao experimental. Dentre os diversos
modelos propostos para a computacao quantica, o mais promissor no que diz respeito a
estabilidade e coeréncia de estados é a computacao quantica topolédgica, tendo os modos
de Majorana como os principais expoentes para a sua realizacao, e o modelo de Kitaev a
abordagem mais simples apresentando uma solucao analitica. Nessa dissertagao, aborda-
remos aspectos de emaranhamento e nao-localidade, seus fundamentos fisicos e algumas
aplicagoes a teoria da informacao. Estudaremos as correlagoes entre medidas efetuadas
nos estados de paridade dos modos de majoranas que surgem em cadeias de Kitaev, bus-
cando uma possivel violacdo de desigualdades de Bell para diferentes configuragoes de

Majoranas modo zero.

Palavras-chave: Férmions de Majorana. Emaranhamento. Nao localidade.



ABSTRACT

DUARTE, Diogo Henrique G., M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2022.
Non-locality in Majorana fermion Adviser: Jakson Miranda Fonseca.

According to Schrodinger, entanglement is the main feature of quantum mechanics, and
today, 100 years after that statement, we know that despite the strangeness concerning
this characteristic, it is a fundamental resource for quantum computing. Furthermore, en-
tanglement is closely related to another fundamental phenomenon related to computation
and quantum information, the non-locality. One of the main debates about entanglement
started with Einstein, Podowski and Rosen work, which raised the possibility that quan-
tum mechanics is not a complete theory. Just 50 years later, a brilliant work by John Bell
put EPR’s work on a coherent mathematical approach and made it possible to verify it
experimentally. Among the various models proposed for quantum computing, the most
promising concerning state coherence stability is the topological quantum computation,
with Majorana modes as the main exponents for its realization, and Kitaev’s model the
simplest approach presenting an analytical solution. In this dissertation, we will approach
aspects of entanglement and non-locality, their physical foundations and some applicati-
ons to information theory. We will study the correlations between measurements carried
out in the parity states of the majorana modes that arise in Kitaev chains, looking for a

possible violation of Bell inequalities for different settings of mode zero Majoranas.

Keywords: Majorana Fermion. Entanglement. Non-locality.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Um dos conceitos que mais diferenciam a mecanica quantica de toda a fisica classica
é a nao localidade, que esta intimamente relacionada ao emaranhamento e que, apesar de
localidade dizer respeito a nao possibilidade da acao a distancia, a nao localidade quantica
também nao permite tal fendmeno, estando de acordo com a localidade relativistica.

O emaranhamento é a propriedade de alguns sistemas quanticos compostos que faz
com que as partes do sistema nao possam ser descritas de maneira separada uma da
outra, sendo entao disponivel apenas a sua descricao global, estando, portanto, o sistema
“correlacionado” mesmo que as partes estejam muito distantes entre si.

A estranheza do emaranhamento levou grandes nomes da histéria da fisica a questionar
a completude da teoria quéantica, sendo um dos maiores criticos Albert Einstein, que junto
de Boris Podolsky e Nathan Rosen publicaram um trabalho [1](Famoso até os dias de hoje
sob 0 nome “paradoxo EPR”) onde colocava em cheque a capacidade da teoria quantica
ser uma teoria completa.

Anos depois, Bell [2] reformulou as criticas de EPR denotando um carater matemético
as correlagoes possiveis entre teorias que se julgavam locais, e, com poucas hipoteses apa-
rentemente basicas, pode mostrar uma incapacidade da conciliagdo da mecanica quantica
com o conceito de realismo local.

Finalmente, em 2015, um experimento completamente livre de buracos pode mostrar
que realmente a mecanica quantica nao pode satisfazer as hipdteses levantadas por Bell,
violando uma de suas desigualdades e, com isso, passou-se a cogitar a nao localidade como
um recurso util para a informagao e computagao quantica [3], sendo hoje emaranhamento
e nao localidade fundamentais em protocolos de criptografia e teletransporte quantico.

Em uma busca por computadores quanticos que pudessem ser tolerantes a falhas,
Kitaev [4] deu inicio a uma busca pela computagao quantica topoldgica (CQT), que seria

inerentemente protegida contra ruidos locais e executaria c6digos universais sem grandes
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custos.

Para executar a computacdo de maneira topologica, era necessario a utilizagdo de
anyons (particulas em 2D que possuem uma estatistica de troca “qualquer”), sendo um
dos primeiros candidatos vidveis proposto também pelos estudos de Kitaev [5], com um
modelo de excitacoes em matéria condensada que possuem caracteristicas semelhantes
a férmions de majorana, modelo de uma cadeia unidimensional com solugao exata que
elevou a busca pela CQT a um dos principais problemas na fisica.

Dado entdao a importancia da nao localidade em protocolos de informagao quantica,
nessa dissertacdo investigamos a nao localidade em sistemas de férmions de majorana.
Sendo o principal objetivo identificar emaranhamentos em configuracoes distintas de ca-
deias de Kitaev, a fim de discutir a viabilidade desses sistemas em protocolos reais.

No capitulo 2, discutimos alguns fundamentos de mecanica quantica, além de emara-
nhamento e algumas de suas propriedades.

J& no capitulo 3, é discutido a nao localidade, suas propriedade e consequéncias.

FEm seguida, no capitulo 4 visitamos o modelo de Kitaev, discutindo as principais pro-
priedades do modelo e das excitagoes, investigando as propriedades que as fazem principais
candidatos a computagao quantica topoldgica -

Por fim, no capitulo 5, discutimos a nao localidade dos férmions de Majorana em
uma configuragdo minima de 6 majoranas que configuram 2 qubits 16gicos. Vemos con-
dig¢oes para que se detecte emaranhamento nesse sistema e calculamos a entropia de von

Neumann para as configuragoes consideradas.
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Capitulo 2

MECANICA QUANTICA

2.1 Postulados da mecanica quantica

Um dos pilares da fisica moderna, a mecanica quantica, ao lado da relatividade geral,
vem sendo verificada em laboratérios ao longo do tltimo século. Tendo sua origem com
Planck, em seu estudo sobre a radiacao de corpo negro, no qual se considera que a ener-
gia deveria ser dividida em pequenos pacotes, intitulados quanta. Essa ideia, utilizada
posteriormente por Einstein na quantizacao da radiagao que levou a explicacao do efeito
fotoelétrico.

Apesar de a compreensao moderna da mecanica quantica ser um pouco diferente dessa
que hoje chamamos de “antiga mecanica quantica”, foi exatamente essa ideia de dividir
quantidades fisicas em pacotes discretos que nos trouxe a “revolucao quéntica”.

Dentre todas as coisas intrigantes que a mecanica quantica trouxe a fisica moderna, é
exatamente sua simplicidade a que mais surpreende, sendo capaz de explicar uma quan-
tidade incontavel de fendomenos e efeitos derivados a partir de poucos postulados. Com a
intencao de ter uma rapida visao de tudo isso, introduziremos a seguir os postulados da
mecanica quantica em uma visao um pouco mais moderna, introduzindo estados, obser-
vaveis e outros conceitos de modo que a ideia de quanta de informacao possa ser derivada.

Uma das consequéncias desse pensamento ¢ a elevagao do emaranhamento de uma
simples consequéncia ou estranheza a um dos pontos centrais da teoria. A abordagem
difere um pouco daquela encontrada em livros texto tradicionais [6, 7], que consideram
ondas em caixas, ou dinamica de pacotes de onda, sendo aqui tratada uma visao um
pouco mais abstrata, em que se introduz somente os postulados e a matematica associada.
Adotaremos, pois, tal abordagem, tendo em vista que os resultados aqui apresentados sao

completamente gerais, nao sendo restritos a um sistema fisico experimental especifico.
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Postulado 1 (Vetores de estado). Todo sistema fisico fechado tem associado a si um
espaco vetorial, denominado espaco de estados. Esse espaco é dotado de produto interno
e é conhecido como espago de Hilbert (H). Um tnico estado (conhecido como estado puro)
do sistema fisico em questio € descrito por um vetor |¢) € H, que possui comprimento
unitario e é chamado de vetor de estado. Um ensemble de estados puros, que chamamos
de estado misto pode ser descrito por uma matriz densidade p, que é um operador agindo

sobre esse espaco.

Estado puro

Um estado puro é descrito, na notagao de Dirac, como |¢) (1é-se ket psi). Esse objeto
é um vetor de norma unitaria, sendo o exemplo mais simples um sistema de dois niveis,
ao qual nos referenciaremos daqui por diante como qubit. Uma diferenca fundamental
entre a mecanica quantica e classica é que o sistema quantico pode existir em uma su-
perposicao, tal como «|0) + 5]1). Em geral, se um grau de liberdade quéntico possui
d valores possiveis, ele pode ser descrito por |[¢)) = Y0, v; [1);), em um espago vetorial
H ~ C% Os nimeros complexos v; € C sdo amplitudes, sobre as quais sdo impostas a
condi¢ao de normalizagao > ; viv; = 1. O conjunto de vetores {|i;)} é chamado de base, e
pode ser utilizado para expandir qualquer vetor [¢)) como dado anteriormente escolhendo
amplitudes apropriadas.

Os kets possuem contrapartes, conhecidas como ’bras’ (¢|, que sao fungoes lineares

sob o espaco vetorial H,i. e., para todo «, 3 € C

(9] (a|0) + £[1)) = a(0]0) + B (d[1) . (2.1)

Esses objetos em si formam uma base de um espacgo vetorial diferente, H', que é o
adjunto de H. Podemos notar que a contraparte do vetor |¢)) € H é (¢| € H'. Isso nos
permite dizer que as bases sao ortonormais se (¢;|¢;) = §;;Vi, j € [1,d].

Uma funcdo 1til associada ao espaco C? ¢ o produto interno, que ¢ uma funcao C? x

C? — C, dada por

d
(wl¢) = (szwz,my ) )zgwm (22)

e a condi¢ao de normalizacao pode ser denotada por (¢|1)) = 1. Por tltimo, ressaltamos
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que os estados [1) e e |¢)) sdo estados fisicamente indistinguiveis, e a quantidade § € R

é chamada de fase global, que nao tem efeito na realidade fisica.

Estados mistos

O vetor de estado nao é a forma mais geral de se descrever um estado quantico. A
abordagem de operador densidade nos permite uma descricao de um ensemble de estados
puros, que pode ser utilizado para descrever um sistema fisico cujo estado nao é comple-
tamente conhecido. O operador densidade de um ensemble de estados {|¢),}, cada um

ocorrendo com uma probabilidade p;, é dado por

p = pil); (Yl (2.3)

e com isso a mecanica quantica pode ser completamente formulada em termos de opera-
dores densidade, sendo o estado puro um caso particular.

E possivel interpretar o operador densidade como descrevendo alguma suposta ma-
quina que cria o estado |¢), com uma probabilidade p;. Fisicamente, o estado seria algum
dos {|¢),}, porém com uma ignorancia do observador com relacao a qual 7. Entretanto,
essa interpretagao, apesar de auxiliar na abstracao, nao é completamente correta, pois,
de acordo com um teorema descoberto por Schrodinger, que pode ser encontrado em [3],

existe um nimero infinito de ensembles que podem dar origem ao mesmo operador den-

sidade.

Postulado 2 (Medidas). A medida de uma quantidade fisica em um dado sistema quan-
tico € representada por um conjunto de operadores de medida {M;} que age sob o espago
de estados em questdo. Esse conjunto de operadores corresponde a uma unica quantidade
fisica, onde o indice i diz respeito aos possiveis resultados da medida. Quando uma medida

¢ feita sob um estado misto p, o estado do sistema se torna

M;pM]

T Tr(M] M,p) (24)

Pi

com probabilidade p; = TTMZTMip. Os operadores de medida satisfazem a condi¢do
> M;Mi =1, o que leva que a soma das probabilidades € igual a 1.

Para medida sob um estado puro |1), o estado pds medida se reduz a
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M; )
(| M M;|¥)

|¢>z =

com probabilidade p; = \/ (| M M;|1)).

Uma das diferencas mais marcantes entre mecanica classica e quantica é que o observa-

(2.5)

dor assume papel central na descricao da natureza quando estamos tratando de sistemas
quanticos. Na mecanica classica, é assumido que o estado fisico do sistema é definido e
independe de estar sendo medido ou nao. Entretanto, a mecanica quantica possui uma

descricao definida de como observagoes afetam um sistema fisico.

Medidas projetivas

Nessa dissertacao, trabalharemos em sua maior parte com a forma mais simples de
medida, que é a medida de von Neumann (projetiva). Nesse caso, o observavel O possui

decomposi¢ao espectral

onde P; = |o;) (05| é o projetor sobre o espago, com autovalor o;. Os autovalores {o;} sdo
os possiveis resultados das medidas. Se o sistema se encontra inicialmente no estado puro

|1}, entdo, apds obter o resultado da medida o;, o estado é projetado sobre

Bil)

V/Di
onde p; = (Y| F;|v) é a probabilidade desse resultado ocorrer.

Toda quantidade fisica possui um operador hermitiano associado, garantindo assim
que todos os autovalores sao reais [6]. A reciproca nao é verdadeira, existem operadores
hermitianos que nao possuem observavel associado (regras de supersele¢do ditam o que
pode ou nao ser medido).

No que tange aos observaveis, um aspecto muito importante na mecénica quantica
(e fundamental nesse trabalho) é a existéncia de medidas incompativeis. Isso significa
que existem observaveis que nenhum estado pode diagonalizar simultaneamente. Esse
conceito pode ser matematizado por meio do comutador: se [A, B] = AB— BA = 0, entao
é possivel diagonalizar simultaneamente A e B, caso contrario, nao. E isso traz o principio

da incerteza. Se a ’incerteza’ em observaveis (dado uma medida em um conjunto infinito
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de sistemas igualmente preparados) é (Aa)? = (A%) — (A)* e (AB)? = (B?) — (B)” entdo

Aad3 > | (A B) |

A implicacao disso é que o sistema nao pode possuir simultaneamente valores de observa-
veis que nao comutam. Geralmente é dito que isso diz respeito a um limite fundamental a
precisao em que podemos descrever o mundo fisico: um aumento no conhecimento sobre
resultados de A decai o conhecimento sobre B. Entretanto, a afirmacao correta nao é
que nao podemos observar esses valores com precisao arbitraria e sim que o valor preciso

desses observaveis simplesmente nao existe!

Postulado 3 (Evolugao temporal). A evolugao temporal de um sistema fisico fechado,
descrito no tempo ty pela matriz densidade p(t,) € uma transformagao que depende apenas

dos tempos ty e ty, i.e., 0 estado do sistema em ty dado por pa, é

plta) = Uty ta) p(t1)U (t1, t2)". (2.7)

Para um estado puro 1) (t1), isso se reduz a

1Y) (t2) = Ulty,t2) [(t1)) - (2.8)

Equacao de Schrodinger

No caso de uma evolucao temporal unitaria continua, esse postulado pode ser um
pouco diferente, na forma de equacao de Schrodinger:
dy)

onde H é um operador hermitiano e h é a constante de Planck. Essa equagdao possui
solugao simples no caso em que H nao depende explicitamente do tempo, sendo U (ty,t5) =
e~n2=t)H  Temos assim uma correspondéncia 1 para 1 entre uma evolucao temporal
continua e uma evolugao onde o estado é descrito apenas pelos tempos t; e 5.

A quantidade H é chamada de Hamiltoniano, o qual efetivamente fornece uma des-
cricao completa do sistema em consideracao. Sua forma nao é prescrita pela mecanica

quantica sozinha; em sua formulacao a mecanica quantica define apenas o cenario no
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qual os fendmenos ocorrem, deixando os detalhes das interacoes fisicas para teorias como
Optica quantica, eletrodindmica quantica, etc. Para alguns exemplos de construcao de

hamiltonianas [8,9].

Operagoes quanticas

Evolugoes unitarias podem ser combinadas com medidas, na forma de operagoes quan-
ticas. Essas sdo transformagoes na matriz densidade p — p' = €(p) que pode ser escrita

na representacao de um operador soma

e(p) = > EwpE] (2.10)

onde Fj é um operador linear, e >, E,iEk < T (a desigualdade significa que alguma
informagao sobre o sistema foi obtido através da medigao).

Essa forma é geralmente utilizada para modelar decoeréncia (que é essencialmente a
perda de informagao sobre o quantico) quando o sistema interage com o ambiente. Nesse
contexto, o sistema em consideracao é chamado de aberto, enquanto a evolugao unitaria

é valida para sistemas fechados.

Postulado 4 (Particulas distinguiveis). Em um sistema composto de duas ou mais parti-
culas, o estado de cada parte serd representado por um vetor em um espaco apropriado; o
estado global do sistema pertence a um espago vetorial maior, dado pelo produto tensorial
dos espacos individuais. Normalmente, se um sistema consiste de n sistemas menores,

onde o sistema j € preparado no estado |¢;;) € H; (j € [1,n]), o estado global é

Vi) @ [thi2) ® ... ® |Yin) ,

que reside no espaco vetorial H1 @ Ha ® ... @ H,,.

Particulas distinguiveis e produto tensorial

O produto tensorial ¢ uma forma de juntar espagos vetoriais em um espago maior, no
qual podemos compor, além de vetores de estado, operadores. Se A for um operador que
age sobre |v1) € Hj e |vg) € Ha, entdo o efeito global é que o operador A ® B age sobre
;) ® |vg) € Hi @ Ha.
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E importante destacar que, dado um estado misto de um sistema composto, podemos
encontrar uma matriz densidade reduzida, que nos apresenta a melhor descri¢ao possivel
de um subsistema separado. Isso é feito por meio do trago parcial.

Supondo que possuimos uma matriz densidade ps4p com dois subsistemas, a melhor

informacao que o subsistema A pode ter do sistema global é dado por

pa=Trp(pan)

onde Trg denota o traco parcial sobre o subsistema B. A matriz resultante é por vezes
chamada matriz densidade reduzida de A.

Como um inverso ao trago parcial, podemos sempre “purificar” um estado misto, i.e.,
podemos encontrar um estado puro em um espacgo maior, tal que, quando o espago vetorial

extra é removido (por operagao de trago), obtemos o estado inicial misto.

Postulado 5 (Particulas indistinguiveis). Um sistema composto de vdrias particulas in-
distinguiveis deve ser um auto-estado de todos os operadores de permutacao possiveis, e
deve ser completamente simétrico ou antissimétrico sob essas operacoes. Essas sdo cha-
madas estatisticas fermionicas e bosonicas, respectivamente. Isso dd origem ao principio
da exclusao de Pauli: ndo é possivel a existéncia de dois férmions mo mesmo estado

quantico.

Particulas indistinguiveis e simetria de permutacao

No mundo cléssico, é, em principio possivel sempre distinguir entre particulas, mesmo
que seja computacionalmente impossivel de armazenar toda essa informacao. Podemos,
por exemplo, enumerar as bolinhas colocadas em uma caixa, e com isso, é sempre possivel
dizer qual bolinha estd em cada posi¢cao. Por outro lado, no mundo quantico, particulas
podem ser perfeitamente indistinguiveis, sendo impossivel caracterizar essas particulas por
qualquer operagao de medida imaginavel. Isso leva a uma impossibilidade do tratamento
via produto tensorial, a nao ser que limitemos o estado a um subespaco particular do
espago composto.

Consideraremos aqui um conjunto de N particulas localizadas nas posi¢des 71, 7, ..., T

Vamos definir um operador de permutacao F;;, que age da seguinte forma,
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Ptp(Fy, ooy By oy o) = (7L, oy T oy o Ty (2.11)

ou seja, ele troca as posicoes das particulasi e j.

Para particulas indistinguiveis, vamos impor que a funcdo de onda do estado global
seja um auto-estado desse operador, caso contrario, poderiamos utilizar esse operador
para distinguir entre as particulas. Como duas aplicagoes sucessivas desse operador deve
retornar o estado & sua configuracio inicial, P;; P;; [¢) = A [¢) = [4), e, portanto A = £1.
Esses autovalores correspondem a fungoes de onda completamente simétricos (A = +1)
onde as particulas que correspondem a esses estados sao chamadas de bodsons, devido a
Satgendranath Bose, e também a estados antissimétricos (A = —1), cujas particulas sao
chamadas férmions, nome oriundo de Enrico Fermi.

Sistemas de muitos férmions possuem, entao, uma fungao de onda da forma

Yp(F, ..., TN) = ﬁ > sign(P)Py(r)..4p(Fx)] (2.12)

PESN
onde as fungdes {1(7;)} sdo fungoes de onda de uma particula. O operador P é um
elemento do grupo de permutacao Sy, e a soma é feita sob todos os operadores. A funcao
sign(P) retorna +1 para um ntimero par de permutagoes e —1 para um nimero impar.

As fungoes bosonicas sao dadas por

(7, s e) = | LSS (7)) (2.13)

* PeSy
Uma descricdo um pouco mais conveniente desses estados é por meio da chamada
segunda quantizagao. Para isso, definimos operadores de criacdo e aniquilagao, denota-
dos por ¢! e ¢ respectivamente, que desempenham papel de adicionar ou remover uma
particula do sistema. Assim, substituimos a notacdo anterior por meio da utilizacao da
representacao via nimero de ocupacao.

Nessa linguagem, o estado de N férmions se torna

(eh)™ 10), (2.14)

=2

|TL1, ...,TLN> =

k=1

onde n; é o numero de ocupacdo do sitio ¢ (ou seja, o numero de particulas nesse

sitio). Naturalmente, pela definigdo anterior, para férmions tal valor pode apenas ser 0



2. CAP2 22

ou 1. Para bdsons, o estado equivalente é dado por

In ny) = ﬁ ()
1y Pt \/n_k'

Da definicdo desses operadores, segue que devem satisfazer as seguintes relagoes de

0). (2.15)

comutacao e anti comutacao

férmions {c;, chy = 6,5,
3= % (2.16)
bbsons :[by, blT] = O,

em ambos casos, a ocupacao do sitio é dada pelo operador numero ny, = chk (ouny = bLbk)

2.2 Emaranhamento

Definir em palavras o emaranhamento é dificil, porém, ao longo do trabalho, algumas
ideias serao levantadas, em uma tentativa de descrever nossa interpretacao do fenémeno.
O emaranhamento é uma propriedade de sistemas compostos, ou seja, em sistemas que
possuem duas ou mais partes “separadas”. Podemos, entdo, encontrar emaranhamento
entre fotons, elétrons, atomos, particulas que compoem atomos e em alguns casos, apesar
de um problema em aberto, é possivel definir emaranhamento entre diferentes graus de
liberdade de uma mesma particula (spin e momento em um atomo, basicamente a esséncia

do experimento de Stern-Gerlach).

2.2.1 Fundamentos do Emaranhamento

O caso mais simples, e mais rico em aplica¢Oes praticas nos dias de hoje é o ema-
ranhamento de um sistema bipartite, ou seja, aquele com dois componentes. Por razoes
historicas, vamos definir cada parte como Alice e Bob (A e B). Se Alice consegue descrever
seu sistema por um estado puro |a) e Bob seu sistema por outro estado puro |b), entéo,
o sistema composto pela soma das partes A e B, pode ser descrito pelo estado também
puro |a) ® |b) = |ab), onde ® representa o produto tensorial entre a e b.

O principio de superposicao diz que o espago de estados para o sistema composto é dado
pelo produto tensorial dos espacos dos subsistemas. H = H, ® Hp. Matematicamente,

podemos definir bases |a;) e |b;) dos subsistemas e escrever uma base para o sistema
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composto como |a;b;). Com isso vemos de imediato que a dimensao do espago composto
é o produto dos espacos dos subsistemas.

Utilizando tal base, podemos definir o emaranhamento. Seja H o espaco vetorial de
um sistema composto, Ha4 ® Hp, um vetor [¢) é entdo separavel se |[¢) = |a) ® |b). Caso
nao seja possivel realizar tal decomposigao, o estado [¢) é dito emaranhado.

A existéncia de estados puros que preenchem a condi¢do de emaranhamento nao é

diretamente 6bvia, o estado |¢)) pode ser escrito como

di da
) =2 aijlaiby) (2.17)

i=1 j=1
onde «;; é um parametro complexo tal que Y |a;;|* = 1 e por simplicidade, utilizamos a
notagao |a;b;) = |a;) ® |b;). Portanto, queremos encontrar um estado que pode ser escrito
como combinacao linear de produtos tensoriais dos estados de base das partes, porém que

nao pode ser escrito como produto tensorial de dois estados das respectivas partes. O

espaco de Hilbert C* é um produto tensorial de espacos C? e C2. Vamos considerar dois

estados |¢1) = a1 [0) + az|1) e [thg) = B1|0) + B2 ]1) em C?, e um estado [¢) em C*,

1) = [1) @ |1h2) = a1 By [00) 4 a1 B2 |[01) + o1 |10) + 2Bz [11) . (2.18)

Se o estado |®1) = 2(|00) + [11)) € C* fosse um estado produto, entdo terfamos que
a1 = 0 e, assim, ou a; = 0 ou fy = 0, portanto a/3; ou asfy desapareceria, o que leva
a uma contradigdo, j4 que definimos inicialmente o estado |®*) como um estado produto.
A partir da definigdo de estado emaranhado, temos que |[®*) é emaranhado, e assim foi
mostrado que o emaranhamento existe.

O estado |®T) é um estado de Bell. Existem quatro estados de Bell que sdo emara-

nhados. Sdo mutualmente ortogonais e formam uma base do espaco C*.

) = 2(00) + 1)) ) = 2(]01) + [10)
(2.19)
) = 5(100) — 1)) 1) = 5(]01) ~ [10)

Teorema 1 (Decomposicao de Schmidt). Para um estado bipartido geral |¢) € HaQHg,
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onde dimH a5 = dap existe uma decomposicao da forma

W= Nleeh), A0 v 2:20

onde d=min (da,dp). Os coeficientes positivos \; sdo chamados coeficientes de Schmidt,
e o numero de coeficientes nao nulos é conhecido como rank de Schmidt.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [?2,3,10)].

A decomposi¢ao de Schmidt é uma ferramenta extremamente poderosa no estudo da
mecanica quantica de muitos corpos, nos dando diversos resultados importantes. Fica
agora claro que tal decomposicio (|1) 4 |¢) 5 + |#) 4 [¥0) 5)/v/2 dada acima ndo pode ser
escrita como um estado produto: seu rank de Schmidt é d = 2. E fdcil perceber que
todo estado produto possui rank d = 1; o rank de Schmidt é claramente um indicador
de emaranhamento, pois, vemos diretamente da decomposicao que indicador de emara-
nhamento depende somente do coeficiente, ja que estes sdo invariantes sob uma mudanca
de base (equivalente a operagoes locais unitdrias). Temos também que as matrizes den-
sidade reduzidas dos subsistemas A e B possuem autovalores iguais, e sdao dadas por
PA = ?:1 i fi) (fil e pp = ?:1 Ailgi) (gil.

A definicao de estado separavel pode ser feita de maneira mais rigorosa considerando

estados mistos (ao invés de apenas puros), o que permite uma incerteza classica.

Definicao 1 (Estados classicamente correlacionados [3]). Seja p uma matriz densidade

de um sistema bipartite A @ B. Se o estado puder ser escrito como

p=2 Pl ®pf (2.21)

AB . ; . P .
onde Y ;c; =1 e p;"" sao operadores densidade sob H 45, entao o estado € dito classica-

mente correlacionado, ou, separdvel.

A generalizacao da defini¢ao acima para sistema com mais partes é trivial [3];

O nome “classicamente correlacionado” é facilmente justificado, pois as correlagoes
desses estados, podem ser facilmente simuladas pela criacao de um estado através do
seguinte procedimento. Vamos supor que Alice e Bob estdao em laboratérios distantes,
com seus dispositivos de preparacao de estados. Cada dispositivo prepara um sistema

fisico em um estado quéntico especifico, que depende de alguma entrada i. Agora vamos
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supor que em algum lugar exista um gerador aleatério, com saidas j com probabilidades
p;. Esse nimero é comunicado a Alice e Bob, que entao preparam seus respectivos estados.
Se interpretarmos o operador densidade como aquele que descreve nossa ignorancia sobre
o estado assim como sua realidade fisica, entao, podemos ver que a descricao geral desse
estado (considerando que nao conhecemos o resultado do gerador de niimeros aleatérios)
¢ dado pela distribuicao de probabilidade acima.

Podemos também ver que os valores esperados de dois observaveis O4 e Og sob os

respectivos subsistemas é dado por:

(0405) =tr[pO4 @ Og] = sz‘“" [pf(’)A] tr [pf@lg} : (2.22)

Assim, os resultados e as correlagoes dependem apenas do niimero gerado aleatoria-
mente, que pode ser um dispositivo puramente classico. Note que esse estado nao precisa
ser criado utilizando um dispositivo classico, porém, suas propriedades estatisticas po-
dem ser simuladas por um sistema que é puramente cliassico. O estado maximamente

correlacionado, com maior correlagao classica possivel é dado por [11]:

d
p=>_ailii) (jj| . (2.23)

ij
2.2.2 Critérios de separabilidade

Decidir quando um estado quantico (representado por um operador densidade p) é
separavel ou nao é, em geral, um grande problema matemético [12,13]. De fato, ja foi
mostrado que o problema de separabilidade é intratavel computacionalmente, ou, mais es-
pecificamente, é um problema que pertence a uma classe de complexidade NP, tornando-o
assim tao dificil quanto alguns dos problemas mais importantes na teoria da complexi-
dade [3]. A primeira vista, pode parecer um pouco desanimador tal resultado, porém,
essa intratabilidade é que da ao emaranhamento parte de seu misticismo e seu poder
computacional.

Embora nao iremos fazer uso de critérios de separabilidade nessa dissertacao, vamos
introduzir dois dos mais importantes critérios utilizados em problemas praticos na te-
oria da informacdo quantica, sendo eles, o critério de Peres-Horodecki e a definicao de

testemunha de emaranhamento.
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Defini¢ao 2 (Critério de Peres-Horodecki [14,15]). A transposta parcial de uma ma-
triz densidade de um sistema multipartido € dada tomando a transposta de somente um
subsistema. Dado uma matriz densidade bipartida p = Y, prpi ® pP de um estado com-
partilhado por Alice e Bob, a transposta parcial com respeito ao subsistema de Alice é

dada por
P =" k(pi)" @ o =D oy © ;- (2.24)
k k

Estados separdveis possuem transposta parcial positiva (p™4 > 0) pois a transposta parcial
de uma matriz densidade deve ser uma matriz densidade vdlida. Assim, a existéncia da
transposi¢ao parcial positiva (PPT) é condi¢io necessdria para o estado ser separdvel. Em

alguns casos, essa condicio é também suficiente. Isso é verdade para espacos H* @ H? ou
H? @ H?

Defini¢ao 3 (Testemunha de emaranhamento). Uma matriz densidade p é emaranhada

se, e somente se, existe um operador hermitiano W tal que
tr(Wp) <0 (2.25)

onde tr(Ws) > para todo estado separdvel p.

2.3 Quantificacao do emaranhamento

Vimos que a mecanica quantica permite a existéncia de estados nao separaveis, e tam-
bém critérios de separabilidade que dizem se um estado é emaranhado ou ndo. Entretanto,
para além da simples nao separabilidade, a prépria decomposi¢ao de Schmidt nos da uma
ideia de que estados podem conter mais emaranhamento que outros.

Se o estado geral de um sistema é tal que da origem a matrizes densidade reduzida de
ignorancia maxima (estados maximamente mistos), entao esses estados podem ser consi-
derados como tendo a quantidade maxima de emaranhamento. Os estados maximamente
emaranhados sao aqueles cujos coeficientes de Schimdt sao todos iguais a 1/d, com d

sendo a dimensao do espago de Hilbert de cada subsistema.

Definigéo 4 (Estado puro maximamente emaranhado). Um estado 1) € C?®C? é mai-
mamente emaranhado se as matrizes densidade reduzidas sio proporcionais a identidade,

i.e. o estado pode ser escrito como
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14
9y = =3 Ji)
Como oposto, estados puros separdveis possuem matrizes densidade reduzidas puras.

Quando lidamos com estados mistos, a situagao se complica um pouco, e, como vere-
mos, nao existe sequer uma medida Unica para emaranhamento de estados mistos. Mas,
visto as dificuldades que podem surgir quanto a quantificacdo do emaranhamento, vale
o questionamento quanto aos objetivos em se quantificar o emaranhamento, e, uma res-
posta direta para esse questionamento advém do inicio da teoria da informacao quantica,
quando Feynman, Deutsch e outros [?7,16] levantaram a hip6tese de o emaranhamento ser
um recurso que permite a solucao de problemas nao classicos.

Para se quantificar o emaranhamento entre duas partes, primeiramente precisamos
entender como podemos interagir com essas partes, e para isso vamos introduzir o conceito
de LOCC.

Uma manipulagao feita por alguma das partes em seu préprio sistema é chamada de
operagao local (“ nome vem da possibilidade de separar as partes espacialmente, mas
deixamos claro que essa separagdo nao é necessaria”). Através de “canais cldssicos® de
comunicacao, dois observadores, Alice e Bob, em seus respectivos laboratoérios A e B,
podem combinar uma sequéncia de operagoes locais, que pode ser uma sequéncia de
testes em uma das partes e de manipulagoes na outra parte, de forma que essa manipulagao
dependa do resultado dos testes anteriores; qualquer operagao que seja que nao envolva um
“canal quantico”, ou seja, uma interagao direta entre as partes do sistema ou a interacao
de ambas as partes com um sistema externo. Processos assim sao chamados de operacoes
locais com comunicacao classica “LOCC”.

Apesar de LOCC poder gerar correlagoes, é uma premissa que tais operagdes nao po-
dem gerar emaranhamento. Sendo entao as correlagoes explicadas por descrigoes classicas;

A operacao quantica mais geral é o mapa probabilistico

A(p)

TrA(p)’

tal que o traco ndo aumenta, e o mapa é completamente positivo. Isto é

Alp) = Y VipV; (2.26)
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onde os operadores {V;} sdo chamados operadores de Krauss. Essa operagao ocorre com
probabilidade igual a TrA(p). Se o mapa preserva o trago, entdo a probabilidade é igual
ale), ViTVi = I. Nessa situagao, o mapa ¢ chamado de canal quantico.

Com esse formalismo, operagdes locais podem ser vistas como tendo a forma A(p) =
Aa® Ap, i.e. a operacao é completamente separavel. Com isso, podemos definir operacoes

separaveis como:

Definicao 5 (Operagoes separaveis).

A(p) = >_(A; ® By)p(Al @ BY) (2.27)

onde ¥, ATA, @ BIB, =1®1

Podemos discutir também a questao sobre até que ponto um estado puro pode ser
manipulado, a qual foi discutida inicialmente por Popescu [?], que tentou encontrar es-
trategias para a conversao de estados via LOCC. Posteriormente, Nielsen [?] mostrou que
transformar um estado em outro estd diretamente relacionado aos coeficientes de Sch-
midt desses estados, concluindo que estados originais sdo mais mistos que os subsistemas
do estado desejado, i.e. o estado original é mais emaranhado. Com isso, temos uma
compreensao do que significa um estado ser mais emaranhado que outro: um estado mais
emaranhado tem mais poder, no sentido de capacidade de conversao em um ntmero maior
de estados.

E claro que em situacoes fisicas realistas (laboratério), usualmente estamos lidando
com estados mistos, e, nesse cenario, o emaranhamento pode ser considerado como “rui-
doso”, de forma que passamos a nos perguntar se o estado pode ser convertido em uma
forma de emaranhamento que ja entendemos melhor, ou que seja mais util. Em 1996,
Bennet et. al [17] mostrou que de fato é possivel destilar emaranhamento puro a partir de
estados ruidosos. Mais ou menos na mesma época, Peter Shor e Andrew Steane desenvol-
veram a correcao de erros, com objetivo de proteger a informagao quantica da decoeréncia
(que tem o efeito de transformar estados puros em estados mistos) [18,19]. Esse processo
foi relacionado posteriormente com o processo de destilagdo do emaranhamento [20].

O emaranhamento ruidoso pode sempre ser destilado? Em 1997, a familia Horodecki
mostrou [21] que todos os estados de dois quibits sdo destilaveis, entretanto, em 1998, a

mesma familia encontrou estados emaranhados que nado podem ser destilados [22]. Com
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isso, vemos que ha dois tipos de emaranhamento: o que pode e o que nao pode ser
destilado.

Estados nao destilaveis sao ditos contendo emaranhamento preso, e dao origem a inu-
meras questoes acerca da natureza fundamental do emaranhamento, mas, até que ponto
sdo uteis esses estados? Luis Mesanes mostrou que todos os estados emaranhados sao
uteis, e com isso, assim como sugerido pela familia Horodecki, podemos entender estados
emaranhados nao apenas como inseparaveis, mas sim como aqueles estados capazes de
realizar alguma tarefa nao classica.

Podemos entao utilizar a ideia de destilar o emaranhamento para tentar comparar

estados no que diz respeito ao emaranhamento.

Definigao 6 (Emaranhamento destilavel, E,;). Considere uma sequéncia de operagies
LOCC {A,} agindo sobre n pares de entrada em um estado coletivo p*", cada um em um
espago H = Ha @ Hp, que mapeia esses estados em estados A(p®") € (C*)®™ @ (C?)®™.

Vamos denotar essa operagio por P e chama-la de protocolo. Se o estado final se

aprozimar de m cdpias do estado singleto |1)~, ou seja, se a fidelidade
F (J9)®™  A(p®")) = (@~ " A=) = 1

no limite em que n — oo, entdo chamamos P de protocolo de destilagio. O emaranha-
mento destilavel é definido como o supremo sobre todos esses protocolos de ’criagdo’ de
estados singletos destilados no limite em que n — oo.

m

Ep = (p)SuppDp onde Dp= lim —

n—oo n,

Qualitativamente falando, podemos considerar essa quantidade como medindo o ni-
mero de estados singletos que podem ser “extraidos” de um determinado estado por
nimero de copias desse estado. Tudo isso no limite em que temos infinitas copias.

De maneira inversa, podemos pensar na quantidade de emaranhamento necessaria para
“criar” um estado arbitrario (em termos de estados singletos). Esse processo é chamado

de custo de emaranhamento.

Definicao 7. Dado m copias do estado singleto |1/1)®m, se queremos criar n copias de
um estado p, devemos exigir que a fidelidade no processo F (A(|1/1)®m), p®”) — 1 quando

tomado o limite de n — oo. O custo é entao definido como
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Ec(p) = SuppCp onde Cp(p) = lim m

n—oo n,

Podemos entender o custo de emaranhamento de um estado genérico p como o numero

de bits quanticos que Alice precisa enviar a Bob para que ele faca uma copia desse mesmo

estado [?].

O procedimento de destilar emaranhamento de um estado ruidoso e criar um estado
geral a partir de estados maximamente emaranhado é definido de maneira dual, mas sao
eles duas faces de um mesmo principio? Para estados bipartidos puros, os processos sao
reversiveis e Ec = Ep. Essa reversibilidade tem uma analogia interessante com o ciclo de
Carnot [?], que fica ainda mais convincente quando se reformula a mecénica quantica em
termos da informacao acessivel, e o poder de ser realizar uma tarefa nao classica.

Entretanto, de um modo geral, esses processos nao sao reversiveis, e a analogia com
a termodinamica se torna pouco rigorosa, o que se deve a existéncia de estados com
emaranhamento preso. Esses estados requerem emaranhamento para sua criacdo, mas
nenhum emaranhamento pode ser subsequentemente destilado. H&a aqui uma irreversi-
bilidade fundamental, sendo sua consequéncia mais profunda a auséncia de uma medida
tnica de emaranhamento [23,24]. Dentro da analogia termodindmica, estados com ema-
ranhamento preso podem ser considerados como banhos térmicos [25]: E necessdria uma
energia para se criar o banho, mas nenhum trabalho pode ser extraido dele.

Por outro lado, em estados puros bipartidos (onde nao existe emaranhamento preso) os
processos nao reversiveis, tendo entao que Fc = Ep, e a quantidade de emaranhamento
deve ser caracterizada por um ndmero tnico. De fato, isso é verdade [26], usando a
analogia com a termodinamica e considerando o trabalho mecéanico extraivel, pode-se
mostrar que, para um estado bipartido, as duas quantidades sao iguais a entropia de von

Neumann de um dos subsistemas.

Defini¢ao 8 (Entropia de von Neumann). A entropia de von Neumann de um estado p

com d niveis € definida como

d
S(p) — Trplogp=—>_ Nlog\ (2.28)

=1
onde {\;} sdo autovalores de p, analogamente a entropia de Shannon de uma distribuicao

X, H(X) = — > pilogp;.
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O logaritmo é tomado na base 2, que leva a interpretacao em termos do nuimero de
bits ou qubits que podem ser transmitidos utilizando canais classicos ou quanticos.

A decomposicdo de Schimdt garante que a entropia de qualquer subsistema de um
estado bipartido seja igual. Isso da origem a definicdo de ebit como uma quantidade
fundamental de emaranhamento: um subsistema de um estado bipartido maximamente
emaranhado tem entropia de von Neumann igual a 1 e, portanto, podem ser considera-
dos como unidades “fundamentais” de emaranhamento: um estado com entropia de von
Neumann S(p) exigiria que S(p) singletos fossem compartilhados entre Alice e Bob para

sua construcao via LOCC.

Medidas axiomaticas

Apesar de se mostrarem simples e com interpretacado muito direta, esses quantifica-
dores nao sdo universais, existindo, portanto, uma enorme classe de quantificadores de
emaranhamento que nao possuem uma interpretacao direta. Uma dessas classes é cha-
mada de quantificadores axiomaticos. Qualquer quantidade que se proponha a ser uma
medida de emaranhamento precisa obedecer algumas regras, que serdao apresentadas a

seguir

o Para um estado separdvel, E(p) deve ser igual a zero; (estados separdveis nao pos-

suem emaranhamento).

» Operagoes locais unitérias ndo devem alterar a quantidade E(p), ou seja, E(p) =

E(U, @ UgpUl @ UL).

e O emaranhamento nao pode ser criado por operacoes locais com comunicagao clas-
sica, portanto, E(I'rocc(p)) < E(p);
(aumentos nas correlagoes do sistema via LOCC devem ser de natureza cléssica, e,

portanto, ndo podendo gerar emaranhamento);

» Na presenca de algumas “copias” do estado em questao, a medida de emaranhamento

deve ser aditiva, E(p®") = nE(p).

Diversos quantificadores de emaranhamento sao conhecidos na literatura, sendo os
que medem a distancia entre estados um dos mais conhecidos. Por fugir do escopo do

trabalho, nos limitaremos apenas aos apresentados anteriormente, mas enfatizamos que
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inimeros outros existem e sao aplicados em distintas situagoes. Para uma revisdo com
maiores detalhes dos quantificadores de emaranhamento, o leitor interessado pode recorrer

a [27,28].

2.4 Origem do emaranhamento

Apés discutirmos os aspectos matematicos, é importante introduzir uma nogao acerca
de como o emaranhamento se manifesta, ou seja, de sua origem fisica. Uma maneira de se
produzir emaranhamento ¢ a partir da interacao direta entre dois ou mais sistemas fisicos.

Vamos inicialmente considerar um sistema de dois spins, que podem interagir de acordo
com o hamiltoniano Hy, = A\(0,®0,) onde A\ é uma constante de acoplamento, geralmente
relacionada a interacao. Vamos supor inicialmente um estado de dois spins mais geral

possivel, ou seja

(1)) = ), 1), = 5+ + =) + 1=+ + =), (229)

vamos considerar que o hamiltoniano atua por um periodo de tempo t = Z—f. Assim, o

operador de evolugao temporal é

Uy = exp (—zZaz ® az> ) (2.30)

Sendo assim

U(1)) = Uw |(t)) = 5 e [44) + €™ [+=) + e/ |—4) + ™4 |——)| . (2.31)

DO | —

Apos algumas manipulagoes, podemos reescrever o estado como

o) =L e 1, + 1) 19, (2.32)

e assim vemos que o estado final é emaranhado.
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2.5 Teletransporte

Vamos revisar brevemente nessa secdo uma das mais interessantes aplicacoes onde o
emaranhamento tem um papel fundamental como “combustivel” para o procedimento, o
teletransporte quantico.

Vamos imaginar a situagdo onde Alice deseja enviar a Bob uma mensagem do tipo
|ha) = a|04) 4+ 5 |14), ou fazer com que Bob faga uma copia do estado, |¢p) = a|0p) +
B 11p), porém Alice ndo conhece as constantes « e f3. E permito a Alice e Bob utilizarem
LOCC. Entretanto, Alice pode enviar um estado emaranhado a Bob, e utilizar tal sistema
como se segue.

Vamos supor que Alice e Bob dividam um estado emaranhado,

1
o)

onde [04/) € |14/) é um outro estado de Alice. Primeiramente, Alice realiza o produto

[Wap) = —=(|0408) + 1alp)), (2.33)

tensorial

o) = [¢a) ® [Vap) = \}5 (@]04) +£[14)) ® (10405) + [1a15))

_ \/15 [@]04) ([0408) + [Talp)) + B 14) (10405) + [1alp))],
(2.34)

onde os primeiros qubits A e A’ pertencem a Alice e B pertence a Bob. Agora, deixemos
Alice operar sobre os seus qubits utilizando um operador unitario (porta légica C-NOT),

da seguinte forma

U= ‘OAOA’> <0A’0A| + |0A1A’> <1A’0A| -+ |1A0A’> <1A'1A’ + |0A0A’> <0A’1A‘ (2.35)

com isso, ela obtém o seguinte estado

[¢1) = U [¢o) \/15 [@]04) (10408) + [1a15)) + B 1a) (1405) +[0a18))].  (2.36)

Apés isso, ela opera sobre o primeiro qubit do estado [¢1) outro operador unitéario
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chamado porta de Hadamard.

U =104) (04| +[04) (1a| 4+ [14) (0a] — [14) (14]. (2.37)

E entao ela obtém o estado,

[Y2) = Ug [1n)
= ; [(104) + [14))(|0408) + [1ar1g)) + B(04) — |1a))(|1a05) + |0415))]
- ;UOAOA’> (]|0p) + B18)) + |04lar) (a[15) + B]0B))

+[1404) (@[05) = B[15)) + [Lala) (a[15) — B[15))].

(2.38)

Se Alice realizar uma medida nos qubits que a pertence, A e A’, os possiveis resultados

entao sao:

|0A0A’ —>O{|OB +B’]_B 5

)
04lar) = a|1p) + 310B), (2.39)

)

)

) )
) )
[14047) = «|0g) — B[1B),
1ala) = a|lg) — B|0g).
onde o lado esquerdo representa o resultado das medidas de Alice, enquanto o lado direito
seria o resultado obtido no lado de Bob.

Dependendo do resultado obtido por Alice, ela pode enviar uma informagao via canais
classicos para Bob, e ele manipular seu estado de modo a obter o estado desejado. Por
exemplo, se Alice obtiver o resultado |0404/), entdo Bob nao precisa fazer nada. Por
outro lado, se ela obtiver o resultado |0414/), entdo Bob pode aplicar uma operacao do
tipo |0p) (0p| — |15) (0| de modo que ele obtenha o estado |¢p) = a|0g) + B |1p). Se
Alice obtiver algum dos outros resultados, Bob pode aplicar outras transformagoes sobre
seu sistema de modo a obter o estado desejado. Esse procedimento é entao o chamado de
teletransporte quantico. Esse resultado ja foi obtido experimentalmente diversas vezes |[].

Percebemos que, nesse protocolo, quando chega ao fim, Alice perde o estado [14).

Notamos também que nao é possivel enviar informacao mais rapida que a luz, ja que é

necessario utilizar um canal de comunicacgao classico.
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Capitulo 3

NAO LOCALIDADE

E impossivel apreciar a beleza do trabalho de Bell se ndo voltarmos um pouco mais no
tempo e apreciarmos primeiramente o argumento EPR. De fato, uma das maiores causas
de confusao a cerca do teorema de Bell se da no nao entendimento do argumento levantado
por EPR.

Bell , no primeiro pardgrafo do seu trabalho, explica brevemente o argumento EPR,
e espera que seus leitores tivessem tido um contato maior com o trabalho de Einstein e
entendesse o argumento: que a explicacao em mecéanica quantica padrao das correlagoes
EPR nao ¢ local, mas que as explicagoes fisicas locais dessas correlacoes particulares sao,
no entanto, possiveis.

De fato, fenémenos fisicos locais devem ser deterministicos, de modo que a busca pela
localidade implica, ao menos dentro da discussao levantada por EPR, em uma busca pelo
determinismo, sendo, porém, a localidade o objetivo da busca e o determinismo apenas

um meio para alcanca-la.

3.1 O argumento EPR

Essa secao tera como base dois trabalhos fundamentais, sendo eles [10, 30]

Devido a uma dificuldade de compreensao acerca do emaranhamento e suas consequén-
cias, diversos pesquisadores do inicio e meados do século passado questionavam até que
ponto a mecanica quantica seria uma descricdo do comportamento de objetos quanticos,
e quais partes seriam apenas um algoritmo matematico capaz de prever resultados em
testes.

Dentre eles, um dos principais expoentes era Einstein, que junto de Boris Podolski
e Nathan Rosen (EPR), publicaram o trabalho “Can quantum-mechanical description

of physical reality be considered complete?”, onde propunham um experimento em que
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questionavam a completeza da mecanica quantica.

Segundo EPR, temos duas questoes fundamentais para determinar o sucesso de uma
teoria fisica, sendo elas: 1) As previsdes que derivam do modelo sdo precisas, e 2) A des-
cricao dada pela teoria é completa?. Para eles, uma teoria satisfatéria deveria responder
sim as duas perguntas.

A resposta da primeira pergunta pode ser obtida a partir de verifica¢bes experimen-
tais das previsoes da teoria. No que diz respeito a segunda pergunta, a situagdo ¢ um
pouco mais delicada, tendo em vista que é preciso primeiramente definir o que significa
“completa”.

De acordo com os autores, para que uma teoria seja completa, todo elemento da
realidade deve ter uma contraparte na teoria fisica em questao. E, dentro dessa visao eles
definiram o que seria elemento de realidade.

Elemento de realidade: Se, sem perturbarmos o sistema de nenhuma forma, pu-
dermos prever com certeza (i. e. com probabilidade igual a 1) o valor de uma quantidade
fisica, entao existe um elemento da realidade fisica associado a essa grandeza.

Apesar desse critério ser apenas um dos tantos possiveis para se definir um elemento
da realidade, ele nos fornece uma maneira viavel de se definir a realidade, e, apesar de nao
ser uma condi¢ao necessaria, é ao menos suficiente, sendo compativel tanto com conceitos
de toda a fisica classica quanto com a mecéanica quantica.

O elemento da realidade é entao, segundo EPR, qualquer caracteristica fisica do sis-
tema que garante como este ird responder dada uma configuracao de medida especifica,
o que é justamente um determinismo com respeito a operacao de medida especifica

Nesse critério, observamos a visao filoséfica dos autores, que é carregada até os dias
atuais por alguns cientistas, frente ao que se entende por realidade, que hoje chamamos
de realismo local. A suposi¢ao de realismo assume que as propriedades de um corpo (por
exemplo, posi¢do ou momento), possuem uma existéncia intrinseca, que independe da ob-
servacao. Quando uma medida é feita sobre o corpo, esta apenas exprime a propriedade
que ali ja existia. Realismo local seria entao a visao onde propriedades fisicas estao local-
mente atribuidas a particula e a tinica forma de modifica-las seria intervindo diretamente

no sistema fisico em questao.
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O experimento EPR-Bohm

O experimento inicialmente proposto por EPR envolvia um par de particulas com
momento linear total nulo, e caracterizava-se pelas medidas sobre momento e posicao
dessas particulas. Por tratar-se de uma configuracao com varidveis continuas, por vezes
torna-se dificil apreciar todos os detalhes do argumento. Sendo assim, vamos discutir
o experimento proposto por Bohm, que é completamente andlogo ao experimento EPR,
porém, utilizando as medidas de spin.

Vamos considerar um sistema composto por dois qubits com spin total nulo, cujo

estado quantico pode ser dado por um estado puro

_ 10alp) — [1408)

¥) _

(3.1)

em que {|0),[1)} sdo auto-estados de spin na dire¢do 2 (S, = Zo.). Vamos supor que
em uma das particulas, que denotaremos por A, seja feita uma medida de um observavel

arbitrario O e, em seguida, é feita uma medida desse mesmo observavel sob a particula

B.

O = coMy + c1 My = ¢o |v) (v] + ¢1 |w) (w], (3.2)

onde My e M; sao POVMs e cog,c; € R e (vJw) = 0;;. Assim, podemos escrever dois
operadores, que sao definidos no espago de estados do sistema composto. Temos que a
medicao do operador O no subsistema A ¢ dado pela medicdo do operador O4 no sistema,

composto (de maneira andloga definimos a atua¢do no subsistema B)

0=0%1
(3.3)
O =12 0.

Precisamos agora avaliar as probabilidades de se obter os resultados ¢y e ¢y, e isso pode
ser feito de maneira mais direta se reescrevermos nosso estado em termos da base formada
pelos autovetores do operador O. Os Auto-estados de S, escritos na base {|v),|w)},

utilizando a representacao via esfera de Bloch [3] sao
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0) = cos (g) o) + esen (g) ) 5

1) = sen (5 ) 10} = ecos 3 ) )

Realizando uma mudanca no estado que tinhamos inicialmente, obtemos

_ lvw) — |wo)

9) =

(3.5)

Assim, é facil ver que se efetuarmos uma medida de O4, a probabilidade de se obter
o resultado ¢y é igual a 1/2, sendo o estado apds essa medida dado por |¢) = |vw).
Realizando apds isto, a medicdo de OF, o resultado ¢; é obtido com probabilidade igual
a l.

Voltando a medida de O* no estado 3.1, temos uma probabilidade de 1/2 de se obter
o resultado ¢;. Ao se obter esse resultado, o estado do sistema passaria entdo a ser
[9) = |wv), e, medindo-se OF obterfamos com probabilidade igual a 1 o resultado co.

Os resultados explicitados acima caracterizam uma importante propriedade do estado
singleto. Medidas de um mesmo observavel em cada uma das partes do sistema composto,
sempre terao como resultado uma anti-correlagao perfeita.

Supondo agora que as partes A e B sao levadas a locais distantes um do outro, com
o intuito de que estas nado mais possam interagir entre si( visto que a separacao espa-
cial funciona como um “isolante” a interagoes). Sendo assim, qualquer interferéncia no
subsistema A nao pode influenciar de maneira nenhuma o subsistema B e vice versa.

Sabendo que o sistema se encontra no estado singleto, é possivel determinar, a partir
de uma medida de O4, o resultado da medicdo de OF com probabilidade igual a 1, sem
que qualquer interacao seja feita no subsistema B. Da mesma forma, se definirmos um
segundo observavel P (que nao comuta com O), e o avaliarmos sob o subsistema B com
P8, é possivel determinar o resultado de uma medida de P4 com probabilidade igual
a 1, mesmo que nenhuma interferéncia seja feita sobre o subsistema A. Sendo assim, de
acordo com o critério EPR, tanto OF e P4 sao elementos da realidade, sendo propriedades
intrinsecas dos subsistemas B e A, tendo entdo uma realidade que independe das medic¢oes
nos sistemas A e B.

E sabido, a partir do principio da incerteza de Heisenberg [6,10], que para um par

de observaveis que nao comutam entre si, é impossivel se descrever um estado que seja
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auto-estado de ambos os operadores simultaneamente, e, portanto, onde os resultados
dos observaveis nao podem ser simultaneamente determinados. Partindo entao da argu-
mentacao EPR e dessa impossibilidade, segue que ou a descricao da natureza dada pela
mecanica quantica nao é completa ou que ambas as quantidades acima descritas nao po-
dem ter realidade simultanea, ou seja, nao correspondem simultaneamente a elementos
da realidade.

Se supormos que a mecanica quantica é uma teoria completa, no qual o estado singleto
a melhor descricao possivel do sistema acima considerado, entdao temos que considerar de
imediato que os observaveis O e P nao podem ter realidade simultanea. No entanto, apesar
de que mesmo considerando que [O, P] # 0, sempre teremos [(’)A, PpB } = 0, e sendo assim,
é sempre possivel obter os resultados das medicoes de O4 e PP simultaneamente.

Nos valendo disso e da conclusdo anterior onde afirmamos que OF e P4 sdo elementos
da realidade, podemos afirmar que tanto O e P4 quanto OF e PP sdo elementos da
realidade. Partindo entdo dessa conclusao, EPR afirmou que a suposicdo feita sobre
a completeza da mecanica quantica estava incorreta, i. e., a mecanica quantica nao é
uma teoria completa. Sendo entdo a mecanica quantica ndo completa, deveria a teoria
ser generalizada, de forma que variaveis “ocultas” deveriam surgir para possivelmente

completar a teoria.

3.2 Probabilidades conjuntas e marginais

Precisamos também, para caracterizar um experimento de correlagoes, definir o que
sao as probabilidades descritas pelo experimento. Vamos supor uma situagdo onde em
algum lugar um par de particulas é criado e enviado a dois observadores distintos, Alice
e Bob, assim que recebem suas particulas, esses experimentadores devem escolher, dentro
de um conjunto de possiveis testes, quais medicoes realizar.

Alice dispoe de um conjunto () 4 de possiveis medidas, e opta pela medida x. Enquanto
Bob escolhe a medida y dentro do seu conjunto @),. Cada uma das possiveis medidas
possui um conjunto de resultados possiveis, sendo R, o conjunto de Alice e R, o conjunto
de Bob. Cada elemento do conjunto de possiveis resultados sao descritos por a para Alice
e b para Bob.

Entao, a melhor maneira de se descrever o experimento conjunto é caracterizado pelas
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probabilidades conjuntas de se obter os possiveis resultados a e b, quando sédo realizadas

as medidas x e y. Denotaremos essas medidas por pg p|a,y-

3.3 Correlacoes

Como vimos anteriormente, o argumento EPR é construido sobre a visao de um expe-
rimento mental onde sdo obtidas correlacoes entre valores obtidos em testes feitos sobre
partes distintas de um sistema quantico. Para melhor compreender esse tipo de experi-
mento, vamos primeiramente introduzir alguns conceitos importantes para a sequéncia do
raciocinio.

Comecamos pois, com a descri¢ao do que é conhecido como cenario de Bell, que nada
mais é do que um experimento mental onde particulas sao preparadas em um local, que
chamaremos de fonte, e enviadas a locais distintos para serem testadas uma a uma. Em
cada local onde chegam as particulas, um experimentador nesse local deve executar um
teste, de um conjunto de observaveis possiveis nessa particula, onde cada teste possui um
conjunto de possiveis saidas (resultados).

Podemos entao caracterizar um cendrio de Bell a partir desses trés valores: 1) Nimero
de partes; 2) ntiimero de possiveis testes em cada parte e 3) nimero de possiveis resultados
de cada teste possivel em cada uma das partes. Vamos, ao longo dessa dissertacao,
manter nossa atengao ao cendrio (2,2,2) (exemplificado na figura 3.1), que consiste em
duas partes distintas que sdo enviadas a dois laboratorios L, que é comandado por Alice
e Lp, utilizado por Bob, onde cada parte pode escolher entre dois observaveis e cada
observavel possui duas saidas possiveis (mas manteremos as devidas generalizagoes a todos
os cendrios de Bell onde for preciso).

Uma primeira condicao fundamental que consideraremos é a de nao sinalizacdo, que
visa garantir que nenhum sinal seja emitido por uma das partes, Alice, por exemplo, e
recebido por Bob, antes dele efetuar o teste na particula por ele recebida.

Podemos formalizar essa condi¢ao com a linguagem apropriada da relatividade espe-
cial. Vamos aqui considerar um evento como sendo uma regiao do espago-tempo, na qual
o processo de medida das partes acontece como mostrado na figura 3.2. Vamos definir
como M 4 o evento de medigdo que ocorre no laboratério L4, de Alice, que tem inicio no

momento em que Alice escolhe qual medida x ira realizar, e tem fim quando o resultado
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Figura 3.1: Cenério de Bell (2,2,2), onde uma fonte F prepara e distribui a dois laboraté-
rios L4 e Lp, que podem escolher cada um entre duas medidas possiveis, e cada medida
escolhida tem como saida dois possiveis resultados.

a é obtido. De maneira equivalente, o evento Mp ocorre no laboratério Ly, tem inicio
quando Bob escolhe qual medida y ird realizar e termina com a obten¢ao do resultado
b. Dizemos entao que M4 e Mp tem uma separagao tipo espaco se nenhum sinal possa
ser enviado entre eles em velocidade nao superior a da luz. Para que isso seja valido, é
necessario apenas que M 4 nao intersecte o cone de luz de Mg e vice versa. Essa condi¢ao
impoe certas restrigoes as probabilidades que descrevem o experimento.

Para entender essa afirmacao, podemos considerar um experimento onde um conjunto
de pares de particulas sao preparados na fonte e enviadas simultaneamente a dois ob-
servadores com uma separacao tipo espaco, e, ao chegar nos laboratérios, Alice e Bob
executam suas medidas (z e y) em todas as particulas também simultaneamente e ano-
tam os resultados, de onde podem inferir suas distribuigoes estatisticas. No limite em que
esse conjunto se torna muito grande, a distribuicao estatistica torna-se uma distribuicao
de Probabilidade que descreve o experimento.

Alice e Bob dispoem, entao, das suas probabilidades marginais. Se a distribuicao mar-
ginal de Alice dependesse, por exemplo, da medida que Bob escolheu efetuar, ela poderia,
através da sua distribuicao, obter informacao sobre o observavel y e, sendo assim, Bob
poderia enviar uma mensagem a Alice somente escolhendo sua medida. Como definimos
que os eventos de medida ocorrem em uma separagao tipo espaco, esse envio de informa-
¢ao teria acontecido em uma velocidade superior a velocidade da luz. Queremos evitar

que isso possa acontecer, entao deve valer a seguinte condi¢ao de nao sinalizagao,
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Figura 3.2: Diagrama espaco tempo dos eventos de medigao de Alice e Bob

Zpa,er,y = Zpa,b|x,y’ = Dalz va; z,y, y,u
’ b (3.6)
Zpa,b\x,y = Zpa,bb:’,y = Dbly Vb7 x, wla Y.

a a

Nao ¢é apenas por meio de sinalizacao que um evento de medi¢ao pode ter influéncia
sobre outro, mesmo que espacialmente separado. A nao sinalizacdo nada diz a respeito
de influéncias nao-locais que, caso nao sejam detectadas nas probabilidades marginais,
podem intervir instantaneamente no sistema.

Vamos aqui definir influéncia como sendo uma relagao causal entre os eventos, ou seja,
existe uma causa associada a medi¢ao de Alice que leva a um efeito na medicao feita por
Bob. A causalidade local diz que, para que se estabeleca uma relagdo causal entre os
dois eventos, é necessario que qualquer informacao transmitida entre eles seja em uma
velocidade de no maximo a velocidade da luz.

A hipdtese de causalidade local ndao garante necessariamente que os eventos de medida
de Alice e Bob sejam independentes. Os eventos sao correlacionados caso as probabili-
dades conjuntas pq (., que descrevem o experimento total nao seja igual ao produto das

probabilidades marginais
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DPab|z,y % Pa|zPblys (37)

ou seja, medir x e obter o resultado a e medir y e obter o resultado b nao sao independentes.

Nada de quéntico (muito menos de mistico) existe aqui, isso decorre apenas de uma
constatacao observada em sistemas correlacionados, e, assumindo a causalidade local,
todas as correlagbes existentes entre os dois eventos My e Mp tem uma origem no
passado comum entre os eventos.

Formalizando essa ideia, vamos supor um modelo tedrico no qual, dado uma colecao
de varidveis A, é possivel calcular a probabilidade p, )., de se obter os resultados a e b nas
medigoes x e y. Consideraremos aqui que \ represente todas as variaveis que poderiam ser
causas locais de ambos os eventos de medi¢ao. Nao faremos nenhuma suposicao quanto
a natureza desta variavel. Vamos entao supor que essa nossa teoria assume a hipotese
de causalidade local, que, por simplicidade, chamaremos apenas de local. Entao, sendo
fixadas as varidaveis A, nenhum outro fator poderia correlacionar os eventos M4 e Mgp,

que agora se tornam independentes, ou seja

Paplz,y = Palz, \Pbly,\- (38)

Caso estejamos de posse das probabilidades pq, ., ¢ desejamos saber se as correlagoes
que elas descrevem admitem uma interpretacao causal, é necessario que nenhuma teoria
seja descartada a priori, devendo pois considerar inclusive aquelas em que A representa
variaveis que nao sao descritas por nenhuma teoria atual, podendo ser A\ inacessivel por
refinamento experimental ou descritas apenas por teorias mais gerais, ainda nao desco-
bertas.

Na falta de conhecimento sobre essas variaveis “ocultas”, a melhor forma de se des-

crever o experimento é pela média de seus valores, sendo assim, temos

Pablzy = AdAQApa\x,Apb|y,A7 (39)

onde ¢, é uma distribuicao da variavel A em um conjunto I'. Diremos entao que sao
correlagoes locais todas aquelas que puderem ser escritas sobre a forma 3.9, e, nessa

situagao, as correlacoes obtidas sao fruto da ignorancia a respeito da existéncia da variavel

A
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Com o intuito de melhor esclarecer os aspectos acima levantados, pensaremos pois, em
um exemplo, que consiste em duas moedas magnéticas onde pretendemos realizar medidas
de cara ou coroa em repetidos testes. Essas moedas serao medidas por dois observadores
que desconhecem as caracteristicas das moedas, podendo apenas verificar qual face se
encontra pra cima e anotar seu resultado separadamente. Se supormos que os momentos
magnéticos sao grandes, entao, quando as moedas sao langadas préximas uma a outra, é
de se esperar que em praticamente todos os testes as moedas caiam com a mesma face
para cima.

Com base no formalismo apresentado acima, podemos descrever os resultados dos
teste como saidas (0,1) = (cara,coroa) e, se questionarmos os observadores acerca das
probabilidades de se medir “cara”, cada um o faria por meio de suas probabilidades

o resultado de Alice, enquanto que pojy, ~ 16 resultado de

marginais, sendo pojz, ~ 5

Bob.

1
2

Ao comparar os resultados, eles descobririam que a probabilidade conjunta de se obter
cara ¢ dada por poojz .,y %, que é diferente do produto das probabilidades individuais,
Po0jzaws 7 Polzalolyss Mostrando entao que existe uma correlacao entre os resultados
obtidos.

Aos observadores cabe entdo tentar obter informacao sobre o modelo que rege as
correlagoes por eles encontradas introduzindo variaveis a eles “ocultas”, A\p e assim con-
seguiriam descrever as probabilidades conjuntas por meio das probabilidades marginais.
A variavel oculta aqui (que sabemos ser o campo magnético), ao ser introduzido quebra
a dependéncia estatistica, pois dado um ima imerso em um campo magnético, pode-
mos saber sua orientacao, e isso seria observado por meio de Ap, que leva a poojz,y; =
Pojz 4, g POlyp, g — %

Como veremos, isso nao poderia ser feito caso considerassemos correlacdes entre dois
momentos magnéticos intrinsecos a particulas, o spin. Nesse caso, as correlacoes nao
podem ser descritas por meio de um modelo realista local, como veremos a seguir. Isso é

devido a diferengas fundamentais entre os conjuntos de correlagoes locais e quanticos.
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3.4 Desigualdade de Bell

Nos anos que sucederam o artigo EPR, inimeras discussoes foram levantadas acerca
da possibilidade da generalizagao da mecanica quantica por uma teoria por meio de va-
riaveis ocultas que a tornaria local. Um dos primeiros a caminharem nesse sentido foi
Von Neumann, em 1932, que apresentou uma demonstracao da impossibilidade da com-
plementagiao da mecénica quantica por meio de varidveis ocultas em [31] traduzido para
o inglés em 1955 [32].

Ja em 1952, David Bohm prop6s uma nova interpretacao da mecanica quantica onde
introduzia de maneira bastante intuitiva um certo tipo de variaveis ocultas que podem
descrever sistemas quanticos de maneira similar a sistemas classicos [33,34].

Uma década apoés o trabalho de Bohm, John Bell encontrou uma hipétese nao explicita
na demonstragao de von Neumann que invalidava sua demonstracao [2]. O mesmo John
Bell, seguindo um caminho um pouco diferente foi quem encontrou uma argumentacao
concreta, que vem se mostrando cada vez mais véalida: Bell deixou de lado os aspectos
contraditoérios encontrados em discussoes anteriores e buscou estabelecer condi¢oes que as
estatisticas dos resultados deveriam satisfazer para que pudessem ser explicadas por um
modelo de variaveis ocultas, e fosse realista local.

Para compreender o que foi feito por Bell, partiremos de um exemplo que se consiste
em um cenario de Bell onde a fonte prepara um par de particulas emaranhadas e as envia
a Alice e Bob, onde estes podem escolher entre trés observaveis possiveis com duas saidas
possiveis em cada observavel (£1).

Como primeira hipétese sobre o experimento, consideraremos que existe liberdade de
escolher entre os possiveis observaveis por cada uma das partes. Consideraremos também
a existéncia de um conjunto de variaveis ocultas, que dizem como cada particula deve se
comportar quando cada medida for escolhida, e, com isso, temos a condi¢ao de realismo
local, dizendo que os valores observados pré-existem, e sdo apenas revelados quando o
observador atua sobre o estado.

Outra consideracgao a ser feita é sobre a localidade das medidas, com intuito de garantir
que as medidas sao feitas localmente por cada observador, nao havendo interacao entre as
particulas (ou seja, ndo ha envio de informagao), e, por tltimo, tomaremos como hipdtese
que as correlagoes obtidas entre as estatisticas do experimento podem ser descritas por

um modelo de variaveis ocultas.
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Temos caracterizado, entao, o cendrio de varidaveis ocultas locais, onde cada particula
sabe exatamente o que fazer quando encontrar pela frente alguma das medidas possi-
veis, como se existisse algum tipo de manual de instrugao, sendo entao essa a causa das
correlagoes.

Feitas todas as condicoes acima, cada particula individualmente recebe um “manual

de instrugao” que pode ser traduzido como a tabela 3.1, onde cada linha representa uma

preparacao possivel

QO | O U | W N[ —
+
—_
I
—_
I
—_

Tabela 3.1: Tabela com todos os estados e suas possiveis saidas dada uma configuragao
realista local

Por exemplo, a primeira instrugao informa para a particula que, naquele estado espe-
cifico, ela deve retornar +1 para qualquer que seja o teste que foi submetida (X, Y ou Z).
A segunda linha, que representa uma segunda instrucao possivel ao estado, diz que deve
retornar +1 para os observaveis X e Y, e —1 para a medida de Z, e assim por diante.

Analisando a situacao especifica onde temos um par de particulas que sdo prepara-
das juntas e recebem as mesmas instrugoes, caso sejam efetuadas medidas do mesmo
observavel nas duas partes, teremos coincidéncia de resultados em 100% das vezes.

Uma situacao mais interessante surge quando cada operador mede um observavel dis-
tinto. Vamos entao encontrar trés combinacoes possiveis, pois estamos interessados ape-
nas na correlagdo dos resultados, e para tal, ndo faz diferenca qual operador mediu qual
observavel. Os resultados possiveis para a situacdo de um par que recebeu instrugoes
iguais, que sera testado em observaveis distintos serao listados na tabela 3.2, que diz se
os resultados dos testes sao iguais (I) ou diferentes (D).

Avaliando a tabela 3.2, podemos perceber que quando Alice e Bob optam por medir
observaveis distintos, eles encontrardo uma correspondéncia de resultados em ao menos &

3
das vezes, independe da distribui¢ao de probabilidade da preparacao p.
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Com base nisso, concluimos que um modelo deterministico causal para o experimento
aqui apresentado deve exibir coincidéncia em 1/3 das situagoes. Podemos traduzir isso
dizendo que o modelo de variaveis ocultas impoe um limite inferior sobre as probabilidades

de se obter resultados iguais, p; > %

-1 XeY|ZeY | XeZ
1 I I I
2 I D D
3 D D I
4 D I D
5 D I D
6 D D I
7 1 D D
8 1 I I

Tabela 3.2: Medidas de Alice e Bob em estados igualmente preparados onde I representa
resultados iguais e D resultados distintos. Podemos ver que quando preparados iguais,
qualquer estado fornece resultados iguais pra medidas distintas em ao menos 1 das 3
configuragoes possiveis.

Agora que encontramos um limite que deve ser satisfeitos por experimentos de cor-
relacao, em um modelo realista causal como descrito acima, podemos considerar uma
situagao onde os sistemas sao quanticos, e a preparacao ¢ feita por meio de um estado

emaranhado, como, por exemplo, o estado |®~)

) = (1) — J00)), (310)

para uma melhor visualizacao, podemos supor que o experimento é do tipo Stern-Gerlach
(caso ndo se recorde, o leitor pode encontrar uma excelente descrigdo do experimento de
Stern-Gerlach em [6]). Sendo assim, trataremos os operadores X, Y e Z como operadores
de spin S;, S, e S,.

Como queremos avaliar a situacdo em que Alice e Bob efetuam medidas distintas,
vamos efetuar uma rotacado em uma das partes do estado 3.10, que representara duas
medidas defasadas por um angulo 6. Matematicamente, essa operacao pode ser escrita
como M =1® R(f), onde I é a matriz identidade, que mantém o primeiro subsistema sem

alteragdo e R(f) é uma rotagao, que gira o segundo subsistema por um angulo 6, portanto
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@) = M |o7)

_ (1o R(O)) (
1

111) — |00>>
\/§

[11) ® (cosh |1) + send |0)) — |0) @ (—send |1) + cosb |0))]

2
= — [cosf |11) + send |10) + send |01) — cosb |00)] .

V2

Nos lembrando a interpretagao de Born, onde os coeficientes no estado representam

-5

amplitudes de probabilidade, é facil perceber que a probabilidade de obter resultados

iguais, ou seja, a probabilidade de encontrar os estados |11) ou |00) é dada por

Pr = P11 + Poo

B <0059>2 n (—0059>2
V2 V2 (3.11)
cos*0 N cos*0
2 2

= cos?#,

com isso vemos que a probabilidade de se obter resultados iguais no experimento com
estados quénticos esta no intervalo [0,1].

Podemos olhar para o caso especifico de § = 120°, a probabilidade de se obter os
resultados iguais é p; = cos?(120) = i < % Com isso, encontramos que, em um caso
particular, a mecanica quantica é capaz de violar um limite realista local para variaveis
ocultas.

Apesar do exemplo anterior ser bastante simples, ele contém toda a esséncia do teorema
de Bell, e foi com uma andlise similar a esta que levou Bell a resposta para o argumento
EPR que é a mais valida até hoje: A mecanica quantica nao pode ser descrita nem
generalizada por nenhum modelo de varidveis ocultas locais. Bell concluiu que a suposta
contradicao advém da inviabilidade das hipdéteses ao caso quantico, ou seja, a noc¢ao

aparentemente valida do realismo local classico provavelmente nao se aplica a mecéanica

quantica, e, portanto, a mecanica quantica é uma teoria nao local.

3.4.1 Desigualdade CHSH

A discussao apresentada anteriormente, apesar de muito rica, carece de um viés mais

formal que se generaliza a qualquer experimento quantico de duas partes, além disso,
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existe uma restricdo que diz como cada medida deve ser feita. Trataremos agora da
desigualdade de Bell mais conhecida, que trata do mesmo cendrio (222), porém sem
nenhuma consideracao acerca do experimento ou do tipo de preparacao.

Essa desigualdade, devido a John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony e Richard
Holt, conhecida por desigualdade CHSH [35] sera apresentada aqui de maneira breve e
até simplista, com uma demonstracao um pouco mais geral que a originalmente proposta,
onde é possivel trabalhar com qualquer observavel que seja limitado. Todos os detalhes
dessa demonstragao podem ser encontrados em [36].

Comecaremos novamente supondo que pares de particulas sdo enviadas a dois labora-
torios distintos, separados espacialmente, que continuaremos tratando como Alice e Bob.

Ao receberem suas partes eles podem escolher qual medida irdao efetuar, sendo A e A’
os possiveis observaveis de Alice e B e B’ os de Bob. Apds uma quantidade significativa de
repeticoes, podemos entao calcular as probabilidades conjuntas de resultados, que, como
vimos, ¢ dada por pgpa,B-

Reafirmamos que essa probabilidade geralmente nao pode ser fatorada em um pro-
duto das probabilidades individuais (que seria uma dependéncia entre os resultados de
cada laboratério). Portanto, vamos tentar construir um modelo onde as probabilidades
conjuntas possam ser fatoradas, nos valendo das variaveis ocultas .

A hipétese de determinismo nos garante que os resultados obtidos em um laboratorio,
ou seja, as probabilidades marginais, podem até depender da configuracdo experimental
montada, incluindo toda a preparacao dos estados e observaveis, porém nao podem depen-
der dos resultados obtidos pelo outro observador, ou seja, a = a(A, B, \) e b=b(A, B, \),
e, portanto, as probabilidades marginais sao descritas por p,ja,s,x-

A condicao de localidade impoe uma segunda condigao, que é a independéncia dos
resultados obtidos por um observador com respeito as decisdes tomadas pelo outro, ou
seja Paja,Bx = Paja,x- Nao nos esquecendo de considerar o livre arbitrio tanto de Alice

quanto de Bob, podemos entao escrever

Pab|A,B,\ = Da| AP BA- (3.12)

Se tomarmos agora a distribui¢do da variavel oculta A, encontramos a distribui¢ao de

probabilidade efetivamente medida
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Dab|A,B = /Fd)\QApa\A,)\pMB,)\- (3.13)

Um outro componente importante na construcao da desigualdade CHSH é o calculo

dos valores esperados dos observaveis em questao, que sao dados por:

(A® B) = / dadb abpa a5

= /d)\fp\ (/ dapaA,Aa> (/ dbpbBM\b) (3.14)
= [ax(4),B),.

Tomando entao todos os observéaveis disponiveis {A, A, B, B'}, vamos definir a seguinte

quantidade,

S={A®B)+(A® B+ (A @ B) — (A ® B)| (3.15)

utilizando a relacao 3.14, temos

S = /quA(<A®B>+<A®B’>+(A'®B>—<A'®B>>’

= /d/\CIA (AN ((B)y +(B))) + (A), ((B)y — (B),) (3.16)
g = / dAgrSy
da desigualdade triangular, temos
'/dqusA =s< [Qals).  ow
(3.17)

1Sl < [{A) L ((B)y + (B),))) + (A, ((B)y — (Bl

Consideraremos agora um observavel genérico O com autovalores o sendo a tnica
restricao a de possuir o espectro limitado, ou seja, 0min < 0 < O Entao, o valor

esperado desse operador deve também ser limitado,

<O>/\ < /d0p0|0,)\0mam = Omazx
(3.18)

<O>>\ Z /d0p0|0,>\0min = Omin,
ou seja, | (O), | <o, onde 0 = maz{|omin|, Omaz }-
Considerando entdao que o conjunto de operadores {A, A, B, B’} é também limitado,

temos



3. CAP3 51

S5 < max{@, d'} [|(B), + (BY),| + [(B), — (B), ] (3.19)

onde @ e @’ sdao os limites dos observaveis A e A’ No que diz respeito aos termos entre
colchetes, podemos tratar da seguinte forma: definimos @ = |z +y| + | — y| > 0, onde
{z,y} € R.

Por manipulagio algébrica, temos que o = 2(x? + y? + |22 — y?|) = dmazx{z? y*}, o

que implica que o = 2max{|z|,|y|}. Substituindo entao na desigualdade acima, temos

1S\ < 2max{a, a’}max{b,v'}. (3.20)
Como,
S < /d)\q/\|5>\|
temos que,
S < 2max{a,a' }maz{b,b'} (3.21)

que, quando aplicado ao caso considerado inicialmente por CHSH, (onde os observéveis

tinham autovalores {+1, —1}), obtemos o mesmo resultado, |S| < 2.

Teorema de Gisin

Com base nisso, Ginsin demonstrou um importante resultado, que nos sera tutil pos-
teriormente [37]. Nesse trabalho, ele mostra que todo estado bipartido emaranhado gera
correlagoes que violam uma desigualdade de Bell para algum conjunto de observaveis.

Vamos considerar entdao um estado puro emaranhado bipartido, ou seja, 1) # |u)® |v).

Pela decomposicao de Schimidt, esse estado pode ser escrito como

) = ZCi i) @ [v;) (3.22)
com ¢; € R. Como o estado, por hipétese, é emaranhado, temos que ao menos ¢y, co # 0.

[y) = c1|ur) @ [v1) + ¢z Jug) ® |vg)
) = cilus) @ |vs)

i>2

(3.23)

entdo, [¢) = [1;) + |¢1). Podemos ver que o estado [¢;) é um estado de dois qubits.
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Vamos supor que a esse qubit seja aplicado uma transformacao local da forma U,®Up,
que, por ser local, ndo altera propriedades fisicas do estado global. Consideraremos que

essa transformacao torne o estado em

) = 1 [01) + ¢ [10). (3.24)

Vamos definir, entao, dois operadores A, e B, tal que, A, =a,-d e A, = b, -7, com

ia, by € R? € |dy| = |by| = 1. Definimos entdo,

a, = (sen(ay),0,cos(a,)) (3.25)

by = (Sen(’yy)a Oa COS(VZU))
com g = 0 e a; = %1, onde o sinal é definido como sendo o contrario de ¢cy. Definiremos
agora,

Bensn = Ao ® By + Ao @ Br + A1 ® By — A1 ® By (3.26)

assim temos que S = (Bopsy) = Bomsu. Portanto,

Bousy = cosyy — cosy1 + 2(c1e2)(sinyg + siny), (3.27)

’ /s _1 . .
e esse valor é maximo para cosyy = — cosy; = (1+4|cica|?) 72 onde sinvyy > 0, siny; > 0,

e, portanto,

Bersa = 24/1 + 4fcica? (3.28)

e podemos perceber que esse valor é estritamente maior que 2 para quaisquer c¢; e co
diferentes de zero, ou seja, para todo [¢)) emaranhado.

Uma importante consideracao a ser feita aqui é que as medidas escolhidas para que
haja uma violacao da desigualdade CHSH dependem do estado em questao e de seus
coeficientes de decomposi¢ao. Diferentes estados irdo exigir um conjunto diferente de
observaveis para a verificacdo de uma possivel violacdo. Isso serd importante no capitulo
5.

Se consideramos, por exemplo, ¢; = % e Ccy = —%, encontramos Sepsy = 2v/2.
Um resultado devido a Boris Tsirelson mostra que essa ¢ a maior violagao possivel para

qualquer sistema quantico.
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3.5 Conjuntos de correlacoes e politopos

Vimos até aqui como se deu a construcao das desigualdades de Bell, desde o argumento
EPR até a construcao da desigualdade mais geral para o caso de dois observaveis em um
sistema bipartido.

Vamos introduzir brevemente uma maneira diferente e mais moderna que combina um
pouco de tudo que foi feito ao longo do capitulo, e ajuda a visualizar as desigualdades de
Bell de maneira geométrica.

No cenério (2,2,2), as correlagdes que existem entre os possiveis eventos podem ser
descritas como um vetor de 16 componentes cujas componentes sao exatamente cada uma
das probabilidades p, pjz,. Com isso, percebemos que o espaco associado as correlagoes

nesse cenario vivem em uma dimensao d < 16. Esse vetor deve satisfazer as seguintes

condicoes
Positividade : popjzy >0 V a,b,x,y, (3.29)
e
Normalizacao : >  papley =1 V 2, 4. (3.30)
a,b

As condigoes de normalizagdo impdem 4 restrigoes ao conjunto das correlagoes, limi-
tando entdao a dimensao do espaco, sendo, portanto, o conjunto das correlagbes um ente
que vive em R'?. Chamaremos esse conjunto de P.

A soma convexa de vetores de probabilidade é também um vetor de probabilidade,
portanto podemos dizer que o conjunto de correlagdes é um conjunto convexo. Dado um
conjunto, dizemos que os pontos extremais desse conjunto sdo aqueles que nao podem ser
escritos como combinacao convexa dos outros. Esses pontos sao pontos deterministicos,
i.e, pontos de probabilidade 0 ou 1. Qualquer conjunto convexo que contém um nimero
finito de pontos extremais é conhecido como politopo convexo, e, com isso, dizemos que

o conjunto P é um politopo convexo de dimensao 12.

Correlagoes nao sinalizadoras

Considerando a condicao de nao sinaliza¢ao 3.6, vamos denotar todos os comporta-
mentos Papjsy que a satisfazem por N'S, e, com isso, podemos definir um conjunto que

restringe o espago das possiveis correlagoes. E possivel mostrar que, de todas as condigoes
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de nao sinalizacdo existentes, apenas 4 sdo independentes [38], e, portanto, o conjunto
das correlagoes nao sinalizadora (N'S) possui apenas 8 pardmetros livres.

O conjunto N'S é convexo (um conjunto X é convexo se todo segmento de reta ligando
dois pontos em X esta contido em X, ou seja Vz,y € X,Vt € [0,1], (1 —t)z + ty € X),

. ’l N ~ . . ~ ~
pois se o componente py, .. obedece a nao sinalizagao, entao

Pab|zy = Z Cipflmzy (331)

com Y, ¢; = 1 também obedece.

Xb:palﬂxy - zb:pab\;py’ = zb: Z Cip;b|xy - zb: szbuy/
= Z C; (Z pib‘my - Sumbpszy/> (332)
i b

=0.

Notamos entdo que, para definir o conjunto N'S partimos do politopo P com 12 di-
mensoes e fizemos apenas restrigoes lineares, e esse tipo de restri¢ao define hiperplanos no
conjunto de correlagdes. E sabido que um subconjunto de um politopo convexo, limitado
por planos é também um politopo. NS possui 24 pontos extremais, e assim é também

um politopo convexo. Dado tudo isso, é possivel concluir que NS C P.

Correlacoes locais

A restricao de localidade é formada pelos comportamentos que satisfazem a condigao

Papley = Jr Axq\Paja Pbjy,x- Toda correlacao local satisfaz a nao sinalizacao,

Paz,y :Z/Fd)\(b\pakc,/\pmy,)\
b

:/Fd/\QApap:,)\ <Z bly, A) (3.33)
b

:AdAQApa|x,A = DPalzx

e 0 mesmo se aplica a Pz, .
Vamos denotar por £ o conjunto dos comportamentos que satisfazem a condicao de
localidade, e com isso imediatamente vemos que £ C N'S. As probabilidades marginais

podem ser representadas por meio de vetores de 4 componentes
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Pojz Pojy
5 Pijz 5 b1
Pajz = y Dbly = ! (334)
Poja Doy
D1z’ Dijy
onde os pontos deterministicos do conjunto das correlacoes locais sao
0 0 1 1
. 1 1 0 0
Pajz = s ) )
0 1 0 1
1 0 1 0
(3.35)
0 0 1 1
. 1 1 0 0
Poly = ) ; )
0 1 0 1
1 0 1 0

Assim, o conjunto das correlagoes locais possui 16 pontos deterministicos. Podemos mos-
trar que todo vetor ﬁa,b|x,y pode ser escrito como uma soma convexa dos 16 pontos deter-

ministicos de L. Para isso, vamos inicialmente considerar um vetor de probabilidade
Pablay = /FquAPam,Apbly,A (3.36)

Todas as probabilidades marginais podem ser escritas como

4 4
pa\x,)\ - Z Ca,i<)\)p;|x; Z Ca,i()‘) =1
=1 =1

4 4
Pojyr = 2 o i(Mph,s Do (A =1
j=1 j=1

onde p’fl|x e p{)‘ , 580 probabilidades marginais deterministicas. Entao,
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4 .
Pab|zy :/FQ)\ Z Caﬂ()‘)cb,j(/\)pfl\mpiwd/\

1,j=1

= 24: ( /F qACa,i(A)cb,j(A)dA) Pl (3.37)

1,j=1
4 . .
— =~ .Mt
- Z CUpa|ng)\y’
7,7=1

e os coeficientes ¢;; satisfazem as condigoes:

4
Cij = /FqACa,i(/\)Cb,j()\)dA >0, e Y Gj=L (3.38)

ij=1
Sendo os pontos deterministicos os pontos extremais do conjunto, pois estes nao podem
ser escritos como combinacao convexa de outros pontos do conjunto, e qualquer ponto do
conjunto pode ser escrito como combinagdo convexa desses pontos.

Quanto a dimensao do conjunto, vemos que a condi¢do de localidade restringe as
possiveis correlacoes, porém nao diminui o nimero de parametros livres necessarios na
descricao do conjunto. Temos entdo que qualquer vetor nesse espago pode ser escrito
como combinagao dos 16 parametros ¢;; e temos 8 condigoes impostas a eles, sendo
a normalizacdo e nao-sinalizacdo. Portanto, o conjunto £ é um politopo convexo de

dimensao 8, com 16 pontos extremais, contidos no politopo nao sinalizador. £ Cc NS C P

Correlagoes quanticas

Finalmente, consideraremos o conjunto das correlacoes encontradas na mecanica quan-
tica. Formalmente, o conjunto Q dos comportamentos quanticos corresponde a todos os

elementos de P tal que

Papley = 1T(papMaz @ Mpy,)) (3.39)

onde popjzy = (V| Majz|Mpy), pas € o estado quantico do sistema composto e My, Mp,

sdao operadores de medida. Podemos mostrar que Q satisfaz a nao sinalizacao
Zpa,b\x,y = Z Tr[pAB(Ma\x ® Mb\y)]
b b

=Tr(pas(Mas @ (3 Myy))] (3.40)
b

:TT(pAMaW) = Dalx>
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onde a probabilidade marginal é definida como sendo p,|, = Tr(p AMW), com py4 sendo a
matriz densidade reduzida de Alice, (e de maneira andloga a Bob).

E possivel mostrar também que qualquer comportamento local admite uma descri¢ao
na forma quéntica, e portanto pertence a Q, (entretanto, existem correlagoes quanticas
que nao pertencem ao conjunto local).

Em geral, temos £ C Q C NS. E, apesar do conjunto quéntico ser convexo, ele
nao representa um politopo, pois nao pode ser descrito por um conjunto finito de pontos

extremais.

Desigualdades de Bell

Os conjuntos £, @ e N'S sao fechados, limitados e convexos. Isso quer dizer que se p;
e Pp pertencem a um desses conjuntos, entdo uma mistura pp; + (1 — p)ps com 0 < p <1
também pertence a esse conjunto.

Pelo teorema de separacao de hiperplanos, temos que, para cada p € R (o vetor p é
por vezes conhecido na literatura como “comportamento”) que niao pertence a um dos
conjuntos K = £, Q,N'S, deve existir um hiperplano que separa o ponto p do conjunto

correspondente, o que leva a existéncia de uma desigualdade da forma

. = b
§-p= Z SZypabkt:y < Sk;

abzy
que é satisfeita por todos os pontos p € K, porém é violada para p': s-p > Si. No caso do
conjunto Local £, tais desigualdades sao exatamente as desigualdades de Bell. Os limites

associados ao conjunto quantico Q sao as desigualdades de Tsirelson.

3.6 Loophole e testes experimentais

Na demonstracao da desigualdade de Bell, algumas suposi¢oes foram feitas, e sendo
assim, devem ser consideradas quando se planeja um teste experimental. A primeira
suposicao é um tanto quanto sutil e levantou debates ao longo dos anos, que é a suposi¢ao
de livre arbitrio tomada quando fizemos p,, » = PzpyPa, & qual diz que as escolhas sobre
quais os observaveis independe do estado fisico do sistema. Se essa condi¢ao nao for valida,

entao é possivel simular resultados quanticos por meio de variaveis ocultas.
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Figura 3.3: Representagao esquemaética de uma secao bidimensional do politopo de cor-
relacoes no cenario CHSH)

Garantir livre arbitrio é um tanto quanto dificil, j& que nenhum argumento de cau-
salidade pode fazer tal garantia. Todos os eventos e processos de medida possuem uma
causa comum (Big bang se desejar), mas todos os experimentos na ciéncia estao sujeitos a
esse mesmo tipo de restricdo, e, a menos que possamos assumir o livre arbitrio, qualquer
esforco cientifico é, em partes, em vao.

Porém, isso nao quer dizer que nao devemos nos esforcar para tornar a condicao de livre
arbitrio o mais plausivel possivel. Nesse sentido, experimentos de Bell sao feitos por vezes
utilizando fétons cosmicos como entradas que decidirao qual observavel escolher e, dessa
maneira, qualquer correlacao entre as escolhas de medicao e o sistema fisico preparado
durante o experimento deve ter origem ha centenas de anos, muito tempo antes de o
aparato ter sido criado [39].

Uma outra abordagem foi feita por meio da utilizagdo da aleatoriedade humana, onde
milhares de pessoas pelo mundo decidiram por meio de um jogo quais as medidas seriam
tomadas em varios experimentos de Bell ocorrendo em laboratérios ao redor do mundo
[40].

Outra suposigao feita na dedugao do modelo de varidveis ocultas foi a de localidade,
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afirmando que pgpjey,x = Paje,APbly,x, OU S€ja, que o resultado da medida obtido em um
laboratério s6 pode depender das escolhas de medidas e do estado do sistema. Com
intuito de garantir isso, basta exigir que os laboratérios estejam muito afastados, e assim
nenhuma medida em uma parte pode afetar a estatistica observada pelo outro laboratorio.

Apesar de ser um conceito simples, na pratica isso torna-se um desafio. Podemos
gerar pares emaranhado com certa facilidade (chips supercondutores, fons, experimentos
fotonicos), entretanto separa-los espacialmente é uma tarefa dificil. Claramente, para
cobrir grandes distancias, pares de fotons sdo ideais, entretanto ao se utilizar foétons,
outro problema surge, associado a eficiéncia na detecgao.

Para compreender como a eficiéncia na deteccao dos fotons pode ser um grande pro-
blema, vamos imaginar um experimento que utiliza pares de fétons emaranhados, e que
cada laboratério dispoe de um fotodetector convencional de avalanche, cuja eficiéncia

media é por volta de 10%.

ND

Vamos chamar de p? bly & distribuicéo de probabilidade dos f6tons detectados e Paplzy

a distribuicao dos fétons nao detectados. Portanto, a distribuicao de probabilidade real
associada ao experimento é pypjay = NPapey + (1 = N)PAG, ,» POTém, na pritica, o expe-
rimentador sé tem acesso a p”.

Para visualizarmos o problema, vamos imaginar um cenério onde pfb‘x , leva a uma

ND

ablzy leva

violacdo méxima da desigualdade CHSH, de 2v/2, e, da direcdo contréria, p
a um valor de CHSH de 0. A violagao real da desigualdade CHSH ¢é entdo dada por
Papley = np(gb‘x7y = 12v/2 que é maior que o limite cldssico apenas se n > % ~ 0,7.
Como a eficiéncia real é inferior aos 70%, o experimento nao pode ser conclusivo.

Para dizer se houve ou nao uma violacao de desigualdade de Bell, é necessario que
uma nova suposicao seja utilizada, que é a de amostragem justa, dizendo basicamente
que os eventos detectados e nao detectados sao iguais, nao havendo uma conspiracao da
natureza para confundir o resultado dos testes.

Dito tudo isto, percebemos que bons detectores sao necessarios quando se trata de ex-
perimentos de Bell, e esses detectores existem, com eficiéncia proxima de 100%, aplicados
a detecgbdes envolvendo fons ou spin, mas, como foi dito, esse tipo de sistema nao pode
ser separado por longas distancias tao facilmente.

Foi entao que em 2015, um grupo sueco fez a primeira deteccao de violagao de desi-

gualdade de Bell livre de loopholes [41]. Para esse feito, eles utilizaram dois laboratérios
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(A e B) separados por mais de um quilémetro, e um terceiro laboratoério (C) auxiliar. Nos
laboratérios, sistemas de vacancias de nitrogénio, contendo um spin em cada vacancia
foram preparados em um estado excitado e levados a decair, gerando emaranhamento
entre o spin da vacancia e o féton que emergia.

Os fotons provenientes dos dois laboratérios foram entao enviados ao laboratorio au-
xiliar, onde foram combinados em um feixe tinico e medidos em uma base emaranhada,
fazendo com que o emaranhamento féton-spin fosse transferido para o sistema spin-spin,
por um processo conhecido como troca de emaranhamento.

Como a eficiéncia na medida de spin é bastante alta, os spins agora emaranhados
foram medidos, encontrando valores que extrapolam os limites locais da desigualdade

CHSH, mostrando assim que a natureza é essencialmente nao local.
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Capitulo 4

FERMIONS DE MAJORANA

A Computagao quantica topoldgica é um ramo extremamente rico que nos permite per-
mear areas que passam pela fisica, (lidando com problemas de fundamentos de mecénica
quéntica, classificacdo e manipulac¢ao de fases topolégicas), pela matemética (abordando
questoes desde a identificacao de ferramentas formais para a classificacao completa das
fases topologicas) e vao ata a ciéncia da computagao, lidando com problemas de comple-
xidade computacional.

Essas areas se convergem em um esfor¢co combinado para realizar computacao quan-
tica tolerante a falhas. Pensar sobre topologia em matéria condensada a partir de uma
perspectiva da computacao quantica é por vezes mais criativo que lidar com perguntas

padroes de fisica da matéria condensada.

4.1 Anyons

A estatistica de troca é o elemento central da descricdo quantica do mundo e é uma
consequéncia da indistinguibilidade das particulas. Vimos no postulado 5 que a troca de
duas particulas idénticas representa uma operacao de simetria, que nao afeta as proprie-
dades fisicas do estado quantico.

Em trés dimensoes espaciais, existem apenas dois tipos de particulas, os bésons e os
férmions. Podemos compreender essa limitacao analisando a troca adiabatica de duas
particulas, e percebendo que trocar duas vezes as particulas é equivalente a contornar
adiabaticamente uma particula ao redor da outra por um dado caminho C, como visto
na figura 4.1.

Vemos que o caminho nao intersecta a posicao 75 da segunda particula. Uma deforma-
¢ao continua do caminho nao afeta a funcao de onda, e podemos ver que, em 3D, qualquer

caminho C € R3 — {7} pode ser continuamente deformado ao caminho trivial Cy(7)),
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que corresponde a manter a primeira particula na posi¢ao original.
Como uma troca dupla nao modifica a fungdo de onda, uma troca simples da posicao
das particulas pode apenas deixar a funcao de onda inalterada, que corresponde a um

boéson, ou alterar o sinal total, que corresponde a um férmion.

3D 2D

Figura 4.1: Representacao de rotacao de uma particula ao redor da outra. Em 3D todos
os caminhos podem ser comprimidos até um ponto, visto que nao é necessario se manter
a trajetoria no plano. Em 2D os caminhos nao podem ser comprimidos, visto que esbar-
rariam em uma particula fixa no plano, retirada de [?]

Em uma dimensao, as propriedades de troca nao sdo bem definidas, visto que seria
necessario sobrepor as particulas durante o caminho da troca. Ja em duas dimensoes,
temos um verdadeiro paraiso para a estatistica quantica. Existe uma rica diversidade
de comportamentos possiveis em 2D [42], essencialmente porque um loop C que circula
uma segunda particula em 7, nao pode ser deformado continuamente até o caminho trivial
Co(71) sem passar por cima da segunda particula. Sendo assim, é possivel existir caminhos
nao triviais, que significa que o estado final e inicial nao sao necessariamente iguais.

A diferenca entre 3D e 2D é de natureza topologica, e pode ser expressa através de
grupos fundamentais 7 (R* — {0} = 1) (Em 3D os caminhos podem ser deformados a um
ponto sem passar pela origem) e m (R* — {0} = Z) (em 2D existem caminhos que sdao nio
triviais).

Podemos entao considerar uma troca no sentido anti-horario de duas particulas idén-

ticas em 2D. Como resultado, a funcao de onda pode mudar por um fator de fase,

¢(771>7?2) — eiew(F177a2)7 (41)

e efetuar uma segunda troca anti-horaria nao necessariamente leva o estado ao que era
. . . 1 t . f 27/9 d b.t /. . 1- 1 A 1
inicialmente, ou seja, a fase e’ pode ser arbitraria, o que implica que, em geral, o angulo

6 pode ser diferente dos tradicionais 0 ou 7 (bdsons e férmions). Particulas com 6 # 0,7
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sao chamados de anyons [42] com estatistica 6.

Em um sistema 2D com N particulas idénticas, os caminhos associados a troca de
pares de particulas pertence a classes topologicas que possuem correspondéncia direta ao
chamado grupo de trangas [42,43]. A evolugao do sistema ¢é entao dada pela atuagao desse
grupo sobre o estado quantico composto pelas multiplas particulas. O caso mais simples
corresponde a uma generalizacao de 4.1, em que os elementos do grupo de trancas pode
ser representado por um fator de fase da forma "™, onde m ¢é o niimero de trocas feitas
no sentido anti-horario menos o nimero de trocas efetuadas no sentido horario.

Dizemos que ™ ¢ uma representacio unidimensional do grupo de trancas e que m nao
depende da ordem especifica que as trangas sao tomadas, ou seja, as operagoes comutam,
e com isso dizemos que a representacao é abeliana. As quase-particulas descritas por uma
funcao de onda que obedece essa forma de representacao é chamada de anyons abelianos.

Uma outra classe de particulas possivel é dada pelas trocas que correspondem a uma
representacao de dimensao mais alta do grupo de tranca. Se considerarmos novamente
N particulas em certas posi¢oes fixas cujo estado é g vezes degenerado, e sendo ., com
a =1,2,...,g, uma base ortonormal do subespaco degenerado; um elemento ¢ do grupo

de trancas pode ser representado por uma matriz unitaria g X g agindo nesse subespaco

Yo = [U(0)]apts- (4.2)

consequentemente, a troca de duas particulas corresponde a uma rotagao do subespaco
degenerado.

Como geralmente duas matrizes unitérias U(o) e U(o’) que correspondem a duas
operacoes de trancas distintas ndo comutam, a evolucao do sistema depende diretamente
de como a operacao foi realizada. As quase-particulas caracterizadas por esse tipo de
estatistica sao chamadas de anyons nao abelianos.

Sendo assim, como as evolugoes de sistemas quanticos sao dadas por operac¢oes uni-
tarias, como visto no postulado 3, uma maneira simples de atuar no sistema é trocar a
posicao das particulas. Essa é uma propriedade fundamental da computacdo quantica

topologica.
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4.1.1 Trancgas

Vamos considerar um conjunto de N particulas, cujas trajetérias podem ser dadas por
N linhas de mundos (fios), que se iniciam em pontos (R,,t;) e terminam em (R, tr). Se
considerarmos inicialmente o caso 3D, temos duas opgoes: caso as particulas sejam dis-
tinguiveis, todas as trajetorias podem ser deformadas a linhas retas, paralelas a direcao
temporal, correspondendo a particulas permanecendo imoveis nas posigoes iniciais. Caso
as particulas sejam indistinguiveis, entao as trajetérias podem ter posicoes iniciais e finais
diferentes én #+ ]%m, e as N linhas de mundo pertencem a diferentes classes topolédgicas que
correspondem a elementos P do grupo de permutagoes Sy. Esse grupo possui duas repre-
sentagoes unidimensionais, uma trivial, P — 1 e a representagao de sinal P — sign(P),
que descrevem a evolucao de um sistema de N bdsons ou férmions respectivamente.

No caso 2D, por outro lado, os fios associados com as particulas indistinguiveis estao
em correspondéncia com os elementos do grupo de tranca By. Um elemento do grupo
de tranca corresponde a N pontos distintos sobre o eixo horizontal e o tempo sendo
representado pelo eixo vertical, como representado na figura 4.2. E importante deixar

claro quando a troca é no sentido horario ou anti-horario, como visto na figura 4.2.
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Figura 4.2: a-c Representacao grafica de trajetérias no espago real e d-g linhas de mundo
das quasiparticulas para sistemas com 3 particulas idénticas. As imagens a-c correspon-
dem aos mesmos elementos do grupo de permutagao S, (1,2,3) — (3,2, 1), que determina
unicamente a evolugao do sistema em 3D (a), entretanto ndao em 2D (b,c). A evolugao
mostrada na figura (b) corresponde aos elementos de tranga mostrados em (f). A evolu-
¢ao de (c) corresponde aos elementos de tranga mostrados em (g). Todas essas operagoes
podem ser construidas pelas operagoes elementares representadas em (d-e)

Uma operacao de tranga elementar corresponde a uma troca das particulas ¢ e ¢+ 1 no

sentido anti-horario, como mostrado na figura 4.2. Uma descri¢do mais formal pode ser
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dada pelos geradores g;, com 1 <7 < N — 1. Uma troca no sentido horario das particulas
i e i+ 1 corresponde ao inverso o; '

E importante dizer que o; ' # 0y, ou seja, 02 # 1. Um elemento arbitrario do grupo
de trangas pode ser escrito como um produto de geradores. Esses operadores que sao os

geradores do grupo de tranca satisfaz algumas relagoes basicas, que sao:

oi0; # 0j0; parali — j| =1
0,0 = 0j0; parali — j| > 2 (4.3)
0i0i4+10; = 0i4100;41-

Vemos que os elementos P; do grupo de permutacao Sy representando permutacoes
i <+ i+ 1 satisfaz relacoes similares, entretanto P?> = 1, que leva o grupo a ser finito,

)

possuindo N! elementos. J& para trancas, temos o # 1 e o grupo sendo infinito.

4.1.2 Propriedades fundamentais de anyons

Dado um sistema de N férmions, se juntarmos niimeros pares desses férmions, podemos
criar compostos que se comportam efetivamente como bdsons. Por exemplo, em um
sistema supercondutor, podemos emparelhar elétrons em pares de Cooper, que podem se
comportar como um bdson de spin zero, sendo um supercondutor do tipo onda s, ou um
béson com spin 1, que dé origem aos supercondutores onda p.

Podemos observar esse mesmo tipo de comportamento quando tratamos de anyons,
porém a situacao é geralmente mais complicada, pois temos diversos tipos de anyons.
Disso surge uma questao interessante, que ¢ investigar quais sao as regras para se combinar
diferentes tipos de anyos e quais seriam as estatisticas de troca.

Com intuito de introduzir o assunto, pensaremos no caso mais simples, onde possuimos
um sistema de N anyons abelianos com estatistica § = m/m, e compostos combinados de
anyons, feitos de k particulas. A troca de dois compostos de duas particulas (k = 2) é
equivalente a 4 trocas de anyons simples (k=1), e portanto os compostos k = 2 possuem
estatistica @ = 4w /m. Descrever completamente o sistema significa caracterizar todas
as espécies de anyons, (estatistica § = w/m,47/m,97/m,... O pardmetro estatistico é
definido mod27, o que leva a um ntmero finito de espécies distintas de anyons.

O bdson com parametro estatistico § = 0 se comporta de maneira trivial, sendo por

vezes chamado de vacuo e denotado por 1. Como dito que o parametro estatistico é
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definido somente até mod2m, podemos atribuir um nimero topologico —k a espécies de
particulas m — k (para m par) ou 2m — k (para m impar), sendo a estatistica dessas
particulas k*m/m.

As regras para se combinar dois anyons em um composto maior sdo chamadas regras de fusao.
Para anyons abelianos, as regras sao extremamente simples: ¢,, X ¢ = ¢n1x que pode ser
vista como o anyon ¢,, se fundindo com o anyon ¢;. No caso nao abeliano, a situacao se
torna mais complicada (e mais interessante) pois diferentes canais de fusdo sdo possiveis,
similar ao que acontece quando combinamos dois elétrons em um supercondutor.

Em geral, as regras de fusao para um conjunto de particulas ¢y = 1, ¢, ¢y, ... pode

ser escrito como

(ba X ¢b = ZN§b¢ca (44)

mostrando que a fusao de particulas ¢, e ¢, pode resultar em qualquer uma das particulas
¢. para a qual N # 0. No caso abeliano NJ, = 0444, mostrando que a fusao leva sempre
a uma mesma, particula.

Por outro lado, no caso nao abeliano, existe ao menos um par de anyons (¢, ¢p) que
possui um canal de fusao multiplo, ou seja, um par onde ., N5 > 1. E possivel encontrar
modelos onde ¢, e ¢, se funde em ¢. de maneiras distintas, possuindo N& > 1, mas nao
nos preocuparemos com eles nessa dissertacao.

Vamos agora considerar uma situacdo um pouco mais geral, onde desejamos fundir
trés anyons ¢,, ¢p € ¢, em um anyon ¢4. Nessa situacao, existe uma liberdade sobre qual
par vc ird fundir primeiro, sendo possivel fundir ¢, X ¢, em ¢; e posteriormente ¢; X ¢,
em ¢q4 ou, podemos realizar a fusao de ¢, X ¢, em ¢; e por ultimo fundir ¢, x ¢; em ¢,.
O canal de fusao total é fixo, portanto o resultado final ¢4 é 0 mesmo, porem os estados
intermediarios sao distintos.

Entretanto, esses estados intermediarios sao bases distintas de um mesmo espago de
Hilbert anyonico, e, portanto, podemos relaciona-los por meio de uma rotagao na base
dos estados intermediarios. A relagdo entre essas bases distintas é dada por meio do que é
comumente conhecido na literatura como matrizes F. Por meio das matrizes F, quaisquer
fusoes intermedidrias podem ser mapeadas umas nas outras, como ilustrado na figura 4.3.

Como o canal de fusao é fixo, trancar essas duas particulas ndo pode alterar o canal

de fusdo, pois a carga topoldgica total (que é uma propriedade nao local), ndo depende
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C

Figura 4.3: Correspondéncia no processo de fusao de um sistema com trés anyons e canal
de fusdo fixo (d). As matrizes F podem ser vistas como rotagoes no espago de fusao
intermediario

a b

Figura 4.4: Representacao simbdlica de uma tranca no sentido anti-horario de anyons a e
b que se fundem em uma particula c. Esse processo de tranca gera uma uma fase RS,

da evolugao do par, desde que nao ocorra uma tranga com uma terceira particula. Sendo
assim, uma troca no sentido anti-horario das particulas ¢, e ¢, podem ser vistas como meia
torcao sob a particula ¢., que corresponde a multiplicar a funcao de onda da particula c
por um fator de fase, RS,, como pode ser visto na figura 4.4.

Por essa breve analise introdutéria, vemos que, para caracterizar as estatisticas de
tranca dos anyos precisamos especificar as espécies envolvidas, as regras de fusao (NS,),
a matriz F e as matrizes R.

Para finalizar essa breve introdugao aos anyons, queremos relatar a conexao entre
spin e estatistica. Como vimos nos casos 3D, existe uma relagao direta entre a estatistica
obedecida e o spin das particulas. No caso anyonico isso é também verdadeiro, entretanto,

temos que o spin pode assumir qualquer valor.

Para tentar visualizar como isso ocorre, olharemos para fitas de mundo (ao invés de
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C c\ —Z’./TSC

Zﬂ'Sa 7/7T-5’b

a

Figura 4.5: Representagao simbdlica de uma tranca como na figura 4.4 utilizando fitas e
mundo. A deformacao das fitas produz processos que sao topologicamente equivalentes a
meias tor¢oes que correspondem a rotagoes das particulas ao redor uma das outras.

linhas). Considerando k trocas de particulas ¢, e ¢, com um dado canal de fusdo ¢, sendo
os spins dados por sg, s € s., a fase adquirida por uma troca no sentido anti-horario de
ticul i angulo 6 é e

uma particula com spin s por um angulo 6 é e

Se considerarmos que a evolucao é invariante sob deformagoes continuas das fitas de
mundo, o processo total de troca é equivalente a realizar k torcoes de 7 dessas fitas
(rotacao anti-horarias para particulas a e b, e horédrias para c¢) como pode ser visto na
figura 4.5. Essa equivaléncia é expressa de maneira similar ao teorema spin-estatistica [43]

( 2b>k — eiﬂksa eiﬂksbe—iwksc. (45)

Da relacao acima, vemos que se trocarmos a particula ¢ e sua anti-particula g de
mesmo spin s, se fundindo ao vacuo 1, o resultado é similar a relagdo de spin estatistica

1 _ _i2ns
R,=c¢

4.2 Férmions de Majorana na matéria condensada

Com o advento da fisica de particulas e a descoberta de novas particulas, surgiu a
necessidade de descrever objetivamente as dinamicas associadas a cada uma delas. Um
dos grandes expoentes na descrigdo fundamental da natureza foi Ettore Majorana, e um
de seus trabalhos mais marcantes foi onde ele deu luz aos chamados férmions de Majorana.

Objetivamente ele buscava uma forma de se descrever néutrons, que haviam sido recém
descobertos. Dentro disso, encontrou uma equagao auto-conjugada que descrevia férmions

neutros que eram suas anti-particulas. Pouco tempo apds o trabalho de Majorana ficou
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claro que sua descricao nao era adequada aos néutrons, pois esses eram compostos de
particulas internas.

Entretanto, logo apds, seus trabalhos foram base para discutir o comportamento dos
neutrinos. Apesar de existir certa conviccao de que os neutrinos nao sao efetivamente
férmions de Majorana, ainda exite uma discussao acalorada sobre como a descricao de
Majorana seria capaz de descrever fendomenos associados a dindmica de neutrinos, mais
especificamente a oscilacao destes [44].

O nome Majorana ressurgiu em um local distinto da fisica de particulas, na matéria
condensada. Nessa nova abordagem, campos similares aos de Majorana surgiam acoplados
a vortices [44] sendo similares aos férmions de Majorana, entretanto nao possuindo spin
semi inteiro, o que faz com que estes deixem de ser efetivamente férmions.

Pouco tempo depois, campos similares a esses acoplados a vértices foram propostos
por Alexei Kitaev [?], onde encontrou excitagoes em sistemas unidimensionais simples que
exibiam propriedades de auto-conjugacao da carga e sdo suas proprias anti-particulas.

Em matéria condensada, ao buscar excitagoes que poderiam de alguma forma ser iguais
as anti-particulas, é natural investigar sistemas supercondutores. Nesse tipo de sistema,
as excitagoes sao compostas de elétrons e buracos, o que pode fazer com que excitagoes
sejam naturalmente sem carga.

Sistemas supercondutores sdo extremamente interessantes e absolutamente ricos em
discussoes. Apesar disso, ndo entraremos nesse assunto a fundo. Para o leitor interessado
em se aprofundar no entendimento de supercondutores, uma discussao simples e bastante

detalhada pode ser encontrada em |[9,45].

4.2.1 Formalismo de Bogoliubov de-Gennes

Uma forma de se estudar supercondutores que é particularmente 1til na busca por
férmions de Majorana é o Hamiltoniano de Bogoliubov de-Gennes que introduziremos aqui
brevemente (para o leitor interessado em se aprofundar nesse ferramental extremamente
util em diversas situagoes, uma extensa revisao sobre esse formalismo pode ser encontrada
em [46]). Partiremos entao diretamente do Hamiltoniano supercondutor [45], que pode

ser escrito em uma aproximacao de campo médio como

HBCS = Z Eka‘CZ:o.ckJ — Z AkC]JLTCT,ki — Z A*C,]QC]ﬁ (46)
k k

ko
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uma forma de diagonalizar esse hamiltoniano é por meio da proposta de Bogoliubov, que

pode ser escrito como

1
=35> CiHLCy (4.7)
k
ap b
com Cf = [CkT>C K] e My = e
dk €k
Entao,
1 ar bk CkT
dk (A C—ki
Portanto, podemos escrever:
Z CTHka Z akcchkT + bkaTC kL + dic_ ELCkt T €xC— kiCT oo (49)

k
Se utilizarmos a relacdo de comutacao de elétrons [c,ta,ckroz]Jr = Okk’ 0or, podemos

escrever

Z C;chk = Z [akCLTCkT + bkCITCTCTfki -+ dkCJLk‘LCkT — ekchcm} + Z €. (410)
k k k

Se compararmos essa expressao com o hamiltoniano BCS, vemos que podemos escrever

Hpcs = ZC]inC]C_'_ZEk? (4.11)
k k
com,
—-A
Ho=| “l. (4.12)
—AZ —€L

O dltimo termo que representa a soma sobre as energias é uma constante, e, como

medimos apenas diferencas de energias, podemos negligenciar tal termo. Sendo assim,

Hpes =Y CiH,Cy. (4.13)
k

Queremos agora diagonalizar esse hamiltoniano, e, para isso, vamos realizar uma ope-
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racao unitaria, de forma que temos

Hpos = Y CLUNUHRUDULCy (4.14)
k

onde U é uma matriz unitaria da forma

u v
vi=| © " (4.15)

* *
—Up U

e |ug|* + |vk|?> = 1. Na sequéncia, vamos definir os spinores na nova base como

Qpp
(0%
—k}

Dado tudo isso, podemos agora escrever o hamiltoniano como uma equagao de auto-

valor simples, dada por

Hior = Exdr (4.17)

que pode ser resolvida diretamente como

e, — F —A
£ S — (4.18)
—AZ —€r — Ek

e, portanto,

Ek - :l:\/Ez + ’Ak|2 (419)

onde Fj correspondem as energias das excitacoes do sistema.

Por fim, o hamiltoniano agora pode ser escrito em sua forma diagonalizada

Hpes = > Exdlosdy, (4.20)
P

onde o; corresponde as matrizes de Pauli.
Com o hamiltoniano nessa forma, podemos escrever a forma explicita dos operadores

«y, na nova base.

(072 Uk, Vg Crt
O = = (4.21)
k| —U  Ug Cky
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que implica diretamente nas excitagoes de Bogoliubov, ou também conhecidas como bo-

goliubons:

Ot = UkCry + ViC—k|
(4.22)
CYT—M = u};c,Tw — VpCkt-
Podemos estudar também a simetria particula-buraco no hamiltoniano BCS no for-
malismo de Bogoliubov, e, para isso, vemos diretamente que
0 1 C cT_,C -
01Cy = L= =(C')". (4.23)
1 0/ \c., Ck
Podemos ver que a operacao acima levou uma quasi-particula de bogoliubov em seu

buraco. Sendo assim, somos levados a crer com essa operagao que a existéncia de uma

simetria particula-buraco. Definimos o operador responsavel por essa simetria como

P=oK, (4.24)

onde K ¢ o operador de conjugacio. E ficil perceber que P2 = 1.

Se entao exigirmos que o hamiltoniano BCS tenha simetria particula-buraco,

PH,P" = —H_,, (4.25)

vemos que necessariamente A, = —A_;. Essa é uma propriedade de supercondutores do
tipo onda-p.

Outra propriedade especialmente interessante é a de que para cada excitagdo com uma
energia F, temos um estado com energia —FEj. E facil notar isso partindo da equacdo de

autovalor Hp = F¢ e verificando como ela se comporta sobre a operagao de simetria

PH,PT(P¢y) = PE,P'(Pgy),
H_r(Poy) = —E_(Péy), (4.26)
Hi(Por) = —Ep(Por)

onde utilizamos H_, = H, e E_;, = E;. Com isso, temos
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Hir = Exdr
(4.27)
Hi(Por) = —Ep(Poy).
Se definirmos ggk = P¢y, vemos das equagoes acima que Ek = —F. Nos lembrando
da forma explicita de ¢, podemos analisar melhor a ideia exibida acima como
0 K oy, oz/,TC
Poy = = (4.28)
K 0 ozT_k a_y
e, como %k = P¢;, entao
&k OZZ
= (4.29)
&,k _[

e com isso fica fcil concluir que ay = a..

Ou seja, criar uma particula de Bogoliubov com energia Ej ou destruir sua anti-
particula com energia —FE) tem o mesmo efeito no sistema. Disso podemos perceber que
ser conseguirmos que E, = E), entao By, = —E), e, portanto, E;, = 0. Como consequéncia,
teremos

ap =al, com Ej =0, (4.30)

que corresponde a propriedade fundamental dos férmions de Majorana, onde a particula

¢ igual a sua antiparticula.

4.2.2 Cadeia de Kitaev

Uma rota direta para se encontrar férmions de Majorana num sistema de matéria
condensada foi proposto em 2001 por Kitaev [5], que mostrou como podemos obter essas
particulas em um fio unidimensional, desde que o sistema obtenha supercondutividade,
tenha um forte acoplamento spin-orbita e que os elétrons sejam sem spin.

Por esse ultimo critério, o modelo de Kitaev foi desacreditado por um tempo. Po-
rém, modos de Majorana foram propostos a serem procurados em sistemas compostos de
isolantes topolégicos e sistemas hibridos de supercondutor-semicondutor [44].

Para construir o hamiltoniano correto para uma cadeia que exibe os modos de Majo-
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rana que queremos encontrar, devemos obedecer trés condigoes. Primeiramente, o hamil-
toniano deve ter a forma quadratica, pois as simetrias do sistema devem seguir os elétrons
originais, ja que tudo o que foi feito até agora equivale a uma mudanca de base para o
sistema.

Em segundo lugar, a simetria de calibre U(1) : ¢; — e *¢; (que descreve a conservagao
da carga), deve se reduzir a uma simetria do tipo Zy : ¢; — —c;, pois os modos de
Majorana gerados a partir dos elétrons da cadeia nao podem se misturar sob nenhuma
transformacao de simetria.

Por ultimo, os elétrons na cadeia nao podem exibir nenhuma dependéncia de spin,
pois, como vimos, os modos de Majorana possuem uma simetria elétron-buraco, que
correlacionam o operador v, (F), com energia positiva, ao operador %1(—E)7 com energia
negativa.

Um hamiltoniano que cumpre esses trés requisitos foi dado por Kitaev em [5]:

n N—-1
H=—p> clej— Y [telejin +tclc5+ Al Pcieiin + [Ale el cl], (4.31)
j=1 j=1

em que g representa o potencial quimico dos elétrons, t descreve o potencial de salto
(movimento de elétrons pelos sitios da cadeia), Ae representa o pardmetro de ordem
supercondutor, com |A| sendo a magnitude do gap supercondutor (que é a energia apro-
ximada para romper um par de Cooper) e ¢ é uma fase escolhida espontaneamente do
estado supercondutor [47]. Percebemos aqui que o potencial de salto e o emparelhamento
supercondutor conectam elétrons vizinhos, enquanto o potencial quimico esta associado
a contagem dos elétrons presentes no sistema.

Com intuito de estudar a cadeia de Kitaev no formalismo de Bogoliubov (para pos-
teriormente introduzirmos a nogao de topologia desse sistema), precisamos passar para o

espaco reciproco. Para isso, vamos definir a seguinte transformacao sobre os operadores

ci=—=>Y e "¢, , ci=—) "¢ 4.32
J \/Nzk: k j \/Nzk: k ( )

e, com isso, apds alguns passos simples, porém tediosos, o hamiltoniano assume a forma
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H=2-) {—2[u + tcos(ka)che, + iAe?sen(ka)cpe_y, — iAe‘i‘bsen(kja)cikcL} . (4.33)
ks

DO | —

Escrevendo o hamiltoniano acima na forma de Bogoliubov-de Gennes, e definindo

Cf = [e}, c_x], encontramos

—[p + teos(ka)]  iAe®sen(ka
T ‘ (ka)] (ka) ) (4.34)

—iAe ®sen(ka) p+ teos(ka)
Vimos que, de maneira geral, as energias no formalismo de Bogoliubov sdo dadas
por Ej, = £,/ +|AJ?, e, por comparagido com 4.12, vemos que ¢, = —[u + tcos(ka)] e

Ay, = iAe?sen(ka). Temos portanto que

By, = % /[ + teos(ka) ]2 + A2sen? (ka) (4.35)

=+ \/(t — A%)cos?(ka) + 2utcos(ka) + p? + A?
Como visto na se¢ao anterior, podemos encontrar campos similares aos majoranas

quando a energia ¢é nula, e, portanto, queremos que Ej = 0, ou seja

(t — A*)cos?(ka) + 2utcos(ka) + p® + A* =0

e queremos que essa relagado seja satisfeita para todo A, sendo assim, devemos exigir
que —AZ%cos?(ka) se anule com A2, o que acontece se cos(ka) = +1. Portanto, temos

diretamente que

(t+u)? =0, se cos(ka) =1,
(4.36)
(t—p)?> =0 se cos(ka) = —1,

e, ¢ possivel perceber que as solugdes com energia nula sao os pontos pu = =+t.

Esses pontos sao exatamente a extremidade da banda do fio quantico e, em uma abor-
dagem por meio da primeira zona de Brillouin, os pontos limites k¥ = &% correspondem a
it =t enquanto que o ponto central da zona de Brillouin £ = 0 corresponde a u = —t.

Esses dois regimes sao fundamentalmente distintos, e estao diretamente correlaciona-
dos com a possibilidade da existéncia e da estabilidade dos modos de Majorana. Portanto,

nos dedicaremos um pouco em discuti-los com algum detalhe a seguir.
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4.2.3 Invariante de Kitaev

De maneira geral, transi¢oes de fase sao estudadas por meio do método de Landau,
estando associadas a quebra espontanea de alguma simetria do sistema [48]. Entretanto,
nas ultimas décadas, novas formas de se compreender transicoes de fase foram descobertas
por meio da nocao de ordem topoldgica.

A topologia é um ramo de estudo da matematica, que estuda como objetos matema-
ticos se portam sob transformacoes continuas. Esse ramo ¢ dividido em topologia geral,
topologia algébrica e topologia geométrica. Introduziremos aqui a nocao de topologia
geométrica, que foi inicialmente estudada por Gauss e Boneet [49].

Tradicionalmente, os conceitos de topologia geométrica podem ser vistos por meio de
um exemplo simples. Imaginemos que possuimos uma esfera no espaco tridimensional e
comecemos a distorcé-la de maneira suave. Diversas formas podem ser moldadas a partir
da esfera sem que nada abrupto seja feito. E possivel se obter elipséide (préximo ao
formato de uma bola de futebol americano), um cilindro reto ou até mesmo um copo.

Dizemos que todos os objetos que podem ser obtidos por deformacoes suaves a partir
de um outro, ¢ topologicamente equivalente a este. Entao, a esfera, o elipséide, o cilindro
e 0 copo pertencem a uma mesma classe topolégica.

Se considerarmos agora um toroide, é possivel perceber que nao é possivel de maneira
nenhuma obter esse toroide a partir da esfera sem que algum tipo de ruptura abrupta
seja feita, ou seja, é preciso “rasgar” a esfera em algum momento para se obter o toro. A
partir de um toroide, podemos obter, por exemplo, uma caneca, que possui apenas um
furo. Entao, temos que a esfera pertence a uma classe topologica enquanto que o toroide
e a caneca pertencem a outra classe.

O que diferencia essas duas classes ¢ o nimero de furos que os objetos de cada classe
topoldgica possuem, e esse numero de furos é dito ser o invariante topoldgico, é aquilo
que caracteriza a qual classe pertence o objeto. A esse numero de furos, é dado o nome
de Genus, por questoes historicas.

A esfera tem genus g = 0 (nenhum buraco), ja a caneca tem genus g = 1 (um buraco).
Vemos que podemos caracterizar a topologia simplesmente identificando o invariante topo-
logico. Geralmente nao é tao simples calcular esse invariante, mas uma vez feito, podemos
classificar todas as classes topologicas.

Na matéria condensada, temos uma situacao similar a exposta acima, entretanto vamos
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olhar para a geometria das bandas do material, dando origem entao a teoria topoldgica
de bandas. Como dito acima, fases distintas ndo podem ser conectadas de forma suave,
portanto, ao analisar a estrutura de bandas, as transi¢oes topologicas sao caracterizadas
pelo fechamento do gap em pontos protegidos por alguma simetria.

Do ponto de vista topolégico, o vacuo é considerado um isolante trivial, portanto nao
existe diferenga topoldgica entre o isolante comum e o vacuo. Sendo assim, ao olharmos
para a borda de um isolante trivial (que estd em contato com o vacuo) nenhum efeito
importante acontece, visto que podemos conectar o vacuo ao isolante por um caminho
adiabatico. Entdo, os estados de superficie do isolante sdo conectados aos estados de
VACUO.

Por outro lado, se olharmos para um isolante nao trivial, os estados de borda diferem
dos estados de vacuo, pois sdo distintos topologicamente, e isso faz com que existam
estados de superficie que sdo metalicos (sem gap), visto que é necessario uma transigao de
fase topoldgica na fronteira do material. Essa visao vai de encontro com a ideia exposta
sobre a impossibilidade da conexao da esfera com o toroide sem uma ruptura.

Podemos aplicar a ideia de fases topolégicas também a supercondutores, onde os es-
tados normais, que sao caracterizados por excitagoes de Bogoliubov apresentam um gap.

Nas fases nao triviais do supercondutor, é possivel a existéncia de excitagoes de energia
zero, ou seja, sem um gap, e essas particulas, como dito acima, se comportam como
Majorana.

Vamos agora olhar para os diferentes regimes topoldgicos associados a cadeia de Kitaev,

e, para isso, vamos estudar o hamiltoniano de Kitaev 4.31, reescrito sob a forma

H= = € + Re[Ak] + Im[Ak] , (437)
Ay —ep 0 —1 1 0 1 0

que pode ser escrito sob a forma compacta

H=h(k)-& (4.38)

onde o sdo as matrizes de Pauli. Temos h,(k) = Re[Ay], hy(k) = Im[Ay] e h,(k) = €.

Se olharmos para os valores de ¢, e A, da cadeia de Kitaev, vemos que
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hay(k) = —hay(=F)
h=(k) = h(=k).

(4.39)

Podemos, por conveniéncia, definir um versor que mapeia todo o hamiltoniano em

uma esfera unitaria

=

~

hk) = ‘ (k) (4.40)

h(k)]

!

Das relagoes de paridade, vemos que, nos limites da primeira zona de Brillouin (k =0

e k=), temos hy,(0) = h,,(7) = 0. Com isso, podemos escrever

(4.41)

Lembrando que h, representa a energia cinética, e, se escolhermos o parametro de rede

como 1, temos

h.(k) = —p + tcos(k) (4.42)

Notamos que o comeco e final da trajetéria, que sao os limites das zona de Bril-
louin, correspondem aos polos da esfera unitaria (soZ e s,2). Esses pontos distintos sdo
consequéncia da simetria particula-buraco, e é isso que garante estados com protecao
topolégica no sistema (os valores de sy e s, sdo nada mais que a energia cinética nos
polos), que claramente podem assumir apenas valores +1, porém, como queremos alguma,
quantidade que seja invariante ao longo de todo o trajeto adiabatico, vamos olhar para o
produto sps,. Quando variamos continuamente o valor de k, de 0 a 7, podemos identificar
dois comportamentos: quando a trajetoria sobre a esfera unitaria for fechada, o valor do
produto sys, é sempre positivo. Entretanto, se o caminho for tal que em algum momento,
ocorre o fechamento do gap, o produto se torna negativo.

Sendo assim, podemos utilizar o produto sgs, como o invariante topoldgico do modelo

de Kitaev, analogo ao genus no caso da esfera,

N = SoSx- (4.43)

Temos entao que se n = 1 encontramos o chamado regime topologicamente trivial,
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enquanto se 7 = —1, temos o regime topoldgico. Partindo da relacao da energia cinética
4.42, temos
2 — 2 —1, se <t
1N = SoSx = — 'u2 = a (4.44)
|t — u +1, se |u| >t

E facil notar que a transicdo entre as fases topoldgica e trivial se dd quando p = =+t.
Olhando para a energia no ponto de transigao (u = 4t) nos limites da zona de Brillouin,
vemos que Fy , = 0, que ¢é exatamente a condicao para a existéncia de modos de Majorana
em supercondutores do tipo p. Esse é o motivo de ser por vezes referenciado na literatura
como Majoranas modo zero.

No regime topolédgico do fio, as bordas do material possuem uma distin¢ao do exterior
do fio (vacuo), é por essa distingdo que sempre encontramos modos de Majorana nas
bordas do fio no regime topolégico. E necessaria uma transicio de fase nos limites entre
o vacuo e o fio topologico.

Visto que queremos entao visualizar o comportamento dos modos de Majorana no
fio, passamos pois a descrever o fio em termos dos operadores de Majorana. Para isso,
reescrevemos a hamiltoniana em termos dos operadores de majorana -, que satisfazem a
algebra {Va.;, Yarjs} = 200a/0;j7, onde cada elétron sem spin pode ser escrito como

o—i9/2

G =3 (VB +iv4,)- (4.45)

Substituindo esses novos operadores na hamiltoniana de Kitaev, com uma enfadonha

algebra, obtemos:

1

N-1
H = (1 + Z’YBJ")/A,] — Z A ‘l‘t "}/B J’)/AJ_A,_l + (A — t)P)/A,j,YB,j-i-l] . (446)
J=1

w\:
™M=

1 4

J

Esse hamiltoniano pode ser representado como na figura 4.6, e se torna extremamente
simples em dois cendrios limites. O primeiro deles é encontrado quando tomamos p # 0
et =A = 0. Do ponto de vista topologico, é facil perceber que o regime é trivial, visto

que n = +1. Nessa situacao, temos

L N
= 5 Z 1 + i'YB,j'VA,j) (447)
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Figura 4.6: Representacao de uma decomposicao da cadeia de Kitaev na base de Majorana.
Cada sitio (regido retangular) é escrito como uma soma de dois majoranas (pontos cinzaz).

(19 [eTs) [ee) (eT8) (eT9)

Figura 4.7: Cadeia de Kitaev na base de Majorana em fase trivial. Cada um dos majoranas
do sitio se acopla com seu parceiro no mesmo sitio. Situacao onde nao existem estados
de borda.

onde podemos ver que todos os modos de Majorana estao ligados, como mostrado na

figura 4.7. Por outro lado, se olharmos para a situacao onde =0 et = A # 0, temos

entao o regime topoldgico, com 1 = —1, e a hamiltoniana assume a forma
; N-1
H = —5t > VBYA1 (4.48)
j=1

Nessa situacao, vemos que o segundo majorana que compoe o primeiro elétron se acopla
com o primeiro majorana do segundo elétron, e assim por diante, como mostrado na figura
4.8.

Temos, portanto, dois modos de majoranas que nao aparecem na hamiltoniana, sendo
eles 41 e vpn. Esses modos de majoranas desacoplados possuem um custo zero para
surgirem, e s6 sao possiveis no regime topoldgico.

Temos, no regime topolégico, um sistema com dois estados fundamentais degenerados,
um representado pela presenca de um elétron nao local, formado pelos dois majoranas que
residem nas bordas do fio, e outro representado pela auséncia desses modos. Esse estado
degenerado é utilizado como base da computagdo quantica, e iremos abordar alguns de

seus detalhes a seguir.

le|@][®|@l{e|@l[e| @] e]

J \\ J J

YA, 1 VB,5

Figura 4.8: Cadeia de Kitaev na base de Majorana em estado topoldgico. O segundo
majorana de cada sitio se acopla com o primeiro majorana do sitio adjacente, restando os
majoranas de borda “livres”, que juntos configuram um elétron nao local.
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4.3 Computacao quantica com MZM

Visto que podemos construir um modelo que suporte modos de Majorana, queremos
agora discutir como essas particulas podem ser efetivamente utilizadas para realizar com-
putagao quantica.

Os férmions de Majorana pertencem a uma classe de anyons conhecidos com Ising
anyons. A importancia desses anyons deu inicio com os trabalhos de Moore e Read que
sugeriram que as excitagoes no plato v = 5/2 do efeito hall quantico fraciondrio seriam
anyons nao abelianos [50,51].

Foi mostrado que as estatisticas dessas excitagoes sao essencialmente a de anyons nao
abelianos, somados a um termo abeliano [52]. Os modos de majorana se comportam
como anyons nao abeliano e veremos entao as principais caracteristicas e como fomentar
a computagao com essa classe de excitagoes.

O modelo de majoranas contem trés tipos de particulas, sendo elas o vacuo, 1, o
anyon nao abeliano, que no caso é o majorana v e o férmion (elétron) ¥. O vacuo se
funde trivialmente com as outras particulas v x 1 = v e ¢ x 1 = 9. Os canais de fusao

nao triviais sao, entao,

yxy=1+9¢, yx¢=v,  VYxy=1 (4.49)

Vemos assim a existéncia de dois canais de fusao associados ao canal de fusao dos
modos de majorana, que sao exatamente os dois estados ortogonais que compoem o estado
fundamental no modelo de Kitaev, onde os dois estados possuem paridade distinta. Vemos
também que dois férmions se fundem no vacuo, e portanto o nimero total de férmions
nao é bem definido, porém, a paridade é uma quantidade bem definida e pode ser medida.

Se considerarmos a fusao de trés majoranas, dado que o canal de fusao total é fixo,
encontramos o 1nico caso em que temos mais de uma quase-particula intermediaria, e a
fusao total, pelas regras acima colocadas, s6 pode ser um majorana.

Como vx~v = 1+, o espago de fusao intermediario possui duas dimensoes, e podemos
escolher os estados de fusao |y,v — 1) e |y,7 — 1) como uma possivel base. Tomando

entao essa base, a matriz F ¢ dada por
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O (4.50)
Yy \/§ 1 o 1

Essa equacao pode ser compreendida a partir do diagrama 4.3 tomando todas as
particulas iniciais como vy e as particulas intermediarias sendo o vacuo 1 ou o férmion
. A derivacao dessa equagao utiliza as identidades de pentagono, que sao equagoes de
consisténcia que as matrizes F devem satisfazer. Todos os passos podem ser encontrados
no capitulo 4 do livro do Pachos [43].

As matrizes R que nos fornecem as fases adquiridas quando se move um Majorana ao
redor do outro (quando o canal de fusdo é fixo) podem ser obtidas por meio das identidades

de hexdgono [43], e possuem a forma explicita

1 _ _—im/8 Y 3im/8 1 _ —
Rl =e ™  RYU =¥ RL =-1 R, =i (4.51)

Note que a troca de dois férmions muda o sinal do estado, como era de se esperar. Ja
a troca de dois majoranas, depende do canal de fusao do par.

Tendo em maos as matrizes R e F, podemos partir para a responder a pergunta funda-
mental: como podemos explorar os majoranas para computacao quantica topolégica? Em
esséncia, com um par de p majoranas 7y tem dois canais de fusao, podemos visualiza-los
como um qubit, com estados |0) e |1), que corresponde aos canais de fuséo 1 e 1.

Entretanto, quando falamos de computacao classicamente, estamos falando sobre a
manipulacao de bits por meio de operacoes légicas, de modo que dado um conjunto inicial
de bits em estados devidamente preparados, apos as devidas operacoes logicas, teremos
que os bits no estado final estarao organizados de modo a fornecer a resposta do problema
que esta sendo computado efetivamente.

Isso é também valido na computagao quantica, onde um qubit precisa ser manipulado,
de modo a gerar sobreposigoes e transformagoes de |0) em |1) ou vice versa e os canais
de fusao de majoranas s6 podem ser alterados quando sao trangados com majoranas que
pertencem a pares distintos. Sendo assim, um par de majorana se torna inviavel, visto
que o canal de fusdo de um unico par é fixo, e, portanto, o maximo que pode ser obtido
sao fases globais no estado.

Vamos entao considerar, para um unico qubit, um conjunto com dois pares de majo-

ranas, e assumiremos que os pares sao gerados do vacuo, como mostrado na figura 4.9,
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1 1 ¥ %1

Figura 4.9: (a) Linhas de mundo para um conjunto de dois pares de majorana que surgem
do vacuo. (b)Linhas de mundo para os mesmos pares de majora que surgiram do vacuo,
porém trancando um majorana de cada par antes da fusao. Vemos que nessa situagao é
possivel alterar o canal de fusao de cada par.

tal que o estado inicial de cada par é dado por 1.

Apo6s isso, vamos trancar dois majoranas que pertencem a pares distintos, como na
figura 4.9. Perceba que esses majoranas nao possuem diretamente um canal de fusao, ou
seja, quando fundidos devem retornar uma superposicao de 1 e 1. Para determinar entao
o efeito dessa troca, primeiro utilizamos a matriz F para a fusao dos majoranas em uma
quase-particula «, com « sendo 1 ou .

Apos isso, precisamos considerar a rotagao de 27, aplicando entao a matriz R, duas
vezes e, finalmente, restauramos o canal de fusao original por meio da aplicagao de F'~1.
Explicitamente, o estado de fusdao do primeiro par, apds essa operagao de tranca com a

terceira particula se torna [43]

1,y = 1) = Sy, y = BY B =™y, y = o) (4.52)
B

onde, a matriz B é dada por
—1p2 —im/4 0
B=F"R'F=e (4.53)

Concluimos assim que trangar com uma terceira particula muda o canal de fusao do
primeiro par de 1 para . Uma conclusao similar é encontrada para o segundo par.
Portanto, os quatro majoranas com um canal de fusao total 1, possui um espaco de

fusao intermedidrio bidimensional que é expandido pelos estados ||11)) e |[1))), onde a
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notacao |lab)) = |y,7 — a) ® |y, — b) é usada para simplificar a descrigdo dos espagos
de fusao. O espaco bidimensional que corresponde a um qubit pode ser entao utilizado
para armazenar informacgao de maneira nao local.

Uma consideracao similar se aplica a um par de majoranas criados a partir do vacuo
e outro a partir de um elétron, tendo entdao um canal de fusao total igual a ¥. A base
nessa situagao é dada por [|[1¢)) e ||¢/1))e, como antes, trangar majoranas pertencentes
a diferentes pares muda o canal de fusdo desse par. Estados dessa forma podem ser uteis
para as investigagoes sobre deteccao dos majoranas, visto que podemos teletransportar
um elétron de um par a outro apenas por meio de trangas [43].

Para trés pares de majoranas com canal de fusao total igual ao vacuo, temos como
estados de base |[111)), ||Tvw)), |[v1)) e ||1)), que é a base do espaco quadridimen-
sional que corresponde a dois qubits. Esses estados serao utilizados no préximo capitulo,
quando investigarmos as propriedades de nao localidade nos modos de Majorana.

De maneira geral, temos que n pares de majoranas com um canal de fusao fixo deve
gerar um espaco de Hilbert de dimensao 2"~ !, que pode ser visto com n-1 qubits 16gicos.
Operagoes logicas podem ser efetuadas para se trancar as particulas.

Apesar de toda a riqueza e simplicidade trazida pelo modelo de computacao com
majoranas, estes nao sao suficientes para computac¢ao quantica topolégica universal [53,
54]. E necessario adicionar as operacoes de trancas uma porta logica de fase e uma medida
de 2-qubit, que podem ser realizadas de maneira nao topolégica.

Pelo fato dessas operagoes serem nao topologicas, elas introduzem erros no sistema,
contudo, resultados recentes [55] mostram que as taxas de erro causadas por essas opera-
¢oes nao topoldgicas, apds um protocolo de correcao de erros é da ordem de 14%, o que

torna a computacao com majoranas viavel.
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Capitulo 5

EMARANHAMENTO DE MAJORA-
NAS

Visto a importancia ja apresentada acerca do emaranhamento, e acima disso, o poten-
cial previsto da computacao quantica topoldgica, apresentaremos agora uma configuragao
de cadeias de Kitaev dado um estado inicial genérico, onde encontramos emaranhamento
em diversas bases de medida.

A importancia de tal situacao se da na execucgao de protocolos de computacao, onde a
liberdade de escolha de configuragao é extremamente til, como, por exemplo, o teletrans-
porte [56]. Para isto, descreveremos uma configuragao de “box-qubit”, onde a informagao
¢ armazenada na carga topoldgica anyonica, dada pela paridade do sistema. Todo esse

capitulo foi construido com base nas referéncias: [?,57-59].

5.1 Qubit de Majorana

Comegaremos esse capitulo descrevendo como se da a constru¢do de um tnico qu-
bit baseado em férmions de Majorana. Como vimos no capitulo anterior, no modelo de
Kitaev temos um estado fundamental degenerado, dado por estados ortogonais de pari-
dade distinta que podem ser descritos por operadores eletronicos que sao compostos pelos
majoranas de borda be = Ya1 + 1YB.N-

Os distintos estados de paridade acontecem os dois no estado topologico da cadeia de
Kitaev, sendo estes estados, os espagos de fusdo vistos no capitulo anterior e sdo aqui
caracterizados pelo nimero de elétrons que compoem o estado topolégico em questao (se
sdo pares ou impares).

Podemos denominar o estado de paridade par como |0) e o estado de paridade impar

por |1), onde a paridade pode ser calculada por P = [];1y; e assim, temos o qubit
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) = c1]0) + c2[1), onde,
70y =11, 5-1)
f210) = 0.

Entretanto, apesar de ser um estado de dois niveis fisico, esse qubit ndo pode gerar
um estado légico, ou seja, nao é possivel realizar sobre ele operacoes que alterem o estado
|0) para |1) ou vice versa. Para entender essa impossibilidade, voltemos & operagao de
tranga, dada pelas equacgoes 4.52, 4.53. De uma maneira mais geral, as matrizes de tranga
podem ser escritas como [44,47]

_ 48y

Bij = — (5.2)

onde s;; representa um sinal que pode ser adquirido por um dos majoranas durante a

tranca, devido & natureza nao abeliana da troca [44].

Quando atuamos com uma operacao de tranga sobre um qubit fisico simples, obtemos

BN |0) = 1 —1)|0)

2
V2 (5.3)

1 .
Bapn|l) = —7=(1+1)[1).

V2

Portanto, vemos que uma cadeia de Kitaev sozinha nao ¢é util para a computagao. Isso
se da pela restricao quanto a criacao de particulas, que no sistema supercondutor deve
ocorrer sempre aos pares, conservando entao a paridade. Podemos partir para a segunda
configuracao mais simples, que se da pela jun¢ao de duas cadeias de Kitaev, considerando
novamente a paridade total fixa.

Daqui em diante, como estamos interessados apenas nos majoranas de borda, conside-
raremos sempre o estado topolégico da cadeia de Kitaev, e com isso, vamos definir ~q, v,
os majoranas livres na borda do primeiro fio, 73,74, 0s majoranas do segundo fio e assim
por diante, como mostrado na figura 5.1a.

Nessa nova configuragdo, podemos executar operagoes de tranga da mesma forma como
no qubit fisico, entretanto nessa nova situacao encontramos que ao trocar dois majoranas
que pertencem a regioes topoldgicas distintas (diferentes fios) podemos obter sobreposi¢oes
de estados, o que é essencial para operacoes logicas.

Vamos entao definir o qubit 16gico, composto por dois fios de Kitaev que podem ter
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Y1 2 V3 Y4 Y1 73 Y4
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Y2
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Figura 5.1: a Representacao esquematica de um tnico qubit. Sao necessarios 2 pares de
majoranas para configurar um qubit l6gico, devido a preservacao da paridade total do
sistema b,c e d esquema para troca de dois majoranas que pertencem a fios diferentes
dando origem a combinacoes de estados logicos

separadamente paridade par ou impar, desde que a paridade total seja sempre a mesma,

sendo assim, temos

V) = c1]0) + c2[1),
o) =11
fife |0> =

Onde os estados |1) |0) sdao definidos a partir de |p1, p2), que sdo as paridades dos fios

(5.4)

0.

individuais. Vemos aqui que podemos ter dois tipos de qubits 16gicos, os com paridade par
(]0) =10,05) e |1) = |111s)) e 0 qubit com paridade impar (|0) = |0;12)) e (|1) = |1,02)).

Essas operacoes de tranca que foram definidas a partir das linhas de mundo 4.9 pode
ser implementada em um esquema de cadeia de Kitaev como demonstrado na figura 5.1,
e é possivel mostrar que, apesar de ser construido a partir de sistemas unidimensionais,
a estatistica de troca dessas particulas obedece a mesma regra que anyons em sistemas

2D [47], e sdo descritas por:

Ua3Uss ’0> = 7273 ’0> =1 |1>

UsUsz |1) = 7273 |1) =i 10).

(5.5)

Construido pois o primeiro qubit légico de majoranas e com intuito de estudar sis-

temas compostos, vamos construir o segundo qubit. Poderiamos pensar que, como sao
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necessarios 4 majoranas para um qubit, deveriamos ter 8 majoranas para dois qubits,
entretanto, como a informacao é armazenada na paridade dos pares de majoranas, apenas
6 majoranas sao necessarios. Cada par pode admitir paridade +1 ou -1, portanto, se a

paridade total for fixa e igual a 41, temos as opgoes como na tabela 5.1.

Y2 | V34 | V5% | Pr
+1 | +1 | +1 | +1
+1 | -1 | -1 [+1
141 ] -1 [+
1] -1 ] 41|+l

Tabela 5.1: Tabela com os possiveis estados de paridade para um conjunto de 6 majoranas
com paridade total fixa em -1 (canal de fusdo fermibnico)

Onde, como mostrado no capitulo anterior, as paridades estao associadas aos canais
de fusdao anyonico, sendo p = —1 o par se fundindo em um férmion ¥ e p = +1 a fusao
no vacuo 1. A partir dessa base simples composta de majoranas, podemos, a principio,
criar quantos qubis for necessario, bastando apenas a inclusao de mais fios de Kitaev em
fases topoldgicas.

Criado entao o par de qubits, construir uma superposicao de estados logicos é a pri-
meira tarefa para computagdo quantica, e isso pode ser feito simplesmente por uma ope-
racao de trancas da forma

1 .

Ur2U3U12[0) = —= (1172 + 7273) [0) = (10) + (1)),

-5
NE

Z (5.6)

([0) ~ [1)).

U2Us3Usa 1) = ﬁ(%% +7273) 1) =

5

Essa operagao de trancas configura uma porta légica conhecida como porta de Hada-
mard, que é por vezes utilizada como primeiro passo para a computacao. Essa operacao

via diagrama de trancas pode ser vista na figura 5.2

5.2 Rede de Majoranas

Uma computagao quantica de maneira escalavel, necessita um ntmero arbitrario de
qubits que estao disponiveis para efetuarem portas légicas, para isso, vamos aqui conside-
rar um sistema em forma de rede, onde diversos fios de Kitaev sao dispostos lado a lado,

como mostrado na figura 5.3.
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Figura 5.2: Diagrama de trancas para troca de majoranas oriundos de regioes topologicas
diferentes, dando origem a uma sobreposicao de estados. Essa operagao é conhecida como
porta de Hadamard.

E
|

Figura 5.3: Rede de majoranas, onde cada linha demonstra um estado topolégico de
Kitaev e as regides nao preenchidas por linhas encontram-se em estados triviais, podendo
ser transformadas em regioes topoldgicas de acordo com a necessidade de transporte dos
majoranas para operagoes logicas.



5. CAP5 90
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Figura 5.4: Configuracao de Majoranas dados por um subespaco da rede geral. Os Majo-
ranas do lado esquerdo, em verde, serdo os disponiveis a Alice, enquanto que os do lado
direito, em azul, os de Bob.

Essa configuragao pode ser construida de maneira relativamente simples seguindo a
proposta experimental ??. Teremos em mente daqui por diante que a configuracao geral
do sistema ¢é dada pela descricdo acima, mas vamos nos concentrar em um subespago
desse sistema, sendo esse subespaco com paridade total definida como -1, ou seja, a fusao
de todos os majoranas levaria a um elétron.

Tendo em vista que queremos estudar o emaranhamento de dois qubits de Majorana,
bastam 6 majoranas, como representado na figura 5.4. Nessa situacdo, vamos tratar
os majoranas da esquerda (em verde), como sendo a parte de Alice, enquanto que os
majoranas da direita (azul) serd a parte referente a Bob.

Inicialmente, vamos escrever os operadores de criacao eletronicos que dao origem aos

6 majoranas como

flo =71 +im, fis = 73 + i, fle = 75 + i6. (5.7)

Podemos descrever esse sistema por meio de um estado geral conforme

[0) = e1 [l fafs 1000) + ca fly [000) + s £y [000) + ¢4 £, [000) . (5.8)

Queremos estudar o comportamento desse estado frente a desigualdade CHSH, mos-
trada na relacao 3.21, entretanto ¢ um pouco trabalhoso realizar os calculos no estado 5.8.

Uma maneira mais simples se da reescrevendo esse estado em termos da base de paridade.
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Como estamos interessados no subespaco de paridade gerado por esses 6 majoranas,
vamos reescrever o estado acima no espago das paridades, e, para isso, vamos escrever os

operadores

Az = _i71737 Ay = i73757 AZ = _i7571
(5.9)
Bx = _Z-PY4’727 By :if)/?’%v BZ = —Z.’)/5’Y4‘

Se nos valermos das relagoes de anti-comutacao entre os operadores eletronicos fiT ou

dos majoranas ;

Ly =14t rr=0 {fl £} =0y

{7i7 ’Y]} = 61]

(5.10)

Podemos mostrar que as relagoes de comutagao entre os novos operadores {4;} e {B;}

sao dadas por

[Aia A] = € 'kAka
S (5.11)
[Bi, B]] = Eijk;Ak-
De posse dessas informacoes, podemos mapear o estado 5.8 em um estado de dois

niveis da forma

vy =c1|[++) + e |+—=) +e3|—+) +ca|——), (5.12)

que é andlogo a um estado mais geral possivel de spin, entretanto, no caso de spin seria
impossivel a existéncia simultdnea de termos (|4++),|——)) com termos (|[+—),|—+)),
devido a conservacao do momento angular. Aqui ja podemos perceber que, se tratando
de qubits de férmions de Majorana, temos uma riqueza ainda maior que os casos de spin.

Queremos agora, a partir de uma decomposicao de Schmidt, reescrever o estado 5.12
em uma forma mais facil de se trabalhar. Para isso, comegaremos por escrever esse estado

na forma compacta

[0) =3 ay i) (5.13)

onde,
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C C
a; = . (5.14)
C3 C4

Podemos escrever o estado acima na forma de uma matriz densidade composta, e com

isso, temos

=2 aigapy i) (@51 (5.15)

v, i3’
A decomposicao de Schmidt diz respeito aos estados individuais, seja de Alice ou Bob.
Vamos aqui considerar o conhecimento maximo que Alice consegue ter do estado composto

5.12, que é dado por um trago parcial sobre os estados de Bob, assim, temos

o = Trn(p"®) = 303 ai sl b 1) (7] (5.16)

7]ZJ

ou seja,

A= ainag i) Gl (5.17)

.5,k
Os coeficientes de Schmidt sao dados pelos autovalores da matriz, p = aal, que podem
ser calculados de maneira direta a partir de
* 2 2 * *
a e\ (G ¢ len|* + |e2|®  erch + cach

3 ) \& e3¢t + cacs  |es)® + |cal?

N ¥

e o os autovalores de p”, sdo calculados por det(p? — Ie) = 0, dai

det(p?) = €2 — [Trp™)]e + det(p?) = 0. (5.19)

Entao,

ex = Tr(p") £ /([Tr(p*)]? — ddet(p?),

er = 1\ = 4[(er]? + |ea) (esl + les]2) = (a6 + each)(eaci + ac)].

Onde nos valendo da condigdao de normalizagao sobre o estado inicial, sem que |c;|? +
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lca]? + |e3]® + |ea|* = 1 e, portanto, obtemos finalmente

er =1+ \/1—4feres — cocyl2. (5.20)

E, assim, o estado na base de paridade 5.12, é reescrito em uma maneira mais simples

CcOomo

) = Vfex [++) + e |- (5.21)

Estamos agora prontos para estudar o comportamento desse estado frente as desigual-

dades de Bell, e, para isso, comegaremos por definir os seguintes observaveis

Ap=7y-d, A =f-d By=25'b By =35-"b, (5.22)

onde @ = {A4,,A,, A} e b= {B., By, B.} dados na equagao 5.36 e de modo que [0) e
|1) sejam autovetores de A, e B,. Além disso, 7,71, §pes; sdo vetores unitarios em RS
Procuraremos entao vetores para os quais alguma das desigualdades CHSH seja violada.

Vamos definir o seguinte operador

Bersy = Ao @By —Ag® B, + A; ® By + A; ® By, (5.23)

Dada a nossa escolha de observaveis, encontramos

Bemsn) = (Fo-GR80-b) — (Fo- T @8- by + (F1-TR8- by + (F1-a @58 -b)  (5.24)

Vamos calcular o valor esperado de cada termo no estado 5.21. Para isso, o valor

esperado geral

—

<f-6®§-b)w:(w]f-c?®§-5|¢)

-

Iniciando pelo célculo da atuac¢ao do operador (7-@® §-b) no estado 1)) = e, |[++) +

€_ |——) em partes, a seguir calculando cada termo da soma separadamente e somando
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tudo ao final. Sendo assim, temos

e (U] (rzAe +ryAy +124A2) @ (2B + 5y By + 5.B:) [++)

=€+ (Y| (rz [=) +iry [ =) + 72 |4)) @ (52 [ =) +isy [ =) + 5. 4))

=€ (Y| (rase |==) +irasy |==) + 182 [—4) +irysa [——) —rysy |——) (5.25)
+irys, |[—+) +rose [+—) Firesy [+—) + s, [+4))

:ei(rzsz) + ere_(rypSy +irySy + irySy — 145y)

onde utilizamos na tltima passagem o fato de que (ijlij) = J;;. Realizando o mesmo

calculo para o segundo termo da expressao, temos

e (Y|(reAs + 1Ay +1.A,) @ (5582 + sy By + 5.B.) |——)
= (| (ra [+) —iry [+) 2 |=)) @ (sa [+) —isy |+) — s:]—))
=¢_ (] (1p8g |[++) — iresy [++) — 108, |[+=) — iryse |[++) —rys, |++)  (5.26)
+irys, |[+—) — 18, |—+) +ir.sy |—+) + 15, |——)
=€ (1,8,) + €re_(TpSy — 748y — iTySy — Ty5,).

Portanto, somando as duas soluc¢oes acima,

-,

(F-d®38-b), =7.8, + 2616 (rps, —1y8y) (5.27)

Se tomarmos,

7o = (0,0,1), ™ =(1,0,0), 80 = (sin 0,0, cosb), §1 = (sin ¢, 0, cos ¢). (5.28)

Assim, temos:

—

(o -ad® 8y -b) = cosb, (P13 ® 8- by = 2e,c_sin,
(Po- @ ® 81 - b) = cos o, (f1-6®§1-5>:2e+e_sin¢.

Dessa forma, substituindo os termos acima em 5.24,

(Bemsm) = cos @ — cos ¢ + 2e,e_(sinf + sin ¢), (5.29)
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podemos agora escolher dire¢oes especificas no espaco, sendo

1

1+ 4(e+e,)2’
2e,€_

V1 +4(€+€_)2‘

cosf = —cos¢p =

(5.30)

sinf = sin ¢ =
Assim, finalmente obtemos

2 de_e
(Bensu) = + 2 e +
1+ 4(epe)? 1+ 4(epe_)?

=2,/1+4(eye_)?

Agora, precisamos apenas substituir os valores de €, e ¢_, dado em 5.20.

(Bensu) = 2\/1 +4(cicq — cac3)?. (5.31)

Logo de cara ja notamos que existe uma violagao da desigualdade CHSH pelo estado
5.12 desde que cicy—coc3 # 0, e, portanto, vemos que é possivel encontrar emaranhamento
em um estado geral de majoranas.

Apesar de encontrarmos a possibilidade de emaranhamento nesse estado considerado
inicialmente, vamos um pouco além, e podemos repetir o mesmo procedimento enfado-
nho acima para outras trés configuragoes de medida possiveis dada a mesma situacao
experimental, como mostrado na figura 5.5.

Na segunda configuracao, vista na figura 5.5a consideraremos os seguintes operadores

de Alice e Bob

Ay = —ivems, Ay =—ins, Az = =157
(5.32)

B, = —ivam, By, =iv372, B, = —imns.

E apos repetirmos todo o procedimento anterior, obtemos um valor de desigualdade

(Bensu) = 2\/1 +4(cics — cacn)?. (5.33)

Para a terceira configuracdo, mostrada na figura 5.5b, os operadores sao definidos

CcOo1mo
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Figura 5.5: Trés configuracoes possiveis de medida. Os pontos verdes representam os

Majoranas em posse de Alice, enquanto os azuis sao os majoranas de Bob.

Ay = —iy9m, Ay = —ium, A, =~y
B, = —iv37s, By =ive7s, B, = —iv57%.

Que leva a um valor de desigualdade CHSH de

<]BCHSH> = 2\/1 + 4(0162 — 6304)2

e, por ultimo, a quarta configuracao, mostrada na figura 5.5¢, os operadores,
Ay = =iy, Ay == Az = i
B, = —iv3e, B, =iva7s, B, = —ivs7s.

Retornando

(Bemsu) = 2\/1 +4(AE+ A3+ 2 —3)?,

como valor de desigualdade CHSH.

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Temos, portanto, um conjunto de 4 equagoes vinculadas as desigualdades CHSH e

uma equacio de vinculo ¢ + ¢ + 3 + ¢} = 1, associada & normalizagdo da fungdo de

onda. Se quisermos por exemplo, encontrar inicialmente uma condi¢ao para que todas

as configuragoes de medida sejam separdaveis, ou seja, ndo emaranhadas, esse sistema de

equacgoes pode ser resumido em
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4+t =1,

i+t —c5=0,
C1Cq4 — C9C3 = 0, (538)
C1C3 — C4Co = 0,
C1Cg — C3C4 — 0.

Podemos perceber que nao existe nenhum valor para as constantes que satisfacam
todas as equagoes, e, sendo assim, vemos que necessariamente ao menos uma das confi-
guracoes deve ser nao localmente emaranhada.

Podemos também efetuar uma abordagem numérica a esse problema, tentando en-
contrar situagoes que poderiam ser interessantes no contexto experimental. Por exemplo,
vemos que para ¢; = —0,694,¢c, = 0,707,¢c3 = 0,120e,c4, = 0,07 Encontramos que as
configuragoes 1,2 e 3 sdo emaranhadas nao localmente. Podemos também buscar valores

de minimo de violacao dentre essas trés, que ¢ dado por um valor de Boysy = 2,06 para

a configuragao 2.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O objetivo do trabalho foi discutir principais conceitos acerca do emaranhamento e
computacao quantica topoldgica utilizando férmions de majorana.

Para isso, abordamos o emaranhamento desde seus principios fundamentais, passando
pela descricao mateméatica formal e, por fim, pudemos passar brevemente por uma de
suas aplicagoes mais interessantes, que é o teletransporte. Discutimos com certo grau de
detalhes as discussoes levantadas oriundas do emaranhamento, acerca da completude da
mecanica quantica e chegamos aos argumentos de John Bell, que deram origem as sua
famosa desigualdade, que p6s fim no debate iniciado por EPR.

O trabalho EPR deu inicio a um dos ramos mais ricos em pesquisa nos dias atuais,
que é a informacao quantica e, diante da incessante busca por modelos de computacgao
quantica mais eficientes e com simplicidade para aplicacao experimental, revisamos o
modelo de Kitaev para modos de majorana, tendo em vista seu potencial de aplicagao
para a computacao quantica, discutindo desde sua origem em um sistema supercondutor,
passando pelas suas principais caracteristicas associadas a protecao topolégica e estatistica
de troca e por fim, chegando a descricao de como podem efetivamente ser utilizados como
qubits.

A partir desse ferramental tedrico, investigamos o comportamento dos modos de Ma-
jorana em uma configuragao especifica frente a desigualdade de Bell, mais especificamente
a desigualdade CHSH, abordando uma configuracao minima de dois qubits e estudando
as diferentes formas de se repartir esse sistema.

Pudemos constatar que, dadas as condi¢oes impostas de paridade fixa e desconside-
rando efeitos térmicos, vemos que os modos de majorana apresentam uma configuragao
nao localmente emaranhada para algum conjunto de observaveis, qualquer que seja o es-
tado inicial. Acreditamos que isso possa estar associado a descricdo por nés utilizada,

onde um elétron que da origem a dois majoranas esta sempre sendo medido em partes
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distintas.

Vimos também que existe um minimo de violagao de Beysy = 2,06 que pode ser
obtido nesse sistema e que nos conduz a ideia de considerarmos, na sequéncia desse tra-
balho, a discussao de um protocolo de emaranhamento ruidoso, utilizando esse canal de
minima violagao, nos baseando nas ideias inicialmente levantadas em [56].

Por fim, sabemos que o modelo de Majoranas para a computacao quantica topolo-
gica nao ¢ suficiente para executar a computagao quantica universal, apesar de existirem
abordagens com uma taxa de erro pequena que estende a computacdo com majoranas.

Além disso, como dito acima, o emaranhamento intrinseco encontrado no modelo de
Kitaev pode estar associado a forma como o sistema foi repartido entre Alice e Bob, en-
tretanto, é inegavel a simplicidade e o poder de aplicacao dos modos de Majorana. Apesar
de o futuro da computagao topoldgica nao ser necessariamente os majoranas (talvez os
anyons de Fibonacci [60]), toda a base fenomenolégica e matematica para o futuro da

computacao topologica deve passar pela descricao por nos apresentada.
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