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RESUMO

SOUZA, Pedro Leonardo Pinto de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, agosto de 2023.

Códigos de grupo, LCD e auto-ortogonais construídos a partir de p-grupos

abelianos Ąnitos. Orientador: Marinês Guerreiro.

Neste trabalho descrevemos os idempotentes primitivos da álgebra de grupo FqG =

Fq(Cpm × Cpn), em que Cpm e Cpn são, respectivamente, grupos cíclicos de ordem pm e pn.

Para tanto, elaboramos alguns exemplos nos quais calculamos os elementos idempotentes

a partir da teoria de corpos finitos. Além disso, calculamos os idempotentes, por meio

de exemplos, a partir da teoria de grupos. Nosso objetivo é mostrar, na prática, como

devemos transitar seguramente entre essas diferentes abordagens, evidenciando as relações

entre elas e as consequências nos cálculos dos idempotentes, gerados pela diferença das

hipóteses adotadas em cada caso. Por fim, descrevemos todos os códigos abelianos LCD e

auto-ortogonais da álgebra de grupo FqG a partir dos idempotentes primitivos previamente

calculados.

Palavras-chave: Códigos. Idempotentes. Primitivos.



ABSTRACT

SOUZA, Pedro Leonardo Pinto de, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, August, 2023.

Group, LCD and self-orthogonal codes built from Ąnite abelian p-groups.

Adviser: Marinês Guerreiro.

In this work we describe the primitive idempotents of the group algebra FqG =

Fq(Cpm × Cpn), with Cpm and Cpn cyclic groups of order pm and pn, respectively. To

do so, we elaborate on some examples in which we calculate the idempotent elements

using finite field theory. Additionally, we calculate these elements in some examples using

group theory. Our goal is to demonstrate in practice how to safely navigate between these

different approaches, highlighting the relationships between them and the consequences in

the computation of idempotents, arising from the differences in the assumptions made in

each case. Finally, we describe all linear codes with complementary dual (LCD) and all

self-orthogonal abelian codes in the group algebra FqG based on the previously computed

primitive idempotents.

Keywords: Codes. Idempotents. Primitives.
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1 INTRODUÇÃO

A velocidade extraordinária no desenvolvimento de microcomputadores com capa-

cidades de processamento de dados cada vez maiores elevou significativamente a qualidade

e a quantidade de transmissão desses dados, impulsionando, quase que naturalmente, o

desenvolvimento de códigos corretores de erros com maiores capacidades de detecção e

correção. Contudo, essa é apenas uma condição necessária, mas não suficiente para a

eficiência de tais códigos.

Um código corretor de erros (cíclico ou abeliano) pode ser construído, teoricamente,

como um subespaço vetorial sobre um corpo finito, como um ideal num anel quociente de

um anel de polinômios (em uma ou mais indeterminadas) e também estudado como uma

extensão de um corpo finito. Mais recentemente, a partir dos trabalhos [4] e [9], dentre

muitos outros, se tem procurado estudar esses códigos como ideias de uma álgebra de

grupo, não só para grupos cíclicos e abelianos. Deste modo, para se extrair o máximo de

informações possíveis sobre um código, é importante que se saiba transitar com segurança

entre essas diferentes abordagens e conhecer a relação entre elas. Este é um dos objetivos

desta dissertação.

Em muitos trabalhos sobre códigos se menciona a estrutura algébrica de álgebra

de grupo, mas efetivamente não se usa essa estrutura para, por exemplo, o cálculo dos

parâmetros de um código. Tanto na abordagem via anéis de polinômios quanto na de

álgebra de grupos, um código é um ideal gerado por um idempotente. A estrutura de grupo

subjacente à álgebra de grupo é um auxiliar importante na identificação dos diferentes

idempotentes geradores de códigos e o reticulado de subgrupos pode ser utilizado para

classificar os códigos a menos de equivalência, como feito em [8].

O aprimoramento da aplicabilidade da Teoria de Álgebras de Grupo à Teoria de

Códigos, nas últimas décadas, permitiu estabelecer assertivamente sob quais condições

os idempotentes de uma álgebra de grupo são primitivos ou não. Uma das aplicações

destes resultados é identificar possíveis equívocos em afirmações a respeito de produtos de

idempotentes primitivos, conforme [22, p. 167].

Sejam Fq um corpo finito com q elementos e G um p-grupo abeliano finito, com

q relativamente primo com p. Um idempotente primitivo de uma álgebra de grupo FqG

é um elemento e ∈ FqG, tal que e2 = e e é gerador de um ideal minimal desta álgebra

de grupo. Uma das motivações que levam ao estudo destes elementos é o fato de que um

idempotente da álgebra de grupo FqG pode escrito como soma de idempotentes primitivos,
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segundo [2], [3] e [19].

Neste trabalho, descrevemos os idempotentes primitivos da álgebra de grupo

FqG = Fq(Cpm × Cpn), em que Cpm e Cpn são, respectivamente, grupos cíclicos de ordem

pm e pn. Para tanto, elaboramos alguns exemplos nos quais calculamos os elementos

idempotentes sob as hipóteses e a técnica adotada em [15]. Além disso, calculamos os

idempotentes, por meio de exemplos, sob as hipóteses e a técnica adotada em [8] e [9].

Nosso objetivo é mostrar, na prática, como devemos transitar seguramente entre essas

diferentes abordagens, evidenciando as relações entre elas e as consequências nos cálculos

dos idempotentes, gerados pela diferença das hipóteses adotadas em cada caso. Por fim,

descrevemos todos os códigos abelianos LCD e auto-ortogonais da álgebra de grupo FqG a

partir dos idempotentes primitivos previamente calculados, de acordo com [15].

Apesentamos, no Capítulo 2, a base teórica que fundamenta os resultados referentes

à álgebras de grupo que mostramos nesta dissertação. Começamos por apresentar, na

Seção 2.1, definições e resultados da teoria de corpos finitos, como a existência e a

unicidade (a menos de isomorfismos) de corpos finitos, extensões de corpos ciclotômicas

e a decomposição de polinômios ciclotômicos sobre corpos finitos. Esses resultados são

primordiais para o cálculo dos idempotentes primitivos por meio da técnica adotada

por [5], [14] e [15], que veremos no Capítulo 4. Na Seção 2.2 introduzimos os principais

resultados da teoria de módulos que são necessárias para definir uma álgebra de grupo,

especialmente a semissimplicidade, pois a partir dela temos uma caracterização de um

idempotente primitivo [21]. Na Seção 2.3 apresentamos o Teorema de Wedderburn-Artin

em sua forma mais geral, dada por [21]. Este Teorema é um dos resultados mais importante

deste trabalho, visto que a partir dele é possível transitar entre as diferentes abordagens

que tratamos dos códigos aqui. Na Seção 2.4, introduzimos alguns resultados de anéis de

polinômios que usamos, principalmente, nos Capítulos 4 e 5.

No Capítulo 3, apresentamos outros resultados importantes a respeito de álgebras

de grupo que utilizamos nesta dissertação. Iniciamos, pela Seção 3.1, com as definições

básicas e alguns resultados que estabelecem isomorfismos essenciais para se trabalhar com

os elementos de uma álgebra de grupo de maneiras diferentes. Além disso, apresentamos

como é a estrutura de um ideal de uma álgebra de grupo. Na Seção 3.2 particularizamos

os conceitos de semissimplicidade para álgebras de grupo finitas, exibimos uma versão

do Teorema de Wedderburn-Artin mais direcionada para nossos propósitos e discutimos

alguns dos principais resultados usados na construção das álgebras de grupo que nos

interessam, como um corolário do Teorema de Maschke, que estabelece condições para que

uma álgebra de grupo seja semissimples. Todo o trabalho feito nesta seção foi baseado

em [21]. Os conceitos apresentados na Seção 3.2 foram particularizados para álgebras

de grupo abelianas na Seção 3.3, conforme [21]. Primeiro, descrevemos como se dá a
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decomposição de uma álgebra de grupo de um grupo cíclico em ideais minimais bilaterais.

Estentendo essas ideias, apresentamos o Teorema de Perlis-Walker, o qual estabelece, como,

e sob quais hipóteses, uma álgebra de grupo de um grupo abeliano, não necessariamente

cíclico, se decompões como soma direta de ideais minimais bilaterais [21]. Na Seção 3.4

mostramos como são os idempotentes e os idempotentes primitivos de uma álgebra de

grupo FG, com F um corpo finito e G um grupo cíclico de ordem n, além de exibirmos

um exemplo de como se calculam esses elementos. Por fim, na Seção 3.5, concatenamos

todas as ideias a respeito da decomposição de uma álgebra de grupo como soma direta de

seus ideais minimais bilaterais e apresentamos os principais resultados estabelecidos em

[9], no qual são determinadas condições necessárias e suficientes para que o número de

componentes simples de uma álgebra de grupo seja minimal. Os resultados da Seção 3.5

são extensivamente usados no Capítulo 4.

As principais ideias e argumentações desta dissertação encontram-se no Capítulo

4. Começamos por firmar algumas considerações e convenções que são utilizadas ao longo

de todo o capítulo. Na Seção 4.1, descrevemos, a partir da abordagem dada em [15], os

idempotentes primitivos de uma álgebra de grupo de um grupo abeliano finito e calculamos

estes elementos em um exemplo particular. Além disso, apresentamos alguns resultados

importantes enunciados em [15], que são demonstrados e discutidos mais detalhadamente

em [5] e [14]. Ainda na Seção 4.1, discutimos, de acordo com a abordagem dada em

[9], os resultados necessários para se calcular os idempotentes primitivos por meio da

estrutura do grupo e calculamos esses elementos em um exemplo particular. Concluímos a

Seção 4.1 discutindo as particularidades observadas nos cálculos desses elementos, quando

obtidos a partir da teoria de grupos e a partir da teoria de corpos finitos. Na Seção 4.2,

estendemos as ideias apresentadas na Seção 4.1, em ambas as abordagens, generalizando

alguns resultados e demonstrando grande parte deles, conforme [8] e [15]. Antes, porém,

discutimos, na Subseção 4.2.1, quem são os subgrupos dos grupos Cp2 × Cp e Cp2 × Cp2 ,

com o objetivo de conhecer melhor a estrutura dos subgrupos nestes casos particulares

para utilizá-los na construção de exemplos na abordagem da teoria de grupos dada em [8].

Por fim, discutimos, num espectro mais geral, as particularidades observadas nos cálculos

dos idempotentes primitivos quando se usa a teoria de grupos e a teoria de corpos finitos.

Utilizamos exemplos mais elaborados para descrever os idempotentes primitivos em cada

caso.

No Capítulo 5, definimos os códigos de grupo e descrevemos todos os códigos

abelianos com complementar dual (LCD) e auto-ortogonais abelianos, de acordo com [15].

Na Seção 5.1 introduzimos os principais conceitos a respeito dos códigos corretores de

erros e todos os códigos que tratamos nesta dissertação, com base em [2], [3], [11], [12],

[18] e [19]. Além disso, introduzimos alguns conceitos que usamos na demonstração de
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resultados da Seção 5.2, conforme [6], [15] e [21]. Na seção 5.2, definimos os códigos LCD

e auto-ortogonais (de acordo com [15]) e descrevemos todos os códigos desta forma, que

são gerados pelos idempotentes primitivos encontrados nos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.2.
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2 PRELIMINARES ALGÉBRICOS

Neste capítulo, apresentamos os principais conceitos, propriedades e resultados,

relativos às estruturas algébricas, que são essenciais para a teoria de códigos. Além disso,

firmamos algumas notações que serão usadas ao longo de todo o texto. Este capítulo foi

estruturado com base nas referências [13], [16], [20] e [21], as quais também indicamos

para maiores detalhes e demonstrações dos resultados que optamos por omitir aqui.

2.1 CORPOS FINITOS

Apresentamos, nesta seção, alguns resultados da teoria de corpos finitos que

abordam a construção desses corpos por meio das extensões ciclotômicas e o comportamento

das raízes dos polinômios ciclotômicos.

Teorema 2.1.1. Para todo primo positivo p e todo inteiro positivo n existe um corpo

finito com q = pn elementos. Todo corpo com q = pn elementos é isomorfo ao corpo de

decomposição do polinômio xq − x sobre F.

Teorema 2.1.2. Seja Fq um corpo finito, com q = pn elementos, para p finito e n ∈ N∗.

Então todo subcorpo de Fq tem ordem pm, em que m é um divisor de n. Reciprocamente,

se m é um divisor positivo de n, então existe exatamente um subcorpo de Fq com pm

elementos.

Convencionamos, a partir de agora, que Fq denota um corpo finito com q elementos

ao longo de todo o texto.

Teorema 2.1.3. Para todo corpo finito Fq, o grupo multiplicativo F∗
q de elementos não

nulos de Fq é cíclico.

DeĄnição 2.1.1. O gerador do grupo cíclico F∗
q é chamado elemento primitivo de Fq.

Observação 2.1.1. A ordem de F∗
q é igual a q − 1. Por [16, Teorema 1.15(v)], F∗

q possui

ϕ(q − 1) geradores, em que ϕ é a função de Euler. Assim, da Definição 2.1.1, Fq possui

ϕ(q − 1) elementos primitivos.

DeĄnição 2.1.2. Seja Fqm uma extensão de Fq e seja α ∈ Fqm. Então os elementos

α, αq, αq2

, . . . , αqm−1

são chamados conjugados de α com respeito a Fq.

Corolário 2.1.1. Seja α ∈ Fqm. Então o polinômio minimal de α sobre Fq é

irr(α,Fq) = (x − α)(x − αq)(x − αq2

) . . . (x − αqs−1

),

em que s é o menor inteiro positivo tal que αqs

= α.
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Observação 2.1.2. Os conjugados de α ∈ Fqm com respeito a Fq são distintos se, e

somente se, o polinômio minimal de α sobre Fq tem grau s. Caso contrário, o grau r deste

polinômio minimal é um divisor próprio de s e, então, os conjugados de α com respeito a

Fq são os elementos distintos α, αq, αq2

, . . . , αqr−1

, cada um repetido s/r vezes.

Teorema 2.1.4. Os conjugados de α ∈ F∗
q com respeito a qualquer subcorpo de Fq possuem

a mesma ordem no grupo multiplicativo F∗
q.

DeĄnição 2.1.3. Para α ∈ F = Fqm e K = Fq, o traço TrF/K(α) de α sobre K é definido

por

TrF/K(α) = α + αq + · · · + αqm−1.

Se K é o subcorpo primo de F , então TrF/K(α) é chamado traço absoluto de α e

simplesmente denotado por TrF (α).

2.1.1 Raízes da unidade e polinômios ciclotômicos

DeĄnição 2.1.4. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposição de xn − 1 sobre

um corpo F é chamado n-ésimo corpo ciclotômico sobre F e denotado por F(n). As

raízes de xn − 1 em F(n) são chamadas raízes n-ésimas da unidade sobre F e o conjunto

de todas as raízes é denotado por E(n).

O conjunto das raízes E(n) estabelece uma relação com a característica do corpo F.

Teorema 2.1.5. Seja n um inteiro positivo e F um corpo de característica p. Então:

(i) Se p não divide n, então E(n) é um grupo cíclico de ordem n com respeito a multipli-

cação em F(n).

(ii) Se p divide n, escreva n = mpe, com inteiros positivos e, m, e m não divisível por p.

Então F(n) = F(m), E(n) = E(m) e as raízes de xn − 1 em F(n) são os elementos de

E(m), cada uma com multiplicidade pe.

DeĄnição 2.1.5. Sejam F um corpo de característica p e n um inteiro positivo não divisível

por p. Então um gerador do grupo cíclico E(n) é chamado raiz n-ésima primitiva da

unidade sobre F.

Observação 2.1.3. Por [16, Teorema 1.15(v)] — sob as condições da Definição 2.1.5 —

existem exatamente ϕ(n) raízes n-ésimas primitivas da unidade diferentes sobre F. Se ξ é

uma delas, então todas as raízes n-ésimas primitivas da unidade sobre F são dadas por ξs,

em que 1 ≤ s ≤ n e mdc(s, n) = 1.
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DeĄnição 2.1.6. Sejam F um corpo de característica p, n um inteiro positivo não divisível

por p e ξ a raiz n-ésima primitiva da unidade sobre F. Então o polinômio

Φn(x) =
n∏

s=1
mdc(s,n)=1

(x − ξs)

é chamado n-ésimo polinômio ciclotômico sobre F.

O grau de Φn(x) é ϕ(n) e seus coeficientes pertencem obviamente ao corpo

ciclotômico de grau n sobre F.

Teorema 2.1.6. Sejam F um corpo de característica p e n um inteiro positivo não divisível

por p. Então:

(i) xn − 1 =
∏

d♣n

Φd(x);

(ii) os coeficientes de Φn(x) pertencem ao subcorpo primo de F. Se o subcorpo primo de

F é o corpo dos racionais, então os coeficientes de Φ(x) pertencem a Z.

Demonstração. (i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre F é uma raiz primitiva d-ésima

da unidade sobre F, para exatamente um divisor positivo d de n. Em particular, se ξ

é uma raiz primitiva n-ésima da unidade sobre F, e ξs é uma raiz arbitrária n-ésima

da unidade sobre F, então d =
n

mdc(s, n)
, isto é, d é a ordem de ξs em E(n). Como

xn − 1 =
n∏

s=1

(x − ξs),

o resultado segue ao agruparmos, para cada d que divide n, os fatores (x − ξs) para

os quais ξs é uma raiz d-ésima primitiva da unidade sobre F.

(ii) A prova segue por indução sobre n. Com efeito, Φn(x) é um polinômio mônico,

assim, para n = 1, temos Φ1(x) = x − 1, e a afirmação é obviamente válida. Para

n > 1, suponha a proposição válida, para todos os Φd(x), com 1 ⩽ d < n. Então, a

partir de (i), Φn(x) =
xn − 1

f(x)
, em que f(x) =

∏

d♣n,d<n

Φd(x). Pela hipótese de indução,

f(x) é um polinômio com coeficientes no subcorpo primo de F, ou em Z, caso a

característica de F seja 0. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini para calcular a divisão

de xn − 1 pelo polinômio mônico f(x), vemos facilmente que os coeficientes de Φn(x)

pertencem ao subcorpo primo de F, ou a Z, respectivamente.

■
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Teorema 2.1.7. O corpo ciclotômico F(n) é uma extensão algébrica simples de F. Além

disso:

(i) Se F = Q, então o polinômio ciclotômico Φn é irredutível sobre F e [F(n) : F] = ϕ(n).

(ii) Se F = Fq, com mdc(q, n) = 1, então Φn se decompõe em
ϕ(n)

d
polinômios irredutí-

veis distintos e mônicos em F[x] com o mesmo grau d. O corpo F(n) é o corpo de

decomposição de qualquer um desses fatores irredutíveis sobre F, e [F(n) : F] = d, em

que d é o menor inteiro positivo tal que qd ≡ 1(mod n), em outras palavras, d é a

ordem da classe de q em Zn, que denotamos por d = o(q).

Demonstração. Se existe uma raiz primitiva ξ de ordem n sobre F, então F(n) = F(ξ).

Caso contrário, temos a situação descrita no caso (ii) do Teorema 2.1.5, daí F(n) = F(m) e

o resultado segue novamente. Quanto às demais afirmações, podemos encontrar a prova de

(i) em [13, Proposição 8.3]; vamos provar apenas (ii), o caso mais importante para nossos

propósitos. Seja η uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre Fq. Então η ∈ Fqk se, e

somente se, ηqk

= η, e essa última identidade é equivalente a qk ≡ 1 (modn). O menor

inteiro positivo para o qual isso vale é k = d, para algum divisor d de n, assim, η ∈ Fqd .

Consequentemente, η não pode pertencer a nenhum subcorpo próprio de Fqd Assim, o

polinômio minimal de η sobre Fq tem grau d e, como η é uma raiz arbitrária de Φn, os

resultados desejados seguem. ■

Suponhamos 1, ξ, ξs, . . . , ξn−1 as raízes de xn−1 sobre F. Para i = 0, 1, . . . , n−1, os

conjugados de ξi são ξi, ξiq, ξiq2

, . . . , ξiqs−1

, com s o menor inteiro positivo tal que ξiqs

= ξi.

Note

ξiqs

= ξi ⇐⇒ ξiqs−i = 1 ⇐⇒ n ♣ (iqs − i) ⇐⇒ iqs ≡ i(mod n).

Portanto, podemos usar a condição iqs ≡ i (mod n) para determinar os conjugados de ξ.

Assim, o polinômio minimal da raiz ξi (e, portanto, também o das raízes ξiq, . . . , ξiqs−1

) é

o produto

mξi(x) = (x − ξi)(x − ξiq)(x − ξiq2

) . . . (x − ξiqs−1

),

com s o menor inteiro positivo tal que iqs ≡ i (mod n).

Desta forma, a determinação do polinômio minimal de ξi passa pela determinação

do conjunto

Cj = ¶[jqt] ∈ Zn; t ∈ Z, t ≥ 0♢,

em que cada jqt é reduzido módulo n, e seus elementos são os expoentes a que devemos

elevar ξ para achar todas as raízes do polinômio minimal de ξi.
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DeĄnição 2.1.7. A j-ésima classe ciclotômica de q módulo n é

Cj = ¶j, jq, jq2, . . . , jqri−1♢,

em que cada jqj é reduzido módulo n e rj é o menor inteiro positivo tal que jqrj ≡ j (mod n).

Proposição 2.1.1. Os conjuntos Ci possuem as seguintes propriedades:

(i) Se Ci ∩ Cj ̸= ∅, então Ci = Cj.

(ii) A união de todos Ci é igual a Zn.

Demonstração. (i) Suponha Ci ∩ Cj ≠ ∅. Então existem inteiros não negativos t e s,

tais que

[iqt] = [jqs]. (2.1)

Da igualdade (2.1),

iqt ∈ [jqs] =⇒ ∃ k ∈ Z; iqt = jqk.

Sem perda de generalidade, podemos supor t ≥ k, assim

iqt−k = j =⇒ [j] = [iqt−k] ∈ Ci. (2.2)

Logo, Cj ⊂ Ci. Por outro lado, multiplicando a última igualdade em (2.2) por [qr],

para algum inteiro r tal que [qt−k+r] = 1, de modo que [iqt−k+r] = [i], obtemos

[i] = [iqt−k+r] = [jqr] ∈ Cj.

Logo, Ci ⊂ Cj. Portanto, vale a igualdade.

(ii) É imediato que a união de todos os Cj está contido em Zn, pois cada Cj está contido

em Zn. Por outro lado, sendo [m] ∈ Zn arbitrário, temos [m] = [mq0] ∈ Cm. Logo

Zn está contido na união de todos os Cj. Portanto, vale a igualdade.

■

Teorema 2.1.8. Sejam ξ uma raiz de xn − 1 no menor corpo finito F de característica

p que contém ξ e mξ(x) seu polinômio minimal. Sejam ζ um elemento primitivo em F e

ξ = ζ i. Se u é o menor elemento na i-ésima classe ciclotômica de q módulo n, então

mξ(x) =
∏

k∈Cu

(x − ζk).
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2.1.2 Outras classes de ciclotomia

Nem sempre é possível encontrar as classes de ciclotomia da maneira que foi

abordada anteriormente, uma vez que a fatoração do polinômio xn − 1, com n ∈ N∗,

pode não ser minimal, ou seja, igual a fatoração sobre o corpo dos racionais. Neste caso é

necessário definir um conjunto auxiliar e particioná-lo, para só então encontrar as classes

de ciclotomia vinculadas a cada uma dessas novas partes, como foi feito em [14] e que

mostraremos a seguir.

Sejam l um número primo ímpar e Fq um corpo finito. Seja Fqt uma extensão de

Fq de grau t. Considere l e q tais que mdc(l, q) = 1, t a ordem multiplicativa de q módulo

l. Seja v a maior potência de l tal que lv ♣ (qt − 1). Para m ≤ v, existe a seguinte fatoração

do polinômio xlm − 1

xlm − 1 =
lm∏

j=1

(x − ξj
lm), (2.3)

em que ξlm é a lm-ésima raiz da unidade em Fqt .

DeĄnição 2.1.8. Sejam S = ¶j; 1 ≤ j ≤ lm♢, Sh = ¶j = lm−hu ∈ S; mdc(u, l) = 1♢ e

ξj
lm , com 1 ≤ j ≤ lm, a j-ésima potência da raiz lm-ésima primitiva da unidade. Definimos

Ψh(x) =
∏

j∈Sh

(x − ξj
lm), h = 0, 1, . . . , m.

Proposição 2.1.2. Sejam S = ¶j; 1 ≤ j ≤ lm♢ e Sh = ¶j = lm−hu ∈ S; mdc(u, l) = 1♢.

Então

S =
m⋃

h=0

Sh.

Demonstração. Seja j um elemento de S. Por definição 1 ≤ j ≤ lm. Se j = lk, para algum

k = 0, 1, . . . , m, então j = lk = lm−h, para algum h = 0, 1, . . . , m, assim j ∈ Sh, para algum

h = 0, 1, . . . , m. Se j ̸= lk, para todo k = 0, 1, . . . m, então existe, para cada h = 0, 1, . . . , m,

um elemento u, primo com l, tal que j = lku = lm−hu. Assim, j = lm−hu ∈ Sh, para cada

h = 0, 1, . . . , m. Logo S ⊂
m⋃

h=0

Sh. Portanto, vale a igualdade. ■

Para cada j = lm−hu ∈ Sh, com 1 ≤ h ≤ m, existe uma q-classe ciclotômica

Ch,u = ¶j, jq, . . . , jqt−1♢ ⊂ Sh, desde que qt ≡ 1 (mod lv). Assim, existe uma união

disjunta

Sh =

φ(lh)
t⋃

u=1

Ch,u, com ♣Ch,u♣ = t e mdc(u, l) = 1. (2.4)
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Portanto, cada q-classe ciclotômica Ch,u corresponde a um polinômio irredutível sobre Fq,

a saber,

fh,u(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ξlm−huqµ

lm ) =
t−1∏

µ=0

(x − ξuqµ

lh ), (2.5)

e S0 corresponde ao polinômio irredutível x − 1 sobre Fq. Desta forma, pelo item (ii) do

Teorema 2.1.7, o número de fatores irredutíveis de xlm − 1 sobre Fq é:

1 +
ϕ(l)

t
+ . . . +

ϕ(lm)

t
= 1 +

lm − 1

t
.

2.2 MÓDULOS

A estrutura algébrica módulo é primordial no desenvolvimento da teoria dos

anéis de grupo e contém todos os fatos básicos desta teoria como é dito em [21]. Nesta

seção apresentamos algumas definições e resultados sobre módulos que serão utilizados no

capítulo destinado a teoria dos anéis de grupo.

DeĄnição 2.2.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano M (escrito aditivamente) é chamado

R-módulo (à esquerda) (ou de módulo à esquerda sobre R) se, para cada elemento a ∈ R e

cada m ∈ M , tivermos um produto am ∈ M tal que, para todos a, b ∈ R e m, m1, m2 ∈ M :

(i) (a + b)m = am + bm,

(ii) a(m1 + m2) = am1 + am2,

(iii) a(bm) = (ab)m,

(iv) 1m = m,

De maneira similar, dado um anel R podemos definir um R-módulo à direita

considerando a multiplicação de elementos de R por elementos de M pelo lado direito. No

que se segue, a menos que seja explicitado, trataremos um R-módulo à esquerda apenas

como R-módulo.

Observação 2.2.1. Seja F um corpo. Da definição de módulos, um F-módulo coincide

com a definição de espaço vetorial sobre um corpo F.

Exemplo 2.2.1. Seja L um ideal à esquerda de um anel R. Como o produto de elementos

de R por elementos de L está em L, então L pode ser considerado um R-módulo à esquerda.

Similarmente, ideias à direita podem ser considerados R-módulos à direita. Em particular,

um anel é sempre um módulo sobre si mesmo. Neste caso, consideramos RR um módulo à

esquerda sobre o anel R e RR um módulo à direita sobre o anel R.
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DeĄnição 2.2.2. Sejam M e N dois R-módulos. Uma função f : M −→ N é dita um

homomorfismo de R-módulos ou um R-homomorfismo se, para todos m1, m2 ∈ M e todo

r ∈ R, tem-se

(i) f(m1 + m2) = f(m1) + f(m2);

(ii) f(rm1) = rf(m1).

Dizemos que o R-homomorfismo f , definido em 2.2.2, é um R-epimorĄsmo, se f

é sobrejetora; é um R-monomorĄsmo, se f é injetora. Além disso, se f é simultaneamente

injetora e sobrejetora, então f é chamada R-isomorĄsmo.

DeĄnição 2.2.3. Seja R um anel comutativo. Um R-módulo A é dito uma R-álgebra

se existe uma multiplicação definida em A tal que, com a adição dada em A e esta

multiplicação, A é um anel e tal que a seguinte condição é válida:

r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todos r ∈ R e a, b ∈ A.

DeĄnição 2.2.4. Seja M um módulo sobre um anel R. Um conjunto não vazio N ⊂ M é

chamado R-submódulo de M se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Para todos x, y ∈ N , temos x + y ∈ N .

(ii) Para todo r ∈ R e todo n ∈ N , temos rn ∈ N .

Se R é comutativo e M é uma R-álgebra, então dizemos que N é uma R-

subálgebra de M se for, simultaneamente, um submódulo e um subanel de M .

Decorre da definição acima que os submódulos do RR-módulo são seus ideias à

esquerda.

DeĄnição 2.2.5. Dizemos que M é um módulo simples se for não nulo e seus únicos

submódulos forem ⟨0⟩ e M .

Observação 2.2.2. Seja S um subconjunto de elementos de um R-módulo M . Denotare-

mos por RS o conjunto de todas as somas finitas da forma

n∑

i=1

xisi = x1s1 + x2s2 + . . . + xnsn,

com n um inteiro positivo qualquer e xi ∈ R, si ∈ S, para 1 ≤ i ≤ n.
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DeĄnição 2.2.6. Um conjunto S = ¶si♢i∈I de elementos de um R-módulo M é chamado

conjunto de geradores de M , se M = RS, isto é, se todo elemento de M pode ser

escrito como uma combinação linear (finita) de elementos de S com coeficientes em R.

DeĄnição 2.2.7. Um conjunto S = ¶si♢i∈I de elementos de um R módulo M é dito

linearmente independente (ou, as vezes, R-livre) se, para qualquer combinação linear

(finita) de elementos de S com coeficientes em R,

ri1si1 + ri2si2 + . . . + rit
sit

= 0 =⇒ ri1 = ri2 = . . . = rit
= 0.

DeĄnição 2.2.8. Um conjunto S = ¶si♢i∈I de elementos de um R módulo M é uma base

de M sobre R (ou, brevemente, R-base) se é linearmente independente e um conjunto de

geradores de M .

DeĄnição 2.2.9. Um R-módulo M é chamado R-livre se tiver uma base.

DeĄnição 2.2.10. Uma família ¶Mi♢i∈I de submódulos de um R-módulo M é dita

independente se, para todo índice i ∈ I temos

Mi

⋂

∑

j ̸=i

Mj


 = ⟨0⟩.

DeĄnição 2.2.11. Seja ¶Mi♢i∈I uma família de submódulos de um R-módulo M . Dizemos

que M é a soma direta (interna) de um submódulo desta família e escrevemos M =

⊕i∈IMi se a família é independente e gera M , isto é, se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Para todo i ∈ I, temos Mi

⋂

∑

j ̸=i

Mj


 = ⟨0⟩.

(ii) M =
∑

i∈I

Mi.

Observação 2.2.3. As duas condições da definição acima são equivalentes a:

(iii) Todo elemento m ∈ M pode ser escrito unicamente como

m = mi1 + mi2 + . . . + mit
; mij

∈ Mij
, 1 ≤ j ≤ t.

Observação 2.2.4. Em particular, se ¶mi♢i∈I é uma base de M , então M é a soma direta

M = ⊕i∈IRmi.

DeĄnição 2.2.12. Um submódulo N de um R-módulo M é um somando direto se

existe outro submódulo N ′ de M tal que M = N ⊕ N ′. Um módulo que não contenha

somandos diretos não triviais é chamado indecomponível.
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DeĄnição 2.2.13. Seja ¶Mi♢i∈I uma família de R-módulos. A soma direta (externa)

de módulos desta família, que denotamos por ⊕i∈IMi, é o conjunto de todos os elementos

da forma ¶mi♢i∈I , com mi ∈ Mi, para todo i ∈ I, e mi = 0, para quase todo i ∈ I

(exceto para um número finito de índices). Com a adição e a multiplicação de R definida

componente a componente, este conjunto é também um R-módulo.

Dado um anel R, denotaremos por R(I) o conjunto de todas as famílias (ri)i∈I ,

com ri ∈ R, para todo i ∈ I, e ri = 0 para quase todo i ∈ I (exceto para um número finito

de índices). Note que R(I) é uma soma direta ⊕i∈IRi, em que cada somando é igual a R.

Proposição 2.2.1. Se M é um R-módulo com base S = ¶si♢i∈I , então M é isomorfo a

R(I).

Proposição 2.2.2. Seja R um anel. Todo R-módulo M é uma imagem epimórfica de

um R-módulo livre, ou seja, para todo R-módulo M , existe um R-módulo livre F e um

epimorfismo de R módulos φ : F −→ φ(F ) tal que M = φ(F ).

2.2.1 Semissimplicidade

Uma das razões pela qual diversos resultados acerca dos códigos de grupo foram

estabelecidos é a semissimplicidade. A partir dela dela é possível decompor um R-módulo,

de modo a obter propriedades importantes dos códigos construídos sobre álgebras de grupo.

Os resultados apresentados nesta subseção foram baseados em [21].

DeĄnição 2.2.14. Um R-módulo M é dito semissimples se todo submódulo de M é

um somando direto.

Teorema 2.2.1. Seja M um R-módulo. Então as condições abaixo são equivalentes.

(i) M é semissimples.

(ii) M é um somando direto de submódulos simples.

(iii) M é a soma (não necessariamente direta) de submódulos simples.

DeĄnição 2.2.15. Um anel R é chamado semissimples se o módulo RR é semissimples.

Corolário 2.2.1. Um módulo quociente L de um módulo semissimples M é isomorfo a

um submódulo de M e, consequentemente, é semissimples.

Teorema 2.2.2. Seja R um anel. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Todo R-módulo é semissimples.

(ii) R é um anel semissimples.
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(iii) R é a soma direta de um número finito de ideais minimais à esquerda.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que todo R-módulo seja semissimples. Em

particular, RR é semissimples. Logo, pela definição de anel semissimples, R é um

anel semissimples.

(ii) =⇒ (iii) Suponha R um anel semissimples. Pelo Teorema 2.2.1 segue RR uma

soma direta de submódulos simples e, como seus submódulos são ideais à esquerda

de R, então R = ⊕i∈ILi, com Li um ideal à esquerda de R, para todo i ∈ I.

Como Li é simples, então Li não possui ideais próprios, logo é minimal, para todo

i ∈ I. Deste modo, R é a soma direta de ideais minimais à esquerda de R. Resta

provar que esta soma é finita. Note que 1 ∈ R, assim, podemos escrevê-lo como

1 = xi1 +xi2 + . . .+xin
, com xij

∈ Lij
e 1 ≤ j ≤ n. Daí, dado r ∈ R arbitrário, temos

r = r1 = rxi1 + rxi2 + . . . + rxin
, com rxij

∈ Lij
e 1 ≤ j ≤ n. Logo R ⊂ ⊕n

j=1Lij
.

Além disso, temos ⊕n
j=1Lij

⊂ ⊕i∈ILi. Portanto, R = ⊕n
j=1Lij

.

(iii) =⇒ (ii) Suponha R uma soma direta de ideais minimais à esquerda. Pelo Teorema

2.2.1, R é semissimples.

(ii) =⇒ (i) Seja M um R-módulo. Pela Proposição 2.2.2, existe um R-módulo livre F

e um epimorfismo φ : F −→ φ(F ) tal que M = φ(F ). Daí, existe uma base ¶ai♢i∈I

de F sobre R. Da Definição 2.2.11, F = ⊕i∈IRai. Como F é livre, pela Proposição

2.2.1, F é isomorfo a uma soma direta de cópias de R, ou seja, F = ⊕i∈IRai
∼= R(I),

logo cada Rai
∼= R é semissimples e, pelo Teorema 2.2.1, F é semissimples. Pelo

Corolário 2.2.1, temos F/Kerφ um quociente semissimples, mais ainda, F/Kerφ é

a soma direta de submódulos simples. Como M ∼= F/Kerφ (Pelo 1º Teorema dos

Isomorfismos), então M é, também, a soma direta de submódulos simples. Portanto,

M é semissimples.

■

Exemplo 2.2.2. Seja Mn(D) o anel completo das matrizes n × n sobre um corpo de

divisão D. Vamos mostrar que este é um anel semisimples. De fato, considere

L1 =




D 0 · · · 0

D 0 · · · 0

· · ·

D 0 · · · 0




, . . . , Ln =




0 0 · · · D

0 0 · · · D

· · ·

0 0 · · · D




.

É fácil ver que Li, 1 ≤ i ≤ n, é um ideal minimal à esquerda de Mn(D) e que Mn(D) =

L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln. Logo, Mn(D) é semisimples.
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Teorema 2.2.3. Seja R um anel. Então R é semissimples se, e somente se, todo ideal à

esquerda L de R é da forma L = Re, em que e ∈ R é um idempotente.

Demonstração. Seja R um anel semissimples e L um ideal à esquerda de R. Daí existe

L′ ideal à esquerda de R tal que R = L ⊕ L′. Como 1 ∈ R, podemos escrevê-lo como

1 = x + y, com x ∈ L e y ∈ L′. Assim, x = x1 = x(x + y) = x2 + xy. Deste modo,

xy = x − x2, logo xy ∈ L. Além disso, y ∈ L′ e x ∈ R implica em xy ∈ L′. Como

R = L ⊕ L′, segue L ∩ L′ = ¶0♢ e, consequentemente, 0 = xy = x − x2. Logo x2 = x, isto

é, x é um idempotente de R. Resta provar que L = Rx.

Dado a ∈ L, temos a = a1 = a(x + y) = ax + ay. Daí, ay = a − ax ∈ L, além

disso, ay ∈ L′. Deste modo, ay ∈ L ∩ L′ = ¶0♢ e isso implica em 0 = ay = a − ax. Assim,

a = ax ∈ Rx, logo L ∈ Rx. Segue, da hipótese, Rx ⊂ L. Portanto L = Rx, com x um

idempotente de R.

Reciprocamente, assuma que todo ideal à esquerda L de R seja gerado por um

idempotente de R. Por hipótese L = Re, para cada ideal L ⊂ R e e ∈ R um idempotente.

Seja 1 − e ∈ R, temos (1 − e)2 = 1 − e, ou seja, 1 − e é um idempotente de R. Daí,

L′ = R(1 − e) é um ideal à esquerda de R.

Note que, para todo x ∈ R, temos x = x + xe − xe = xe + x(1 − e), logo

R = Re + R(1 − e). Tome x ∈ Re ∩ R(1 − e). Temos x = re + s(1 − e), com r, s ∈ R.

Assim, xe = ree = re2 = re = x e xe = s(1 − e)e = se − se2 = 0. Logo x = xe = 0,

consequentemente, Re ∩ R(1 − e) = ¶0♢. Portanto, R = Re ⊕ R(1 − e) = L ⊕ L′, com L

um somando direto de R e, pelo Teorema 2.2.2, R é semissimples. ■

Teorema 2.2.4. Seja R = ⊕t
i=1Li uma decomposição de um anel semissimples como

soma direta de ideais à esquerda minimais. Então existe uma família ¶e1, e2, . . . , et♢ de

elementos de R tais que

(i) ei ̸= 0 é um elemento idempotente para 1 ≤ i ≤ t.

(ii) Se i ̸= j, então eiej = 0.

(iii) 1 = e1 + e2 + . . . + et.

(iv) ei não pode ser escrito como ei = e′
i + e′′

i , em que e′
i e e′′

i são idempotentes tais que

e′
i, e′′

i ̸= 0 e e′
ie

′′
i = 0, com 1 ≤ i ≤ t.

Demonstração. Seja R = ⊕t
i=1Li uma decomposição de um anel semissimples como soma

direta de ideais à esquerda minimais. Escreva 1 = e1 + e2 + . . . + et, com ei ∈ Li, para
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1 ≤ i ≤ t. Temos

ei = ei1 = ei(e1 + e2 + . . . + ei + . . . + et)

= eie1 + eie2 + . . . + e2
i + . . . + eiet

= e2
i + ei(e1 + e2 + . . . + ei−1 + ei+1 + . . . + et),

para todo i = 1, 2, . . . , t. Assim,

ei(e1 + e2 + . . . + ei−1 + ei+1 + . . . + et) = ei − e2
i ∈ Li,

para todo i = 1, 2, . . . , t. Como ei(e1 + e2 + . . . + ei−1 + ei+1 + . . . + et) ∈ L1 ⊕ . . . ⊕ Li−1 ⊕

Li+1 ⊕ . . . ⊕ Lt, então ei − e2
i ∈ Li ∩ (L1 ⊕ . . . ⊕ Li−1 ⊕ Li+1 ⊕ . . . ⊕ Lt). Por hipótese

Li ∩ (L1 ⊕ . . . ⊕ Li−1 ⊕ Li+1 ⊕ . . . ⊕ Lt) = ¶0♢, assim ei − e2
i = 0, logo ei = e2

i , para todo

i = 1, 2, . . . , t, ou seja, ei é um idempotente de R, para todo i = 1, 2, . . . , t. Desta forma,

ei = e2
i + ei(e1 + e2 + . . . + ei−1 + ei+1 + . . . + et) implica em eiej = 0, para 1 ≤ i, j ≤ t.

Isto prova os itens (i), (ii) e (iii).

Por hipótese e pelo Teorema 2.2.3, temos Li = Rei, para cada i = 1, 2 . . . , t.

Suponha que existam idempotentes e′
i e e′′

i de R tais que ei = e′
i + e′′

i e e′
ie

′′
i = 0. Daí,

Re′
i e Re′′

i são ideais minimais à esquerda de R. Deste modo, Li = Rei = Re′
i + Re′′

i . Se

ei ∈ Re′
i ∩ Re′′

i , então ei = re′
i = se′′

i , para r, s ∈ R. Assim, eie
′
i = re′

ie
′
i = r(e′

i)
2 = re′

i = ei

e eie
′
i = se′′

i ei = 0, logo ei = eie
′
i = 0, donde Re′

i ∩ Re′′
i = ¶0♢ e, consequentemente,

Li = Re′
i ⊕ Re′′

i , com Re′
i, Re′′

i ̸= ⟨0⟩, o que contradiz a minimalidade de Li, para cada

i = 1, 2, . . . , t. Isto prova o item (iv).

Reciprocamente, suponha que exista uma família ¶e1, e2, . . . , et♢ de idempotentes

de R satisfazendo os itens (i), (ii), (iii) e (iv). Mostremos que R = ⊕t
i=1Li é uma decom-

posição de um anel semissimples como uma soma direta de ideais minimais à esquerda de

R. Primeiramente suponha, para todo 1 ≤ i ≤ t, que Li não seja um ideal minimal. Desta

forma, existe Ji ideal de R tal que Ji ⊂ Li, para 1 ≤ i ≤ t. Como RR é semissimples e Li

é um submódulo de RR, para todo 1 ≤ i ≤ t, segue do Teorema 2.2.2, Li semissimples,

para todo 1 ≤ i ≤ t. Daí, existe J ′
i ideal de Li tal que Li = Ji ⊕ J ′

i . Reproduzindo os

passos da primeira parte da demonstração do Teorema 2.2.3, conclui-se ei = e′
i + e′′

i , com

e′
i, e′′

i tais que e′
i, e′′

i ̸= 0 e e′
ie

′′
i = 0, contradizendo o item (iv). Logo Li = Rei, para cada

1 ≤ i ≤ t, e é um ideal minimal. Do item (iii), da mesma forma como feito no Teorema

2.2.2, temos R = L1 + L2 + . . . + Lt. Resta provar que esta soma é direta. Para tanto,

tome x ∈ Li ∩ (
∑

j ̸=i

Lj). Daí,

x = riei =
∑

j ̸=i

rjej =⇒ x = riei = rieiei =
∑

j ̸=i

rjejei = 0.

Logo Li ∩ (
∑

j ̸=i

Lj) = ¶0♢. Portanto R = ⊕t
i=1Li. ■
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DeĄnição 2.2.16. Seja R um anel. Uma família de idempotentes ¶e1, e2, . . . , et♢ satis-

fazendo as condições (i), (ii) e (iii) do Teorema 2.2.4 é chamada família completa de

idempotentes ortogonais. Um idempotente satisfazendo as condições anteriores e a

condição (iv) do mesmo teorema é chamado idempotente primitivo.

Lema 2.2.1. Sejam L um ideal minimal à esquerda de um anel semissimples R e M um

R-módulo simples. Então LM ̸= ⟨0⟩ se, e somente se, L ∼= M como R-módulos; neste

caso LM = M .

Proposição 2.2.3. Seja R = ⊕t
i=1Li uma decomposição de um anel semissimples R como

soma direta de ideais minimais à esquerda. Então todo R-módulo simples é isomorfo a um

dos ideais Li dados na decomposição.

2.3 O TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN

Um dos principais resultados que servem de base para a teoria dos códigos de

grupo é o Teorema de Wedderburn-Artin. Veremos ao longo desta dissertação que este

teorema pode ser considerado um ponto de interseção entre as diferentes teorias empregadas

na determinação de códigos de p-grupo, tornando-o uma peça fundamental na construção

de pontes entre tais teorias.

Lema 2.3.1. Seja L um ideal minimal à esquerda de um anel semissimples R. Então a

soma de todos os ideais à esquerda de R isomorfos a L é um ideal bilateral de R.

Demonstração. Defina a soma A =
∑

J∼=L

J , em que cada J é um ideal à esquerda de R.

Como a soma de ideais à esquerda é também um ideal à esquerda, então A é um ideal à

esquerda de R. Resta provar que A é também um ideal à direita de R. Pelo Teorema 2.2.2

podemos escrever R = ⊕t
i=1Li, com Li um ideal minimal à esquerda, para cada 1 ≤ i ≤ t.

Assim, AR =
∑

J∼=L

JR =
∑

J∼=L

t∑

i=1

JLi, donde JLi = ⟨0⟩ ou JLi = Li. Pelo Lema 2.2.1, a

última igualdade ocorre se, e somente se, J ∼= Li. Daí, Li
∼= L implica em Li ⊂ A, assim

AR =
∑

J∼=L

t∑

i=1

JLi ⊂ A, logo A é também um ideal à direita de R. Portanto, A =
∑

J∼=L

J é

um ideal bilateral de R. ■

Lema 2.3.2. Seja I um ideal bilateral de um anel semissimples contendo um ideal minimal

à esquerda L. Então I contém todos os ideais à esquerda isomorfos a L.

Proposição 2.3.1. Sejam L um ideal minimal à esquerda de um anel semissimples R e

B a soma direta de todos os ideais à esquerda de R isomorfos a L. Então B é um ideal

minimal bilateral de R.
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Demonstração. Por hipótese e pelo Lema 2.3.1, B é um ideal bilateral de R. Mostremos

que B é minimal. Sejam B1 um ideal bilateral de R contido em B e L1 um ideal minimal

à esquerda de R contido em B1. Suponha L1 ≇ L. Temos, pelo Lema 2.2.1, L1L = ⟨0⟩,

assim LiJ = ⟨0⟩, para todo J ∼= L, consequentemente, L1B = ⟨0⟩. Como L1 ⊂ B, segue

L1L1 = ⟨0⟩. Por outro lado, o fato de L1 ser um ideal minimal à esquerda de R implica,

pelo Teorema 2.2.3, na existência de um elemento idempotente de R em L1, contradizendo

L1 = ⟨0⟩, logo B1 ̸= ⟨0⟩ e L1
∼= L.

Agora observe que L1 ⊂ B1 implica, pelo Lema 2.3.2, que B1 contém todos os

ideais à esquerda de R. Logo B1 ⊃
∑

J∼=L

J = B. Portanto B é minimal. ■

Dada a decomposição de R como soma direta de ideais minimais à esquerda,

podemos reagrupar os ideais minimais dessa soma de modo a obter classes de isomorfismos

desses ideais, ou seja,

R = L1 ⊕ . . . ⊕ Lt

= (L11 ⊕ . . . ⊕ L1r1) ⊕ (L21 ⊕ . . . ⊕ L2r2) ⊕ . . . ⊕ (Ls1 ⊕ . . . ⊕ Lsrs
), (2.6)

com r1 + r2 + . . . + rs = t, em que Lin
∼= Lim e LikLjh = ⟨0⟩ se i ̸= j, de acordo com

o Lema 2.2.1. Além disso, da Proposição 2.2.3, todo ideal minimal à esquerda de R é

isomorfo a algum dos ideais de R dados na decomposição (2.6).

Teorema 2.3.1. Com a notação acima, seja Ai a soma de todos os ideais à esquerda de

R isomorfos a Li1, com 1 ≤ i ≤ s. Então:

(i) cada Ai é um ideal minimal bilateral de R.

(ii) AiAj = ⟨0⟩, se i ̸= j.

(iii) R = ⊕s
i=1Ai como anéis, em que s é o número de classes de isomorfismos de ideais

minimais à esquerda de R.

Demonstração. (i) Da observação acima, Li1, 1 ≤ i ≤ s, é um ideal minimal de R. Logo,

pela Proposição 2.3.1, Ai é um ideal minimal bilateral de R, para todo 1 ≤ i ≤ s.

(ii) Escreva R = (L11 ⊕ . . . ⊕ L1r1) ⊕ (L21 ⊕ . . . ⊕ L2r2) ⊕ . . . ⊕ (Ls1 ⊕ . . . ⊕ Lsrs
) como na

observação anterior. Dado x ∈ R, temos x = x11 + . . . + x1r1 + x21 + . . . + x2r2 + . . . +

xs1 + . . . + xsrs
, com xij ∈ Lij, para 1 ≤ i ≤ s e 1 ≤ j ≤ t. Tome yi = xi1 + . . . + xiri

,

com 1 ≤ i ≤ s. Como Li1 + . . . + Liri
⊂ Ai, então yi ∈ Ai, para cada 1 ≤ i ≤ s, e

x = y1 + y2 + . . . + ys. Logo R = A1 + A2 + . . . + As =
∑

J1
∼=L11

J1 + . . . +
∑

Js
∼=Ls1

Js. Daí,
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AiAj =


 ∑

Ji
∼=Li1

Ji

∑

Jj
∼=Lj1

Jj


. Como Lik ⊂ Ai, 1 ≤ k ≤ ri; Ljh ⊂ Aj, 1 ≤ h ≤ rj

e Ji
∼= Lik, Jj

∼= Ljh, então LikLjh = ⟨0⟩ implica em JiJj = ⟨0⟩ para todo i ̸= j.

Portanto, AiAj = ⟨0⟩ se i ̸= j.

(iii) Suponha que exista x = y1 + y2 + . . . + ys ∈ Ai

⋂∑

j ̸=i

Aj. Daí, yi ∈ Ai e yi ∈ Aj,

para todo i ̸= j. Assim, yi = xi1 + . . . + xiri
∈ Lj1 ⊕ . . . ⊕ Ljrj

e, consequentemente,

xik ∈ Lik ∩ Ljh, 1 ≤ k ≤ ri, 1 ≤ h ≤ rj. Como Ln ∩ Lm = ¶0♢, para todo n ≠ m e

1 ≤ n, m ≤ t, então Lik ∩ Ljh = ¶0♢, para todo i ≠ j. Logo xik = 0 se i ̸= j, e daí

yi = 0, para todo 1 ≤ i ≤ s. Portanto, x = 0 e a soma é direta.

■

DeĄnição 2.3.1. Um anel R é dito simples se seus únicos ideais bilaterais são ⟨0⟩ e R.

Proposição 2.3.2. Seja D um anel de divisão e seja n um inteiro positivo. Então o anel

de matrizes completo Mn(D) não contém ideais próprios.

Pela Proposição 2.3.2 e a Definição 2.3.1, Mn(D) é um anel simples.

Corolário 2.3.1. Os ideais Ai, com 1 ≤ i ≤ s, definidos no Teorema 2.3.1 são anéis

simples.

Observação 2.3.1. Os ideais bilaterais construídos no Teorema 2.3.1 determinam com-

pletamente todos os ideais bilaterais de R.

Proposição 2.3.3. Seja R = ⊕s
i=1Ai uma decomposição de um anel semissimples R como

soma direta de ideais minimais bilaterais. Então

(i) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito da forma

I = Ai1 ⊕ . . . ⊕ Ait, com 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ it ≤ s.

(ii) Se R = ⊕r
i=1Bi é uma outra decomposição de R como soma direta de ideais minimais

bilaterais, então s = r e, com um ajuste nos índices, Ai = Bi, para todo i.

Demonstração. (i) Seja I um ideal bilateral de R. Temos I ⊂ R = A1 ⊕ . . . ⊕ As, assim

I = (A1 ∩I)⊕ . . .⊕ (As ∩I). Como Ai é minimal e Ai ∩I é um ideal de Ai, para cada

1 ≤ i ≤ s, então Ai ∩ I = ⟨0⟩ ou Ai ∩ I = Ai. Logo, I = ⟨0⟩ ou I = Ai1 ⊕ . . . ⊕ Ait.

(ii) Por hipótese R = A1 ⊕ . . . ⊕ As. Daí, B1 ⊕ . . . ⊕ Br = A1 ⊕ . . . ⊕ As, para todo

1 ≤ j ≤ r. Assim, temos Bj = Bj ∩ A1 ⊕ . . . ⊕ Bj ∩ As. Ai é minimal, para todo

1 ≤ i ≤ s, e a soma é direta, logo Bj ∩ Ai = ⟨0⟩ ou Bj ∩ Ai = Ai, para cada
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1 ≤ j ≤ r e 1 ≤ i ≤ s. Como Bj também é minimal e soma é direta, então, para

cada 1 ≤ j ≤ r, Bj ∩ Ai = Bj, para algum 1 ≤ i ≤ s, e Bj ∩ Ak = ⟨0⟩, para todo

k ≠ i. Logo, para cada 1 ≤ j ≤ r, temos Bj = Ai, para algum 1 ≤ i ≤ s. Portanto

r = s e, reorganizando os índices, temos Ai = Bi, para cada 1 ≤ i ≤ s.

■

DeĄnição 2.3.2. Os ideais minimais bilaterais de um anel semissimples R são chamados

componentes simples de R.

DeĄnição 2.3.3. O conjunto

Z(R) := ¶r ∈ R; rx = xr, ∀ x ∈ R♢

é chamado centro de R e seus elementos são ditos centrais.

Teorema 2.3.2. Seja R = ⊕s
i=1Ai uma decomposição de um anel semissimples de R

como soma direta de ideais minimais bilaterais. Então existe uma família ¶e1, . . . , es♢ de

elementos de R tais que:

(i) ei ̸= 0 é um idempotente central, para 1 ≤ i ≤ s.

(ii) Se i ̸= j, então eiej = 0.

(iii) 1 = e1 + . . . + es.

(iv) ei não pode ser escrito como ei = e′
i + e′′

i , em que e′
i e e′′

i são idempotentes tais que

e′
i, e′′

i ̸= 0 e e′
ie

′′
i = 0, 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração. A demonstração deste resultado é idêntica à do Teorema 2.2.4, exceto pelo

fato de termos que provar que os idempotentes são centrais, ou seja, pertencem ao centro

de R. Para tanto, tome x ∈ R. Temos, por (iii), x = xe1 + . . . + xes = e1x + . . . + esx.

Como Ai é um ideal bilateral, para todo 1 ≤ i ≤ s, e os idempotentes são ortogonais, então

xei = eixei + (e1x + . . . + ei−1x + ei+1x + . . . + esx)ei

= e2
i x + ei(e1x + . . . + ei−1x + ei+1x + . . . + esx)

= eix + eie1x + . . . + eiei−1x + . . . + eiei−1x + eiei+1x + . . . + eiesx

= eix, para todo 1 ≤ i ≤ s.

Portanto, os idempotentes ei, para 1 ≤ i ≤ s, são centrais. ■

DeĄnição 2.3.4. Os elementos ¶e1, . . . , es♢ do Teorema 2.3.2 são chamados idempotentes

centrais primitivos de R.



Capítulo 2. Preliminares algébricos 31

Teorema 2.3.3 (Teorema de Wedderburn-Artin). Um anel R é semissimples se, e somente

se, é isomorfo a uma soma direta de álgebras de matrizes sobre anéis de divisão:

R ∼= Mn1(D) ⊕ . . . ⊕ Mns
(D).

2.4 ANÉIS DE POLINÔMIOS

Nesta seção apresentamos alguns resultados da teoria de anéis de polinômios que

utilizaremos nos próximos capítulos. A principal referência base desta seção é [13].

Seja Fq um corpo finito. Ao longo de todo o texto, denotamos por Fq[x] o anel

de polinômios sobre o corpo Fq. Em alguns momentos omitimos a indeterminada de um

polinômio f(x) em Fq[x] e o denotamos apenas por f , a fim de não sobrecarregar a notação.

Teorema 2.4.1. Todo ideal de Fq[x] é principal, ou seja, é da forma I = ⟨g(x)⟩, com

g(x) ∈ Fq[x].

Demonstração. Seja I um ideal de Fq[x]. Se I = ¶0♢, então I = ⟨0⟩. Se I ̸= ¶0♢, considere

g(x) ∈ I não nulo, de modo que g(x) tenha o menor grau possível em I, (o que é possível,

pois o conjunto formado pelos graus dos polinômios de I é não vazio, logo, pelo princípio

da boa ordenação, I possui um menor elemento), assim, ⟨g(x)⟩ ⊂ I.

Seja f(x) ∈ I. Pelo algoritmo da divisão polinomial, existem únicos q(x), r(x) ∈

Fq[x], tais que

f(x) = g(x)q(x) + r(x), com r(x) = 0 ou ∂(r(x)) < ∂(g(x)).

Então

r(x) = f(x) + g(x)(−q(x)) ∈ I.

Se r(x) ̸= 0, então teríamos um polinômio de I com grau menor do que o grau de g(x),

contradizendo a minimalidade do grau de g(x). Logo, r(x) = 0 e f(x) = g(x)q(x) ∈ ⟨g(x)⟩,

donde segue I ⊂ ⟨g(x)⟩. Portanto, I = ⟨g(x)⟩. ■

Corolário 2.4.1. Seja I ≠ ¶0♢ um ideal de Fq[x]. Então existe um único polinômio mônico

g(x) em I (de grau mínimo) tal que I = ⟨g(x)⟩.

Demonstração. Desde que I ≠ ¶0♢, segue, do Teorema 2.4.1, I = ⟨f(x)⟩, com f(x) ∈ Fq[x].

Como todo polinômio é associado a apenas um único polinômio mônico, existem únicos

g(x) ∈ Fq[x] e a ∈ F∗
q, com g(x) mônico, tais que f(x) = ag(x). Logo, ⟨f(x)⟩ ⊂ ⟨g(x)⟩.

Por outro lado, temos

g(x) = a−1f(x) ⇐⇒ g(x) ∈ ⟨f(x)⟩ ⇐⇒ ⟨g(x)⟩ ⊂ ⟨f(x)⟩.
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Portanto I = ⟨g(x)⟩ = ⟨f(x)⟩. ■

Seja o anel quociente

Fq[x]

⟨p(x)⟩
= ¶r(x); r(x) ∈ F[x], com r(x) = 0, ou ∂(r(x)) < n♢, (2.7)

em que r(x) = ¶r(x) + t(x)p(x); t(x) ∈ Fq[x]♢ denota a classe de r(x) em
Fq[x]

⟨p(x)⟩
. Neste

anel quociente, a adição e a multiplicação são dados por

f(x) + g(x) = f(x) + g(x);

f(x) · g(x) = f(x) · g(x),

para todos f(x), g(x) ∈
Fq[x]

⟨p(x)⟩
. Além disso, dados λ ∈ Fq e f(x) ∈

Fq[x]

⟨p(x)⟩
, temos

λf(x) = λf(x) ∈
Fq[x]

⟨p(x)⟩
. Com essas operações,

Fq[x]

⟨p(x)⟩
é um espaço vetorial de dimensão

n = ∂(p(x)) sobre o corpo Fq, sendo ¶1, x̄, . . . , xn−1♢ uma base para este espaço vetorial.

Observação 2.4.1. Se r1(x), r2(x) ∈ Fq[x], com ∂(r1(x)) < n e ∂(r2(x)) < n, são tais que

r1(x) ̸= r2(x), então r1(x) ̸= r2(x). De fato, suponha (por contradição) r1(x) = r2(x), com

r1(x) ̸= r2(x). Temos

r1(x) = r2(x) =⇒ r1(x) − r2(x) = 0̄ =⇒ r1(x) − r2(x) = p(x) =⇒

=⇒ r1(x) − r2(x) = p(x)q(x) =⇒

=⇒ n > ∂(r1(x) − r2(x)) = ∂(p(x)q(x)) ≥ n,

o que é uma contradição. Logo r1(x) = r2(x).

Seja Fq um corpo finito. Definimos o anel Rn por

Rn =
Fq[x]

⟨xn − 1⟩
. (2.8)

Pelas Observação 2.4.1, o anel quociente Rn é um espaço vetorial de dimensão

n = ∂(p(x)) sobre o corpo Fq, sendo ¶1, x̄, . . . , xn−1♢ uma base de Rn.

Teorema 2.4.2. Todo ideal de Rn é da forma I = ⟨f(x)⟩, em que f(x) é um divisor de

p(x).

Demonstração. Seja I um ideal de Rn. Defina o conjunto

J = ¶g(x) ∈ Fq[x]; g(x) ∈ I♢.
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Temos p(x) ∈ I, logo J é um conjunto não-vazio por definição. Sejam g1(x), g2(x) ∈ J ,

mostremos que g1(x) − g2(x) ∈ J . De fato, temos

g1(x), g2(x) ∈ J ⇐⇒ g(x), g2(x) ∈ I.

Logo,

g1(x) − g2(x) = g1(x) − g2(x) ∈ I,

consequentemente, g1(x) − g2(x) ∈ J .

Mostremos agora que, para g(x) ∈ J e h(x) ∈ Fq[x], temos g(x)h(x) ∈ J . Com

efeito,

g(x) ∈ J, h(x) ∈ Fq[x] =⇒ g(x) ∈ I e h(x) ∈ Rn

=⇒ g(x)h(x) ∈ I

=⇒ g(x)h(x) ∈ J.

Portanto, J é um ideal de Fq[x].

Falta mostrarmos que I é um ideal principal. Pelo Teorema 2.4.1, existe f(x) ∈

F∗
q[x] tal que J = ⟨f(x)⟩. Como p(x) ∈ J , existe q(x) ∈ Fq[x] tal que p(x) = f(x)q(x).

Além disso, J = ⟨f(x)⟩ implica em g(x) = h(x)f(x) = f(x)h(x). Logo,

I =
{
f(x)h(x); h(x) ∈ Rn

}
= ⟨f(x)⟩,

como queríamos. ■

Suponha mdc(n, q) = 1 e seja xn − 1 = f1f2 · · · ft a decomposição de xn − 1

como um produto de polinômios mônicos irredutíveis em Fq[x]. Como mdc(n, q) = 1, o

polinômio xn − 1 é separável sobre Fq e temos fi ≠ fj, se i ≠ j. Ao longo de toda esta

seção, os polinômios denotados por fi, para 1 ≤ i ≤ t, são os polinômio irredutíveis dados

na decomposição de xn − 1 sobre Fq.

Teorema 2.4.3. Seja I = ⟨g(x)⟩ um ideal de Rn, com g(x) um divisor de xn − 1, e seja

h(x) =
xn − 1

g(x)
. Então g(x) e h(x) são coprimos e existem r(x), s(x) em Fq[x] tais que

r(x)g(x) + s(x)h(x) = 1.

Além disso, e(x) = r(x)g(x) e temos ⟨e(x)⟩ = Rne(x) e e(x)
2

= e(x), donde c(x) e(x) =

c(x), para todo c(x) ∈ Rn, isto é, todo ideal I de Rn é gerado por um idempotente e(x)

que é a identidade de I.



Capítulo 2. Preliminares algébricos 34

Demonstração. Seja I = ⟨g⟩ em Rn. Daí, g(x) ♣ (xn − 1) e, consequentemente, g(x) =

fm1
1 (x)fm2

2 (x) . . . fmt
t (x), com mj = 0 ou mj = 1, para 1 ≤ j ≤ t. Seja h =

xn − 1

g
. Temos

mdc(g(x), h(x)) = 1. Dessa forma, existem r(x), s(x) ∈ Fq[x] tais que

r(x)g(x) + s(x)h(x) = 1 em Fq[x].

Considere e(x) = r(x)g(x). Então,

r(x)g(x)[r(x)g(x) + s(x)h(x)] = r(x)g(x) =⇒ e(x)2 + r(x)s(x)g(x)h(x) = e(x)

=⇒ e(x)2 + r(x)s(x) (xn − 1) = e(x)

=⇒ e(x)2 = e(x) em Rn.

Logo e(x) é um idempotente de Rn. Como mdc(r(x), h(x)) = 1, temos

g(x)r(x)g(x) + s(x)(xn − 1) = g(x) =⇒ g(x)r(x)g(x) = g(x)

=⇒ g(x)e(x) = g(x)

=⇒ g(x) ∈ Rne(x) = ⟨e(x)⟩

=⇒ ⟨g(x)⟩ ⊂ ⟨e(x)⟩.

Como e(x) = r(x)g(x), então ⟨e(x)⟩ ⊂ ⟨g(x)⟩. Logo, I = ⟨g(x)⟩ = ⟨e(x)⟩. Além disso, dado

c(x) ∈ ⟨e(x)⟩, temos c(x)e(x) = a(x)e(x)
2

= a(x)c(x), para todo c(x) ∈ I. Em razão disso,

se existir f(x) ∈ Rn tal que ⟨f(x)⟩ = I, então e(x) = f(x)e(x) = f(x). Logo, e(x) ∈ Rn e

é único. Portanto, e(x) é a identidade em I. ■

Teorema 2.4.4. Se e(x) ∈ Rn é tal que e(x)
2

= e(x) e I = ⟨e(x)⟩, então I é gerado por

g(x) ∈ Rn, tal que

g(x) = mdc(e(x), xn − 1). (2.9)

Demonstração. Pelo Teorema 2.4.3, temos xn − 1 = h(x)g(x) e e(x) = r(x)g(x), com h(x)

e g(x) primos entre si. Logo, mdc(r(x)g(x), h(x)g(x)) = mdc(e(x), xn − 1) = g(x). ■

Proposição 2.4.1. O ideal Ni = ⟨fi(x)⟩ é um ideal maximal de Rn, para cada 1 ≤ i ≤ t.

Demonstração. Suponha que exista um ideal J = ⟨g(x)⟩ de Rn contendo Ni = ⟨fi(x)⟩,

para cada 1 ≤ i ≤ t. Como Ni ⊂ J , temos fi(x) ∈ ⟨g(x)⟩, assim, existe s(x) ∈ Rn tal que

fi(x) = s(x)g(x) =⇒ fi(x) − s(x)g(x) ∈ ⟨xn − 1⟩

=⇒ xn − 1 ♣ [fi(x) − s(x)g(x)]

=⇒ fi(x) − s(x)g(x) = t(x)(xn − 1); com t(x) ∈ Fq[x]

=⇒ fi(x) = g(x)

[
t(x)

(xn − 1)

g(x)
+ s(x)

]
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=⇒ g(x) ♣ fi(x) em Fq[x].

Como fi(x) é irredutível em Fq[x], então g(x) = 1 ou g(x) = fi(x). Logo, J = Rn ou

J = Ni e, portanto, Ni é maximal. ■

Proposição 2.4.2. O ideal Mi gerado pela classe módulo xn − 1 do polinômio f̂i(x) =
xn − 1

fi(x)
é um ideal minimal de Rn, para 1 ≤ i ≤ t.

Demonstração. Seja J um ideal de Rn gerado pelo elemento g(x) tal que 0 ⊂ J ⊂ Mi.

Como g(x) ♣ (xn − 1), então g(x) = fm1
1 (x)fm2

2 (x) . . . fmt
t (x), com mj = 0 ou mj = 1, para

1 ≤ j ≤ t. Além disso, J ⊂ Mi implica em g(x) ∈ Mi = ⟨f̂i(x)⟩, assim, existe k(x) ∈ Fq[x]

tal que

g(x) = k(x)f̂i(x) =⇒ g(x) − k(x)f̂i(x) ∈ ⟨xn − 1⟩

=⇒ xn − 1 ♣ [g(x) − k(x)f̂i(x)]

=⇒ g(x) − k(x)f̂i(x) = c(x)(xn − 1); c(x) ∈ Fq[x]

=⇒ g(x) = f̂i(x) [c(x)fi(x) + k(x)]

=⇒ f̂i(x) ♣ g(x) em Fq[x]

=⇒ fj(x) ♣ g(x), para todo j ̸= i.

Logo, g(x) = f1(x)f2(x) . . . fmi
i (x) . . . ft(x), com mi = 0 ou mi = 1. Se mi = 0, então

g(x) = f̂i(x), donde segue J = Mi. Se mi = 1, então g(x) = xn − 1, donde segue J = ⟨0⟩.

Portanto, Mi é minimal. ■

Sejam Mi = ⟨f̂i⟩ um ideal minimal de Rn e hi(x) =
xn − 1

f̂i(x)
. Pelo Teorema 2.4.3,

existem polinômios ri(x) e si(x), tais que ri(x)f̂i(x) + si(x)fi(x) = 1 e ē(x)i = r̄i(x)f̂ i é

um idempotente primitivo em Rn, para 1 ≤ i ≤ t.

Teorema 2.4.5. Seja Rn o anel quociente
Fq[x]

⟨xn − 1⟩
. Então

Rn = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mt,

com Mi um ideal minimal de Rn, para 1 ≤ i ≤ t.

Demonstração. Considere os polinômios f̂i, com 1 ≤ i ≤ t, definidos na Proposição 2.4.2.

Temos mdc(f̂1, f̂2, . . . , f̂t) = 1, assim, pelo algoritmo de Euclides, existem r1, r2, . . . , rt ∈

Fq[x], tais que

1 = r1f̂1 + r2f̂2 + · · · + rtf̂t.
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Logo, para todo elemento, não nulo, u pertencente a Fq[x], temos

u = ur1f̂1 + ur2f̂2 + · · · + urtf̂t

Tomando classes módulo xn − 1, segue

ū = ur1f̂1 + ur2f̂2 + · · · + urtf̂t ∈ M1 + M2 + · · · + Mt.

Portanto, Rn é soma dos ideais minimais Mi, para 1 ≤ i ≤ t.

Seja v ∈ Fq[x], de modo que v̄ ∈ Mi ∩


∑

i̸=j

Mj


. Como v̄ ∈ Mi, temos v̄ =

vif̂i + ⟨xn − 1⟩, para algum vi ∈ Fq[x]. Dessa forma, existe φi ∈ Fq[x], tal que v =

vif̂i + φi (xn − 1) = fj(vi
f̂i

fj

+ φif̂j), para todo j ̸= i, donde segue fj ♣ v, para todo j ≠ i.

De modo similar ao caso anterior, segue fi ♣ v, para todo i ≠ j. Logo, fi ♣ v, para todo

1 ≤ i ≤ t, consequentemente, (xn − 1) ♣ v e isso implica em v̄ = 0.

Portanto, Rn é soma direta de ideais minimais Mi, para 1 ≤ i ≤ t. ■

O Corolário a seguir é uma consequência imediata dos Teorema 2.2.2 e 2.4.5

Corolário 2.4.2. Rn é um anel semisimples.

Corolário 2.4.3. Seja t um inteiro positivo. Sejam ¶i1, . . . , is♢ , ¶j1, . . . , jt−s♢ uma parti-

ção do anel Zt. Então o ideal gerado por

fi1 · · · fi2 =
xn − 1

fj1 · · · fjt−s

é
t−s⊕

k=1

Mjk

e o idempotente gerador deste ideal é

ej1 + · · · + ejt−s
= 1 − (ei1 + · · · + eis

) .

Proposição 2.4.3. Seja ni = ∂ (fi). Então

Mi
∼=

Fq[x]

⟨fi⟩
∼= Fqni .
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3 ANÉIS DE GRUPO

Neste capítulo, introduzimos o conceito de álgebras de grupo e alguns resultados

dessa estrutura que serão bastante utilizados ao longo desta dissertação. Esse estudo foi

baseado, principalmente, em [21]. Para maiores detalhes e demonstrações de resultados

que optamos por omitir aqui, sugerimos as referências , [1], [17] e [21].

3.1 CONCEITOS BÁSICOS

Seja G um grupo finito e R um anel. Denotamos por RG o conjunto de todas as

combinações lineares formais

α =
∑

g∈G

agg,

em que ag ∈ R e ag = 0, para quase todo ag ∈ R, ou seja, apenas um número finito de

coeficientes é diferente de zero em cada uma dessas somas. Quando conveniente, também

podemos escrever α na forma:

α =
∑

g∈G

a(g)g.

Sejam α =
∑

g∈G

αgg, β =
∑

g∈G

βgg ∈ RG e c ∈ F, definimos as operações de adição

e multiplicação em RG como segue

+ : RG × RG → RG

(α, β) 7→ α + β

· : RG × RG → RG

(α, β) 7→ α · β,

por
α + β =

∑

g∈G

(αg + βg)g; α · β =
∑

g,h∈G

∑

g,h∈G

(αgβh)gh. (3.1)

Além disso, definimos a multiplicação de um elemento de RG por um escalar de R da

seguinte maneira
∗ : R × RG → RG

(c, α) 7→ c ∗ α = cα =
∑

g∈G

(cαg)g. (3.2)

Para um elemento arbitrário α =
∑

g∈G

agg em RG, definimos o suporte de α pelo

conjunto dos elementos de G que aparecem efetivamente na expressão de α, ou seja,

supp(α) = ¶g ∈ G : ag ̸= 0♢.

Pela definição que demos para o elemento α de RG, dados α =
∑

g∈G

agg e β =

∑

g∈G

bgg ∈ RG, temos α = β se, e somente se, ag = bg, para todo g ∈ G.
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DeĄnição 3.1.1. O conjunto RG, com as operações definidas em (3.1) e (3.2), é chamado

anel de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo, RG também é chamado

álgebra de grupo de G sobre R.

A função i : G −→ RG definida por i(x) =
∑

g∈G

a(g)g, em que a(x) = 1 e a(g) = 0

se g ≠ x, é injetora. Assim, a restrição i : G −→ i(G) nos dá um isomorfismo de grupos

multiplicativos. Deste modo, RG é um módulo livre e G é uma base para RG sobre R.

Proposição 3.1.1. Sejam R um anel comutativo e G, H grupos. Então R(G × H) ∼=

(RG)H (o anel de grupo de H sobre o anel RG).

Proposição 3.1.2. Sejam ¶Ri♢i∈I uma família de anéis e R = ⊕i∈IRi. Então, para

qualquer grupo G, RG ∼= ⊕i∈IRiG.

Proposição 3.1.3. Sejam G = ⟨a⟩ um grupo cíclico de ordem n e F um corpo finito. Todo

ideal de FG é da forma FGf(a), em que f(x) é um divisor de xn − 1.

3.2 SEMISSIMPLICIDADE DE ANÉIS DE GRUPOS

O Teorema 2.3.2 estabelece condições necessárias e suficientes para que uma

família de elementos ¶e1, . . . , es♢ de um anel semissimples R seja composta de idempotentes

primitivos. Em [21, Seção 3.3], são determinadas condições sobre R e G que permitem

decompor RG como soma direta de certos subanéis. Em particular, são determinadas

condições para que RG seja um anel semissimples e, consequentemente, possa ser escrito

como soma direta de ideais minimais, conforme o Teorema 2.3.2. Além disso, é feita uma

descrição do centro de uma álgebra de grupo, a fim de determinar a estrutura de uma

álgebra de grupo semissimples. Para essas álgebras, é determinado o número de todas

as componentes simples, o que possibilita determinar sua estrutura a partir de exemplos

concretos em [21, Seção 3.6].

Nesta dissertação, vamos nos restringir a enunciar e discutir os principais resultados

e definições aqui utilizados. Alguns destes resultados são demonstrados aqui; aqueles cuja

demonstração é omitida, podem ser encontrados demonstrados na referência supracitada.

DeĄnição 3.2.1. A aplicação ε : RG −→ R dada por

ε


∑

g∈G

α(g)g


 =

∑

g∈G

α(g)

é um homomorfismo de anéis chamado função de aumento de RG e seu núcleo, que

denotamos por ∆(G), é dito ideal de aumento de RG.



Capítulo 3. Anéis de grupo 39

Seja H um subgrupo normal em G e seja ω : G −→ G/H o epimorfismo canônico.

Podemos definir um homomorfismo εH : RG −→ R(G/H) por

εH


∑

g∈G

α(g)g


 =

∑

g∈G

α(g)ω(g).

Com as notações acima denotamos Ker (εH) por △(G, H).

Teorema 3.2.1. (Maschke) Seja G um grupo. Então o anel de grupo RG é semissimples

se, e somente se, as seguintes condições são válidas:

(i) R é um anel semissimples.

(ii) G é finito.

(iii) ♣G♣ é invertível em R.

Corolário 3.2.1. Seja G um grupo finito e F um corpo. Então FG é semisimples se, e

somente se, car(F) ∤ ♣G♣.

A fim de obter mais informações sobre a estrutura das álgebras de grupo, podemos

enunciar o Teorema de Wedderburn-Artin como segue:

Teorema 3.2.2. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que car (F) ∤ ♣G♣. Então:

(i) FG é uma soma direta de um número finito de ideais bilaterais ¶Bi♢1≤i≤r, as com-

ponentes simples de FG. Cada Bi é um anel simples.

(ii) Qualquer ideal bilateral de FG é uma soma direta de alguns dos membros da família

¶Bi♢1≤i≤r.

(iii) Cada componente simples Bi é isomorfa a um anel de matrizes completo da forma

Mni
(Di), em que Di é um anel de divisão contendo uma cópia de F em seu centro,

e o isomorfismo

FG
ϕ
∼=

r⊕

i=1

Mni
(Di)

é um isomorfismo de F-álgebras.

(iv) Em cada matriz Mni
(Di), o conjunto

Ii =








x1 0 · · · 0

x2 0 · · · 0

· · ·

xni
0 · · · 0




; x1, x2, · · · , xni
∈ Di





∼= Dni
i
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é um ideal minimal à esquerda isomorfo ao Di-módulo Dni
i .

Dado x ∈ FG, consideramos ϕ(x) = (α1, · · · , αr) ∈
r⊕

i=1

Mni
(Di) e definimos o

produto de x por um elemento mi ∈ Ii por xmi = αimi. Com esta definição, Ii

torna-se um FG-módulo simples.

(v) Ii ≇ Ij, se i ̸= j.

(vi) Qualquer FG-módulo simples é isomorfo a algum Ii, para 1 ≤ i ≤ r.

Corolário 3.2.2. Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal que

car(F) ∤ ♣G♣. Então

FG ≃
r⊕

i=1

Mni
(F)

e n2
1 + n2

2 + · · · + n2
r = ♣G♣.

Demonstração. Como car(F) ∤ ♣G♣, as hipóteses do Teorema 3.2.2 são satisfeitas, assim,

FG ∼= ⊕r
i=1Mni

(Di), (3.3)

em que Di é um anel de divisão contendo uma cópia de F em seu centro. Daí, calculando

as dimensões sobre F em ambos os lados da equação (3.3), temos

♣G♣ =
r∑

i=1

n2
i [Di : F],

donde cada anel de divisão é finitamente dimensional sobre F. Como F é um corpo

algebricamente fechado, temos Di = F, para 1 ≤ i ≤ r, e o resultado segue. ■

Na definição a seguir, adotamos a definição de classe de conjugação de um

grupo G, conforme [21, p. 22].

DeĄnição 3.2.2. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e ¶Ci♢i∈I o conjunto de

classes de conjugação de G contendo apenas um número finito de elementos. Para cada

índice i ∈ I, definimos γi = C̃i =
∑

x∈Ci

x. Esses elementos são chamados soma de classe

de G sobre R.

Teorema 3.2.3. Seja G um grupo e R um anel comutativo. Então o conjunto ¶γi♢i∈I

de todas as somas de classe de G sobre R forma uma base para Z(RG), o centro de RG,

sobre R.

Demonstração. Dado um elemento arbitrário g ∈ G, temos g−1γig =
∑

x∈Ci

g−1xg. Como a

conjugação por g é um automorfismo de G que fixa as somas de classe (ou seja, Cg
i = Ci,



Capítulo 3. Anéis de grupo 41

para todo índice i ∈ I), então
∑

x∈Ci

g−1xg =
∑

y∈Ci

y = γi. Logo, γig = gγi, para todo g ∈ G,

isto é, γi ∈ Z(RG), para todo i ∈ I.

Para mostrar que esses elementos são linearmente independentes, seja
∑

i∈I

riγi = 0

uma soma finita. Podemos escrever essa equação como
∑

i∈I

ri

∑

x∈Ci

x = 0 e, como as diferentes

somas de classe têm suportes disjuntos (pois classes diferentes implicam em classes

disjuntas), a independência linear dos elementos de G em R mostra que devemos ter

ri = 0, para todo i ∈ I.

Para concluir a demonstração, resta provar que ¶γi♢i∈I é um conjunto gerador

de Z(RG). Para tanto, suponha α =
∑

g∈G

agg ∈ Z(RG). Afirmamos que se g ∈ supp(α),

então qualquer outro elemento h na classe de conjugação de g também pertence a supp(α)

e ag = ah. De fato, se h = x−1gx, para algum x ∈ G, como α é central, então α = x−1αx,

ou seja,
∑

g∈G

agg =
∑

g∈G

agx−1gx.

Logo, h ∈ supp(α), para todo h na classe de conjugação de g e, ao comparar o coeficiente de

h em ambos os lados dessa equação, obtemos ah = ag, para todo h na classe de conjugação

de g. Como as classes de conjugação distintas de G são duas a duas disjuntas, então

podemos escrever G como união disjunta dessas classes. Daí, para i ∈ I,

α =
∑

g∈G

agg =
∑

h1∈C1

a1h1 +
∑

h2∈C2

a2h2 + . . . +
∑

hi∈Ci

aihi

= a1

∑

h1∈C1

h1 + a2

∑

h2∈C2

h2 + . . . + ai

∑

hi∈Ci

hi

= a1γ1 + a2γ2 + . . . + aiγi

=
∑

i

aiγi.

Portanto, ¶γi♢i∈I também é um conjunto de geradores para Z(RG) e isto conclui a prova

do resultado. ■

Proposição 3.2.1. Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal

que car(F) ∤ ♣G♣. Então o número de componentes simples de FG é igual ao número de

classes de conjugação de G.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.3, o conjunto de todas as somas de classe de ¶γi♢i∈I

de G sobre F forma uma base para Z(FG) sobre F. Como G é um grupo finito, então o

número de somas de classe é igual ao número de classes de conjugação de G. Logo, basta

mostrar que a dimensão de Z(FG) sobre F é igual ao número de componentes simples de
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FG. Pelo Corolário 3.2.2,

FG ∼= ⊕r
i=1Mni

(F),

daí,

Z(FG) ∼= ⊕r
i=1Z(Mni

(F)).

Para um anel de matrizes Mn(F), é fácil provar que

Z(Mn(F)) = ¶αI : α ∈ F♢,

assim, Z(Mn(F)) ∼= F. Logo,

Z(FG) ∼= F ⊕ · · · ⊕ F︸ ︷︷ ︸
r vezes

.

Portanto, [Z(FG) : F] = r. ■

Lema 3.2.1. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo de um grupo G. Se ♣H♣

é invertível em R, então Ĥ =
1

♣H♣

∑

h∈H

h é um idempotente de RG. Além disso, se H ◁ G

então Ĥ é central.

Demonstração. Primeiro, provamos que Ĥ é um idempotente. De fato, pelo isomorfismo

φh : H −→ H, definido por x 7−→ hx,

ĤĤ =
1

♣H♣2
(
∑

h∈H

h)(
∑

h∈H

h) =
1

♣H♣2
∑

h∈H

h(
∑

h∈H

h)
φh=

1

♣H♣2
∑

h∈H

∑

h∈H

h =

=
1

♣H♣2
♣H♣

∑

h∈H

h =
1

♣H♣

∑

h∈H

h.

Finalmente, se H ◁ G, para qualquer g ∈ G, temos g−1Hg = H; portanto,

g−1(
∑

h∈H

h)g =
∑

h∈H

g−1hg =
∑

h∈H

h.

Assim, (
∑

h∈H

h)g = g(
∑

h∈H

h), para todo g ∈ G, isto mostra que
∑

h∈H

h é central em G.

Portanto, Ĥ é central em G.

■

Proposição 3.2.2. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo normal do grupo G.

Se ♣H♣ é invertível em R, então

RG = RGĤ ⊕ RG(1 − Ĥ),

como soma direta de anéis. Além disso,

RGĤ ∼= R(G/H) e RG(1 − Ĥ) = ∆(G, H).
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3.3 ÁLGEBRAS DE GRUPO ABELIANAS

Sejam G =
{
1, a, . . . , an−1

}
, com an = 1, um grupo cíclico de ordem n e F um

corpo finito com q elementos tal que car(F) ∤ ♣G♣. Defina a função φ : F[x] −→ FG por

φ(f) = f(a) ∈ FG. Sejam f, h ∈ F[x]. Da definição de adição e multiplicação em FG,

segue

φ(f + h) = (f + h)(a) = f(a) + h(a);

φ(fh) = (fh)a = f(a)h(a); para todo f, h ∈ F[x].

Assim, φ é um homomorfismo de anéis. Além disso, dado α =
n∑

i=0

αia
i ∈ FG, arbitrário,

existe f = f(x) = α0 + α1x + . . . + αnxn ∈ F[x], de grau n, tal que

φ(f) =
n∑

i=0

αia
i = α ∈ FG.

Portanto, φ é um epimorfismo de anéis.

Pelo Corolário 2.4.1, existe um único polinômio de grau mínimo f0 em F[x] tal

que Ker(φ) = ⟨f0⟩. Como an = 1, então xn − 1 ∈ Ker(φ). Seja g =
r∑

i=0

kix
i ∈ F [x] um

polinômio não nulo de grau r < n, assim, φ(g) =
r∑

i=0

kia
i em FG. Como G é uma base

para FG sobre F, então ¶1, a, a2, . . . , ar♢ é um conjunto linearmente independente, assim,

g(a) ̸= 0. Logo, xn − 1 é o polinômio de menor grau em F[x] cuja imagem pela aplicação

φ se anula no elemento a em FG. Portanto, Ker(φ) = ⟨xn − 1⟩, donde segue, pelo 1º

Teorema do Isomorfismo de anéis,

FG
φ
∼=

F[x]

⟨xn − 1⟩
. (3.4)

Seja xn −1 = f1f2 · · · ft a decomposição de xn −1 como um produto de polinômios

irredutíveis em F[x]. Como, por hipótese, car(F) ∤ n, esse polinômio é separável e, portanto,

fi ̸= fj, se i ̸= j. Pelo Teorema Chinês dos Restos, podemos escrever:

FG ∼=
F[x]

⟨f1⟩
⊕

F[x]

⟨f2⟩
⊕ · · · ⊕

F[x]

⟨ft⟩
. (3.5)

Sob esse isomorfismo, o gerador a corresponde ao elemento

(x + ⟨f1⟩, . . . , x + ⟨ft⟩).

Seja ζi uma raiz de fi, para 1 ≤ i ≤ t. Então
F[x]

⟨fi⟩
∼= F(ζi) e, consequentemente,

FG ∼= F (ζ1) ⊕ F (ζ2) ⊕ · · · ⊕ F (ζt) . (3.6)
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Uma vez que todos os elementos ζi, para 1 ≤ i ≤ t, são raízes de xn −1, mostramos

que FG é isomorfo a uma soma direta de extensões ciclotômicas de F. Sob o isomorfismo

(3.6), o elemento a ∈ G corresponde à n-upla (ζ1, ζ2, . . . , ζt) ∈ F (ζ1) ⊕ F (ζ2) ⊕ · · · ⊕ F (ζt).

Pelos Teoremas 2.1.6 e 2.1.7, Φd(x) =

φ(d)
t∏

i=1

fdi
, com fdi

irredutível e de grau t sobre

F, para cada 1 ≤ i ≤
ϕ(d)

t
. Assim, a decomposição de FG pode ser reescrita na forma:

FG ∼=
⊕

d♣n

φ(d)
t⊕

i=1

F[x]

⟨fdi
⟩

∼=
⊕

d♣n

φ(d)
t⊕

i=1

F(ζdi
),

em que ζdi
denota uma raiz de fdi

, para cada 1 ≤ i ≤
ϕ(d)

t
. Para um d fixo, todos os

elementos ζdi
são raízes d-ésimas primitivas da unidade. Logo, todos os corpos da forma

F (ζdi
), com 1 ≤ i ≤

ϕ(d)

t
, são isomorfos uns aos outros e podemos assim escrever

FG ≃
⊕

d♣n

ϕ(d)

t
F (ζd) ,

em que ζd é uma raiz primitiva de ordem d e
ϕ(d)

t
F(ζd) denota a soma direta de

ϕ(d)

t
corpos, todos eles isomorfos a F (ζd).

Note que o fato de G ser um grupo cíclico de ordem n implica na existência de

um único subgrupo de ordem d, para cada d que divide a ordem n de G. Além disso, cada

um desses subgrupos possui exatamente ϕ(d) geradores, isto é, ϕ(d) elementos de ordem d.

No entanto, isto não se verifica quando G é um grupo abeliano não cíclico, uma vez que a

unicidade de um subgrupo de ordem d em G não é garantida. Em vista disso, passamos a

denotar a quantidade de subcorpos isomorfos a F(ζd) por

ad =
nd

[F (ζd) : F]
,

em que nd denota o número de elementos de ordem d em G.

O Teorema seguinte garante a decomposição de FG como produto direto de ad

cópias de F(ζd), para cada d que divide n, no caso em que G é um grupo abeliano, não

necessariamente cíclico.

Teorema 3.3.1. (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito de ordem n, e seja F

um corpo tal que car(F) ∤ ♣G♣. Então

FG ≃ ⊕d♣nadF(ζd),

em que ζd denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ad =
nd

[F(ζd) : F]
. Nesta

fórmula, nd denota o número de elementos de ordem d em G.
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Demonstração. Vamos provar o resultado por indução sobre a ordem de G. É fácil ver que

o resultado vale para grupos de ordem menor ou igual a 3, visto que grupos dessa ordem

são cíclicos e já provamos o resultado para estes tipos de grupos. Assumimos como hipótese

de indução que o resultado vale para todos os grupos abelianos de ordem menor do que

n. Se G é cíclico, o resultado vale pelas considerações anteriores a este teorema. Se G é

abeliano e não cíclico, pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, podemos

escrever G = G1 × H, em que H é cíclico e G1 é um produto direto de grupos cíclicos,

com ♣G1♣ = n1 < n. Pela hipótese de indução, podemos escrever FG1
∼=
⊕

d1♣n1

ad1F (ζd1), em

que ad1 =
nd1

[F(ζd1) : F]
e nd1 denota o número de elementos de ordem d1 em G1. Assim,

pelos Teoremas 3.1.1 e 3.1.3,

FG = F(G1 × H) ∼= (FG1)H ∼=


⊕

d1♣n1

ad1F(ζd1)


H ∼=

⊕

d1♣n1

ad1F(ζd1)H. (3.7)

Como o resultado vale para grupos cíclicos, temos

⊕

d1♣n1

ad1F(ζd1)H ∼=
⊕

d1♣n1

ad1

⊕

d2♣♣H♣

ad2F(ζd1)F(ζd2)

∼=
⊕

d1♣n1

ad1

⊕

d2♣♣H♣

ad2F(ζd1 , ζd2)

=
⊕

d1♣n1

⊕

d2♣♣H♣

ad1ad2F(ζd1 , ζd2),

em que ad2 =
nd2

[F (ζd1ζd2) : F (ζd1)]
e nd2 denota o número de elementos de ordem d2 em H.

Seja d = mmc (d1, d2), temos F (ζd1ζd2) = F (ζd), assim,

FG ∼=
⊕

d1♣n1

ad1F(ζd1)H ∼=
⊕

d1♣n1

⊕

d2♣♣H♣

ad1ad2F(ζd1 , ζd2) ∼=
⊕

d♣n

adF(ζd),

com ad =
∑

ad1ad2 , em que a soma é tomada sob todos os pares de divisores d1, d2 de ♣G♣

tais que mmc (d1, d2) = d. Como [F(ζd) : F] = [F(ζd1ζd2) : F(ζd1)][F(ζd1) : F], temos

ad[F(ζd) : F] =
∑

d1,d2

ad1 [F(ζd1ζd2) : F(ζd1)]ad2 [F(ζd1) : F] =
∑

d1,d2

nd1nd2 . (3.8)

Finalmente, por hipótese, cada elemento g ∈ G pode ser escrito na forma g = g1h, com

g1 ∈ G1 e h ∈ H. É fácil verificar que o(g) = mmc(o(g1), o(h)). Assim, na soma
∑

d1,d2

nd1nd2

cada somando representa o número de elementos de ordem d = mmc(d1, d2) em G, para

cada par d1, d2. Logo
∑

d1,d2

nd1nd2 = nd e por (3.8), concluímos

ad =
nd

[F(ζd) : F]
.

■
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Corolário 3.3.1. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Então

QG ∼= ⊕d♣nadQ(ζd) (3.9)

em que ζd denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d, e ad o número de subgrupos

cíclicos (ou quocientes cíclicos) de G.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.1, ad =
nd

[Q(ζd) : Q]
, no qual nd é o número de elementos

de ordem d em G.

Pelo Teorema 2.1.7, [Q(ζd) : Q] = ϕ(d), em que ϕ denota a função de Euler.

Observamos que o número de geradores de um grupo cíclico de ordem d é precisamente

o(d), então
nd

ϕ(d)
é o número de subgrupos cíclicos de ordem d em G e, consequentemente,

isso também é igual ao número de quocientes cíclicos de G. ■

3.4 IDEMPOTENTES DE FG

Considerando F um corpo finito e G um grupo cíclico finito de ordem n, vamos

agora determinar os idempotentes da álgebra de grupo FG.

Por (3.4), (3.5) e a Proposição 2.4.3,

FG ∼=
F[x]

⟨xn − 1⟩
∼=

F[x]

⟨f1⟩
⊕

F[x]

⟨f2⟩
⊕ · · · ⊕

F[x]

⟨ft⟩
∼= Rne1 ⊕ · · · ⊕ Rnet.

Portanto,

FG = φ(Rn) = FGφ(e1) ⊕ · · · ⊕ FGφ(et).

Note que ei(x) = ri(x̄)f̂i(x̄), donde φ(ei(x)) = ri(a)f̂i(a). Com isso, os idempotentes de

FG são da forma

ei(a) = ri(a)f̂i(a), para 1 ≤ i ≤ t.

Exemplo 3.4.1. Sejam F = F2 e G = ⟨a : a7 = 1⟩ um corpo finito com 2 elementos e um

grupo cíclico de ordem 7, respectivamente. Temos

x7 − 1 = (x − 1)︸ ︷︷ ︸
f1(x)

(x3 + x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
f2(x)

(x3 + x + 1)︸ ︷︷ ︸
f3(x)

sobre F2.

Assim,

(i) M1 = ⟨f̂1(x̄)⟩ = ⟨x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1⟩ = ⟨g0(x̄)⟩.

(ii) M2 = ⟨f̂2(x̄)⟩ = ⟨x4 + x3 + x2 + 1⟩ = ⟨g1(x̄)⟩.

(iii) M3 = ⟨f̂3(x̄)⟩ = ⟨x4 + x2 + x + 1⟩ = ⟨g2(x̄)⟩,
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em que cada Mi é um ideal minimal em F [x]/⟨x7 − 1⟩, i = 1, 2, 3. Logo, pelo Teorema

2.4.5,
F[x]

⟨x7 − 1⟩
= R7

∼= M1 ⊕ M2 ⊕ M3.

Pelo Teorema 2.4.3, temos

g0(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 =⇒ h0(x) = x + 1;

g1(x) = x4 + x3 + x2 + 1 =⇒ h1(x) = x3 + x2 + 1;

g2(x) = x4 + x2 + x + 1 =⇒ h2(x) = x3 + x + 1;

donde

r0(x)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1) + s0(x)(x + 1) = 1;

r1(x)(x4 + x3 + x2 + 1) + s1(x)(x3 + x2 + 1) = 1;

r2(x)(x4 + x2 + x + 1) + s2(x)(x3 + x + 1) = 1;

Para determinar ri(x) e si(x), para i = 1, 2, 3, aplicamos o algoritmo da divisão de Euclides

como segue:

(i) Para i = 0,

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = (x5 + x3 + x)(x + 1) + 1

g0(x) + (x5 + x3 + x)h0(x) = 1.

Então r0(x) = 1 e s0(x) = x5 + x3 + x.

(ii) Para i = 1,

1 = (1 + x2)(x4 + x3 + x2 + 1) + x3(x3 + x2 + 1).

Logo,

(1 + x2)g1(x) + x3h1(x) = 1,

donde segue r1(x) = 1 + x2 e s1(x) = x3.

(iii) Para i = 2,

x4 + x2 + x + 1 = x(x3 + x + 1) + 1

g2(x) + xh2(x) = 1.

Então r2(x) = 1 e s1(x) = x.

Portanto, os idempotentes primitivos de FG são

e0(a) = g0(a) = a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a + 1;

e1(a) = (1 + a2)g1(a) = a6 + a5 + a3 + 1;

e2(a) = g2(a) = a4 + a2 + a + 1.
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3.5 O NÚMERO DE COMPONENTES SIMPLES

Vimos no Teorema 3.2.3 que o conjunto formado pelas somas de classe de G sobre

R forma uma base para o centro Z(G) de RG. Consequentemente, as componentes simples

de RG são geradas por essas classes. Em particular, quando G é um grupo finito, vimos

na Proposição 3.2.1 que cada componente simples de RG corresponde a uma classe de

conjugação de G e concluímos, portanto, que o número de idempotentes primitivos de RG

é igual ao número de classes de conjugação de G. Além disso, construímos, no Lema 3.2.1,

um idempotente de RG a partir de subgrupos G.

Os resultados que apresentamos até aqui indicam que, para encontrar os idem-

potentes primitivos de uma álgebra de grupo FG, devemos, primeiro, determinar as

componentes simples desta álgebra. Por essa razão, vamos descrever, nesta seção, uma

maneira de encontrar as componentes simples de FG para o caso dos grupos abelianos,

dada em [7]. Trata-se de um cálculo que usa apenas a estrutura algébrica de FG.

3.5.1 Fatos Básicos

Sejam F um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano finito tal que

mdc(q, ♣G♣) = 1. Então FG é semissimples e, se ¶e1, e2, . . . , er♢ é o conjunto de idempotentes

primitivos de FG, temos

FG =
r⊕

i=1

(FG)ei
∼=

r⊕

i=1

Fi,

em que Fi
∼= (FG)ei, com 1 ≤ i ≤ r, são corpos que são extensões finitas de F. Seja

D =
r⊕

i=1

Fei. (3.10)

Observe que Fei
∼= F como corpos na forma natural e, portanto, o número r de componentes

simples é também a dimensão de D como espaço vetorial sobre F.

Lema 3.5.1. Seja α um elemento de FG. Então α ∈ D se, e somente se, αq = α.

Demonstração. Dado α ∈ FG, podemos escrever

α =
r∑

i=1

αi, com αi = αei ∈ (FG)ei, para 1 ≤ i ≤ r.

Temos α ∈ D se, e somente se, cada αi ∈ Fei, para todo índice i. Pelo Teorema 2.1.1,

Fei
∼= F é o corpo de decomposição do polinômio xq − x, daí, αi ∈ Fei se, e somente se,

αq
i = αi, para todo índice i. Assim,

αq = (α1 + α2 + · · · + αr)
q

= αq
1 + αq

2 + · · · + αq
r.

Portanto, αq
i = αi, para todo índice i, se, e somente se, αq = α. ■
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DeĄnição 3.5.1. Seja g um elemento no grupo abeliano finito G. Definimos a q-classe

ciclotômica de g em G por

Cg =
{
gqj

; 0 ≤ j ≤ tg − 1
}

,

em que tg é o menor inteiro positivo tal que

qtg ≡ 1 (mod o(g)),

e o(g) denota a ordem de g em G. Como mdc(q, o(g)) = 1, a existência do número tg é

garantida.

Lema 3.5.2. Se Cg ̸= Ch, então Cg ∩ Sh = ∅.

Demonstração. Se x ∈ Cg ∩ Ch, então x = gqj

, para algum inteiro j. Logo, é imediato que

Cx ⊂ Cg. Como mdc(q, o(g)) = 1, então o(x) = o(g). Queremos encontrar o menor inteiro

positivo s tal que (gqj

)qs

= gqj

. Assim,

gqj(qs−1) = 1 ⇐⇒ o(x) ♣ (qs − 1) ⇐⇒ qs ≡ 1 (mod o(x)).

Como o(x) = o(g) e tg é o menor inteiro positivo tal que

qtg ≡ 1 (mod o(g)),

segue s = tg. Logo, Cx = Cg. Da mesma forma, segue Cx = Ch. Portanto, Cg = Ch. ■

Lema 3.5.3. Seja α um elemento de D. Se α =
∑

g∈G

αgg, então αg = αgq = · · · = α
gq

tg−1 ,

para cada g ∈ G.

Demonstração. Seja α ∈ FG tal que α ∈ D. Pelo Lema 3.5.1, αq = α. Se α =
∑

g∈G

αgg,

então

α =
∑

g∈G

αgg =


∑

g∈G

αgg




q

=
∑

g∈G

αq
ggq.

Como αg ∈ F, segue αq
g = αg, assim,

α =
∑

g∈G

αgg =
∑

g∈G

αggq. (3.11)

Como g ∈ supp(α), então g comparece em um dos termos do primeiro membro da igualdade

(3.11). Logo, gq ∈ supp(α) e deve comparecer com o mesmo coeficiente nos dois membros

dessa igualdade. Assim, αgq = αg. Repetindo essa construção obtemos, para cada g ∈ G,

αg = αgq = . . . = αgqg−1 .

■
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3.5.2 O números de componentes simples de FG

Seja T = ¶g1, g2, . . . , gr♢ um conjunto de representantes das q-classes ciclotômicas

de G.

Teorema 3.5.1. Sejam F um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano finito

tal que mdc(q, ♣G♣) = 1. Então o número de componentes simples de FG é igual ao número

de q-classes ciclotômicas de G.

Demonstração. Por (3.10), o número de componentes simples de FG é igual a dimensão

de D sobre F. Exibimos uma base desta subálgebra. Dado uma q-classe ciclotômica Cg,

definimos

ηg =
∑

x∈Cg

x ∈ FG.

Afirmamos que B = ¶ηgi
♣ 1 ≤ i ≤ r♢ é uma F-base de D. Como os suportes de ηg1 , . . . , ηgr

são dois a dois disjuntos, B é um conjunto linearmente independente. Assim, precisamos

apenas mostrar que B é também gerador de D. Como

ηq
gi

= (
∑

x∈Cgi

x)q

= (x + xq + · · · + xqtgi
−1

)q

= xq + xq2

+ · · · + xqtgi

= (
∑

x∈Cgi

x)

= ηgi
, 1 ≤ i ≤ r,

então, pelo Lema 3.5.1, ηgi
∈ D. Logo, D ⊂ B. Seja α ∈ D = ⊕r

i=1Fei. Se α =
∑

g∈G

αgg,

então, pelo Lema 3.5.3, temos

αg = αgq = . . . = αgtg−1 ,

para cada g ∈ G e, consequentemente,

α =
∑

g∈T

αgηg.

■

Pelo Teorema de Perlis-Walker 3.3.1, o número de componentes simples da álgebra

de grupo QG, de um grupo abeliano finito G, é igual ao número de subgrupos cíclicos

de G e também o número de seus fatores cíclicos. Se x ∈ Cg, então x = gqj

, para algum

j. Como mdc(q, o(g)) = 1, então ⟨x⟩ = ⟨g⟩. Portanto, cada q-classe ciclotômica Cg é um

subconjunto do conjunto Gg de todos os geradores do grupo cíclico ⟨g⟩. Assim, é claro que
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o número de subgrupos cíclicos de G é uma cota inferior para o número de componentes

simples, e que esta cota é obtida se, e somente se, Cg = Gg, para todo g ∈ G.

Para os inteiros r e m, denotamos por r̄ ∈ Zm a imagem de r no anel dos inteiros

módulo m. Então

Gg = ¶gr; mdc(r, o(g)) = 1♢ = ¶gr; r̄ ∈ U(Zo(g))♢

Além disso, para um grupo finito G, o expoente exp(G) é o menor inteiro positivo t tal

que gt = 1, para todo g ∈ G.

Teorema 3.5.2. Sejam F um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano finito

de expoente e, tal que mdc(q, ♣G♣) = 1. Então Cg = Gg, para todo g ∈ G se, e somente se,

U(Ze) é um grupo cíclico gerado por q̄ ∈ Ze.

Demonstração. Assuma que U (Zϵ) é um grupo cíclico gerado por q̄ ∈ Ze. Para um elemento

g ∈ G, temos o(g) ♣ e.

Seja π o epimorfismo natural de Ze em Zo(g). Como q̄ ∈ Ze é um gerador do grupo

cíclico U(Ze), então π(q̄) ∈ Zo(g) é um gerador do grupo cíclico U(Zo(g))

Para cada elemento x ∈ Gg, temos x = gr, para algum inteiro positivo r tal que

r̄ ∈ U(Zo(g)). Então r̄ = π(q̄)j, para algum j, e x = gπ(q̄)j

∈ Cg. Daí, Gg ⊂ Cg e, portanto,

Cg = Gg.

Reciprocamente, suponha Cg = Gg, para todo g ∈ G. Se G é um grupo abeliano

de expoente e, então existe um elemento g0 ∈ G de ordem e, em particular, Cg0 = Gg0 .

Daí, para cada inteiro positivo r tal que r̄ ∈ U(Ze), temos gr
0 ∈ Gg0 = Cg0 , logo

existe algum inteiro j tal que r = qj. Portanto, q̄ gera U(Ze). ■

Corolário 3.5.1. Sejam F um corpo finito com q elementos, G um grupo abeliano finito

de expoente e, tal que mdc(q, ♣G♣) = 1. Então Cg = Gg, para todo g ∈ G se, e somente se,

uma das seguintes afirmações acontece.

(i) e = 2 e q é ímpar;

(ii) e = 4 e q ≡ 3 (mod 4);

(iii) e = pn e o(q̄) = ϕ(pn) em U(Zpn);

(iv) e = 2pn e o(q̄) = ϕ(pn) em U(Z2pn).
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Demonstração. (i) Sejam e = 2. Um gerador do grupo cíclico U(Z2) é um elemento

t ∈ Z+ tal que mdc(t, 2) = 1, isto é, todo inteiro positivo ímpar satisfaz essa condição.

Logo, se q é ímpar então q̄ é um gerador do grupo cíclico U(Z2)

(ii) Considere o grupo cíclico U(Z4). O único gerador de U(Z4) = ¶1, 3♢ é q̄ = 3. Logo,

q̄ gera U(Z4) se, e somente se, q ≡ 3 (mod 4).

(iii) Considere o grupo cíclico U(Zpn). Então q̄ gera U(Zpn) se, e somente se, mdc(q, pn) =

1. Pelo Teorema de Euler, qϕ(pn) ≡ 1 (modpn), isto é, o(q̄) = ϕ(pn) em U(Zpn).

(iv) Considere o grupo cíclico U(Z2pn). Então q̄ gera U(Z2pn) se, e somente se, mdc(q, 2pn) =

1. Pelo Teorema de Euler, qϕ(2pn) ≡ 1 (mod 2pn). Como ϕ(2pn) = ϕ(2)ϕ (pn) =

ϕ (pn), segue qϕ(pn) ≡ 1 (mod 2pn), isto é, q̄ = ϕ(pn) em U(Z2pn).

■
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4 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS

Neste capítulo descrevemos os idempotentes primitivos de uma álgebra de grupo

de um grupo abeliano finito. Num primeiro momento, determinamos esses elementos para o

caso particular de um grupo cíclico. Num segundo momento, determinamos esses elementos

para um caso mais geral, no qual consideramos um grupo abeliano não cíclico.

Para encontrar os idempotentes primitivos nos baseamos em dois artigos principais:

[9] e [15]. Calculamos esses elementos a partir da técnica estabelecida em [15], a qual se

baseia na teoria de corpos finitos, e também os calculamos a partir da técnica estabelecida

em [9], a qual se baseia na teoria de grupos. Cabe observar, no entanto, que optamos por

apresentar cada técnica (com seus respectivos cálculos) de modo intercalado, respeitando,

primeiro, a estrutura do grupo subjacente à álgebra de grupo, a qual nos referimos em

cada seção.

Para maiores detalhes e demonstrações de resultados que apresentamos aqui,

sugerimos as referências supracitadas e [5], [8] e [14], como complementares.

Como hipóteses gerais para todo o capítulo, consideramos Fq um corpo finito e

p um primo inteiro positivo tal que mdc(p, q) = 1. Além disso, definimos um grupo G

por p-grupo se seu expoente for uma potência de um primo dado p. Em particular, isso

significa que a ordem de cada elemento de G é em si uma potência de p.

Uma consideração importante a se fazer, relativa a abordagem adotada por [15],

é que os isomorfismos (4.5) e (4.8) (apresentados neste capítulo) nos permitem transitar

com naturalidade entre as estruturas algébricas isomorfas em cada caso, por isso, optamos

por não denotar os seus elementos idempotentes de maneiras diferentes

4.1 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS EM ÁLGEBRAS DE GRUPO CÍCLI-

CAS

Nesta primeira abordagem, a fatoração de polinômios sobre corpos finitos é

bastante utilizada, bem como a função traço definida em 2.1.3, a qual, neste contexto, é

denotada por Trqt/q, e representa a função traço de Fqt sobre Fq.

Sejam G = Cpm um p-grupo cíclico gerado por um elemento x de ordem pm e t a

ordem multiplicativa de q módulo p. Usamos a notação ps∥ (qt − 1) para indicar que s é a

maior potência de p tal que ps ♣ (qt − 1). Adotaremos estas hipóteses ao longo de toda

esta seção.
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Os Lemas 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4, a seguir, dão uma maneira de fatorar o polinômio

ciclotômico xpm

− 1 sobre Fq.

DeĄnição 4.1.1. Seja um polinômio mônico f(x) =
t∑

i=0

aix
i ∈ Fq[x] (com a0 ̸= 0) de grau

t sobre Fq. O polinômio f ∗(x), dado por

f ∗(x) = a−1
0 xtf(x−1) = a−1

0

t∑

i=0

at−ix
i

é o polinômio recíproco de f(x). Se f(x) = f ∗(x), então dizemos que f(x) é auto-

recíproco sobre Fq. Para um fator irredutível mônico f(x) ∈ Fq[x] de xn − 1, f ∗(x)

também é um fator irredutível mônico de xn − 1.

Lema 4.1.1. O polinômio f(x) é auto-recíproco se, e somente se, α−1 é uma raiz de f(x)

para cada raiz α de f(x) sobre o corpo de decomposição de f(x).

Lema 4.1.2. Seja n ≥ 2 um número inteiro positivo. Para qualquer γ ∈ F∗
q com o(γ) = e,

xn − γ é irredutível sobre Fq se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Todo divisor primo de n divide e, mas não divide
(q − 1)

e
;

(ii) Se 4 ♣ n, então 4 ♣ (q − 1).

O Lema 4.1.2 pode ser encontrado em [5].

Lema 4.1.3. Seja q − 1 = psc tal que mdc(c, p) = 1, s > 0 e p é um primo ímpar. Então

a fatoração irredutível do polinômio xpm

− 1 sobre Fq é

xpm

− 1 =





ps−1∏

u=0

(x − ζu
ps)

m∏

h=s+1

ps−1∏

k=1,p∤k

(xph−s

− ζk
ps), se m > s;

pm−1∏

u=0

(x − ζu
pm), se m ≤ s;

em que ζps e ζpm são raízes ps-ésima e pm-ésima primitiva da unidade em Fq, respectiva-

mente.

Demonstração. Pelo Teorema 2.1.4, o grupo multiplicativo F∗
q do corpo finito Fq é cíclico e

de ordem q − 1 = psc, com mdc(p, c) = 1, logo F∗
q = ⟨ξ⟩, em que ξ é uma raiz (q − 1)-ésima

primitiva da unidade em Fq. Além disso, como ps ♣ (q − 1), existe um único subgrupo em

F∗
q de ordem ps. Se m ≤ s, então existe uma raiz pm-ésima primitiva da unidade ζpm no

subgrupo de ordem ps de F∗
q. Logo, ζpm ∈ Fq e, portanto, xpm

− 1 é separável sobre Fq.

Agora, investigamos o caso m > s. Seja ζ = ξc. Então ζ é uma raiz ps-ésima

primitiva da unidade, que denotamos por ζps . Para 1 ≤ k ≤ ps − 1 e mdc(p, k) = 1,
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temos o(ζk
ps) = ps. Assim, p ♣ o(ζps) e mdc

(
p,

q − 1

o(ζk
pm)

)
= 1. Pelo Lema 4.1.2, o polinômio

xpj

− ζk
ps é irredutível em Fq[x]. Além disso, x − ζu

ps e xpj

− ζk
ps são divisores de xpm

− 1,

para 1 ≤ j ≤ m − s e 1 ≤ u ≤ ps − 1, com mdc(p, j) = 1. Como os fatores irredutíveis

x − ζu
ps e xpj

− ζk
ps são distintos entre si, então

ps−1∏

u=0

(x − ζk
ps) ·

m−s∏

j=1

ps−1∏

k=1
p∤k

(xpj

− ζk
ps) ♣ (xpm

− 1). (4.1)

Por outro lado, o grau de
ps−1∏

k=1 p∤k

(xpj

− ζj
ps) é pj(ps − ps−1). Logo, o grau do produtório de

fatores que dividem xpm

− 1 em (4.1) é

ps + (p + p2 + . . . + pm−s)(ps − ps−1) = ps +
pm−s+1 − p

p − 1
(ps − ps−1) = pm.

Portanto, vale a igualdade entre o polinômio xpm

−1 e o polinômio formado pelo produtório

de fatores irredutíveis dados em (4.1). Isto prova o resultado. ■

Lema 4.1.4. Sejam p um primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa de q

módulo p e ps∥ (qt − 1). Temos,

(i) se t é par e 1 ≤ m ≤ s, então a fatoração irredutível de xpm

− 1 sobre Fq é

xpm

− 1 = (x − 1)
m∏

δ=1

Φpδ(x) = (x − 1)
m∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(x), (4.2)

em que cada fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com mdc(li, p) = 1, é irredutível sobre Fq.

(ii) se t é par e m > s, então a fatoração irredutível de xpm

− 1 sobre Fq é

xpm

− 1 = (x − 1)
m∏

h=1

Φph(x) = (x − 1)
s∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(x)
m∏

ε=s+1

φ(ps)
t∏

i=1

fε,i(x), (4.3)

em que cada fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com 1 ≤ δ ≤ s, é irredutível sobre Fq, e cada

fε,i(x) =
t−1∏

µ=0

(xpε−s

− ζ liq
µ

ps ), com s + 1 ≤ ε ≤ m, é irredutível sobre Fq.

Demonstração. Se 1 ≤ m ≤ s, temos, por (2.3) e a Definição 2.1.8,

xpm

− 1 =
m∏

h=1

(x − ζj
pm) =

m∏

h=1

∏

j∈Sh

(ζj
pm).
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Logo, por (2.4) e (2.5), fh,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

ph ), com mdc(li, p) = 1, é irredutível sobre Fq,

para 1 ≤ h ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ph)

t
. Além disso, t par implica em qt−1 = (q

t
2 −1)(q

t
2 +1), donde

segue p ∤ q
t
2

−1 e ps ♣ q
t
2

+1, consequentemente, q
t
2 ≡ −1 (mod ps). Como

Fq[x]

⟨fh,i(x)⟩
∼= Fqt

e fh,i(x̄) = 0̄, temos, pelo automorfismo (de Frobenius) σ : Fqt −→ Fqt , definido por

σ(x) = xq, com Gal(Fqt ,Fq) = ⟨σ⟩. Logo,

0 = σ
t
2 (fh,i(x̄)) = fh,i(σ

t
2 (x̄)) = x̄q

t
2 .

É claro que x̄q
t
2 é uma raiz de fh,i(x) e, como x̄ = ζ li

ph , para algum li tal que mdc(li, p) = 1,

segue x̄q
t
2 = (ζ li

ph)q
t
2 = (ζq

t
2

ph )li. Como ζpn ∈ ⟨ζps⟩ ⊂ F∗
qt e q

t
2 ≡ −1 (mod ps), então

x̄q
t
2 = ζ−li

ph . Logo, fh,i(ζ
li
ph) = 0 = fh,i(ζ

−li
ph ). Portanto, pelo Lema 4.1.1, fh,i é auto-recíproco.

Isto prova o resultado para o caso 1 ≤ m ≤ s.

Se m > s, sejam S = ¶j, 1 ≤ j ≤ ps♢ e Sh = ¶j = pm−hli ∈ S, mdc(li, p) = 1♢,

com h = 0, 1, . . . , m, em que S0 = ¶ps♢. Para 1 ≤ h ≤ m, defina

Ψh(x) =





∏

j∈Sδ

(x − ζj
ps), se 1 ≤ δ ≤ s;

∏

j∈Sm

(xpε−s

− ζj
ps), se s + 1 ≤ ε ≤ m.

(4.4)

Por (4.4) e o Lema 4.1.2, temos a seguinte fatoração do polinômio xpm

− 1 sobre Fqt :

xpm

− 1 = xpm

− 1 = Ψ0(x) . . . Ψs(x)Ψs+1(x) . . . Ψm(x).

Com isso, de modo similar ao caso anterior, obtemos fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com

mdc(li, p) = 1, irredutível sobre Fq, para 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
; fε,i(x) =

t−1∏

µ=0

(xpε−s

− ζ liq
µ

ps ), com mdc(li, p) = 1, irredutível sobre Fq, para s + 1 ≤ ε ≤ m e

1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
. Quanto à auto-reciprocidade de fε,i, fazendo z = xpε−s

, o resultado segue

de forma análoga ao caso anterior. ■

Note que, no Lema 4.1.4, 0 ≤ h ≤ m. Pelo item (ii), podemos ter m > s e,

neste caso, adotamos h = δ, se 1 ≤ δ ≤ s, e h = ε, se s + 1 ≤ h ≤ m, como visto na

demonstração. A partir daqui, adotaremos esse padrão em todo texto.

Considere as hipóteses adotadas no início da seção. Por (3.4), temos

FqG ∼=
Fq[x]

⟨xpm − 1⟩
= Rpm . (4.5)
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Convém observar que, quando o grau do polinômio xpm

− 1 é tal que m ≤ s, a

hipótese ps∥ (qt − 1) garante que todas as raízes deste polinômio estejam na extensão

Fqt de Fq. Por outro lado, quando m > s, nem todas as raízes de xpm

− 1 estão em Fqt ,

isso quer dizer que existem fatores do polinômio que são irredutíveis sobre Fqt , como foi

abordado na demonstração do Lema 4.1.3.

A seguir, obtemos um resultado, com as hipóteses mencionadas anteriormente,

que nos permitirá calcular todos os idempotentes primitivos da álgebra de grupos FqG.

Teorema 4.1.1. Sejam p um primo inteiro tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de q módulo p e ps∥ (qt − 1). Sejam

S = ¶j : 1 ≤ j ≤ pm♢ e Sh = ¶j = pm−hl ∈ S : 1 ≤ l ≤ pδ, mdc(l, p) = 1♢.

Então os idempotentes primitivos do anel
Fq[x]

⟨xpm − 1⟩
são dados como segue:

(i) O idempotente primitivo

e0(x) =
1

pm

pm−1∑

u=0

xu

corresponde ao polinômio irredutível x − 1 sobre Fq.

(ii) Se 1 ≤ δ ≤ s (h = δ), então os idempotentes primitivos

eδ,i(x) =
1

pm

xpm

− 1

xpδ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu, para 1 ≤ i ≤

ϕ(pδ)

t
,

correspondem aos polinômios irredutíveis fδ,i(x) sobre Fq dados em (4.2).

(iii) Se s + 1 ≤ h ≤ m (h = ε), então os idempotentes primitivos

eε,i(x) =
1

pm+s−ε

xpm

− 1

xpε − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s

, para 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
,

correspondem aos polinômios irredutíveis fε,i(x) sobre Fq dados em (4.3).

Além disso, se m ≤ s, então existem 1 +
pm − 1

t
idempotentes primitivos em

Fq[x]

⟨xpm − 1⟩
;

se m > s, então existem 1 +
ps − 1

t
+

(m − s) (ps − ps−1)

t
idempotentes primitivos em

Fq[x]

⟨xpm − 1⟩
.

Exemplo 4.1.1. Sejam p = 3, q = 17. Então t = 2 é a ordem multiplicativa de 17 módulo

3, e 32∥(172 − 1), isto é, s = 2 é a maior potência de 3 que divide 172 − 1. Para 1 ≤ m ≤ s,

temos dois casos:
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(i) Se m = 1, temos a seguinte fatoração do polinômio x3 − 1 sobre F17:

x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1),

em que f1,1(x) = (x − ζ3)(x − ζ2
3 ) = x2 + x + 1, com li = 1. Assim, Trq2/q(ζ

−1
3 ) =

Trq2/q(ζ
−2
3 ) = −1. Logo, existem 2 idempotentes primitivos em F17(C3):

e0(x) =
1

3

2∑

u=0

xu =
1

3
(1 + x + x2);

e1,1(x) =
1

3

x3 − 1

x3 − 1

2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu =

1

3
(2 − x − x2).

(4.6)

(ii) Se m = 2, temos a seguinte fatoração do polinômio x9 − 1 sobre F17:

x9 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1)(x2 − 7x + 1)(x2 − 13x + 1)(x2 − 14x + 1),

em que

f1,1(x) = (x − ζ3)(x − ζ2
3 ) = x2 + x + 1;

f2,1(x) = (x − ζ9)(x − ζ8
9 ) = x2 − 7x + 1;

f2,2(x) = (x − ζ2
9 )(x − ζ7

9 ) = x2 − 13x + 1;

f2,3(x) = (x − ζ4
9 )(x − ζ5

9 ) = x2 − 14x + 1,

com l1 = 1, l2 = 2, l3 = 4. Daí,

Trq2/q(ζ
−1
3 ) = Trq2/q(ζ

−2
3 ) = −1;

Trq2/q(ζ
−1
9 ) = Trq2/q(ζ

−8
9 ) = 7;

Trq2/q(ζ
−2
9 ) = Trq2/q(ζ

−7
9 ) = 13;

Trq2/q(ζ
−4
9 ) = Trq2/q(ζ

−5
9 ) = 14.

Logo, existem 5 idempotentes primitivos em F17(C9):

e0(x) =
1

9

8∑

u=0

xu =
1

3
(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8);

e1,1(x) =
1

9

x9 − 1

x3 − 1

2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

=
1

9
(x6 + x3 + 1)(2 − x − x2);

e2,1(x) =
1

9

x9 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

=
1

9
(2 + 7x + 13x2 − x3 + 14x4 + 14x5 − x6 + 13x7 + 7x8); (4.7)

e2,2(x) =
1

9

x9 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu
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=
1

9
(2 + 13x + 14x2 − x3 + 7x4 + 7x5 − x6 + 14x7 + 13x8);

e2,3(x) =
1

9

x9 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

=
1

9
(2 + 14x + 7x2 − x3 + 13x4 + 14x5 − x6 + 7x7 + 14x8).

Para 1 ≤ s < m, podemos tomar m = 3 como exemplo. Neste caso, temos a seguinte

fatoração do polinômio x27 − 1 sobre F17:

x27 − 1 =(x − 1)(x2 + x + 1)(x2 − 7x + 1)(x2 − 13x + 1)(x2 − 14x + 1)(x6 − 7x3 + 1)

(x6 − 13x3 + 1)(x6 − 14x3 + 1),

em que

f1,1(x) = (x − ζ3)(x − ζ2
3 ) = x2 + x + 1;

f2,1(x) = (x − ζ9)(x − ζ8
9 ) = x2 − 7x + 1;

f2,2(x) = (x − ζ2
9 )(x − ζ7

9 ) = x2 − 13x + 1;

f2,3(x) = (x − ζ4
9 )(x − ζ5

9 ) = x2 − 14x + 1;

f3,1(x) = (x3 − ζ9)(x
3 − ζ8

9 ) = x6 − 7x3 + 1;

f3,2(x) = (x3 − ζ2
9 )(x3 − ζ7

9 ) = x6 − 13x3 + 1;

f3,3(x) = (x3 − ζ4
9 )(x3 − ζ5

9 ) = x6 − 14x3 + 1.

com l1 = 1, l2 = 2, l3 = 4. Daí,

Trq2/q(ζ
−1
3 ) = Trq2/q(ζ

−2
3 ) = −1;

Trq2/q(ζ
−1
9 ) = Trq2/q(ζ

−8
9 ) = 7;

Trq2/q(ζ
−2
9 ) = Trq2/q(ζ

−7
9 ) = 13;

Trq2/q(ζ
−4
9 ) = Trq2/q(ζ

−5
9 ) = 14.

Logo, existem 8 idempotentes primitivos em F17(C27):

e0(x) =
1

27

26∑

u=0

xu =
1

27
(1 + x + x2 + . . . + x26);

e1,1(x) =
1

27

x27 − 1

x3 − 1

2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

=
1

27
(1 + x3 + x6 + x9 + x12 + x15 + x18 + x21 + x24)(2 − x − x2);

e2,1(x) =
1

27

x27 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

=
1

27
(1 + x9 + x18)(2 + 7x + 13x2 − x3 + 14x4 + 14x5 − x6 + 13x7 + 7x8);

e2,2(x) =
1

27

x27 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu
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=
1

27
(1 + x9 + x18)(2 + 13x + 14x2 − x3 + 7x4 + 7x5 − x6 + 14x7 + 13x8);

e2,3(x) =
1

27

x27 − 1

x9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

=
1

27
(1 + x9 + x18)(2 + 14x + 7x2 − x3 + 13x4 + 14x5 − x6 + 7x7 + 14x8);

e3,1(x) =
1

27

x27 − 1

x27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

=
1

27
(6 + 7x + 13x2 − x3 + . . . + 14x23 − x24 + 13x25 + 7x26);

e3,2(x) =
1

27

x27 − 1

x27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

=
1

27
(6 + 13x + 14x2 − x3 + . . . + 7x23 − x24 + 14x25 + 13x26);

e3,3(x) =
1

27

x27 − 1

x27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

=
1

27
(6 + 14x + 7x2 − x3 + . . . + 14x23 − x24 + 7x25 + 14x26).

Agora, vamos apresentar os idempotentes primitivos calculados a partir da teoria

de grupos. A ideia central nesta outra abordagem é estabelecer uma relação entre os

idempotentes primitivos da álgebra de grupo FqG e os subgrupos do grupo cíclico G

subjacentes a esta álgebra de grupo. Para isso, apresentamos algumas definições e resultados

dados em [9].

Lema 4.1.5. Sejam p um número primo e G = ⟨a⟩ um grupo cíclico de ordem pm, m ≥ 1.

Considere

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm = ¶1♢

a cadeia descendente de todos os subgrupo cíclicos de G, em que Gi = ⟨api

⟩. Então os

elementos

e0 = Ĝ =
1

♣G♣

∑

g∈G

g e ei = Ĝi − Ĝi−1 =
1

♣Gi♣

∑

g∈Gi

g −
1

♣Gi−1♣

∑

g∈Gi−1

, 1 ≤ i ≤ m,

formam um conjunto de idempotentes primitivos na álgebra de grupo QG tal que

e0 + e1 + · · · + em = 1.

Demonstração. Pelo Corolário 3.3.1, do Teorema de Perlis-Walker,

QG ∼=
⊕

pi♣pm

apiQ(ζpi) =
⊕

pi♣pm

Q(ζpi), com 0 ≤ i ≤ m,

em que ζpi denota uma raiz primitiva da unidade de ordem pi e temos, precisamente,

m + 1 idempotentes primitivos na álgebra de grupo QG. Como ĜiĜj = Ĝi, para todos
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0 ≤ i < j ≤ m, segue

e0ei = Ĝ(Ĝi − Ĝi−1) = 0 e

eiej = (Ĝi − Ĝi−1)(Ĝj − Ĝj−1) = ĜiĜj − ĜiĜj−1 − Ĝi−1Ĝj + Ĝi−1Ĝj−1 = 0,

para 1 ≤ i < j ≤ m. Assim, os idempotentes ei, ej, com j ̸= i, são dois a dois ortogonais.

Além disso, temos
n∑

i=0

ei = Ĝ + Ĝ1 − Ĝ + Ĝ2 − Ĝ1 + . . . + Ĝm−1 − Ĝm−2 + Ĝm − Ĝm−1 = Ĝm = 1.

Logo, ¶e0, e1, . . . , em♢ é o conjunto dos m + 1 idempotentes de QG.

Suponha que exista ei, para algum 0 ≤ i ≤ m, tal que ei = e′
i + e′′

i , com e′
i, e′′

i ̸= 0

e e′
ie

′′
i = 0. Assim, e′

i + e′′
i +

m∑

j=0
j ̸=i

ej = 1 e (e′
i + e′′

i )ej = 0, para todo 0 ≤ j ≤ m, com j ≠ i.

Logo, o conjunto ¶e′
i, e′′

i ♢ ∪ ¶ej♢0≤j≤m
j ̸=i

é um conjunto com m + 2 idempotentes em QG, o

que é uma contradição. Portanto, ¶e0, e1, . . . , em♢ é o conjunto dos idempotentes primitivos

de QG. ■

O Corolário a seguir estabelece condições necessárias e suficientes para que o

conjunto formado pelos idempotentes primitivos da álgebra de grupo FqG seja dado da

mesma maneira que o conjunto de idempotentes primitivos da álgebra de grupo QG. Tais

condições são firmadas de modo a garantir que o número de componentes simples de FqG

seja igual ao de QG. Dizemos que este número de componentes é minimal.

Corolário 4.1.1. Sejam Fq um corpo finito com q elementos, G um grupo cíclico de

ordem pm, tal que mdc (q, pm) = 1. Então o conjunto de idempotentes primitivos dados no

Lema 4.1.5 é o conjunto de idempotentes primitivos de FqG se, e somente se, vale uma

das seguintes afirmações.

(i) p = 2, m = 1 e q é ímpar ou m = 2 e q ≡ (3 mod 4);

(ii) p é um primo ímpar e o(q̄) = ϕ(pm) em U(Zpm).

Como consequência imediata do Corolário 4.1.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. Sejam Fq um corpo finito com q elementos e G um grupo cíclico de

ordem pm tal que o(q̄) = ϕ(pm) em U(Zpm). Seja

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gm = ¶1♢

a cadeia descendente de todos os subgrupos cíclicos de G, em que Gi = ⟨api

⟩. Então o

conjunto dos idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

pm

∑

g∈G

g e ei = Ĝi − Ĝi−1, 1 ≤ i ≤ m.
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O Lema 4.1.5, o Corolário 4.1.1 e o Teorema 4.1.2 deixam claro que os idempotentes

da álgebra de grupo FqG, construída a partir das hipóteses gerais estabelecidas no início

deste capítulo, são primitivos se, e somente se, o número de componentes simples desta

álgebra de grupo for minimal. Quando as hipóteses não são satisfeitas, pode-se construir

os idempotentes primitivos utilizando a teoria de corpos finitos, como vimos no Exemplo

4.1.1 — no qual os polinômios x6 + x3 + 1 e x18 + x9 + 1 são redutíveis sobre F17, mas são

irredutíveis sobre Q. Para enriquecer essa discussão, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.2. Sejam F11 um corpo finito com 11 elementos e p = 3 um primo ímpar.

Seja G = ⟨a⟩ um grupo cíclico finito de ordem 3m. Daí,

(i) para m = 1, como mdc(11, 3) = 1 e o(11) = 2 = ϕ(3) em U(Z3), temos, pelo Teorema

4.1.2,

⟨a⟩ = G0 ⊃ G1 = ¶1♢.

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

3

∑

g∈G

g =
1

3
(1 + a + a2)

e1 = Ĝ1 − Ĝ0 = 1 −
1

3
(1 + a + a2) =

(
1 −

1

3

)
−

1

3
(a + a2) =

1

3
(2 − a − a2);

(ii) para m = 2, como mdc(11, 9) = 1 e o(11) = 6 = ϕ(9) em U(Z9), temos, pelo Teorema

4.1.2,

⟨a⟩ = G0 ⊃ ⟨a3⟩ = G1 ⊃ G2 = ¶1♢.

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

9

∑

g∈G

g =
1

9
(1 + a + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8);

e1 = Ĝ1 − Ĝ0 =
1

3
(1 + a3 + a6) −

1

9
(1 + a + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8)

=
(

1

3
−

1

9

)
(1 + a3 + a6) +

1

9
(a + a2 + a4 + a5 + a7 + a8);

e2 = Ĝ2 − Ĝ1 = 1 −
1

3
(1 + a3 + a6) =

(
1 −

1

3

)
−

1

3
(a3 + a6);

(iii) para m = 3, como mdc(11, 27) = 1 e o(11) = 18 = ϕ(27) em U(Z27), temos, pelo

Teorema 4.1.2,

⟨a⟩ = G0 ⊃ ⟨a3⟩ = G1 ⊃ ⟨a9⟩ = G2 ⊃ G3 = ¶1♢.

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

27

∑

g∈G

g =
1

27
(1 + a + a2 + . . . + a26);
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e1 = Ĝ1 − Ĝ0 =
1

9
(1 + a3 + . . . + a21 + a24) −

1

27
(1 + a + a2 . . . + a26)

=
(

1

9
−

1

27

)
(1 + a3 + . . . + a21 + a24) +

1

27
(a + a2 + a4 + . . . + a23 + a25 + a26);

e2 = Ĝ2 − Ĝ1 =
1

3
(1 + a9 + a18) −

1

9
(1 + a3 + . . . + a21 + a24)

=
(

1

3
−

1

9

)
−

1

3
(1 + a9 + a18) −

1

9
(1 + a3 + . . . + a8 + a10 + . . . + a21 + a24);

e3 = Ĝ3 − Ĝ2 = 1 −
1

3
(1 + a9 + a18) =

(
1 −

1

3

)
(a9 + a18).

Note que as hipóteses do Teorema 4.1.2 são satisfeitas no Exemplo 4.1.1 para

o caso em que m = 1, pois o(17) = 2 = ϕ(3) em U(Z3). Portanto, os idempotentes

primitivos encontrados nos Exemplos 4.1.1 e 4.1.2 são iguais neste caso, independente

da teoria aplicada nos cálculos. No entanto, para os casos em que m = 2 e m = 3,

o(17) = 2 < 6 = ϕ(9) em U(Z9) e o(17) = 2 < 18 = ϕ(27) em U(Z27). Assim, no caso

em que as hipóteses do Teorema 4.1.2 não são satisfeitas, existem mais idempotentes

primitivos, uma vez que cada um deles corresponde aos fatores irredutíveis do polinômio

xpm

− 1.

4.2 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS EM ÁLGEBRAS DE GRUPO ABE-

LIANAS

É razoável pensar no que acontece quando se adotam hipóteses mais gerais

para o grupo G. Motivados por isso, apresentamos como se determina os idempotentes

primitivos de uma álgebra de grupo FqG, com G um p-grupo abeliano finito e não cíclico.

Primeiramente, fizemos um estudo acerca dos subgrupos de alguns p-grupos abelianos

específicos que nos serão úteis adiante. Por conseguinte, calculamos os idempotentes

primitivos dessa álgebra de grupo a partir das técnicas estabelecidas em [8] e [15].

4.2.1 Subgrupos dos grupos abelianos Cp2 × Cp e Cp2 × Cp2

Nesta seção será feito um estudo sobre os grupos abelianos finitos da forma

Cp2 × Cp e Cp2 × Cp2 , com Cp e Cp2 p-grupos cíclicos de ordem p e p2, respectivamente.

Como os códigos que serão abordados nesta dissertação são construídos como ideais de

uma álgebra de p-grupo abeliano finito da forma Fq(Cpm × Cpn), com p um primo ímpar e

Fq um corpo finito com q elementos, é importante conhecer a estrutura de subgrupos do

grupo subjacente.

4.2.1.1 Subgrupos de Cp2 × Cp

Seja G = C32 × C3 o grupo abeliano produto direto dos grupos cíclicos C32 = ⟨a⟩

e C3 = ⟨b⟩, em que o(a) = 32 e o(b) = 3. Temos ⟨a⟩ = ¶e, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8♢,
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⟨b⟩ = ¶e, b, b2♢ e ⟨a3⟩ = ¶e, a3, a6♢ = ⟨a6⟩, com o(a3) = o(a6) = 3. Como o subgrupo

gerado por a é cíclico de ordem 32, então os elementos de ⟨a⟩ cuja potência é prima com

32 são também geradores de ⟨a⟩, ou seja, ⟨a⟩ = ⟨a2⟩ = ⟨a4⟩ = ⟨a5⟩ = ⟨a7⟩ = ⟨a8⟩. Pelo

mesmo argumento conclui-se ⟨b⟩ = ⟨b2⟩.

Note que ⟨ab⟩ = ¶e, ab, a2b2, a3b3, a4b4, a5b5, a6b6, a7b7, a8b8♢ e verifica-se que os

únicos elementos de ordem 3 em ⟨ab⟩ são a3 e a6. Como o subgrupo gerado por ab é cíclico

de ordem 32, então os elementos de ordem 32 em ⟨ab⟩ também são geradores de ⟨ab⟩. Logo

⟨ab⟩ = ⟨a2b2⟩, ⟨a4b⟩ = ⟨a5b2⟩ = ⟨a7b⟩ = ⟨a8b2⟩. Já os elementos a3 e a6 em ⟨ab⟩ são de

ordem 3 e, portanto, geradores de um mesmo subgrupo de ordem 3 em ⟨ab⟩.

O grupo G = C32 × C3 = ⟨a⟩ × ⟨b⟩ é um produto direto interno, por esta

razão, o subgrupo gerado por ⟨a3⟩ × ⟨b⟩ é um produto direto interno e é dado por

⟨a3⟩×⟨b⟩ = ¶e, a3, a6, b, b2, a3b, a3b2, a6b, a6b2♢ de ordem 32, no qual todos os seus elementos

diferentes do neutro têm ordem 3. Assim, o produto direto entre quaisquer dois elementos

distintos e não neutros de ⟨a3⟩×⟨b⟩ que geram subgrupos também distintos são geradores de

⟨a3⟩×⟨b⟩, ou seja, ⟨a3⟩×⟨b⟩ = ⟨a3⟩×⟨b2⟩ = ⟨a3b⟩×⟨b⟩ = ⟨a3⟩×⟨b2⟩ = . . . = ⟨a6b⟩×⟨a6b2⟩.

No entanto, os elementos distintos e não neutros de ⟨a3⟩×⟨b⟩ que geram o mesmo subgrupo

não são geradores de ⟨a3⟩ × ⟨b⟩, como por exemplo, ⟨a3b⟩ = ¶e, a3b, a6b2♢ = ⟨a6b2⟩ e

⟨a3b⟩ × ⟨a6b2⟩ = ¶e, a3b, a6b2♢, que é o mesmo subgrupo gerado por cada um dos grupos

cíclicos deste produto direto. Também temos ⟨ab2⟩ = ¶e, ab2, a2b, a3, a4b2, a5b, a6, a7b2, a8b♢,

logo ⟨ab2⟩ = ⟨a2b⟩ = ⟨a4b2⟩ = ⟨a5b⟩ = ⟨a2b2⟩ = ⟨a8b⟩, todos de ordem 32.

Desta forma, ficam determinados todos os subgrupos não triviais de C32 × C3.

i) Subgrupos de ordem 3:

⟨b⟩ = ⟨b2⟩; ⟨a3⟩ = ⟨a6⟩; ⟨a3b⟩ = ⟨a6b2⟩ = ⟨a3b⟩ × ⟨a6b2⟩; ⟨a3b2⟩ = ⟨a6b⟩ = ⟨a3b2⟩ ×

⟨a6b⟩.

ii) Subgrupos de ordem 32:

⟨a⟩ = ⟨a2⟩ = ⟨a4⟩ = ⟨a5⟩ = ⟨a7⟩ = ⟨a8⟩; ⟨ab⟩ = ⟨a2b2⟩ = ⟨a4b⟩ = ⟨a5b2⟩ = ⟨a7b⟩ =

⟨a8b2⟩; ⟨ab2⟩ = ⟨a2b⟩ = ⟨a4b2⟩ = ⟨a5b⟩ = ⟨a7b2⟩ = ⟨a8b⟩; ⟨a3⟩ × ⟨b⟩ = ⟨a3⟩ × ⟨b2⟩ =

. . . = ⟨a6b⟩ × ⟨a6b2⟩.

Portanto, G = C32 × C3 tem 4 subgrupos distintos de ordem 32, com 3 destes

subgrupos cíclicos; 4 subgrupos de ordem 3, sendo todos eles cíclicos, totalizando 8

subgrupos não triviais.
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4.2.1.2 Subgrupos de Cp2 × Cp2

Seja G = C32 × C32 o grupo abeliano produto direto dos grupos cíclicos C32 = ⟨a⟩

e C32 = ⟨b⟩, em que o(a) = 32 e o(b) = 32 Temos ⟨a⟩ = ¶e, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8♢,

⟨b⟩ = ¶e, b, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8♢, ⟨a3⟩ = ¶e, a3, a6♢ = ⟨a6⟩ e ⟨b3⟩ = ¶e, b3, b6♢ = ⟨b6⟩. Como

o subgrupo gerado por a é cíclico de ordem 32, então os elementos de ⟨a⟩ cuja potência

é prima com 32 são também geradores de ⟨a⟩, ou seja, ⟨a⟩ = ⟨ai⟩, para i ∈ U(Z32).

Analogamente, temos ⟨b⟩ = ⟨bi⟩, para i ∈ U(Z32). Além disso, temos

⟨ab⟩ = ¶e, ab, a2b2, a3b3, a4b4, a5b5, a6b6, a7b7, a8b8♢.

⟨a2b⟩ = ¶e, a2b, a4b2, a6b3, a8b4, ab5, a3b6, a5b7, a7b8♢.

⟨a3b⟩ = ¶e, a3b, a6b2, b3, a3b4, a6b5, b6, a3b7, a6b8♢.

⟨a4b⟩ = ¶e, a4b, a8b2, a3b3, a7b4, a2b5, a6b6, ab7, a5b8♢.

⟨a5b⟩ = ¶e, a5b, a6b2, a6b3, a2b4, a7b5, a3b6, a8b7, a4b8♢.

⟨a6b⟩ = ¶e, a6b, a3b2, b3, a6b4, a3b5, b6, a6b7, a3b8♢.

⟨a7b⟩ = ¶e, a7b, a5b2, a3b3, ab4, a8b5, a6b6, a4b7, a2b8♢.

⟨a8b⟩ = ¶e, a8b, a7b2, a6b3, a5b4, a4b5, a3b6, a2b7, ab8♢.

Note que os únicos elementos de ordem 3 nos subgrupos gerados por ab, a4b e a7b

são a3b3 e a6b6. Deste modo, os subgrupos gerados pelos elementos de ordem 32 em ⟨ab⟩,

⟨a4b⟩ e ⟨a7b⟩ também os geram, isto é

⟨ab⟩ = ⟨a2b2⟩ = ⟨a4b4⟩ = ⟨a5b5⟩ = ⟨a7b7⟩ = ⟨a8b8⟩;

⟨a4b⟩ = ⟨a8b2⟩ = ⟨a7b4⟩ = ⟨a2b5⟩ = ⟨ab7⟩ = ⟨a5b8⟩;

⟨a7b⟩ = ⟨a5b2⟩ = ⟨ab4⟩ = ⟨a8b5⟩ = ⟨a4b7⟩ = ⟨a3b8⟩.

Similarmente, como os únicos elementos de ordem 3 nos subgrupos gerados por

a3b e a6b (respectivamente a2b, a5b e a8b) são b3 e b6 (respectivamente a3b6 e a6b3), temos

⟨a3b⟩ = ⟨a6b2⟩ = ⟨a3b4⟩ = ⟨a6b5⟩ = ⟨a3b7⟩ = ⟨a6b8⟩;

⟨a6b⟩ = ⟨a3b2⟩ = ⟨a6b4⟩ = ⟨a3b5⟩ = ⟨a6b7⟩ = ⟨a3b8⟩.

Respectivamente,

⟨a2b⟩ = ⟨a4b2⟩ = ⟨a8b4⟩ = ⟨ab5⟩ = ⟨a5b7⟩ = ⟨a7b8⟩;

⟨a5b⟩ = ⟨ab2⟩ = ⟨a2b4⟩ = ⟨a7b5⟩ = ⟨a8b7⟩ = ⟨a4b8⟩;

⟨a8b⟩ = ⟨a7b2⟩ = ⟨a5b4⟩ = ⟨a4b5⟩ = ⟨a2b7⟩ = ⟨ab8⟩.

Os únicos subgrupos da forma ⟨abj⟩, com j = 1, . . . , 8, que não são iguais a

nenhum dos subgrupos da forma ⟨aib⟩, com i = 1, . . . , 8, são os gerados por ab3 e ab6, pois
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⟨ab2⟩ = ⟨a5b⟩; ⟨ab4⟩ = ⟨a7b⟩; ⟨ab4⟩ = ⟨a2b⟩; ⟨ab7⟩ = ⟨a4b⟩ e ⟨ab8⟩ = ⟨a8b⟩. Logo ⟨ab3⟩ =

¶e, ab3, a2b6, a3, a4b3, a5b6, a6, a7b3, a8b6♢ e ⟨ab6⟩ = ¶e, ab6, a2b3, a3, a4b6, a5b3, a6, a7b6, a8b3♢.

Como os únicos elementos de ordem 3 nestes subgrupos são a3 e a6, temos

⟨ab3⟩ = ⟨a2b6⟩ = ⟨a4b3⟩ = ⟨a5b6⟩ = ⟨a7b3⟩ = ⟨a8b6⟩;

⟨ab6⟩ = ⟨a2b3⟩ = ⟨a4b6⟩ = ⟨a5b3⟩ = ⟨a7b6⟩ = ⟨a8b3⟩.

O produto direto entre os subgrupos ⟨a3⟩ e ⟨b3⟩ de G, ambos de ordem 3, é o

subgrupo ⟨a3⟩ × ⟨b3⟩ = ¶e, a3, a6, b3, b6, a3b3, a6b3, a3b6, a6b3♢ de ordem 32, cujos elementos

de ordem 3 são a3, a6, b3, b6, a3b3, a6b6, a3b6 e a6b3 e tais que ⟨a3⟩ = ⟨a6⟩; ⟨b3⟩ = ⟨b6⟩;

⟨a3b3⟩ = ⟨a6b6⟩ e ⟨a3b6⟩ = ⟨a6b3⟩. Observe que o produto direto entre quaisquer dois

elementos de ⟨a3⟩×⟨b3⟩ não neutros, e que não são geradores do mesmo subgrupo, também

é ⟨a3⟩ × ⟨b3⟩, ou seja, ⟨a3⟩ × ⟨b3⟩ = ⟨a3⟩ × ⟨b6⟩ = . . . = ⟨b6⟩ × ⟨a6b6⟩. Já o produto direto

entre dois geradores de um mesmo subgrupo resulta nele próprio, como por exemplo,

⟨a6b3⟩ × ⟨a3b6⟩ = ¶e, a3b6, a6b3♢.

O produto direto entre os subgrupos ⟨a⟩ e ⟨b3⟩ de ordem 32 e ordem 3, respec-

tivamente, é o subgrupo ⟨a⟩ × ⟨b3⟩ = ¶e, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, b3, b6, ab3, ab6, a2b3, a2b6,

a3b3, a3b6, a4b3, a4b6, a5b3, a5b6, a6b4, a6b6, a7b3, a7b6, a8b3, a8b6♢ de ordem 33. Os elementos

de ordem 3 (respectivamente ordem 9) deste subgrupo são a3, a6, b3, b6, a3b3, a3b6, a6b3 e a6b6,

(respectivamente ordem 9) a, a2, a4, a5, a7, a8, ab3, ab6, a2b3, a2b6, a4b3, a4b6, a5b3, a5b6, a7b3,

a7b6, a8b3, a8b6. O produto direto entre quaisquer dois elementos de ordem 32 de ⟨a3⟩ × ⟨b⟩

resulta no grupo todo G = ⟨a⟩×⟨b⟩ quando estes dois elementos não forem geradores de um

mesmo subgrupo, como por exemplo, ⟨ab3⟩ × ⟨a4b6⟩ = ⟨a⟩ × ⟨b⟩ = G. Já o produto direto

entre quaisquer dois elementos, um de ordem 32 e outro de ordem 3 resulta no próprio

⟨a⟩ × ⟨b3⟩, desde que estes dois elementos sejam tais que o de ordem 3 não esteja contido

no subgrupo gerado pelo de ordem 32, como por exemplo, ⟨ab6⟩ × ⟨a3b3⟩ = ⟨a⟩ × ⟨b3⟩.

O mesmo raciocínio pode ser aplicado para ⟨ai⟩×⟨b3j⟩ e para ⟨b⟩×⟨a3⟩, ⟨bi⟩×⟨a3j⟩,

com i ∈ U(Z32) e j = 1, 2. Além disso, os subgrupos cíclicos de ordem 32 de G diferentes

de ⟨a⟩ e ⟨b⟩ resultam em um novo subgrupo de ordem 33 quando realiza-se o produto

direto dele com outro subgrupo cíclico de ordem 3 de G, como por exemplo,

⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ = ¶e, a3, a6, ab, a2b2, a3b3, a4b4, a5b5, a6b6, a7b7, a8b8, a4b, a5b, a6b, a7b4, a8b5, b6,

ab7, a2b8, a7b, a8b2, b3, ab4, a2b5, a3b6, a4b7, a5b8♢

e

⟨b3⟩ × ⟨a2b⟩ = ¶e, b3, b6, a2b, a4b2, a6b3, a8b4, ab5, a3b6, a5b7, a7b8, a2b4, a4b5, a6b6, a8b7, ab8,

a3, a5b, a7b2, a2b7, a4b8, a6, a8b, ab2, a3b3, a5b4, a7b5♢.
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De modo similar ao que foi feito para ⟨a⟩ e ⟨b3⟩, encontramos todos os subgrupos

de ordem 3 e ordem 9 dos exemplos supracitados, consequentemente, todos os produtos

diretos de subgrupos gerados por elementos de ⟨a⟩ e ⟨b3⟩ que geram o grupo G.

Logo, os subgrupos distintos e não triviais de G = C32 × C32 e suas respectivas

ordens são:

i) Subgrupos de ordem 3:

⟨a3⟩ = ⟨a6⟩; ⟨b3⟩ = ⟨b6⟩; ⟨a3b3⟩ = ⟨a6b6⟩; ⟨a3b6⟩ = ⟨a6b3⟩.

ii) Subgrupos de ordem 32:

⟨a⟩ = ⟨ai⟩, ⟨b⟩ = ⟨bi⟩, ⟨ab⟩ = ⟨aibi⟩, i ∈ U(Z32);

⟨a2b⟩ = ⟨a4b2⟩ = ⟨a8b4⟩ = ⟨ab5⟩ = ⟨a5b7⟩ = ⟨a7b8⟩;

⟨a3b⟩ = ⟨a6b2⟩ = ⟨a3b4⟩ = ⟨a6b5⟩ = ⟨a3b7⟩ = ⟨a6b8⟩;

⟨a4b⟩ = ⟨a8b2⟩ = ⟨a7b4⟩ = ⟨a2b5⟩ = ⟨ab7⟩ = ⟨a5b8⟩;

⟨a5b⟩ = ⟨ab2⟩ = ⟨a2b4⟩ = ⟨a7b5⟩ = ⟨a8b7⟩ = ⟨a4b8⟩;

⟨a6b⟩ = ⟨a3b2⟩ = ⟨a6b4⟩ = ⟨a3b5⟩ = ⟨a6b7⟩ = ⟨a3b8⟩;

⟨a7b⟩ = ⟨a5b2⟩ = ⟨ab4⟩ = ⟨a8b5⟩ = ⟨a4b7⟩ = ⟨a3b8⟩;

⟨a8b⟩ = ⟨a7b2⟩ = ⟨a5b4⟩ = ⟨a4b5⟩ = ⟨a2b7⟩ = ⟨ab8⟩;

⟨ab3⟩ = ⟨a2b6⟩ = ⟨a4b3⟩ = ⟨a5b6⟩ = ⟨a7b3⟩ = ⟨a8b6⟩;

⟨ab6⟩ = ⟨a2b3⟩ = ⟨a4b6⟩ = ⟨a5b3⟩ = ⟨a7b6⟩ = ⟨a8b3⟩;

⟨a3⟩ × ⟨b3⟩ = ⟨a3⟩ × ⟨a3b3⟩ = . . . = ⟨a6⟩ × ⟨a6b6⟩.

iii) Subgrupos de ordem 33:

⟨a⟩ × ⟨b3⟩ = ⟨ai⟩ × ⟨b3⟩ = . . . = ⟨ai⟩ × ⟨a6b3⟩, i ∈ U(Z32);

⟨b⟩ × ⟨a3⟩ = ⟨bi⟩ × ⟨a3⟩ = . . . = ⟨bi⟩ × ⟨a6b3⟩, i ∈ U(Z32);

⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ = ⟨a3⟩ × ⟨aibi⟩ = . . . = ⟨a3⟩ × ⟨a4b⟩ = . . . = ⟨a3⟩ × ⟨a6b8⟩, i ∈ U(Z32);

⟨b3⟩ × ⟨a2b⟩ = ⟨b3⟩ × ⟨a7b5⟩ = . . . = ⟨a6b3⟩ × ⟨a2b⟩.

Portanto, G possui 21 subgrupos distintos próprios, dentre os quais 16 são cíclicos.

Agora, seja p = 5. Temos o grupo G = C52 × C52 . Utilizando o mesmo raciocínio

empregado na determinação dos subgrupos de C32 × C32 e o auxílio do software Sublime

Text, temos todos os subgrupos de todas as ordens de G, são eles

i) Subgrupos de ordem 5:

⟨a5⟩; ⟨a5jb5⟩, 1 ≤ i ≤ 4; ⟨b⟩.

ii) Subgrupos de ordem 52:

⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ 52 − 1; ⟨a5ib⟩, 1 ≤ i ≤ 4; ⟨a5⟩ × ⟨b5⟩.
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iii) Subgrupos de ordem 53:

⟨a⟩ × ⟨b5⟩; ⟨a5⟩ × ⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ 4; ⟨b⟩ × ⟨a5⟩.

Portanto G, possui 43 subgrupos distintos próprios, dentre os quais 36 são cíclicos.

Considere p = 7. Temos o grupo G = C72 × C72 . Utilizando o mesmo raciocínio

empregado na determinação dos subgrupos anteriores e o auxílio do software Sublime Text

temos todos os subgrupos de todas as ordens de G, são eles

i) Subgrupos de ordem 7:

⟨a7⟩; ⟨a7jb7⟩, 1 ≤ i ≤ 6; ⟨b⟩.

ii) Subgrupos de ordem 72:

⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ 72 − 1; ⟨a7ib⟩, 1 ≤ i ≤ 6; ⟨a7⟩ × ⟨b7⟩.

iii) Subgrupos de ordem 73:

⟨a⟩ × ⟨b7⟩; ⟨a7⟩ × ⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ 6; ⟨b⟩ × ⟨a7⟩.

Portanto, G possui 73 subgrupos distintos próprios, dentre os quais 56 são cíclicos.

Estendendo esta argumentação para um primo p qualquer, podemos conjecturar

sobre o grupo G = Cp2 × Cp2 que seus subgrupos distintos próprios e suas respectivas

ordens são:

i) Subgrupos de ordem p:

⟨ap⟩; ⟨ajpbp⟩, 1 ≤ i ≤ p − 1; ⟨b⟩.

ii) Subgrupos de ordem p2:

⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ p2 − 1; ⟨apib⟩, 1 ≤ i ≤ p − 1; ⟨ap⟩ × ⟨bp⟩.

iii) Subgrupos de ordem p3:

⟨a⟩ × ⟨bp⟩; ⟨ap⟩ × ⟨abj⟩, 0 ≤ j ≤ p − 1; ⟨b⟩ × ⟨ap⟩.

Logo, Cp2 ×Cp2 possui p2 + 3p + 3 subgrupos próprios, o que pode ser verificado pelo artigo

[23], pois nele o grupo G = Cp2 × Cp2 possui (p3((p − 1) + 2) − 7(p − 1) − 2) ·
1

(p − 1)2

subgrupos, consequentemente, (p3(p + 1) − 7(p − 1) − 2) ·
1

(p − 1)2
− 2 subgrupos próprios.

Isto verifica-se, porque

(p3((p − 1) + 2) − 7(p − 1) − 2) ·
1

(p − 1)2
= ((p − 1)(p3 − 7) + 2(p − 1)(p3 − 1)) ·

1

(p − 1)2

= (p − 1)((p3 − 7) + 2(p2 + p + 1)) ·
1

(p − 1)2

= (p3 + 2p2 + 2p − 5) ·
1

(p − 1)
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= ((p − 1)(p2 + 3p + 5)) ·
1

(p − 1)

= p2 + 3p + 5.

Portanto, G possui p2 + 3p + 3 subgrupos próprios.

4.2.2 Idempotentes primitivos em Fq(Cpm × Cpn)

Considere as hipóteses adotadas, na página 53, em relação ao corpo Fq e seja

G = Cpm × Cpn um p-grupo abeliano finito, em que Cpm = ⟨x⟩ e Cpn = ⟨y⟩ são grupos

cíclicos tais que o(x) = pm e o(y) = pn. Adotaremos essas hipóteses ao longo de toda

esta seção. Além disso, quando tivermos 1 ≤ h ≤ n, adotaremos h = δ, se 1 ≤ δ ≤ s, e

s + 1 ≤ λ ≤ n, quando n > s.

Com as hipóteses mencionadas acima, temos

Fq(G) ∼=
Fq[x, y]

⟨xpm − 1, ypn − 1⟩
. (4.8)

A seguir, encontramos todos os idempotentes primitivos da álgebra de grupo FqG.

Lema 4.2.1. Sejam p um primo inteiro, tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de q módulo p e ps∥ (qt − 1). Seja m, n inteiros positivos com m ≤ s e n ≤ s. Então, na

extensão Fδ,i =
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
∼= Fqt sobre Fq, existe um polinômio gδ,i(x) ∈ Fq[x], tal que

gδ,i(x̄) = ζpn ,

em que x̄ = x + ⟨fδ,i(x)⟩ ∈ Fδ,i. Além disso, seja f ∗
δ,i(x) o polinômio recíproco de fδ,i(x),

então na extensão F ∗
δ,i =

Fq[x]

⟨f ∗
δ,i(x)⟩

,

gδ,i

(
1

x̄

)
= ζ−1

pn .

Demonstração. Desde que ps∥(qt − 1), ζpn ∈ Fδ,i
∼= Fqt. Como [Fqt : Fq] = t, existe um

polinômio gδ,i(x) ∈ Fq[x], tal que gδ,i(x̄) = ζpn em Fδ,i.

Seja gδ,i(x̄) uma raiz pn-ésima primitiva da unidade em Fδ,i. Então, em Fq[x],

gδ,i(x)pn

≡ 1 (modfδ,i(x)). Logo, existe um polinômio k[x] ∈ Fq[x], tal que gδ,i(x)pn

+

k(x)fδ,i(x) = 1. Por outro lado, na extensão F ∗
δ,i =

Fq[x]

⟨f ∗
δ,i(x)⟩

, fδ,i

(
1

x̄

)
= 0 (como vimos na

demonstração do Lema 4.1.4), assim, gδ,i

(
1

x̄

)pn

= 1. Reciprocamente, o resultado também

vale. Portanto, gδ,i

(
1

x̄

)
é também uma pn-ésima raiz da unidade em F ∗

δ,i.
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Além disso, se fδ,i(x) = f ∗
δ,i(x), então, pelo Lema 4.1.4,

Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
∼= Fqt, com

Gal(Fqt/Fq) = ⟨σ⟩. Logo σ
t
2 (gδ,i(x̄)) = gδ,i(σ

t
2 (x̄)). Portanto gδ,i

(
1

x̄

)
= ζ−1

pn . ■

No Lema 4.2.1 podemos tomar gδ,i(x) = x, quando h = s.

Teorema 4.2.1. Sejam p um número primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de q módulo p e ps∥(qt − 1). Seja G = A × B um p-grupo abeliano finito, em que A = ⟨x⟩

e B = ⟨y⟩ são grupos cíclicos, tais que o(x) = pm e o(y) = pn.

Sejam 1 ≤ m, n ≤ s. Então existem 1 +
pm+n − 1

t
idempotentes primitivos na

álgebra de grupo Fq(G) como segue:

1. se 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

E0;0 =
1

pm+n




pm−1∑

u=0

xu






pn−1∑

v=0

yv


 ;

E0;δ,i =
1

pm+n

ypn

− 1

ypδ − 1




pm−1∑

u=0

xu






pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )yv


 ;

2. se 1 ≤ δ ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Eδ,i;k =
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






pn−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ,

em que gδ,i(x) ∈ Fq[x] e gδ,i(x̄) = ζpn, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
.

Demonstração. Seja ζpm a pm-ésima raiz primitiva da unidade de Fqt . Como t é o menor

inteiro positivo tal que qt ≡ 1 (mod p), ps∥(qt − 1), com m ≤ s, segue de (4.2)

xpm

− 1 = (x − 1)
m∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(x),

em que cada fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com mdc (li, p) = 1, é irredutível sobre Fq. Daí, pelo

Teorema Chinês dos Restos, temos

Fq(A) ∼=
Fq[x]

⟨x − 1⟩
⊕




m⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩


 = F0 ⊕




m⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i


 , (4.9)
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com F0 = Fq e cada
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
= Fδ,i

∼= Fqt, para 1 ≤ δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
. Assim, pelo

Teorema 4.1.1, existem 1 +
pm − 1

t
idempotentes primitivos em Fq(A):

e0(x) =
1

pm

pm−1∑

u=0

xu;

eδ,i(x) =
1

pm

xpm

− 1

xpδ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu,

(4.10)

para 1 ≤ δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
.

Agora, vamos investigar todos os idempotentes primitivos do anel Fq(A × B). Pela

Proposição 3.1.1 e o isomorfismo (4.9), existe um isomorfismo sobre Fq

Fq(A × B) ∼= (FqA)B ∼=


F0 ⊕




m⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i





B ∼= F0(B) ⊕




m⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i(B)


 (4.11)

Primeiramente, vamos investigar o somando direto F0(B) em (4.11). Por n ≤ s e (4.2),

existe um isomorfismo sobre Fq

F0(B) ∼=
F0[y]

⟨y − 1⟩
⊕




n⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

F0[y]

⟨fδ,i(y)⟩


 = F0;0 ⊕




n⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

F0;δ,i


 , (4.12)

com F0;0 = Fq e F0;δ,i =
Fq[y]

⟨fδ,i(y)⟩
, para 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤

ϕ(pδ)

t
. Daí, substituindo x por

y e n por m em (4.10), obtemos 1 +
pn − 1

t
idempotentes primitivos em F0(B):

θ0;0(y) =
1

pn

pn−1∑

v=0

yv;

θ0;δ,i(y) =
1

pn

ypn

− 1

ypδ − 1

pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )yv.

(4.13)

Logo, por (4.10) e (4.13), os idempotentes primitivos em Fq(G) correspondentes a F0(B)

são:

E0;0 = θ0;0(y)e0(x) =
1

pm+n




pm−1∑

u=0

xu






pn−1∑

v=0

yv


 ;

E0;δ,i = θ0;δ,i(y)e0(x) =
1

pm+n

ypn

− 1

ypδ − 1




pm−1∑

u=0

xu






pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )yv


 ,

(4.14)

para 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
.
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Por conseguinte, vamos investigar cada somando direto Fδ,i(B), para cada 1 ≤

δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
em (4.11). Por n ≤ s e o Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoração

para o polinômio ypn

− 1 sobre Fδ,i
∼= Fqt :

ypn

− 1 =
pn−1∏

k=0

(y − ζk
pn).

Assim,

Fδ,i(B) ∼=
Fδ,i[y]

⟨ypn − 1⟩
∼=

pn−1⊕

k=0

Fδ,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

=
pn−1⊕

k=0

Fδ,i;k, (4.15)

em que Fδ,i;k =
Fδ,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

, para 1 ≤ k ≤ pn − 1. Pelo item (i) do Teorema 4.1.1, existem

pn idempotentes primitivos em Fδ,i(B):

θδ,i;k(y) =
1

pn

pn−1∑

v=0

ζ−kv
pn yv, 0 ≤ k ≤ pn − 1. (4.16)

Por outro lado, existe, pelo Lema 4.2.1 e n ≤ s, um polinômio gδ,i(x) ∈ Fq[x] tal que

gδ,i(x̄) = ζpn , (4.17)

em que
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
= Fδ,i

∼= Fqt . Por (4.10), (4.16), e (4.17), os idempotentes primitivos em

Fq(G) correspondentes a Fδ,i(B) são:

Eδ,i;k =
1

pn

pn−1∑

v=0

(gδ,i(x)−ky)veδ,i(x)

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






pn−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ,

para 0 ≤ k ≤ pn − 1. Deste modo, para o somando direto F0(B) existem 1 +
pn − 1

t

idempotentes primitivos: E0;0 e E0;δ,i, para 1 ≤ δ ≤ n, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
. Para cada somando

direto Fδ,i(B), com 1 ≤ δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, existem pn idempotentes primitivos: Eδ,i;k,

para 0 ≤ k ≤ pn − 1. Portanto, existem

1 +
pn − 1

t
+
(

pm − 1

t

)
pn = 1 +

pn − 1 + pm+n − pn

t
= 1 +

pm+n − 1

t
(4.18)

idempotentes primitivos em Fq(G). ■

A seguir, encontraremos os idempotentes primitivos em de Fq(G) no caso s < n ≤

m.
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Teorema 4.2.2. Sejam p um primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de q módulo p e ps∥(qt − 1). Seja G = A × B uma álgebra de p-grupo abeliano finito,

em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩ são grupos cíclicos, tais que, o(x) = pm e o(y) = pn.

Sejam 1 ≤ n ≤ s < m. Então existem 1 +
pn+s−1(p − 1)(m − s) + pn+s − 1

t
idempotentes

primitivos na álgebra de grupo Fq(G) como segue:

1. se 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

E0;0 =
1

pm+n




pm−1∑

u=0

xu






pn−1∑

v=0

yv


 ;

E0;δ,i =
1

pm+n

ypn

− 1

ypδ − 1




pm−1∑

u=0

xu






pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )yv


 ;

2. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Eδ,i;k =
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






pn−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ;

3. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Eε,i;k =
1

pm+n+s−ε

xpm

− 1

xpε − 1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xpε−su






pn−1∑

v=0

gε,i(x)−kvyv


 ,

em que gε,i(x) ∈ Fq[x] e gε,i(x̄) = ζpn, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
∼= Fqt·pε−s ⊃ Fqt.

Demonstração. Desde que A = ⟨x⟩, o(x) = pm e m > s, pelo Lema 4.1.4, o polinômio

xpm

− 1 se fatora sobre Fq como segue:

xpm

− 1 = (x − 1)




s∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(x)







m∏

ε=s+1

φ(ps)
t∏

i=1

fε,i(x)


 ,

em que fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x−ζ liq
µ

pδ ), se 1 ≤ δ ≤ s, e fε,i(x) =
t−1∏

µ=0

(xpε−s

−ζ liq
µ

ps ), se s+1 ≤ ε ≤ m.

Assim, existe um isomorfismo de anéis:

Fq(A) ∼=
Fq[x]

⟨x − 1⟩
⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩




= F0 ⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fε,i


 ,

(4.19)
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em que F0 = Fq; para cada 1 ≤ δ ≤ s, Fδ,i =
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
e, para cada s + 1 ≤ ε ≤ m, Fε,i =

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 +

ps − 1

t
+

(m − s) (ps − ps − 1)

t
idempotentes

primitivos em Fq(A):

e0(x) =
1

pm

pm−1∑

u=0

xu;

eδ,i(x) =
1

pm

xpm

− 1

xpδ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu, para 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤

ϕ(pδ)

t
;

eε,i(x) =
1

pm+s−ε

xpm

− 1

xpε − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s

, para s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
.

(4.20)

Agora, vamos investigar os idempotentes primitivos no anel Fq(A × B). Pela Proposição

3.1.1 e o isomorfismo (4.19), existe um isomorfismo sobre Fq

Fq(A × B) ∼= F0(B) ⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i(B)


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fε,i(B)


 . (4.21)

Primeiramente, vamos investigar o somando direto F0(B). Pelo Lema 4.1.4 e

n ≤ s, temos a seguinte fatoração do polinômio ypn

− 1 sobre Fq:

ypn

− 1 = (y − 1)
n∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(y),

em que fδ,i(y) =
t−1∏

µ=0

(y − ζ liq
µ

pδ ). Assim, existe um isomorfismos de anéis tal que

F0(B) ∼=
F0[y]

⟨y − 1⟩
⊕




n⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

F0[y]

⟨fδ,i(y)⟩


 = F0;0 ⊕




n⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

F0;δ,i


 , (4.22)

em que F0;0 = Fq e cada F0;δ,i =
Fq[y]

⟨fδ,i(y)⟩
. Portanto, existem 1 +

pn − 1

t
idempotentes

primitivos em Fq(A × B) correspondentes a F0(B) em (4.21): E0;0, E0;δ,i, para 1 ≤ h ≤ n e

1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, dados no Teorema 4.2.1.

Por conseguinte, investigaremos cada somando direto Fδ,i(B) e Fε,i(B). Note que,

Fδ,i =
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
∼= Fqt , para 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤

ϕ(pδ)

t
; Fε,i =

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
∼= Fqt·pε−s , para

s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
. Pelo Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoração para o

polinômio ypn

− 1 sobre Fqt :

ypn

− 1 =
pn−1∏

k=0

(y − ζk
pn).
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Daí, existem isomorfismos de anéis tais que

Fδ,i(B) ∼=
Fδ,i[y]

⟨ypn − 1⟩
∼=

pn−1⊕

k=0

Fδ,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

=
pn−1⊕

k=0

Fδ,i;k, para 1 ≤ δ ≤ s;

Fε,i(B) ∼=
Fε,i[y]

⟨ypn − 1⟩
∼=

pn−1⊕

k=0

Fε,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

=
pn−1⊕

k=0

Fε,i;k, para s + 1 ≤ ε ≤ m,

em que Fδ,i;k =
Fδ,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

∼= Fqt , para 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
; Fε,i;k =

Fε,i[y]

⟨y − ζk
pn⟩

∼=

Fqt·pε−s , para s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
. Pelo Teorema 4.1.1, existem pn idempotentes

primitivos em Fδ,i(B) correspondentes a Fδ,i;k e pn idempotentes primitivos em Fε,i(B)

correspondentes a Fε,i;k

θδ,i;k(y) =
1

pn

pn−1∑

v=0

ζ−kv
pn yv, 0 ≤ k ≤ pn − 1;

θε,i;k(y) =
1

pn

pn−1∑

v=0

ζ−kv
pn yv, 0 ≤ k ≤ pn − 1

(4.23)

Por outro lado, pelo Lema 4.2.1 e n ≤ s, existe um polinômio gδ,i(x) em Fq[x], tal que em

Fδ,i =
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
∼= Fqt ,

gδ,i(x̄) = ζpn , (4.24)

Além disso, o Lema 4.2.1 pode ser estendido para os casos m > s e n ≤ s. Neste caso,

basta observar que pelo isomorfismo Fε,i =
Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
∼= Fqt·pε−s ⊃ Fqt , existe um polinômio

gε,i(x) em Fq[x] tal que em Fε,i,

gε,i(x̄) = ζpn . (4.25)

Logo, por (4.20), (4.23), (4.24) e (4.25), os idempotentes primitivos de Fq(A × B) corres-

pondentes a Fδ,i(B) e Fε,i(B) são:

1. se 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Eδ,i;k =
1

pn

pn−1∑

v=0

(gδ,i(x)−ky)veδ,i(x)

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






pn−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ,

(4.26)

para 0 ≤ k ≤ pn − 1;

2. se s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ (ps)

t
, então

Eε,i;k =
1

pn

pn−1∑

v=0

(gε,i(x)−ky)veε,i(x)

=
1

pm+n+s−ε

xpm

− 1

xpε − 1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xpε−su






pn−1∑

v=0

gε,i(x)−kvyv


 ,

(4.27)
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para 0 ≤ k ≤ pn − 1.

Dessa forma, para o somando direto F0(B), existem 1 +
pn − 1

t
idempotentes

primitivos: E0;0 e E0;δ,i, para 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
. Para cada somando direto

Fδ,i(B), com 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, existem pn idempotentes primitivos: Eε,i;k, para

0 ≤ k ≤ pn − 1. Para cada somando direto Fε,i(B), com s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
,

existem pn idempotentes primitivos: Eε,i;k, para 0 ≤ k ≤ pn − 1. Portanto, existem

1 +
pn − 1

t
+
(

ps − 1

t

)
pn + (m − s)

ϕ(ps)

t
pn = 1 +

pn(ps + (m − s)(ps − ps−1)) − 1

t

= 1 +
pn(ps−1(p + (m − s)(p − 1)) − 1

t

= 1 +
pn+s−1(m − s)(p − 1) + pn+s − 1

t
(4.28)

idempotentes primitivos em FqG. ■

A seguir, encontraremos os idempotentes primitivos em de Fq(G) no caso s <

m ≤ n.

Teorema 4.2.3. Sejam p um primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa de q

módulo p e ps∥(qt −1). Seja G = A×B uma álgebra de p-grupo abeliano finito, em que A =

⟨x⟩ e B = ⟨y⟩ são grupos cíclicos, tais que, o(x) = pm e o(y) = pn. Seja 1 ≤ s < m ≤ n.

Então existem 1+
p2s − 1

t
+

ps − ps−1

t

(
ps + (n − m + 1)pm +

2 (pm − ps+1)

p − 1

)
idempotentes

primitivos na álgebra de grupo Fq(G) como segue:

1. se 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

E0;0 =
1

pm+n




pm−1∑

u=0

xu






pn−1∑

v=0

yv


 ;

E0;δ,i =
1

pm+n

ypn

− 1

ypδ − 1




pm−1∑

u=0

xu






pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )yv


 ;

E0;δ,i =
1

pm+s+n−δ

ypm

− 1

ypδ − 1




pm−1∑

u=0

xu






ps−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
ps )yvpλ−s


 ,

para s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ (ps)

t
;

2. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ ps − 1, então

Eδ,i;k =
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

yps − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






ps−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ,
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em que gδ,i(x) ∈ Fq[x] e gδ,i(x̄) = ζps, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
;

3. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ ps − 1, com p ∤ r, então

Eδ,i;λ,r =
1

pm+n+s−λ

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

ypλ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






ps−1∑

v=0

gδ,i(x)−rvypλ−sv


 ,

em que gδ,i(x) ∈ Fq[x] e gδ,i(x̄) = ζps, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
;

4. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e 0 ≤ k ≤ pε − 1, então

Eε,i;k =
1

pm+n

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypε − 1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s






pε−1∑

v=0

x−kvyv


 ,

em que gε,i(x) ∈ Fq[x] e gε,i(x̄) = x̄ = ζpε, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
;

5. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, ε + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ pε − 1, com p ∤ r, então

Eε,i;λ,r =
1

pm+n+ε−λ

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypλ−1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s






pε−1∑

v=0

x−rvypλ−εv


 ,

em que gε,i(x) ∈ Fq[x] e gε,i(x̄) = ζpε, com x̄ ∈
Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
.

Demonstração. Desde que A = ⟨x⟩, o(x) = pm e m > s, pelo Lema 4.1.4, o polinômio

xpm

− 1 se fatora sobre Fq como segue:

xpm

− 1 = (x − 1)




s∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(x)







m∏

ε=s+1

φ(ps)
t∏

i=1

fε,i(x)


 ,

em que fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x−ζ liq
µ

pδ ), se 1 ≤ δ ≤ s, e fε,i(x) =
t−1∏

µ=0

(
ypε−s

− ζ liq
µ

ps

)
, se s+1 ≤ ε ≤ m.

Assim, existe um isomorfismo de anéis:

Fq(A) ∼=
Fq[x]

⟨x − 1⟩
⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩




= F0 ⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fε,i


 ,

(4.29)



Capítulo 4. Idempotentes Primitivos 78

em que F0 = Fq; para cada 1 ≤ δ ≤ s, Fδ,i =
Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
e, para cada s + 1 ≤ ε ≤ m, Fε,i =

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 +

ps − 1

t
+

(m − s) (ps − ps − 1)

t
idempotentes

primitivos em Fq(A) conforme (4.20).

Agora, vamos investigar os idempotentes primitivos no anel Fq(A × B). Pela

Proposição 3.1.1 e o isomorfismo (4.19), existe um isomorfismo sobre Fq

Fq(A × B) ∼= F0(B) ⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fδ,i(B)


⊕




m⊕

ε=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fε,i(B)


 . (4.30)

Primeiramente, vamos investigar o somando direto F0(B). Pelo Lema 4.1.4 e n > s,

temos a seguinte fatoração do polinômio ypn

− 1 sobre Fq:

ypn

− 1 = (y − 1)
n∏

h=1

Φph(y) = (y − 1)




s∏

δ=1

φ(pδ)
t∏

i=1

fδ,i(y)







n∏

λ=s+1

φ(ps)
t∏

i=1

fλ,i(y)


 ,

em que fδ,i(y) =
t−1∏

µ=0

(y − ζ liq
µ

pδ ), se 1 ≤ δ ≤ s, e fλ,i(y) =
t−1∏

µ=0

(ypλ−s

− ζ liq
µ

ps ), se s+ 1 ≤ λ ≤ n.

Assim, existe um isomorfismo de anéis tal que

F0(B) = Fq(B) ∼=
Fq[y]

⟨y − 1⟩
⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

Fq[y]

⟨fδ,i(y)⟩


⊕




n⊕

λ=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

Fq[y]

⟨fλ,i(y)⟩




= F0;0 ⊕




s⊕

δ=1

φ(pδ)
t⊕

i=1

F0;δ,i


⊕




n⊕

λ=s+1

φ(ps)
t⊕

i=1

F0;λ,i


 ,

(4.31)

em que F0;0 = Fq; para cada 1 ≤ δ ≤ s, F0;δ,i =
Fq[y]

⟨fδ,i(y)⟩
e, para cada s+1 ≤ λ ≤ n, F0;λ,i =

Fq[y]

⟨fλ,i(y)⟩
. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 +

ps − 1

t
+

(n − s) (ps − ps − 1)

t
idempotentes

primitivos em F0(B) dados por (4.20) substituindo x por y e m por n. Portanto, os

idempotentes primitivos em Fq(A × B) correspondentes a F0(B) são: E0;0; E0;δ,i, com

1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, dados pelo Teorema 4.2.2; para s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ i ≤

ϕ(pλ)

t
,

os idempotentes primitivos são

E0;λ,i = θ0;λ,i(y)e0(x)

=
1

pm+s+n−λ

ypm

− 1

ypλ − 1




pm−1∑

u=0

xu






ps−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
ps )yvpλ−s


 .

(4.32)

Por conseguinte, vamos investigar o somando direto Fδ,i(B). Para 1 ≤ δ ≤ s e

1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, Fδ,i =

Fq[x]

⟨fδ,i(x)⟩
∼= Fqt . Pelo Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoração para o
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polinômio ypn

− 1 sobre Fqt :

ypn

− 1 =
ps−1∏

k=0

(y − ζk
ps)

n∏

λ=s+1

ps−1∏

r=1
p∤r

(ypλ−s

− ζr
ps).

Daí, existe um isomorfismo de anéis tal que

Fδ,i(B) ∼=
Fδ,i[y]

⟨ypn − 1⟩
∼=




ps−1⊕

k=0

Fδ,i[y]

⟨y − ζk
ps⟩


⊕




n⊕

λ=s+1

ps−1⊕

r=1
p∤r

Fδ,i[y]

⟨ypλ−s − ζr
ps⟩




=




ps−1⊕

k=0

Fδ,i;k


⊕




n⊕

λ=s+1

ps−1⊕

r=1
p∤r

Fδ,i;λ,r


 , para 1 ≤ δ ≤ s;

em que cada Fδ,i;k =
Fδ,i[y]

⟨y − ζk
ps⟩

, e cada Fδ,i;λ,r =
Fδ,i[y]

⟨ypλ−s − ζr
ps⟩

, se s + 1 ≤ λ ≤ n. Pelo

Teorema 4.1.1, existem ps idempotentes primitivos em Fδ,i(B) correspondente a Fδ,i;k:

θδ,i;k(y) =
1

pn

ypn

− 1

yps − 1

ps−1∑

v=0

ζ−kv
ps yv, para 0 ≤ k ≤ ps − 1,

e existem (n − s)(ps − ps−1) idempotentes primitivos em Fδ,i(B) correspondentes a Fδ,i;λ,r:

θδ,i;λ,r(y) =
1

pn+s−δ

ypn

− 1

ypλ − 1

ps−1∑

v=0

ζ−rv
ps ypλ−sv, para s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ ps − 1, com p ∤ r

Note que gδ,i(x̄) = ζps é uma ps-ésima raiz primitiva da unidade em Fδ,i (como observamos

na demonstração do Teorema 4.2.2). Dessa forma, os idempotentes primitivos de Fq(A×B)

correspondentes a cada Fδ,i(B) são:

1. se 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Eδ,i;k =
1

pn

ypn

− 1

yps − 1

ps−1∑

v=0

(gδ,i(x)−ky)veδ,i(x)

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

yps − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






ps−1∑

v=0

gδ,i(x)−kvyv


 ,

(4.33)

para 0 ≤ k ≤ ps − 1;

2. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e s + 1 ≤ λ ≤ n, então

Eδ,i;λ,r =
1

pn+s−λ

ypn

− 1

ypλ − 1

ps−1∑

v=0

(
gδ,i(x)rypλ−s

)v
eδ,i(x)

=
1

pm+n+s−λ

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

ypλ − 1




pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xu






ps−1∑

v=0

gδ,i(x)−rvypλ−sv




(4.34)

para 1 ≤ r ≤ ps − 1, com p ∤ r.
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Para s + 1 ≤ ε ≤ m ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, Fε,i =

Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
∼= Fqt·pε−s . Da mesma maneira

que observamos na demonstração do Teorema 4.2.2, o Lema 4.2.1 pode ser estendido para

o caso m > s e n > s por meio do isomorfismo Fε,i =
Fq[x]

⟨fε,i(x)⟩
∼= Fqt·pε−s , de modo a

obtermos gε,i(x̄) = x̄ = ζpε uma pε-ésima raiz primitiva da unidade em Fε,i. Pelo Lema

4.1.3, temos a seguinte fatoração para o polinômio ypn

− 1 sobre Fqt·pε−s :

ypn

− 1 =
pε−1∏

k=0

(y − ζk
pε)

n∏

λ=ε+1

pε−1∏

r=1
p∤r

(ypλ−ε

− ζr
pε).

Daí, existe um isomorfismo de anéis tal que

Fε,i(B) ∼=
Fε,i[y]

⟨ypn − 1⟩
∼=




pε−1⊕

k=0

Fε,i[y]

⟨y − ζk
pε⟩


⊕




n⊕

λ=ε+1

pε−1⊕

r=1
p∤r

Fε,i[y]

⟨ypλ−ε − ζr
pε⟩




=




pε−1⊕

k=0

Fε,i;k


⊕




n⊕

λ=ε+1

pε−1⊕

r=1
p∤r

Fε,i;λ,r


 ,

em que cada Fε,i;k =
Fε,i[y]

⟨y − ζk
pε⟩

∼= Fqt·pε−s e Fε,i;λ,r =
Fε,i[y]

⟨ypλ−ε − ζr
pε⟩

∼= F
qt·pε−s

·pλ−ε = F
qt·pλ−s .

Pelo Teorema 4.1.1, existem pε idempotentes primitivos em Fε,i(B) correspondentes a

Fε,i;k:

θε,i;k(y) =
1

pn

ypn

− 1

ypε − 1

pε−1∑

v=0

ζ−kv
pε yv, com 0 ≤ k ≤ pε − 1,

e existem (n − ε)(pε − pε−1) idempotentes primitivos em Fε,i(B) correspondentes a Fε,i;λ,r:

θε,i;λ,r(y) =
1

pn+ε−λ

ypn

− 1

ypλ − 1

pε−1∑

v=0

ζ−rv
pε ypλ−εv, para ε + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ pε − 1, com p ∤ r.

Assim, os idempotentes primitivos em Fq(A × B) correspondentes a cada Fε,i(B) são:

1. se s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pε)

t

Eε,i;k =
1

pn

ypn

− 1

ypε − 1

pε−1∑

v=0

(x−ky)veε,i(x)

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypε − 1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s






pε−1∑

v=0

x−kvyv


 ,

(4.35)

para 0 ≤ k ≤ pε − 1;
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2. se s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pε)

t

Eε,i;λ,r =
1

pn+ε−λ

ypn

− 1

ypλ − 1

pε−1∑

v=0

(x−rypλ−ε

)veε,i(x)

=
1

pm+n+ε−λ

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypλ − 1




ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xupε−s






pε−1∑

v=0

x−rvypλ−εv


 ,

(4.36)

para ε + 1 < λ < n e 1 < r < pε − 1, com p ∤ r.

Logo, para o somando direto F0(B), existem 1 +
ps − 1

t
+

(n − s) (ps − ps−1)

t
idempotentes

primitivos: E0;0, E0;δ,i, para 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, conforme o Teorema 4.2.2; E0;λ,i,

para s+1 ≤ λ ≤ n, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, segundo (4.32). Para cada somando direto Fδ,i(B), com

1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, existem ps + (n − s)(ps − ps−1) idempotentes primitivos: Eδ,i;k,

para 0 ≤ k ≤ ps − 1, dados em (4.33); Eδ,i;λ,r, para s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ ps − 1, com

p ∤ r, em (4.34). Para cada somando direto Fε,i(B), com s + 1 ≤ ε ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
,

existem pδ + (n − ε)(pε − pε−1) idempotentes primitivos: Eε,i;k, para 0 ≤ k ≤ pε − 1, em

(4.35); Eε,i;λ,r, para ε + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ pε − 1, com p ∤ r, em (4.36). Com isso, temos

1 +
ps − 1

t
+

(n − s)(ps − ps−1)

t
+

ps − 1

t
(ps + (n − s)(ps − ps−1)) +

+
ps − ps−1

t
(pε + (n − ε)(pε − pε−1)),

para s + 1 ≤ ε ≤ m. Assim,

1 +
p2s − 1

t
+

ps − ps−1

t
((ps − 1)(n − s) + (n − s) + pε + (n − ε)(pε − pε−1))

= 1 +
p2s − 1

t
+

ps − ps−1

t
(ps(n − s) + pε + (n − ε)(pε − pε−1))︸ ︷︷ ︸

(I)

,

para s + 1 ≤ ε ≤ m. Como ocorre a variação de ε, vamos investigar o que acontece em (I),

fazendo ε percorrer s + 1 ≤ ε ≤ m. Temos

ps(n − s) + pm + (n − m)(pm − pm−1) + pm−1 + (n − (m − 1))(pm−1 − pm−2) + . . .

. . . + ps+1 + (n − (s + 1))(ps+1 − ps)

=ps(n − s) + pm + (n − m)pm − (n − m)pm−1 + pm−1 + (n − (m − 1))pm−1−

− (n − (m − 1))pm−2 + . . . + ps+1 + (n − (s + 1))ps+1 − (n − (s − 1))ps

=ps(n − s) + (n − m + 1)pm + 2pm−1 + 2pm−2 + . . . + +2ps+1 + (s − n + 1)ps

=ps + (n − m + 1)pm +
2(pm − ps+1)

p − 1
.
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Portanto, existem 1 +
p2s − 1

t
+

ps − ps−1

t

(
ps + (n − m + 1)pm +

2 (pm − ps+1)

p − 1

)
idempo-

tentes primitivos em Fq(G). ■

Exemplo 4.2.1. Sejam p = 3, q = 17. Então t = 2 é a ordem multiplicativa de 17 módulo

3, e 32∥(172 − 1). Para 1 ≤ m, n ≤ s, temos três casos:

i) Se m = n = 1, então F17(A × B) = F17(C3 × C3), em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩, com

o(x) = 3 = o(y). Assim, os idempotentes primitivos de F17(A) são os mesmos do caso

m = 1 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposição do polinômio x3 − 1 sobre

F17 e os traços também são os mesmos encontrados naquele exemplo.

Como n = 1, substituindo x por y e m por n em (4.6), obtemos 2 idempotentes

primitivos em F0(B):

θ0;0(y) =
1

3

2∑

v=0

yv =
1

3
(1 + y + y2);

θ0;1,1(y) =
1

3

y3 − 1

y3 − 1

2∑

v=0

Trqt/q(ζ
−v
3 )yv =

1

3
(2 − y − y2).

(4.37)

Pelo Lema 4.2.1, existe g1,1(x̄) = x̄ em F1,1
∼=

F17[x]

⟨x2 + x + 1⟩
. Logo, existem 5 idempoten-

tes primitivos em F17(C3 × C3):

E0;0 =
1

9

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

yv

)
=

1

9
(1 + x + x2)(1 + y + y2)

=
1

9
(1 + x + x2 + y + y2 + xy + x2y + xy2 + x2y2);

E0;1,1 =
1

pm+n

y3 − 1

y3 − 1

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trqt/q(ζ
−v
3 )yv

)
=

1

9
(1 + x + x2)(2 − y − y2)

=
1

9
(2 − y − y2 + 2x + 2x2 − xy − xy2 − x2y − x2y2);

E1,1;0 =
1

9

x3 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
2∑

v=0

x0yv

)
=

1

9
(2 − x − x2)(1 + y + y2)

=
1

9
(2 − x − x2 + 2y + 2y2 − xy − xy2 − x2y − x2y2);

E1,1;1 =
1

9

x3 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
2∑

v=0

xyv

)
=

1

9
(2 − x − x2)(x + xy + xy2)

=
1

9
(−1 + 2x − x2 − y − y2 + 2xy + 2xy2 − x2y − x2y2);

E1,1;2 =
1

9

x3 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
2∑

v=0

xyv

)
=

1

9
(2 − x − x2)(x2 + x2y + x2y2)

=
1

9
(−1 − y − y2 − x + 2x2 − xy − xy2 + 2x2y + 2x2y2).

ii) Se m = 2 e n = 1, então F17(A × B) = F17(C9 × C3), em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩, com

o(x) = 9 e o(y) = 3. Assim, os idempotentes primitivos de F17(A) são os mesmos do
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caso m = 2 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposição do polinômio x9 − 1

sobre F17 e os traços também são os mesmos encontrados naquele exemplo. Além disso,

como n = 1, os idempotentes primitivos em F0(B) são os mesmos do caso anterior.

Pelo Lema 4.2.1, existem g1,1(x̄) = 9 + 11x̄ em F1,1
∼=

F17[x]

⟨x2 + x + 1⟩
e g2,i(x̄) = x̄ em F2,i

para 1 ≤ i ≤ 3. Logo, existem 14 idempotentes primitivos em F17(C9 × C3):

E0;0 =
1

27

(
8∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

yv

)
=

8,2∑

u,v=0

xuyv;

E0;1,1 =
1

27

y3 − 1

y3 − 1

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)
=

1

27

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)
;

E1,1;k =
1

27

x9 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)

=
1

27
(x6 + x3 + 1)

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)
, 0 ≤ k ≤ 2

E2,1;k =
1

27

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

x−kvyv

)

=
1

27

(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E2,2;k =
1

27

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

27

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E2,3;k =
1

27

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

27

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2.

iii) Se m = 2 e n = 2, então F17(A × B) = F17(C9 × C9), em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩, com

o(x) = 9 = o(y). Assim, os idempotentes primitivos de F17(A) são os mesmos do caso

m = 2 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposição do polinômio x9 − 1 sobre

F17 e os traços também são os mesmos encontrados naquele exemplo. Como n = 2,

substituindo x por y e m por n em (4.7), obtemos 5 idempotentes primitivos em F0(B)

θ0;0(y) =
1

9

8∑

v=0

yv =
1

3
(1 + y + y2 + y3 + y4 + y5 + y6 + y7 + y8);

θ0;1,1(y) =
1

9

y9 − 1

y3 − 1

2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv =

1

9
(y6 + y3 + 1)(2 − y − y2);

θ0;2,1(y) =
1

9

8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )yv =

1

9
(2 + 7y + 13y2 − y3 + 14y4 + 14y5 − y6 + 13y7 + 7y8);

θ0;2,2(y) =
1

9

8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )yv =

1

9
(2 + 13y + 14y2 − y3 + 7y4 + 7y5 − y6 + 14y7 + 13y8);
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θ0;2,3(y) =
1

9

8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )yv =

1

9
(2 + 14y + 7y2 − y3 + 13y4 + 14y5 − y6 + 7y7 + 14y8).

Pelo Lema 4.2.1, existe g1,1(x̄) = 9 + 11x̄ em F1,1
∼=

F17[x]

⟨x2 + x + 1⟩
e g2,i(x̄) = x̄ em F2,i

para 1 ≤ i ≤ 3. Logo, existem 41 idempotentes primitivos em F17(C9 × C9):

E0;0 =
1

81

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

yv

) 8,8∑

u,v=0

xuyv;

E0;1,1 =
1

81

y9 − 1

y3 − 1

(
8∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)

=
1

81
(y6 + y3 + 1)

(
8∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)
;

E0;2,1 =
1

81

y9 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )yv

)

=
1

81

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )yv

)
;

E0;2,2 =
1

81

y9 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )yv

)

=
1

81

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )yv

)
;

E0;2,3 =
1

81

y9 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )yv

)

=
1

81

(
8∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )yv

)
;

E1,1;k =
1

81

x9 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)

=
1

81
(x6 + x3 + 1)

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)
;

E2,1;k =
1

81

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

81

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E2,2;k =
1

81

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

=
1

81

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E2,3;k =
1

81

x9 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

81

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8.
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Para o caso em que 1 ≤ n ≤ s < m, digamos n = 1 e m = 3, então F17(A × B) =

F17(C27×C3), em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩, com o(x) = 27 e o(y) = 3. Assim, os idempotentes

primitivos de F17(A) são os mesmos do caso m = 3 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a

decomposição do polinômio x27−1 sobre F17 e os traços também são os mesmos encontrados

naquele exemplo. Além disso, como n = 1, os idempotentes primitivos em F0(B) são os

mesmos do primeiro caso deste exemplo. Pelo Lema 4.2.1, existem g1,1(x̄) = 9 + 11x̄ em

F1,1
∼=

F17[x]

⟨x2 + x + 1⟩
; g2,i(x̄) = x̄3 em F2,i, para 1 ≤ i ≤ 3; g3,i(x̄) = x̄9 em F3,i, para

1 ≤ i ≤ 3. Logo, existem 23 idempotentes primitivos em F17(C27 × C3):

E0;0 =
1

81

(
26∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

yv

)
=

26,2∑

u,v=0

xuyv;

E0;1,1 =
1

81

y3 − 1

y3 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)

=
1

81

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)
;

E1,1;k =
1

81

x27 − 1

x3 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
2∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)

=
1

81
(x24 + x21 + x18 + x15 + x12 + x9 + x6 + x3 + 1) ·

·

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
2∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E2,1;k =
1

81

x27 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)

=
1

81
(x18 + x9 + 1)

(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
2∑

x−3kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E2,2;k =
1

81

x27 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)

=
1

81
(x18 + x9 + 1)

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E2,3;k =
1

81

x27 − 1

x9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)

=
1

81
(x18 + x9 + 1)

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E3,1;k =
1

81

x27 − 1

x27 − 1

(
26∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)

=
1

81

(
26∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E3,2;k =
1

81

x27 − 1

x26 − 1

(
26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)
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=
1

81

(
26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2;

E3,3;k =
1

81

x27 − 1

x27 − 1

(
26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)

=
1

81

(
26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )x3u

)(
2∑

v=0

x−9kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 2.

Para o caso em que 1 ≤ s < m ≤ n, digamos m = 3 e n = 3, então F17(A × B) =

F17(C27 × C27), em que A = ⟨x⟩ e B = ⟨y⟩, com o(x) = 27 e o(y) = 27. Assim, os

idempotentes primitivos de F17(A) são os mesmos do caso m = 3 no Exemplo 4.1.1,

consequentemente, a decomposição do polinômio x27 − 1 sobre F17 e os traços também são

os mesmos encontrados naquele exemplo. Como n = 3, substituindo x por y e m por n no

terceiro caso do Exemplo (4.1.1), obtemos 8 idempotentes primitivos em F0(B):

θ0;0(y) =
1

27

26∑

u=0

yu =
1

27
(1 + y + y2 + . . . + y26);

θ0;1,1(y) =
1

27

y27 − 1

y3 − 1

2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )yu

=
1

27
(1 + y3 + y6 + y9 + y12 + y15 + y18 + y21 + y24)(2 − y − y2);

θ0;2,1(y) =
1

27

y27 − 1

y9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )yu

=
1

27
(1 + y9 + y18)(2 + 7y + 13y2 − y3 + 14y4 + 14y5 − y6 + 13y7 + 7y8);

θ0;2,2(y) =
1

27

y27 − 1

y9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )yu

=
1

27
(1 + y9 + y18)(2 + 13y + 14y2 − y3 + 7y4 + 7y5 − y6 + 14y7 + 13y8);

θ0;2,3(y) =
1

27

y27 − 1

y9 − 1

8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )yu

=
1

27
(1 + y9 + y18)(2 + 14y + 7y2 − y3 + 13y4 + 14y5 − y6 + 7y7 + 14y8);

θ0;3,1(y) =
1

27

y27 − 1

y27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )yu

=
1

27
(6 + 7y + 13y2 − y3 + . . . + 14y23 − y24 + 13y25 + 7y26);

θ0;3,2(y) =
1

27

y27 − 1

y27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )yu

=
1

27
(6 + 13y + 14y2 − y3 + . . . + 7y23 − y24 + 14y25 + 13y26);

θ0;3,3(y) =
1

27

y27 − 1

y27 − 1

26∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )yu
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=
1

27
(6 + 14y + 7y2 − y3 + . . . + 14y23 − y24 + 7y25 + 14y26).

Pelo Lema 4.2.1, existem g1,1(x̄) = 9 + 11x̄ em F1,1
∼=

F17[x]

⟨x2 + x + 1⟩
; g2,i(x̄) = x̄3

em F2,i, para 1 ≤ i ≤ 3; g3,i(x̄) = x̄9 em F3,i, para 1 ≤ i ≤ 3. Logo, pelo Teorema 4.2.3,

existem 149 idempotentes primitivos em F17(C27 × C27):

E0;0 =
1

729

(
26∑

u=0

xu

)(
36∑

v=0

yv

)
=

26,26∑

u,v=0

xuyv;

E0;1,1 =
1

729

y27 − 1

y3 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)

=
1

729
(y24 + y21 + y18 + y15 + y12 + y9 + y6 + y3 + 1)

(
2∑

u=0

xu

)(
2∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
3 )yv

)
;

E0;2,1 =
1

729

y27 − 1

y9 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )yv

)

=
1

729
(y18 + y9 + 1)

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )yv

)
;

E0;2,2 =
1

729

y27 − 1

y9 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )yv

)

=
1

729
(y18 + y9 + 1)

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )yv

)
;

E0;2,3 =
1

729

y27 − 1

y9 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )yv

)

=
1

729
(y18 + y9 + 1)

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )yv

)
;

E0;3,1 =
1

243

y27 − 1

y27 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )y3v

)

=
1

243

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−v
9 )y3v

)
;

E0;3,2 =
1

243

y27 − 1

y27 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )y3v

)

=
1

243

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−2v
9 )y3v

)
;

E0;3,3 =
1

243

y27 − 1

y27 − 1

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )y3v

)

=
1

243

(
26∑

u=0

xu

)(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−4v
9 )y3v

)
;

E1,1;k =
1

729

x27 − 1

x3 − 1

y27 − 1

y9 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)
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=
1

729
(x24 + x21 + x18 + x15 + x12 + x9 + x6 + x3 + 1)(y18 + y9 + 1)·

·

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

yv(9 + 11x)−kv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E2,1;k =
1

729

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

729
(x18 + x9 + 1)(y18 + y9 + 1)

(
8∑

v=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E2,2;k =
1

729

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

729
(x18 + x9 + 1)(y18 + y9 + 1)

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )xu

)(
8∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E2,3;k =
1

729

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y9 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−3kvyv

)

=
1

729
(x18 + x9 + 1)(y18 + y9 + 1)

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )xu

)(
2∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 8;

E1,1;3,r =
1

243

x27 − 1

x3 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

(9 + 11x)−3vyv

)

=
1

243
(x24 + x21 + x18 + x15 + x12 + x9 + x6 + x3 + 1)·

·

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
3 )xu

)(
8∑

v=0

(9 + 11x)−3vyv

)
, 1 ≤ r ≤ 8, k ̸= 3, k ̸= 6;

E2,1;3,r =
1

243

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vyv

)

=
1

243
(x18 + x9 + 1)

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vyv

)
, 1 ≤ r ≤ 8, k ̸= 3, k ̸= 6;

E2,2;3,r =
1

243

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vy3v

)

=
1

243
(x18 + x9 + 1)

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vy3v

)
, 1 ≤ r ≤ 8, k ̸= 3, k ̸= 6;

E2,3;3,r =
1

243

x27 − 1

x9 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vy3v

)

=
1

243
(x18 + x9 + 1)

(
2∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
3 )xu

)(
8∑

v=0

x−3vy3v

)
, 1 ≤ r ≤ 8, k ̸= 3, k ̸= 6;

E3,1;k =
1

729

x27 − 1

x27 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

729

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 26;

E3,2;k =
1

729

x27 − 1

x27 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)
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=
1

729

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−2u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 26;

E3,3;k =
1

729

x27 − 1

x27 − 1

y27 − 1

y27 − 1

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)

=
1

729

(
8∑

u=0

Trq2/q(ζ
−4u
9 )x3u

)(
26∑

v=0

x−kvyv

)
, 0 ≤ k ≤ 26;

Os idempotentes primitivos encontrados no Exemplo 4.2.1 foram determinados a

partir da teoria de corpos finitos, conforme [15], no caso em que o grupo da álgebra de

grupo FqG é um p-grupo abeliano finito. Vamos agora apresentar algumas definições e

resultados estabelecidos em [8] para determinar os idempotentes primitivos de uma álgebra

de grupo cujo grupo tem a mesma estrutura do caso anterior.

DeĄnição 4.2.1. Seja G um grupo abeliano. Um subgrupo H de G é chamado de

subgrupo cocíclico se o grupo quociente G/H é cíclico e não isomorfo a ¶1♢. Usamos a

notação

Scc(G) = ¶H ♣ H é um subgrupo cocíclico de G♢.

Sejam Fq um corpo finito com q elementos e G um p-grupo abeliano finito. Para

cada subgrupo cocíclico H de G, podemos construir um idempotente de FqG. Se G/H é

um p-grupo cíclico e não isomorfo a ¶1♢, existe um único subgrupo H# de G contendo

H tal que ♣H#/H♣ = p e o elemento eH = Ĥ − Ĥ# =
1

♣H♣

∑

h∈H

h −
1

♣H#♣

∑

h∈H#

h é um

idempotente de FqG. Dessa forma, o conjunto abaixo é formado pelos idempotentes de

FqG.

¶Ĝ♢ ∪
{
eH = Ĥ − Ĥ# ♣ H ∈ Scc(G)

}
. (4.38)

A partir dos resultados seguintes, vamos mostrar que os elementos do conjunto

(4.38) são idempotentes primitivos.

Lema 4.2.2. Sejam G um p-grupo abeliano finito e H um subgrupo arbitrário de G.

Então, G/H ̸= ¶1♢ é um grupo cíclico se, e somente se, existe um único subgrupo L tal

que H < L ≤ G e [L : H] = p.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, ♣G♣ = pn. Seja H ≤ G, temos

♣H♣ = pi, para algum i ≤ n, logo ♣G/H♣ = pn−i. Suponha G/H ̸= ¶1♢ um grupo cíclico,

assim, existe um único subgrupo em G/H de cada ordem que divide a ordem de G/H.

Daí, para cada subgrupo K de ordem pj ≥ pi de G, H ≤ K e o subgrupo quociente

G/K é o único de sua ordem em G/H e tal que [G/H : G/K] = pj−i. Em particular,

existe um subgrupo K = L de ordem pi+1 de G contendo H, donde segue G/L ≤ G/H e
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♣G/K♣ = pn−i−1. Além disso, [G/H : G/L] = p e isso implica em p · ♣G/L♣ = ♣G/H♣, logo

p · ♣H♣ = ♣L♣. Portanto, existe um único L, tal que H < L ≤ G e [L : H] = p.

Reciprocamente, suponha G/H ̸= ¶1♢ não cíclico. Como G/H é p-grupo, então

existem pelo menos dois elementos ā, b̄ ∈ G/H tais que o(ā) = o(b̄) = p e ⟨ā⟩ ≠ ⟨b̄⟩. Pelo

Teorema da Correspondência, existem dois subgrupos distintos K1 e K2 em G tais que

K1 = ⟨ā⟩, K2 = ⟨b̄⟩ e [Ki : H] = p, para i = 1, 2, o que contradiz a hipótese. Isto prova o

resultado. ■

Teorema 4.2.4. Sejam p um número primo, G um grupo abeliano finito de expoente

pn e Fq um corpo finito com q elementos tal que p ≠ q. Então (4.38) é um conjunto de

idempotentes ortogonais dois a dois de FqG cuja soma é igual a 1, ou seja,

1 = Ĝ +
∑

H∈Scc(G)

eH , (4.39)

em que 1 denota o elemento identidade em FqG.

Demonstração. Vimos acima que o conjunto (4.38) é formado por elementos idempotentes.

Vamos mostrar que estes elementos são ortogonais.

Sejam H e K subgrupos cocíclicos distintos de G. Logo existem H∗ e K∗, subgrupos

de G tais que [H∗ : H] = [K∗ : K] = p. Se H ⊊ K, então K/H é cíclico, com ♣K/H♣ = pj,

para j ≥ 1. Daí, existe H1 ⩽ G, tal que ♣H1/H♣ = p. Pela unicidade, H∗ = H1. Assim,

eHeK = (Ĥ − Ĥ∗)(K̂ − K̂∗) = ĤK̂ − ĤK̂∗ − Ĥ∗K̂ + Ĥ∗K̂∗ = K̂ − K̂∗ − K̂ + K̂∗ = 0.

Se H e K não estão contidos um no outro, então H e K estão contidos propriamente

em HK := ¶hk; h ∈ H e k ∈ K♢ e, consequentemente, H∗ e K∗ também estão contidos

propriamente em HK, logo H∗K∗ ⊂ HK. Por outro lado, da definição de subgrupo

cocíclico, temos HK ⊂ H∗K∗. Portanto, HK = H∗K∗. Além disso, HK ⊂ H∗K ⊂

H∗K∗ ⊂ HK, logo H∗K = HK. Analogamente, segue HK∗ = HK. Assim,

eHeK = (Ĥ − Ĥ∗)(K̂ − K̂∗) = ĤK̂ − ĤK̂∗ − Ĥ∗K̂ + Ĥ∗K̂∗ = 0.

Resta mostrar que a soma destes idempotentes é igual a 1. Para cada subgrupo

cíclico C = ⟨c⟩ de G, denote por G(C) o conjunto de todos os geradores de C, isto é,

G(C) = ¶cj ∈ C; mdc(j, ♣C♣) = 1♢.

Se C denota a família de todos os subgrupos cíclicos de G, então ♣G♣ =
∑

C∈C

♣G(C)♣ e, como

G é um p-grupo,

♣G(C)♣ = ϕ(pi) = pi − pi−1 = ♣C♣ −
♣C♣

p
.
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Denote por Scc(G) o conjunto de todos os subgrupos cocíclicos de G. Seja e =
∑

H∈Scc

eH . Afirmamos que e = 1. Para provar este fato, basta mostrar que (FqG)e = FqG.

Com efeito, visto que esses idempotentes são dois a dois ortogonais, como mostramos

anteriormente, a união dos ideais gerados por eles é disjunta, daí,

(FqG)e =
⊕

H∈Scc

(FqG)eH .

Assim,

dimFq
((FqG)e) =

∑

H∈Scc

dimFq
((FqG)eH)

como espaços vetoriais sobre Fq. Por definição de eH , Ĥ = Ĥ∗ + eH , donde Ĥ∗eH =

Ĥ∗(Ĥ − Ĥ∗) = 0. Deste modo, (FqG)Ĥ = (FqG)Ĥ∗ ⊕ (FqG)eH , logo

dimFq
(FqG)eH = dimFq

(FqG)Ĥ − dimFq
(FqG)Ĥ∗.

Pela Proposição 3.2.2, (FqG)Ĥ ∼= Fq(G/H) e (FqG)Ĥ∗ ∼= Fq(G/H∗), assim,

dimFq
(FqG)eH = dimFq

Fq(G/H) − dimFq
Fq(G/H∗),

donde

dimFq
Fq(G/H) = ♣G/H♣ e dimFq

Fq(G/H∗) = ♣G/H∗♣.

Por [24, Teorema 10.57], garantimos a existência de uma bijeção ϕ : C → Scc(G), tal que

♣X♣ = ♣G/ϕ(X)♣, para todo X ∈ C. Se denotarmos por C ∈ C o subgrupo de G tal que

ϕ(C) = H, então

dimFq
Fq(G/H) = ♣C♣ e dimFq

Fq (G/H∗) =

∣∣∣∣∣
G/H

H∗/H

∣∣∣∣∣ =
♣C♣

p
.

Assim,

dimFq
(FqG) eH = ♣C♣ −

♣C♣

p
= ♣G(C)♣.

Logo,

dimFq
(FqG) e =

∑

H∈Scc

dimFq
(FqG) eH =

∑

C∈C

♣G(C)♣ = ♣G♣ = dimFq
(FqG) .

Portanto, como (FqG)e ⊂ FqG, segue (FqG)e = FqG. ■

Teorema 4.2.5. Sob as hipóteses do Teorema 4.2.4, o conjunto (4.38) é o conjunto dos

idempotentes primitivos de FqG se, e somente se, o(q̄) = ϕ (pn) em U (Zpn), em que ϕ

denota a função de Euler.

A Definição 4.2.1, o Lema 4.2.2 e os Teoremas 4.2.4 e 4.2.5 podem ser estendidos

para grupos ainda mais gerais, como grupos abelianos que não sejam p-grupos. Como em
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um grupo abeliano finito G todos os seus subgrupos são normais, seus subgrupos de Sylow

também o são. Dessa forma, o grupo G pode ser escrito como G = Gp1 × · · · × Gpt
, em

que Gpi
denota o pi-subgrupo de Sylow de G, para os números primos distintos p1, . . . , pt.

A partir disso, tais resultados são estendidos conforme [8]. Nesta dissertação, entretanto,

tratamos apenas de p-grupos abelianos finitos

No exemplo a seguir, denotamos por [i]k a classe do inteiro i módulo k. Além disso,

utilizamos os subgrupos determinados na Subseção 4.2.1 para escrever os idempotentes

primitivos.

Exemplo 4.2.2. Sejam F11 um corpo finito com 11 elementos e p = 3 um primo ímpar.

Seja G = ⟨a⟩ × ⟨b⟩ um 3-grupo abeliano finito de ordem 3m+n, como mdc(11, 3) = 1. Daí,

i) para m = n = 1, exp(G) = 3, e o(11) = 6 = ϕ(9) em U(Z9). Assim, pelo Teorema

4.2.5, o conjunto de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

3

∑

g∈G

g =
1

9
(1 + a + a2 + b + b2 + ab + a2b + ab2 + a2b2)

e1 = ⟨̂a⟩ − Ĝ =
1

3
(1 + a + a2) −

1

9
(1 + a + a2 + b + b2 + ab + a2b + ab2 + a2b2)

=
(

1

3
−

1

9

)
(1 + a + a2) −

1

9
(b + b2 + ab + a2b + ab2 + a2b2);

e2 = ⟨̂b⟩ − Ĝ =
1

3
(1 + b + b2) −

1

9
(1 + a + a2 + b + b2 + ab + a2b + ab2 + a2b2)

=
(

1

3
−

1

9

)
(1 + b + b2) −

1

9
(a + a2 + ab + a2b + ab2 + a2b2).

ii) Para m = 2 e n = 1, exp(G) = 9 e o(11) = 18 = ϕ(9) em U(Z27). Assim, o conjunto

de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

27

∑

g∈G

g =
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj;

e1 = ⟨̂a⟩ − Ĝ =
1

9

8∑

i=1

ai −
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj =
(

1

9
−

1

27

) 8∑

i=1

ai −
1

27

8,2∑

i=0,j=1

aibj;

e2 = ⟨̂b⟩ − Ĝ =
1

3

2∑

j=0

bj −
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj =
(

1

3
−

1

27

) 2∑

j=0

bj −
1

27

8,2∑

i=1,j=0

aibj;

e3 = ⟨̂ab⟩ − Ĝ =
1

9

8∑

i=0

aib[i]3 −
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj;

e4 = ⟨̂ab2⟩ − Ĝ =
1

9

8∑

i=0

aib2[i]3 −
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj;

e5 = ̂⟨a3⟩ × ⟨b⟩ − Ĝ =
1

9

2,2∑

i,j=0

a3ibj −
1

27

8,2∑

i,j=0

aibj;
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e6 = ⟨̂a3b⟩ − ̂⟨a3⟩ × ⟨b⟩ =
1

3

2∑

i=0

a3ibi −
1

9

2,2∑

i,j=0

a3ibj;

e7 = ⟨̂a6b⟩ − ̂⟨a3⟩ × ⟨b⟩ =
1

3

2∑

i=0

a[6i]9bi −
1

9

2,2∑

i,j=0

a3ibj.

iii) Para m = 2 e n = 2, exp(G) = 9 e o(11) = 54 = ϕ(81) em U(Z81). Assim, pelo

Teorema 4.2.5, o conjunto de idempotentes primitivos de FqG é dado por

e0 =
1

81

∑

g∈G

g =
1

81

∑

g∈⟨a⟩×⟨b⟩

g;

e1 = ̂⟨a⟩ × ⟨b3⟩ − Ĝ =
1

27


 ∑

h∈⟨a⟩×⟨b3⟩

h


−

1

81


 ∑

g∈⟨a⟩×⟨b⟩

g


 ;

e2 = ̂⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ − Ĝ =
1

27


 ∑

h∈⟨a3⟩×⟨ab⟩

h


−

1

81


 ∑

g∈⟨a⟩×⟨b⟩

g


 ;

e3 = ̂⟨a3⟩ × ⟨ab2⟩ − Ĝ =
1

27


 ∑

h∈⟨a3⟩×⟨ab2⟩

h


−

1

81


 ∑

g∈⟨a⟩×⟨b⟩

g


 ;

e4 = ̂⟨b⟩ × ⟨a3⟩ − Ĝ =
1

27


 ∑

h∈⟨b⟩×⟨a3⟩

h


−

1

81


 ∑

g∈⟨a⟩×⟨b⟩

g


 ;

e5 = ⟨̂a⟩ − ̂⟨a⟩ × ⟨b3⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨a⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a⟩×⟨b3⟩

h


 ;

e6 = ⟨̂ab3⟩ − ̂⟨a⟩ × ⟨b3⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab3⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a⟩×⟨b3⟩

h


 ;

e7 = ⟨̂ab6⟩ − ̂⟨a⟩ × ⟨b3⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab6⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a⟩×⟨b3⟩

h


 ;

e8 = ⟨̂ab⟩ − ̂⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a3⟩×⟨ab⟩

h


 ;

e9 = ⟨̂ab2⟩ − ̂⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab2⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a3⟩×⟨ab⟩

h


 ;

e10 = ⟨̂ab5⟩ − ̂⟨a3⟩ × ⟨ab⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab5⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨a3⟩×⟨ab⟩

h


 ;

e11 = ⟨̂ab4⟩ − ̂⟨b3⟩ × ⟨a2b⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab4⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b3⟩×⟨a2b⟩

h


 ;

e12 = ⟨̂ab7⟩ − ̂⟨b3⟩ × ⟨a2b⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab7⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b3⟩×⟨a2b⟩

h


 ;

e13 = ⟨̂ab8⟩ − ̂⟨b3⟩ × ⟨a2b⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨ab8⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b3⟩×⟨a2b⟩

h


 ;
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e14 = ⟨̂a6b⟩ − ̂⟨b⟩ × ⟨a3⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨a6b⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b⟩×⟨a3⟩

h


 ;

e15 = ⟨̂a3b⟩ − ̂⟨b⟩ × ⟨a3⟩ =
1

9


 ∑

h∈⟨a3b⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b⟩×⟨a3⟩

h


 ;

e16 = ⟨̂b⟩ − ̂⟨b⟩ × ⟨a3⟩ =
1

9


∑

h∈⟨b⟩

h


−

1

27


 ∑

h∈⟨b⟩×⟨a3⟩

h


 .

O próximo exemplo é uma generalização para o primo p no caso em que o grupo

G = Cp2 × Cp.

Exemplo 4.2.3. Considere o corpo F2 e seja p um primo ímpar. Seja G = ⟨a⟩ × ⟨b⟩ um

grupo abeliano finito, com o(a) = p2 e o(b) = p. Como 2̄ é um gerador de U(Zp2), as

hipóteses do Teorema 4.2.5 são satisfeitas, assim, os idempotentes primitivos da álgebra

de grupo F2(⟨a⟩ × ⟨b⟩) são dados por:

e0 = âb̂ = Ĝ; e1 = b̂ − ̂⟨ap⟩ × ⟨b⟩; e1j = âjpb − ̂⟨ap⟩ × ⟨b⟩, j = 1, . . . , p − 1;

e2 = â − Ĝ; e2i = âbi − Ĝ, i = 1, . . . , p − 1; e3 = ̂⟨ap⟩ × ⟨b⟩ − Ĝ.

Os idempotentes primitivos que foram descritos usando a teoria de grupos são

apresentados de maneira bem mais geral, do que a posta aqui, nos artigos [7], [8] e

[10]. Além disso, Guerreiro, Milies e Ferraz [8] determinaram condições necessárias e

suficientes para que os idempotentes primitivos dados desta forma fossem G-isomorfos,

o que permite classificar alguns tipos de códigos. Para maiores detalhes sugerimos as

referências supracitadas

Observe que, para o caso mais geral (no que se refere a grupos abelianos não

cíclicos) chegamos a conclusões semelhantes às descritas nas páginas 62 e 63. Os Exemplos

4.2.1 e 4.2.2 mostram que, quando as hipóteses do Teorema 4.2.5 não são satisfeitas

no Exemplo 4.2.1, existem mais idempotentes primitivos, uma vez que cada um deles

corresponde às componentes simples de FqG encontradas nos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3,

e o número de componentes nestes casos são maiores do que o número de componentes de

QG.
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5 CÓDIGOS DE GRUPO

Neste capítulo, descrevemos todos os códigos abelianos lineares com complementar

dual (LCD) e todos os códigos auto-ortogonais sobre uma álgebra de grupo. Iniciamos com

alguns dos principais conceitos de códigos corretores de erros, especificamente, códigos

lineares e códigos cíclicos, com base em [12] e [18]. Por conseguinte, abordamos estes

mesmos códigos sobre álgebras de grupo e também introduzimos os códigos de grupo,

precisamente, códigos abelianos e minimais, conforme [2], [3], [11], [15] e [19]. Além disso,

apresentamos alguns conceitos, relativos a subespaços ortogonais de uma álgebra de grupo

e algumas considerações, com base em [6]. Por fim, descrevemos os códigos abelianos LCD

e auto-ortogonais em FqG, de acordo com [15].

5.1 PRELIMINARES

Sejam Fq um corpo finito e n ∈ N∗. Um código linear C pode ser visto como um

subespaço vetorial próprio de Fn
q . Em particular, este código é dito um código cíclico se,

para todo c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C, temos (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.

É fácil ver que o espaço vetorial Fn
q é isomorfo ao anel quociente (visto como

espaço vetorial sobre Fq) Rn =
Fq[x]

⟨xn − 1⟩
e, com isso, podemos definir C como um ideal de

Rn. Além disso, se G é um grupo cíclico finito gerado por um elemento a de ordem n, a

álgebra de grupo FqG é isomorfa ao anel Rn e, assim, podemos definir C como um ideal

de FqG. Estas diferentes abordagens podem ser entendidas de maneira bem simples com o

diagrama abaixo, dado por Guerreiro e Milies [11]:

C ⊂ Fn
q

Ψ
→ Rn =

Fq[x]

⟨xn − 1⟩
φ
→ FqG = Fq⟨a⟩

π ↓ x̄ ↓ a ↓

C ⊂ Fn
q

Ψ
→ Rn =

Fq[x]

⟨xn − 1⟩
φ
→ FqG = Fq⟨a⟩,

em que π : Fn
q → Fn

q é tal que π(a0, a1, . . . , an−1) = (an−1, a0, . . . , an−2), chamado de

operador troca cíclica, Ψ representa o isomorfismo linear entre os espaços vetoriais Fn
q e

Rn, e φ representa o isomorfismo entre os anéis Rn e FqG. Além disso, o operador π em Fn
q

é equivalente à multiplicação por x̄ em Rn que, por sua vez, é equivalente a multiplicação

por a em FqG.

Estendendo essas ideias, Berman [2], [3] e, independentemente, MacWilliams [19]

definiram códigos abelianos como ideais em álgebras de grupo abeliano finito e, mais

geralmente, um código de grupo à esquerda foi definido como um ideal à esquerda
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em uma álgebra de grupo finito [11]. Neste caso, denotamos um código abeliano por

C = Fq(G)E, com E2 = E.

Na Seção 3.4 e no Capítulo 4 discutimos extensivamente como se determinam os

idempotentes primitivos de uma álgebra de grupo. A partir destes elementos e a definição

de código abeliano, dizemos que um código é minimal se for um ideal minimal na álgebra

de grupo. Em particular, se mdc(q, ♣G♣) = 1, então pelo Corolário 3.2.1 do Teorema de

Maschke, Fq(G) é semissimples. Neste caso, todo ideal desta álgebra de grupo é uma soma

direta de alguns ideais minimais. Portanto, um código abeliano de FqG é a soma direta de

alguns códigos minimais em FqG.

Para α =
∑

g∈G

αgg ∈ Fq(G), o peso de Hamming w(α) é definido como o número

de elementos não nulos αg, ou seja, w(α) = supp(α). A distância mínima de Hamming

d(C) de um código abeliano C é definida por d(C) := min¶w(α) ♣ α ∈ C, α ̸= 0♢, a dimensão

refere-se à dimensão de Fq(G) como um espaço vetorial sobre Fq e é dita dimensão de

um código abeliano. Um código abeliano C em Fq(G) de dimensão k e distância mínima

de Hamming d será chamado código [♣G♣, k, d] sobre Fq.

O produto interno euclidiano em Fq(G) é definido da seguinte forma: para

todos α =
∑

g∈G

αgg, β =
∑

g∈G

βgg ∈ Fq(G),

⟨α, β⟩ =
∑

g∈G

αgβg.

Note que a álgebra de grupo FqG possui uma forma bilinear simétrica não degene-

rada G-invariante natural ⟨., .⟩, definida por

⟨g, h⟩ =





1 se g = h,

0 caso contrário.
(5.1)

Aqui, a G-invariância significa que ⟨αg, βg⟩ = ⟨α, β⟩, para todos α, β ∈ FqG e todo g ∈ G.

Para cada α =
∑

g∈G

αgg ∈ Fq(G), α̂ =
∑

g∈G

αgg−1 é chamada involução adjunta

de α. Além disso, α é dito auto-adjunto se α = α̂.

Observe que a aplicação ∧ : FqG −→ FqG define um anti-isomorfismo de FqG,

segundo [21, Proposição 3.2.11], e para todo α, β ∈ FqG, a forma bilinear definida em (5.1)

satisfaz

⟨α, β⟩ = ⟨αβ̂, 1⟩ = ⟨1, βα̂⟩.
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5.2 CÓDIGOS ABELIANOS COM COMPLEMENTAR DUAL (LCD) E

AUTO-ORTOGONAIS ABELIANOS

DeĄnição 5.2.1. Um código linear C sobre Fq é chamado código LCD (código linear

com dual complementar) se C ∩ C⊥ = ¶0♢, em que

C⊥ = ¶β ∈ FqG : ⟨α, β⟩ = 0, para todo α ∈ C♢ .

Se C ⊆ C⊥, então C é chamado código auto-ortogonal.

Os idempotentes primitivos em Fq(G) são obtidos no Teorema 4.2.1, se 1 ≤ n, m ≤

s, no Teorema 4.2.2, se 1 ≤ n ≤ s < m, e no Teorema 4.2.3, se 1 ≤ s < m ≤ n. Seja C

um código abeliano em Fq(G). Então C = Fq(G)E, no qual E é a soma direta de alguns

idempotentes primitivos em Fq(G) (veja p. 96). Nesta seção, investigamos todos os códigos

abelianos LCD e auto-ortogonais em Fq(G). Primeiro, por conveniência, denotamos

N1 =
pn+s−1(p − 1)(m − s) + pn+s − 1

t

e

N2 =
p2s − 1

t
+

ps − ps−1

t

(
ps + (n − m + 1)pm +

2 (pm − ps+1)

p − 1

)
.

A seguir, apresentamos um Lema que caracteriza os códigos LCD e auto-ortogonais.

Lema 5.2.1. Seja C = Fq(G)E, com E2 = E, um código abeliano de uma álgebra de grupo

abeliana Fq(G).

(i) [6, Teorema 3.1] Então C é um código abeliano LCD se, e somente se, E2 = E = Ê.

(ii) Então C é um código auto-ortogonal se, e somente se, EÊ = 0.

Demonstração. (i) Primeiro, suponha C = Fq(G)E um código abeliano LCD. Seja

FqG = C ⊕ C⊥ e escreva 1 = E + H com E ∈ C e H ∈ C⊥. Uma vez que C e C⊥ são

ideais de FqG, segue

E = E2 + EH =⇒ E − E2 = EH ∈ ⟨H⟩ ⊂ C⊥ =⇒ E − E2 ∈ C ∩ C⊥ =⇒ E = E2,

e, de modo análogo, H = H2. Além disso, Fq(G)E ⊕ FG(1 − E), e isso implica em

C = Fq(G)E e C⊥ = Fq(G)H. Se α, β ∈ FqG, então

0 = ⟨αE, βH⟩ = ⟨α, βHÊ⟩ = ⟨α, β(1 − E)Ê⟩.

Como a forma bilinear é não degenerada em FqG, segue (1 − E)Ê = 0 e, consequen-

temente, Ê = EÊ. Portanto,

E =
ˆ̂
E = ÊÊ = Ê.
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Reciprocamente, suponha E2 = E = Ê. Como E é um idempotente, pelo Teorema

2.2.3, FqG = Fq(G)E⊕FG(1−E). Como ⟨αβ, ρ⟩ = ⟨α, ρβ̂⟩, para todos α, β, ρ ∈ FqG,

então, para α, β ∈ FqG, obtemos

⟨αE, β(1 − E)⟩ = ⟨α, β(1 − E)Ê⟩ = ⟨α, β(1 − E)E⟩

= ⟨α, 0⟩ = 0.

Logo FqG(1 − E) é um ideal de C⊥. Como

dimFq
FqG(1 − E) = ♣G♣ − dimFq

C = dimFq
C⊥,

segue FqG(1 − E) = C⊥. Portanto, C ∩ C⊥ = ¶0♢. Isto prova o resultado.

(ii) Sejam E =
∑

h∈G

ρhh um idempotente em Fq(G) e sejam a = αE, b = βE ∈ C ⊂ Fq(G),

com α =
∑

g∈G

αgg, β =
∑

h∈G

βhh ∈ Fq(G). Pela G-invariância da forma bilinear dada

em (5.1), temos, para todo g ∈ G,

⟨gE, β⟩ = ⟨E, β⟩ =
∑

g∈G

ρhβh e ⟨g, βÊ⟩ = ⟨g,
∑

g∈G

βhρhg⟩ =
∑

g∈G

ρhβh

Logo, ⟨gE, β⟩ = ⟨g, βÊ⟩, para todo g ∈ G. Além disso,

⟨a, b⟩ = ⟨αE, βE⟩ = ⟨α, βEÊ⟩ = ⟨α, bÊ⟩, para todos a, b ∈ C

Como C é auto-ortogonal se, e somente se, ⟨a, b⟩ = 0, para todo a, b ∈ C, então

0 = ⟨a, b⟩ = ⟨αE, βE⟩ = ⟨α, bÊ⟩

Pela arbitrariedade de a e b, podemos tomar b = Ê e, assim, ⟨α, EÊ⟩ = 0. Portanto,

EÊ = 0.

■

Lema 5.2.2. Sejam p um primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa de q

módulo p e ps∥ (qt − 1). Então

(i) se t é ímpar e 1 ≤ m ≤ s, a fatoração irredutível de xpm

− 1 sobre Fq pode ser

reorganizada como

xpm

− 1 = (x − 1)
m∏

δ=1

φ(pδ)
2t∏

i=1

(fδ,i(x)f ∗
δ,i(x)), (5.2)

em que cada fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com mdc(li, p) = 1, e f ∗
δ,i(x) é o polinômio

recíproco de fδ,i(x).
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(ii) se t é ímpar e m > s, a fatoração irredutível de xpm

−1 sobre Fq pode ser reorganizada

como

xpm

− 1 = (x − 1)
s∏

δ=1

φ(pδ)
2t∏

i=1

(fδ,i(x)f ∗
δ,i(x))

m∏

ε=s+1

φ(ps)
2t∏

i=1

(fε,i(x)f ∗
ε,i(x)), (5.3)

em que cada fδ,i(x) =
t−1∏

µ=0

(x − ζ liq
µ

pδ ), com 1 ≤ δ ≤ s, e f ∗
δ,i(x) é o polinômio recíproco

de fδ,i(x); cada fε,i(x) =
t−1∏

µ=0

(xpε−s

− ζ liq
µ

ps ), com s + 1 ≤ ε ≤ m, e f ∗
ε,i(x) o polinômio

recíproco de fε,i(x).

Demonstração. Sejam 1 ≤ δ ≤ m e t ímpar. Suponha, por contradição, fδ,i(x) = f ∗
δ,i(x).

Daí, fδ,i(ζ
li
pδ) = fδ,i(ζ

−li
pδ ) = 0 e, assim, li e −li pertencem a mesma q-classe ciclotômica,

isto é, qjli ≡ −li (mod p), com 1 ≤ j ≤ t − 1. Em particular, para li = 1, temos

qj ≡ −1 (mod p), daí p ♣ (qj + 1) e, consequentemente, p ♣ (qj + 1)(qj − 1) = q2j − 1. Como

t é a ordem multiplicativa de q módulo p, então t ♣ 2j, o que contradiz a hipótese t ímpar.

Portanto, fδi
(x) não é auto-recíproco Isto prova o resultado para o caso 1 ≤ m ≤ s. Além

disso, se m > s, fazendo z = xpε−s

, concluímos que fδi
(x) não é auto-recíproco. ■

Teorema 5.2.1. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.1, então a involução adjunta de cada um desses elementos é:

1. se 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Ê0;0 = E0;0 e Ê0;δ,i = E0;δ,̂i,

em que cada E0;δ,i corresponde a fδ,i(y) e cada E0;δ,̂i corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y);

2. se 1 ≤ δ ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Êδ,i;k = Eδ,̂i;k,

em que cada Eδ,i;k corresponde a fδ,i(x) e cada Eδ,̂i;k corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y).

Além disso, se t é par, existem 1 +
pm+n − 1

t
idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t

é ímpar, existe apenas um idempotente primitivo auto-adjunto.

Demonstração. No Teorema 4.2.1, é fácil verificar que
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1. se 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Ê0;0 =
1

pm+n

pm−1∑

u=0

pn−1∑

v=0

x−uy−v = E0;0;

Ê0;δ,i =
1

pm+n

y−pn

− 1

y−pδ − 1

pm−1∑

u=0

x−u
pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )y−v

=
1

pm+n

ypn

− 1

ypδ − 1

pm−1∑

u=0

xu
pδ−1∑

v=0

Trqt/q(ζ
−liv
pδ )ypδ−v

= E0;δ,̂i,

em que cada E0;δ,i corresponde a fδ,i(y) e cada E0;δ,̂i corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y);

2. se 1 ≤ δ ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Êδ,i;k =
1

pm+n

x−pm

− 1

x−pδ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )x−u

pn−1∑

v=0

y−vgδ,i(x
−1)−kv

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1

pn−1∑

v=0

yvgδ,i(x
−1)kv

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xpδ−u

= Eδ,̂i;k,

em que cada Eδ,i;k corresponde a fδ,i(x) e cada Eδ,̂i;k corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y).

Se t for par, pelo Lema 4.1.4, cada E0;δ,̂i = E0;δ,i e cada Eδ,̂i;k = Eδ,i;k, portanto

existem 1 +
pm+n − 1

t
idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for ímpar, pelo Lema

5.2.2, existe um idempotente primitivo auto-adjunto E0;0. ■

Corolário 5.2.1. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 5.2.1, se t for par, então existem

21+ pm+n
−1

t códigos abelianos LCD em Fq(G) e não há códigos abelianos auto-ortogonais em

Fq(G); se t for ímpar, então existem 2
pm+n

−1
2t

+1 códigos abelianos LCD e 3
pm+n

−1
2t códigos

abelianos auto-ortogonais de Fq(G).

Demonstração. Desde que Fq(G) é semissimples, cada idempotente E de Fq(G) é uma

soma finita de idempotentes primitivos dados no Teorema 5.2.1. Daí, para todo E ∈ FqG,

existem κ0;0, κ0;δ,i e κδ,i;k, para 1 ≤ δ ≤ n, 1 ≤ δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, tais que

E = κ0;0E0;0 + κ0;δ,iÊ0;δ,i + κδ,i;kÊδ,i;k.

Como E2 = E, então

E2 = E ⇐⇒ (κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,̂i + κδ,i;kEδ,̂i;k)2 = κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,̂i + κδ,i;kEδ,̂i;k
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⇐⇒ κ2
0;0E0;0 + κ2

0;δ,iE0;δ,̂i + κ2
δ,i;kEδ,̂i;k = κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,̂i + κδ,i;kEδ,̂i;k

⇐⇒ (κ2
0;0 − κ0;0)E0;0 + (κ2

0;δ,i − κ0;δ,i)E0;δ,̂i + (κ2
δ,i;k − κδ,i;k)Eδ,̂i;k = 0

⇐⇒ κ0;0(1 − κ0;0) = 0; κ0;δ,i(1 − κ0;δ,i) = 0; κδ,i;k(1 − κδ,i;k) = 0

⇐⇒ κ0;0 = 0 ou 1; κ0;δ,i = 0 ou 1; κδ,i;k = 0 ou 1,

para 1 ≤ δ ≤ n, 1 ≤ δ ≤ m e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
. Logo, existem 21+ pm+n

−1
t idempotentes em

FqG.

Se t for par, então, pelo Teorema 5.2.1, todos os idempotentes primitivos E

satisfazem E2 = E = Ê. De acordo com o Lema 5.2.1, não há códigos abelianos auto-

ortogonais e existem 21+ pm+n
−1

t códigos abelianos LCD de Fq(G).

Se t for ímpar, então, de acordo com o Teorema 5.2.1, existe ao menos um

idempotente primitivo auto-adjunto em FqG, a saber, E0;0. Pelo item (i) do Lema 5.2.1,

E = Ê ⇐⇒ κ0;0E0;0 + κ0;δ,iÊ0;δ,i + κδ,i;kÊδ,i;k = κ0;0E0;0 + κ0;δ,i
̂̂
E0;δ,i + κδ,i;k

̂̂
Eδ,i;k

⇐⇒ κ0;0E0;0 + κ0;δ,iÊ0;δ,i + κδ,i;kÊδ,i;k = κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,i + κδ,i;kEδ,i;k

⇐⇒ κ0;0(E0;0 − E0;0) + κ0;δ,i(Ê0;δ,i − E0;δ,i) + κδ,i;k(Êδ,i;k − Eδ,i;k) = 0, (5.4)

donde a igualdade (5.4) é verdadeira se, e somente se,




E0;δ,i = Ê0;δ,i, se κ0;δ,i = 1;

Eδ,i;k = Êδ,i;k, se κδ,i;k = 1.
e





E0;δ,i ̸= Ê0;δ,i, se κ0;δ,i = 0;

Eδ,i;k ̸= Êδ,i;k, se κδ,i;k = 0.
(5.5)

Agrupando em um conjunto U todos os idempotentes primitivos de FqG que são di-

ferentes de E0;0, temos
pm+n − 1

t
elementos em U . Como toda involução adjunta de um idem-

potente primitivo é também um idempotente primitivo em FqG, então esses elementos apare-

cem em pares e podemos reagrupá-los em um conjunto H =

{
(Ej, Êj) : 1 ≤ j ≤

pm+n − 1

2t

}
.

Assim, por (5.5),

E = Ê ⇐⇒ E = κ0E0;0 +
∑

j∈I

κj(Ej + Êj), (5.6)

com I ⊂

{
1, . . . ,

pm+n − 1

2t

}
, κ0, κj ∈ ¶0, 1♢ e κj = 0, se Ej ̸= Êj; κj = 1, se E = Ê. Logo,

pelo Lema 5.2.1, existem 2
pm+n

−1
2t

+1 códigos abelianos LCD.

Por outro lado, temos, pelo item (ii) do Lema 5.2.1,

EÊ = 0 ⇐⇒ (κ0;0E0;0 + κ0;δ,iÊ0;δ,i + κδ,i;kÊδ,i;k)(κ0;0E0;0 + κ0;δ,i
̂̂
E0;δ,i + κδ,i;k

̂̂
Eδ,i;k) = 0

⇐⇒ κ0;0E0;0 + κ0;δ,iÊ0;δ,i + κδ,i;kÊδ,i;k = κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,i + κδ,i;kEδ,i;k = 0
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⇐⇒ κ0;0E0;0(κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,i + κδ,i;kEδ,i;k) +

+κ0;δ,iÊ0;δ,i(κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,i + κδ,i;kEδ,i;k) +

+κδ,i;kÊδ,i;k(κ0;0E0;0 + κ0;δ,iE0;δ,i + κδ,i;kEδ,i;k) = 0

⇐⇒ κ2
0;0E0;0 + κ2

0;δ,iÊ0;δ,iE0;δ,i + κ0;δ,iκδ,i;kÊ0;δ,iEδ,i;k + κ2
δ,i;kÊδ,i;kEδ,i;k +

+κδ,i;kκ0;δ,iÊδ,i;kE0;δ,i = 0

⇐⇒ κ2
0;0E0;0 + κ0;δ,iκδ,i;kÊ0;δ,iEδ,i;k + κδ,i;kκ0;δ,iÊδ,i;kE0;δ,i = 0

⇐⇒ κ0;0 = 0; e κ0;δ,iκδ,i;k = 0

⇐⇒





κ0;δ,i = 0 e κδ,i;k = 0;

κ0;δ,i = 0 e κδ,i;k = 1;

κ0;δ,i = 1 e κδ,i;k = 1.

(5.7)

Logo, por (5.7),

EÊ = 0 ⇐⇒
∑

j∈I

κjEj + κ′
jÊj, (5.8)

com I ⊂

{
1, . . . ,

pm+n − 1

2t

}
, κj, κ′

j ∈ ¶0, 1♢ e κj + κ′
j ≤ 1. Portanto, pelo Lema 5.2.1,

existem 3
pm+n

−1
2t códigos abelianos auto-ortogonais em Fq(G). ■

Teorema 5.2.2. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.2, então a involução adjunta de cada um desses elementos é:

1. se 1 ≤ δ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Ê0;0 = E0;0 e Ê0;δ,i = E0;δ,̂i,

em que cada E0;δ,i corresponde a fδ,i(y) e cada E0;δ,̂i corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y);

2. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Êδ,i;k = Eδ,̂i;k,

em que cada Eδ,i;k corresponde a fδ,i(x) e cada Eδ,̂i;k corresponde a fδ,̂i(x) = f ∗
δ,i(x);

3. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e 0 ≤ k ≤ pn − 1, então

Êε,i;k = Eε,̂i;k,

em que cada Eε,i;k corresponde a fε,i(x) e cada Eε,̂i;k corresponde a fε,̂i(x) = f ∗
ε,i(x).

Além disso, se t for par, existem 1 + N1 idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for

ímpar, então existe um idempotente primitivo auto-adjunto.
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Demonstração. Os casos 1 e 2 estão provados no Teorema 5.2.1. Se s + 1 ≤ ε ≤ m,

1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e ≤ k ≤ pn − 1, então

Êε,i;k =
1

pm+n+s−ε

x−pm

− 1

x−pδ − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )x−pε−su

pn−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)−kvy−v

=
1

pm+n+s−ε

xpm

− 1

xpδ − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xpε−s(ps−u)

pn−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)kvyv

= Eε,̂i;k.

Pelo Lema 4.1.4, se t for par, existem 1 + N1 idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t

for ímpar, então existe um único idempotente primitivo auto-adjunto. ■

Optamos por omitir as provas do Corolários 5.2.2 e 5.2.3 a seguir, uma vez que

são análogas à prova do Corolário 5.2.1.

Corolário 5.2.2. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 5.2.2, se t for par, então existem

21+N1 códigos abelianos LCD em Fq(G) e não há códigos abelianos auto-ortogonais em

Fq(G); se t for ímpar, então existem 21+
N1
2 códigos abelianos LCD e 3

N1
2 códigos abelianos

auto-ortogonais em Fq(G).

Teorema 5.2.3. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.3, então a involução adjunta de cada um desses elementos é:

1. se 1 ≤ δ ≤ s e 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, então

Ê0;0 = E0;0, Ê0;δ,i = E0;δ,̂i,

em que cada E0;δ,i corresponde a fδ,i(y) e cada E0;δ,̂i corresponde a fδ,̂i(y) = f ∗
δ,i(y).

Além disso, se s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, então

Ê0;λ,i = E0;λ,̂i,

em que cada E0;λ,i corresponde a fλ,i(y) e cada E0;λ,̂i corresponde a fλ,̂i(y) = f ∗
λ,i(y);

2. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pδ − 1, então

Êδ,i;k = Eδ,̂i;k,

em que cada Eδ,i;k corresponde a fδ,i(x) e cada Eδ,̂i;k corresponde a fδ,̂i(x) = f ∗
δ,i(x);

3. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ ps − 1, com p ∤ r, então

Êδ,i;λ,r = Eδ,̂i;λ,r,
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4. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e 0 ≤ k ≤ pε − 1, então

Êε,i;k = Eε,̂i;k,

em que cada Eε,i;k corresponde a fε,i(x) e cada Eε,̂i;k corresponde a fε,̂i(x) = f ∗
ε,i(x);

5. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, ε + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ pε − 1, com p ∤ r, então

Êε,i;λ,r = Eε,̂i;λ,r,

em que cada Eε,i;λ,r corresponde a fε,i(x) e cada Eε,̂i;k corresponde a fε,̂i(x) = f ∗
ε,i(x).

Além disso, se t for par, existem 1 + N2 idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for

ímpar, então existe um idempotente primitivo auto-adjunto.

Demonstração. O caso 1 está provado no Teorema 5.2.2. Vamos provar os demais casos.

2. Se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
e 0 ≤ k ≤ pδ − 1,

Êδ,i;k =
1

pm+n

x−pm

− 1

x−pδ − 1

y−pn

− 1

y−ps − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )x−u

ps−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)−kvy−v

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

yps − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
liu
pδ )xpδ−u

ps−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)−kvyps−v

= Eδ,̂i;k;

3. se 1 ≤ δ ≤ s, 1 ≤ i ≤
ϕ(pδ)

t
, s + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ ps − 1, com p ∤ r, então

Êδ,i;λ,r =
1

pm+n+s−λ

x−pm

− 1

x−pδ − 1

y−pn

− 1

y−pλ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )x−u

ps−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)−rvy−pλ−sv

=
1

pm+n+s−λ

xpm

− 1

xpδ − 1

ypn

− 1

ypλ − 1

pδ−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pδ )xpδ−u

ps−1∑

v=0

gδ,i(x
−1)−rvypλ−s(ps−u)

= Eδ,̂i;λ,r;

4. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
e 0 ≤ k ≤ pε − 1, então

Êε,i;k =
1

pm+n

x−pm

− 1

x−pε − 1

y−pn

− 1

y−pδ − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pi )x−upε−s

pε−1∑

v=0

xkvy−v

=
1

pm+n

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypε − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pi )xpε−s(ps−u)

pε−1∑

v=0

x−kvypε−v

= Eε,̂i;k;
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5. se s + 1 ≤ ε ≤ m, 1 ≤ i ≤
ϕ(ps)

t
, ε + 1 ≤ λ ≤ n e 1 ≤ r ≤ pδ − 1, com p ∤ r,

Êε,i;λ,r =
1

pm+n+ε−λ

x−pm

− 1

x−pε − 1

y−pn

− 1

y−pλ − 1

pε−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
pε )x−u

pε−1∑

v=0

xrvy−pλ−εv

=
1

pm+n+ε−λ

xpm

− 1

xpε − 1

ypn

− 1

ypλ − 1

ps−1∑

u=0

Trqt/q(ζ
−liu
ps )xpε−s(ps−u)

pε−1∑

v=0

x−rvypλ−ε(pε−v)

= Eδ,̂i;λ,r.

Se t for par, pelo Lema 4.1.4, existem 1 + N2 idempotentes primitivos auto-adjuntos; se

t for ímpar, pelo Lema 5.2.2, então existe um idempotente primitivo auto-adjunto.

■

Corolário 5.2.3. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 5.2.3, se t for par, existem

21+N2 códigos abelianos LCD de Fq(G) e não há códigos abelianos auto-ortogonais em

Fq(G); se t for ímpar, então existem 21+
N2
2 códigos abelianos LCD e 3

N2
2 códigos abelianos

auto-ortogonais em Fq(G).
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Primeiramente observamos que as hipóteses adotadas sobre a característica dos

corpos e a ordem dos grupos em [8] e [15] são diferentes. Em [8], as hipóteses são mais

restritivas e os resultados determinam que o número de componentes simples da álgebra

de grupo FqG, com G um p-grupo abeliano finito, é o mesmo número de componentes

simples da álgebra de grupo QG, em que Q é o corpo dos racionais. No entanto, sob essas

hipóteses, é possível estabelecer uma relação dos idempotentes primitivos com alguns

subgrupos do grupo G, o que permite utilizar a estrutura de grupo para determinação de

alguns parâmetros dos códigos minimais correspondentes a esses idempotentes primitivos.

Em [15], as hipóteses são mais gerais e o número de idempotentes primitivos,

logo, de componentes simples, é maior ou igual do que no caso QG, porém, não é possível

estabelecer uma correspondência dos idempotentes primitivos com os subgrupos do grupo

subjacentes à álgebra de grupo.

Os códigos gerados pelos idempotentes primitivos de FqG, calculados utilizando a

teoria de grupos, foram classificados por meio de um critério de equivalência de códigos a

menos de G-isomorfismos, conforme [8]. Já os idempotentes primitivos de FqG, calculados

utilizando resultados da teoria de corpos finitos, foram completamente determinados

em [15]. Entretanto, os códigos gerados por esses elementos não foram classificados por

nenhum critério de equivalência em [15].

Além disso, percebemos, pela própria definição dos códigos abelianos LCD e

auto-ortogonais abelianos, que a quantidade desses códigos está relacionada à quantidade

de idempotentes primitivos da álgebra de grupo que consideramos. Por essa razão, é claro

que se tivermos mais idempotentes primitivos, teremos mais códigos LCD e auto-ortogonais

abelianos. Isto nos leva a pensar que a quantidade de códigos desses dois tipos será minimal,

se o número de idempotentes primitivos também for minimal.

Uma questão levantada neste trabalho, que pode ser explorada futuramente, é a

de qual critério de equivalência permite classificar os códigos encontrados em [15], visto

que, nesse artigo, existem códigos que foram construídos sobre álgebras de grupo que não

satisfazem as hipóteses do Teorema 4.2.5 e, portanto, não podem ser classificados a menos

de G-equivalência.
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