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RESUMO

SOUZA, Pedro Leonardo Pinto de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2023.
Cédigos de grupo, LCD e auto-ortogonais construidos a partir de p-grupos

abelianos finitos. Orientador: Marinés Guerreiro.

Neste trabalho descrevemos os idempotentes primitivos da algebra de grupo F,G' =
F (Cpm X Cpn), em que Cpm € Cpn sdo, respectivamente, grupos ciclicos de ordem p™ e p".
Para tanto, elaboramos alguns exemplos nos quais calculamos os elementos idempotentes
a partir da teoria de corpos finitos. Além disso, calculamos os idempotentes, por meio
de exemplos, a partir da teoria de grupos. Nosso objetivo é mostrar, na pratica, como
devemos transitar seguramente entre essas diferentes abordagens, evidenciando as relagoes
entre elas e as consequéncias nos calculos dos idempotentes, gerados pela diferenca das
hipoteses adotadas em cada caso. Por fim, descrevemos todos os cédigos abelianos LCD e
auto-ortogonais da dlgebra de grupo IF,GG a partir dos idempotentes primitivos previamente

calculados.

Palavras-chave: Codigos. Idempotentes. Primitivos.



ABSTRACT

SOUZA, Pedro Leonardo Pinto de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2023.
Group, LCD and self-orthogonal codes built from finite abelian p-groups.

Adviser: Marinés Guerreiro.

In this work we describe the primitive idempotents of the group algebra F,G =
Fy(Cpm x Cpn), with Cpm and Cpn cyclic groups of order p™ and p", respectively. To
do so, we elaborate on some examples in which we calculate the idempotent elements
using finite field theory. Additionally, we calculate these elements in some examples using
group theory. Our goal is to demonstrate in practice how to safely navigate between these
different approaches, highlighting the relationships between them and the consequences in
the computation of idempotents, arising from the differences in the assumptions made in
each case. Finally, we describe all linear codes with complementary dual (LCD) and all
self-orthogonal abelian codes in the group algebra F,G based on the previously computed

primitive idempotents.

Keywords: Codes. Idempotents. Primitives.



2.1.1

2.1.2
2.2
221

2.3
2.4

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.5.1
3.5.2

4.2

4.2.1

4.2.2

SUMARIO

INTRODUGAO . . . . v ittt e e e e e e e e e e e e

PRELIMINARES ALGEBRICOS . . . . .. ... ... ....

Corpos finitos . . . . . . ...

ANEISDE GRUPO . . ... ...t

Conceitos Basicos . . . . . . . ...
Semissimplicidade de anéis de grupos . . . . . ... ... ... ..
Algebras de grupo abelianas . . . . . .. ... ... ... ... ...
Idempotentes de FG . . . . . . . . ... .. ... ... ... ...
O nimero de componentes simples . . . . . . . ... ... ... ..

Fatos Basicos . . . . . . ...

O ntmeros de componentes simples de FG' . . . . . . . ... ... ...

IDEMPOTENTES PRIMITIVOS . . ... .. ..........

Idempotentes Primitivos em algebras de grupo ciclicas . . . . .
Idempotentes primitivos em algebras de grupo abelianas . . . .

Subgrupos dos grupos abelianos Cp2 x Cp, e Cpe x C2 . . . . . . . . ..

Idempotentes primitivos em F (Cpm X Cpn) « o o o 000 oo oo oL L

CODIGOS DE GRUPO . . . o oo e i i e i i st

Preliminares . . . . . . . . .



5.2 Cédigos abelianos com complementar dual (LCD) e auto-ortogonais
abelianos . . . . . ..o 97

6 RESULTADOS EDISCUSSOES . . . . .. .. ... .. 106

REFERENCIAS . . . v et e e e e e e e e e e e s s s s s s s s s, 107



10

1 INTRODUCAO

A velocidade extraordindria no desenvolvimento de microcomputadores com capa-
cidades de processamento de dados cada vez maiores elevou significativamente a qualidade
e a quantidade de transmissao desses dados, impulsionando, quase que naturalmente, o
desenvolvimento de cédigos corretores de erros com maiores capacidades de deteccao e
correcao. Contudo, essa é apenas uma condigdo necessaria, mas nao suficiente para a

eficiéncia de tais codigos.

Um c6digo corretor de erros (ciclico ou abeliano) pode ser construido, teoricamente,
como um subespaco vetorial sobre um corpo finito, como um ideal num anel quociente de
um anel de polindémios (em uma ou mais indeterminadas) e também estudado como uma
extensao de um corpo finito. Mais recentemente, a partir dos trabalhos [4] e [9], dentre
muitos outros, se tem procurado estudar esses cddigos como ideias de uma algebra de
grupo, nao s6 para grupos ciclicos e abelianos. Deste modo, para se extrair o maximo de
informacgoes possiveis sobre um codigo, é importante que se saiba transitar com seguranca
entre essas diferentes abordagens e conhecer a relagdo entre elas. Este é um dos objetivos

desta dissertacao.

Em muitos trabalhos sobre cddigos se menciona a estrutura algébrica de algebra
de grupo, mas efetivamente nao se usa essa estrutura para, por exemplo, o calculo dos
parametros de um codigo. Tanto na abordagem via anéis de polindmios quanto na de
algebra de grupos, um cédigo é um ideal gerado por um idempotente. A estrutura de grupo
subjacente a algebra de grupo é um auxiliar importante na identificagao dos diferentes
idempotentes geradores de codigos e o reticulado de subgrupos pode ser utilizado para

classificar os c6digos a menos de equivaléncia, como feito em [8].

O aprimoramento da aplicabilidade da Teoria de Algebras de Grupo & Teoria de
Cédigos, nas ultimas décadas, permitiu estabelecer assertivamente sob quais condi¢oes
os idempotentes de uma algebra de grupo sdo primitivos ou nao. Uma das aplicagoes
destes resultados ¢ identificar possiveis equivocos em afirmacoes a respeito de produtos de

idempotentes primitivos, conforme [22, p. 167].

Sejam F, um corpo finito com ¢ elementos e G um p-grupo abeliano finito, com
g relativamente primo com p. Um idempotente primitivo de uma algebra de grupo F,G
¢ um elemento e € F,G, tal que ¢* = e e é gerador de um ideal minimal desta &lgebra
de grupo. Uma das motivagdes que levam ao estudo destes elementos é o fato de que um

idempotente da algebra de grupo F,G pode escrito como soma de idempotentes primitivos,
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segundo [2], [3] e [19].

Neste trabalho, descrevemos os idempotentes primitivos da algebra de grupo
F,G =F,(Cpm X Cpn), em que Cpm e Cpn sdo, respectivamente, grupos ciclicos de ordem
p™ e p". Para tanto, elaboramos alguns exemplos nos quais calculamos os elementos
idempotentes sob as hipéteses e a técnica adotada em [15]. Além disso, calculamos os
idempotentes, por meio de exemplos, sob as hipGteses e a técnica adotada em [8] e [9].
Nosso objetivo é mostrar, na pratica, como devemos transitar seguramente entre essas
diferentes abordagens, evidenciando as relagoes entre elas e as consequéncias nos calculos
dos idempotentes, gerados pela diferenca das hipéteses adotadas em cada caso. Por fim,
descrevemos todos os cédigos abelianos LCD e auto-ortogonais da algebra de grupo F,G a

partir dos idempotentes primitivos previamente calculados, de acordo com [15].

Apesentamos, no Capitulo 2, a base tedrica que fundamenta os resultados referentes
a algebras de grupo que mostramos nesta dissertacao. Comegamos por apresentar, na
Secao 2.1, definicoes e resultados da teoria de corpos finitos, como a existéncia e a
unicidade (a menos de isomorfismos) de corpos finitos, extensoes de corpos ciclotomicas
e a decomposicao de polindmios ciclotomicos sobre corpos finitos. Esses resultados sao
primordiais para o calculo dos idempotentes primitivos por meio da técnica adotada
por [5], [14] e [15], que veremos no Capitulo 4. Na Segao 2.2 introduzimos os principais
resultados da teoria de modulos que sdo necessarias para definir uma algebra de grupo,
especialmente a semissimplicidade, pois a partir dela temos uma caracterizacao de um
idempotente primitivo [21]. Na Se¢do 2.3 apresentamos o Teorema de Wedderburn-Artin
em sua forma mais geral, dada por [21]. Este Teorema é um dos resultados mais importante
deste trabalho, visto que a partir dele é possivel transitar entre as diferentes abordagens
que tratamos dos coédigos aqui. Na Se¢do 2.4, introduzimos alguns resultados de anéis de

polindmios que usamos, principalmente, nos Capitulos 4 e 5.

No Capitulo 3, apresentamos outros resultados importantes a respeito de algebras
de grupo que utilizamos nesta dissertagao. Iniciamos, pela Se¢ao 3.1, com as defini¢oes
basicas e alguns resultados que estabelecem isomorfismos essenciais para se trabalhar com
os elementos de uma algebra de grupo de maneiras diferentes. Além disso, apresentamos
como ¢é a estrutura de um ideal de uma algebra de grupo. Na Se¢ao 3.2 particularizamos
os conceitos de semissimplicidade para algebras de grupo finitas, exibimos uma versao
do Teorema de Wedderburn-Artin mais direcionada para nossos propositos e discutimos
alguns dos principais resultados usados na construcao das algebras de grupo que nos
interessam, como um corolario do Teorema de Maschke, que estabelece condi¢oes para que
uma algebra de grupo seja semissimples. Todo o trabalho feito nesta se¢ao foi baseado

m [21]. Os conceitos apresentados na Sec¢ao 3.2 foram particularizados para algebras

de grupo abelianas na Segao 3.3, conforme [21]. Primeiro, descrevemos como se da a
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decomposicao de uma algebra de grupo de um grupo ciclico em ideais minimais bilaterais.
Estentendo essas ideias, apresentamos o Teorema de Perlis-Walker, o qual estabelece, como,
e sob quais hipdteses, uma éalgebra de grupo de um grupo abeliano, nao necessariamente
ciclico, se decompdes como soma direta de ideais minimais bilaterais [21]. Na Secao 3.4
mostramos como sao os idempotentes e os idempotentes primitivos de uma algebra de
grupo FG, com F um corpo finito e G um grupo ciclico de ordem n, além de exibirmos
um exemplo de como se calculam esses elementos. Por fim, na Secao 3.5, concatenamos
todas as ideias a respeito da decomposicao de uma algebra de grupo como soma direta de
seus ideais minimais bilaterais e apresentamos os principais resultados estabelecidos em
[9], no qual sdo determinadas condigdes necessarias e suficientes para que o nimero de
componentes simples de uma algebra de grupo seja minimal. Os resultados da Se¢ao 3.5

sao extensivamente usados no Capitulo 4.

As principais ideias e argumentacoes desta dissertagdo encontram-se no Capitulo
4. Comecamos por firmar algumas consideragdes e convengoes que sao utilizadas ao longo
de todo o capitulo. Na Secao 4.1, descrevemos, a partir da abordagem dada em [15], os
idempotentes primitivos de uma algebra de grupo de um grupo abeliano finito e calculamos
estes elementos em um exemplo particular. Além disso, apresentamos alguns resultados
importantes enunciados em [15], que sdo demonstrados e discutidos mais detalhadamente
em [5] e [14]. Ainda na Secdo 4.1, discutimos, de acordo com a abordagem dada em
[9], os resultados necessarios para se calcular os idempotentes primitivos por meio da
estrutura do grupo e calculamos esses elementos em um exemplo particular. Concluimos a
Secao 4.1 discutindo as particularidades observadas nos calculos desses elementos, quando
obtidos a partir da teoria de grupos e a partir da teoria de corpos finitos. Na Secao 4.2,
estendemos as ideias apresentadas na Se¢ao 4.1, em ambas as abordagens, generalizando
alguns resultados e demonstrando grande parte deles, conforme [8] e [15]. Antes, porém,
discutimos, na Subsecao 4.2.1, quem sao os subgrupos dos grupos C,2 X Cp, e Cp2 X Cpe,
com o objetivo de conhecer melhor a estrutura dos subgrupos nestes casos particulares
para utilizd-los na construgao de exemplos na abordagem da teoria de grupos dada em [8].
Por fim, discutimos, num espectro mais geral, as particularidades observadas nos calculos
dos idempotentes primitivos quando se usa a teoria de grupos e a teoria de corpos finitos.
Utilizamos exemplos mais elaborados para descrever os idempotentes primitivos em cada

caso.

No Capitulo 5, definimos os cédigos de grupo e descrevemos todos os codigos
abelianos com complementar dual (LCD) e auto-ortogonais abelianos, de acordo com [15].
Na Secao 5.1 introduzimos os principais conceitos a respeito dos cédigos corretores de
erros e todos os c6digos que tratamos nesta dissertacao, com base em [2], [3], [11], [12],

[18] e [19]. Além disso, introduzimos alguns conceitos que usamos na demonstragao de
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resultados da Segao 5.2, conforme [6], [15] e [21]. Na sec@o 5.2, definimos os cdédigos LCD
e auto-ortogonais (de acordo com [15]) e descrevemos todos os codigos desta forma, que

sao gerados pelos idempotentes primitivos encontrados nos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.2.
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2 PRELIMINARES ALGEBRICOS

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos, propriedades e resultados,
relativos as estruturas algébricas, que sdo essenciais para a teoria de cddigos. Além disso,
firmamos algumas notagoes que serao usadas ao longo de todo o texto. Este capitulo foi
estruturado com base nas referéncias [13], [16], [20] e [21], as quais também indicamos

para maiores detalhes e demonstracoes dos resultados que optamos por omitir aqui.

2.1 CORPOS FINITOS

Apresentamos, nesta se¢ao, alguns resultados da teoria de corpos finitos que
abordam a construgao desses corpos por meio das extensoes ciclotomicas e o comportamento

das raizes dos polinémios ciclotomicos.

Teorema 2.1.1. Para todo primo positivo p e todo inteiro positivo n existe um corpo
finito com q = p" elementos. Todo corpo com q = p" elementos é isomorfo ao corpo de

decomposicao do polinomio x? — x sobre F.

Teorema 2.1.2. Seja F, um corpo finito, com q = p" elementos, para p finito e n € N*.
Entao todo subcorpo de F, tem ordem p™, em que m é um divisor de n. Reciprocamente,
se m € um divisor positivo de n, entdo existe exatamente um subcorpo de F, com p™

elementos.

Convencionamos, a partir de agora, que I, denota um corpo finito com ¢ elementos

ao longo de todo o texto.

Teorema 2.1.3. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo F, de elementos nao

nulos de ¥, é ciclico.
Definicao 2.1.1. O gerador do grupo ciclico F; ¢ chamado elemento primitivo de F,.

Observacao 2.1.1. A ordem de F; é igual a ¢ — 1. Por [16, Teorema 1.15(v)], F; possui
¢(q — 1) geradores, em que ¢ ¢ a funcao de Euler. Assim, da Defini¢ao 2.1.1, F, possui

®(q — 1) elementos primitivos.

Definicao 2.1.2. Seja F;» uma extensao de F, e seja o € F,m. Entao os elementos

2 m—1 - . .
a,af, ..., af sao chamados conjugados de o com respeito a [F,.

Corolario 2.1.1. Seja o € Fym. Entao o polinémio minimal de  sobre F, é

),

irr(@.F,) = (¢ = a)(z —afe — a”)... (z — "

s . . oy . S
em que s € o menor inteiro positivo tal que a? = «.
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Observacao 2.1.2. Os conjugados de o € Fym com respeito a I, sao distintos se, e
somente se, o polindmio minimal de o sobre I, tem grau s. Caso contrario, o grau r deste
polindbmio minimal é um divisor proprio de s e, entao, os conjugados de o com respeito a

r—1

. . 2 .
[F, sao os elementos distintos o, ?,a?,...,a? , cada um repetido s/r vezes.

Teorema 2.1.4. Os conjugados de o € I com respeito a qualquer subcorpo de IF, possuem

a mesma ordem no grupo multiplicativo F.

Definigao 2.1.3. Paraa € F' =Fym e K =Fy, o trago Trp/k(a) de a sobre K é definido
por
Trek(e) =a+al+--+a?

Se K é o subcorpo primo de F, entao Trp/k(«) é chamado trago absoluto de a e

simplesmente denotado por Trg(«).

2.1.1 Raizes da unidade e polinémios ciclotomicos

Definicao 2.1.4. Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicao de z™ — 1 sobre
um corpo F é chamado n-ésimo corpo ciclotémico sobre F e denotado por F™. As
raizes de 2" — 1 em F™ sdo chamadas raizes n-ésimas da unidade sobre F e o conjunto

de todas as raizes é denotado por E™,

O conjunto das raizes E™ estabelece uma relacio com a caracteristica do corpo F.

Teorema 2.1.5. Seja n um inteiro positivo e B um corpo de caracteristica p. Entdo:

(i) Se p ndo divide n, entao E™ ¢ um grupo ciclico de ordem n com respeito a multipli-

cagio em F™.

(ii) Se p divide n, escreva n = mp®, com inteiros positivos e, m, e m ndao divisivel por p.
Entdo F™ =F™_ EM™ = EM™ ¢ g5 raizes de 2" — 1 em F™ sdo os elementos de

E™), cada wma com multiplicidade p°.

Definigao 2.1.5. Sejam IF um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo nao divisivel
por p. Entao um gerador do grupo ciclico E™ ¢ chamado raiz n-ésima primitiva da

unidade sobre F.

Observagao 2.1.3. Por [16, Teorema 1.15(v)] — sob as condigoes da Definigao 2.1.5 —
existem exatamente ¢(n) raizes n-ésimas primitivas da unidade diferentes sobre F. Se £ é
uma delas, entdo todas as raizes n-ésimas primitivas da unidade sobre [ sao dadas por &°,

em que 1 < s <nemdc(s,n)=1.



Capitulo 2. Preliminares algébricos 16

Definigao 2.1.6. Sejam I um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo nao divisivel

por p e £ a raiz n-ésima primitiva da unidade sobre F. Entao o polinémio

Bo(z) = H (z— &)

mdc(s,n)=1

¢ chamado n-ésimo polinémio ciclotémico sobre F.

O grau de ®,(z) é ¢(n) e seus coeficientes pertencem obviamente ao corpo

ciclotébmico de grau n sobre F.

Teorema 2.1.6. Sejam F um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo ndo divisivel

por p. Entao:

(i) 2" — 1 =[] Pu(z);
dln
(ii) os coeficientes de ®,(x) pertencem ao subcorpo primo de F. Se o subcorpo primo de

F € o corpo dos racionais, entdo os coeficientes de ®(x) pertencem a Z.

Demonstragio. (i) Cada raiz n-ésima da unidade sobre F é uma raiz primitiva d-ésima
da unidade sobre [, para exatamente um divisor positivo d de n. Em particular, se &
¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade sobre F, e £* é uma raiz arbitraria n-ésima

da unidade sobre I, entao d = , isto é, d é a ordem de £° em E™ . Como

mdc(s,n)

o resultado segue ao agruparmos, para cada d que divide n, os fatores (z — &%) para

os quais &° é uma raiz d-ésima primitiva da unidade sobre F.

(ii) A prova segue por inducdo sobre n. Com efeito, ®,,(z) é um polinémio mdnico,
assim, para n = 1, temos ®;(z) = = — 1, e a afirmacdo é obviamente vélida. Para

n > 1, suponha a proposigao valida, para todos os ®4(z), com 1 < d < n. Entao, a

-1
partir de (i), ®,(x) = xf(x)’ em que f(z) = [] ®a(z). Pela hipdtese de indugcdo,
dn,d<n

f(z) é um polindémio com coeficientes no subcorpo primo de F, ou em Z, caso a
caracteristica de [F seja 0. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini para calcular a divisao
de 2" — 1 pelo polinémio ménico f(x), vemos facilmente que os coeficientes de ®,,(z)

pertencem ao subcorpo primo de F, ou a Z, respectivamente.
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Teorema 2.1.7. O corpo ciclotémico F™ ¢é uma extensio algébrica simples de F. Além

disso:

(i) Se F = Q, entdo o polinémio ciclotomico ®,, ¢ irredutivel sobre F e [F™ : F] = ¢(n).

¢(n)

(ii) Se F =F,, com mdec(q,n) =1, entio ®,, se decompoe em o polindomios irreduti-
veis distintos e monicos em Fl[x] com o mesmo grau d. O corpo F™ ¢ o corpo de
decomposicao de qualquer um desses fatores irredutiveis sobre F, e [IF(”) :Fl=d, em
que d é o menor inteiro positivo tal que ¢¢ = 1(mod n), em outras palavras, d € a

ordem da classe de q em Z, que denotamos por d = o(q).

Demonstragdo. Se existe uma raiz primitiva & de ordem n sobre F, entdo F™ = F(&).
Caso contrario, temos a situacio descrita no caso (ii) do Teorema 2.1.5, dai F® = F™) ¢
o resultado segue novamente. Quanto as demais afirmacoes, podemos encontrar a prova de
(i) em [13, Proposicao 8.3]; vamos provar apenas (ii), o caso mais importante para nossos
propositos. Seja n uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre IF,. Entao n € Fx se, e
somente se, nqk =7, e essa ultima identidade é equivalente a ¢* = 1 (modn). O menor
inteiro positivo para o qual isso vale é k = d, para algum divisor d de n, assim, n € Fa.
Consequentemente, 7 ndo pode pertencer a nenhum subcorpo préprio de F ¢ Assim, o

polinéomio minimal de n sobre F, tem grau d e, como 1 é uma raiz arbitraria de ®,,, os

resultados desejados seguem. [ |

Suponhamos 1,&,€%,..., " asraizes de 2" —1 sobre F. Parai = 0,1,...,n—1, os
conjugados de £ sdo &, €9, fiq2, e ,f"qkl, com § 0 menor inteiro positivo tal que £ = &
Note

§0 = ¢ = 07 =1 <= n | (i¢° — i) <= iq¢° = i(mod n).

Portanto, podemos usar a condic¢ao i¢® = ¢ (mod n) para determinar os conjugados de &.
. . A . . . . ] 7’ 7’ L L S_l /
Assim, o polindmio minimal da raiz £' (e, portanto, também o das raizes £'?,..., 7 ") é

o produto
s—1

me () = (v — &)@ — &)@ =€) .. (z ="

com s 0 menor inteiro positivo tal que i¢® =i (mod n).

),

Desta forma, a determinacio do polinémio minimal de £° passa pela determinacao

do conjunto
C; ={ljqd"l € Z,; t € Z, t >0},

em que cada j¢' é reduzido médulo n, e seus elementos sdo os expoentes a que devemos

elevar £ para achar todas as raizes do polinémio minimal de &.
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Definicao 2.1.7. A j-ésima classe ciclotéomica de ¢ mdédulo n é

- T'i—l

Cj:{j)jQ7]q277jq }7
em que cada j¢’ é reduzido médulo n e r; é o menor inteiro positivo tal que jq' = j (mod n).

Proposicao 2.1.1. Os conjuntos C; possuem as sequintes propriedades:

(Z) Se Oz N Oj 7’é @, entao Cz = Oj.

(i) A uniao de todos C; é igual a Zy,.

Demonstragio. (i) Suponha C; N C; # (). Entdo existem inteiros nao negativos t e s,
tais que
lig'] = [iq’]- (2.1)
Da igualdade (2.1),
iq' € [j¢°] = T k € Z; iq¢" = jq~.
Sem perda de generalidade, podemos supor ¢t > k, assim

ig" " = j = [j] = lig" "] € C.. (2.2)

Logo, C; C C;. Por outro lado, multiplicando a tltima igualdade em (2.2) por [¢'],

t*k‘f’r] tfk+r] _

para algum inteiro r tal que [q = 1, de modo que [ig = [i], obtemos

[i] = lig'™"*"] = [j¢'] € Cj.
Logo, C; C Cj. Portanto, vale a igualdade.

(ii) E imediato que a unido de todos os C; esta contido em Z,, pois cada C; estd contido
em Z,. Por outro lado, sendo [m] € Z, arbitrario, temos [m] = [mq°] € C,,. Logo

L, esta contido na uniao de todos os C;. Portanto, vale a igualdade.

Teorema 2.1.8. Sejam & uma raiz de " — 1 no menor corpo finito F de caracteristica
p que contém & e me(x) seu polindmio minimal. Sejam ¢ um elemento primitivo em F e

&= (" Sewu é o menor elemento na i-ésima classe ciclotomica de ¢ maodulo n, entao
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2.1.2 Outras classes de ciclotomia

Nem sempre é possivel encontrar as classes de ciclotomia da maneira que foi
abordada anteriormente, uma vez que a fatoragao do polinémio " — 1, com n € N*,
pode nao ser minimal, ou seja, igual a fatoracao sobre o corpo dos racionais. Neste caso é
necessario definir um conjunto auxiliar e particiona-lo, para s entao encontrar as classes
de ciclotomia vinculadas a cada uma dessas novas partes, como foi feito em [14] e que

mostraremos a seguir.

Sejam [ um nimero primo impar e [F, um corpo finito. Seja F: uma extensao de
[F, de grau t. Considere [ e ¢ tais que mdc(l, q) = 1, t a ordem multiplicativa de ¢ médulo
l. Seja v a maior poténcia de [ tal que [V | (¢" —1). Para m < v, existe a seguinte fatoracio

do polindmio z!" — 1

lTTL

AT | (CRA) (2.3)

J=1

em que {m é a ["-ésima raiz da unidade em Fy.

Definigio 2.1.8. Sejam S = {j; 1 <j <I™}, S, = {j =1""u € S; mde(u,l) =1} e

&lm, com 1 < j <™ a j-ésima poténcia da raiz ["-ésima primitiva da unidade. Definimos

Uy(z)= [[ (@ —&n), h=0,1,...,m.
JESK
Proposigio 2.1.2. Sejam S = {j; 1 <j <™} e S, ={j=1""u e S; mdc(u,l) = 1}.
Entao

Demonstracio. Seja j um elemento de S. Por definicio 1 < j < ™. Se j = I*, para algum

k=0,1,...,m,entdo j = [F =[m"

, para algum h = 0,1,...,m, assim j € S}, para algum
h=0,1,...,m.Sej # 1 paratodo k = 0,1,...m, entdo existe, para cada h = 0,1, ... ,m,
um elemento u, primo com I, tal que j = [*u = ™ "u. Assim, j = ™ "u € S, para cada

h=0,1,...,m. Logo S C U Sp. Portanto, vale a igualdade. [ |
h=0

Para cada j = ™ "u € Sy, com 1 < h < m, existe uma g-classe ciclotémica

Chu = {4,7¢,--.,7¢"'} C Sy, desde que ¢" = 1 (mod [”). Assim, existe uma unido
disjunta
Sp=J Chu, com |G| =t e mde(u,l) = 1. (2.4)

u=1
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Portanto, cada g-classe ciclotomica C},,, corresponde a um polinémio irredutivel sobre I,

a saber,

t—1 t—1
lmfh,

fru(@) = [[(@ = &n ) =[] (@ — 1), (2.5)
u=0 1#=0
e Sy corresponde ao polindmio irredutivel  — 1 sobre [F,. Desta forma, pelo item (ii) do
Teorema 2.1.7, o nimero de fatores irredutiveis de 2! — 1 sobre F, é:
(1) o(I™) -1

424 +=—=1
+ +—

2.2 MODULOS

A estrutura algébrica médulo é primordial no desenvolvimento da teoria dos
anéis de grupo e contém todos os fatos bésicos desta teoria como é dito em [21]. Nesta
se¢ao apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre moédulos que serao utilizados no

capitulo destinado a teoria dos anéis de grupo.

Definicao 2.2.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano M (escrito aditivamente) é chamado
R-médulo (a esquerda) (ou de médulo a esquerda sobre R) se, para cada elemento a € R e

cada m € M, tivermos um produto am € M tal que, para todos a,b € R e m,my,mqy € M:

(i) (a+b)m = am + bm,
(i) a(my 4+ mq) = amy + ama,
(iii) a(bm) = (ab)m,

(iv) 1m =m,

De maneira similar, dado um anel R podemos definir um R-moédulo a direita
considerando a multiplicacao de elementos de R por elementos de M pelo lado direito. No
que se segue, a menos que seja explicitado, trataremos um R-mddulo a esquerda apenas

como R-médulo.

Observacao 2.2.1. Seja F um corpo. Da definicao de médulos, um F-méddulo coincide

com a definicdo de espago vetorial sobre um corpo F.

Exemplo 2.2.1. Seja L um ideal a esquerda de um anel R. Como o produto de elementos
de R por elementos de L estd em L, entdao L pode ser considerado um R-mddulo a esquerda.
Similarmente, ideias a direita podem ser considerados R-médulos a direita. Em particular,
um anel é sempre um moédulo sobre si mesmo. Neste caso, consideramos g R um médulo a

esquerda sobre o anel R e Rz um moddulo a direita sobre o anel R.
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Definicao 2.2.2. Sejam M e N dois R-moédulos. Uma fungdo f : M — N é dita um
homomorfismo de R-mddulos ou um R-homomorfismo se, para todos my, ms € M e todo

r € R, tem-se

(1) flma +mg) = f(m1) + f(ma);
(ii) f(rml) =rf(my).

Dizemos que o R-homomorfismo f, definido em 2.2.2, ¢ um R-epimorfismo, se f
é sobrejetora; ¢ um R-monomorfismo, se f é injetora. Além disso, se f é simultaneamente

injetora e sobrejetora, entao f é chamada R-isomorfismo.

Definicao 2.2.3. Seja R um anel comutativo. Um R-médulo A é dito uma R-algebra
se existe uma multiplicacado definida em A tal que, com a adicdo dada em A e esta

multiplicacdo, A é um anel e tal que a seguinte condicao é valida:
r(ab) = (ra)b = a(rd),
para todos r € Re a,be A.

Definigao 2.2.4. Seja M um moddulo sobre um anel R. Um conjunto nao vazio N C M é

chamado R-submaddulo de M se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Para todos x,y € N, temos z +y € N.

(ii) Para todo r € R e todo n € N, temos rn € N.

Se R é comutativo e M é uma R-algebra, entao dizemos que N ¢é uma R-

subalgebra de M se for, simultaneamente, um submodulo e um subanel de M.

Decorre da definicao acima que os submédulos do g R-mdédulo sao seus ideias a

esquerda.

Definicao 2.2.5. Dizemos que M é um modulo simples se for ndo nulo e seus tinicos

submédulos forem (0) e M.

Observacgao 2.2.2. Seja S um subconjunto de elementos de um R-moédulo M. Denotare-

mos por RS o conjunto de todas as somas finitas da forma

n
insi = 2181 + x9Sy + ...+ TpSy,
i=1

com n um inteiro positivo qualquer e z; € R, s; € S, para 1 <1 < n.
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Defini¢ao 2.2.6. Um conjunto S = {s;};cs de elementos de um R-médulo M é chamado
conjunto de geradores de M, se M = RS, isto é, se todo elemento de M pode ser

escrito como uma combinagao linear (finita) de elementos de S com coeficientes em R.

Definigao 2.2.7. Um conjunto S = {s;}ic; de elementos de um R moédulo M é dito
linearmente independente (ou, as vezes, R-livre) se, para qualquer combinacao linear

(finita) de elementos de S com coeficientes em R,
71 Siy + TioSiy 4+ ... —|—7“it8it =0= Tip =Tjp = ... =14, = 0.

Definigao 2.2.8. Um conjunto S = {s;};cs de elementos de um R médulo M é uma base
de M sobre R (ou, brevemente, R-base) se é linearmente independente e um conjunto de

geradores de M.
Definicao 2.2.9. Um R-médulo M é chamado R-livre se tiver uma base.

Defini¢do 2.2.10. Uma familia {M;};c; de submédulos de um R-médulo M é dita

independente se, para todo indice i € I temos
) (S) - 0
JF#i
Definigao 2.2.11. Seja { M, };c; uma familia de submddulos de um R-médulo M. Dizemos

que M é a soma direta (interna) de um submoédulo desta familia e escrevemos M =

@icrM; se a familia é independente e gera M, isto é, se as seguintes condigbes sao satisfeitas:
(i) Para todo i € I, temos M;| ) (Z Mj) = (0).
J#
(i) M => M.
iel

Observagao 2.2.3. As duas condigoes da definicao acima sao equivalentes a:
(iii) Todo elemento m € M pode ser escrito unicamente como
m=m; +m; +...+m; my; EMZ'J., 1<5 <t
Observagao 2.2.4. Em particular, se {m; };c; ¢ uma base de M, entdo M ¢é a soma direta
M = @ie]Rmi.

Definicao 2.2.12. Um submédulo N de um R-médulo M é um somando direto se
existe outro submdédulo N’ de M tal que M = N @& N’. Um médulo que nio contenha

somandos diretos nao triviais é chamado indecomponivel.
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Definicao 2.2.13. Seja {M,};c; uma familia de R-médulos. A soma direta (externa)
de moédulos desta familia, que denotamos por @;c;M;, é o conjunto de todos os elementos
da forma {m;};c;, com m; € M;, para todo i € I, e m; = 0, para quase todo i € [
(exceto para um ntmero finito de indices). Com a adigao e a multiplicagdo de R definida

componente a componente, este conjunto é também um R-moédulo.

Dado um anel R, denotaremos por RY) o conjunto de todas as familias (r:)iers
com 1; € R, para todo i € I, e r; = 0 para quase todo i € I (exceto para um nimero finito

de indices). Note que RY 6 uma soma direta @;c;R;, em que cada somando é igual a R.

Proposicao 2.2.1. Se M é um R-mddulo com base S = {s;}icr, entdo M € isomorfo a
R,

Proposicao 2.2.2. Seja R um anel. Todo R-modulo M é wma imagem epimorfica de
um R-mddulo livre, ou seja, para todo R-modulo M, existe um R-mdodulo livre F' e um

epimorfismo de R médulos ¢ : F — @(F) tal que M = o(F).

2.2.1 Semissimplicidade

Uma das razoes pela qual diversos resultados acerca dos cddigos de grupo foram
estabelecidos é a semissimplicidade. A partir dela dela é possivel decompor um R-médulo,
de modo a obter propriedades importantes dos codigos construidos sobre algebras de grupo.

Os resultados apresentados nesta subsecao foram baseados em [21].

Definicao 2.2.14. Um R-médulo M ¢ dito semissimples se todo submoédulo de M é

um somando direto.

Teorema 2.2.1. Seja M um R-mddulo. Entao as condicoes abaizo sao equivalentes.

(i) M é semissimples.
(i) M € um somando direto de submddulos simples.
(1) M € a soma (nao necessariamente direta) de submddulos simples.
Definigcao 2.2.15. Um anel R é chamado semissimples se o médulo gz R é semissimples.

Corolario 2.2.1. Um maodulo quociente L de um modulo semissimples M € isomorfo a

um submodulo de M e, consequentemente, € semissimples.

Teorema 2.2.2. Seja R um anel. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) Todo R-mddulo é semissimples.

(i) R é um anel semissimples.
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(1)) R € a soma direta de wm nimero finito de ideais minimais d esquerda.

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que todo R-médulo seja semissimples. Em
particular, gk R é semissimples. Logo, pela definicao de anel semissimples, R é um

anel semissimples.

(ii) = (iii) Suponha R um anel semissimples. Pelo Teorema 2.2.1 segue g R uma
soma direta de submddulos simples e, como seus submodulos sao ideais a esquerda
de R, entdao R = P;crL;, com L; um ideal a esquerda de R, para todo i € I.
Como L; é simples, entao L; ndao possui ideais proprios, logo é minimal, para todo
1 € 1. Deste modo, R ¢ a soma direta de ideais minimais a esquerda de R. Resta
provar que esta soma é finita. Note que 1 € R, assim, podemos escrevé-lo como
I = +xy,+...+x;, comr; € L;; el <j<n.Dai, dado r € R arbitréario, temos
r=rl=rx, +re,+...+rx,, comry;, € L;; el <j<n. LogoRC @?:lLij.
Além disso, temos @?ZlLi]. C DjerL;. Portanto, R = @?zle'j-

(ili) = (ii) Suponha R uma soma direta de ideais minimais a esquerda. Pelo Teorema

2.2.1, R é semissimples.

(ii) = (i) Seja M um R-moddulo. Pela Proposicao 2.2.2, existe um R-moédulo livre F
e um epimorfismo ¢ : F' — ¢(F) tal que M = ¢(F). Dali, existe uma base {a;}cs
de F sobre R. Da Definicao 2.2.11, F' = ®;crRa;. Como F' é livre, pela Proposicao
2.2.1, F é isomorfo a uma soma direta de cépias de R, ou seja, F = ®;e;Ra; = RW,
logo cada Ra; = R é semissimples e, pelo Teorema 2.2.1, F' é semissimples. Pelo
Corolario 2.2.1, temos F'/Kerg um quociente semissimples, mais ainda, F//Kery é
a soma direta de submoédulos simples. Como M = F'/Kerp (Pelo 1° Teorema dos
Isomorfismos), entdo M é, também, a soma direta de submddulos simples. Portanto,

M é semissimples.

Exemplo 2.2.2. Seja M, (D) o anel completo das matrizes n x n sobre um corpo de

divisdao D. Vamos mostrar que este ¢ um anel semisimples. De fato, considere

DO -0 00 - D
le 7~--7Ln:

E facil ver que L;,1 < i < n, é um ideal minimal & esquerda de M, (D) e que M, (D) =
L@ Ly® - ® L, Logo, M, (D) é semisimples.
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Teorema 2.2.3. Seja R um anel. Entao R ¢ semissimples se, e somente se, todo ideal a

esquerda L de R € da forma L = Re, em que e € R é um idempotente.

Demonstracdo. Seja R um anel semissimples e L um ideal a esquerda de R. Dai existe
L' ideal & esquerda de R tal que R = L ® L'. Como 1 € R, podemos escrevé-lo como
l=2+y comz € Leyc L. Assim,z =2l = 2(x+y) = 2° + zy. Deste modo,
vy = v — 2%, logo xy € L. Além disso, y € L' e x € R implica em xy € L. Como
R=La® L, segue LN L = {0} e, consequentemente, 0 = vy = 2 — 2°. Logo z* = x, isto

é, x ¢ um idempotente de R. Resta provar que L = Rx.

Dado a € L, temos a = al = a(x + y) = ax + ay. Dai, ay = a — ax € L, além
disso, ay € L. Deste modo, ay € LN L' = {0} e isso implica em 0 = ay = a — ax. Assim,
a = ax € Rx, logo L € Rx. Segue, da hipotese, Rxr C L. Portanto L = Rz, com x um
idempotente de R.

Reciprocamente, assuma que todo ideal a esquerda L de R seja gerado por um
idempotente de R. Por hipétese L = Re, para cada ideal L C R e e € R um idempotente.
Seja 1 —e € R, temos (1 —e)? = 1 — e, ou seja, 1 — e é um idempotente de R. Dali,
L' = R(1 — e) é um ideal & esquerda de R.

Note que, para todo = € R, temos * = x + xe — xe = ze + (1 — €), logo
R = Re+ R(1 —e). Tome z € ReN R(1 —¢). Temos z = re + s(1 —e), com r,s € R.

Assim, ze = ree = 7e*> = re = x e ve = s(1 — e)e = se — se® = 0. Logo v = ze = 0,
consequentemente, Re N R(1 — e) = {0}. Portanto, R = Re® R(1 —e) = L& L', com L

um somando direto de R e, pelo Teorema 2.2.2, R é semissimples. |

Teorema 2.2.4. Seja R = ®'_,L; uma decomposicio de um anel semissimples como
soma direta de ideais d esquerda minimais. Entdao existe uma familia {e1,es,... e} de

elementos de R tais que

(i) e; # 0 é um elemento idempotente para 1 < i < t.
(ii) Se i # j, entdo e;e; = 0.
(1)) 1 =e1+es+ ...+ e

(iv) e; nao pode ser escrito como e; = € + €., em que €, e €; sio idempotentes tais que
eiel £0eeel =0, com1<i<t.

2

Demonstragio. Seja R = ®!_,L; uma decomposicio de um anel semissimples como soma

direta de ideais a esquerda minimais. Escreva 1 = e; + ey + ...+ ¢, com e; € L;, para
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1 <4 <t. Temos

ei:eil = ei(€1+€2+...—|—€i+...—|—€t)
= eiel—|—eieg+...+ef+...+eiet
= el teflerteat...+ei e +...+er),

para todo i = 1,2,...,t. Assim,
eier+est...+ei1teq1+...+e)=e—el €Ly,

para todoi =1,2,...,t. Como e;(e; +es+...+ e 1+e€1+...+e)EL1d...EL 1B
Lin®...®L,entdoe; —e2 € LiN (L1 ®...® Liy ® Liyy ® ... D L,). Por hipbtese
Lin(Li®.. L1 ® Ly ®...0 L) = {0}, assim ¢; — e = 0, logo e; = €7, para todo
1=1,2,...,t, ou seja, e; é um idempotente de R, para todo ¢ =1,2,...,t. Desta forma,
e; :e?—kei(el+62+...+ei_1+6i+1+...+et) implica em e;e; = 0, para 1 <14,j <.

Isto prova os itens (i), (i) e ().

Por hipétese e pelo Teorema 2.2.3, temos L; = Re;, para cada ¢ = 1,2...,t.
Suponha que existam idempotentes €, e e/ de R tais que e; = €, + €/ e eiel = 0. Dali,
Re e Re] sao ideais minimais & esquerda de R. Deste modo, L, = Re; = Re; + Re;. Se
e; € Re, N Re/, entdo e; = re}, = se/, para r,s € R. Assim, e;e} = rele, = r(e))? =re, = ¢;
e ee, = sele; = 0, logo e; = e;e; = 0, donde Re, N Re! = {0} e, consequentemente,
L; = Re; & Re!, com Re, Re! # (0), o que contradiz a minimalidade de L;, para cada

i=1,2,...,t Isto prova o item (iv).

Reciprocamente, suponha que exista uma familia {e1, ey, ..., e} de idempotentes
de R satisfazendo os itens (i), (i), (4ii) e (iv). Mostremos que R = ®'_, L; ¢ uma decom-
posi¢ao de um anel semissimples como uma soma direta de ideais minimais a esquerda de
R. Primeiramente suponha, para todo 1 < i < t, que L; nao seja um ideal minimal. Desta
forma, existe J; ideal de R tal que J; C L;, para 1 <1 < t. Como rR é semissimples e L;
¢ um submoédulo de zrR, para todo 1 < i < t, segue do Teorema 2.2.2, L; semissimples,
para todo 1 < i < t. Dai, existe J! ideal de L; tal que L; = J; & J.. Reproduzindo os
passos da primeira parte da demonstragao do Teorema 2.2.3, conclui-se e; = e} + ¢/, com

ron

tais que €}, e # 0 e eie] =0, contradizendo o item (iv). Logo L; = Re;, para cada

1)

1 <i<t, e éum ideal minimal. Do item (i7i), da mesma forma como feito no Teorema,
2.2.2, temos R = L1 + Lo + ... 4+ L;. Resta provar que esta soma ¢é direta. Para tanto,
tome z € L; N () L;). Dai,

JF#i
r =T;€ = erej = T = T;€; = T;€;€; = erejei =0.
#i J#i
Logo L; N (D> L;) = {0}. Portanto R = &;_,L;. |

J#i
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Definigao 2.2.16. Seja R um anel. Uma familia de idempotentes {ey, es,...,e;} satis-
fazendo as condigoes (1), (ii) e (i7i) do Teorema 2.2.4 é chamada familia completa de
idempotentes ortogonais. Um idempotente satisfazendo as condigdes anteriores e a

condi¢ao (iv) do mesmo teorema é chamado idempotente primitivo.

Lema 2.2.1. Sejam L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R e M um

R-mddulo simples. Entao LM # (0) se, e somente se, L = M como R-mddulos; neste

caso LM = M.

Proposicao 2.2.3. Seja R = ®'_,L; uma decomposicio de um anel semissimples R como
soma direta de ideais minimais a esquerda. Entdao todo R-mddulo simples é isomorfo a um

dos ideais L; dados na decomposigdo.

2.3 O TEOREMA DE WEDDERBURN-ARTIN

Um dos principais resultados que servem de base para a teoria dos codigos de
grupo é o Teorema de Wedderburn-Artin. Veremos ao longo desta dissertacao que este
teorema pode ser considerado um ponto de intersecao entre as diferentes teorias empregadas
na determinacao de cédigos de p-grupo, tornando-o uma peca fundamental na construcao

de pontes entre tais teorias.

Lema 2.3.1. Seja L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R. Entdo a

soma de todos os ideais a esquerda de R isomorfos a L é um ideal bilateral de R.

Demonstragio. Defina a soma A = Z J, em que cada J é um ideal & esquerda de R.
J=L
Como a soma de ideais a esquerda é também um ideal & esquerda, entdao A é um ideal &

esquerda de R. Resta provar que A é também um ideal a direita de R. Pelo Teorema 2.2.2

podemos escrever R = ®!_, L;, com L; um ideal minimal a esquerda, para cada 1 <i < ¢.
t

Assim, AR = Z JR = Z ZJLu donde JL; = (0) ou JL; = L;. Pelo Lema 2.2.1, a

J=L J=Li=1
ultima igualdade ocorre se, e somente se, J = L;. Dai, L; = L implica em L; C A, assim

t
AR=> > JL; C A, logo A ¢é também um ideal & direita de R. Portanto, A =Y J ¢
J=Li=1 J=L
um ideal bilateral de R. |
Lema 2.3.2. Seja I um ideal bilateral de um anel semissimples contendo um ideal minimal

a esquerda L. Entdo I contém todos os ideais a esquerda isomorfos a L.

Proposicao 2.3.1. Sejam L um ideal minimal a esquerda de um anel semissimples R e
B a soma direta de todos os ideais a esquerda de R isomorfos a L. Entao B é um ideal

minimal bilateral de R.
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Demonstragao. Por hipotese e pelo Lema 2.3.1, B é um ideal bilateral de R. Mostremos
que B é minimal. Sejam B; um ideal bilateral de R contido em B e L; um ideal minimal
a esquerda de R contido em B;. Suponha L; 2 L. Temos, pelo Lema 2.2.1, L;L = (0),
assim L;J = (0), para todo J = L, consequentemente, L1 B = (0). Como L; C B, segue
LiL; = (0). Por outro lado, o fato de L; ser um ideal minimal & esquerda de R implica,

pelo Teorema 2.2.3, na existéncia de um elemento idempotente de R em Ly, contradizendo
Ly =(0), logo By # (0) e L; = L.

Agora observe que Ly C Bj implica, pelo Lema 2.3.2, que B; contém todos os

ideais a esquerda de R. Logo By D Z J = B. Portanto B ¢é minimal. [ |
J=L

Dada a decomposicao de R como soma direta de ideais minimais a esquerda,
podemos reagrupar os ideais minimais dessa soma de modo a obter classes de isomorfismos

desses ideais, ou seja,

R — Ll@@Lt
= (Ln®.. &Ly )& Lan®... 5 Lyy)d.. 8 (L1 & ... Ly,), (2.6)

comry+re+...+7r, =t em que Ly, = Ly, e LiypyLj, = (0) se i # j, de acordo com
o Lema 2.2.1. Além disso, da Proposicao 2.2.3, todo ideal minimal a esquerda de R é

isomorfo a algum dos ideais de R dados na decomposigao (2.6).

Teorema 2.3.1. Com a notacdo acima, seja A; a soma de todos os ideais a esquerda de

R isomorfos a L;;, com 1 <1 <s. Entdo:

(i) cada A; € um ideal minimal bilateral de R.

(1ii) R = &;_A; como anéis, em que s é o numero de classes de isomorfismos de ideais

minimais a esquerda de R.

Demonstragio. (i) Da observagao acima, L;;, 1 <i < s, é um ideal minimal de R. Logo,

pela Proposicao 2.3.1, A; é um ideal minimal bilateral de R, para todo 1 < i < s.

(ii) Escreva R= (L11@®...®L1,)® (L @ ... B Lop) & ... 8 (L1 ®...® Ly,) como na
observacao anterior. Dado z € R, temos x = 11+ ...+ 21, +To1 + ...+ 2o, +... +
Ts1+ ...+ Tg,, comx;; € Lij, paral <i<sel < j<t Tomey =x;+...4+ 2,
com 1 <i¢<s. Como Ly +...+ L;, CA;, entdoy; € A;, paracadal <i<s, e
T=y1+ys+...+ys. Logo R=Ai+As+...+A4,= > Ji+...+ > J, Dai

J

1=L11 Js=Ls1
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AzA]:(Z le J])ComoszCAZ,lgkgr,, LJhCAJ,lghST]
Ji=Li1 Ji=Lj
e J; = Ly, J; = Lj, entao Ly L, = (0) implica em J;J; = (0) para todo i # j.

Portanto, A;A; = (0) se i # j.
(iii) Suponha que exista @ = y1 + 42 + ... +ys € A4;[|D_A;. Dai, y; € A; e y; € Aj,
i
para todo i # j. Assim, y; = xj + ... + Ty, € Lj1 @ ... @ Ly, e, consequentemente,
Tig € Lig N Ljp, 1 <k <r;, 1<h<r;. Como L,N L, ={0}, para todo n # m e
1 <n,m <t entao Ly N L;, = {0}, para todo ¢ # j. Logo z;, = 0 se i # j, e dai

y; = 0, para todo 1 <17 < s. Portanto, x = 0 e a soma ¢ direta.

[
Definicao 2.3.1. Um anel R ¢ dito simples se seus tnicos ideais bilaterais sao (0) e R.

Proposicao 2.3.2. Seja D um anel de divisio e seja n um inteiro positivo. Entao o anel

de matrizes completo M, (D) ndao contém ideais préprios.

Pela Proposicao 2.3.2 e a Definigao 2.3.1, M, (D) é um anel simples.

Corolario 2.3.1. Os ideais A;, com 1 < i < s, definidos no Teorema 2.3.1 sdo anéis

stmples.

Observagao 2.3.1. Os ideais bilaterais construidos no Teorema 2.3.1 determinam com-

pletamente todos os ideais bilaterais de R.

Proposicao 2.3.3. Seja R = ®;_,; A; uma decomposicao de um anel semissimples R como

soma direta de ideais minimais bilaterais. Entao

(i) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito da forma

I:Azl@@Aztu COmlSilg...SitSS.

(i) Se R = @&]_, B; é uma outra decomposi¢io de R como soma direta de ideais minimais

bilaterais, entdo s = r e, com um ajuste nos indices, A; = B;, para todo 1.

Demonstragio. (i) Seja I um ideal bilateral de R. Temos [ C R = A; @ ...® A, assim
I=(ANDHa...®(AsNI). Como A; é minimal e A;N] é um ideal de A;, para cada
1<i<s,entdao A;NI1=(0)ouAd;,NI=A; Logo, I =(0)oul=A4;,d...0 Ay

(ii) Por hipétese R = A1 @ ... ® As. Dai, B1 & ...® B, = A1 & ... ® A, para todo
1 <j <r.Assim, temos B; = B;NA; @& ... ® B; N A;. A; ¢ minimal, para todo
1 < i < s, easoma é direta, logo B; N A; = (0) ou B; N A, = A;, para cada
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1<j<rel<i<s Como B;também é minimal e soma ¢ direta, entao, para
cada 1 <j <r, BjNA; = Bj, para algum 1 <i < s, e B; N A, = (0), para todo
k # 1. Logo, para cada 1 < j <r, temos B; = A;, para algum 1 <17 < 5. Portanto

r = s e, reorganizando os indices, temos A; = B;, para cada 1 <1 < s.

Definicao 2.3.2. Os ideais minimais bilaterais de um anel semissimples R sdo chamados

componentes simples de R.

Definicao 2.3.3. O conjunto
Z(R):={re€R; re =uxr, Yz € R}
é chamado centro de R e seus elementos sao ditos centrais.

Teorema 2.3.2. Seja R = ®;_,;A; uma decomposicao de um anel semissimples de R
como soma direta de ideais minimais bilaterais. Entao existe uma familia {ey, ..., es} de

elementos de R tais que:

(i) e; # 0 é um idempotente central, para 1 <i < s.
(ii) Se i # j, entdo e;e; = 0.
(1)) 1 =e1+ ...+ es.

(iv) e; nao pode ser escrito como e; = € + €., em que €, e € sio idempotentes tais que
/ " 1 n .
e e, #0eee;, =0,1<7<s.

[RE) 7

Demonstracdo. A demonstragao deste resultado é idéntica a do Teorema 2.2.4, exceto pelo
fato de termos que provar que os idempotentes sao centrais, ou seja, pertencem ao centro
de R. Para tanto, tome x € R. Temos, por (iii), © = xe; + ... + e = e1x + ... + ex.

Como A; é um ideal bilateral, para todo 1 <17 < s, e os idempotentes sdo ortogonais, entao

xe; = emwe;+ (x4 ... +e 1x+e x4 ... +esx)e;
2
= extelar+...+e1x+ex+ ... +esx)
= ert+eer+ ... +ee 1+ ...+ €€ _1T + €6 1T+ ...+ €ex

= e;x, para todo 1 <i <s.
Portanto, os idempotentes e;, para 1 <1 < s, sdo centrais. [ |

Definigao 2.3.4. Os elementos {ey, ..., es} do Teorema 2.3.2 sdo chamados idempotentes

centrais primitivos de R.
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Teorema 2.3.3 (Teorema de Wedderburn-Artin). Um anel R é semissimples se, e somente

se, € isomorfo a uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis de divisdo:

R M, (D)®...® M, (D).

2.4 ANEIS DE POLINOMIOS

Nesta secao apresentamos alguns resultados da teoria de anéis de polindmios que

utilizaremos nos préximos capitulos. A principal referéncia base desta segao é [13].

Seja [F, um corpo finito. Ao longo de todo o texto, denotamos por F,[z] o anel
de polinémios sobre o corpo F,. Em alguns momentos omitimos a indeterminada de um

polinémio f(x) em F,[z] e o denotamos apenas por f, a fim de nao sobrecarregar a notagao.

Teorema 2.4.1. Todo ideal de F,[z] é principal, ou seja, é da forma I = (g(z)), com
g(z) € Fy[].

Demonstragdo. Seja I um ideal de Fy[x]. Se I = {0}, entdo I = (0). Se I # {0}, considere
g(z) € I nao nulo, de modo que g(x) tenha o menor grau possivel em I, (o que é possivel,
pois o conjunto formado pelos graus dos polindémios de I é nao vazio, logo, pelo principio

da boa ordenacdo, I possui um menor elemento), assim, (g(x)) C I.

Seja f(x) € I. Pelo algoritmo da divisao polinomial, existem tnicos ¢(x),r(z) €

[F,[z], tais que

f@) = g(x)q(x) +r(x), comr(r) =0 ou I(r(x)) <d(g(z)).

Entao
r(z) = f(x) + g(z)(—q(x)) € I.
Se r(z) # 0, entdo terfamos um polinémio de / com grau menor do que o grau de g(x),

contradizendo a minimalidade do grau de g(z). Logo, r(z) = 0 e f(z) = g(z)q(z) € (g(x)),
donde segue I C (g(z)). Portanto, I = (g(z)). [

Corolério 2.4.1. Seja I # {0} um ideal de F,[z]. Entdo existe um unico polinémio méonico

g(x) em I (de grau minimo) tal que I = (g(x)).

Demonstragio. Desde que I # {0}, segue, do Teorema 2.4.1, I = (f(x)), com f(x) € F,[z].
Como todo polindmio é associado a apenas um tnico polinémio moénico, existem tinicos
g(x) € Fylz] e a € Fy, com g(x) monico, tais que f(z) = ag(z). Logo, (f(z)) C (g()).

Por outro lado, temos

9(z) = a " f(z) <= g(x) € (f(2)) <= (9(x)) C (f(2)).
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Portanto I = (g(x)) = (f(x)). |

Seja o anel quociente

Fq[x]—ﬁ'rx x], com r(z) =0, ou d(r(z n
<p(x)>—{(), (z) € Fla], (z) =0, oud(r(z)) <n}, (2.7)
em que r(x) = {r(z) + t(z)p(x); t(z) € Fy[z]} denota a classe de () em i‘z[;% Neste
anel quociente, a adicao e a multiplicagao sao dados por
f(x) +9(z) = f(z) + g(2);
f(z) - g(x) = f(z) - g(z),
ra todos f(z), ¢(z) Fy|] ém disso, dados e f(z) Fy|] emos
para todos f(z), g(x) € (p(x)>'Al disso, dados A € F, e f(x) € (p(x))’t
Fylz] Fylz]

. Com essas operacoes, é um espago vetorial de dimensao

M(x)= M(x) € (p(x)) (p(x))

n = 0(p(z)) sobre o corpo F,, sendo {1, z,..., 271} uma base para este espago vetorial.

Observacgao 2.4.1. Se (), r2(z) € Fy[z], com (r1(x)) < n e d(r2(z)) < n, sdo tais que

r1(x) # ro(x), entdo r1(z) # ra(x). De fato, suponha (por contradigao) ri(x) = ro(z), com

r1(z) # ra(x). Temos

o que é uma contradigao. Logo ri(x) = ro(z).

Seja I, um corpo finito. Definimos o anel R,, por

Fy[z]

anm.

(2.8)

Pelas Observacao 2.4.1, o anel quociente R,, é um espaco vetorial de dimensao

n = d(p(z)) sobre o corpo F,, sendo {1,Z,...,z""1} uma base de R,.

Teorema 2.4.2. Todo ideal de R, é da forma I = (f(x)), em que f(x) é um divisor de
p(x).

Demonstragdo. Seja I um ideal de R,,. Defina o conjunto

J ={g(z) € Fylz]; g(x) € I}.
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Temos p(z) € I, logo J é um conjunto nao-vazio por defini¢do. Sejam g, (z), g2(z) € J,

mostremos que ¢1(x) — g2(x) € J. De fato, temos

91(z), g2(x) € J <= g(x), go(z) € I.

Logo,

91(x) — go(x) = g1 (z) — go() € I,

consequentemente, g, () — go(z) € J.

Mostremos agora que, para g(x) € J e h(z) € F,lz], temos g(z)h(z) € J. Com

efeito,

g(x) € J, h(z) € Fylz]

Portanto, J é um ideal de F,[x].

Falta mostrarmos que I é um ideal principal. Pelo Teorema 2.4.1, existe f(z) €
I, [z] tal que J = (f(x)). Como p(x) € J, existe q(z) € F,[z] tal que p(z) = f(z)q(z).
Além disso, J = (f(z)) implica em g(x) = h(z)f(z) = f(z)h(z). Logo,

1= {T@h(@); hiz) € Ru} = (7)),

como queriamos. [ |

Suponha mdc(n,q) = 1 e seja 2™ — 1 = fifs--- fi a decomposicao de z" — 1
como um produto de polindmios ménicos irredutiveis em F,[z]. Como mdc(n,q) =1, o
polindémio 2™ — 1 é separavel sobre [F, e temos f; # f;, se @ # j. Ao longo de toda esta
se¢ao, os polinémios denotados por f;, para 1 < i < t, sao os polindmio irredutiveis dados

na decomposicao de " — 1 sobre F,.

Teorema 2.4.3. Seja I = {g(x)) um ideal de R,, com g(x) um divisor de z" — 1, e seja

hlw) = i@)l

. Entao g(z) e h(z) sdao coprimos e existem r(x), s(x) em F,[z] tais que

r(z)g(x) + s(x)h(x) = 1.

Além disso, e(z) = r(z)g(x) e temos {e(x)) = Rue(z) e e(x)2 = e(z), donde c(z) e(r) =

(), para todo c(x) € Ry, isto €, todo ideal I de R, ¢ gerado por um idempotente e(x)
que ¢ a identidade de I.
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Demonstragio. Seja I = (g) em R,. Dai, g(z) | (2" — 1) e, consequentemente, g(x) =

T () 3" () ... f{"(x), com mj =0 oum; =1, para 1 <j <t Seja h=———. Temos

mdc(g(z), h(x)) = 1. Dessa forma, existem r(x), s(z) € F,[x] tais que

r(z)g(x) + s(x)h(x) =1 em F,[z].

Considere e(z) = r(x)g(z). Entao,

r(z)g(x)[r(z)g(x) + s(x)h(z)] = r(z)g(z) e(x)? +r(z)s(z)g(z)h(x) = e(x)
— e(2)? +r(x)s(z) (2" — 1) = e(z)
e(2)? = e(z) em R,

g(@)r(z)g(z) + s(z)(z" — 1) = g(z) = g(x)r(x)g(x) = g(z)
— g(w)e(z) = g(x)
= g(2) € Rue(z) = (e(2))
= {g(2)) C (e(2)).

Como e(x) = r(z)g(x), entdo (e(x)) C (g(x)). Logo, I = {g(z)) = (e(x)). Além disso, dado

c(r) € (e@temos c(x)e(x):a(x)e(w)Q = a(x)c(z), para todo ¢(x) € I. Em razao disso,
se existir f(z) € R, tal que (f(z)) = I, entdo e(z) = f(z)e(x) = f(x). Logo, e(z) € R, e

é tinico. Portanto, e(z) é a identidade em I. |

Teorema 2.4.4. Se e(z) € R, ¢ tal que e(z )2 =e(x) e I = (e(x)), entdo I é gerado por
g(r) € Ry, tal que

g(x) = mdec(e(z), 2™ — 1). (2.9)
Demonstragio. Pelo Teorema 2.4.3, temos z" — 1 = h(x)g(x) e e(z) = r(x)g(x), com h(x)
e g(x) primos entre si. Logo, mdc(r(x)g(x), h(x)g(z)) = mde(e(x), 2™ — 1) = g(x). |

Proposicao 2.4.1. O ideal N; = (fi(x)) é um ideal mazimal de R, para cada 1 <i <t.

Demonstragio. Suponha que exista um ideal J = (g(x)) de R, contendo N; = (fi(x)),

para cada 1 <i < t. Como N; C J, temos f;(z) € (g(z)), assim, existe s(x) € R, tal que

fi(z) = s(x)g(x) = filz) = s(x)g(z) € (" = 1)
— 2" = 1| [fi(z) - s(zx)g(z)]
g(z) = t(z)(z" — 1); com t(z) € F,[z]
=1
g(x)

+s(x)
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= ¢g(x) | fi(z) em F,[x].

Como fi(x) é irredutivel em F [z], entdo g(x) = 1 ou g(x) = fi(z). Logo, J = R,, ou

J = N; e, portanto, N; é maximal. [
Proposicao 2.4.2. O ideal M; gerado pela classe modulo " — 1 do polinomio ﬁ(x) =
"—1
v ¢ um ideal minimal de R, para 1 <1 < t.
fiz)

Demonstragio. Seja J um ideal de R,, gerado pelo elemento g(z) tal que 0 C J C M;.
Como g(z) | (" — 1), entdo g(x) = fi" (z) 3" (x) ... f{"(x), com m; = 0 ou m; = 1, para

1 < j < t. Além disso, J C M, implica em g(z) € M; = (f;(x)), assim, existe k(z) € F,[z]
tal que

_— _— o~

g(x) = k(@) fi(x) = g(z) — k(@) fi(z) € (z" = 1)
— 2" — 1] [g(x) — k(z) fi(2)]
= g(z) = k(@) fi(x) = c(z)(@" = 1); c(x) € Fy[a]
= g(z) = fil2) [e(2) fi(x) + k(2)]
—> fi(x) | g(x) em F,[z]
= fj(x) | g(z), para todo j # i.

Logo, g(z) = fi(z)fa(z) ... fi"(x)... fi(x), com m; = 0 ou m; = 1. Se m; = 0, entao
g(z) = fi(z), donde segue J = M;. Se m; = 1, entdo g(z) = 2" — 1, donde segue J = (0).

Portanto, M; é minimal. [ |

N n_1q
Sejam M; = (f;) um ideal minimal de R,, e h;(z) = xA( 3 Pelo Teorema 2.4.3,
A\

existem polindmios 7;(z) e s;(x), tais que ri(x) fi(z) + si(x) f;(x) = 1 e &(x); = fz(x)?z é

—

um idempotente primitivo em R,,, para 1 <1 < t.

Fy[]

——— . Enta
o — 1) ntao

Teorema 2.4.5. Seja R,, o anel quociente

Ro=Mid&MyP--- D M,,

com M; um ideal minimal de R, para 1 <1 < t.

Demonstragdo. Considere os polindmios ﬁ», com 1 < ¢ <t, definidos na Proposicao 2.4.2.
Temos mdc(fl, far ... ,ﬁ) = 1, assim, pelo algoritmo de Euclides, existem r{,ry,...,r; €
F,[z], tais que

L=rfi+rafot o +r.f
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Logo, para todo elemento, nao nulo, u pertencente a I [z], temos
u:ur1ﬁ+u7‘2ﬁ+---+u7"t]?t
Tomando classes modulo z" — 1, segue
U= ULy + Wafo + -+ WS, € My + My + -+ M,

Portanto, R,, é soma dos ideais minimais M;, para 1 <i <.

Seja v € F,[z], de modo que v € M; N (ZMJ) Como v € M, temos v =

i#5
vifi + (2" — 1), para algum v; € F,[z]. Dessa forma, existe ¢; € F,[z], tal que v =
. . 7
vifi + i (" — 1) = fj(vif
J

De modo similar ao caso anterior, segue f; | v, para todo i # j. Logo, f; | v, para todo

+ api?;), para todo j # 4, donde segue f; | v, para todo j # i.

1 < <'t, consequentemente, (z" — 1) | v e isso implica em v = 0.

Portanto, R,, é soma direta de ideais minimais M;, para 1 < i <. [ |

O Corolario a seguir é uma consequéncia imediata dos Teorema 2.2.2 e 2.4.5
Corolario 2.4.2. R,, é um anel semisimples.

Corolario 2.4.3. Seja t um inteiro positivo. Sejam {iq, ..., 15}, {j1,.-.,Je—s} wma parti-

cao do anel Zy. Entao o ideal gerado por

" —1
' i L
é
t—s
@ Mjk
k=1

e o idempotente gerador deste ideal é
ejl ++e]f—§ = 1_(611 +...+€'L's)'
Proposigao 2.4.3. Seja n; = 0 (f;). Entao

Fqlz] ~T
()

M; =
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3 ANEIS DE GRUPO

Neste capitulo, introduzimos o conceito de algebras de grupo e alguns resultados
dessa estrutura que serao bastante utilizados ao longo desta dissertacao. Esse estudo foi
baseado, principalmente, em [21]. Para maiores detalhes e demonstragoes de resultados

que optamos por omitir aqui, sugerimos as referéncias , [1], [17] e [21].

3.1 CONCEITOS BASICOS

Seja G um grupo finito e R um anel. Denotamos por RG o conjunto de todas as

combinagoes lineares formais

a= Zagg,

geG
em que a, € R e a, = 0, para quase todo a, € R, ou seja, apenas um numero finito de

coeficientes é diferente de zero em cada uma dessas somas. Quando conveniente, também

podemos escrever « na forma:

a=> a(g)g.

geG

Sejam a = Z agg, B= Z Bg9 € RG e c € F, definimos as operacoes de adigao

geG geG
e multiplicacao em RG como segue
+: RGx RG — RG -1 RGxRG — RG
(aaﬁ) = Oé—"ﬂ (O{,B) = Cl{'ﬁ,
por
atf o= Y(ag+B)g B = D D (abu)gh (3.1)
9€G g,h€G g,heG

Além disso, definimos a multiplicacdo de um elemento de RG por um escalar de R da
seguinte maneira

x: Rx RG — RG

(cca) = cxa=ca=> (cay)g.
geG

(3.2)

Para um elemento arbitrario a = Z agg em RG, definimos o suporte de « pelo
geG
conjunto dos elementos de G que aparecem efetivamente na expressao de «, ou seja,

supp(e) = {g € G : a, # 0}.

Pela definicao que demos para o elemento o de RG, dados a = Z agg e 8 =
geG
Z byg € RG, temos o = 3 se, e somente se, a, = by, para todo g € G.
geG
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Definicao 3.1.1. O conjunto RG, com as operagoes definidas em (3.1) e (3.2), é chamado
anel de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo, RG também é chamado

algebra de grupo de G sobre R.

A fun¢do i : G — RG definida por i(z) = ) _ a(g)g, em que a(z) =1 e a(g) =0
geG
se g # x, é injetora. Assim, a restricao i : G — i(G) nos d& um isomorfismo de grupos

multiplicativos. Deste modo, RG é um moddulo livre e G é uma base para RG sobre R.

Proposicao 3.1.1. Sejam R um anel comutativo e G, H grupos. Entio R(G x H) =
(RG)H (o0 anel de grupo de H sobre o anel RG).

Proposicao 3.1.2. Sejam {R;},.; uma familia de anéis e R = @ic;R;. Entdo, para
qualquer grupo G, RG = ®;c1R;G.

Proposigao 3.1.3. Sejam G = (a) um grupo ciclico de ordem n e F um corpo finito. Todo
ideal de FG € da forma FGf(a), em que f(x) é um divisor de " — 1.

3.2 SEMISSIMPLICIDADE DE ANEIS DE GRUPOS

O Teorema 2.3.2 estabelece condigoes necessarias e suficientes para que uma
familia de elementos {ey, ..., es} de um anel semissimples R seja composta de idempotentes
primitivos. Em [21, Sec¢do 3.3|, sdo determinadas condi¢oes sobre R e G que permitem
decompor RG como soma direta de certos subanéis. Em particular, sao determinadas
condicoes para que RG seja um anel semissimples e, consequentemente, possa ser escrito
como soma direta de ideais minimais, conforme o Teorema 2.3.2. Além disso, é feita uma
descri¢ao do centro de uma algebra de grupo, a fim de determinar a estrutura de uma
algebra de grupo semissimples. Para essas algebras, é determinado o niimero de todas
as componentes simples, o que possibilita determinar sua estrutura a partir de exemplos

concretos em [21, Secao 3.6].

Nesta dissertacao, vamos nos restringir a enunciar e discutir os principais resultados
e defini¢oes aqui utilizados. Alguns destes resultados sdo demonstrados aqui; aqueles cuja

demonstracao é omitida, podem ser encontrados demonstrados na referéncia supracitada.

Definicao 3.2.1. A aplica¢ao ¢ : RG — R dada por

geG geG

e (Z a(g)g) =>_alg)

é¢ um homomorfismo de anéis chamado funcao de aumento de RG e seu nucleo, que

denotamos por A(G), é dito ideal de aumento de RG.
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Seja H um subgrupo normal em G e seja w : G — G/H o epimorfismo canonico.
Podemos definir um homomorfismo ¢y : RG — R(G/H) por

en (Z a(g)g) = > alg)w(g).
geG geG

Com as notagoes acima denotamos Ker (eg) por A(G, H).

Teorema 3.2.1. (Maschke) Seja G um grupo. Entdo o anel de grupo RG é semissimples

se, e somente se, as sequintes condicoes sao vdlidas:

(i) R é um anel semissimples.
(ii) G é finito.
(7ii) |G| € invertivel em R.

Corolario 3.2.1. Seja G um grupo finito e F um corpo. Entio FG é semisimples se, e

somente se, car(F) 1 |G]|.

A fim de obter mais informagdes sobre a estrutura das algebras de grupo, podemos

enunciar o Teorema de Wedderburn-Artin como segue:

Teorema 3.2.2. Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que car (F) 1 |G|. Entdo:

(1) FG € uma soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais {B;},.,.,, as com-

ponentes simples de FG. Cada B; € um anel simples.

(7i) Qualquer ideal bilateral de FG é uma soma direta de alguns dos membros da familia
{Bi}1<icr

(iii) Cada componente simples B; € isomorfa a um anel de matrizes completo da forma
M,, (D;), em que D; é um anel de divisao contendo uma copia de F em seu centro,

e o isomorfismo

¢ T
FG = @ M, (D;)

i=1
¢ um isomorfismo de F-dlgebras.
(iv) Em cada matriz M, (D;), o conjunto
ry O 0
I, = 72 0 -0 L, Lo, Ty, € Dy p = DY



Capitulo 3. Anéis de grupo 40

¢ um ideal minimal d esquerda isomorfo ao D;-médulo D).

Dado = € FG, consideramos ¢(z) = (a1, ,a,) € @ M,, (D;) e definimos o
i=1

produto de x por um elemento m; € I, por xm; = am;i. Com esta definicao, I;

torna-se um FG-maodulo simples.
(v) I; £ 1;, sei#j.
(vi) Qualquer FG-mddulo simples é isomorfo a algum I;, para 1 <i <.
Corolario 3.2.2. Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal que

car(F) 1 |G|. Entao
FG ~ P M, (F)

=1

eni+ny—+---+n2=|G|

Demonstragio. Como car(F) 1 |G|, as hipdteses do Teorema 3.2.2 sdo satisfeitas, assim,
FG = @g:1Mni(Di)7 (33)

em que D; é um anel de divisao contendo uma cépia de F em seu centro. Dai, calculando

as dimensoes sobre F em ambos os lados da equagao (3.3), temos
G| = ni[D; : F],
i=1

donde cada anel de divisao é finitamente dimensional sobre F. Como F é um corpo

algebricamente fechado, temos D; = F, para 1 <17 < r, e o resultado segue. [

Na definicao a seguir, adotamos a definicao de classe de conjugacao de um

grupo G, conforme [21, p. 22].

Definicao 3.2.2. Sejam G um grupo, R um anel comutativo e {C;};cr o conjunto de
classes de conjugacao de GG contendo apenas um nimero finito de elementos. Para cada

indice i € I, definimos v; = C; = Z x. Esses elementos sdo chamados soma de classe

zeC;
de G sobre R.

Teorema 3.2.3. Seja G um grupo e R um anel comutativo. Entdo o conjunto {v;}ier
de todas as somas de classe de G sobre R forma uma base para Z(RG), o centro de RG,

sobre R.

Demonstracio. Dado um elemento arbitrario ¢ € G, temos ¢ ;g = Z ¢ 'zg. Como a
zeC
conjugagao por g é um automorfismo de G que fixa as somas de classe (ou seja, CY = Cj,
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para todo indice i € I), entao Z g lrg = Z y = ;. Logo, v;g = g7;, para todo g € G,
xECi yECi
isto é, v; € Z(RG), para todo i € I.

Para mostrar que esses elementos sao linearmente independentes, seja Z riv; =0
iel
uma soma finita. Podemos escrever essa equagao como Z r; Z x = 0 e, como as diferentes
el zeC;
somas de classe tém suportes disjuntos (pois classes diferentes implicam em classes

disjuntas), a independéncia linear dos elementos de G em R mostra que devemos ter

r; = 0, para todo 7 € I.

Para concluir a demonstragao, resta provar que {7, };c; ¢ um conjunto gerador

de Z(RG). Para tanto, suponha a = Y a,g € Z(RG). Afirmamos que se g € supp(a),
geG

entdo qualquer outro elemento h na classe de conjugacao de g também pertence a supp(«)

e ag = ap. De fato, se h = gz, para algum € G, como « é central, entdo a = = 'az,

ou seja,

Z g9 = Z ag:flgx.

geG geG
Logo, h € supp(«), para todo h na classe de conjugagao de g e, ao comparar o coeficiente de
h em ambos os lados dessa equagao, obtemos aj, = a4, para todo h na classe de conjugacao
de g. Como as classes de conjugacao distintas de G sao duas a duas disjuntas, entao

podemos escrever G como uniao disjunta dessas classes. Dai, para ¢ € [,

a:Zagg = Zalhl—i—Zaghg—l—...—i—Zaihi

g€G h1€Cq hoeCo h;,eC;
= alzh1+a22h2+...+aizm
h1€Cy ha€Cy hi;eC;

= a1yt a2t ...+

= Zai%-

Portanto, {v; }ie; também é um conjunto de geradores para Z(RG) e isto conclui a prova
do resultado. [ |

Proposicao 3.2.1. Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal
que car(F) 1 |G|. Entao o nimero de componentes simples de FG € igual ao nimero de

classes de conjugacao de G.

Demonstrag¢io. Pelo Teorema 3.2.3, o conjunto de todas as somas de classe de {7;}ics
de G sobre F forma uma base para Z(FG) sobre F. Como G é um grupo finito, entao o
numero de somas de classe é igual ao nimero de classes de conjugacao de G. Logo, basta

mostrar que a dimensao de Z(FG) sobre F é igual ao nimero de componentes simples de



Capitulo 3. Anéis de grupo 42

FG. Pelo Corolario 3.2.2,
FG = @], M,,(F),
dai,
Z(FG) = @i, Z(M,, (F)).

Para um anel de matrizes M, (F), é facil provar que
Z(M,(F)) ={al : a € F},

assim, Z(M,(F)) = F. Logo,
ZFG)=F®---aF.
—_—————

T vezes

Portanto, [Z(FG) : F] = r. |

Lema 3.2.1. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo de um grupo G. Se |H|

1
— Z h é um idempotente de RG. Além disso, se H <G

¢ invertivel em R, entdo H = I
| | heH

entao H ¢ central.

Demonstragao. Primeiro, provamos que H ¢é um idempotente. De fato, pelo isomorfismo

vp : H — H, definido por x — hzx,

s 1 1 1
A= (S (S W) = o SN2 S =
| ‘ heH heH | | heH heH | | heH heH
1 1
— H h=— h.
P ity P

Finalmente, se H <G, para qualquer g € G, temos ¢ ' Hg = H; portanto,

g X hg=> g 'hg= h

heH heH heH

Assim, (Z h)g = g(z h), para todo g € G, isto mostra que Z h é central em G.
heH heH heH
Portanto, H é central em G.

Proposicao 3.2.2. Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo normal do grupo G.

Se |H| ¢é invertivel em R, entdio
RG = RGH ® RG(1 - H),
como soma direta de anéis. Além disso,

RGH = R(G/H) e RG(1—H)=A(G,H).
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3.3 ALGEBRAS DE GRUPO ABELIANAS

Sejam G = {1,@, e ,a”_l}, com a" = 1, um grupo ciclico de ordem n e F um
corpo finito com ¢ elementos tal que car(F) { |G|. Defina a funcao ¢ : Flx] — FG por
o(f) = fla) € FG. Sejam f, h € F[z]. Da defini¢ao de adi¢do e multiplicagdo em FG,

segue

p(f+h) = (f+h)(a) = fla) + h(a);
o(fh) = (fh)a = f(a)h(a); para todo f,h € Fx].

Assim, ¢ é um homomorfismo de anéis. Além disso, dado a = Zaiai € FG, arbitrario,
i=0
existe f = f(z) = ap + aqz + ... + apz” € Flz], de grau n, tal que

o(f) :zn:oz,-ai =a c FG.

=0

Portanto, ¢ é um epimorfismo de anéis.

Pelo Corolario 2.4.1, existe um tnico polinémio de grau minimo f, em F[x] tal
que Ker(p) = (fo). Como a" = 1, entdo 2" — 1 € Ker(p). Seja g = Y _kz* € Flz] um
=0

.

polinémio nao nulo de grau r < n, assim, p(g) = »_k;a’ em FG. Como G é uma base
i=0

para FG sobre F, entdo {1, a,a®, ...,a"} é um conjunto linearmente independente, assim,

g(a) # 0. Logo, 2™ — 1 é o polindémio de menor grau em F[x] cuja imagem pela aplicacao
¢ se anula no elemento a em FG. Portanto, Ker(y) = (2" — 1), donde segue, pelo 1°

Teorema do Isomorfismo de anéis,

Fla
[ — 1)

25|

FG (3.4)

Seja 2" —1 = fi1fy--- f; a decomposicao de 2" — 1 como um produto de polinémios
irredutiveis em F[z]. Como, por hip6tese, car(FF) t n, esse polindmio é separavel e, portanto,
fi # f;, se i # j. Pelo Teorema Chinés dos Restos, podemos escrever:

Flz]  Flz] Fx]

FG%Gi®<m6%~@G§. (3.5)

Sob esse isomorfismo, o gerador a corresponde ao elemento

@+ (fr), -+ (i)

Fla]
e

FG=F(G)@F(Q)@® - &F (). (3.6)

Seja (; uma raiz de f;, para 1 <1¢ < t. Entao (¢i) e, consequentemente,
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Uma vez que todos os elementos (;, para 1 < ¢ < t, sdo raizes de 2" — 1, mostramos
que FG ¢é isomorfo a uma soma direta de extensoes ciclotomicas de F. Sob o isomorfismo

(3.6), o elemento a € G corresponde & n-upla ((1,Ca,...,() EF(G)BF(G)® - - dF ().

o)
Pelos Teoremas 2.1.6 € 2.1.7, ®4(z) = [[ fa,, com f4 irredutivel e de grau ¢ sobre
i=1
d
[F, para cada 1 <1 < gb(t) Assim, a decomposicao de FG pode ser reescrita na formas:
&(d) o(d)
~ e Flel o a
FG= DD T = D D F(Ca).
dn i=1 ) din =1
d
em que (4, denota uma raiz de f;,, para cada 1 < i < M Para um d fixo, todos os

elementos (4, sao raizes d-ésimas primitivas da unidade. Logo, todos os corpos da forma

d
F(4,), com1<i< ¢<t ), sao isomorfos uns aos outros e podemos assim escrever
d
din
d d
em que (g ¢ uma raiz primitiva de ordem d e %)F(Cd) denota a soma direta de ¢(t)

corpos, todos eles isomorfos a IF ((y).

Note que o fato de G ser um grupo ciclico de ordem n implica na existéncia de
um unico subgrupo de ordem d, para cada d que divide a ordem n de G. Além disso, cada
um desses subgrupos possui exatamente ¢(d) geradores, isto é, ¢(d) elementos de ordem d.
No entanto, isto nao se verifica quando G é um grupo abeliano nao ciclico, uma vez que a
unicidade de um subgrupo de ordem d em G nao é garantida. Em vista disso, passamos a
denotar a quantidade de subcorpos isomorfos a F({;) por

N4
Ad = =7 v

[F (Ca) - F]’

em que ng denota o nimero de elementos de ordem d em G.

O Teorema seguinte garante a decomposicao de FG como produto direto de aq
copias de F((y), para cada d que divide n, no caso em que G é um grupo abeliano, nao

necessariamente ciclico.

Teorema 3.3.1. (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito de ordem n, e seja F
um corpo tal que car(F) 1|G|. Entdo

FG ~ @gpnaqf(Ca),

em que Cq denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag = —————. Nesta

formula, ny denota o numero de elementos de ordem d em G.
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Demonstrac¢do. Vamos provar o resultado por inducio sobre a ordem de G. E fdcil ver que
o resultado vale para grupos de ordem menor ou igual a 3, visto que grupos dessa ordem
sao ciclicos e ja provamos o resultado para estes tipos de grupos. Assumimos como hipdtese
de inducao que o resultado vale para todos os grupos abelianos de ordem menor do que
n. Se G é ciclico, o resultado vale pelas consideragoes anteriores a este teorema. Se G é
abeliano e nao ciclico, pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, podemos
escrever G = G X H, em que H é ciclico e G; é um produto direto de grupos ciclicos,

com |G| = ny < n. Pela hipdtese de indugao, podemos escrever FG; = @ aq,F (Cqy),

di|n1
nd1

[F(Cay) - F]
pelos Teoremas 3.1.1 e 3.1.3,

que ag, = e ng, denota o nimero de elementos de ordem d; em G;. Assim,

FG = F(Gl X H) FGl (@ adl <d1 ) H= @ ale(Cdl)H. (37)

di|n1 di|n1

Como o resultado vale para grupos ciclicos, temos

@ aq, F <d1 = @ Qd, @ aq,IF Cdl Cdz)

di|n1 di|ni da||H]|

~ @ ad, @ CLd2F(Cd17<:d2)

di|ny do||H|

- @ @ adladQF(Cd17Cd2)a

dilny da||H|

nd2

[]F (Cd1 Cd2) :F (Cdl)]
Seja d = mmec (dy, da), temos F (Cq,Ca,) = F (Ca), assim,

em que ag, = e ng, denota o nimero de elementos de ordem dy em H.

FG= P aa,F(G)H= P P aaaa,F(Ca, o) = P adF(Ca),

di|n1 di|n1 da||H| d|n

com ag = Z aq,aq,, €m que a soma ¢ tomada sob todos os pares de divisores dy, ds de |G|

tais que mme (dy, dy) = d. Como [F(Ga) : F] = [F(Ca,Cay) : F(Ca)JIF(Gay) : Fl, temos

ad[F(Cd) : F] = Z Qd, [F(<d1gd2> : F(Cdl)]aﬂb[ Cdl . Z Ny My - (38>

dl,dg dl 7d2

Finalmente, por hipétese, cada elemento g € G pode ser escrito na forma g = g;h, com

91 € Gy e h € H. E facil verificar que o(g) = mme(o(g1), o(h)). Assim, na soma > ng,na,
dy,d2
cada somando representa o nimero de elementos de ordem d = mmc(dy, dy) em G, para

cada par dy, dy. Logo Z Nd,Ndy = Ng € por (3.8), concluimos
dy,ds
Nng

[F(Ca) : F] '

Qg =
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Corolario 3.3.1. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Entdo

QG = @gpaaQ(¢a) (3.9)

em que (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d, e ag o numero de subgrupos

ciclicos (ou quocientes ciclicos) de G.

Uz

[Q(¢a) : Q]

Demonstragao. Pelo Teorema 3.3.1, ag = , no qual ng é o niimero de elementos

de ordem d em G.

Pelo Teorema 2.1.7, [Q(¢4) : Q] = ¢(d), em que ¢ denota a fungao de Euler.

Observamos que o nimero de geradores de um grupo ciclico de ordem d é precisamente
n

o(d), entao —2_ ¢ o ntimero de subgrupos ciclicos de ordem d em G e, consequentemente,

¢(d)

isso também é igual ao nimero de quocientes ciclicos de G. |

3.4 IDEMPOTENTES DE FG

Considerando F um corpo finito e G um grupo ciclico finito de ordem n, vamos

agora determinar os idempotentes da algebra de grupo FG.

Por (3.4), (3.5) e a Proposicao 2.4.3,

~ _Fl]  Fla] ol o n e R
R T T © Oy TR @ e e

Portanto,
FG =3(R,) = FGH(er) @ - - & FGP(ey).

Note que ¢;(z) = r;(Z) fi(Z), donde B(e;(z)) = ri(a)f;(a). Com isso, os idempotentes de
FG sao da forma
ei(a) = ri(a) fi(a), para 1 <i<t.

Exemplo 3.4.1. Sejam F =F, e G = (a: a’ = 1) um corpo finito com 2 elementos e um
grupo ciclico de ordem 7, respectivamente. Temos
2T —1=(x-1) (2" +2°+1) (2 +2+1) sobre Fs.

———
fi(z) J2(z) f3(z)

Assim,

() Mi= (@)= @+ P+t + 28+ 22+ + 1) = (go()).

(if) My = (f2(2)) = (@7 + 2% + 22+ 1) = (9:(7)).

(i) Mz = (f3(2)) = @+ 22+ 2 + 1) = (g2(2)),
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em que cada M; é um ideal minimal em F[z]/(z" —1),i = 1,2,3. Logo, pelo Teorema

2.4.5,
Flz]

WZR72M1@M2@M3.

Pelo Teorema 2.4.3, temos

go) =2+ +at v+l e+l = ho(w) =z +1;
g@) =2+t 42 41 = () =2+ + 1
pa)=r'+22+2+1 = hy(z)=2"+2+1;
donde
ro(z)(z® + 2% + a2t + 2P + 2P+ 2+ 1) + sp(x)(x + 1) = 1;

ri(x) (@t + 2% + 22+ 1) + sy (@) (2 + 22 + 1) = 1;
ro(x)(xt + 2* +x + 1) + so(z) (2P + 2+ 1) = 1;

Para determinar r;(x) e s;(z), para i = 1,2, 3, aplicamos o algoritmo da divisao de Euclides

COomo segue:

(i) Para i =0,
Pttt 2+l = @+ )z 1) +1
go(z) + (2° + 2° + 2)ho(x) = 1.
Entdo ro(z) =1 e so(x) = 2° + 2° + 2.

(ii) Parai=1,
1=0+2*)(a*+ 23+ 22+ 1) +2°(@® + 2%+ 1).

Logo,
(1 + 2*)g1(x) + 2°hy (z) = 1,

donde segue ri(z) = 1+ 2% e sy(x) = 2°.
(iii) Para i =2,
e+l = 2@+ +1
g2(z) + zhe(z) = 1.

Entao ro(x) =1 e s1(x) = z.

Portanto, os idempotentes primitivos de FG sao

eo(a)

e1(a)
2

ex(a) =

go(a) =a® +a®+a*+a* +a*+a+1;
(1+a*)gi(a) =a®+ad° +a® +1;
g(a) =a" +a*+a+1.
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3.5 O NUMERO DE COMPONENTES SIMPLES

Vimos no Teorema 3.2.3 que o conjunto formado pelas somas de classe de G sobre
R forma uma base para o centro Z(G) de RG. Consequentemente, as componentes simples
de RG sao geradas por essas classes. Em particular, quando G é um grupo finito, vimos
na Proposicao 3.2.1 que cada componente simples de RG corresponde a uma classe de
conjugacao de G e concluimos, portanto, que o niimero de idempotentes primitivos de RG
é igual ao nimero de classes de conjugacao de G. Além disso, construimos, no Lema 3.2.1,

um idempotente de RG a partir de subgrupos G.

Os resultados que apresentamos até aqui indicam que, para encontrar os idem-
potentes primitivos de uma &lgebra de grupo FG, devemos, primeiro, determinar as
componentes simples desta algebra. Por essa razao, vamos descrever, nesta se¢ao, uma
maneira de encontrar as componentes simples de FG para o caso dos grupos abelianos,

dada em [7]. Trata-se de um célculo que usa apenas a estrutura algébrica de FG.

3.5.1 Fatos Basicos

Sejam F um corpo finito com ¢ elementos e G um grupo abeliano finito tal que
mdc(q, |G|) = 1. Entao FG é semissimples e, se {ej, €9, . .., €, } é 0 conjunto de idempotentes

primitivos de FG, temos

i=1

=1

em que F; = (FG)e;, com 1 < i <7, sdo corpos que sao extensoes finitas de F. Seja
D = P Fe;. (3.10)
i=1

Observe que Fe; = F como corpos na forma natural e, portanto, o nimero r de componentes

simples é também a dimensao de D como espago vetorial sobre [F.

Lema 3.5.1. Seja a um elemento de FG. Entao o € D se, e somente se, a? = a.

Demonstragcio. Dado a € FG, podemos escrever
IS
o= Zai, com «a; =ae; € (FGe;, paral <i<r.
i=1

Temos o € D se, e somente se, cada «; € Fe;, para todo indice i. Pelo Teorema 2.1.1,
Fe; 2 F é o corpo de decomposicao do polinémio z? — x, dai, «; € Fe; se, e somente se,
al = a4, para todo indice i. Assim,
al = (al—i—ag—f----—{—ar)q
=af+ad+---+al

Portanto, a = a;, para todo indice 7, se, e somente se, a? = . [ |
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Definig¢ao 3.5.1. Seja g um elemento no grupo abeliano finito GG. Definimos a ¢-classe

ciclotomica de g em G por
Co={g"; 0<j<t,—1},
em que t, ¢ o menor inteiro positivo tal que
¢ =1 (mod o(g)),

e 0(g) denota a ordem de g em G. Como mdc(q,0(g)) = 1, a existéncia do ntmero t, é

garantida.

Lema 3.5.2. Se C, # Cp, entio C,N S, = 0.

Demonstragio. Se x € Cy; N Cp, entdo = gqj, para algum inteiro j. Logo, ¢ imediato que

C, C Cy. Como mdc(g, o(g)) =1, entdo o(z) = o(g). Queremos encontrar o menor inteiro
positivo s tal que (g%’ )7 = g7 . Assim,

g’ =1 = o(2) | (¢ —1) <= ¢ =1 (mod o(z)).
Como o(x) = o(g) e t, é o menor inteiro positivo tal que

¢" =1 (mod o(g)),

segue s = t,. Logo, C, = C,. Da mesma forma, segue C, = C;,. Portanto, C; = Cj,. |
Lema 3.5.3. Seja a um elemento de D. Se o = Z 0gg, entio g = Qgg =+ - = O gta=1 s
geG

para cada g € G.

Demonstracio. Seja a € FG tal que o« € D. Pelo Lema 3.5.1, a? = a. Se a = Z g9,
geG
entao

q
— — — q .49
0= S (S = Yt

geG geG geG
Como oy € F, segue a = «,, assim,

g
a=)Y a,g=Y a9’ (3.11)

geG geG

Como g € supp(a), entdo g comparece em um dos termos do primeiro membro da igualdade
(3.11). Logo, g? € supp(a) e deve comparecer com o mesmo coeficiente nos dois membros

dessa igualdade. Assim, oy = o,. Repetindo essa construgao obtemos, para cada g € G,

Qg = Qga = ... = Qlgag—1.
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3.5.2 O ntmeros de componentes simples de FG

Seja T ={g1,92,...,9-} um conjunto de representantes das g-classes ciclotomicas
de G.

Teorema 3.5.1. Sejam F um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano finito
tal que mdc(q, |G|) = 1. Entao o nimero de componentes simples de FG ¢é igual ao nimero

de q-classes ciclotomicas de G.

Demonstrag¢io. Por (3.10), o nimero de componentes simples de FG é igual a dimensao

de D sobre F. Exibimos uma base desta subdlgebra. Dado uma g-classe ciclotomica Cg,

definimos
Ng = Z z € FG.
z€Cy
Afirmamos que B = {n,, | 1 <i <r} é uma F-base de D. Como os suportes de ng,,...,n,,

sao dois a dois disjuntos, B é um conjunto linearmente independente. Assim, precisamos

apenas mostrar que B é também gerador de D. Como

ng. = (> )f
z€Cy,
1

— (x+xq_|_..._+_xqtgi7 )q
— xq+xq2—’—...+xqt9i

= (2 )

z€Cy,
= 7791-» ]- S Z S r,

entao, pelo Lema 3.5.1, n, € D. Logo, D C B. Seja a € D = @;_,Fe;. Se a = Z g9,
geG
entao, pelo Lema 3.5.3, temos

Ofg = Oégq =...= Oégtgfl,

para cada g € G e, consequentemente,

o = Z Qgllg.

geT

Pelo Teorema de Perlis-Walker 3.3.1, o nimero de componentes simples da algebra
de grupo QG, de um grupo abeliano finito GG, é igual ao nimero de subgrupos ciclicos
de G' e também o nimero de seus fatores ciclicos. Se x € C4, entao z = gqj, para algum
j. Como mdc(q,0(g)) = 1, entdo (x) = (g). Portanto, cada ¢-classe ciclotémica C, é um

subconjunto do conjunto G, de todos os geradores do grupo ciclico (g). Assim, é claro que
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o numero de subgrupos ciclicos de G é uma cota inferior para o niimero de componentes

simples, e que esta cota ¢ obtida se, e somente se, C; = G,, para todo g € G.

Para os inteiros r e m, denotamos por 7 € Z,, a imagem de r no anel dos inteiros

méodulo m. Entao

Gy =1{g"; mdec(r,o(g)) = 1} ={g"; 7 € U(Zoy))}

Além disso, para um grupo finito G, o expoente exp(G) é o menor inteiro positivo ¢ tal

que ¢' = 1, para todo g € G.

Teorema 3.5.2. Sejam F um corpo finito com q elementos e G um grupo abeliano finito
de expoente e, tal que mdc(q,|G|) = 1. Entdo C;, = G, para todo g € G se, e somente se,
U(Z.) € um grupo ciclico gerado por q € Ze.

Demonstragio. Assuma que U (Z.) é um grupo ciclico gerado por q € Z,. Para um elemento

g € G, temos o(g) | e.

Seja m o epimorfismo natural de Z, em Z, ). Como q € Z, ¢ um gerador do grupo

ciclico U(Z), entao m(q) € Zg) ¢ um gerador do grupo ciclico U(Zy(g))

Para cada elemento x € Gy, temos x = g", para algum inteiro positivo r tal que
7 € U(Zo(y). Entdo 7 = m(q)’, para algum j, e z = g~V e C,. Dai, G, C C, e, portanto,
Cqy =Gy

Reciprocamente, suponha C, = G, para todo g € G. Se G ¢ um grupo abeliano

de expoente e, entao existe um elemento gy € G' de ordem e, em particular, Cy, = G, .

Dal, para cada inteiro positivo r tal que 7 € U(Z.), temos g; € Gy, = Cg,, logo

existe algum inteiro j tal que r = ¢/. Portanto, g gera U(Z,). [ |

Corolario 3.5.1. Sejam F um corpo finito com q elementos, G um grupo abeliano finito
de expoente e, tal que mdc(q,|G|) = 1. Entdo C, = G, para todo g € G se, e somente se,

uma das sequintes afirmagoes acontece.
(i) e =2 e q é impar;
(ii) e=4eq=3 (mod 4);

(iit) e = p" e o(q) = ¢(p") em U(Zy);

(iv) e =2p" e o(q) = p(p") em U(Zoyn).



Capitulo 3. Anéis de grupo 52

Demonstragio. (i) Sejam e = 2. Um gerador do grupo ciclico U(Zz) é um elemento
t € Z, tal que mde(t,2) = 1, isto é, todo inteiro positivo impar satisfaz essa condigao.

Logo, se ¢ é impar entdo ¢ é um gerador do grupo ciclico U(Zs)

(ii) Considere o grupo ciclico U(Z4). O tnico gerador de U(Z4) = {1,3} é ¢ = 3. Logo,
q gera U(Zy) se, e somente se, ¢ = 3 (mod 4).

(iii) Considere o grupo ciclico U(Zy»). Entao g gera U(Zy») se, e somente se, mdc(q, p") =
1. Pelo Teorema de Euler, ¢*®") = 1 (modp"), isto é, o(q) = ¢(p") em U(Z»).

(iv) Considere o grupo ciclico U(Zgyn ). Entao ¢ gera U(Zagyn ) se, e somente se, mdc(q, 2p™) =
1. Pelo Teorema de Euler, ¢*®") = 1 (mod 2p"). Como ¢(2p") = ¢(2)é (p") =
¢ (p"), segue ¢°P") =1 (mod 2p"), isto &, § = ¢(p") em U(Zgyn).
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4 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS

Neste capitulo descrevemos os idempotentes primitivos de uma algebra de grupo
de um grupo abeliano finito. Num primeiro momento, determinamos esses elementos para o
caso particular de um grupo ciclico. Num segundo momento, determinamos esses elementos

para um caso mais geral, no qual consideramos um grupo abeliano nao ciclico.

Para encontrar os idempotentes primitivos nos baseamos em dois artigos principais:
[9] e [15]. Calculamos esses elementos a partir da técnica estabelecida em [15], a qual se
baseia na teoria de corpos finitos, e também os calculamos a partir da técnica estabelecida
em (9], a qual se baseia na teoria de grupos. Cabe observar, no entanto, que optamos por
apresentar cada técnica (com seus respectivos célculos) de modo intercalado, respeitando,
primeiro, a estrutura do grupo subjacente a algebra de grupo, a qual nos referimos em

cada secao.

Para maiores detalhes e demonstragoes de resultados que apresentamos aqui,

sugerimos as referéncias supracitadas e [5], [8] e [14], como complementares.

Como hipdteses gerais para todo o capitulo, consideramos [, um corpo finito e
p um primo inteiro positivo tal que mdc(p,q) = 1. Além disso, definimos um grupo G
por p-grupo se seu expoente for uma poténcia de um primo dado p. Em particular, isso

significa que a ordem de cada elemento de G é em si uma poténcia de p.

Uma consideragao importante a se fazer, relativa a abordagem adotada por [15],
¢ que os isomorfismos (4.5) e (4.8) (apresentados neste capitulo) nos permitem transitar
com naturalidade entre as estruturas algébricas isomorfas em cada caso, por isso, optamos

por nao denotar os seus elementos idempotentes de maneiras diferentes

4.1 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS EM ALGEBRAS DE GRUPO CIiCLI-
CAS

Nesta primeira abordagem, a fatoracao de polinémios sobre corpos finitos é
bastante utilizada, bem como a func¢ao trago definida em 2.1.3, a qual, neste contexto, é

denotada por Trg /4, e representa a funcao traco de Fy: sobre IF,.

Sejam G = Cpm um p-grupo ciclico gerado por um elemento x de ordem p™ et a
ordem multiplicativa de ¢ médulo p. Usamos a notacao p°|| (¢ — 1) para indicar que s é a
maior poténcia de p tal que p® | (¢ — 1). Adotaremos estas hipéteses ao longo de toda

esta secao.
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Os Lemas 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4, a seguir, dao uma maneira de fatorar o polinémio

. ~ . m
ciclotomico ¥ — 1 sobre FF,,.

t
Definigdo 4.1.1. Seja um polinémio ménico f(z) = > a;z" € Fylz] (com ag # 0) de grau
i=0

t sobre F,. O polinémio f*(z), dado por
t
fr@)=ag'a' fla™) = ag' Y a2’
i=0

¢ o polindémio reciproco de f(x). Se f(x) = f*(z), entdo dizemos que f(z) é auto-
reciproco sobre [F,. Para um fator irredutivel ménico f(z) € F,z] de 2" — 1, f*(x)

também é um fator irredutivel moénico de 2™ — 1.

1

Lema 4.1.1. O polinémio f(x) é auto-reciproco se, e somente se, &~ € uma raiz de f(x)

para cada raiz « de f(x) sobre o corpo de decomposi¢io de f(x).

Lema 4.1.2. Seja n > 2 um nimero inteiro positivo. Para qualquer v € F, com o(7y) = e,
" — v € irredutivel sobre F, se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:
— 1)

(i) Todo divisor primo de n divide e, mas nao divide (g ;
e

(ii) Se 4 | n, entao 4| (g —1).

O Lema 4.1.2 pode ser encontrado em [5].

Lema 4.1.3. Seja ¢ — 1 = p°c tal que mde(e,p) =1, s >0 e p € um primo impar. Entdo

a fatoracdo irredutivel do polinémio xP" — 1 sobre F, é

p'—1 m  p°—1 -
[MT@-¢) II II @ " —=¢%), se m>s;
Ipm 1= u=0 h=s+1 k=1ptk
p"—1
11 (x—Cpm), se m<s;
u=0

em que Cps € (pm Sa0 raizes p°-ésima e p™-ésima primitiva da unidade em IFy, respectiva-

mente.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.1.4, o grupo multiplicativo IF, do corpo finito IF, ¢ ciclico e
de ordem ¢ — 1 = p’c, com mdc(p,c) = 1, logo F, = (£), em que § ¢ uma raiz (¢ — 1)-ésima
primitiva da unidade em F,. Além disso, como p° | (¢ — 1), existe um tnico subgrupo em
[F, de ordem p°. Se m < s, entdo existe uma raiz p™-ésima primitiva da unidade (,m no

subgrupo de ordem p° de IF,. Logo, (;n € F, e, portanto, 2P" — 1 é separével sobre F,.

Agora, investigamos o caso m > s. Seja ¢ = £°. Entao ¢ é uma raiz p°-ésima

primitiva da unidade, que denotamos por (p:. Para 1 < k < p° — 1 e mdc(p, k) = 1,
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-1
temos O(C;fs) p°. Assim, p | o((ps) € mdc( q@k )> = 1. Pelo Lema 4.1.2; o polinémio
. P ,
L C;fs é irredutivel em F,[x]. Além disso, z — (s e ar — C;fs sdo divisores de 27" — 1,

paral <j<m-—sel <u<p’—1, com mde(p,j) = 1. Como os fatores irredutiveis

i e . .
T — (et — C;fs sao distintos entre si, entao

p°—1 m—sp°—
[[(z—¢) HH (@ =G | (@ = 1). (4.1)
u=0 7j=1 p?k
psfl , 4
Por outro lado, o grau de  [] (2P — ¢) é p’(p° —p° ). Logo, o grau do produtério de
k=1 plk

fatores que dividem 2P — 1 em (4.1) é

m—s+1
p

m

Ly =pm.

pPA(p+p . ")t ) =+ -

Portanto, vale a igualdade entre o polinémio 2" —1 e o polinémio formado pelo produtério

de fatores irredutiveis dados em (4.1). Isto prova o resultado. |

Lema 4.1.4. Sejam p um primo tal que mdc(p,q) = 1, t a ordem multiplicativa de q

médulo p e p°|| (¢" —1). Temos,

(i) set é par e 1 <m < s, entao a fatoragdio irredutivel de 2?" — 1 sobre F, €

(@)
" —1=(x—1) H =@-1][ II fsi(x), (4.2)
5=1 5=1 i=1
t—1 .,
em que cada fs5;(z) = [[(z — Czl)i;q ), com mdc(l;, p) =1, € irredutivel sobre F,.
pn=0

(ii) set é par e m > s, entdo a fatoracio irredutivel de " — 1 sobre F, é

mpm—l—x—lﬁ x—lHHf(;Z 1 Hfm (4.3)

0=1 =1 e=s+1 i=1
t—1 }
em que cada f5;(z) = [] (= — C]ii;q ), com 1 <6 <s, € irredutivel sobre F,, e cada
n=0
=1 }
fei(x) = T (" = &), com s +1 < e <m, é irredutivel sobre F,.
n=0

Demonstragio. Se 1 < m < s, temos, por (2.3) e a Defini¢ao 2.1.8,

(=) = 11 T1 ()

h=1 h=1j€S)

m



Capitulo 4. Idempotentes Primitivos 56

Logo, por (2.4) e (2.5), fni(x H - th , com mdc(l;, p) = 1, é irredutivel sobre F,,
¢(ph) , . . . ¢ o4 /L t
- Além disso, t par implica em ¢'—1 = (¢2 —1)(q2+1), donde
Fqlz]
(fhi(x))

e fni(z) = 0, temos, pelo automorfismo (de Frobenius) o : F: — Fy:, definido por
o(z) = 2% com Gal(Fyu,F,) = (o). Logo,

paral <h<m,1<i<

segue p { q%_1 e p® | qéﬂ, consequentemente, q% = —1 (mod p*). Como = F,e

I+

= 03 (fpi(7)) = frilo?(z)) = 297,

E claro que z7° é uma raiz de fni(x) e, como & = g‘;’}” para algum [; tal que mdec(l;,p) =1,
i3 t t
segue 717 = ((}ljh)qg = (Qq,f ). Como (pn € ((ps) C Fy: e g2 = —1 (mod p*), entdo
t
717 = Cl;fi_ Logo, fhyi(C]lj )=0= f;”(C "). Portanto, pelo Lema 4.1.1, fj,; é auto-reciproco.

Isto prova o resultado para o caso 1 < m < s.

Sem > s, sejam S = {j,1<j<p'leS,=1{j=p"" €S mdelp) =1},
com h=0,1,...,m, em que Sy = {p°}. Para 1 < h < m, defina

H(x— gs), se 1 <6 <s;

Uy(z) = 7<% (4.4)
H(xp — (), ses+1<e<m.
jeS

Por (4.4) e o Lema 4.1.2, temos a seguinte fatoracio do polinémio 2¥" — 1 sobre F:

m

2?1 =" —1=Uy(z) ... U (2)V,(2)... T, ().

Com isso, de modo similar ao caso anterior, obtemos fs;(z) = [[(z — C;i;q“), com
n=0
y o , . _ o), _
mdc(l;,p) = 1, irredutivel sobre F,, para 1 < § < se 1l < i < T fei(z) =
t—1
H(a:ps_s — ;)iq“), com mdc(l;,p) = 1, irredutivel sobre F,, para s +1 < ¢ < m e
pn=0
1 <i< 20 ; iprocidade de f.,, fazendo z = 27" Itad
<is— Quanto a auto-reciprocidade de f.;, fazendo z = 2 , o resultado segue
de forma analoga ao caso anterior. [ |

Note que, no Lema 4.1.4, 0 < h < m. Pelo item (ii), podemos ter m > s e,
neste caso, adotamos h = 9,se 1 < d <s,eh =¢,se s+ 1 < h < m, como visto na

demonstracao. A partir daqui, adotaremos esse padrao em todo texto.

Considere as hipdteses adotadas no inicio da se¢ao. Por (3.4), temos

F,G~ —20 =R (4.5)
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Convém observar que, quando o grau do polinémio 27" — 1 é tal que m < s, a
hipétese p°|| (¢* — 1) garante que todas as raizes deste polindmio estejam na extensio
Fy de Fy. Por outro lado, quando m > s, nem todas as raizes de 2P" — 1 estdo em Fyt,
isso quer dizer que existem fatores do polinémio que sao irredutiveis sobre [F:, como foi

abordado na demonstracao do Lema 4.1.3.

A seguir, obtemos um resultado, com as hipdteses mencionadas anteriormente,

que nos permitird calcular todos os idempotentes primitivos da algebra de grupos F,G.

Teorema 4.1.1. Sejam p um primo inteiro tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de ¢ médulo p e p°|| (¢ —1). Sejam
S={j:1<j<p™t e Sp={j=p""MeS:1<1<p’ mde(l,p) =1}

Fy[]
@ 1)

Entdo os idempotentes primitivos do anel sao dados como seque:

(i) O idempotente primitivo
1 P2

-y
corresponde ao polinomio irredutivel x — 1 sobre I,,.

(i) Se 1 < <s (h=290), entdo os idempotentes primitivos

1 2" — 177 B(p°
es,i(x )—p P ZTI'qt/q , para 1 <i < (t >,

correspondem aos polindmios irredutiveis fs;(x) sobre F, dados em (4.2).

(i1i) Se s +1 < h <m (h=c¢), entdo os idempotentes primitivos

1 P! L . ¢(ps)
em(:v) - prts—e gpt Z Tlrqt/q P paral <@ < P

correspondem aos polindmios irredutiveis f.;(x) sobre F, dados em (4.3).

L. . . p"—1 oy F,[x]
Além disso, se m < s, entao existem 1 + idempotentes primitivos em m;
.r —_—
s 1 m — s s _ s5—1
sem > s, entao existem 1 + b r + ( )(f P idempotentes primitivos em
Fylz]
(P —1)

Exemplo 4.1.1. Sejam p = 3,¢q = 17. Entao t = 2 é a ordem multiplicativa de 17 médulo
3, e 3%|(17% — 1), isto é, s = 2 é a maior poténcia de 3 que divide 17% — 1. Para 1 < m < s,

temos dois casos:
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(i) Se m = 1, temos a seguinte fatoracao do polinémio x> — 1 sobre Fy;:
2 —1=(r—1D(2*+2+1),
em que f11(z) = (x — &)@ —¢G) =2 +x+1, com [; = 1. Assim, Trp/(G) =

Try2/4(¢5°) = —1. Logo, existem 2 idempotentes primitivos em Fy7(C3):

12 1 )
eo(w) = 5 0" = S (1+ o +2%);
u=0

4.6

1o -1 | ) (4.6)

6171(.%):5@227[‘%2/(1((3 )iL' 25(2—1'—1')
u=0

(ii) Se m = 2, temos a seguinte fatoracdo do polindémio z” — 1 sobre Fy;:

2 —1=@-DE*+r+1)(2* = Tr+1)(2* — 13z + 1)(2* — 14a + 1),

em que
fiale) = (@=G)z—G)=a"+z+1;
foalz) = (@—=C)z—)=a"—Ta+1;
foplz) = (@—¢)(x—¢)=2"—13z+1;
fos(x) = (x—¢)(x—¢) =a"— o+ 1,
com [y = 1,1l = 2,13 = 4. Dali,
Tqu/q Cil = Tqu/q C72 = —1,

13 1

eo(ac):§ x“:g(l+m—|—x2+x3—|—x4+x5—|—x6+x7—|—x8);
u=0
12° -1 2

en1() = 557 2 Trazsa(G )"
u=0

1
= §(a76 + 23 +1)(2 -2 — 2?);

129-18

> Trgz/e(o *)a

- §x9—1u:0

1
— §(2 4+ 7o 4 1327 — 23 + 12’ + 142° — 25 + 1327 + 72%); (4.7

12°-1¢& s
62’2(£C) = §ﬁ Z Tqu/q<C9 2 >$
u=0
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1
= §(2 + 132 + 142% — 2® + 72" + 7% — 25 + 1427 + 132%);

12? —1 ° —4duy ,u
ex3(7) = 09— 1 Z Trge/q(Go ™)
u=0

1
= §(2 + 1o + T2° — 2 + 132" + 142° — 2% + 727 + 1429).

Para 1 < s < m, podemos tomar m = 3 como exemplo. Neste caso, temos a seguinte
fatoracdo do polindmio 27 — 1 sobre Fy7:
2 1= -1+ o+ 1)(2* =T+ 1)(2* — 132+ 1)(2* — 142 + 1) (2% — 723 + 1)
(2% — 132% + 1) (2% — 142° + 1),

em que
fialx) = (=) —G)=2"+o+1;
foa(z) = (2—G)(x—¢) =2 =T+ 1;
foa(z) = (2= (x—(5) =2 — 13z +1;
fos(x) = (x—¢)(@—¢) =" — M+ 1;
fai(z) = (2% —()(a® =) =2 — 7% + 1
fao(@) = (2° =) — () =a° —132° + 1;
fas(x) = ($3_C§L)($3—CS)=$6—14$3+1

com [y = 1,1 = 2,13 = 4. Dali,

Trq?/q@_l) = Trq?/q(g_Q) =—1
Trez(Got) = Trge(G®) =T,
Treesq(Co?) = Tree(Cy") = 13;
Tree/e(Go?) = Tre(G°) = 14.

Logo, existem 8 idempotentes primitivos em Fy7(Cayr):

1 & .1 2 2
eo(x) = ﬁZx :2—7(1+x+x +... +2P);

1 x27 -1 2 .
(@) = o7 D TG M)
u=0

1
_ 277<1+x3+m6+x9+m12+x15+x18_’_$21_’_m24)(2_x_x2);
12?7 -1
eg1(z) = *72'111" 2/4(Go )"
27 29 —1 = /1

1
= 2—7(1+x9+x18)(2+7x—|—131’2—x3+14x4+14x5—$6+13x7~|—7x8);
127128

es2(x) = 27mZTrq2/q(g?“)x“
u=0
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= 27(1+x + 2')(2 + 132 + 142? — 2° + To* 4+ 72° — 25 + 1427 + 132%);
1 2? —1 5
es3(r) = 97 & ZTqu/q Go M)t
1
= 27(1+ac +2'8) (2 + 142 + 72 — 2° + 132% + 142° — 2% + 72" + 142°);
122771

esa(r) = 72— 1 ZTT 2/(Co )"

1

27(6 + T2+ 1322 — 2° + ... + 142™ — 2** + 132% + 72%);
127 -1& )

6372(‘%) = 27 x27 Z Tr 2/q ZL‘

1
= 27(6 + 132 + 14a® — 2% + ..+ 72 — 2 4 142 + 1327°);

_ 1 26
ess(r) = 27 e ZTr 2/ ) gt

1
= 2—7(6 + 14z + 722 — 2° + .+ 142 — 2 + 72 4 142%).

Agora, vamos apresentar os idempotentes primitivos calculados a partir da teoria
de grupos. A ideia central nesta outra abordagem é estabelecer uma relagao entre os
idempotentes primitivos da algebra de grupo F,G e os subgrupos do grupo ciclico G
subjacentes a esta algebra de grupo. Para isso, apresentamos algumas defini¢oes e resultados
dados em [9].

Lema 4.1.5. Sejam p um nimero primo e G = (a) um grupo ciclico de ordem p™, m > 1.
Considere
G=Gy,DG D--DG,={1}

a cadeia descendente de todos os subgrupo ciclicos de G, em que G; = <api>. Entao os

elementos

60262729 € ei:é\i_ Gi1 =

>, 1<i<m,

9€Gi—1

> 0@

geG;

|G |
formam um conjunto de idempotentes primitivos na dlgebra de grupo QG tal que

€0+61+"'—|—€m:1.

Demonstragio. Pelo Corolario 3.3.1, do Teorema de Perlis-Walker,
QG%@a iQ(¢) = @QCP com 0 <1 < m,
pilp™ pilp™

em que (, denota uma raiz primitiva da unidade de ordem p' e temos, precisamente,

m + 1 idempotentes primitivos na algebra de grupo QG. Como @C/J\j = @, para todos
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0 <i<j<m,segue
eoei:@(@—@_\l) =0 e
eie; = (Gi — Gi) (G — Gj) = GG — GGy — Gia Gy + GiaGya = 0,
para 1 <i < j < m. Assim, os idempotentes e;, e;, com j # 7, sdo dois a dois ortogonais.

Além disso, temos

— —

Sei=G+G—G+Go—Gi+...4CGno1— Gat G~ Gy = G = 1.
=0

Logo, {ep, €1,...,en} é o conjunto dos m + 1 idempotentes de QG.
Suponha que exista i, para algum 0 < i < m, tal que ¢; = €} + ¢, com e}, e # 0

. n

e cief =0. Assim, € + e/ + Y e; =1e (¢ + €/ )e; =0, para todo 0 < j < m, com j # i.

7=0
J#1
Logo, o conjunto {e}, e/} U {ej}ogégm é um conjunto com m + 2 idempotentes em QG, o
j#i
que ¢é uma contradigdo. Portanto, {eg, €1, ..., e} ¢ o conjunto dos idempotentes primitivos
de QG. [ |

O Corolario a seguir estabelece condigbes necessarias e suficientes para que o
conjunto formado pelos idempotentes primitivos da algebra de grupo F,G seja dado da
mesma maneira que o conjunto de idempotentes primitivos da algebra de grupo QG. Tais
condigoes sao firmadas de modo a garantir que o nimero de componentes simples de F,G

seja igual ao de QG. Dizemos que este nimero de componentes é minimal.

Corolario 4.1.1. Sejam F, um corpo finito com q elementos, G um grupo ciclico de
ordem p™, tal que mdc (q,p™) = 1. Entao o conjunto de idempotentes primitivos dados no
Lema 4.1.5 é o conjunto de idempotentes primitivos de F,G se, e somente se, vale uma

das sequintes afirmagoes.

(i) p=2, m=1eq € impar ou m=2 e q=(3mod4);

(ii) p € um primo impar e o(q) = ¢(p™) em U(Zym).

Como consequéncia imediata do Corolario 4.1.1 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. Sejam F, um corpo finito com q elementos e G um grupo ciclico de
ordem p™ tal que o(q) = ¢(p™) em U(Zym). Seja

G=GyDG D--DG,={1}

a cadeia descendente de todos os subgrupos ciclicos de G, em que G; = (api>. Entao o

conjunto dos idempotentes primitivos de F,G' é dado por

1 .
o=-—->9 e =G-G_, 1<i<m
p geG
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O Lema 4.1.5, o Corolario 4.1.1 e o Teorema 4.1.2 deixam claro que os idempotentes
da algebra de grupo F,G, construida a partir das hipéteses gerais estabelecidas no inicio
deste capitulo, sao primitivos se, e somente se, o nimero de componentes simples desta
algebra de grupo for minimal. Quando as hipoteses ndo sao satisfeitas, pode-se construir
os idempotentes primitivos utilizando a teoria de corpos finitos, como vimos no Exemplo
4.1.1 — no qual os polinémios 2° + 2® + 1 e 2'® + 2° + 1 sao redutiveis sobre F;7, mas séo

irredutiveis sobre Q. Para enriquecer essa discussao, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.2. Sejam Fy; um corpo finito com 11 elementos e p = 3 um primo impar.

Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem 3™. Dali,

(i) param =1, como mdc(11,3) = 1 e o(11) = 2 = ¢(3) em U(Z3), temos, pelo Teorema
41.2,
<CL> =Gy DG = {1}

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de F,G ¢ dado por

ep = fZg— (1+a+a?)

gGG 3
er = Gy — Gy —1—1(1+a—|—a2)—(1—1>—1(a+a2)—1(2—a—a2)'
1 = Gy 0= 3 = 3 3 =3 ;

(ii) param = 2, como mdc(11,9) = 1 e o(11) = 6 = ¢(9) em U(Zy), temos, pelo Teorema
41.2,
<CL> =Gy D (a?’) =Gy D Gy = {1}

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de F,G é dado por
eo = —Zg—g +a+a*+a*+a' +a® +d® +ad" +d®);
geG

1 1
e = Gl—Goz§(1+a3+a6)—§(1+a+a2+a3+a4+a5~|—a6+a7+a8)

1 1 1
= <3—9) (1—I—a3+a6)+§(a+a2—|—a4—|—a5—|—a7+a8);
1

ey = GQ_G1:1_§(1+CL3+CL6): (1—3)—3(a3+a6);

(iii) para m = 3, como mdc(11,27) =1 e o(11) = 18 = ¢(27) em U(Zyz), temos, pelo

Teorema 4.1.2,
{a) = Gy D <a3> =G D (a9> =Gy D Gy = {1}

Logo, o conjunto de idempotentes primitivos de F,G ¢ dado por

1
eo 27§ g= 27( +a+a®+... +a*);
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1
27(1—|—a+a 4 a®)

11 1
= <9 27)(1+a +...+a21—|—a24)—|—27(a+a +a' +...+a® 4+ d” + a®);

1 1
es = Go—Gp= 3( +a’ 4+ a'®) — 9(1+a3+...+a21—|—a24)

1
e = G —Go= 9( +a*+ ... +a* +ad®) -

1 1 1 1
= <3—9)—3(1—{—@9—1—@18)—9(1—1—a3—|—...+a8—|—a10—|—...—|—a21+a24);

1 1
€3 = Gg—G2—1—§<1—|—a +CL18) <1—3>(a9—|—a18).

Note que as hipéteses do Teorema 4.1.2 sdao satisfeitas no Exemplo 4.1.1 para
o caso em que m = 1, pois o(17) = 2 = ¢(3) em U(Z3). Portanto, os idempotentes
primitivos encontrados nos Exemplos 4.1.1 e 4.1.2 sao iguais neste caso, independente
da teoria aplicada nos calculos. No entanto, para os casos em que m = 2 e m = 3,
o(17) =2 <6 = ¢(9) em U(Zyg) e o(17) = 2 < 18 = ¢(27) em U(Zg7). Assim, no caso
em que as hipoteses do Teorema 4.1.2 nao sao satisfeitas, existem mais idempotentes
primitivos, uma vez que cada um deles corresponde aos fatores irredutiveis do polinémio
2P — 1.

4.2 IDEMPOTENTES PRIMITIVOS EM ALGEBRAS DE GRUPO ABE-
LIANAS

E razodvel pensar no que acontece quando se adotam hipdteses mais gerais
para o grupo G. Motivados por isso, apresentamos como se determina os idempotentes
primitivos de uma algebra de grupo F,G, com G um p-grupo abeliano finito e nao ciclico.
Primeiramente, fizemos um estudo acerca dos subgrupos de alguns p-grupos abelianos
especificos que nos serao tuteis adiante. Por conseguinte, calculamos os idempotentes

primitivos dessa algebra de grupo a partir das técnicas estabelecidas em [8] e [15].

4.2.1 Subgrupos dos grupos abelianos Cy: x C, e Cp2 x Cp2

Nesta secao sera feito um estudo sobre os grupos abelianos finitos da forma

C,

b2 X Cp e Cpe X Cp2, com C), e Cp2 p-grupos ciclicos de ordem p e p?, respectivamente.

Como os codigos que serao abordados nesta dissertacao sao construidos como ideais de
uma algebra de p-grupo abeliano finito da forma F,(Cpm x Cpn), com p um primo impar e
[F, um corpo finito com ¢ elementos, ¢ importante conhecer a estrutura de subgrupos do

grupo subjacente.

4.2.1.1 Subgrupos de C,: x C),

Seja G = C32 x C5 o grupo abeliano produto direto dos grupos ciclicos Cs2 = (a)

e O3 = (b), em que o(a) = 3* e o(b) = 3. Temos (a) = {e,a,a* da® a* a° a° a’, a®}
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(b) = {e,b,b*} e (a®) = {e,a® a®} = (a®), com o(a®) = 0(a®) = 3. Como o subgrupo
gerado por a é ciclico de ordem 32, entdo os elementos de (a) cuja poténcia é prima com
3% sdo também geradores de (a), ou seja, (a) = (a?) = (a*) = (a®) = (a") = (a®). Pelo

mesmo argumento conclui-se (b) = (b*).

Note que (ab) = {e,ab,a’b?, a*b®, a*b*, a°b°,a®0® a"b", a®b®} e verifica-se que os

3 e a®. Como o subgrupo gerado por ab é ciclico

tnicos elementos de ordem 3 em (ab) sdo a
de ordem 3%, entdo os elementos de ordem 3% em (ab) também sio geradores de (ab). Logo
(ab) = (a®b?), (a*b) = (a°b*) = (a"b) = (a®V?). J4 os elementos a® e a® em (ab) sdo de

ordem 3 e, portanto, geradores de um mesmo subgrupo de ordem 3 em (ab).

O grupo G = C32 x C3 = (a) x (b) é um produto direto interno, por esta
razdo, o subgrupo gerado por (a*) x (b) é um produto direto interno e é dado por
(a®) x (b) = {e,a®,a® b,b? a®b,a®b?, a®b, a®*} de ordem 3%, no qual todos os seus elementos
diferentes do neutro tém ordem 3. Assim, o produto direto entre quaisquer dois elementos
distintos e ndo neutros de (a”) x (b) que geram subgrupos também distintos sdo geradores de
(a®) x (b), ou seja, (a®) x (b) = (a®) x (b*) = (a®b) x (b) = (a®) x (b*) = ... = (a®b) x (a®b?).
No entanto, os elementos distintos e nao neutros de (a*) x (b) que geram o mesmo subgrupo
nio sao geradores de (a*) x (b), como por exemplo, (a’b) = {e,a’h,a’p*} = (a?) e
(a®b) x (a®b*) = {e, a®b, a®b*}, que é 0 mesmo subgrupo gerado por cada um dos grupos
ciclicos deste produto direto. Também temos (ab?) = {e, ab*, a®b, a®, a*b?, a’b, a®, a"b*, a®b},

logo (ab®) = (a®b) = (a*V?) = (a®b) = (a®b*) = (a®b), todos de ordem 3°.
Desta forma, ficam determinados todos os subgrupos nao triviais de C32 x Cj.

i) Subgrupos de ordem 3:
) = (% (@) = (@) (@) = @) = (@) x (@) () = (@) = (@) »
(a®b).

ii) Subgrupos de ordem 3*:
(a) = (a®) = (a") = (a®) = (a") = (a®); (ab) = (a®V?) = (a"b) = (a°V?) = (a'b)
(@®?); (ab?) = (a®b) = (a'0?) = (a’b) = (a"V?) = (a°b); (a®) x (b) = (a’) x (*) =
... = (a®) x {a®b?).

Portanto, G = Cy: x C5 tem 4 subgrupos distintos de ordem 3%, com 3 destes
subgrupos ciclicos; 4 subgrupos de ordem 3, sendo todos eles ciclicos, totalizando 8

subgrupos nao triviais.
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4.2.1.2 Subgrupos de C,: x C)2

Seja G = (32 x C32 o grupo abeliano produto direto dos grupos ciclicos Csz = (a)
e Cy = (b), em que o(a) = 3* e o(b) = 3% Temos (a) = {e,a,ad* da® a* a° a% a’, a®},
(b) = {e, 0,0 6%, b* 0° 0%, b7, b}, (a®) = {e,a® a®} = (a®) e (b%) = {e, b, 0%} = (b°). Como
o subgrupo gerado por a é ciclico de ordem 3?, entdo os elementos de (a) cuja poténcia
é prima com 3? sio também geradores de (a), ou seja, (a) = {(a'), para i € U(Zs).

Analogamente, temos (b) = (b'), para i € U(Zs:). Além disso, temos

Y = {e,ab,a®b?,a®b? a*b*, a’b’, a®b°, a"b", a®b%}.
Y = {e,a®b,a’b?, aS?, a®b*, ab®, a®b°, b, a8},
Y = {e,a’b,a"* b, a’b*, a®’, 1%, ", a®b®}.
a*b) = {e,ah,a®? a’b* a’b?, a®b°, a®b°, ab”, a”b®}.
Y = {e,a’b,a’? a®b?, a*b*, a"b°, a®b°, a®b", a*bP}.
Y = {e,a®,a’?, b, a%*, a®b’, 1%, a7, aPV®}.
Y = {e,a’b,a®V?, a’b?, ab*, a®b°, a®b°, a*b’, a?b%}.
)

= {e,a®,a’v? a®v? a®b*, a*b’, a*b%, a®b", ab®}.

Note que os tinicos elementos de ordem 3 nos subgrupos gerados por ab, a*b e a’b
sao a’b® e a®b°. Deste modo, os subgrupos gerados pelos elementos de ordem 32 em (ab),

(a*b) e (a"b) também os geram, isto é
(ab) = (a®*) = (a'd') = (a'0°) = (a'0") = (a"%);
@) = @) = @) = @) = @) = @)
(a®)y = (a®b®) = (ab?) = (®°) = (a'") = (a®V®).

Similarmente, como os Unicos elementos de ordem 3 nos subgrupos gerados por

a*b e a®b (respectivamente a®b, a’b e a®b) sio b® e b° (respectivamente a*b® e a®b*), temos
(@) = (@) = (@) = (@F) = (@) = (o)
(a®b) = (a®b®) = (a%") = (&) = (a®") = (a’b®).
Respectivamente,
(@’b) = (a?) = (") = (ab”) = (a’V) = (a"V%);
@) = (@) = (@) = @) = @) = (%)
(a®b) = (ab*) = (a°b*) = (') = (a®") = (ab®).

Os tnicos subgrupos da forma (ab’), com j = 1,...,8, que nio sdo iguais a

nenhum dos subgrupos da forma (a'b), com i = 1,...,8, sdo os gerados por ab® e ab®, pois
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(ab®) = (a®b); {ab*) = (a"b); (ab*) = (a®b); (ab”) = (a*b) e (ab®) = (a®b). Logo (ab®) =
{e,ab® a®b®, a®, a*b?, a’b®, a®, a"b?,a®1°} e (ab®) = {e, ab®, a®b?, a®, a*b®, a®b?, a®, a"V%, a®b*}.

3

Como os tinicos elementos de ordem 3 nestes subgrupos sao a® e a°®, temos

(ab®) = (™) = (a'0") = (") = (a'V’) = (a"°);
(ab®y = (a®b*) = (a°) = (a®b®) = (a"V%) = (a®V?).

O produto direto entre os subgrupos (a*) e (b*) de G, ambos de ordem 3, é o
subgrupo (a*) x (b*) = {e, a*,a®, v, 1%, a*b*,a®0?, a*b°, a®b®} de ordem 3%, cujos elementos
de ordem 3 sio a®,a® b% 0%, a’b?, a%®, a®b° e a®b? e tais que (a®) = (a®); (b*) = (b°);
(a*b*) = (ab®) e (a®b°) = (a®b?). Observe que o produto direto entre quaisquer dois
elementos de (a®) x (b*) ndo neutros, e que ndo sdo geradores do mesmo subgrupo, também
é (a®) x (b*), ou seja, (a®) x (b*) = (a®) x (%) = ... = (b%) x (a®b%). J4 o produto direto
entre dois geradores de um mesmo subgrupo resulta nele préprio, como por exemplo,

(a®b*) x (a®b°%) = {e, a®b°, a"b*}.

O produto direto entre os subgrupos (a) e (b*) de ordem 3* e ordem 3, respec-
tivamente, é o subgrupo (a) x (b*) = {e,a,a?, a* a*,a’,a’ a’,a® 0> 0° ab®, ab®, a?b*, a*b,
a®b?, a’b®, a*b?, ab®, a®b?, a®b°, a®b*, a®b°, a"b?, a"b°, a®b?, a®b°} de ordem 3°. Os elementos
de ordem 3 (respectivamente ordem 9) deste subgrupo sdo a®, a®, v*, 0%, a*b*, a®0°, a°b* e a®0°,
(respectivamente ordem 9) a, a?,a*,a® a”,a®, ab®, ab®, a®b?, a?b°, a*b?, a*t%, a’b?, a°0°, a"b?,
a’b%, a®b?, a®b°. O produto direto entre quaisquer dois elementos de ordem 37 de (a®) x (b)
resulta no grupo todo G = (a) x (b) quando estes dois elementos nao forem geradores de um
mesmo subgrupo, como por exemplo, {(ab®) x (a*b°%) = (a) x (b) = G. J4 o produto direto
entre quaisquer dois elementos, um de ordem 3% e outro de ordem 3 resulta no préprio
{a) x (b*), desde que estes dois elementos sejam tais que o de ordem 3 ndo esteja contido

no subgrupo gerado pelo de ordem 3%, como por exemplo, (ab®) x (a®b*) = (a) x (b°*).

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para (a’) x (b*7) e para (b) x (a®), (b") x (a*),
com i € U(Zs2) e j = 1,2. Além disso, os subgrupos ciclicos de ordem 3* de G diferentes
de (a) e (b) resultam em um novo subgrupo de ordem 3° quando realiza-se o produto

direto dele com outro subgrupo ciclico de ordem 3 de G, como por exemplo,

(a®) x {ab) = {e,a® a® ab,a®b? a®b?, a’b?, a®b’, abb°, a"b", a®b®, a*b, a®b, a®b, a"b*, a®b°, b°,

ab’,a*b®,a’b, a®b?, 6%, ab*, a®b°, a*b°, a*b”, a”b®}

(b*) x (a®b) = {e,b*,b°% a?b,a’b?, a®b?, a®b*, ab®, a®b%, a®b", a"b%, a?b?, a*b®, a®b°, a®b”, ab®,

a’®,a’b,a’b?, a®b’, a*b®, a®, a®b, ab®, a®b?, a°b*, a"b’}.
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De modo similar ao que foi feito para (a) e (b*), encontramos todos os subgrupos
de ordem 3 e ordem 9 dos exemplos supracitados, consequentemente, todos os produtos

diretos de subgrupos gerados por elementos de {a) e (b*) que geram o grupo G.

Logo, os subgrupos distintos e nao triviais de G = C32 x (352 e suas respectivas

ordens sao:

i) Subgrupos de ordem 3:
(a) = {a%: (%) = {9): (@) = (@) (a"8°) = (aF?).

ii) Subgrupos de ordem 3*:
(@) = (a'), (b) = (t), (ad) =

(a'bl), i € U(Zg);
ab®) = (a”b") = (ab");

(a’b) = (a't?) = (a®*) = (

(a’b) = (a°0%) = (a’b") = (a°V”) = (a”D") = (a®V%);
(alt) = (@58%) = (aTt) = (@2b°) = {abT) = (@*b);
(@) = (ab?) = (@28") = (@) = (@) = (a"®);
(a’b) = (a’0*) = (a®0") = (a®b”) = (a°D") = (a’V%);
(@) = (@) = {ab') = () = (a'8") = (a"8");
(a®b) = (a’V?) = (a’b*) = (a'V”) = (a®b") = (ab®);
(ab) = (a) = (a'8") = (@) = (V") = (a"89);
(a1) = (a2 = (') = (W) = (a"8F) = (a"D");
(a®) x (b*) = (a®) x (a®b®) = ... = (a®) x (a®b").

iii) Subgrupos de ordem 3*:

(@) x (b°) = (@) x (b) = ... = (a) x (a"V%), i € U(Zs);

(b) x {a’) = (b') x (a >=- = (V) x <a66>, 1€ U(Zz);

(%) x (ab) = (a®) x (a'd) = ... = (a’) x {a'b) = ... = (a’) x (a"VF), i € U(Zs);
(b°) x {a®b) = (b°) x (a 765> = (") x {a 2b>

Portanto, G possui 21 subgrupos distintos proprios, dentre os quais 16 sdo ciclicos.

Agora, seja p = 5. Temos o grupo G = (52 x Cx2. Utilizando o mesmo raciocinio
empregado na determinagao dos subgrupos de Cs2 x (52 e o auxilio do software Sublime

Tezt, temos todos os subgrupos de todas as ordens de G, sao eles

i) Subgrupos de ordem 5:
(a); (@0°), 1<i< 4 (b).

ii) Subgrupos de ordem 57:
(atV), 0 <j <5 —1; (a”b), 1 <i<4; (a®) x (b°).
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iii) Subgrupos de ordem 5%
() x (1%); (0% x {abd), 0<j < 4 (B) x (@),

Portanto GG, possui 43 subgrupos distintos proprios, dentre os quais 36 sao ciclicos.

Considere p = 7. Temos o grupo G = C72 x Cr2. Utilizando o mesmo raciocinio
empregado na determinagao dos subgrupos anteriores e o auxilio do software Sublime Text

temos todos os subgrupos de todas as ordens de G, sao eles

i) Subgrupos de ordem 7:
(a”); (a™b7), 1<i <6; (b).

ii) Subgrupos de ordem 7*:
(ab’y, 0 <j<7*—1; (a"b), 1 <i<6; {a’) x (b7).

iii) Subgrupos de ordem 7°:
(@) x (b7); (a”) x (ab!), 0 < j <6; (b) x (a”).

Portanto, G possui 73 subgrupos distintos proprios, dentre os quais 56 sao ciclicos.

Estendendo esta argumentacgao para um primo p qualquer, podemos conjecturar
sobre o grupo G = ()2 x C)2 que seus subgrupos distintos préprios e suas respectivas

ordens sao:

i) Subgrupos de ordem p:
(aP); (@PBP), 1 <i<p—1; (b).

ii) Subgrupos de ordem p*:
(ab’), 0 <j<p*—1; (a”b), 1 <i<p—1; (aP) x (V).

iii) Subgrupos de ordem p*:
(@) x (B7); (a?) x {ab’), 0 < j <p—1; (b) x (aP).

Logo, Cp2 x Cy2 possui p? 4 3p+ 3 subgrupos préprios, o que pode ser verificado pelo artigo

1

23], pois nele o grupo G = Cj2 x Cp2 possui (p*((p—1)+2) —7(p— 1) — 2) - o1

p —
subgrupos, consequentemente, (p*(p+1) —7(p — 1) — 2) - = 1) — 2 subgrupos proprios.

p —
Isto verifica-se, porque
1 1
3 3 3

p(p—1)4+2)=Tp—-1)—=2)- =(p-DEp -7 +20p—-1(p"—-1))-
P((p—1)+2)-7(p—-1) )(p_UQ ((p—1)( ) +2(p — 1)( ) P17

= (= V(" = 1)+ 20 +p 1) !

3 2
=P +2p"+2p—-5)-
( Ny
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=((p—1)(P*+3p+5))-

1
(p—1)
=p>+3p+5.

Portanto, G possui p* + 3p + 3 subgrupos préprios.

4.2.2 Idempotentes primitivos em F, (Cpm x Cpn)

Considere as hipéteses adotadas, na pégina 53, em relacao ao corpo F, e seja
G = Cpm x Cyn um p-grupo abeliano finito, em que Cpm = (z) ¢ Cpn = (y) s@0 grupos
ciclicos tais que o(x) = p™ e o(y) = p". Adotaremos essas hipdteses ao longo de toda
esta secao. Além disso, quando tivermos 1 < h < n, adotaremos h = §,se 1 < < s, e

s+1< X< n,quando n > s.

Com as hipoteses mencionadas acima, temos

~ FC][xv y]
Fo(G) = @ 1,y — 1) (4.8)

A seguir, encontramos todos os idempotentes primitivos da algebra de grupo F,G.

Lema 4.2.1. Sejam p um primo inteiro, tal que mdc(p,q) = 1, t a ordem multiplicativa

de ¢ médulo p e p°|| (¢" —1). Seja m,n inteiros positivos com m < s en < s. Entdo, na
Fy[z]

extensao Fy; = @) =y sobre Fy, existe um polinomio gs;(v) € Fylz], tal que
5,i\T
gé,i(j:) = Gpr,
em que T = x + (f5:(v)) € Fs;. Além disso, seja f5;(x) o polinomio reciproco de fs5;(x),
~ ~ * Fq[x]
entao na extensao Fg;, = ————~,
(@)

Demonstragdo. Desde que p°||(¢" — 1), ¢ € Fs; = Fyp. Como [Fy : F,] = t, existe um
polinémio gs,;(z) € Fy[x], tal que g5;(Z) = (pn em Fj;.

Seja g5;(T) uma raiz p"-ésima primitiva da unidade em Fj;. Entao, em F [z],
gsi(z)"" = 1(mod f5,(x)). Logo, existe um polindmio k[z] € F,[z], tal que gs;(z)"" +
F 1
k(x)fsi(x) = 1. Por outro lado, na extensao Fj, = <f*q[(x])>, fsi (_> = 0 (como vimos na
7 5,i\ T

z
p
demonstragdo do Lema 4.1.4), assim, gs; () = 1. Reciprocamente, o resultado também
T

vale. Portanto, gs,; (_) ¢ também uma p"-ésima raiz da unidade em Fj,.
x b
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F
Além disso, se fs;(x) = f;,(z), entdo, pelo Lema 4.1.4, Fole] = F,, com
’ . (f5.:())
GallFsF,) = (o). Logo 7% (9si(7)) = g5 (7). Portanto gs; (=) = G n

No Lema 4.2.1 podemos tomar gs;(z) = z, quando h = s.

Teorema 4.2.1. Sejam p um nimero primo tal que mdc(p, q) = 1, t a ordem multiplicativa

de ¢ médulo p e p°||(¢" — 1). Seja G = A x B um p-grupo abeliano finito, em que A = (z)

e B = (y) sao grupos ciclicos, tais que o(x) = p™ e o(y) = p".

pm+n —1

Sejam 1 < m,n < s. Entdo existem 1 + idempotentes primitivos na

dlgebra de grupo F (G) como seque:

1.sel<di<nel<i<

, entao

1 pm—1 pr—1
Eoo = prep— Z r* Z v’ |
p u=0 v=0

1 ypn - 1 p"—1 p‘sfl L
Eosi = P > UZ:% Trge/q(Cs )y | 5

o(p°)
t

u=0
- o(p°) )
2.5e1<d<m,1<i< ; e <k<p't—1, entdio
1 aP" S
E5,i;k‘ - W ,Z‘p (Z Trqt/q ) (Z 951 K ) )

_ _ F,[x]
em que gs;(z) € Fylx] e g5i(T) = (n, com T € —1——.
! ' (f5(x))

Demonstragdao. Seja (pm a p™-ésima raiz primitiva da unidade de Fy. Como ¢t é o menor

inteiro positivo tal que ¢ = 1 (mod p), p°||(¢" — 1), com m < s, segue de (4.2)

. ¢<§5)
o 1= (z—1) H H fsi(x),
5=1 i=1
t—1 .,
em que cada f5,(z) = H (x — C;i;q ), com mdc (I;, p) = 1, é irredutivel sobre F,. Dai, pelo
n=0

Teorema Chinés dos Restos, temos

d>(p)
()= 2 @@ o =he | @@ k. 1
5=1 i=1 \Joil¥ 5=1 i=1
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. Assim, pelo

5
com Fy =TF, e cada Fy ] Fgl:th,paralgégmelgz’ggf@

{foil@))

Teorema 4.1.1, existem 1 +

idempotentes primitivos em F,(A):

1 Pt
. Z P
4.10
1 -1k °-1 (4.10)
6571'(%) = p Ip Z Tl"qt/q ,
o(p°)

paral <d<mel<i<

Agora, vamos investigar todos os idempotentes primitivos do anel F (A x B). Pela

Proposicao 3.1.1 e o isomorfismo (4.9), existe um isomorfismo sobre F,

3% ¢(P )
F,(Ax B)= (F,AB= | Fo® | €D P Fii| | B= Fo(B EB @ F5:(B)| (4.11)
6=1 =1 6=1 =1

Primeiramente, vamos investigar o somando direto Fy(B) em (4.11). Por n < s e (4.2),

existe um isomorfismo sobre I,

6(p%) 6(p%)
Foly N~ Folyl T
Fy(B) = = Foo @ Fosi | . (4.12)
(y — @ 62 (f5:(v)) ?2 i=
F &
com [y =F, e Fos5, = A, paral <d<nel<:i< M Dai, substituindo x por
<f6,i(y)> t
y e n por m em (4.10), obtemos 1 + L idempotentes primitivos em Fy(B):
1P
900 — Z v
4.13
1 yp . 1 pE 1 ( )

Oo:s,i(y) =

Z Trge/q(C

Logo, por (4.10) e (4.13), os idempotentes primitivos em F (G) correspondentes a Fy(B)

pm—1 pr—1
FEo,0 = o0(y)eo() prn (Z z ) (Z yv> 3
1oy -1 = o
Eos5: = bos,i(y)eo(x) = e Z " ZO Trge/q(Cs )y |

o(p°)
-

Sao:

(4.14)

paral <d<nel<i<
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Por conseguinte, vamos investigar cada somando direto Fj;(B), para cada 1 <

b
0<mel<i< ¢(f ) em (4.11). Por n < s e o Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoracao
para o polindémio y*" — 1 sobre Fs; = Fg:
p"—1
y'—1= 11 w—¢h).
k=0
Assim,
Fs;lyl v Frilyl .
Fsi(B) & —r——1 & v Fs ik, (4.15)
(y" —1) 9:90 (y — ) kG:BO
N Fa,i[y] n . . .
em que Fj; = m, para 1 <k <p" — 1. Pelo item (i) do Teorema 4.1.1, existem
y - pn

p" idempotentes primitivos em Fj;(B):

Os.in(y) = — Z Gy, 0<k <p'—1. (4.16)
Por outro lado, existe, pelo Lema 4.2.1 e n < s, um polinémio gs,(z) € F,[z] tal que

95,:(T) = Gpr, (4.17)

F,[z]
(fs.:(x))

F,(G) correspondentes a Fj;(B) sdo:

em que = F5; = F,. Por (4.10), (4.16), e (4.17), os idempotentes primitivos em

n—1
Es ik :I? > (g5:(2) Fy) esi(x)

v=0

1 P —1 v, v
o g 1 (ZTW/Q )(Z gsi(2) ™" )7

" —1
para 0 < k < p" — 1. Deste modo, para o somando direto Fy(B) existem 1 + p
5
idempotentes primitivos: Ep,g e Eps,, para 1 <6 <n, 1 <7< (b(f ) Para cada somando

5
direto F5,;(B),com1<d<mel<i< gb(f ), existem p" idempotentes primitivos: Es ;..
para 0 < k < p" — 1. Portanto, existem
no_1 mo__ 1 n_1+ m—+n __ n m+n_1
1+ 2 +(p )p"=1+p b LA I —— (4.18)
t t t t
idempotentes primitivos em F,(G). |

A seguir, encontraremos os idempotentes primitivos em de F,(G) no caso s < n <
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Teorema 4.2.2. Sejam p um primo tal que mdc(p,q) = 1, t a ordem multiplicativa

de ¢ médulo p e p°||(¢" — 1). Seja G = A x B uma dlgebra de p-grupo abeliano finito,

em que A = (x) e B = (y) sao grupos ciclicos, tais que, o(x) = p™ e o(y) = p".

P p = 1)m = s) +p" =
t

Sejam 1 < n < s <m. Entio existem 1 + idempotentes

primitivos na dlgebra de grupo F (G) como seque:

1.sel1<d<nel<i<

, entao

pm—1 pr—1
o5 (£7)
1oy -1 -l e
EO;&Z' = pern yp ( Z X ) (UZ%) Tl"qt/q(cp(gll )y ;

o)
t

o(p°)
t

2.51<0<s,1<1<

Esix = W Ipa Z Tl"zf/q Z gs.:() " y" | ;

o(p°)
t

e <k<p"—1, entio

3.ses+1<e<m,1<1< e < k<p"—1, entdao

1

- pm+n+s € l.p _ (Z Trqt/q C fi ) (Z gaz kv U) ’

e,isk

F
em que g-;(x) € Fy[z] € g-:(Z) = {pn, com T € A 2 F pe—s D Fye.

(fei(@))

Demonstragio. Desde que A = (z), o(x) = p™ e m > s, pelo Lema 4.1.4, o polinémio

m
2P — 1 se fatora sobre F, como segue:

45(1) ) $(p°%)
2" —1=(x—1) H Hffh ) IT II fei(=) |,
60=1 i=1 e=s+1 1=1
t—1 ., t—1 B .
em que f5;(x) = H(:C—C;%q )ysel <d<s e fi(x)= I_I(xps — Il,éq )yses+1<e<m.
pn=0 pn=0
Assim, existe um isomorfismo de anéis:
]F[] . o(?) FH o(p%) F[]
T ¢ T m ¢ T
W= DD e | YLD, R Ty
4.19
. 45(1;6) . ¢<§S> ( )
=@ Fé,z D @ @ Fz—:,z ’
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F
em que Fy = ]Fq; para cada 1 <9 < s, F&i — <f q[(x]) e, para cada s +1 < e <m, Fz—:,i _
5,i\L
F s _ s _ s q
A. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 + P + (m—s) P —p ) idempotentes
(fei(®)) t t
primitivos em F,(A):
122t
€\ L) =—— T
(x) o 2
1 :Cpm —1 p 1 “lLu ‘ 5
esi() :pfm o uZ:% Trqf/q(Cpsl’ ), para 1 <d<sel <i< ¢(f );
1 p Pl .
e.i(?) T pmrs— xxp Z Tryesq(G )™, paras+1<e<mel<i< gb(f )
(4.20)

Agora, vamos investigar os idempotentes primitivos no anel F,(A x B). Pela Proposicao

3.1.1 e o isomorfismo (4.19), existe um isomorfismo sobre F,

(%) (%)
FAxB) 2 R(B)e |@ @ FuB) || @ @ FuB)|. (421
=1 i=1 e=s+1 i=1

Primeiramente, vamos investigar o somando direto Fy(B). Pelo Lema 4.1.4 ¢
n < s, temos a seguinte fatoracdo do polindémio y** — 1 sobre F,:

o)
T-l=(y-1) H Hf6z

t—1
em que f5,;(y) = [[(v — Czl)igqu). Assim, existe um isomorfismos de anéis tal que

o(p%) o(p%)

A= e | @@ gl | = e | @@ Rl

F —1
oY) . Portanto, existem 1 + b
(f5.:(v))

primitivos em F (A x B) correspondentes a Fy(B) em (4.21): Ey, Eo,s, paral <h <ne
o(p°)
t

em que Foo = I, e cada Fy,s5; = idempotentes

1<i<

, dados no Teorema 4.2.1.

Por conseguinte, investigaremos cada somando direto Fs,;(B) e F.;(B). Note que,
Fq[x] ¢(p6). F.— ]Fq[if]
(foi(x)) T (fai@)

s+1<e<mel <1< . Pelo Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoragao para o

Fs; = =Fg,paral <d<sel<i<

o)
t

N]F pe—s, para

polinémio y?* — 1 sobre Fpe

pr—1

' —1= 1] (y— ).

k=0
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Dai, existem isomorfismos de anéis tais que

Fs,; ol . 1
= Oy B w1 <5<
k=0 pT
FEi p"—1 ng p"—1
= = @ <y_’[c-yk]>: @ F.ip, paras+1<e<m,
p’ﬂ

F5,(B) =

F.,(B) =

A Vil k=0
Fs; q F.,
em que Fp;p = 6’7@,} =Fy,paral <d<sel<i< L(p ); F.ir = 67[%} ~
<y - Cp”> t <y - gp">
Fope—s,paras+1<e<mel <i< (b(f ) Pelo Teorema 4.1.1, existem p" idempotentes

primitivos em Fj,(B) correspondentes a Fj; ) e p" idempotentes primitivos em F, ;(B)

correspondentes a F ;.

172
Osin(y) = — Z Gy, 0<k <p"—1;
X o (4.23)
95,2,]@ 7ZC vyv,oﬁkﬁpn—l
Por outro lado, pelo Lema 4.2.1 e n < s, existe um polinémio gs,;(x) em F,[z], tal que em
Flz]
Fyo= 10>,
(fsi(z)) —* )
95:(Z) = Gpn, (4.24)
Além disso, o Lema 4.2.1 pode ser estendido para os casos m > s e n < s. Neste caso,

Fy[z]
(fei(z))

Ge.i(T) = (pn. (4.25)
Logo, por (4.20), (4.23), (4.24) e (4.25), os idempotentes primitivos de F (A x B) corres-
pondentes a Fs;(B) e F.;(B) sdo:

basta observar que pelo isomorfismo F;; = =F ipe—s D Fgr, existe um polindmio

gei(x) em F [z] tal que em Fy;,

5
1. sel§5§361§i§¢(f>,entéo
1P
Es i = p > (gsi(x)"y) esi(x)
= (4.26)
1 .Z' P —kv, v
o g ] (Z_:Trqt/q ) (Z 9o )7
para 0 < k <p" —1;
2.8s5s+1<e<mel<i< ¢(f) entao
1 Pz
- Z gsz k es,i<x)
(4.27)

1 xpm E’Su P —kv, v
- pm+n+s € bt Z Tl"qt/q Z 95,1'(:6) Yy )



Capitulo 4. Idempotentes Primitivos 76

para 0 < k <p" — 1.

’VL

Dessa forma, para o somando direto Fy(B), existem 1 + idempotentes

5
primitivos: Eyg e Epsi, paral <6 <nel <i < gﬁ(f:” Para cada somando direto

o(p°)
t

Fs5;(B),com1<§<sel<i< , existem p" idempotentes primitivos: E. ;.x, para

0 <k <p" — 1. Para cada somando direto F_;(B),coms+1<ec<mel <i< ¢(tp)’

existem p" idempotentes primitivos: E. ;, para 0 < k < p" — 1. Portanto, existem

1+p”—1+<p3—1>pn+(m_s)¢(fs)pn:1+p”(ps+(m—8)(ps—ps1))—1

t t t
e (mt— s)ip—1)) -1
14 pn+sfl(m _ S)(};— 1) _l_pn+s -1
(4.28)
idempotentes primitivos em F,G. [ |

A seguir, encontraremos os idempotentes primitivos em de F,(G) no caso s <

m<n.

Teorema 4.2.3. Sejam p um primo tal que mde(p,q) = 1, t a ordem multiplicativa de q
médulo p e p®||(¢" —1). Seja G = A x B uma dlgebra de p-grupo abeliano finito, em que A =
(x) e B = (y) sao grupos ciclicos, tais que, o(x) = p™ e o(y) = p". Seja 1 < s <m < n.

p2s ps _ ps—l 2 (pm _ ps—i-l)
p—1

Entao existem 1+ t_ + ; (ps +(n—m+1)p"+

primitivos na dlgebra de grupo F (G) como seque:

) tdempotentes

1.sel1<f<sel<i<

, entao
pm—1 pt—1
m+n Z " ZO y” )
&
Ly =1 (s iy
Eosi = Wyp ( Z x ) (Z Trqi/q(cpslz )
v=0

]_ y b ! ps_l —Lv ,Up)\—s
EO“” o pm+s+n ) yp -1 (Z xr ) (UX:O Trqt/Q(Cps )y )

o (p°)
.

o(p°)
t

para s+1<A<nel<i1<

b
2. selg(Sgs,lgigqb(f:ﬁenggps—l, entdo

1 P =1y —1

pm+n xp -1 yp -1 (ZTrqt/q ) (Z géz —hv U),

E&,i;k -
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_ _ F,[x]
em que gsi(x) € Fylz] € g5i(T) = (s, com T € —L——;
(@) € Rl » (Faale)
- o(p) .
3. 5e1<§<s,1<i< ; ,s+H1<A<nel<r<p’—1, compir, entio
1 P —1 ypn —1 (" - rv pr Sy
E(s,i;)\,'r - pm+n+8—>\ ]}pé _ 1 yp _ 1 (Z Trqt/q ) (Z g67, ) I

Fy[z]

em que gs;(x) € F || e gs;(x) = (ps, comx € ————;
q 96,() q[] 9&() Cp <f5,i x)>

4.8es+1<e<m,1<1<

p" " _
Eein = - Ly (Z Trge /(G ) (Z a U) g

pmtn o gpt — 1 ¢yt — 1

e0<k<p —1, entao

o(p°)
t

Folz]
<f8,l(x)> }

em que g-;(x) € Fy[z] € g-:(Z) =T = (pe, com T €

5. ses+1<e<m, 1< < ,e+1<A<nel<r<p —1, comptr, entio

o(p°)
t

1 2 =1y —1 S L
Ea,i;)\,r = pm+n+€_>\ mpg — 1 yp — (Z Trqt/q ) (Z e yp )

= - F,lz
em que gei(z) € Fylz] € g-3(Z) = Gpe, com T € (fq-[(a:]))'
Demonstragio. Desde que A = (z), o(z) = p™ e m > s, pelo Lema 4.1.4, o polinémio

m
2P — 1 se fatora sobre F, como segue:

o) 6(p°)
,’L‘pm—l_ l’—l H H f&z H H fE,i<x> )
6=1 i=1 e=s+1 i=1
t—1 ., =1
em que f5,(z) = H(:B—C;igq ),sel <d<s e foi(z) =[] (yp C:,l,’;q ) ses+l1<e<m
pu=0 n=0
Assim, existe um isomorfismo de anéis:
F, 2] , o) F, 2] $(p°) F, 2]
x ¢ x L x
]F ( ) ~ q q @ q
=258 w798, 8w
4.29
i ¢(f‘5> B ( )
=F® Fs,|e| & P F..|.
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em que Fy =F,; paracada 1l <¢d <s, Fs;, = e,paracada s+1<e<m, I, =
pP—1 (m—s)(p°—p°—1)

F
A. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 + + idempotentes
(feilz)) t t

primitivos em F,(A) conforme (4.20).

Agora, vamos investigar os idempotentes primitivos no anel F,(A x B). Pela

Proposicao 3.1.1 e o isomorfismo (4.19), existe um isomorfismo sobre I,

¢>(;D ) o)
F,(A x B) = @ @ Fs:(B)|o| & & F..(B)|. (4.30)
6=1 i=1 e=s+1 i=1

Primeiramente, vamos investigar o somando direto Fy(B). Pelo Lema 4.1.4 e n > s,

temos a seguinte fatoragdo do polindmio y*" — 1 sobre F,:

¢(p ) (%)
' -1=@y-1)][2n) =@y -1 H 11 fs) | | TI II S |
h=1 6=1 i=1 A=s+1 i=1
t—1 - e N
em que f5i(y) = [J(y—Ci ) se 1<d<s e i) =W =G ) ses+1<A<n.
u=0 p=0
Assim, existe um isomorfismo de anéis tal que
IF " o(p%) - [ ]
~ y : q y
Fo(B) = Fe(B) = b T
! <y 5691 1691 féz ) ASEA 1621 (fri(w))
4.31
s °) n ¢(zt7‘ ( )
=Fo® | 6P Fosi|®| €D D Foril -
5=1 i= A=s+1 i=1
F,
em que Fyo = Fy; paracadal < <'s, Fo5y = 7 Ey]» e, paracada s+1 < A < n, Fy,,;, =
5:i\Y
F _ _ s _pS_—1
A. Pelo Teorema 4.1.1, existem 1 + P —{— (n=s) (P —p ) idempotentes
(fri(y)) t t

primitivos em Fy(B) dados por (4.20) substituindo = por y e m por n. Portanto, os
idempotentes primitivos em F (A x B) correspondentes a Fy(B) sao: Ey,; Eo.si, com

o(p°) o(p)
t

, dados pelo Teorema 4.2.2; para s+ 1< A<nel <1< ot
os idempotentes primitivos sao

EO;)\,i = (90;)\,1' (y)eo (m)

1 yp p"—1 pi-1 s g (4.32)
- pm+s+n A y Z " ZO Ter/q(Cpsl )y :

Por conseguinte, vamos investigar o somando direto Fs;(B). Para1l < § < s e
>~ ) F5,i == Fq [x]
t <f 5,i(x)>

1<6<sel<i<

= F,t. Pelo Lema 4.1.3, temos a seguinte fatoragao para o
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polinémio y?* — 1 sobre Fge:

S

p°—1

' -1=1] ﬁ

k=0

%,l::] \m

Dai, existe um isomorfismo de anéis tal que

(yr" —1)

p—1 n p°—1
- (@ F‘S’i?k) S @ @ Fsiar | paral <4 <'s;

k=0 A=s+1 r=1
em que cada Fj;p = 6’7@, e cada Fs;\, = Aii, se s+1 < X <n. Pelo
<y - Cps> < - Cp >
Teorema 4.1.1, existem p® idempotentes primitivos em Fj;(B) correspondente a Fj ;.
1y —122)
Osix(y) = DX G pam 0 kS
pryr —

e existem (n — s)(p® — p*~!) idempotentes primitivos em Fj,;(B) correspondentes a F ;.\ ,:

1 yp -1

9(;71.;)\77n(gJ):Zm ZC P paras+1<A<nel<r<p —1, com ptr

Note que ¢5;(Z) = (« é uma p°-ésima raiz primitiva da unidade em Fj; (como observamos
na demonstragao do Teorema 4.2.2). Dessa forma, os idempotentes primitivos de F,(A x B)

correspondentes a cada Fj;(B) sao:

5
1. selﬁéﬁselgig(b(f),entéo

1y —1r

Esin = > (gsi(@) ") es(x)

iy Lo (4.33)
1 27" -1y —1 ko '
_pm—i-nxp _1yp _1<2Trqt/q )(thh )7
para 0 < k < p° —1;
5
2. sel§5§5,1§i§¢(f) es+1<\<n,entdo
1y -1 L ams\v
S A — P yp/\ 1 vz—:o (gé,i(x) y” ) eé,i(x)
- (4.34)

1 —1 yp —1 rv pr Sy
:pm+n+s NP 1P (Z Trqt/q ) (Z gsi(x )

para 1 <r <p°—1,comptr.
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Qb(pS) o Fq[x] ~
o T ey

que observamos na demonstracao do Teorema 4.2.2, o Lema 4.2.1 pode ser estendido para

M = Ftpe—s, de modo a
<fa,z(x)>

obtermos g.;(z) = & = (,- uma p°-ésima raiz primitiva da unidade em F ;. Pelo Lema

Paras+1<e<m<nel<:i< e Da mesma maneira

0 caso m > s e n > s por meio do isomorfismo F.; =

4.1.3, temos a seguinte fatoracdo para o polindémio y?  — 1 sobre quafs:

pe—1
1= 1] (y—¢) H H =)
k=0

A=e+1 r=1
pir

Dali, existe um isomorfismo de anéis tal que

Feily] " Fuilyl 5 T [
Fe,i(B) = n7 = ’ S
W - 1) (,@ - ) Y8 8 g
pir
n p—1
= (@ Fszk) @ Fs,i;)\,T )
A=¢c+1 r=1
ng Fsi
em que cada [ ;\ = 7@ = qus_s e [iny = ?[?J]T = F pe—spr—e = | a-s.
<y - Cp5> <yp - Cp€> 1

Pelo Teorema 4.1.1, existem p° idempotentes primitivos em F.;(B) correspondentes a
FE,i;k:

1 p" —1 !
Y ZCkUU7COIIlO<k<I ]‘
pny

Oc sk (?J)

e existem (n — )(p® — p°~') idempotentes primitivos em F_;(B) correspondentes a F. ;.

1 oy -1 .
e /\‘Z ZC ”,para€+1§)\§nelgr§p5—1,comp{r.

es,i;A,r (y) =

Assim, os idempotentes primitivos em [F,(A x B) correspondentes a cada F; ;(B) sao:

o(p°)
t

l.ses+1<e<mel<1<

1y — 171

ﬁﬁ Z (7 Fy)" eci()
1 27" — 1y —1 I N (4:35)
:pm+n .Tp -1 yp Z TI'qt/q Z x Y )

para 0 < k < p° —1;

Ee,i;k =
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o(p°)

2.8es5s+1<e<mel <1< ;

1 oyt —12 Ae
. — E —T,P v .
Ea,z;)\,r _pn+57/\ ypA o 1 (.I y ) 6677/ (.’]))

v=0
1 2" =1y —1 (R s s | [P A-e
= T t _5 i up yP Y 9
prtnte=A gt 1yt — 1 (;::O Tgt/q(Gpe )2 vz::o Ty
(4.36)

parac+1l<A<nel<r<p® —1,compir.

s 1 _ s _ s—1
=) =
t 5 t
¢(p°)
t
, segundo (4.32). Para cada somando direto Fj;(B), com

Logo, para o somando direto Fy(B), existem 1+ b idempotentes

primitivos: Eo., Eos, para 1 <6 <5, 1 <7 <

o(p°)
t

, conforme o Teorema 4.2.2; Ey.» ;,

paras+1 <A <n, 1<:i<

o
1<i<sel<i< it ), existem p* + (n — s)(p® — p*') idempotentes primitivos: Es.,
para 0 < k < p® — 1, dados em (4.33); Esin paras+1<A<nel <r<p’—1, com

ptr, em (4.34). Para cada somando direto F;;(B),coms+1<e<mel<i< qb(tpﬁ7

_ g1

existem p° + (n — ¢)(p° — p° ') idempotentes primitivos: E. i, para 0 < k < pf — 1, em
(4.35); Ecinpparac+1<A<nel<r<p°—1,compqr, em (436). Com isso, temos

ps_l n—s ps_psfl ps_l i i .
R e

ps . psfl

+f(l?€ +(n—e)p® —p ")),

para s + 1 < e < m. Assim,

1+ + (7" = D)(n—9)+ (n =) +9" + (n =) (o —p))

— 1+ + (p°(n = s) +p° + (n— ) (p” = p")),
0

para s + 1 < e < m. Como ocorre a variagdo de £, vamos investigar o que acontece em (I),

fazendo ¢ percorrer s + 1 < & < m. Temos

pi(n—s)+p" + (n—m)(p" —p" ) +p" T+ (n = (m = 1)) ")+
P (= (s + 1) (" - pY)
=p*(n —5) +p" + (n = m)p™ — (n —m)p™ '+ p" 4 (n— (m — 1)p" 7 -
—(n=(m=1)p" P+ P (= (s D)) = (n— (s = 1))p°
=p’(n—s)+n—m+1)p"+2p" '+ 2"+ ... ++2p° + (s —n+1)p°

2<pm _ ps+1)

—S o 1)p™
p°+ (n—m+ 1)p™ + P
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25_1 s _ s—1 2 (pm — s+1
Portanto, existem 1 + b ; + b tp (ps +(n—m+1)p"+ (p]l))> idempo-
p —

tentes primitivos em F,(G). [

Exemplo 4.2.1. Sejam p = 3,¢q = 17. Entao t = 2 é a ordem multiplicativa de 17 médulo

2| (172 A ,
) - . ~ ) > O, .
3, e 3%||(17° — 1). Para 1 < m,n < s, temos trés casos

i) Se m =n =1, entdo Fi17(A x B) = F17(C5 x C3), em que A = (z) e B = (y), com
o(r) =3 = o(y). Assim, os idempotentes primitivos de F17(A) sdo os mesmos do caso
m = 1 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposicao do polinémio z> — 1 sobre

F1; e os tragos também sao os mesmos encontrados naquele exemplo.

Como n = 1, substituindo x por y e m por n em (4.6), obtemos 2 idempotentes

primitivos em Fy(B):

Bo:o( Z y" 1 +y+y°);
(4.37)
1 y —1 1 9
Oo1,1(y) = 3 3_1 ZTrqt/q Gy g(Q—y—y ).
Pelo Lema 4.2.1, existe g1 1(Z) = r em Fy; = M Logo, existem 5 idempoten-
’ T (24 + 1)

tes primitivos em Fq7(C3 x C3):

o = (35 (5) =gt ey

1
= —(14+az+22+y+y?+ay+ 2%y + oy’ + 2%%);

9
1 y — 1 2 —v\, U 1 2 2
Eoaix = P 3 Zx > Trgse(G )y :§(1+x+x)(2—y—y)
v=0
1
= 5(2—y—y2+2x—|—2x2—xy—xyz—ny—a:QyQ);
123 —1 1
Buo = o (3 TGt ) (Sa) = g2- - a1+ y40?)
1
= Qw2427 —ay —ay’ -2ty —);
1a® -1 1
Bia = gy (ZquQ/q G ") )(ZW> (22 —2%)(z + 2y +2y°)
1
= §(—1—|—2x—x —y —y* + 22y + 22y — 2%y — 2°Y°);
lz? -1 2 2 2,2
Eiip = 923 _ ZTIQ/Q G ") ny 2_5E—$)(x + 27y +27Y”)
1 2, 2
= §(—1—y—y — 1+ 227 — xy — xy® + 227y + 22%7).

ii) Sem=2en=1,entao F17(A x B) =F7(Cy x C3), em que A = (x) e B = (y), com

o(r) =9 e o(y) = 3. Assim, os idempotentes primitivos de Fi7(A) sdo os mesmos do
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caso m = 2 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposicao do polinémio 2 — 1
sobre [F17 e os tracos também sao os mesmos encontrados naquele exemplo. Além disso,
como n = 1, os idempotentes primitivos em Fy(B) sdo os mesmos do caso anterior.

IF17[1'}

(22 + 2z +1)
para 1 < i < 3. Logo, existem 14 idempotentes primitivos em Fi7(Cy x Cj):

1 8 2 8,2
Eoo = 97 (Z 37“) (Z y”) = Z "y’
0 u,v=0

1 y —1 : —v\, v 1 2 u 2 —v\, v
Eo11 = 27y (Zx ) <U2: Tryz4(¢G5 )y > =97 (Zaz ) (;)Trf/q(@s )y ) ;
El,l;k = 217 i3 : 1 <Z Tr a?/q <3 ) (Zy 9 + 111:) >

Pelo Lema 4.2.1, existem ¢y 1(z) = 9+ 11z em [} ; = e g24(T) =T em Fy,;

v=0
1 8
— 27(x + 2% +1) (ZTqu/q ) )(2%3; (94 11z)~* ),0§k§2
129-1 kv v
Eyr = 791 (ZTI" 2/q (") )(Zx k )
1 LI
= 5 (Z Trqz/q(Cgu)x“> (Z x~ ”y”) 0<k<2;
12°-1 8
Eoop = 579 1 (ZTI 2/4(¢, x“) (Zx_k“y”>
1
— 27<2Tr2/q )(Zx kv ),O§k§2;
129—-1
Eysr = < Tr,e x“)( xk”y”>
57757 | 2 TreeralG Z:%

1

8 8
= 5 Z Trqg/q((’g_‘l“);p“ Zx_kvyv ,O0< k<2,
27 \ = =~

iii) Se m =2en =2, entdo Fi7(A x B) = F17(Cy x Cy), em que A = (z) e B = (y), com
o(z) =9 = o(y). Assim, os idempotentes primitivos de F17(A) sdo os mesmos do caso
m = 2 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a decomposicao do polinémio z? — 1 sobre
Fy7 e os tragos também sao os mesmos encontrados naquele exemplo. Como n = 2,

substituindo x por y e m por n em (4.7), obtemos 5 idempotentes primitivos em Fy(B)

Ooo(y) = *Zy Lty +y? + o+t +y° 4y +45);
1y -1 1
Oo,1(y) = 9y ZTrq2/q GOy §(y6+y3+1)(2—y—y2);

1
Oo21(y) = Z Triz/a(Go)y" = 52+ Ty + 13y* — y° + 14y" + 14y° — % + 13y + 79®);
v=0

138 1
Oo22(y) = § > TGy’ = g2+ 13y + 14y — y* + Ty* + Ty° — % + 14y" + 13y%);
v=0
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13 |
bo23(y) = § D Trgz(G ™)y’ = g2+ My + Ty? —y® + 13y" + 14y° — o0 + Ty" + 149°).
v=0

F17[l’]
(22 + 2+ 1)
para 1 <i < 3. Logo, existem 41 idempotentes primitivos em Fi7(Cy x Cy):

1 8 8 8,8
B = g (2] (S 07) 32 o
u=0 v=0

Pelo Lema 4.2.1, existe g11(Z) =9+ 117 em Fy; = e g2;(T) =T em Fy;

u,v=0
1 y9 —1 ° u 2 —v\,,v
Eoan = BRIy —1 <z%$ > <X%]Trqz/q(§3 )y

8 2
= 811(y +y+ 1) <Z 13“) (Z Trgz/ (G5 ”)y”>;
u=0 v=0
1 y 8 8
Foo1 = 81 y? <Z x“) <Z Trqz/q(CS)_U)yU>
u=0 =
8
<Z Tr q2/q CQ > X

81( ) v=0
1y —1 U —2vu\, v
Foaz = 81y —1<u:ox><§Trq2/"<C92)y>

A

8
5 Tt

1y —1 8 4
Epoz = ————— qu> <ZTY 2/ (Cg U)yv>
81y® —1 \/‘Z e/
1 8
- g () (S et )
u=0
1 1.9_1 & —u\ U i v —kv
By = T ZTrqz/q(C3 )T Zy(9+11:p)
u=0 v=0

1 2% — i
Eor = 19— 1 (Z Trq2/q G ") ) (Z x—kvyv>

1 . v=0
= 3 <Z Trqz/q(gg_“)x“> (;) x_kvy”> 0<k<S§;

Esop = 811 zg - (Z Trqz /(¢ xu> (28: mkvyv> 0k <8
= 811 <ZTrq2/q )(Zm‘k” ) 0 < k<S8

Eszp = 811 ig -l (Z Trg2/4(C x“) (Z x"‘“’y”)

1

= (ZTI‘Q/q =) “) (Zx ) <k<8.
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Para o caso em que 1 <n < s <m, digamos n =1 e m = 3, entdo Fi7(A x B) =
F17(CorxC3), em que A = (z) e B = (y), com o(x) = 27 e o(y) = 3. Assim, os idempotentes
primitivos de Fy7(A) sdo os mesmos do caso m = 3 no Exemplo 4.1.1, consequentemente, a
decomposicao do polindémio 227 —1 sobre [Fy7 e os tracos também séo os mesmos encontrados
naquele exemplo. Além disso, como n = 1, os idempotentes primitivos em Fy(B) sao os

mesmos do primeiro caso deste exemplo. Pelo Lema 4.2.1, existem gy 1(Z) =9+ 117 em
F

P

(2+x+1)

1 <4 < 3. Logo, existem 23 idempotentes primitivos em Fi7(Cy7 x C3):

9

 g0i(T) = 7% em Fy;, para 1 < i < 3; g3;(z) = 2”7 em Fj;, para

1 26 2 26,2
B = g (2] (L) = X o
0

u,v=0

1y—1

2
Eoi1 = 81 y3 — (Zm > (vz_;) Trq?/q(gsl))yl))

= 811 (; Iu) (Z Trq2/q(€3_v)yv> ;
Eiix = 811 23 (Z Trg2/q (¢5") ) (Zy (94 11z)~ )

1
= 81(x24+9321—|—x18+$15+:£ +2+ 28+ 23+ 1)

(ZTrQ/qgg, ><Zy (94 11z)7* >,O§k§2;

1 ZL‘27

Eoq = 91 <Z Trqz/q G ") ) (Z xSk ”)
1 2
= 81(9518 + 2% +1) (Z Trq2/q(C9_“)x“> (Z x_gk”y”> ,0< k<2

2

1(1] u —3kv, v
Eoop = 5T (ZTI‘2/q x)(Z:r; 3’“3/)

u=0 v=0
1 8 2
- g(x18 + 2% +1) (Z Trqz/q(gg_z“)x“> (Z x_%vy”) 0< k<2
v=0
1 l’ u u 2 —3kv, v
E273;k = 81 :L‘g ZTI" 2/q ZL‘ Zl‘ Yy
v=0

1 2
— g(:clg + 2% +1) (Z Trqz/q(§94“)a:“> (Z x3k”y”> ,0< k<2
1 IL' —9kv U
E311§k = 81 ZL‘27 Z TIQQ/Q CQ Z z

2
— 811 (Z Tqu/q(Cg_u)x3U> (Zx 9kv v) 0 < Lk < 2

v=0
1 1’27

1 2u u 2 — v, U
Book = §rom 1 (Z TG0 ) (ZOx o )
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1 2 2 3 2 —9k
L (Z TG ) (o) 0 < i<

v=0
1 SL’ 2 —9kv, v
812" —1 (ZT“/" e )(ngk?/)
v=0
1 26 2
31 (Z Trq2/q(C94“)x3”> (Z a;gk”y”> 0 <k <2,
u=0 v=0

Para o caso em que 1 < s < m < n, digamos m =3 e n = 3, entdo Fi7(A x B) =
Fi7(Cor x Co7), em que A = (x) e B = (y), com o(x) = 27 e o(y) = 27. Assim, os

idempotentes primitivos de Fi7(A) sdo os mesmos do caso m = 3 no Exemplo 4.1.1,

consequentemente, a decomposiciao do polinémio 227 — 1 sobre Fy; e os tragos também sio

os mesmos encontrados naquele exemplo. Como n = 3, substituindo z por y e m por n no

terceiro caso do Exemplo (4.1.1), obtemos 8 idempotentes primitivos em Fy(B):

90;0 (y)

90;1,1(9)

0o:2,1(y)

Oo:2.2(Y)

Oo:2,3()

90;3,1(?J)

90;3,2(9)

003,3(y)

1 26 1 )
272?/ *27(1+y+y + .+ v

1y -1
27 ZTrQ/QCS)

1
27(1+y +y8 Yy B ) (2 -y — )

1y -1
27y ZTrz/QCQ)

1
27(1 + 97+ ") (2 + Ty + 1392 — o 4 14y* + 14g° — 9% + 13y" + 7¢°);

1y 13
Tr,2
27y Zr/q

1
27(1+y + ™) (2 + 13y + 14y” — o + Ty* + Ty° — y° + 149" + 13y°);

1y —1 i w\, U
27 y ZTI'q2/q C94)

217(1 + 97 ) (2 + 1y + Ty* —® + 13y* + 149° — o5 + 7y7 + 149°);
26

217 527 = Z Trq?/q Co )

7(6 + Ty + 132 — o + .. 14y® — 1 + 13y% + Ty*);
26

217 527 . Z Tryz/4(G )

217(6 + 13y + 14y* — y* + ...+ Ty* — y* + 149 + 13y°°);

12— 12

27 y27 Z Tr a*/q CQ )
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= 27(6 + 1y + Ty — >+ 4 14y — P Ty o+ 14y%).
. _ _ ~ Firz _ _
Pelo Lema 4.2.1, existem ¢; 1(z) =9+ 11z em F}; = m; G2.i(T) = 7°

em Fy;, para 1 <i < 3; g3,(z) = 2° em Fy;, para 1 < i < 3. Logo, pelo Teorema 4.2.3,

existem 149 idempotentes primitivos em Fi7(Ca7 x Cor):

1 26 36 26,26
E°%°:m<zm ) <2y>i§f Vs

27

1 2
Eo11 = 729 y <Z T ) <Z Tqu/q(C?:v)yv>

1 2 2 _
729(y + Py 4y P +1)<Zf€“> (Zchﬂ/q(Cg”)y”);
v=0

1 y . u=0
E T 9 —v v
02,1 = 7293/ <Z$ ) (;) Tq2/q(Co )y>
6 8
7;9 (yls + y + 1 <Z Iu) (Z Trq2/q<<9_U)yU> ;
0 v=0
E 1 y (Z$ > (i Ty (C—Qv) v)
02,2 = 729 = 7?/q\Gg )Y
1 6 8
= oWy + 1) (Z x“) (Z Trgz/q(Co 2”)@/”) ;
0 v=0
1 y 5 —4u\, v
Foa3 = 799 0 (Zl‘ ) <v§::OT1"q2/q(C9 )y )
6 8
7;9(?;18 +y° +1) (Z z“) (Z Trgz)q(Co 4'“)y”> ;
u=0 v=0
26 8
<Z xu> (Z Tqu/q(Cgv)y3v>
u=0 v=0
8
) <Z Trq2/q(gg_v)ygv> ;
v=0
1 g2 -1 (28 8
Eozo = gi’)y” 1 (Z 93“) (Z Trq2/q(C9_2U)ygv>

v

u=0 =0
8
< Tqu/q<C92v>y3v> ;
1 y27 -1 26 v 3
Eo33 = 24347 — 1 Z Z Trqz/q(C
= — Z " ZTr 2 (C9_4”)y3”> :
() (e
1 .%'27 1 y27 -1 ( 2 8
Ellk ZTI‘ 2/ (Ciu)ﬂfu Zy”(9+ 11%)71%
729 23 —1 y° — e s

v=0
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Eoq =

E2,2;k =

E23k

El,l;?),r =

E2,1;3,'r -

E2,2;3,r =

E2,3;37r -

E3,1;k

E3,2;k) -

= 7@

1

(Z Trez/q(C5™) ) (Zy (94 11z)~*

v=0

1 2% 2T _ 1

729 29 —

—1ly
1y —

24—|—.CE21+Q?18+I15+$12+$9+Q36+$3+1)<y18+y9+1)‘

>,0§k§8;

() ()

8

1 —U u —RU,, U
= e 000 40 (DT ) (S r) <k
v=0

1 x7—1y27—1

729 29 — 1 ¢°

(Z Tryz/4(Go

~ 729

1 IZ _1y27 1(8
ZTI‘z/ (C94
729 29 —1 y° — 1 —

1 8
= =59 (@ + D"+ + 1) (2_: Tre/q(Co ™

2
xu) (Z x—kvy
v=0

1 — 22U u
Lt Dy 4y 4 1) (Z T (G2
u=0

v=0

)

) (55

1 567—13/27—1 8
— T 9+ 11z)3vyY
243 23 — 1 427 — Z rg2/q(C3 )2 7;)( + 11z)™"y
1

T 243

(g a8 a5 12 g% g g3 1)

(ZTrz/qgg )( (9 + 11z) Svy”>,1gr§8,k¢3,k7&6;
v=0

>, 1<r <8, k#3, k#6;

o 3“), 1<r<8 k#3, k#6;

1 ZL‘27 2 8 .
243 29— 1 y” (;0 Trees(Gs ) (;x Y )
1 (1'18 + 9:, +1 i Ty l,u i ZE_SU v

~ 243 2 ozl T
1 1327 ( 2 > < 8 )
N Tr 2 Y xf?wy?w
243 29 — 1 y27 ZO falé ;
! (¥ + 2%+ 1 ﬁ:Tr Yt f:x
~ 243 /ol Y
u=0 v=0
8

1 z

27 2
— T
243 29 — 1 y27 (Z% ri/a(C )

1 2
243(x18+:c +1 (ZT 2/4(C

Z QZ'_SU

=0

/\

1 ¢ 27 8 - 26 e
729 127 — 1y27 (g_:o e2/0(Go ) ) (;)x

1
= 79 (Z Trye/q(Go™) > (Z z 7y ) <k <26

12?7 —1y7 : .
799 127 _ | y2 — 1 (2_% Tqu/q(C ) (Z_:

sm)

8
)(Zx?’” 3”), 1<r<8, k+#3, k+#6;
=0
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1

= =5 (ZTM/Q )(Zx—’w ”),0§k§26;
1 .CL’ —1 y27 —1 3u 20 —kv, v
Es i = 799 227 _ | Y27 — (Z Tryzq(Go ™) > (Z r oy

v=0

1

729<2Trq2/q Sy ) (Z:U vv),ogkgzﬁ;

Os idempotentes primitivos encontrados no Exemplo 4.2.1 foram determinados a
partir da teoria de corpos finitos, conforme [15], no caso em que o grupo da &lgebra de
grupo F,G' é um p-grupo abeliano finito. Vamos agora apresentar algumas defini¢oes e
resultados estabelecidos em [8] para determinar os idempotentes primitivos de uma dlgebra

de grupo cujo grupo tem a mesma estrutura do caso anterior.

Definicao 4.2.1. Seja G um grupo abeliano. Um subgrupo H de G é chamado de
subgrupo cociclico se o grupo quociente G/H é ciclico e ndo isomorfo a {1}. Usamos a
notacao

See(G) = {H | H é um subgrupo cociclico de G'}.

Sejam F, um corpo finito com ¢ elementos e G um p-grupo abeliano finito. Para
cada subgrupo cociclico H de G, podemos construir um idempotente de F,G. Se G/H é

um p-grupo ciclico e nao isomorfo a {1}, existe um tinico subgrupo H# de G contendo

1
H tal que |[H*/H| = p e o clemento ey = H — o# > h > héum
|H| heH |H heH#
idempotente de F,G. Dessa forma, o conjunto abaixo ¢ formado pelos idempotentes de

F,G.
{GYU{en =H - H#| H € 8..(G)}. (4.38)

A partir dos resultados seguintes, vamos mostrar que os elementos do conjunto

(4.38) sdo idempotentes primitivos.

Lema 4.2.2. Sejam G um p-grupo abeliano finito e H um subgrupo arbitrdrio de G.
Entao, G/H # {1} é um grupo ciclico se, e somente se, existe um tunico subgrupo L tal
que H<L<G elL:H|=

Demonstra¢io. Suponha, sem perda de generalidade, |G| = p". Seja H < @G, temos
|H| = p’, para algum i < n, logo |G/H| = p"~". Suponha G/H # {1} um grupo ciclico,
assim, existe um tnico subgrupo em G/H de cada ordem que divide a ordem de G/H.
Dai, para cada subgrupo K de ordem p/ > p' de G, H < K e o subgrupo quociente
G/K é o tnico de sua ordem em G/H e tal que [G/H : G/K] = p’~*. Em particular,
existe um subgrupo K = L de ordem p"*! de G contendo H, donde segue G/L < G/H e



Capitulo 4. Idempotentes Primitivos 90

|G/K| =p" "', Além disso, [G/H : G/L] = p e isso implica em p - |G/L| = |G/H]|, logo
p-|H| = |L|. Portanto, existe um tnico L, tal que H < L < G e [L: H| = p.

Reciprocamente, suponha G/H # {1} néo ciclico. Como G/H é p-grupo, entao
existem pelo menos dois elementos @,b € G/H tais que o(a) = o(b) = p e (a) # (b). Pelo
Teorema da Correspondéncia, existem dois subgrupos distintos K; e Ky em G tais que

K, = (a), Ko = (b) e |[K;: H| = p, para i = 1,2, o que contradiz a hipdtese. Isto prova o
resultado. ]

Teorema 4.2.4. Sejam p um nimero primo, G um grupo abeliano finito de expoente
p" e Fy, um corpo finito com q elementos tal que p # q. Entdo (4.38) é um conjunto de
idempotentes ortogonais dois a dois de F,G' cuja soma € igual a 1, ou seja,
1=G+ > enu, (4.39)
HESee(G)

em que 1 denota o elemento identidade em F,G.

Demonstra¢io. Vimos acima que o conjunto (4.38) é formado por elementos idempotentes.

Vamos mostrar que estes elementos sao ortogonais.

Sejam H e K subgrupos cociclicos distintos de G. Logo existem H* e K™, subgrupos
de G tais que [H* : H] = [K*: K] =p. Se H C K, entdo K/H é ciclico, com |K/H| = p’,
para j > 1. Dai, existe H; < G, tal que |H,/H| = p. Pela unicidade, H* = H;. Assim,

—_—~  — o~

enex = (F— TR -F) = AR -AK - TR+ TR =R -K - K+ =0,

Se H e K nao estao contidos um no outro, entao H e K estao contidos propriamente
em HK :={hk; h € H e k € K} e, consequentemente, H* e K* também estao contidos
propriamente em HK, logo H*K* C HK. Por outro lado, da definicdo de subgrupo
cociclico, temos HK C H*K™. Portanto, HK = H*K*. Além disso, HK C H*K C
H*"K* C HK, logo H*K = HK. Analogamente, segue HK* = HK. Assim,

€H€K=(E—E\*)(R\—T(\*):ﬁi{\—ﬁf(\*—f/{\*k\ﬂ—ﬁ\*f(\*:o_

Resta mostrar que a soma destes idempotentes ¢ igual a 1. Para cada subgrupo

ciclico C' = (¢) de G, denote por G(C') o conjunto de todos os geradores de C, isto é,
G(C) ={d € C; mdc(3,|C|) = 1}.

Se C denota a familia de todos os subgrupos ciclicos de G, entao |G| = Y |G(C)| e, como
cec
G é um p-grupo,
' i i ¢
G(O) = o) =5 =~ =[] - L.



Capitulo 4. Idempotentes Primitivos 91

Denote por S..(G) o conjunto de todos os subgrupos cociclicos de G. Seja e =

Z ey. Afirmamos que e = 1. Para provar este fato, basta mostrar que (F,G)e =F,G.
HESee
Com efeito, visto que esses idempotentes sao dois a dois ortogonais, como mostramos

anteriormente, a uniao dos ideais gerados por eles ¢é disjunta, dai,
(FQG>€ = @ (FqG)eH
HESCC

Assim,
dimg, (F,G)e) = > dimg, (F,G)en)

HGSCC

como espagos vetoriais sobre F,. Por definicao de eg, H = H"+ ey, donde ﬁ\*eH =
H*(H — H*) = 0. Deste modo, (F,G)H = (F,G)H* & (F,G)ey, logo

dimg, (F,G)es = dimg, (F,G)H — dimg, (F,G)H*
Pela Proposicao 3.2.2, (F,G)H = F,(G/H) e (F,G)H* = F,(G/H"), assim,
diqu (FqG>€H == diIIl]Fq Fq(G/H) - dim]pq Fq<G/H*),

donde
dimp, F,(G/H)=|G/H| e dimp, F,(G/H*) = |G/H"|.

Por [24, Teorema 10.57], garantimos a existéncia de uma bijecao ¢ : C — S..(G), tal que
| X| = |G/o(X)], para todo X € C. Se denotarmos por C' € C o subgrupo de G tal que
»(C) = H, entao

dimg, F,(G/H) = |C| e dimg, F, (G/H) = ‘S//Z’ 'i'
Assim,
dime, (F,G)exr = |1 - < — G (0.
Logo,
dimg, (F,G)e = > dimg, (F,G) ey = > |G(C)| = |G| = dimg, (F,G).
HESee cec
Portanto, como (F,G)e C F,G, segue (F,G)e =F,G. |

Teorema 4.2.5. Sob as hipdteses do Teorema 4.2.4, o conjunto (4.38) é o conjunto dos
idempotentes primitivos de F,G se, e somente se, o(q) = ¢ (p") em U (Zyn), em que ¢

denota a funcao de Fuler.

A Defini¢ao 4.2.1, o Lema 4.2.2 e os Teoremas 4.2.4 e 4.2.5 podem ser estendidos

para grupos ainda mais gerais, como grupos abelianos que nao sejam p-grupos. Como em
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um grupo abeliano finito GG todos os seus subgrupos sdo normais, seus subgrupos de Sylow
também o sao. Dessa forma, o grupo G pode ser escrito como G = Gy, X -+ X Gy, em
que G,, denota o p;-subgrupo de Sylow de (G, para os ntimeros primos distintos pq, ..., p;.
A partir disso, tais resultados sao estendidos conforme [8]. Nesta dissertacao, entretanto,

tratamos apenas de p-grupos abelianos finitos

No exemplo a seguir, denotamos por [i]; a classe do inteiro ¢ médulo k. Além disso,
utilizamos os subgrupos determinados na Subsec¢ao 4.2.1 para escrever os idempotentes

primitivos.

Exemplo 4.2.2. Sejam Fy; um corpo finito com 11 elementos e p = 3 um primo impar.

Seja G = (a) x (b) um 3-grupo abeliano finito de ordem 3", como mdc(11,3) = 1. Dali,

i) param =n =1, exp(G) = 3, e o(11) = 6 = ¢(9) em U(Zy). Assim, pelo Teorema,

4.2.5, o conjunto de idempotentes primitivos de F,G é dado por

1 1
e = §Zg=5(1+a+a2+b+b2+ab+a2b+ab2+a2b2)

geG

)

1 1
e = (a}—G:§(1+a+a2)—§(1+a—|—a2+b+b2+ab+a2b+ab2—i—a262)
11 1
= (3—9)(1+a—|—a2)—9(b+b2+ab+a2b+a62+a2b2);
~ 1 1
ey = <b>—G:§(1+b+b2)—§(1+a+a2+b+b2+ab+a2b+ab2+a2b2)
11 1
= (3—9>(1—|—b—|—1)2)—9(a+a2+ab+a2b+ab2+a262).

ii) Param=2en =1, exp(G) =9 e o(11) = 18 = ¢(9) em U(Zy;). Assim, o conjunto

de idempotentes primitivos de F,G é dado por

1 12
0 = =Y. 9=-= a'ty;
27 1% 27 56
s . 2 N U - .
o= @-C=g Ya g = (G ) Y - Y v
9= 27 520 9 213 27 0741
—~ 12 o1& 1A 1 &2
e = (b)—G==> V- = a’b]—(_)Zb]— y o a';
31‘=0 27z‘,j:0 327 j=0 271’:14:0
— o1& 1 &2
es = (ab) —G == a'b" — — 3 o't/
9= 27 550
— ~ ]_ 8 2[] ]_ 8,2 ..
ey = <ab2>—G:fZalbz3—— a't’;
9= 27 %0
. o122 g 82
es = () x(b)—G=- 't — — a't’;
9 =0 27 %0
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€7 =

1

w

/\ 1

(af%) — (a®)  (8) = 5

2 o 1 2,2 o
Za?ﬂbz = Z a3zbj;
1=0 9 1,7=0

2 2,2
Za[&'}gbi _ 1 Z a3ibj‘
1=0 9 1,7=0

iii) Para m = 2 en = 2, exp(G) = 9 e o(11) = 54 = ¢(81) em U(Zs1). Assim, pelo

Teorema 4.2.5, o conjunto de idempotentes primitivos de F,G é dado por

> 4

g€(

€o

€1

€9

€3

€4

€5

€6

€7

€8

€9

€10

€11

€12

€13

1 1
BRI

geG

a)x (b)

1 1
n=- % h) .
9 (he<ab2> 27
1 1
he(ab®)
1 1
he(ab*)
1 1
> )
9 he(ab™) 27
1
2 h| -5
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1 1

eu = <a6b>—<b>><<a3>=( h)_( h);
) he%:ﬁw 27 he(b)x (a3)
o = @07 - £ a) -

o = B0 =g (S ) % )
he(b)x (a?)

O proximo exemplo é uma generalizagao para o primo p no caso em que o grupo

G = Cp2 X Cp.

Exemplo 4.2.3. Considere o corpo Fs e seja p um primo impar. Seja G' = (a) x (b) um
grupo abeliano finito, com o(a) = p* e o(b) = p. Como 2 é um gerador de U(Z,2), as
hipoteses do Teorema 4.2.5 sdo satisfeitas, assim, os idempotentes primitivos da dlgebra

de grupo Fy((a) x (b)) sdo dados por:

eo = ab = G; elzg—(amb); elj:cﬁ;b—(amb), j=1,...,p—1;
er=ad—G; es = abi — G, izl,...,p—l;@,z(aﬁb)—@.

Os idempotentes primitivos que foram descritos usando a teoria de grupos sdo
apresentados de maneira bem mais geral, do que a posta aqui, nos artigos [7], [8] e
[10]. Além disso, Guerreiro, Milies e Ferraz [8] determinaram condigoes necessarias e
suficientes para que os idempotentes primitivos dados desta forma fossem G-isomorfos,
o que permite classificar alguns tipos de cédigos. Para maiores detalhes sugerimos as

referéncias supracitadas

Observe que, para o caso mais geral (no que se refere a grupos abelianos nao
ciclicos) chegamos a conclusdes semelhantes as descritas nas paginas 62 e 63. Os Exemplos
4.2.1 e 4.2.2 mostram que, quando as hipdteses do Teorema 4.2.5 nao sao satisfeitas
no Exemplo 4.2.1, existem mais idempotentes primitivos, uma vez que cada um deles
corresponde as componentes simples de F,G encontradas nos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3,

e o nimero de componentes nestes casos sao maiores do que o nimero de componentes de

QG.
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5 CODIGOS DE GRUPO

Neste capitulo, descrevemos todos os cddigos abelianos lineares com complementar
dual (LCD) e todos os c6digos auto-ortogonais sobre uma algebra de grupo. Iniciamos com
alguns dos principais conceitos de codigos corretores de erros, especificamente, codigos
lineares e codigos ciclicos, com base em [12] e [18]. Por conseguinte, abordamos estes
mesmos codigos sobre algebras de grupo e também introduzimos os coddigos de grupo,
precisamente, cédigos abelianos e minimais, conforme [2], [3], [11], [15] e [19]. Além disso,
apresentamos alguns conceitos, relativos a subespagos ortogonais de uma algebra de grupo
e algumas consideragoes, com base em [6]. Por fim, descrevemos os codigos abelianos LCD

e auto-ortogonais em F,G, de acordo com [15].

5.1 PRELIMINARES

Sejam [, um corpo finito e n € N*. Um cédigo linear C pode ser visto como um
subespaco vetorial proprio de Fy. Em particular, este cddigo ¢ dito um codigo ciclico se,

para todo ¢ = (cg,...,c,—1) € C, temos (¢,_1,¢o, ..., Ch2) € C.

E facil ver que o espago vetorial [y é isomorfo ao anel quociente (visto como
Fy[z]
(z —1)
R,. Além disso, se G é um grupo ciclico finito gerado por um elemento a de ordem n, a

espago vetorial sobre F,) R,, = e, com isso, podemos definir C como um ideal de

algebra de grupo F,G ¢é isomorfa ao anel R,, e, assim, podemos definir C como um ideal
de F,G. Estas diferentes abordagens podem ser entendidas de maneira bem simples com o

diagrama abaixo, dado por Guerreiro e Milies [11]:

n v F [13] P,
CCF, = R.,= <an_ ) F,G =TF,(a)
T 1 Tl al
no ¥ Fylz]
CC]Fq — Rn: <Inqi_1> i) ]FqG:Fq<CL>,
em que 7 : Fy — F é tal que 7(ag,as,...,a,-1) = (@n_1,00,...,an_2), chamado de

operador troca ciclica, W representa o isomorfismo linear entre os espagos vetoriais F; e
R, € p representa o isomorfismo entre os anéis R, e F,G. Além disso, o operador 7 em Fy
¢ equivalente a multiplicacao por T em R, que, por sua vez, ¢ equivalente a multiplicagao

por a em FF,G.

Estendendo essas ideias, Berman [2], [3] e, independentemente, MacWilliams [19]
definiram cédigos abelianos como ideais em dalgebras de grupo abeliano finito e, mais

geralmente, um cédigo de grupo a esquerda foi definido como um ideal a esquerda
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em uma algebra de grupo finito [11]. Neste caso, denotamos um codigo abeliano por
C =F,(G)E, com E* = E.

Na Secao 3.4 e no Capitulo 4 discutimos extensivamente como se determinam os
idempotentes primitivos de uma algebra de grupo. A partir destes elementos e a defini¢ao
de codigo abeliano, dizemos que um codigo ¢ minimal se for um ideal minimal na algebra
de grupo. Em particular, se mdc(q, |G|) = 1, entdao pelo Coroléario 3.2.1 do Teorema de
Maschke, F,(G) é semissimples. Neste caso, todo ideal desta dlgebra de grupo é uma soma
direta de alguns ideais minimais. Portanto, um cédigo abeliano de F,G é a soma direta de

alguns cédigos minimais em F,G.

Para a = Y ayg € F (G), o peso de Hamming w(«a) é definido como o nimero
geG
de elementos nao nulos ay, ou seja, w(a) = supp(c). A distdncia minima de Hamming

d(C) de um cédigo abeliano C é definida por d(C) := min{w(«) | @ € C,a # 0}, a dimensao
refere-se & dimensao de F,(G) como um espaco vetorial sobre F, e ¢ dita dimensao de
um cédigo abeliano. Um cddigo abeliano C em F,(G) de dimensao k e distancia minima

de Hamming d sera chamado cédigo [|G|, k, d] sobre F,.

O produto interno euclidiano em F,(G) é definido da seguinte forma: para

todos v = Y g, B= Byg € Fy(G),

geG geqG

<a75>:: 2:(y969

geG

Note que a algebra de grupo F,G possui uma forma bilinear simétrica nao degene-

rada G-invariante natural (.,.), definida por

(%Mz{l%g:h (5.1)

0 caso contrario.

Aqui, a G-invariancia significa que (ag, 8g) = (o, 3), para todos «, 5 € F,G e todo g € G.

Para cada o = Z azg9 € F (G), &= Z agg_l ¢ chamada involugao adjunta
geq g€G
de a. Além disso, a é dito auto-adjunto se a = &.

Observe que a aplicagdo " : F,G — F,G define um anti-isomorfismo de F,G,
segundo [21, Proposicao 3.2.11], e para todo «, 8 € F,G, a forma bilinear definida em (5.1)

satisfaz
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5.2 CODIGOS ABELIANOS COM COMPLEMENTAR DUAL (LCD) E
AUTO-ORTOGONAIS ABELIANOS

Defini¢ao 5.2.1. Um cé6digo linear C sobre F, é chamado cédigo LCD (cédigo linear

com dual complementar) se C N C+ = {0}, em que
Ct={B€F,G:{a,B) =0, para todo a € C}.

Se C C C*, entdo C é chamado cédigo auto-ortogonal.

Os idempotentes primitivos em F,(G) sao obtidos no Teorema 4.2.1, se 1 < n,m <
s, no Teorema 4.2.2,se 1 <n < s < m, e no Teorema 4.2.3,se 1 < s <m < n. Seja C
um cddigo abeliano em F,(G). Entao C = F,(G)E, no qual E ¢ a soma direta de alguns
idempotentes primitivos em F,(G) (veja p. 96). Nesta segdo, investigamos todos os codigos
abelianos LCD e auto-ortogonais em [F,(G). Primeiro, por conveniéncia, denotamos
P p — 1) (m—s) +p" T — 1
t

N1:

Ny = + <p5+(n—m+1)pm+

2 (p" —p5“)> .

p—1
A seguir, apresentamos um Lema que caracteriza os codigos LCD e auto-ortogonais.

Lema 5.2.1. Seja C = F (G)E, com E* = E, um cédigo abeliano de uma dlgebra de grupo
abeliana F (G).

(i) [6, Teorema 8.1] Entdo C é um cédigo abeliano LCD se, e somente se, E> = E = E.

(i) Entao C é um cédigo auto-ortogonal se, e somente se, EE =0.

Demonstragigo. (i) Primeiro, suponha C = F,(G)E um cédigo abeliano LCD. Seja
F,G=C®Ceescreval = E+ H com E€Ce H € C*. Uma vez que C e C* sio
ideais de F,G, segue

E=E+EH=F-F*=EHec(H)cC* = F-FE*cCnNC" = E = E?

e, de modo andlogo, H = H?. Além disso, F,(G)E @ FG(1 — E), e isso implica em
C=F,(G)E eC" =F,(G)H. Se o, 3 € F,G, entéo

0= (aE, BH) = (o, BHE) = (o, (1 — E)E).

A

Como a forma bilinear é ndo degenerada em F G, segue (1 — E)E = 0 e, consequen-
temente, E=EE. Portanto,

—

E—FE—FE—P.
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Reciprocamente, suponha E? = E = E. Como F é um idempotente, pelo Teorema
223,F,G =F,(G)E®FG(1—E). Como (af, p) = (a, pB), para todos «, 3, p € F,G,
entao, para «, 3 € F,G, obtemos

I
=
o)
=
|
3
=
I

Logo F,G(1 — E) é um ideal de C*. Como
dimg, F,G(1 — E) = |G| — dimp, C = dimp, C*,
segue F,G(1 — E) = C*. Portanto, C N C* = {0}. Isto prova o resultado.

(ii) Sejam E = > pph um idempotente em Fy(G) e sejam a = aE,b = SE € C C F,(G),

heG
com a= Y ag9, f= Bph € Fy(G). Pela G-invariancia da forma bilinear dada
9eG heG

m (5.1), temos, para todo g € G,

(g, B) = (E,B) = Z pPrBn e (975E> = (g, Z Brpng) = Z PrBh

geG e e

Logo, (¢E, ) = (g,ﬁE), para todo g € G. Além disso,
(a,b) = (aE, BE) = (o, BEE) = (o, bE), para todos a,b € C
Como C é auto-ortogonal se, e somente se, (a,b) = 0, para todo a,b € C, entao
0= (a,b) = (aE, BE) = (a, bE)

Pela arbitrariedade de a e b, podemos tomar b = E e, assim, (a, EE) = 0. Portanto,
EE=0.

Lema 5.2.2. Sejam p um primo tal que mdc(p,q) = 1, t a ordem multiplicativa de q

médulo p e p°| (¢ —1). Entdo

i) set € impar e 1 < m < s, a fatoracio irredutivel de z*" — 1 sobre F, pode ser
q

reorganizada como

" — 1= (r—1) H

féz f&l ) (52)

em que cada f5;(z) = [](z — (;%q“), com mdc(l;,p) = 1, e f5,(x) € o polinomio
©n=0
reciproco de fs;(x).
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(ii) set é impar e m > s, a fatoracdo irredutivel de 27" —1 sobre F, pode ser reorganizada

como
:Bpm—l— $—1 H H f(Sz f(;z H H faz ))7 (53)
o=1 =1 e=s+1 i=1
t—1 .
em que cada f5;(x) = [ (x — C;i;q ), com 1 <6 <s, e fs,(x) é o polindmio reciproco
-0
' =l £—S M
de fa(); cada foi(w) = [LG"" = i), coms+1< = <m, e f2,(2) o polindmio
n=0

reciproco de f.;(z).

Demonstragdo. Sejam 1 < 6 < m et impar. Suponha, por contradigdo, f5:(z) = f5;(7).
Dali, f&,i(CZl)%) = f57i(CI;;li) = 0 e, assim, [; e —I; pertencem a mesma ¢-classe ciclotomica,
isto é, ¢’l; = —l; (mod p), com 1 < 7 < t — 1. Em particular, para [; = 1, temos
¢ = —1 (mod p), dai p | (¢’ +1) e, consequentemente, p | (¢’ +1)(¢’ —1) = ¢* — 1. Como
t é a ordem multiplicativa de ¢ mddulo p, entao ¢ | 27, o que contradiz a hipétese ¢ impar.
Portanto, fs,(z) nao é auto-reciproco Isto prova o resultado para o caso 1 < m < s. Além

. E—S 7’ ~ z I
disso, se m > s, fazendo z = 2P | concluimos que fs, () nao é auto-reciproco. [ |

Teorema 5.2.1. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.1, entdo a involugdo adjunta de cada um desses elementos é:

o(p°)
t

1.sel<d<nel<i< , entao

— —_—
Eo;o = Eo;o € Eo;a,i = Eo;a,%

em que cada Eygs; corresponde a f5i(y) e cada Ey;; corresponde a f5:(y) = f5:(y);

5
2. sel§5§m,1§z’§¢(:”60§k§p"—l, entao

—_—
E&i;k = E&,i;ka

em que cada sy corresponde a fs5;(x) e cada Eg;, corresponde a f5;(y) = f5:(y).

pm—l-n —1

Além disso, set € par, existem 1+ idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t

¢ impar, exriste apenas um idempotente primitivo auto-adjunto.

Demonstragio. No Teorema 4.2.1, é facil verificar que
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5
1. selgégne1§i§¢(f) entao
p—1pt—1
Eoo— P Z Zx y " = Eop;
u=0 ov=0
Fo__ L y” —”f Z
06,0 = m - TI'qt/q y —v
+ y p —]_ =0
1 yp — 173 — 5y
= pm+n yp Z Z Trqt/q
:EO;&i’

em que cada Fy;,; corresponde a f5,(y) e cada Eys; corresponde a f5:(y) = f5,(y);

2. selgégm,lgiggb(fa)e()glfgp”—l,entéo
ol R lu U ~1y=kv
Es ik = prn P _ Z Trqt/q Z Yy géz
p"—1 -
- pml+n J;; = Z Y gsi(x ") uz::O Trqt/q(cz;sliu)wptu
= E&,E;k?

em que cada Fj ;. corresponde a fs;(z) e cada Ej;, corresponde a f5:(y) = f5,(y).

Se t for par, pelo Lema 4.1.4, cada Eo;a,% = Ep,s,; e cada Ejs;.1. = Esix, portanto
pm+n _

existem 1 + idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for impar, pelo Lema

5.2.2, existe um idempotente primitivo auto-adjunto Ej.. [ |

Corolario 5.2.1. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 5.2.1, se t for par, entdo existem
m+n _ 1

2 cdigos abelianos LCD em F (G) e nao hd codigos abelianos auto-ortogonais em

m+n m+n 1

F,(G); set for impar, entdo existem 2" t+ 1 codigos abelianos LCD e 3= codigos

abelianos auto-ortogonais de F (G).

Demonstragio. Desde que F,(G) é semissimples, cada idempotente E de F,(G) é uma

soma finita de idempotentes primitivos dados no Teorema 5.2.1. Dai, para todo F € F,G,

o(p°)
¢

existem Ko, Kogi € Kok, Para 1 <d<n,1<d<mel <i< , tais que

—

—_—
E = K:O;OEO;O + KO;é,iEO;(S,i + Ké,i;kE&i;k-
Como E? = E, entdo

2 2
E°=E <= (hooBoo + Kowills; + FoinBsin)” = RooBoo + KowiBosi + Rain s,
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2 2 2 _ A o

Koo oo + Ko B0 + Ks i Lsin = Koo Eoo + Kowili,s; + Ko ik Lk
2 2 2 _

(Koo — Fo) Eoo + (6,55 — Koisi) Boys; + (K540 — Koin) B = 0

ko.0(1 — Koo) = 0; Kosi(l — Kowi) = 05 Keik(l — Reik) =0

[

koo = 0 ou 1; Kos; =0 ou l; ks =0o0ul,

- qb(p&) . 1+pm+n_1 .
paral <d6<n,1<di<mel<i< — Logo, existem 2 ? idempotentes em
F,G.

Se t for par, entao, pelo Teorema 5.2.1, todos os idempotentes primitivos F
satisfazem E? = F = E. De acordo com o Lema 5.2.1, ndo hd codigos abelianos auto-

m+n71

ortogonais e existem 277 cédigos abelianos LCD de F,(G).

Se t for impar, entdo, de acordo com o Teorema 5.2.1, existe ao menos um

idempotente primitivo auto-adjunto em F,G, a saber, Ep. Pelo item (i) do Lema 5.2.1,

—_—
— —

R /\ —
E=F <= kooEoo+ kosilosi+ Ksiklsik = kooloo + Kosilos: + Keik s,k
—

—
< Kooloo + Kosilos: + Ksiklsik = Kooloo + Kosilos: + Kk s ik

= Koo(Eoo — Eoo) + kowsi(Eosi — Eosi) + Ksik(Esik — Esix) =0, (5.4)

donde a igualdade (5.4) é verdadeira se, e somente se,

—_— —_—
Eosi = Eosi,  se Kos; = 1; Eosi # Fosi,  se Kogsi = 0;

— e _ (5.5)
Esir = Esir, s Kgip = 1. Esip # Esjig,  se Kgip = 0.

Agrupando em um conjunto U todos os idempotentes primitivos de F,G que sao di-
m-+n

ferentes de Ej,, temos — elementos em Y. Como toda involugao adjunta de um idem-

potente primitivo é também um idempotente primitivo em IF,G, entao esses elementos apare-

- m+n 1
cem em pares e podemos reagrupa-los em um conjunto H = {(Ej, E;)):1<j< p%}
Assim, por (5.5),
E=FE <= E=roEow+Y (B + Ej), (5.6)
jEI
pm+n _ — ~
com I C {1,...,%}, ko, kj €4{0,1} e k; =0,se E; # E;; k; = 1, se E = E. Logo,

m+4n _

pelo Lema 5.2.1, existem 9t + codigos abelianos LCD.

Por outro lado, temos, pelo item (ii) do Lema 5.2.1,

—_—

R /\ /\ — —
EFE =0 <= (kooEoo+ kosiEosi + KsikEsik)(KooEoo + kosiLosi + KsikEsixk) =0

o -
< Kooloo + Kosilosi + Keiklsik = Kooloo + Kowsilos: + Kk ls,ik = 0
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<= Ko.0Eo.0(ko.0Eo.0 + KosiEosi + KsikEs k) +
—_—
+£0;6,i E0.,i (K00 Eo0 + ko5 Fosi + KsieEsik) +
—_—
+£506Es ik (Koo Eoo + KowiEosi + KeikeEs,ii) =0
<~ KooLoo + KosibosiLosi + KosifsikEosiLsik + Ky LsinBsir +

—
+K5 kK06, Esi:k Lo = 0

, T .
< Kooloo + KosikesikEosiEsik + KsikkosilsikLosi =0
< Koo = 0; e Kogiksix =0
Ro6,i = 0 e Rg,isk = 0;
= JKowi =0 e Kz =1 (5.7)

Kogs =1 e Kgpp = 1.

Logo, por (5.7),

FE =0« Z /ﬁ?jEj + H;-Ej, (58)
jel
pm+n —1 / /
com [ C <1,.. T € {0,1} e x; + x; < 1. Portanto, pelo Lema 5.2.1,
pm+n7
existem 3" 2 codigos abelianos auto-ortogonais em F,(G). |

Teorema 5.2.2. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.2, entdo a involucao adjunta de cada um desses elementos é:

o(p°)

1. selgégnelgigT, entao
Eoo = Eoy € Eosi = E(];(Sja

em que cada Eygs; corresponde a f5:(y) e cada Ey;; corresponde a fs5;(y) = f5:(y);

5
2. sel§5§3,1§i§¢(tp)60§k§p”—l, entao

—_—
Eé,i;k = Ea,%;kv

em que cada Es gy corresponde a fs5;(x) e cada Eg;, corresponde a f5;(x) = f5,(x);

3. ses—i—lgsgm,lgiggb(?ﬁeogk‘gpn—l, entao

—_—

Ea,i;k: =FE

ek

em que cada E. ;i corresponde a f.;(x) e cada E_;, corresponde a f_;(x) = f,(x).

N2

Além disso, set for par, existem 1+ Ny idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for

impar, entao existe um idempotente primitivo auto-adjunto.
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Demonstracio. Os casos 1 e 2 estdo provados no Teorema 5.2.1. Se s +1 < ¢ < m,

1§z‘§¢(?ﬁe§k§pn—1,ent50
- 1 T A = lu pET S —1 —kv —v
Es,i;k = pm+n+s e - _1 Z Trqt/q Z géz
1 x;D — 17 — lu S —q kv v
- pm+n+s—5 iL’p Z Tr‘]t/q C ' ) Z 9s,i
= Esﬁ;k‘

Pelo Lema 4.1.4, se t for par, existem 1 + N; idempotentes primitivos auto-adjuntos; se ¢

for impar, entao existe um unico idempotente primitivo auto-adjunto. [ |

Optamos por omitir as provas do Corolarios 5.2.2 e 5.2.3 a seguir, uma vez que

sao analogas a prova do Corolério 5.2.1.

Corolario 5.2.2. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 5.2.2, se t for par, entdo existem

21N c6digos abelianos LCD em F,(G) e nao hd cddigos abelianos auto-ortogonais em
N- N

F,(G); set for impar, entdo existem 217 codigos abelianos LCD e 37 codigos abelianos

auto-ortogonais em Fy(G).

Teorema 5.2.3. Considerando os idempotentes primitivos determinados no Teorema

4.2.3, entdao a involucao adjunta de cada um desses elementos é:

o(p°)
t

1. sel1<f<sel<i< , entao

EO;O = E0;07 EO;(;,i = E(];(S,EJ
em que cada Eos; corresponde a f5:(y) e cada Ey;; corresponde a fs:(y) = f5:(y).

o(p°)
t

Além disso, se s+1 < A<nel<i< , entdo

EO;)\,i - E();A,EJ
em que cada Eg; corresponde a fxi(y) e cada Ey.,; corresponde a f,;(y) = f.(y);
(p°)
t

2.5e1<§<s5,1<i< e()gkgpé—l,entdo

Esir = E&,i;ka
em que cada Es gy corresponde a fs;(x) e cada Eg;y corresponde a f5;(x) = f5,(x);
¢(r°)
t

3.51<6<s5,1<:< ,s+H1<A<nel<r<p’—1, compir, entio

—
E(svi;A7T - E&,%;A,T"
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4. ses+1§5§m,1§z’§¢(f) e0<k<p" —1, entdo
EE,'i;k:E€7%;k7

em que cada E ;i corresponde a f.;(z) e cada E_;, corresponde a f_;(x) = f,(z);

5. ses+1<e<m, 1< < ¢<f),5+1§)\§n61§r§p5—1, com p1{r, entdo
Es,i;)\,r: 6,2;)\,7‘7

*

em que cada E ;.\, corresponde a f.;(z) e cada E_;, corresponde a f_;(x) = fZ,;(z).

Além disso, se t for par, existem 1+ Ny idempotentes primitivos auto-adjuntos; se t for

impar, entao existe um idempotente primitivo auto-adjunto.

Demonstragio. O caso 1 estd provado no Teorema 5.2.2. Vamos provar os demais casos.

1
2. Se1§5§3,1§¢§¢(i”e0§k§p5—1,

p—l

m:pnirni_—i :11%;]; _12Trqf/q ngz ) T
R z<>
= i
3.se1<0<s,1<i< ¢(f5>,5+1§A§ne1§r§p8—1,comp+r,entao
m B pmj”irs_A Zi’m _11 ?;Zn : 1 pil Trgtsq(Ce )™ pz gs,i(x_l)_my_pA_S”
N pm+i+s A gp? : 11 zz — pf Trq/q(Cps )t TZ_; R G I T
= E&,%;A,TQ
4. ses+1<e<m,1<i< ¢<fs> e 0 <k <p°—1, entdo
Fao Lo olyr -l pszl Trya(C )™ pEi oy

pernxp 1yp

7n_1yp _117_1

e Z Trqt /(G e Z e

pm+n xp — 1 yp

ek
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5. ses—l—lgegm,lgiggb(f),5+1§)\§ne1§r§p5—1,comp+r,

_— 1 x P —1 y‘pn —q1r! l pe—1 .
) _ —Liu\,.—u rv, —p~ v
E‘e’“)"r TopgmAnte—X p—p° _ 1 ¢y—P — 1 Z Trqt/q(cpe ){L‘ Z Ty
p x Y u=0 v=0

1 " — 1ypn —1 r —Liu c75(p®—u) pi_/‘l —rv, PP E(p°—v)
= m-+n+e— € A z : Trqt/Q(C s )xp P Z yp b
prtE A art — 1yt — 1 0 g =0

= E(S,i;)\,r :

Se t for par, pelo Lema 4.1.4, existem 1+ Ny idempotentes primitivos auto-adjuntos; se

t for impar, pelo Lema 5.2.2, entao existe um idempotente primitivo auto-adjunto.

Corolario 5.2.3. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 5.2.3, se t for par, existem
21FN2 cGdigos abelianos LCD de F,(G) e nao hd cidigos abelianos auto-ortogonais em

N- N-
F,(G); set for impar, entdo existem o7 codigos abelianos LCD e 37 codigos abelianos

auto-ortogonais em Fy(G).
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Primeiramente observamos que as hipéteses adotadas sobre a caracteristica dos
corpos e a ordem dos grupos em [8] e [15] s@o diferentes. Em [8], as hipdteses sdo mais
restritivas e os resultados determinam que o niimero de componentes simples da algebra
de grupo F,G, com G um p-grupo abeliano finito, ¢ 0 mesmo nimero de componentes
simples da algebra de grupo QG, em que QQ é o corpo dos racionais. No entanto, sob essas
hipoteses, ¢ possivel estabelecer uma relacao dos idempotentes primitivos com alguns
subgrupos do grupo G, o que permite utilizar a estrutura de grupo para determinacao de

alguns parametros dos c6digos minimais correspondentes a esses idempotentes primitivos.

Em [15], as hipiteses sdo mais gerais e o nimero de idempotentes primitivos,
logo, de componentes simples, é maior ou igual do que no caso QG, porém, nao é possivel
estabelecer uma correspondéncia dos idempotentes primitivos com os subgrupos do grupo

subjacentes a algebra de grupo.

Os codigos gerados pelos idempotentes primitivos de F,G, calculados utilizando a
teoria de grupos, foram classificados por meio de um critério de equivaléncia de cédigos a
menos de G-isomorfismos, conforme [8]. J& os idempotentes primitivos de F,G, calculados
utilizando resultados da teoria de corpos finitos, foram completamente determinados
em [15]. Entretanto, os cédigos gerados por esses elementos nao foram classificados por

nenhum critério de equivaléncia em [15].

Além disso, percebemos, pela prépria definicdo dos codigos abelianos LCD e
auto-ortogonais abelianos, que a quantidade desses codigos esta relacionada a quantidade
de idempotentes primitivos da algebra de grupo que consideramos. Por essa razao, é claro
que se tivermos mais idempotentes primitivos, teremos mais coédigos LCD e auto-ortogonais
abelianos. Isto nos leva a pensar que a quantidade de codigos desses dois tipos serd minimal,

se o numero de idempotentes primitivos também for minimal.

Uma questao levantada neste trabalho, que pode ser explorada futuramente, é a
de qual critério de equivaléncia permite classificar os cédigos encontrados em [15], visto
que, nesse artigo, existem codigos que foram construidos sobre algebras de grupo que nao
satisfazem as hipdteses do Teorema 4.2.5 e, portanto, nao podem ser classificados a menos

de G-equivaléncia.
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