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Resumo

FERREIRA, Bruno de Sousa, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, dezembro de 2020.
Emparelhamentos de arestas de poligonos associados a grafos regulares. Orientador:
Mercio Botelho Faria.

Este trabalho tem como objetivo descrever emparelhamentos de arestas para poligonos
hiperbdlicos, associados a grafos regulares, mergulhados em superficies compactas e
orientdveis. Os emparelhamentos descritos determinam um conjunto de isometrias
do espago hiperbdlico, que é um conjunto de geradores de um grupo Fuchsiano I'
em que o espago orbital ]HTZ é uma superficie compacta e orientdvel. Explicitamos
todos os emparelhamentos de arestas associados a grafos regulares, mergulhados em
uma superficie compacta e orientdvel de género 2. Construimos grafos com estrutura
indutiva os quais utilizamos para obter novos grafos que geram emparelhamentos para
poligonos da tesselagdo {8g—4, 4} e assim explicitamos emparelhamentos generalizados

para poligonos da tesselagdo {8g — 4, 4}.

Palavras-chave: Emparelhamento de Arestas. Grafos. Geometria Hiperbolica.



Abstract

FERREIRA, Bruno de Sousa, M.Sc., Universidade Federal de Vigcosa, December, 2020.
Side-pairings of polygons associated with regular graphs. Orientador: Mercio Bote-
Iho Faria.

This work aims to describe side-pairings for hyperbolic polygons, associated with
regular graphs, imbedded on compact orientable surfaces. The side-pairings described
determine a set of isometry of hyperbolic space, which is a set of generators of a Fuchsian
group I' where the ¥ orbital space is a compact orientable surface. We explain all side-
pairings associated with regular graphs, imbedded on a compact orientable surface of
genus 2. We build graphs which inductively structured which we use to obtain new
graphs that generate side-pairings for polygons of the tesselation {8¢ — 4,4} and thus

we explain generalized side-pairings for tesselation polygons {8 — 4, 4}.

Keywords: Side-pairings. Graphs. Hyperbolic Geometry.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo descrever emparelhamentos de arestas para
poligonos hiperbélicos, associados a grafos regulares. E conhecido na literatura que o
emparelhamento de arestas de um poligono hiperbolico determina um grupo discreto
I, de isometrias do espago hiperbélico H?, também denominado grupo Fuchsiano. A
acdo de tal grupo tessela o espago hiperbdlico e sob determinadas condic¢des, o espago
orbital ]HTZ é uma superficie compacta e orientdvel.

Iniciamos descrevendo, no Capitulo(ljaspectos topoldgicos das superficies com-
pactas, onde apresentamos os conceitos de Espago Topolégico, Variedades e Estruturas
Simpliciais. Nesse contexto, damos atengado especial a Topologia Quociente e aos espa-
¢os quocientes, tratados na Sec¢do

No Capitulo2|apresentamos o Modelos de Lobachevski e o Modelo de Poincaré
para a Geometria Hiperbodlica. Fazemos também uma breve discussdo sobre o grupo
de isometrias do Espaco Hiperbdlico e damos um destaque especial aos subgrupos
discretos de isometrias, conhecidos na literatura como Grupos Fuchsianos. Os conceitos
tratados no capitulo culminam no teorema de Poincaré para poligonos.

No Capitulo 3} apresentamos as defini¢des bésicas e classes especiais de grafos.
Fazemos o estudo de grafos em superficies e sistemas de rotagdes para grafos. Esses
conceitos serdo as principais ferramentas para a construgdo dos emparelhamentos.

No Capitulo [}, apresentamos nossa contribuigéo a qual fazemos uso dos con-
ceitos da Teoria de Grafos para determinar emparelhamentos de aresta para poligonos
regulares com 8, 10 e 12 arestas e emparelhamentos generalizados. Primeiramente, na
Secdo 4.1 utilizamos o método do mergulho de grafos em superficies para determinar
todos os emparelhamentos para Ps, P1y € P12. Esse método foi utilizado em [13] para
determinar os possiveis padrdes de emparelhamento para um poligono hiperbdlico
com dezoito arestas. Salientamos que em [8] e em [23] sdo apresentados alguns desses
emparelhamentos.

Ja na Secdo 4.2 construimos emparelhamentos generalizados para poligonos da
tesselagdo hiperbdlica {8g — 4,4} associados a grafos 4-regulares. Em [23] sdo apresen-

tados alguns emparelhamentos generalizados para poligonos dessa tesselacdo. Aqui
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construimos novos emparelhamentos generalizados estabelecidos por meio da exten-

sdo de grafos 4-regulares.
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Capitulo 1
Topologia das Superficies

Neste capitulo descreveremos aspectos bésicos da teoria das superficies. Nos
baseamos, principalmente, nas obras [15], [16],[18], [19] e [20]. para este tratamento

topolégico.

1.1 Espaco Topolégico e Variedades

Nesta segdo descreveremos aspectos relacionados a espagos topolégicos e defi-

nimos variedades topoldgicas. Iniciemos definindo um espago Topoldgico.

Definic¢ao 1.1 (Espaco Topolégico). Seja X é um conjunto ndo vazio, uma topologia em X é

uma colegdo T de subconjuntos de X satisfazendo as sequintes condigoes:

1. X e 0 sio elementos de t;

2. téfechado sob a intersegio finita. Ou seja, se Uy, Us, . .., U, estdo em T, entdo a intersegdo
UyNnU,N...NnU, estd em T;

3. T é fechado sob a unido arbitrdria. Ou seja, se (Uy)yeca € uma familia (finita ou infinita)

de elementos de T, entdo a uniido Uyca U, estd em T.

Um par (X, t), constituido de um conjunto X ndo vazio e uma topologia t sobre X é denominado

Espago Topolégico.

Sendo X um conjunto dotado de uma topologia 7 diremos que os elementos de
X sdo seus pontos e os subconjuntos de X que compdem a topologia 7 sdo chamados
de subconjuntos abertos de X. Diremos que uma topologia 7; é mais fina que uma
topologia 7, se, T1 D T, ou seja, cada conjunto da colec¢do 7, é também um conjunto da
colecdo t;.

Com essas observagdes podemos expressar as trés condigdes da Definigao[I.1|da

seguinte forma:
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e X e () sdo abertos de X;

e A interse¢do de uma familia finita de subconjuntos abertos de X é também um

subconjunto aberto de X;

e A unido arbitrdria de conjuntos abertos de X é também um conjunto aberto de X.

Dizemos que um subconjunto Y, aberto de X, é uma vizinhanga aberta de um
ponto p € X se p € Y. De modo andlogo dizemos que Y é vizinhanca aberta de um
subconjunto Kse K C Y.

Além da nogdo de conjunto aberto, outro tipo de conjunto que desempenha
papel relevante em um Espaco Topolégico sdo os conjuntos fechados. Se X é um Espaco
Topolégico, um subconjunto F é dito subconjunto fechado de X se seu complementar
X\ F é um subconjunto aberto de X.

Segue da definigdo de Espaco Topolégico as seguintes propriedades:

e X e () sdo subconjuntos fechados de X;

e Aintersecdo arbitraria de subconjuntos fechados de X é um subconjunto fechado
de X;

e A unido finita de subconjuntos fechados de X é um subconjunto fechado de X.

Uma topologia de um conjunto X pode ser definida descrevendo a colegdo
de seus subconjuntos fechados, desde que ela satisfaca as trés condi¢des acima, pois
os conjuntos abertos do Espaco X sdo exatamente os complementares dos conjuntos
fechados de X.

Suponhamos que X seja um Espago Topolégico e Y um subconjunto de X. Defi-

nimos o Fecho de Y em X, denotado como Y, por;
Y = ﬂ{BQXlBQYeBéfeChadoemX}.
Definimos o interior de Y em X, denotado por Int Y, como;
IntY = U{D CX|DCcC YeDéabertoemX}.

Segue das propriedades dos conjuntos abertos em um espacgo topolégico que Int Y é
um subconjunto aberto do espago. Decorre das propriedades dos conjuntos fechados
que Y é um subconjunto fechado do espago. O exterior de um subconjunto Y, denotado
por Ext Y, de um espaco topolégico X é o conjunto Ext Y = X \ Y e a fronteira de Y,
denotado por dY é o conjunto dY = X \ (Int Y U Ext Y).
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Se A e B sdo espagos topoldgicos, uma aplicagdo ¢ : A — B é dita continua
se para cada subconjunto aberto U C B, a pré-imagem ¢ '(U) for um aberto de A.
A continuidade de aplicagdes entre espacos topoldgicos também pode ser caracteri-
zada pela pré-imagem de conjuntos fechados. A seguinte proposi¢do fundamenta esta

caracterizacao.

Proposicao 1.1. Uma aplicagio entre espagos topoldgicos é continua se e somente se, a pré-

imagem de cada subconjunto fechado for também um subconjunto fechado.

Um homeomorfismo entre dois espagos topoldgicos é uma aplicagdo bijetiva,
continua e cuja a inversa é também continua. Dados dois espagos topolégicos X e Y
tais que existe homeomorfismo ¢ : X — Y dizemos que X é homeomorfo a Y ou que
X e Y sdo topologicamente equivalentes.

Uma colegdo A de subconjuntos abertos de um espago X é dita uma cobertura

aberta de X (ou cobrindo X), se a unido dos elementos de A é igual a X.

Definicao 1.2. Um espaco X é dito compacto se toda cobertura aberta de X admitir uma
subcobertura finita de X.

Um espago topoldgico X é dito ser Espaco de Hausdorff se para quaisquer dois
de seus pontos p; e p,, existir vizinhanga U; de p; e U, de p, com U; NU, = 0. A
condicdo de ser Hausdorff diz a grosso modo que quaisquer dois pontos desse espaco
podem ser separados por conjuntos abertos.

Uma base para uma topologia em um conjunto X é uma colecdo 8 de subcon-
juntos abertos de X, chamados de elementos bésicos, que satisfaz a seguinte condigdo:
todo subconjuntos aberto A C X se exprime como a unido de elementos basicos de
8.

Se B satisfaz esta condicdo, definimos a topologia T gerada por 8 da seguinte
maneira: um subconjunto U de X é dito aberto em X se para cada x € U, existir um
elemento basico B € Btal que x € Be B C U. Se existir uma correspondéncia biunivoca

Y : 8 — L C N diremos que B é uma base enumeravel.

Definicao 1.3. Um espaco topoldgico M é dito ser localmente Euclidiano de dimensdo n se todo

ponto de M possuir vizinhanga em M, homeomorfa a um subconjunto aberto de R".

A seguinte proposi¢do nos permite substituir os conjuntos abertos da definigdo

acima por bolas abertas em R".

Proposicao 1.2. Um espago topolégico M é localmente Euclidiano se, e somente se, uma das

duas condigdes abaixo é satisfeitas.

(a) Cada ponto de M possui uma vizinhanga homeomorfa a uma bola aberta em IR".
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(b) Cada ponto de M possui vizinhanga homeomorfa a R".

Defini¢ao 1.4. Uma variedade topoldgica n-dimensional M é um espago topoldgico de Hausdorff

localmente euclidiano com base enumerdvel.

Diremos a partir daqui que uma 1-variedade C é uma curva e uma 2-variedade S
(ou variedade bidimensional) é uma superficie. =~ Um exemplo de variedade
n-dimensional é o espago euclidiano R". A esfera $* = {x € R® | [|x]| = 1} é um
exemplo de superficie. A seguinte proposi¢do nos permite citar mais exemplos de

variedades a partir de uma variedade conhecida.
Proposic¢ao 1.3. Cada subconjunto aberto de uma n-variedade é também uma n-variedade.

Uma variedade n-dimensional com bordo é um Espaco topoldgico de Haus-
dorff, com base enumerdvel, tal que cada ponto tem vizinhanca homeomorfa a um
subconjunto aberto de R" ou ao subconjunto aberto de H" = {(x1,...,x,) € R" | x,, 2 0},
considerando H" como um espaco topolégico com a topologia Euclidiana. O bordo
de uma n-variedade é o conjuntos de todos os seus pontos que tém vizinhanga home-
omorfa a H". Notemos que uma n-variedade com bordo satisfaz a Definicao [1.4|se e
somente se, seu bordo é vazio. Como exemplo de uma variedade bidimensional com

bordo, citamos a faixa de Mobius.

Figura 1.1: Faixa de Mobius.

Entendemos por superficie fechada, uma superficie compacta cujo o bordo é

vazio, tal como a Esfera S?, o Toro e a Garrafa de Klein.

1.2 Estruturas Simpliciais

Nessa secdo trataremos das estruturas bdsicas que utilizaremos para tratar su-

perficies. Os conceitos aqui apresentados podem se consultados pelo leitor em [15],

[16] ou [19].



16

1.2.1 Simplexos em R"

Consideremos W = {vy, ..., v} um subconjunto de ponto do espago Euclidiano
R". Diremos que os pontos de W sdo geometricamente independentes (ou de maneira

abreviada, independentes) se o conjunto {v1 -7y, ..., Ux—0p} é linearmente independente.

Definicao 1.5. Seja W = {vy, ..., vx} um subconjunto de k + 1 pontos do espago Euclidiano
R", independentes. O k-simplexo, denotado por sy = (vy,...,x), é 0 conjunto de todas as

combinagdes convexas dos pontos de W. Ou seja,

k k
SkZ{Zti'0i|tiZO€ ZUZ‘=1},
i=0

i=0

com a topologia herdada do espago Euclidiano R". Para cada ponto x = Zf:o ti-v; € 8, 0S
niimeros t; sdo chamados coordenadas baricéntricas de x com respeito a vy, ..., v,. Cada ponto

v; é chamado vértice do simplexo. O niimero k é dito a dimensdo do simplexo.

Um k-simplexo geométrico é o menor invélucro convexo (fecho convexo) de k+1
pontos (ou vértices) independentes no espago Euclidiano R".

Seja W = {oy, ..., v} um subconjunto de pontos independentes de R" e s, =
(v, ..., vr) 0 k-simplexo gerado por W. Cada simplexo gerado por um subconjunto ndo-
vazio de W é denominado uma face do simplexo s¢. Os 0-simplexos sdo denominados
vértices de s, e correspondem a cada v;, os 1-simplexos sdo denominados arestas de s;
e 0s k — 1-simplexos sdo denominados faces de fronteira. Cada face de dimensdo d < k
¢ denominada face propria do simplexo s;. A unido de todas as faces préprias de um
simplexo é denominado bordo do simplexo e serd denotado por d(si). O interior de s
é o conjunto Int s; = si \ d(s¢).

A seguinte proposicdo formaliza algumas propriedades dos simplexos.

Proposicao 1.4. Seja si o simplexo determinado pelo conjunto de pontos geometricamente
independentes {vy, ..., vr}. Se x € s, denotemos suas coordenadas baricéntricas por {t;(x)}, que
sdo determinadas unicamente pelas condi¢oes x = Zf:o ti-a;e Zf:o t; = 1. Entdo as sequintes

propriedades seguem:
a) As coordenadas baricéntricas t;(x), com respeito a vy, ..., Uk, sdo fungdes continuas de x.
(a) A denadas b t t t t d

(b) sk éaunido de todos os segmentos de reta ligando vy a pontos do simplexo s = (v, ..., Uy)

e quaisquer dois desses segmentos se intersectam somente no ponto vy.

(c) sk é um subconjunto compacto e convexo de R" e é igual a intersecdo de todos os subcon-

juntos convexos de R" contendo vy, . . ., V.
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(d) Dado um simplexo s, = (v, ..., vc) ={co,...,Ck), entio {vy,...,vx} = {co,...,ck}. Em
outros termos, exite um e, somente um conjunto geometricamente independentes que gera

Sk.

(e) Int sy é um subconjunto convexo e aberto no plano P e seu fecho é s,. Além disso, Int s

é igqual a unido de todos os segmentos de reta abertos ligando vy pontos do interior de

S ={V1,..., V).

(f) Existe um homeomorfismo de sy com a bola unitdria B* que leva d(sy) sobre a esfera unitdria
Sn—l

Exemplo 1.1. Consideremos W = {vy, v1,v2, 03} em R3® onde vy = (0,0,0), v; = (0,0,1),
v, = (0,1,0) e v3 = (1,0,0) e o simplexo gerado por W. Temos um simplexo de dimensdo
3: (v, v1,02,03), 0 simplexo gerado por W. Quatro complexos de dimensdo 2: (v, v1,02),
(vo,01,03), (Vo, V2,V3) € (V1,02,V3). Seis simplexos de dimensio 1: vy, v1), (Vo, V2), (o, V3),

(v1,02), {v1,V3) € V2, v3). Quatro simplexos de dimensdo 0: (vy), (v1), (vV2) € (v3).

U1

Vo

U2

U3

Figura 1.2: Representagdo geométrica do Exemplo[L.1]

1.2.2 Complexos Simpliciais

Defini¢ao 1.6. Um Complexo Simplicial Geométrico K é uma colegio de simplexos que

satisfaz as sequintes condigoes:
(a) Cada face de um simplexo em K também estd em K;
(b) A intercessdo de dois simplexos é um simplexo de K.

Uma subcolegdo de um complexo K que satisfaz a Definigdo [1.6] ¢ chamado

um subcomplexo de K. Um subcomplexo que é a cole¢do de todos os simplexos de
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dimensao no méximo p é denominado p-complexo ou p-esqueleto de K e serd denotado

por K®. Um complexo K é finito se possui quantidade finita de simplexos.

Figura 1.3: Complexo simplicial geométrico em IR?.

Consideremos K um complexo simplicial geométrico e |K| = | J,x s, 0 subcon-
junto de R", unido de todos os simplexos de K. Dando a cada simplexo s a topologia
herdada de IR", definimos uma topologia 7 para |K| afirmando que um subconjunto A
de |K]| é fechado de |K]| se e somente se ANs é fechado em s para cada s € K. O espago |K]
com a topologia T é chamado de espago subjacente de K, ou o politopo de K ou poliedro
de K.

De acordo com [19], a topologia 7 definida acima é mais fina que a topologia de
IK|, herdada como subespago de R". De fato, se F é fechado em |K| com a topologia de
subespaco, entdo F = A N |K]| para algum conjunto A fechado em R". Segue entdo que
A Ns é fechado em s para cada simplexo s em K e assim F = A N [K| é fechado em |K]
pela topologia 7.

As duas topologias de |K|, T e a topologia herdada como subespaco de R",
coincidem quando K é finito. Com efeito, suponhamos K finito e F C |K]| fechado.
Entdo, F N's é fechado em s e em R"” para cada s € K. Como F é a unido finita de

conjuntos F N s e o conjunto F é fechado em R".

Proposicao 1.5. Uma aplicagio f : |K| — X é continua se, e somente se, a restrigio de f a

cada simplexo s € K é continua.

Se f é continua, entdo a restri¢do f|; de f a cada simplexo s € K é continua uma
vez que cada simplexo s é um subespaco de K. Reciprocamente, suponha cada mapa
fls continuo. Se F é fechado em X, entdo f~'(F) Ns = (fls)"*(F) é fechado em s pela
continuidade de fl;. Portanto f é continua pela Proposicdo

Agora apresentaremos uma defini¢do que nos fornecera argumento para a demonstra-

cdo da Proposicao (1.6

Definicdo 1.7. Se x é um ponto de um poliedro |K|, x é interior a exatamente um simplexo s de

K, cujos os vértices sdo v, ...,v,. Entdo, x = Z?:o ti-v,ondet; >0e ) ot =1 Sevéum
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vértice arbitrdrio de K, definimos a coordenada baricéntrica t,(x) de x com respeito a v por:

0, sev+#uv;
tv(x) =
ti, sev=u,.

para algum i.

Para v fixado, a fungdo t,(x) é continua quando restrita a um simplexo fixado s,
uma vez que t,(x) = 0 ou igual a coordenada baricéntrica de x com respeito ao vértice
v de s, no sentido da Defini¢do[1.5 Portanto f,(x) é continua pela Proposigdo

Proposicdo 1.6. |K| é Hausdorff.

Suponhamos xy # x; em |K]|, entdo existe pelo menos um vértice v tal que
ty(x0) # ty(x1). Tomando r > 0 entre um desses nimeros, digamos t,(xy), teremos que
os conjuntos {x | t,(x) < r} e {x | t,(x) > r} sdo subconjuntos abertos disjuntos que

satisfazem a condicdo de Hausdorff.
|

Proposic¢do 1.7. Seja K e L complexos e f : K© — LO uma aplicagdo. Suponha que sempre
que os vértices vy, . .., v, de K geram um simplexo de K, os pontos f(vp), ..., f(v,) sdo os vértices
de um simplexo de L. Entdo f pode ser estendido como um mapa continuo g : |K| — |L| tal

que:
x= ) tivieo g() = Y b f(0).
i=0 i=0
Chamamos g mapa simplicial (linear) induzido pelo mapa de vértices f.

Proposigao 1.8. Suponhamos f : KO — LO wuma correspondéncia tal que os vértices
Vo, ..., Uy SA0 Vértices de um simplexo em K se, e somente se, f(vg),..., f(v,) geram um

simplexo de L. Entdo o mapa simplicial induzido g : |K| — |L| é um homeomorfismo.
Diremos que g € um homeomorfismo simplicial, ou isomorfismo entre K e L.

Definicao 1.8. Um espaco C é dito uma célula (fechada) de dimensdo n se é homeomorfo ao
disco n-dimensional D" = {x € R" | ||x|| < 1}. C é dito ser uma célula aberta se é homeomorfo a
Int D",

Uma célula é uma estrutura mais geral que um simplexo. Notemos que um

simplexo de dimensao n é uma célula de dimensao .

Definicao 1.9. Um Complexo Celular (ou complexo CW) é um espago topoldgico X e uma

colegdo finita {Cy}aer, de células abertas disjuntas, cuja unido é X, tal que:
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(a) X é Hausdorff;

(b) Para cada n-célula aberta C, da colegio, existe uma aplicacdo continua f, : D" — X que
mapeia homeomorficamente Int D" sobre C,, e mapeia D" em uma unido finita de células

abertas, cada uma de dimensdo menor que n.

(c) Um conjunto F é fechado em X se, e somente se, F N C, é fechado em C,,, para cada a.

Segundo [19], a condicdo de finitude da parte (b) é denominada pelo termo em
inglés closure-finiteness, atribuido por J. H. C. Whitehead. A condigdo (c) expressa
o fato de que o espaco X tem o que J. H. C. Whitehead chamou de weak topology,
relativa a colecao {Ea}aeL. Esses termos dédo origem as letras C e W que compde termo
em inglés CW complexes, cuja tradugdo para o portugués é Complexos CW. A colecdo
{Ca}acr € denominada decomposicao celular do espago X ou CW-decomposigdo de X.

O poliedro de complexo simplicial é evidentemente um complexo celular.

Definicao 1.10. Uma triangulacio de um espago topolégico X é um homeomorfismo h do
poliedro de um complexo simplicial K sobre X, se existir. Caso exista tal homeomorfismo h

dizemos que X é trianguldvel.

A triangulagdo de um espaco X determina um decomposi¢do celular de X.
A imagem de cada 2-simplexo é dita um tridngulo da triangulagdo e a imagem de
cada 1-simplexo e 0-simplexo sdo ditas arestas e vértices. Um espacgo X pode admitir
triangulagdes distintas. Feitas estas observagdes, enunciamos o seguinte resultado,

provado por Tibor Radé em 1925.

Teorema 1.9 (Triangulagdo de Superficies). Toda superficie é homeomorfa ao poliedro de
algum complexo simplicial bidimensional, de modo que cada 1-simplexo é aresta de exatamente

dois simplexos.

1.2.3 Complexos Simpliciais Abstratos

Definicao 1.11. Um Complexo Simplicial Abstrato é uma colegdo S de conjuntos nio vazios
finitos, tal que, se A é um elemento de S, entdo cada subconjunto nio vazio de A também

pertencea S.

Cadaelemento A € S échamado simplexo abstrato de S. Definimos a dimensao
de A, denotada por dim (A), como a maior dimensdo de um seus subconjuntos, tomado
dentre todos seus subconjuntos ndo vazios, dada por dim(A) = #A — 1, onde #A é a
cardinalidade de A. Os subconjuntos ndo vazios de A sdo chamados faces de A.

A dimensdo de S é a maior dimensdo de um de seus simplexos e infinito, se ndo

tem uma tal maior dimensdo. O conjunto V dos vértices de S é a unido de todos os
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subconjuntos unitdrios de S. Nao faremos distingdo entre o vértice v € V e o 0-simplexo
abstrato {v} € S.

Exemplo 1.2. Consideremos a colegio;

S = {{all az, ﬂ3}, {a2/ as, 114}, {all 112}, {all a3}l {aZI 03}, {a2/ ﬂ4}, {aBI a4}/ {a4l 05}, {a5/ a6}/

{ae, a7}, 1ae, as}, (a1}, {ax}, {as}, {aa}, {as), {ae}, {az}, {ﬂs}}~

Pela definigio S é um complexo simplicial abstrato tal que dim(S) = 2.

Notemos que S é um subconjunto do conjunto P, das partes de V = {ay, ..., as}.
De modo mais geral, um Complexo Simplial Abstrato é um par (V,C), onde V é um
conjunto finito ndo vazio e C é uma cole¢do de subconjuntos finitos e ndo vazios de V
de modo que a unido dos elementos de C é V e cada subconjunto de um membro de C
é também um membro de C.

Dois Complexos Simpliciais Abstratos S e S’ sdo ditos isomorfos se existe uma
correspondéncia biunivoca f, entre o conjunto de vértices V de S e o conjunto de

vértices V' de &' tal que, {vy, ..., v,} € S se, e somente se, {f(vg), ..., f(vy)} €S-

Definigao 1.12. Seja K um complexo simplicial geométrico e V seu conjunto de vértices.
Definamos K a colegdo de todos os subconjuntos {vy, ..., v,} de V tal que os vértices vy, ..., v,

geram algum simplexo de K. A colegio K é chamada esquema de vértices de K.

Notemos que das Defini¢es([1.6]e conclui-se que K é um Complexo Simpli-
cial Abstrato.

O seguinte teorema deixa essa afirmacdo mais precisa.

Teorema 1.10. (a) Todo Complexo Simplicial Abstrato S é isomorfo ao esquema de vértice

de algum complexo simplicial K.

(b) Dois complexos simpliciais geométricos sio lineamente isomorfos se, e somente se, seus

esquemas de vértices sdo isomorfos como complexos simpliciais abstratos.

Defini¢ao 1.13. Se um complexo simplicial S é isomorfo ao esquema de vértices de um complexo
simplicial geométrico K, dizemos que K é uma realizacdo geométrica de S. Esta realizagio é

determinada unicamente por um isomorfismo linear.

O complexo da Figura [1.3|é uma realizacdo geométrica do complexo simplicial
abstrato do Exemplo
Notemos que pela parte (b) do Teorema se dois complexos simpliciais

abstratos S; e S, sdo isomorfos, suas realiza¢des geométricas K; e K5, respectivamente,
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também sdo isomorfas e pela Proposi¢ao[I.8|o poliedro de K; é homeomorfo ao poliedro
de K;.

Agora digamos que para dois complexos simpliciais K e L tenhamos |K| home-
omorfo a |[L|. Os complexos simpliciais abstratos associados a K e L sdo isomorfos? A
resposta é ndo! Através da operacdo de subdivisdo, que definimos a seguir, é possivel

construir exemplos que corroboram esta afirmagéao.

Definic¢ao 1.14. Se K é um complexo simplicial, uma subdivisdo de K é um complexo simplicial
K’ tal que, cada simplexo de K’ estd contido em um simplexo de K e cada simplexo de K é a unido

de simplexos de K'.

Segue que |[K| = |K’|. Notemos ainda que K ndo é isomorfo qualquer uma de
suas subdivisdes ndo trivial, assim como seus complexos simpliciais abstratos associ-
ados. Dizemos que dois complexos simpliciais sio combinatériamente equivalentes
se eles tém uma subdivisdo comum. Segundo [12] e [16], Ernest Steinitz e Heinrich
Tietzeem conjecturaram em 1908 que se dois complexos simpliciais tém poliedros
homeomorfos eles sio combinatériamente equivalentes. Esta conjectura é conhecida
como Hauptvermutung, da Topologia Combinatdria. A conjectura segue para comple-
xos de dimensdo 2 e 3. Para complexos simpliciais de dimensdo d > 4 a conjectura ndo
procede.

Na Subsegédo anterior mencionamos que uma dada superficie trianguldvel pode
admitir mais de uma triangulacdo distinta. Uma questdo que se levanta é se existe
alguma relacdo entre os poliedros de duas determinadas triangula¢des de uma mesma

superficie? Hauptvermutung garante que tais poliedros sio homeomorfos.

1.3 Topologia Quociente e Superficies Compactas

Na Subsecdo definimos o objeto simplexo, bem como algumas de suas pro-
priedades e na Subsecdo uma estrutura constituida por estes objetos. Nesta secao
trataremos de propriedades das superficies compactas e orientdveis, e de representa-

¢Oes poligonais para estas. Comecemos descrevendo a topologia Quociente.

1.3.1 Topologia Quociente

Seja X um espacgo topoldgico e Y um conjunto ndo vazioe g : X — Y uma
aplicacdo sobrejetiva. Definimos uma topologia em Y declarando que um conjunto
U C Y é aberto se, e somente se, a sua pré-imagem q‘l(ll), é aberto em X. Esta

topologia é chamada topologia Quociente induzida pela aplicacdo g.
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Se X e Y sdo espagos topoldgicos, uma aplicagdo g : X — Y é chamada aplica¢ao
quociente se é sobrejetiva e a topologia de Y é a topologia quociente induzida pela
aplicacdo 4. Fica claro pela defini¢io que a aplicagdo quociente é continua uma vez
que, para cada aberto A C Y a pré-imagem g '(A) é aberto em X.

Seja X um espago topoldgico e ~ uma relacdo de equivaléncia em X. Denotemos
por [p] a classe de equivaléncia de p, para cada p € X e o conjunto das classes de

equivaléncia por X/ ~. Notemos que a colecdo X/ ~ é uma particao de X. Seja,

¢:X—>§

~

p — [p]

a projecdo candnica que associa cada elemento de X a sua classe de equivaléncia.
Entdo, X/ ~ juntamente com a topologia quociente induzida por ¢ é chamado Espaco
Quociente (ou Espaco de identificagao) de X pela relagdo de equivaléncia ~.

O espago quociente também pode ser definido explicitando uma dada partigao
de X.

Exemplo 1.3 (Exemplo 3.49 de [16]). Consideremos I = [0,1] e o quadrado definido por
P = I X 1. Definamos a relagio de equivaléncia em P dada por, (x,0) ~ (x, 1), para todo x € I e

(0,y) ~ (1,y) para todo y € 1. O espago quociente resultante é homeomorfo ao toro T2.

Figura 1.4: Toro obtido pela topologia quociente.

Proposicao 1.11. Suponhamos P um espago topologico com base enumerdvel e M é um espago
quociente de P. Se M é localmente Euclidiano, entdo também tem base enumerdvel. Assim, se

M é localmente Euclidiano e Hausdorff, é portanto uma variedade.
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Teorema 1.12. Suponha que X e Y sio espagos topoldgicos e q : X — Y é um mapa quociente.
Para qualquer espago topolégico Z, um mapa f : Y — Z é continuo se e somente se a composicio

f o g é continua:

foq

N
T

<

Z

Este resultado segue imediatamente do fato de que para qualquer U C Z, f~1(U)
é aberto em Y se, e somente se ¢ 1(f1(U)) = (f o g)"}(U) é aberto em X.

A teoria dos espagos quocientes nos permite construir novos espagos a partir de
outros por um processo denominado adjungao de espagos. Suponhamos X e Y espagos
topoldgicos, A um subespaco fechado de Y e f : A — X uma aplicagdo continua. Seja
~ arelagdo de equivaléncia definida pora ~ f(a), paratodoa € A, sobre a unido disjunta

X1ITY. O espaco de adjuncao de X com Y é o espaco,

Xy
XUfY: .

~

A aplicagdo f é chamada aplica¢do de adjuncgao.

Exemplo 1.4 (Exemplo 3.78 — b de [16]). Consideremos A = $' C Bef:A— Ba

aplicagdo inclusdo. Entdo o espago de adjungdo B2 U 7 B2 ¢ homeomorfo a esfera $°.

1.3.2 Superficies Compactas

Nesta Subsecdo buscamos representar as superficies compactas por poligonos
(complexos celulares) através da identificagdo de lados (topologia quociente). Come-

cemos com a definicdo de superficie mencionada anteriormente.

Definicao 1.15. Uma superficie compacta é uma variedade topoldgica bidimensional S, com-

pacta.

Como exemplos de superficies compactas citamos o toro do Exemplo [L.3| e a
esfera5* do Exemplo[L.4] A adjuncio de espagos nos permite construir novas superficies
com a soma conexa de superficies. Dadas duas superficies compactas M e N, com
By € M e B, C N, abertos em M e N, respectivamente, os espagos M’ = M \ By e

N’ = N \ By sdo superficies com bordo dM’ e IN’, respectivamente, homeomorfos a
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S'. Se f : IM’ — JN’ é a aplicagdo de adjungdo, o espago M’ Uy N’, é chamado soma
conexa entre duas superficies compactas M e N e serd denotado por M#N.

Agora descreveremos outra forma de representar uma superficie, a representa-
¢do por regides poligonais, ja empregada anteriormente em exemplos. Um poligono é
um subconjunto de R* homeomorfo a $' e é a unido de 1-simplexos que se intersectam
somente em seus extremos. Os 0-simplexos sdo denominados vértices e os 1-simplexos
sdo chamados arestas. Uma regido poligonal (2-célula) é um subconjunto compacto IR?
cujo interior € homeomorfo a um disco aberto e seu bordo é um poligono.

Ressaltamos que a orientagdo de um segmento de reta no plano é uma ordenagao
de seus extremos. Dizemos que um segmento /; = [a,b] estd orientado de a para b, e
representamos este fato desenhando uma seta apontando no sentido de b. O ponto a é
dito ponto inicial e o ponto b ponto final. De forma paramétrica, [y = {x = (1—-¢t)-a+t-b |
0<t<1}h

Dado um segundo segmento [, = [c,d], orientado de c para d, definimos o mapa
linear positivo i : I; — [, que associa cada x = (1 —t)-a+t-b em [; ao ponto
h(x)=1—-t)-c+t-deml.

Seja P uma regido poligonal no plano. Uma rotulac¢do de P é uma mapa do con-
junto de arestas de P sobre um conjunto S denominado conjunto de rétulos. Dada uma
orientagdo a cada aresta de P e uma rotulacdo, definimos uma relagdo de equivaléncia

em P da seguinte forma;
a) cada ponto em Int P é equivalente a si proprio;

b) dadas quaisquer duas arestas de P com mesmo rétulo e orientadas, tomemos h o
homeomorfismo linear positivo de uma aresta sobre a outra e defina cada ponto

x da primeira como equivalente ao ponto h(x) da segunda.

O espago quociente X obtido dessa relagdo de equivaléncia é dito ser obtido

colando as arestas de P de acordo com a rotulagao e a orientagdo das arestas.

Definicdo 1.16. Seja P uma regido poligonal com vértices py, . .., pn com py = p,. Dando uma
orientagdo e uma rotulagdo das arestas de P, sejaay, . . ., a,, 0s rétulos distintos que sdo atribuidos
as arestas de P. Para cada k, deixe a;,_ser o rétulo atribuido a aresta [pr_1,pi], e seja €, = +1
ou —1 de acordo com a orientagio atribuida a esta aresta de py_, para py ou reverso. Entdo o
niimero de arestas de P, a orientagdo das arestas e a rotulagio sio completamente especificadas

pelo simbolo (ou palavra),

w = (a;,)"(a;,)? ... (a;,)".

Chamamos este simbolo de um esquema de rotulagem de comprimento n para

as arestas de P e é simplesmente uma sequéncia de rétulos com expoentes +1 ou —1. A
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Definigao nos permite tratar a representacdo poligonal de um determinado espaco
X apenas com seu esquema de rotulagem, dispensando-se a representagdo geométrica.

Note que dado um esquema de rotulagem

w = (a;,)"(a,)? ... (a@;,)"

podemos determinar uma regido poligonal em R* que tenha w como esquema de

rotulagem. Esta regido é denominada uma realizacdo geométrica de w.

p1 a Po

P2

SQ

p3

P1 a Po

P2

TQ

P

P2

]P)2

a

Po

Figura 1.5: Rotula¢des do quadrado.

Na Figura acima temos trés rotulagdes para um quadrado, bem como uma
orientagdo de suas arestas. No primeiro, temos o esquema de rotulagem w; = aa~'bb™"
— 0 espaco quociente resultante ¢ homeomorfo a esfera $°. No segundo temos o simbolo
w, = aba™'b™! - 0 espago quociente resultante ¢ homeomorfo ao toro T2 E no terceiro
quadrado, temos o simbolo w3 = abab - o espago resultante é homeomorfo ao plano
projetivo P?.

Seja P uma regido poligonal em IR?, com vértices sucessivos po, p1,---,Pn = Po,
convencionamos estas disposi¢do no sentido anti-horario. Tome k de modo que que
1 < k < n—1econsideremos as regides P;, cujos os vértices sucessivos sao po, pi, - - - , Pk, Po
e P, cujos vértices sdo po, px, - - -, Pn = Po- A aresta [p, px] € comum a essas duas regides.
Notemos que P é a unido dessas duas regides.

Aplicando uma translagdo apropriada t : Py — RR? obtemos uma regido P,
disjunta de P,, cujos vértices sdo t(po), t(p1), ..., t(px), t(po). Dizemos que P} e P, sé@o
obtidas por corte de P ao longo da aresta [py, pi]. A regido P é homeomorfa ao espago
quociente de P; e P, obtido colando a aresta orientada de p, para pi de P, com a aresta
orientada de t(py) a t(px) de P}, de acordo com o mapa linear positivo. O processo
inverso também pode ser realizado, ou seja, dadas regides Q; e Q, disjuntas, podemos

obter uma regido poligonal homeomorfa ao espago quociente de Q; e Q, colando uma
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aresta orientada [po, pr] de Q; a aresta orientada [qy, gi] pelo mapa linear positivo.

t(ps) t(pa)
3 P2 t(ps) t(p1)
Ps 2 P

t(po)

b5 = Ps
E Po = P10 ? Po = P1o

Pe Ps Dy

pr Ds pr bs
Figura 1.6: Corte de P.

Dado um ntimero finito de regides poligonais disjuntas, com uma orientagdo
e rotulagdo das arestas de cada regido, podemos obter o espago quociente da mesma
forma a empregada a uma tnica regido.

Suponhamos que se tenha uma colecdo finita de regides poligonais disjuntas
Py,P,,...,P, e esquema de rotulagem w;, w,, ..., w,, onde w; é o esquema de rotula-
gem das arestas de P; e X o espaco quociente obtido desse esquema de rotulagem.
Cortando P; ao longo da aresta [po, px], orientada de py para pi, obtemos n + 1 re-
gides Q1,Qy, P, ..., Py, onde Qg corresponde a traslacdo da regido determinada pelas
sequéncia de vértices py, ..., Pk, po. Indicamos a colagem de Q; com Q,, atribuindo um
rétulo, distinto dos presentes em cada w; (digamos d) a aresta [py, px], com expoente
+1. Atribuimos este mesmo rétulo a aresta [t(po), t(pr)] de Q1, mas com expoente —1.
Dessa forma obtemos um esquema de rotulagem para Q; e outro para Q,. Com efeito,
suponhamos w; = Y1), onde y; é a lista dos k primeiros termos de w; e y, os demais
termos de w;. Dessa forma constroi-se os esquemas de rotulagem w} = y;d ™" de Q; e
wi =d™y, de Q,.

Obtemos o espaco X dessas regides com estes esquemas de rotulagem uma
vez que a composicdo de mapas quocientes é também mapa quociente. Em outras
palavras o espago obtido pelo quociente ndo depende da escolha de se colar as arestas
[po, prl e [t(po), t(pk)] primeiro para sé depois colar as demais ou a escolha de tomar
a colagem simultanea das arestas de cada regido. Cada regido é denominada face
da representacdo poligonal, as arestas e vértices da regido sdo denominadas arestas
e vértices da representagdo poligonal. Diremos que uma determinada representacao
é de superficie fechada se cada rétulo ocorrer exatamente duas vezes no esquema de

rotulagem.
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a a
P Po t(p1) t(po) Do
d
b
b d b d ’
j2) a D3 t(p2) P2 a ps
~ T? ~ TQ

Figura 1.7: Corte do quadrado.

No quadrado a esquerda da Figura temos o esquema de rotulacdo w; =
aba~ b1 cujo espago quociente resultante ¢ homeomorfo ao toro T2. O tridangulo Q; tem
sistema de rotulagdo w; = abd™' e o tridngulo Q, o sistema w? = da~'b~'. Note que cada
rétulo aparece duas vezes no esquema de rotulagem.

Agora apresentaremos algumas Opera¢des elementares sobre esquemas de
rotulagem que deixam o espago quociente resultante inalterado. As operacdo, aqui
citadas, podem ser consultadas com mais detalhes pelo leitor em [16], no capitulo 6 ou

em [20], no capitulo 12.

Definic¢ao 1.17 (Operacoes Elementares). Seja wy, ..., w, um esquema de rotulagem e X o

espago quociente resultante. As sequintes operacoes sdo chamadas operagoes elementares.

(i) - Corte - Substituir o esquema w; = y,y, pelos esquemas w} = y;c~" e w? = cy, desde

que Y, e Y, tenha comprimento pelo menos 2 e ¢ ndo apareca em nenhum w;, 1 < j <n;

(ii) - Colagem - Se w; = yoc™' e wy = cyy, substituir w; e wy por wi, = Y1y, desde que ¢ nio

apareca em nenhum w;j, 1 < j < n;

(iii) - Renomear - Substituir todas as ocorréncias de um dado rétulo por algum outro que nio
aparega em outro lugar no esquema. Substituir o expoente de todas as ocorréncias de um

dado rétulo a, esta operagio reverte a orientagio da aresta que recebe este rétulo;

(iv) - Permutagdo - Substituir qualquer dos esquemas w; por uma permutagio ciclica de
seus termos. Esta operagio resulta na renumeragdo dos vértices da regido poligonal P;

correspondente ao esquema w;;

(v) - Reflexdo - Substituir o esquema w; = (a;)(a;,)% ... (a;)" pelo esquema (w;)™! =
(ai,)~" ... (ay,)"(a;,)~'. Esta operagio consiste em "virar”a regido poligonal correspon-

dente a w; invertendo a ordem dos vértices e a orientacdo das arestas;

(vi) - Cancelamento - Se w; = yicc™'y,, substituir w; pelo esquema y,y, desde que ¢ nio

apareca em nenhum wj, 1 < j < ne yy e y, tenha comprimento pelo menos 2;
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(vii) - Desdobrar - Substituir o esquema w; = y,y, pelo esquema yicc™ 'y, desde que o rétulo

¢ ndo apareca em nenhum w;, 1 < j < n.

A Figura ilustra como cada operagdo atua sobre o esquema de rotulagem

apresentado para o toro T?.

2] y4i
P2 P1 P 0 !

(v)
b b~ taba™ b — b aba~'b7! b ) 3 b bab ot b

p3 02 D
Po P b3 3 Do

- D a g
1 ¢ 2 t(p1) t(po) i P “ Po

b
cb~ e ’ b

P2 3 tp2) 3

i
P2

Figura 1.8: Operagdes elementares sobre o Toro.

Dizemos que dois esquema de rotulagem sdo equivalentes se um pode ser obtido

do outro por uma sequéncia de operagdes elementares.

Proposicao 1.13. Cada operagio elementar sobre uma representagdo poligonal produz repre-

sentagdes topologicamente equivalentes.

Teorema 1.14. Seja X o espago obtido de uma colegio finita de regides poligonais colando arestas

de acordo com algum esquema de rotulagdo. Entdo X é um espago de Hausdorff compacto.

Com as operacdes elementares apresentadas na Defini¢ao[I.17podemos caracte-
rizar a soma conexa de superficies compactas através de suas representa¢des poligonais
e exibir representagdo poligonal para a superficie resultante. Apresentemos a seguir

esta caracterizacdo para a soma conexa de toros.

Exemplo 1.5. Consideremos os esquema de rotulagem wy = a;bia;'b;' e wo = axbya;'b;?,
ambos com espago quociente associado homeomorfo ao toro T2 Definamos o esquema w; =
(a1b1a;' b ) (a2bya5'b, "), obtido concatenando os esquemas de rotulagem wy e w,. w3 tem
como realizagdo geométrica uma regido poligonal octogonal. O espago quociente resultante é

homeomorfo a soma conexa T*#T? ( bi-toro).
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Note que aplicando a operagéo (vii) sobre w; obtemos, o esquema (a1b14; b, )ec ™ (a2b,a; ')

X (i 1_ “13-1\ . — 2 _ 1 “17-1y — 1
e pela operagéo (i), 0s esquemas w; = (a1b1a; b ")c = wic e w3 = ¢ (azxbra; b ") = ¢~ wy.

ap 2
p1 Po q - qo0

-1
by arbia; by by 123 (121)211._,11)21 by

P3 q2 q3

at a

D1 G4
! Po by a1

by
ay

2 Po q

ay

D3 by 2

Figura 1.9: Obtencdo de uma representagdo poligonal para o bi-toro.

A seguinte proposicdo generaliza este procedimento.

Proposicao 1.15. Seja Sy e S, superficies que admitem representagdes poligonais (com face
tinica) disjuntas P, e P, respetivamente. Suponhamos w, o esquema de rotulagem associado
a Py e wy 0 esquema de rotulagem associado a P,. Entdo ws = wiw,, obtido concatenando os
esquemas wy e wy, € o esquema de rotulagem de uma representagio poligonal da soma conexa
51#52.

Proposicao 1.16. Toda superficie compacta admite uma representagio poligonal.
Inspirados no Exemplo|[I.5/e na Proposi¢ao|[I.15|citamos a seguinte definicao.

Definicao 1.18. Uma superficie S que tem esquema de rotulagem de uma de suas representacoes

poligonais da forma,
w = (abya; b7 ) (abaay 63"y . (anbaa, b))
é dita soma conexa de n copias do toro. Se S tem esquema de rotulagem associado da forma,
w = (a1b1)(@2b2) . . . (anbn),

S é dita soma conexa de n cépias do plano projetivo.
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Teorema 1.17 (Classificagdo de Superficies Compactas). Cada superficies compacta conexa

é homeomorfa a um dos seguintes espagos:
a) aesfera 5%
b) a soma conexa de um ou mais cdpias do toro T?;
c¢) asoma conexa de um ou mais cpias do plano projetivo P2.

Aqui estamos assumindo o fato que essas trés classes de superficies sdo topolo-

gicamente distintas.

1.3.3 Caracteristica de Euler

Nesta Subsecdo apresentaremos a generalizacdo da férmula de Euler, assunto
presente nos curriculos da educagdo basica. Nesse contexto estuda-se que todo poliedro
convexo satisfaz a relacdo de Euler V— A + F = 2, onde V é o nimero de vértices, A é o
nimero de arestas e F o nimero de faces do poliedro.

No contexto dessa dissertagdo, um poliedro P C R® é uma superficie poliédrica
(complexo celular) que é o bordo de um conjunto aberto convexo de IR®. A relagdo de

Euler tem a seguinte generalizagdo para Complexos celulares.

Definic¢ao 1.19. Se X é um complexo celular finito de dimensdo n, definimos a Caracteristica

de Euler, a qual denotamos por X(X), por,

X(X) =Y (=D,
k=0

onde ny é o niimero de células de dimensio k de X.

Proposicao 1.18 (Caracteristica de Euler de superficies compactas). A caracteristica de

Euler para uma superficie compacta S é,
(a) 2, se S é homeomorfa a esfera;
(b) 2 —2n, se S é homeomorfa a soma conexa de n toros;
(c) 2—n, se S é homeomorfa a soma conexa de n planos projetivos.

Cabe mencionarmos que a caracteristica de Euler é um invariante topolégico.
Para sermos mais precisos, se dois espagos X e Y sdo homeomorfos, entdo X(X) = X(Y).
Nao demonstraremos este fato, pois foge do objetivo dessa dissertacdo. Ressaltamos

que a reciproca desse resultado nao é verdadeira. A exemplo, segue da Proposicao[I.18]
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que se X é a soma conexa de k toros e Y a soma conexa de 2k planos projetivos, entdao
X(X) = X(Y) mas pode-se demonstrar que X e Y sdo topologicamente distintos.

Um fato que distingue essas duas classes de superficies é a chamada orientabi-
lidade. Na verdade, as superficies fechadas podem ser classificadas em dois grupos —
das superficies orientdveis e das superficies ndo-orientdveis. Nado discutiremos nessa
dissertacdo com detalhes os aspectos tedricos referentes a esse assunto mas apresenta-

remos alguns pontos de interesse e relevancia a continuidade deste trabalho.

Definicao 1.20. Seja s, um simplexo (geométrico ou abstrato) de dimensido n < 0. Duas
ordenagdes no conjunto de vértices de s, sio ditas equivalentes se diferem uma da outra apenas
por uma permutagdo par. Dessa forma, as ordenagdes dos vértices de s, resultam em apenas duas
classes de equivaléncia denominadas orientagoes do simplexo s,. O simplexo s, é dito simplexo

orientado se é designada uma das orientagoes possiveis a este.

A orientagdo de um simplexo induz uma orientagdo para cada uma de suas

faces. Notemos ainda que um 0-simplexo possui somente uma orientagao.

Exemplo 1.6. Consideremos o complexo simplicial abstrato

S = {to1, 02,03}, {01, 021, {01, 03}, {0, v3}, {01}, {02}, fo31),

que tem uma regido triangular como realizagdo geométrica. As ordenagdes dos vértices de

S podem ser organizadas em duas classes c; e ¢, de acordo com a Definigio Assim,
€1 = {(7)1027]3), (v20301), (030102)} ec, = {(010302), (030201), (7)20103)}

Na Figura o tridngulo da esquerda representa o simplexo S com a orientagao
c1 onde a orienta¢do é representada com uma seta curva no sentido anti-horario. O

tridngulo da direita S com a orientagdo ¢, com seta curva indicando o sentido horério.

A orientac¢do induzida em cada aresta é indicada por uma seta.

(%] U1

O O

(%) U3 (%) 0:

Figura 1.10: Orienta¢6es de um 2-simplexo.

Seja K um complexo simplicial, dando a cada simplexo um orienta¢do obte-
mos um complexo orientado. Dizemos que um complexo tem orientacdo coerente se

quaisquer dois simplexos adjacentes induzem orientagdes opostas a sua face comum.
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01 U1
U4 Uy

O O

(%) U3 [%) U3

Figura 1.11: Complexos orientados.

Na Figura o complexo da esquerda tem orientagdo coerente enquanto o
complexo da direita ndo. Com a nogédo de orientagdo de simplexos citamos a seguinte

definicao.

Definic¢ao 1.21. Uma superficie fechada S é dita orientdvel se todas suas triangulagdes admitem
uma orientagdo coerente. Se S nio admite triangulagio orientada coerentemente dizemos que S

é ndo orientdvel.

Como exemplo de superficies orientdveis temos a esfera 5%, o toro T? e a soma
conexa de n toros. Um exemplo cldssico de superficie ndo-orientavel é a faixa de
Mobius.

Para finalizar essa breve discussdo sobre orientabilidade apresentamos a se-
guinte proposicdo que nos permite estabelecer mais aspectos das superficies compactas.
A demostragdo dessa proposigdo pode ser consultada pelo leitor em [16]. Aqui estamos

assumindo que a soma conexa de um ou mais planos projetivos é ndo-orientavel.

Proposicao 1.19 (Proposicao 6.20 em [16]). Uma superficie compacta S é orientdvel se, e

somente se, é homeomorfa a esfera $* ou a soma conexa de um ou mais Toros.

Decorre da Proposicao juntamente com a Proposicao que superficies
compactas orientdveis S; e S, que possuam mesma caracteristica de Euler sdo ho-
meomorfas. Munidos dessa classificagdo de superficies fechadas em orientdveis e

nao-orientdveis definimos o género de uma superficie S.

Definic¢ao 1.22 (Género de uma superficie fechada). O género de uma superficie fechada S

é,
(a) 0, S é homeomorfa a esfera $2 (orientdvel);
(b) n, se S é homeomorfa a soma conexa de n toros (orientdvel);

(c) n, se S é homeomorfa a soma conexa de n planos projetivos (ndo-orientdvel).
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Capitulo 2

Geometria Hiperbodlica

Neste capitulo descreveremos tépicos da Geometria Hiperbdlica essenciais ao
tratamento de superficies compactas e orientdveis de género g > 2, como espaco orbital
pela agdo de grupos de isometrias do espago hiperbélico. Para isso, trataremos dos
modelos euclidianos para a Geometria Hiperbolica — o modelo do semi-plano H? e o
modelo do disco de Poincaré ID?. Cabe observar que a Geometria Hiperboérica pode
ser desenvolvida sobre um conjunto de axiomas, assim como a Geometria Euclidiana

e que os modelos aqui citados sdo consistentes com essa construgdo axiomaética.

2.1 Transformagdes de Mobius

Para descrevermos os modelos para a Geometria Hiperbolica trabalharemos
com o plano complexos C = {z =a+b-i|a,b € R} o qual identificamos com o plano

Euclidiano R? = {x = (x1, x2) | x1, %2 € R} através da aplicacéo,

S C — R?

‘ (2.1.1)
Z=X1+X -1 > x=(x1,X2)

e 0 plano complexo estendido € = C U {co} também conhecido com esfera de Riemann.
O subconjunto R = R U {oo}, eixo real estendido, é um circulo em C.
Convém descrevermos sobre C um conjunto de aplica¢des que serdo de nosso

interesse quanto ao estudo das isometrias hiperbolicas.

Definicao 2.1. Uma aplicacdo da forma

é chamada uma transformagdo linear fraciondria. Se a, b, c e d também satisfazem ad — bc # 0,
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entdo T(z) é chamada uma transformagio de Mobius.

Observemos que se T é uma transformacdo de Mdbius entdo a transformacao de
Mobius

satisfaz
T(T™'(2)) = T (T(2)) = z,

ou seja, T™! é a aplicagdo inversa de T. Além disso, se T e S sdo transformagoes de
Mobius, entdo T o S também é uma transformagdo de Mobius. Portanto o conjunto
de transformagdes de Mdbius constitui um grupo sob a operagdo de composicdo de
transformacoes.

Seja 6 € C um namero complexo ndo nulo e T uma transformacdo de Mobius

expressa por

entao,
6-(@-z+b) (6-a)-z+(6-D)

S-(c-z+d)  (0-¢)-z+(5-d)

o que evidencia que os coeficientes a, b, ¢ e d ndo sdo tnicos.

T(z) =

Pode-se considerar cada transformagdo de Mobius definida continuamente em
€ = C U o colocando T(c0) = g T(—%) =oosec # 0e T(c0) =00 caso c = 0. Verifica-se
que T mapeia C sobre C.

Dentre as transformagdes de Mobius destacamos as aplica¢des da forma T(z) =
z+b,b # 0 denominadas translacdo, D(z) = a - z chamada dilatacio, R(z) = ¢? -z a
rotagdo e as transformacgoes da forma I(z) = % denominada a inversao.

Um fato relevante ao nosso estudo é que uma dada transformagao de Mobius T,

diferente da identidade, possui no méximo dois pontos fixos. Com efeito, suponha

entdo z é raiz da equacao
c-Z2+d-a)-z-b=0

que possui no méaximo duas raizes. Agora suponha z1, z, e z3 trés pontos distintos em C
e T uma transformagdo de Mobius tal que T(z1) = w1, T(z2) = w» e T(z3) = ws. Suponha

S uma outra transformacdo de Mobius com essa mesma propriedade. Dai,

SloT)z)=2z1, (S oD(z) =2, (S'oT)(zs) =2z,
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ou seja, z1, z, € z3 sd0 pontos fixos da transformagéo S~ o T. Assim, S7! o T deve ser

a transformacao identidade e dai T = S. Portanto uma transformacao de Mobius é

unicamente determinada por sua agio em quaisquer trés pontos distintos em C.
Agora consideraremos zy, z3 e z4 pontos distintos em C. Definamos R : C — C

por,

zZ—2Z
R(z) = 2, sezy = o0
Z— Z4

Zyr — Z
R(z) = = 24, se z3 = 00;

Z—Z4
Z—Z3

R(z) = , 8@ 24 = 00;
27 —Z3

zZ—Z3
Z—Z4
2223
Z2—2Z4

Em todos os casos R(zp) = 1, R(z3) = 0 e R(z4) = o0 e R é a tnica transformacao

R(z) = , Se zy,23,24 € C.

com essa propriedade.

Motivados por essa observagdo, passemos a seguinte defini¢do.

Definicdo 2.2 (Razdo Cruzada). Seja z; € C entdo (z1, 2, 23,24), a Razdo Cruzada de z1, z,
z3 € zy , éaimagem de z; sob a vinica transformagdo de Mobius T que mapeia z, sobre 1, z3 sobre

0 e z4 sobre 0.

Uma das propriedades da razdo cruzada é que ela é invariante sob a acdo de

transformacgdes de Mobius como mostrado na seguinte proposigéo.

Proposicao 2.1. Se zy, z3 e z4 sdo pontos distintos em CeTéuma transformagio de Mobius
qualquer entdo,

(le 22,23, 24) = (T(Zl)/ T(ZZ)/ T(Z3)/ T(Z4))/
pam L]uﬂlquer Ponto Z1.

Suponha R(z) = (z,2»,23,24) a Unica transformacdo de Mobius que mapeia z,
sobre 1, z3 sobre 0 e z4 sobre co. Se M = R o T~! entdo M(T(z,)) = 1, M(T(z3)) = O e
M(T(z4)) = oo, portanto,

M(z) = Ro T7'(2) = (z, T(z2), T(23), T(z4))

para todo z € C. Em particular se z = T(z;) e assim o resultado segue.
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Com a Proposigdo 2.1 temos ferramentas para mostrar a seguinte proposicao.

Proposicdo 2.2. Se z,, z3 e z4 sdo pontos distintos em C e wy, wy e wy sido também pontos
distintos de C, entdo existe uma, e somente uma, transformagio de Mobius T tal que T(zp) = wo,

T(z3) = ws e T(z4) = wy.

Seja R(z) = (z,22,23,24) € S(z) = (z,wy, w3, wy), entdo tomando T = S'o R é
tal que, T(z2) = wy, T(z3) = ws e T(z4) = wys. Para mostrar a unicidade, suponha
K outra transformacdo tal que, K(z;) = w,, K(z3) = w3 e K(z4) = ws. Dessa forma,
(Ko T)(z2) = 22, (K10 T)(z3) = z3 € (K1 0 T)(24) = 24, ou seja, K™ o T possui trés pontos

fixos. Dai, K™ o T = I;, onde I; é a transformacao identidade. Portanto, K = T.
|

Em outros termos, a Proposicao 2.2} nos diz que a agao do grupo de transforma-
¢oes de Mobius é transitiva no conjunto de triplas de pontos distintos de C.

Agora enunciamos uma proposicdo que nos servird de ferramenta na demos-
tracdo do Teorema Omitiremos sua demostragdo a qual pode ser consultada pelo

leitor em [5]].

Proposicao 2.3. Sejam z1, zo, z3 € z4 quatro pontos distintos em C. Entdo (z1,z2,23,24) é um

niimero real se, e somente se, estes quatro pontos estdo sobre um mesmo circulo.
Com esse resultado em méaos enunciamos e mostramos o Teorema
Teorema 2.4. Toda transformagio de Mobius leva circulos em circulos.

Seja C um circulo em C e T uma transformacio de Mébius genérica. Tome z,, z3
e z4 trés pontos distintos de C. Sejam w, = T(z,), w3 = T(z3) e wy = T(z4). Note que w,,
w3 e wy determinam um um circulo C’ em €. Afirmamos que T(C) = C’'. Com efeito,
pela Proposicao 2.1

(2,22, 23, 24) = (T(2), wo, W3, Wy).

Agora pela Proposigao ambos os lados da igualdade sdo ntimeros reais. Portanto
T(z) € C"eassim T(C) = C'.

Destacamos que dados dois circulos C e C" em C, existe uma transformacao de Mobius
T que mapeia C sobre C’. A existéncia de T ndo é tinica uma vez que pode-se tomar
quaisquer trés potos distintos em C de modo a mapeé-los sobre quaisquer trés pontos

distintos em C’. No entanto, fixados trés pontos distintos, z,, z3 e z4 em C e trés pontos
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distintos w,, w; e wy em C’, se especificarmos previamente T(z;) = wy, T(z3) = ws,
T(z4) = w4 a transformagdo T é tnica em decorréncia da Proposicado
Finalizamos essa Subse¢do descrevendo condigdes necessdrias e suficientes para

que uma dada transformagado de Mdobius T, seja de tal sorte que T(R) = R.

Proposicio 2.5. Seja T uma transformacio de Mobius, entdo para que T(R) = R é necessdrio

e suficiente que se possa determinar niimeros reais 11, 1, 13 € 14 tais que,

ri-z+71r

T(z) = .
(Z) r3+-zZ+ 1y

Suponha, T(IR) =R Sejam kj, k3 e ky nimeros reais distintos tais que, T(k,) = wy,

T(ks) = w3 e T(ky) = w4 sdo também ntmeros reais distintos. Tomando,

R(Z) = (Z/ kZ/ k31 k4)/ S(Z) = (Z/ w», w3, w4)'

Note que,
R(z) = Z—k3.kz—k4 _ (ko —ks) -z —ks - (ko — ky)
z—ks ko—ks (ka—ks)-z—ky- (ko —k3)
S(Z)=Z—w3.wz—w4 _ (W —wy) -z —ws - (wr — wy)

Z—wy Wo—w3 (Wy—w3) -z — Wy (Wy — wWs)

possuem coeficientes reais assim como suas inversas. Pela Proposi¢do

T(z) = (57 o R)(2)

que tem coeficientes reais.

_ a-z+b
Reciprocamente se T(z) = e

com 4, b, c e d nmeros reais, temos que

+d
T = a-z+b (@-z+b)(c-z+b) alzPP+ad-z+bc-z+bd
Ccoz+d lc-z+d]? B lc-z+d]?
Segue que,

T(z) - T(z) _ (alzP +ad -z +bc-Z +bd) — (alz* + ad - Z + bc - z + bd)

3(T) 2.1 2i-|c-z+d]?

(ad —bc)-(z—z) _ (ad - bc) - B(z)
2i-lc-z+dP?  e-z+dP

Logo, sez € Rentio T(z) € R, o que conclui a demonstracao.
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2.2 O Modelo H? para a Geometria Hiperbélica

Consideremos o conjunto H? = {z = x+y-i € C | y > 0} e T,,H? 0 espago tangente

a H? no ponto zp. Para cada ponto z, € H? esta definido o produto interno,

gre . To,H?X T, H> — R
(u,v) , Yu,veT,H (2.2.1)

3%(z0)

(u,v) — (U, V) =

onde, (1, v) expressa o produto interno usual do espago Euclidiano.
Associada a esse produto temos a norma || - [z em T,,H? que, para cada vetor

w = (wy, wy) € T,,H? tem-se,

2 2
w2 + w
w, W \/i w
[l = V(w, W = (w,w) _ _ el

B2z) Bz  B(z0)
Além disso gy define uma métrica Riemanniana em H?.

Defini¢do 2.3 (Modelo H?). O conjunto H*> = {z = x+y-i € C | y > 0}, 0 semi-plano

superior, equipado com a métrica,

dx? + dy?

7 (2.2.2)

SH2 =

é chamado espago hiperbélico, também conhecido como plano de Lobachevski.

A métrica definida em (2.2.2)) é denominada métrica hiperbélica. O conjunto
dH? = {z € C | J(z) = 0} U {00} = R U {oo}

é denominado bordo assintético de H? e conjunto IH? = H? U d.,JH? ¢ chamado plano
complexo fechado.
Seja y : [to, 1] — H? uma curva parametrizada, onde, y(t) = x(f) +i- y(t), o

comprimento hiperbdlico de y denotado por ||yl é dado por,

2 2
foly b /(t '(t
Iyl = ft lz((:))ldt: ft \/(x()?/(; <y()> dt. (2.2.3)

Define-se a distancia hiperbdlica entre dois pontos p e § em H? como,

d(p,q) = i&fz 1Y ll2, (2.2.4)
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onde Q) é o conjunto de todas aos curvas diferencidveis por partes que ligam p a 4. Para
expressarmos a distancia d(p, ) em funcdo de p e g necessitamos explicitar as geodésicas
de H?, ou seja, as curvas que minimizam distancias. Para isso precisamos expressar as

isometrias de H2.

Defini¢do 2.4. Uma transformagio T : H?> — H? é uma isometria se ela preserva distincia

em HA.

A composicdo de isometrias é também uma isometria e pode-se mostrar que o
j de i ias de H? id do d icdo é
conjunto de isometrias de H* munido com a operacdo de composi¢do ¢ um grupo o

qual denotaremos por Isom (IH?).

Proposi¢do 2.6. Sejaa € Rel = {z € H? | R(z) = a} a semi-reta vertical em H> U d,H%. A

transformagio r; : H?> — H? induzida pela reflexdo Euclidiana sobre | é uma isometria de H?.

Através da identificagdo dada em (2.1.T) podemos tomar H? = {(x,y) € R?* | y >

0} = R?, munido com a métrica 2. A reflexdo sobre [ é dada por,

T IR%_ —> lR_Z,_

(x,y) — (=x+2a,y) '

-1 0
drl = .
0 1

Mostraremos que {u, v)p2 = {dr; - u, dr; - v)pp para todo zp = (x, y) e para todo u e

Sua diferencial é,

v em T,,H?. De fato, suponha u = (uy,uz) e v = (v1,v,) em T,,JH. Entdo,

Uy 01+ Uy - Dy

y2

dry-u,dry - vy = (=1, u2), (=01, 02) )2 = = (U, V)yp

e portanto, r; € uma isometria de H2.
|

Para descrevemos mais isometrias de H? descreveremos um grupo de transfor-
magoes que mantém H? invariante e que podem ser estendias continuamente sobre
H? = H? U 9., H2.

Consideremos o grupo SL(2,R) das matrizes Gyx,, de entradas reais, tais que

det(G) = 1. De maneira explicita,

SL(2,R) = {G =

b
4 d};a, b,c,deR, det(G):a-d—c-bzl}.
c
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Agora consideremos o conjunto das transformagdes de Mabius, T : € — € da
forma
_a-z+b

PSL(Z, R) = {T(Z) = m

;a, b, c, de]R,a-d—c-bzl}.
Este conjunto é um grupo com a operagdo de composi¢do de aplicagdo. A
composicdo de duas transformagdes corresponde ao produto de suas matrizes corres-

pondentes. Com efeito, sejam

temos que,
(ak + bm) - z + (al + bn)

(ck +dm) -z + (cl + dn)

(T1 0 T7)(z) =

Agora fazendo a correspondéncia entre as matrizes obtemos as matrizes G; e G, cor-

respondente a transformagdes T, é T, respectivamente onde,

k1

m n

a b

Gy =
! c d

, G =

Tomando o produto dessas duas matrizes obtemos,

a b
c d

G1XG2: X

4

k l] [ak+bm al + bn

m n ck+dn cl+dn

que é exatamente a matriz correspondente a transfonagado T; oT,. Note que as matrizes G
e —G de SL(2, R) representam uma mesma transformacdo T. Assim cada transformacgao
T pode ser representada por um par matrizes +G € SL(2,R). Portanto PSL(2,IR) é

isomorfo ao grupo quociente,

SLeR) ., [10
(14, ~1a) Id‘[o 1}'

Note que PSL(2,R) contém todas as transformacdes de Mobius da forma,

a-z+b

T = c-z+d

|a,b,c,d € R,ad —bc =k >0,

pois dividindo-se o numerador e o denominador de T(z) por Vk obtemos uma nova
matriz cujo determinante é 1. Em particular PSL(2,R) contém todas as transformacdes

da forma, T(z) = a-z + b;a > 0 e a transformacdo T(z) = —1.
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Teorema 2.7. PSL(2,R) age em H? por homeomorfismos.

Primeiro vejamos que cada transformagdo T € PSL(2,R) mapeia H? sobre si

az+b

mesmo. Suponha w = T(z) = 25,

z = x + y - i. Mostraremos que J(w) > 0. De fato,

a-z+b _(a-z+b)(c-z+b) alzP+ad-z+bcz+bd

= T = = =
w @ c-z+d lc-z+d]? lc-z+d]?

a(x* + y?) + ad(x + yi) + be(x — yi) + bd
lc-z+d]?

Logo,
(ad = bc)y y 3z
lc-z+dP  Jc-z+dP  |c-z+dP

I(w) =

(2.2.5)

Dessa forma, se J(z) > 0 entdo, I(w) > 0. O Teorema segue da continuidade de

T(z) e de sua inversa.
|

O Teorema nos garante que cada transformacdo T € PSL(2,IR) é um ho-
meomorfismo de H? sobre si mesmo. Mostraremos que além disso cada uma dessas

transformacdes é uma isometria de H2.
Teorema 2.8. PSL(2,R) C Isom (IH?).

Mostraremos que, se y : [4,b] — H? é uma curva diferencidvel por partes,
entdo T preserva o comprimento hiperbdélico de y, para toda T € PSL(2,R). Suponha
P(t) = x(t) + i y(t), e T(2) = 2222,

Tome (T o y)(t). Pela Equacéo (2.2.5),

_3yw)
3(T () = @ +dP
Pela regra da cadeia, (T o )’(t) = T'(y(t)) - () onde,

a-(c-y®)+d)y—c-@-y®)+b)  ad-cb 1
(c-y(t) +d)> S eyt +a)? (cop) +a)?

Dai, aplicando (2.2.3),

T'(y(®) =

IT 0 Yl "IToyy® ol f T -y Ol

I(T(®) (T )

Ol P O
o lc-y®+aPl I . I0®)

= IYllpe. (2.2.6)
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Portanto, toda transformacdo T € PSL(2,R) preserva distdncia em IH? e além

disso preservam a orientagdo.

Teorema 2.9. As geodésicas de H? sdo semi-circulos e semi-retas ortogonais a d.,IH?.

Seja z; e z; dois pontos distintos em H?. Inicialmente suponha z; = ia e z, = ib,
com b > a. Sey :[0,1] — H? é uma curva diferenciével por partes ligando ia e ib com

y(t) = x(t) + iy(t), entdo,

L) + (v (1) (8| Lyt (b)
) = d d — _dt=1Inl-].
Il f 70 e NV Bl v Sl

Em particular, o segmento de reta [ig, ib], parametrizado por y(t) = (1-t)-(ia)+t-ib
é uma curva diferencidvel cujo comprimento hiperbdlico é In (%) Dessa forma [ia, ib]
minimiza a distancia entre z; = iaz e z, = ib. Logo, este segmento estd sobre uma
geodésica de H>.

Agora sejam z e w arbitrarios em H?. Considere agora @ como o0 unico circulo
ou semi-reta ortogonal a dJH? ligando estes pontos. E possivel encontrar uma trans-
formagdo de Mobius T que transforma w no eixo imagindrio. Utilizando o argumento

acima, conclui-se que w é a geodésica ligando z e w.

Figura 2.1: Geodésicas no Modelo H>.

Teorema 2.10. Cada transformagio T € PSL(2, R) mapeia geodésicas de H? sobre geodésicas
de H>.
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Basta observamos que cada transformagdo de Mdobius T € PSL(2, R) mantém
R = RU o = 9d,H? invariante. Como T mapeia circulos e linhas Euclidianas em
circulos ou linhas Euclidianas, entdo T transforma circulos e linhas ortogonais a 0 H?

em circulos e linhas ortogonais a d.H?.
m

Consideremos agora, zj e wy pontos genéricos de H? e seja y a tnica geodésica
ligando zp a wy. Suponha z*, w* € d,H?> N y extremos de y, de modo que z, € [z*, wy] e
T a tnica transformagdo de Mobius tal que T(z") = 0, T(zp) = i e T(w*) = co. Usando o

raciocinio empregado na demostragdo da Proposi¢do 2.2 temos que T = S~! o R, onde
R(Z) = (Z/ 2o, Z*/ w*)/ S(Z) = (Z, i, 0, OO) =—i-Z

Note que S7(z) = i - z. Dessa forma, T(z) = SY(R(z)) = i - (z,2,2", w"). Pode-
se mostrar que T € PSL(2,R) e que 1 < (wy,zp,z", w*) € R. Temos que T(wy) = i -
(wo, o, z*, w") estd sobre o eixo imagindrio e que a imagem do segmento geodésico
[z0, wo] é 0 segmento de reta geodésico [T(zo), T(wo)] = [i,i - (wo,zo, 2", w*)] que tem
comprimento hiperbélico In((wy, zo, z*, w*)).

Mas d(zg, wg) = d(T(z), T(wo)) = In((wy, 2o, z*, w*)). Com isso obtemos,
d(z, w) = In((wy, 2o, 2", W")). (2.2.7)

A distancia em H? satisfaz as seguintes relagoes.

Teorema 2.11. Para z e w em H?,

(i) d(z, w) = ln(Iz—?l + Iz—wl)
Iz —w| - |z — w]

(i) cosh(d(z, w)) = 1+ - Iﬂ'f(z_) Z,Ull;(w)
(1) sinh (% e w)) 2. (Iml(zz)_- ZIUrln(w))%
(i0) cosh (5 - d(z, w)) = ~ (Imi)_ ?}L )
(0) tanh(% d(z, w)) - :i :g:
Agora consideremos, PS*L(2,R) = % onde,

S'L2,R) = {G =
c

b
g d};a, bc deR, det(G):a-d—c-b:il}.
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o grupo das matrizes reais com determinante +1. PSL(2,R) é subgrupo de indice 2 em
PS*L(2,IR). Com essas consideracdes identificamos todas as isometrias de H2, como

explicitado no teorema abaixo.

Teorema 2.12. O grupo Isom (H?) é gerado pelas transformagdes lineares fraciondrias de
PSL(2,R) juntamente com a transformagio induzida pela reflexdo Euclidiana sobre a reta
R(z) = 0dada por r(z) = —z. Além disso, Isom (H?) é isomorfo a PS*L(2,R) e PSL(2, R) é um
subgrupo de Isom (H?) de indice 2.

Definimos o dngulo hiperbdlico entre duas geodésicas que se intersectam em
um ponto z, € H? como o angulo hiperbolico entre seus vetores tangentes em T, IH?.
Supondo y; e y, duas geodésicas que se intersectam em z, cujos vetores tangentes sdo

U1 e v, respectivamente, o angulo S entre v; e v, é tal qual

(U1, V)2
o152z - |02l

cos(p) =

Verifica-se que o angulo hiperbélico entre y; e 7, é o mesmo angulo euclidiano
entre essas curvas. De fato,
(01,02) Fo _ o) 3e) G | (o0
’ g ’ : ’
cos(ﬁ) . 1, 02 )2 _ (z0) _ 1,02) 0 0) _ 1,02

- . T ol el . 2 = : .
101522 - [0l S | S [o1]] - [|v2]] I2(z0) [o1]] - [[02]]

Defini¢do 2.5. Uma transformagio de H? é dita conforme se preserva angulos e anti-conforme

se preserva o valor absoluto de dngulos e inverte sinal.

As transformacoes T € PSL(2,R) sdo conformes e as transformacoes

+0b
+d

N

s=%

€ PS'L(2,R); ad —cb = -1

N

C .

sdao anti-conformes.

2.3 O Modelo ID? para a Geometria Hiperbdlica

Agora apresentaremos o modelo do Disco de Poincaré para a Geometria Hiper-
bélica.

Seja P : C — C a transformacdo analitica definida por

z—1

Pa =
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P aplica H? bijetivamente sobre ID? e além disso d.,H? é também aplicado bijetivamente
sobre JD?. Note ainda que # é uma transformacéo de Mébius e pela Proposigao2.4leva
circulos sobre circulos. Com célculos diretos obtemos, £(0) = —1, P(i) = 0 e P(c0) = 1.

Definicao 2.6. O disco aberto ID? = {z € C; |z| < 1} munido com a métrica,

2]
1z

ds (2.3.1)

é denominado Modelo do disco de Poincaré para a Geometria Hiperbélica.

O circulo dD? = {z € C; |z| = 1} é chamado fronteira de ID? ou circulo no infinito
e 0 conjunto ID? = ID? U JID? o fecho de euclidiano de ID? . Defini-se a distancia dp (z, w)
entre z, w € ID? como,

dpe(z, ) = (P (2), P~ (W)). (2.3.2)

Mostra-se que d pode ser identificada com a métrica associada a diferencial (2.3.2).

O modelo ID? para a Geometria Hiperbdlica apresenta uma versao "limitada"para
o espago Hiperbdlico, o que contribui para a visualizagdo de elementos geométricos.
Um fato que se destaca sobre este modelo é que as geodésicas sdo segmentos de circulos
ortogonais a dID? e os didmetros de ID?.

Figura 2.2: Geodésicas no Modelo ID?.

Definicdo 2.7. Um Poligono hiperbélico com n lados, denotado por P, é um conjunto fechado
em H?2 limitado por segmentos geodésicos chamados de lados. Um vértice de P, é a intersegdo

de dois de seus lados. Admite-se vértices na fronteira de H?, chamados de vértices ideais.

A Figura 2.3|ilustra diferentes triangulos em H? com nenhum, um, dois ou trés

vértices ideais respectivamente.
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R AN

Figura 2.3: Triangulos em H?.

A Definicdo [2.7|estende-se naturalmente a ID%.

Definicao 2.8. Um poligono P,, com n lados, todos de mesmo comprimento e Angulos internos

iguais é dito um poligono regular.

Figura 2.4: Poligono regular em D?.

Agora apresentamos a defini¢do de drea de uma regiao hiperbdlica.

Definigdo 2.9. A drea de uma regido O C H? ¢,

A(Q)szg%-dxdy (2.3.3)

se a integral existir.

Teorema 2.13 (Teorema de Gauss-Bonnet). Area hiperbélica de um triangulo hiperbdlico A

com dngulos internos a, B ey é
Ad))=n—(a+p+Y). (2.3.4)

Segue da Teorema que a soma dos angulos internos de um tridngulo hi-

perbodlico é menor que 1 e que drea de um tridngulo cujos trés vértices sdo ideais é
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exatamente . Note que a drea de um tridngulo hiperbélico qualquer depende so-
mente de seus angulos internos. De modo mais geral, a drea de um poligono qualquer

depende unicamente de seus angulos internos como destacado no seguinte teorema.

Teorema 2.14. Se P,, é um poligono hiperbélico qualquer, com dngulos internos, 61, 0, ..., 0y,

entdo a drea hiperbélica de P, é dada por,

AP =(n=2) 11— (01 + 65 +...+0,). (2.3.5)

Dizemos que um subconjunto H do espaco hiperbdlico é convexo se tomados
dois pontos quaisquer z, w € H o segmento geodésico [z, w] estiver inteiramente contido
em H. A Teorema estabelece condigdes necessdrias e suficientes para que um

poligono P, seja convexo.

Teorema 2.15. Seja P, um poligono com com dngulos internos 61, 0, ... , 0,. Entdo P, é

convexo se, e somente se, cada 0;, i € {1, ..., n}, satisfaz 0 < 6; < 7.

Agora damos as condic¢Oes para a existéncia de um determinado poligono hi-

perbdlico.

Teorema 2.16. Sejam 01, 0,, ... , 0, tais que cada 0;, i € {1, ..., n}, satisfaz 0 < 0; < 7.

Entdo existe um poligono hiperbélico P, que tem cada 0; como dngulo interno se, e somente se,

01+60,+...+0,<(n-2)- 1 (2.3.6)

24 Grupos Fuchsianos

Iniciamos essa Secdo dando uma classificagdo as isometrias do Espaco Hiper-
bolico. Lembremos que uma dada transformagdo de Mobius possui no maximo dois

pontos fixos.

Defini¢do 2.10. Seja T € Isom (H?), uma isometria que preserva a orientagdo. Dizemos que:
e T é eliptica se possui um ponto fixo em H?;
e T é parabdlica se possui um tinico ponto fixo na fronteira de H?;
e T ¢ hiperbdlica se possui dois pontos fixos, ambos pertencentes a fronteira de H>.

Uma outra caracterizagdo as isometrias pode ser dada através do trago da iso-

-z+Db
metria definido como segue. Seja T(z) = Z §+ i PSL(2,R), definimos o traco de T
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por tr (T) = |tr (A)| = |a + d| onde

A=

ble SL(2,R)
) R).

Dessas observagdes obtemos a seguinte proposicdo cuja prova serd omitida.
Proposi¢do 2.17. Seja T € Isom (H?), uma isometria que preserva a orientagio.
o T ¢éeliptica se, e somente se, tr (T) > 2;
o T ¢éparabélica se, e somente se, tr (T) = 2;
o T ¢ hiperbdlica se, e somente se, tr (T) < 2.

Agora voltaremos nossa atengdo a subgrupos discretos de PSL(2,IR). Apresen-
taremos algumas defini¢des cruciais ao desenvolvimento do estudo desses grupos e
admitiremos sem mais detalhes que Isom (IH?) é um grupo topolégico como descrito
em [14] e [2].

Defini¢do 2.11. Um subgrupo T de Isom (H?) é dito discreto se a topologia induzida em T
é a topologia discreta. Em outros termos, I é um subconjunto discreto do grupo topoldgico
Isom (H?).

A seguinte definicdo delimita os subgrupos discretos de nosso interesse.

Defini¢do 2.12. Um subgrupo discreto de Isom (H?) é chamado um grupo Fuchsiano se cada
um de seus termos preservar orientacdo, ou seja, um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto
de PSL(2, R).

Agora damos uma caracterizagéo a agdo de grupos discretos sobre H? (ou em
ID?). Para isso facamos as seguintes consideragdes, de modo mais geral sobre um espago
métrico X arbitrdrio. Seja X um espago métrico. Uma familia {A,},e; de subconjuntos
de X é dita localmente finita se para todo subconjunto compacto K ¢ X, Ay NK # 0
somente para uma quantidade finita de indices A € L.

Agora consideremos G é um grupo de homeomorfismos de X. Para cada x € X,

a familia G, = {g(x) | ¢ € G} é denominada a G-6rbita de x.

Definicao 2.13. Um grupo G age de maneira propriamente descontinua em um espago

métrico X se a G-6rbita de cada ponto x € X é localmente finita.

Note que segue da Definicdo que a acdo um grupo G em X é propriamente

descontinua se, e somente se, cada Orbita é discreta e a ordem do estabilizador de cada
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ponto x € X é finita. Ou seja, cada G-6rbita é discreta e para cada ponto x € X, o
subgrupo de G dado por G, = {g € G | g(x) = x} possui ordem finita.
O seguinte teorema estabelece uma caracterizagdo para agdo de grupos propri-

amente descontinua.

Teorema 2.18. Um grupo G tem agio propriamente descontinua em X se, e somente se, cada

ponto x € X possui uma vizinhanga V tal que
TV)NV #0
somente para uma quantidade finita de transformacoes T € G, ou seja, o conjunto
{TeG|T(V)NV # 0}
é finito.

Com este resultado podemos seguir a uma caracterizagdo para grupos Fuchsia-

nos.

Teorema 2.19. Seja I' um subgrupo de PSL(2,R). I' é um grupo Fuchsiano se, e somente se, I

age de maneira propriamente descontinua em H?,

Corolario 2.20. Seja I' um subgrupo de PSL(2,R). Entdo I' age de maneira propriamente
descontinua em H? se, e somente se, para todo z € H?, T, a T-6rbita de z, for um subconjunto
discreto de H?.

Agora definiremos o conceito de regido fundamental para um determinado
grupo Fuchsiano. Para isso enunciamos a seguinte definicdio em um contexto mais

geral de espacos métricos, que se aplica obviamente ao espaco hiperbolico.

Definicao 2.14. Seja X um espago métrico e F C X uma regido fechada nio vazia. F é dita uma

regido fundamental para um grupo G de homeomorfismos de X se
(i) Int (F) #0;
(i) Urec T(F) = X;
(iii) Int (F) N T(Int (F)) = 0.

O conjunto d (F) = F \ Int (F) é denominado a fronteira de F. A colegdo {T(F) |

T € G} é dita uma tesselag¢ao de X.
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Defini¢do 2.15. Seja I um grupo Fuchsiano arbitrdrio e p € H? um ponto que nio é fixado por

nenhum elemento I; # T € I'. Uma regido de Dirichlet para ', centrada em p é o conjunto,

D,(I) = {ze H? | d(z,p) <d(z, T(p)) Y T € T}.

Ponderamos que tal ponto p existe uma vez que o conjunto dos pontos fixos
de cada elemento T € I' — {I;} é um conjunto discreto. Verifica-se que uma regido de
Dirichlet é uma regido fundamental para I'. Para sermos mais precisos, enunciamos o

seguinte teorema cuja prova encontra-se em [14].

Teorema 2.21 (Katok, 1992, p.54). Se p é ponto ndo-fixado por qualquer elemento T € I —{I4},

entdo D,(T') é uma regido fundamental conexa para T’

Diz-se que uma regido fundamental é localmente finita se a tesselagdo
{T(E) I Tel}

é localmente finita. Uma das propriedades de uma regido de Dirichlet é que esta é
localmente finita.

O bordo de um regido de Dirichlet é constituido por segmentos geodésicos
em H? e possivelmente por segmentos do bordo assintético d.JH?. Estes segmentos
sdo chamados arestas da regido de Dirichlet. Quando dois segmentos geodésicos se
intersectam em um ponto v € IH? dizemos que v é um vértice de D,(I'). Uma regido de
Dirichlet é também conhecida por Poligono de Dirichlet (ou Poligono Fundamental),
essa denominacdo se torna mais coerente com a construgdo a qual nos propomos no

Capitulofd]
Teorema 2.22. Seja I um grupo Fuchsiano e D,(I') um Poligono de Dirichlet para T

(a) Se a é uma aresta de D,(I'), entdo existe T € I — {I;} tal que a € D,(I') N T(D,(I'));

(b) Se v éum ponto em D,(T'), entdo v é um vértice se, e somente se, exitem Ty e T, distintos
em I — {1} tais que,
U= Dp(r) N Tl(Dp(r)) N TZ(DP(F))-

Destacamos que a agdo de I' em H? determina uma relagdo de equivaléncia
(particdo) em H?2. Dois ponto z; e z; em H? sdo congruentes se z; e z, pertencem a
uma mesma I'-6rbita. Segue que se z; e z; pertencem a uma regido de Dirichlet D,(I')
e z; é congruente a z, entdo, z; e z, pertencem a fronteira de D,(I'), em decorréncia
da definicdo de regido fundamental. Note ainda que a congruéncia é uma relacdo
de equivaléncia sobre o conjunto dos vértices de D,(I'). Diz-se que cada classe de

equivaléncia de um vértice é um ciclo de vértices.
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Teorema 2.23. Seja D,(I') um Poligono de Dirichlet para I'. Seja C = {vy,..., v} um ciclo
vérticee 04, ..., 0, 0s dngulos internos dos respectivos vértices do ciclo C. Considere m a ordem

do estabilizador de um desses vértices em I'. Entio,
6,+...+60, = —.

Note que como D,(I') é localmente finita e cada ciclo possui uma quantidade
tinita de vértices congruentes. Além disso, o estabilizador de dois vértices congruentes
sdo subgrupos conjugados em I' e possuem mesma ordem. Se um determinado vértice
nao é fixado por nenhum elemento de I' — {I;} entdo seu estabilizador é (I;) tem ondem
lefi+...+0,=2m.

Agora, dada uma aresta a de um Poligono de Dirichlet D,(T') para um grupo I,
existe uma elemento T € I — {I;} tal que = T(«) é também uma aresta de D,(I'). Além
disso, cada classe de equivaléncia de uma aresta contém exatamente dois elementos
ou seja, T é tnico elemento de I que mapeia a sobre . Dessa forma, se a fronteira de
D,(I') possui um ntmero finito este necessariamente ¢ um ntmero par. Dizemos que
as arestas de uma determinada classe sao emparelhadas pelo elemento T.

Com essas observagdes enunciamos um teorema crucial ao desenvolvimento do

nosso trabalho.

Teorema 2.24. Seja @ = {T;} o subconjunto dos elementos de um grupo Fuchsiano I', que
emparelham arestas de algum Poligono de Dirichlet para I'. Entdo ® é um conjunto gerador

paral.

Associamos cada grupo Fuchsiano I' a um Poligono de Dirichlet convexo Pr que
ladrilha H?. O Teorema estabelece a condi¢do geométrica necessdria para que Pr
tessele H2 — que a soma dos angulos internos de cada ciclo seja da forma 2Z, onde m é
a ordem do estabilizador de um dos vértices do ciclo.

Agora estabeleceremos condic¢des para uma reciproca parcial do Teorema
no sentido de determinar um grupo Fuchsiano a partir de uma dado Poligono e que
este seja um Poligono fundamental para um grupo Fuchsiano I'. Nos restringimos a
tratar no Capitulo 4| dos caso em que a regido é um poligono hiperbdlico regular.

Seja P um poligono hiperboélico convexo em H?. Digamos que A seja o conjunto

de arestas de P. Com essas consideragdes tomemos a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.16. Um Emparelhamento de arestas para P é um conjunto de isometrias ® = {T, |

a € A} que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) existe aresta o’ € Acom Ty(a) = a;

(b) as isometrias T, e T, satisfazem a relagio T, = T,*;
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(c) Se a for aresta de P entdo o’ é aresta de P’, entido P N T,(P) = a.
Diremos nesse caso que as arestas « e o sio emparelhadas por T, (ou por T;*).

Em outros termos, a Definigdo nos diz que um Emparelhamento de arestas

de P é uma parti¢cdo do conjunto de aresta A,
A= Jla, o) (2.4.1)
e que @ é o subconjunto de isometrias
® = {T eIsom (H?) |a=PNTP),ac A. (2.4.2)
Neste caso, ® admite partigdo

P = U (T, T34 (2.4.3)

Ta#l;

coma=PNT,(P)ea’ =PnN T;l(P) e dizemos que @ é subordinado a partigao (2.4.1).

Dito isso, enunciamos o principal resultado dessa Secéo.

Teorema 2.25 (Teorema de Poincaré). Seja P um poligono hiperbélico convexo com niimero
par de arestas. Seja A o conjunto de arestas de P e A = Ula, a’} uma partigio de A em pares

de arestas. Suponha que:
(a) ® ={T € Isom (H?) | @« = PN T(P),a € A} é um conjunto de isometrias subordinado a
particio A = Ula, a'};

7T

(b) para todo ciclo de vértices C, a soma dos angulos internos do ciclo é da forma sq = 2.

Entdo, o grupo I' = (®), grupo gerado por @, é um grupo Fuchsiano e P é um poligono

fundamental para T
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Capitulo 3
Teoria de Grafos

Neste capitulo apresentaremos conceitos inerentes a Teoria de Grafos. Trata-
remos de aspectos combinatérios e topoldgicos desta teoria, que serdo ferramentas
de interesse ao desenvolvimento deste trabalho. Nos baseamos principalmente em [4]
para a abordagem combinatdria e em [7], [11], [12] e [22] para um tratamento topoldgico

da Teoria de Grafos.

3.1 Grafos

Definicao 3.1 (Grafo). Um grafo G é um par ordenado (V(G), A(G)), constituido de um
conjunto V(G) de vértices e um conjunto A(G) de arestas, disjunto de V(G) e uma fungio
de incidéncia g que associa cada aresta de G a um par nio-ordenado de vértices de G (ndo

necessariamente distintos).

Se ¢ é uma aresta de G e u e v sdo vértices de G tais que g(e) = {u, v} entdo
dizemos que e liga u e v e que u e v sdo extremidades de e. Denotaremos por |V] e |A|
a cardinalidade do conjunto de vértices e arestas de G respectivamente. O par {u, v}

é denotado de maneira abreviada por uv e a estrutura de incidéncia estabelecida pela
funcao 1 por Y(A).

Exemplo 3.1. Consideremos o grafo G = (V(G), A(G)), onde V(G) = {u,v,w, x,y}, AG) =
{a,b,c,d,e, f, g} e Vg definida por: Pc(a) = uv, Ps(b) = vw, Ps(c) = wx, Ye(d) = xu,
Ye(e) = wx, Yo(f) = xy e Ps(g) = xx.

Uma forma conveniente de descrever um grafo é através de uma representagao
grafica no plano. Nesse esquema de representacdo cada vértice corresponde a um
ponto e cada aresta a uma curva ligando seus extremos. A seguir explicitamos uma

das possiveis representacdes gréficas do grafo G.
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Figura 3.1: Representacdo grafica de G.

Os extremos de uma aresta sdo ditos incidentes a esta e vice e versa. Dizemos
que dois vértices sdo adjacentes quando sdo incidentes a uma mesma aresta e que duas
arestas sdo adjacentes se sdo incidentes a um mesmo vértice. Uma aresta com extremos
idénticos é denominada lago (ou loop). A aresta ¢ do Exemplo é um lago. Duas
arestas distintas com mesmo par de extremos sao ditas arestas paralelas ou multiplas.
As arestas c e e do Exemplo 3.1/sdo paralelas.

Dizemos que um determinado grafo é simples quando este ndo possui lagos ou
arestas paralelas. Notemos que para todo grafo simples a funcao de incidéncia ¢ fica
determinada de maneira tinica pelo conjunto de arestas, uma vez que cada aresta fica
unicamente determinada por seu par de vértices extremais. Note que um grafo simples

é um complexo simplicial abstrato.

3.1.1 Classes Especiais de Grafos

Definigao 3.2 (Grafo Completo). Um Grafo G é dito completo se G é simples e quaisquer dois

vértices sdo adjacentes. Denotaremos o Grafo completo com n vértices por K,,.

No que segue, a partir desse ponto, ndo faremos distingdo e entre um grafo e
sua representacdo geométrica. Desse forma, nos referimos a representacdo geométrica

de um determinado grafo como "o grafo".

— A

Figura 3.2: Grafos completos Kj, K3, K4 e Ks.

Definicado 3.3 (Grafo Bipartido). Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices puder
ser particionado em dois conjuntos ndo vazios X e Y, de modo que cada arestas tenha uma

extremidade em X e outra em Y. Tal partigdo é chamada uma biparticdo do grafo.



56

Se um grafo G é bipartido simples e cada vértice de X é adjacente a cada vértice
de Y entdo dizemos que G é um grafo completo bipartido. Dizemos que G é um grafo

estrela ou estrelado se G é bipartido com |X| =1 ou [Y| = 1.

U3 U4
as
ar o ay
(%) i U5
as
a1 ds
a
(%] 6 Ug

Figura 3.3: Grafos bipartidos.

Na figura o grafo da direita é bipartido completo, pois seu conjunto de
vértices pode ser particionado em A = {v1,v3, s} € B = {v;, 04, U6} € cada vértice de A é
adjacente a cada vértice de B. O grafo da direita é um grafo estrelado.

Um passeio W em um grafo G é uma lista alternada de vértices e arestas,
Wi=voaiv1a,v,a; ... a, v,

tal que para j = {1,...,n} os vértices v;_; e v; sd0 0s extremos da aresta a;. O vértice v,
é dito inicio do passeio e o vértice v, o final do passeio. Define-se o comprimento de
um passeio W como sendo o ntimero de arestas que este tem, contando-se também as
repeti¢des de arestas. Dizemos que um passeio é aberto se vy # v, e que o passeio é
fechado se vy = v,,.

Um passeio que ndo apresenta arestas repetidas é denominado trilha. Uma
trilha em que os vértices intermedidrios nao se repetem é denominado caminho. Um
ciclo é um caminho fechado de comprimento pelo menos 1. Com essas defini¢des

podemos caracterizar uma classe de grafos de nosso interesse.

Definic¢ao 3.4 (Grafo Conexo). Um grafo G é dito conexo se para todo par de vértices u e v

existir um caminho de u para v, do contrdrio G é desconexo.

Em outros termos, um grafo G é desconexo se seu conjunto de vértices puder
ser particionado em dois conjuntos X e Y de modo que nenhuma aresta tenha uma
extremidades em X e outra em Y. O grafo do Exemplo [3.1] e das Figuras 3.2 e[3.3|sdo

exemplos de grafos conexos. Um exemplo de grafo desconexo é dado no Exemplo
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Exemplo 3.2. Seja G = (V(G),A(G)), onde, V(G) = {v1,02,03,04,05 €
A(G) = {a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,as} com fungdo de incidéncia ¢ definida por: Vg(ar) = v1v1,

V() = 010y, Ye(az) = vaus, P6(as) = V203, Pe(as) = V406, Yilae) = VeUs, Yelay) = U505
e Yg(ag) = vavs. V(G) pode ser particionado em X = {v1,v,,v3} e Y = {v4, 05,06} e nenhuma

aresta de G tem um extremos em X e outroem Y.

(%) (3
e
a
as ay Us
(%)
ag
fopy oy

Figura 3.4: Grafo do Exemplo

Definigao 3.5 (Arvore). Um grafo drvore é um grafo conexo que nio contém ciclos.

Figura 3.5: Grafo Arvore.

Definicao 3.6 (Buqué). Um grafo Buqué em n lagos é um grafo conexo que contém um 1inico

vértice e n lagos incidindo a este. O Grafo buqué com n lagos serd denotado por B,

Figura 3.6: Buqués.

Se G = (V(G),A(G)) e H = (V(H), A(H)) sdo dois grafos, entdo dizemos que H é
um subgrafo de G se, e somente se, V(H) C V(G), A(H) C A(G) e Yy for a restrigdo
de Y ao subconjunto A(H). Se além disso, V(G) = V(H) dizemos que H é grafo de
abrangéncia de G. Em especial, se H é uma arvore ele é dito drvore de abrangéncia de
G. Uma componente de um grafo é um subgrafo conexo maximal. Notemos que um

grafo é conexo, se e somente se possui uma tinica componente.
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Dado um grafo G = (V(G), A(G)), podemos obter novos grafos das seguintes
operacdes: delecao de arestas e dele¢do de vértices. Se 2 é uma aresta de G denotaremos
o subgrafo obtido de G deletando a aresta a por G \ a. Este grafo mantém V(G) como
conjunto de vértices e A(G) \ {a} como conjunto de arestas e Pc(A(G)) \ Yc(a) como
estrutura de incidéncia. O subgrafo obtido de G deletando um determinado vértice v
é denotado por G \ v. Este grafo tem o conjunto V(G) \ {v} como conjunto de vértices e
seu conjunto de arestas é obtido de A(G) excluindo-se as arestas incidentes a v.

O grafo induzido por um subconjunto V' de V(G) é o subgrafo de G que tem
V'’ como seu conjunto de vértices e seu conjunto de arestas A’ é constituido das arestas
de G que tem extremos em V’. Este grafo pode ser obtido por delegdo dos vértices de
V(G)\ V.

Outras formas de manipularmos grafos, com o intuito de obtermos novos grafos,
é através da identificacdo de vértices ndo-adjacentes ou da contracdo de arestas. A
identificacdo de dois vértices v; e v, ndo-adjacentes em um grafo G, consiste em
substitui-los por um tnico vértice v que incidira com todas as arestas incidentes a v; e

v,. O grafo resultante serd denotado por Gy,y,.

a, U1 aj
de 43
az
a ag a4 I ﬂ a4
(%) as = v as
G levz

Figura 3.7: Grafo G e identificacdo dos vértices v; e v,.

A contragdo de uma determinada aresta a de um grafo G, consiste em deleté-la

e identificarmos seus extremos. Denotaremos este grafo por G,.

a, U1 aj
ag a3
az
a1 ay a ay
g
asg
(%) as = v as
G Gag

Figura 3.8: Grafo G e G,,.

Podemos pensar de maneira a se obter o resultado inverso ao obtido com a

operagdo de contracdo de uma arestas. Na verdade, definiremos a operacado de divisdo
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de um determinado vértice. Seja v um vértice de um determinada grafo G, a divisao
de v consiste em substituir este vértice por dois vértices adjacentes v; e v, e substituir
cada aresta incidente com v por uma aresta incidente com v; ou v, mas ndo a ambos a
menos que a aresta em questdo seja um lago. O outro extremo de cada aresta incidente

com v continua inalterado.

R =K AN A\

Figura 3.9: Divisdo de v em Bj. Figura 3.10: Divisdo de v.

Existem outras formas de se obter novos grafos a partir de um dado grafo. Para

mais informagdes o leitor pode consultar [4] e [12].

3.1.2 Representacdes Matriciais

Vejamos agora formas de representarmos um determinado grafo de maneira
algébrica. Essas representacdes consistem em expressar as relacdes de adjacéncia e
incidéncia através de matrizes.

Consideremos um grafo genérico G com conjunto de vértices
V(G) = {vy,vy,...,0,} e de arestas A(G) = {ay,ay,...,a,}. Construiremos a matriz
Ag = [bjjluxn, onde b;; é o nimero de vezes em que v; é adjacente a v;. Esta matriz
é denominada Matriz de Adjacéncia de G.

Agora, determinaremos uma outra representa¢do matricial para G: a Matriz de
Incidéncia. Consideremos a matriz I = [c;;],xm, Onde ¢;; € 0 ntimero de vezes em que v;
e a;j sdo incidentes. Convenciona-se que um lago incide duas vezes com seu vértice base
e considerando essa observagdo temos que c;; assume o valor 0 para ndo-incidéncia, 1
para incidéncia simples e 2 para lagos. Para exemplificar determinaremos as matrizes

Ag e I; para o grafo do Exemplo

Figura 3.11: Grafo do Exemplo
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Aclu v w x vy Icla b ¢c d e f g
u |01 0 1 0 u |1 001 00O
v |1 01 00 v /1 1 0 0 O0O0 O
w (01 0 2 0 w|0 1 1 01 0 O
x [1 0 2 0 1 x 0011110
y [0 00 1 2 y |0 00 O0O01 2
Tabela 3.1: Matriz Ag. Tabela 3.2: Matriz I;.

Notemos que a matriz de adjacéncia de qualquer grafo é sempre simétrica em
relacdo a sua diagonal principal. A matriz de incidéncia tem a propriedade que a soma
das entradas de cada coluna ser sempre 2, uma vez que cada aresta possui somente dois
extremos. A soma das entradas de cada linha indica o nimero de arestas que incidem
ao seu vértice correspondente, observando que lagos sdo computados duas vezes. Essa

altima observagdo motiva a seguinte definicao.

Definic¢do 3.7 (Grau de um vértice). O grau de um vértice v de um grafo G, denotado por
g(v), é o miimero de arestas incidentes a v, com cada laco sendo computado duas vezes. O
grau de um vértice v corresponde a soma das entradas da linha da matriz de incidéncia de G,

correspondente ao vértice v.

O grau de um vértice é também chamado de valéncia e pode também ser obtido
pela soma das entradas da linha ou coluna da matriz de adjacéncias de G correspon-

dentes a este vértice.

Teorema 3.1. Para qualquer grafo G(V(G), A(G)),

Y s0) =2-1A@G),

veV

onde g(v) denota o grau do vértice v.

Com efeito, seja s a soma das entradas da matriz de incidéncia I de G. Podemos

expressar s em parcelas, computando a soma das entradas de cada linha. Assim,

s = Z g(0).

Por outro lado, podemos também expressar s por parcelas correspondentes a soma das

entradas de cada coluna. Como cada coluna de I; tem soma 2 e temos |A(G)| colunas,
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obtemos,
s =2-1A(G)|

e o resultado segue.
|

Um Grafo é dito n-regular se todos seus vértices tem mesmo grau. Decorre do
Teorema 3.1|que, se G é n-regular, entdo n - [V(G)| = 2 - |A(G)|. Todo grafo n-completo é

também (n — 1)-regular.

3.1.3 Isomorfismos e Automorfismos de Grafos

Definicdo 3.8. Dizemos que dois grafos G(V(G), A(G)) e H(V(H), A(H)) sdo isomorfos e
denotamos por G = H, se existir bijecdes ¢ : V(G) — V(H) e 1 : A(G) — A(H) de modo que
Ye(e) = uv se, e somente se, Py (t(e)) = P(u)P(v), onde Y¢ e Yy sdo as fungdes de incidéncia

de G e H respectivamente. Expressaremos tal isomorfismo pelo par f = (¢, 7).

Um isomorfismo de um grafo G em si mesmo é também denominado um au-
tomorfismo de G. A composicdo de automorfismos de um grafo G é também um
automorfismo. Com isso, o conjunto de todos os automorfismos de G munido da
operagdo de composicdo de automorfismos é um grupo que denotaremos por Aut(G).

Dados dois grafos Ge G' e f : H — H’ um isomorfismo entre o subgrafo H de
G e o subgrafo H' de G’, definimos a fusdo de G com G’, denotada por G *; G’, como

sendo a unido de G com G’ respeitando o isomorfismo.

Exemplo 3.3. Seja H e H' subgrafos de G e G’ respectivamente, (ver Figura ), onde
A(H) = {e1}, V(H) = {us, ua}, A(H') = {a1}, V(H') = {v31, v} e isomorfismo f : H — H' de
modo que, f(e1) = a1, f(u3) = vy e f(uy) = v1. A fusiio G *¢ G’ é obtida identificando as arestas

e1 e ay bem como seus extremos, observando o isomorfismo f.

Uz e U3 U2
() as
ez
e4 e]. al ﬂz €4
es as
€6
Uy €5y U1 p U3
4
G G’

Figura 3.12: Fusao.
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3.1.4 Representacao Topoldgica de Grafos

Como visto na Se¢do[3.1} podemos atribuir a cada grafo G uma representagao ge-
ométrica no plano. Veremos agora que essa nocdo pode ser estendida de maneira mais
geral, possibilitando representar um determinado grafo em uma superficie qualquer.

Um determinado grafo G pode ser representado como um Espaco Topolégico
de modo que cada vértice de G é representado por um ponto distinto e cada aresta
representada por um arco distinto, homeomorfo ao intervalo fechado I = [0,1]. Os
extremos de cada arco correspondem aos extremos da aresta correspondente. Os
interiores de cada arco sdo dois a dois disjuntos sem pontos representantes de vértices.
Esta representagdo é denominada representagdo topolégica do grafo G.

Dado um grafo G, definimos a subdivisdo de uma aresta a = v;0, como sendo
a remocao da aresta a acrescentando um novo vértice 1, com grau dois e duas novas
arestas a; = vju e a, = vu incidentes com u. A subdivisio de uma aresta de G da
origem a um novo grafo G’ onde V(G’) = V(G) U {u} e A(G") = A(G) \ {a} U {a1, a2} e
estrutura de incidéncia ¢ (A(G")) = {¢c(A(G)) \ Ye(a)} U {¢e (m)} U {Ye(az)}, de modo
que, Y (a1) = viu e P (az) = vou. A subdivisdo de um grafo G é definida por uma
sucessdo finita de subdivisdes de arestas de G. Uma subdivisdo de um grafo é uma
operagdo que ndo muda o tipo de homeomorfismo de uma representac¢do topolégica.

Através da operagdo de subdivisdo pode-se transformar qualquer grafo néao-
simples em um grafo simples. Se o grafo possui lagos, subdivide-se cada um deles. Tal
subdivisdo da origem a arestas paralelas. Prossegue-se o processo, subdividindo cada

aresta paralela.

Vo (%)
€1 Us
e
€2
Ue
¢ d p—
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U1 U3 U1 (%]

251

a

251
Figura 3.13: Grafo e sua subdiviséo.

Dois grafos G e H sdo ditos homeomorfos se existem subdivisdes G’ e H’ tais

que G’ = H’. Note que dois grafos sdo homeomorfos se, e s se, suas representagdes
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topolégicas sdo homeomorfas como Espagos Topolégicos. Os dois grafos da Figura

sao homeomorfos.

3.2 Grafos em Superficies

Nesta Secdo trataremos do mergulho de grafos em superficies. O mergulho de
grafos em superficies compactas serd nossa principal ferramenta na determinacdo de
emparelhamentos de arestas de poligonos. Os conceitos explanados aqui podem ser
consultados pelo leitor de forma mais abrangente em [4], [7], [11], [12] e [22]. Trataremos
nesta Se¢do do mergulho de grafos conexos em superficies, assim como algumas de
suas propriedades como orientagdo e caracteristica de Euler. Descreveremos sistemas

de rotacgdo de grafos e o mergulho que estes sistemas determinam.

3.2.1 Mergulho de grafos em Superficies

Iniciemos definindo mergulho de grafos em superficies. Convencionamos que
que ao tratarmos de mergulho de um determinado grafo G estaremos tratando de
sua representacdo topoldgica a qual nos referimos como o grafo G. A partir daqui,

assumiremos as superficies S compactas, salvo em casos previamente explicitado.

Definicao 3.9 (Mergulho). Um mergulho de um grafo G em uma superficie S é uma aplicagdo

injetivai: G — S.

O grafo G é de certa forma visto como um subconjunto de S, e a aplicagdo i
o mapa inclusdo. A grosso modo a imagem I(G) é um "desenho"de G sobre S e por
isso ndo faremos distin¢do entre G e i(G). Denotaremos o mergulho de um grafo G, da
mesma forma que [12]], por G — S. Notemos que segue da Defini¢ao[3.9|que a imagem
de duas arestas de G se intersectam somente em seus extremos, caso sejam adjacentes.

Consideremos G — S um mergulho e S\ G o complemento de G em S. Dizemos
que cada componente conexa de S \ G é uma regido. Se cada regido do mergulho é
homeomorfa a um disco aberto diremos que G — S é um mergulho celular (ou 2-
célula) e cada regido é uma face do mergulho. Destacamos que o mergulho celular de
um dado grafo G em uma superficie S induz uma decomposicgdo celular de S e podemos
tomar S como um complexo celular.

Consideremos G — S um mergulho celular e F uma face genérica do mergulho.
A colecdo de todos os vértices e arestas que estdo na fronteira de F podem ser dispostas
em um passeio fechado sobre o grafo G atravessando a curva fechada que constitui a
fronteira de F. Este passeio é denominado passeio de fronteira da face F e é tinico

a menos de escolha de seu vértice inicial e uma direcdo. Tomando-se todas as faces
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do mergulho, cada aresta de G é atravessada exatamente duas vezes, uma em cada
sentido, estando no passeio de fronteira de no méximo duas faces. A ocorréncia de
uma aresta do grafo neste passeio é denominada lado da face e o comprimento do
passeio de fronteira é o comprimento da face. Geralmente a face F é determinada
por seu passeio de fronteira e nos referimos a uma determinada face explicitando seu
passeio de fronteira.

Cada face de um mergulho G — S tem exatamente duas dire¢des para seu
passeio de fronteira. A atribui¢do de uma dessas orienta¢des ao passeio de fronteira de
uma face induz uma orientac¢ao nesta face de modo anédlogo ao descrito na Defini¢do
Uma orientacdo para o mergulho é a atribuigdo (se possivel) de uma orientagao
para cada face de modo que faces adjacentes induzam orientagdes opostas a arestas
comuns, (orientagdo coerente). Notemos que o 1-esqueleto de uma triangulacdo de
uma superficie S é um grafo T e que S é orientdvel se T — S é orientavel.

Vimos na Subsegaol[I.3.2que toda Superficie compacta admite uma representagao
poligonal (Proposigao[1.16). Aquicabe mencionar que um dado mergulho G — S pode
ser representado (geometricamente) em uma representagao poligonal de S. Quando
uma aresta atinge um lado do poligono da representacdo ela continua em outro lado

que recebe o0 mesmo rétulo, caso este exista.

12 a Po

ay
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P2 a p3

Figura 3.14: Mergulho de B, no Toro.

Notemos que toda representagdo poligonal induz um grafo mergulhado na su-
perficie representada onde cada aresta do grafo mergulhado corresponde a uma classe
de equivaléncia dos lados identificados da representacdo poligonal. Os vértices do
grafo correspondem a identificagdo dos vértices equivalentes da representacao.

Um mesmo grafo pode ser mergulhado em superficies distintas ou mesmo ter
dois ou mais mergulhos em uma mesma superficie. Esses mergulhos podem ser
comparados. A seguinte defini¢do estabelece condi¢oes para que dois mergulhos sejam

equivalentes.
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Definicao 3.10 (Equivaléncia de Mergulhos). Dois mergulhos de um dado grafo Gi: G —
S1es: G — Sy sio ditos equivalentes se existir um homeomorfismo h : Sy — S, tal que

preserva orientacdo e além disso hoi = s.

3.2.2 Decomposicao em faixas e Sistemas de rotacao

Apontamos na Subsegao[3.2.T|que uma determinada representagao poligonal de
uma superficie S induz um grafo mergulhado em S como por exemplo a representacdo
poligonal do Toro induz neste um mergulho do grafo buqué B,. Agora descreveremos
uma maneira de se obter uma dada superficie S tendo como ponto de partida o mer-
gulho G — S. Descreveremos uma maneira de se obter uma representacdo poligonal
para S partindo do mergulho G — S.

Consideremos G — S um mergulho celular de um grafo G em uma superficie S
compacta e orientdvel. Podemos tomar em S, para cada vértice de G, uma vizinhanga
homeomorfa ao disco unitdrio e para cada aresta uma faixa homeomorfa a uma regido
retangular compondo assim uma vizinhanga para G (com mesmo aspecto). O comple-
mento dessa vizinhanca é uma familia de regides homeomorfas a discos abertos, uma
em cada regidao do mergulho.

Para sermos mais precisos, definimos cada um desses conjuntos. Defina uma
1-faixa como um espago topoldgico ¥7 juntamente com um homeomorfismo h : IX] —
%1 onde I denota o intervalo unitario [0, 1]. Ascurvash(IX{j}), paraj = 0,1sdochamadas
de extremos da faixa 77, e as curvas h({j} X I), para j = 0,1, sdo chamadas de lados da
faixa 7. Uma 0-faixa é um espaco topolégico Fy homeomorfo ao disco unitario. Uma
2-faixa é um espago ¥, também homeomorfo ao disco unitario.

Uma vez estabelecida a defini¢do de cada tipo de faixa damos a seguinte defini-

¢ao.

Definigao 3.11 (Decomposi¢do em Faixas). Uma decomposicio em faixas de uma superficie

S é uma colegdo C de O-faixas, 1-faixas e 2-faixas satisfazendo as seguintes condigdes:

(a) Faixas distintas se intersectam apenas ao longo de seus bordos;

(b) A unido de todas as faixas é S;

(c) Cada extremidade de cada 1-faixa estd contida no bordo de uma 0-faixa;
(d) Cada lado de cada 1-faixas estd contido no bordo de uma 2-faixa;

(e) As O-faixas sdo duas a duas disjuntas, assim como as 2-faixas.
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No que se refere a decomposicdo em faixas de uma superficie S relativa a um
mergulho G — S, omitiremos as 2-faixas uma vez que estas ficam determinadas pelas
faces de mergulho. Nomearemos as 0-faixas com a mesma designacdo dada a seus
vértices correspondentes assim como as 1-faixas receberdo a mesma nomeacao de suas
arestas correspondentes. As 2-faixas receberdo a mesma nomeagdo que as faces do

mergulho correspondentes a elas.

Figura 3.15: Decomposicdo em faixas do Toro associada a B.

Diremos que uma decomposicdo em faixar é localmente orientada se é atribuido
a cada 0-faixa uma da duas orienta¢des possiveis. A orientacdo de uma O-faixa induz
uma orientagdo aos extremos das 1-faixas que incida com ela. Uma 1-faixa também
pode ser orientada de duas maneiras. Diremos que uma 1-faixa preserva orientagdo se
a direcdo induzida em seus extremos pelas O-faixas coincide com o induzido por uma
de suas orientagdes possiveis. Do contrério, a 1-faixa é dita que reverte a orientacéo.

Uma aresta a de um grafo mergulhado em uma superficie S, associado a uma
decomposicdo em faixas localmente orientada é dita ter orientagao do tipo 0 se a 1-faixa
correspondente preserva orientagao e do tipo 1 caso contrario. Um passeio nesse grafo
é dito do tipo 1 se tem um ntimero impar de arestas do tipo 1 e é do tipo 0 caso contrério.
Uma superficie S compacta é ndo-orientavel se, e somente se, possui um ciclo do tipo
1. Para mais detalhes sobre a decomposi¢do em faixas de superficies o leitor pode
consultar [7] e [12].

Agora apresentaremos uma forma de descrever um mergulho G — S ou sua
decomposicdo em faixas associada. Para descrever uma decomposigdo em faixas, com
a omissao das 2-faixas, basta descrevermos como as 1-faixas sdo atadas as 0-faixas e
a orientacdo de cada O-faixa e 1-faixa. Para uma 0-faixa ¥, genérica, as 1-faixas sdo
atadas em uma disposicdo ciclica ordenada sobre seu bordo. Como ¥y corresponde a
um Unico vértice v, assim como cada 1-faixa a uma tinica aresta (do tipo 0 ou 1), uma
forma de descrever de maneira combinatoéria esta construgdo é através de uma lista
ordenada das arestas (com especificagdo do seu tipo) de G que incidem com v. Assim

obtemos a chamada rotag¢dao de um vértice definida abaixo.
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Definicdo 3.12 (Rotagdo de um vértice). A rotagio de um vértice v de um grafo G é uma

lista ordenada das aresta de G que incidem a v, iinica sob uma permutagdo ciclica.

Notemos que um lago incide duas vezes com seu vértice base e naturalmente é

mencionado duas vezes em uma rotagao.

Definicao 3.13 (Sistema Rotag¢des). Um Sistema de Rotacdes para um grafo G é a designagio
de uma rotagdo para cada um de seus vértice. Um Sistema de Rotagdes é dito Sistema Rotagodes

Puras se cada aresta do grafo é do tipo 0.

No contexto desta dissertacdo trataremos apenas de rotagdes puras. Concluimos
das Definicdes e e aplicando o principio multiplicativo, que para um grafo
simples G, (n + 1)-regular com r vértices, admite (n!)" sistemas de rota¢des puras.

Considere o grafo do da Figura O vértice v; possui uma tnica rotagdo. Os
vértices v,, U3, U4 € U5 possuem duas rotagdes cada e v possui seis rotagdes. Denotaremos
cada rotacdo de um determinado vértice por uma lista ordenada das arestas incidentes
com estes, tinica sob permutagdes ciclicas. (a1 a5) é a tnica rotagdo de vy. (a1 a7 a3) =
(a2 m ay) = (a7 ap a1) é uma rotacgdo de v,. Expressamos um vértice v; com uma de suas
rotagdes r,, pelo par ordenado por (v;, 1,,) e um sistema de rotagdes para um determinado
grafo G, com vértices vy, ..., v, por R = [(v1,74,), ..., (On, 1,)]. R=[(01,70,), ..., (U, T0)]
é uma sistema de rotag¢des para o grafo da Figura onde, 1, = (a1 as), 1y, = (a1 a7 az),
To, = (A2 a8 a3), 1y, = (a3 a9 A4), Tos = (a4 A6 A5) € Ty, = (ae A9 Ag A7).

Cada sistema de rotagdes de um grafo G determina uma forma de passear sobre
o grafo, de modo que cada aresta é atravessada duas vezes, uma em cada sentido. O
sistema de rotagdes R = [(v1,7,), ... , (s, )], doO grafo da Figura determina cinco
passeios fechados distintos sobre este grafo, os quais indicamos sobre a figura por setas

de mesma cor.

(41

as ay

U5 / U2

(43
a4 ap

.._________>
(o a3 U3

Figura 3.16: Grafo com Sistema de Rotagdes.
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Na situacdo ilustrada na Figura o0s passeios determinados pelo sistema de
rotagdes R correspondem aos passeios de fronteira do mergulho do grafo na esfera
(ou no plano). Esta correspondéncia é mais geral, no sentido de que todo sistema
de rotacdes de um determinado grafo estd associado a um tnico mergulho deste em
uma superficie fechada. Os seguintes teoremas estabelecem a correspondéncia entre

sistemas de rota¢des de um grafo G e mergulhos deste grafo em superficie S fechada.

Teorema 3.2. Todo Sistema de Rotagdes de um grafo G define (até equivaléncia de mergulhos)
um tinico mergulho G — S localmente orientado. Reciprocamente, todo mergulho G — S

localmente orientado define um Sistema de Rotagoes para G.
Este teorema teve sua primeira prova formal publicada por Stahl (1978).

Teorema 3.3. Cada Sistema de Rotagdes pura para um grdfico G induz (até equivaléncia do
mergulho com orientagdo preservada) uma mergulho vinico de G em uma superficie orientada.
Reciprocamente, cada mergulho de um grafo G em uma superficie orientada induz um iinico

Sistema de Rotagoes pura para G.

De acordo com [12] e [22] os créditos por esse teorema sdo atribuidos a Heffter
(1891) e a Edmonds (1960). Este teorema desempenha papel relevante no contexto dessa
dissertagdo, uma vez que trataremos apenas de mergulhos celulares em superficies
orientaveis compactas.

Uma propriedade importante a respeito do mergulho em superficies compactas
orientdveis é a caracteristica de Euler relativa ao mergulho G — S, denotada por
X(G — S), onde X(G — S) = #V — #A + #F. Vimos na Secao que a Caracteristica

de Euler para uma superficie compacta orientdvel S, de género g é:
X(S)=2-2-g= Z(—l)k-nk = #V —#A + #F = X(K' — 9),
k=0

K!' é 0 l-esqueleto de uma triangulagdo de S, ou de um complexo celular. Agora

veremos que este é um fato mais geral.

Teorema 3.4 (Invariancia da Caracteristica de Euler). Suponha G — S, um mergulho

celular de G em uma superficie compacta e orientdvel S, de género g. Entdo,
X(G—85)=2-2-9g=X(S).

Note que o grafo da Figura possui 6 vértices e 9 arestas. Além disso, o

mergulho ilustrado possui 5 faces. Dessa forma,

#V —-#A+#F=6-9+5=2=2-12¢
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ou seja, o género da superficie de mergulho é g = 0.
Finalizamos este capitulo com algumas ponderag¢des sobre o conjunto das su-
perficies compactas e orientaveis S que admitem mergulhos de um determinado grafo

G. Seja G um grafo conexo e
Sg = { g € Z, tais que G admite mergulho celular em Sg}.

S¢ é finito. Denotamos por y,».(G) o menor elemento de Sg e por V,,,.(G) o
maior elemento de Sg. Vin.(G) é 0 género minimo de G e V,,,.(G) é dito o género
maximo de G. Pela caracteristica de Euler, quanto menor é o ntiimero de faces, maior é

o género da superficie de mergulho. Dai, tomando |F| = 1 obtemos,

VI-lAl-2 |F|

- 5" (3.2.1)

0 < Vnin(G) £ Ymax(G) <

Um fato que se destaca nesse estudo é a distribuicdo dos mergulhos de um

grafo G fixado, a qual pode se sumarizada com o seguinte Teorema.

Teorema 3.5. Seja G um grafo conexo. Entdo,
Sc = {g €EZ | Ymin(G) < g < ymﬂx(G)}.

Em outras palavras, o Teorema [3.5| garante que G admite mergulho celular em
cada superficie compacta e orientdvel de género intermedidrio, entre 7,,in(G) € Vuax(G).
Nao exibiremos a prova aqui. O leitor interessado pode consultd-la em [12], assim

como das defini¢des preliminares requeridas na demonstragao.
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Capitulo 4

Emparelhamento de aresta de poligonos

hiperbdlicos associados a grafos

Neste Capitulo descreveremos emparelhamentos generalizados para poligonos
hiperbélicos associados a grafos regulares. Utilizaremos o método de mergulho celular,
com uma Unica face, de grafos em superficies compactas orientaveis para determinar
tais emparelhamentos.

Em 1982 Jorgensen e Nadtdnen [13] mostraram que existem essencialmente 8
maneiras de se emparelhar arestas de um poligono regular P;g, de 18 arestas, de modo
que a superficie S correspondente é compacta e orientdvel de género ¢ = 2 e o grafo
mergulhado, induzido pelo bordo de P;s tenha 9 arestas e 6 vértices sendo ainda 3-
regular. Nakamura, em 2004 com auxilio de computador [21], exibiu os 927 padrodes
de emparelhamento possiveis de um poligono P, regular com 30 lados, de modo que
o grafo mergulhado induzido seja 3-regular com 10 vértices e 15 arestas. Silva em 2011
[24], por meio de extensdes de grafos 3-regulares apresentados por Nakamura em [21],
construiu emparelhamentos para poligonos P1y,-, ¢ > 2. Em [8] é apresentado alguns
padrdes de emparelhamentos associados a grafos regulares para superficies de género
g=<3.

Construiremos neste capitulo todos os emparelhamentos para poligonos Pi,,
Pip e Pg, com 12, 10 e 8 arestas respectivamente tais que a superficie resultante seja
compacta e orientavel de género 2 e emparelhamentos generalizados para poligonos

Pgy 4 com 8¢ — 4 arestas.

4.1 Emparelhamentos para Py, Pip e Ps

Os emparelhamentos desenvolvidos em [13], [21] e [24] provém de mergulhos

de grafos na superficie S, compacta e orientdvel, considerada. Nesta secdo exibire-
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mos emparelhamentos de arestas para poligonos P4, associados a grafos k-regulares
mergulhados em superficie S compacta e orientdvel de género ¢ = 2, onde |A| é a
cardinalidade do conjunto de arestas do grafo.

Sabe-se do Teorema[3.4} que para todo Grafo G(V, A), todo mergulho celular de G
em uma superficie compacta e orientavel S, satisfaz a equagado de Euler, |V| - |A| + |F| =
2 — 24, onde |V| denota o ntiimero de vértices de G, |A| o nimero de arestas e |[F| o
ntmero de faces do mergulho. Assim, estamos interessados nos casos em que |F| = 1
e neste caso o passeio de fronteira de F tem comprimento 2|A|. Pelo Teorema para
G k-regular temos, k - |V| = 2 - |A|. Dai, segundo a equagdo de Euler |V| = |[A| + 1 - 2g.
Segue que,

k= % +2. (4.1.1)

Ao fixarmos ¢ = 2 determinamos a proposicao a seguir:

Proposicao 4.1. Os grafos da Figura[4.6sdo os 1inicos grafos k-regulares conexos que atendem
a equagio
6

k=— +2. 4.1.2

Facamos a andlise segundo |V|. Para |[V| = 1, temos k = 8 e um tnico grafo ndo

rotulado 8-regular, o Buqué B,.

Figura 4.1: Buqué Bj.

Se |V| = 2, temos k = 5. Pela conexidade temos que existe pelo menos uma aresta

que liga estes dois tinicos vértices. Assim temos as seguintes possibilidades;

(a) uma tnica aresta liga estes vértices;

(b) duas, e somente duas, arestas ligam estes vértice;

(c) trés, e somente trés, arestas ligam estes vértice;

(d) quatro, e somente quatro, arestas ligam estes vértice;

(e) cinco arestas ligam estes vértice.
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Os itens (b) e (d) violam a regularidade, pois tém-se somente dois vértices de
grau 5 cada. Neste caso, o nimero de arestas ligando estes vértices deve ser impar, uma
vez que as arestas que ndo incidam com ambos os vértices devem ser necessariamente
um lago e é computada duas vezes na valéncia do seu vértice base.

Avaliando o item (a) e a regularidade requerida temos que cada vértice deve ser
base de exatamente dois lagos. Por este mesmo argumento, no item (c) cada vértice
deve ser base de um tnico lago. Por fim, o item (e) nos fornece um tnico grafo (sem

lagos) em que todas as suas 5 arestas incidem com ambos os vértices.
H,y H; Hj
Figura 4.2: Possiveis grafos 5-regulares com 2 vértices e 5 arestas.

Caso |V| = 3, temos k = 4. Tomando-se um vértice qualquer v; em V(G) temos

as seguintes possibilidades:

(a) v1 é adjacente a dois vértices distintos de si;

(b) vy é adjacente a um tnico vértice distinto de si.

Para o caso (2) temos as seguintes possibilidades de adjacéncia para v;:

01 01 (%]

a a as

Figura 4.3: Caso (a).
Para o caso (b), as seguintes possibilidades:
01 7 01 7 01 0
/ [ ] [ ] [ ] @ [ ]
by by bs by

Figura 4.4: Caso (b).
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Pela conexidade requerida e pela regularidade, descartamos as possibilidades
by, bz e by. Aplicando o mesmo processo para um segundo vértice e para o terceiro,
observando o passo anterior e analisando a conexidade e regularidade, obtemos os

seguintes grafos ndo rotulados.

AL LA

Figura 4.5: Possiveis grafos 4-regulares com 3 vértices e 6 arestas.

Por fim, se |V| = 6, temos k = 3 e o0s cinco grafos ndo rotulados 3-regulares

apesentados por Jorgensen e Nddtdnen em [13].

K

B,

9—@@@@@

@é@A

> <0 110

J1 J2 J5 J4 J5

Figura 4.6: Grafos k-regulares que atendem a Equagao (4.1.2).

Cabe observar que alguns destes grafos podem ndo admitir um mergulho em

uma tal superficie compacta orientavel de género 2. Descreveremos os emparelha-



74

mentos obtidos do mergulho celular desses grafos, quando possivel, explicitando os
sistemas de rotacdo para cada grafo.

Comegaremos pelos grafos 4-regulares com 3 vértices e 6 arestas que nos forne-
cem emparelhamentos de arestas para um poligono regular com 12 lados que deno-
taremos por P;. Realcamos que conhecendo os sistemas de rotagdo para cada grafo,
determina-se todos os mergulhos celulares para cada grafo, assim como a superficies S
de mergulho, através da decomposicdo em faixas.

Os resultados abaixo servirdo de ferramentas para determinar os padrdes de
emparelhamentos associados a determinado grafo G.

Dado um grafo G = (V,;A)com V = {vy, ... ,v,} e A = {ay,...,a,}. Suponha que
v; € V é um vértice de G com rotagdo r,, = (...a;ax...) entdo, Ty = (...axaj...), obtida
refletindo a disposigdo das arestas em r,, ¢ uma rota¢do de v;. Agora suponhamos que G
possua sistema de rotagdes R = [(v1,14,), ..., (Un, 10,)]. Se refletirmos a rotagdo de cada

vértice de G desse sistema obtemos o sistema de rota¢des R™ = [(vy,15,), -, (04, 75)]-

Proposicao 4.2. Se G possui sistema de rotagdes R = [(v1,1o,), ..., (Un, 10,)], entdo a represen-
tagdo poligonal associada ao mergulho induzido por R é equivalente a representacio poligonal
associada ao mergulho induzido pelo sistema de rotagdes R~ = [(v1,15,), - .., (Un, 15, )] obtido de

R refletindo a rotagio de cada vértice de G.

Basta observar que ambos os sistemas estdo associados a mesma decomposigao
em faixas. R™ inverte a orientacdo de cada 0-faixa da decomposig¢ao em faixas associada
ao sistema de rotagdes R. Dessa forma o mergulho induzido por R~ possui as mesmas

faces que o mergulho induzido por R.
|

Proposicao 4.3. Dado G = (V,A) um grafo com vértices vy, ... ,v, e Aut (G) o grupo de
automorfismos de G. Suponha v; € V um vértice de G com rotagdo r,, = (...a;...). Entdo, para

todo g = (gv, ga) € Aut (G), ga(ry,) = (... ga(a;) . ..) é uma rotagdo de gy (v;).

Com efeito, suponha v; incidente com as arestas ay,...,a; e g a funcdo de

incidéncias de G. Pela Defini¢ao[3.8

Po(84@)) = gvl)gv(wy), ¥V j € {L,... k), (4.1.3)

onde u; é o segundo extremo da aresta a;.
Portanto, gv(v;) incide com ga(a;), j € {1,...,k}. Pela Definicdo ga(aj)
aparece em cada rotacdo de gy(v;) e ga(r,,) é uma rotagdo de gy(v;) uma vez que é uma

permutacgdo ciclica das arestas incidentes com gy (v;).
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Proposicao 4.4. Seja G = (V,A) um grafo com vértices vy, ... ,v, e Aut (G) o grupo de
automorfismos de G. Suponha R = [(vy,1y,), ..., (Un,1o,)] um sistema de rotagdes para G,

entdo, para cada § = (gv, ga) € Aut (G), Ry = [(gv(v1), 8a(10,)), - -, (§v(y), §a(10,))] € um
sistema de rotagdes para G, chamado de sistema de rotagées induzido por g.

Lembremos que pela Defini¢ao um sistema de rotagdes para G consiste em
designar uma rotagdo para cada um de seus vértices. R, estd bem definido, uma vez
que gy : V — V é uma bijecgdo e pela Proposicao para cada vértice v; com rotagdo

Tuis 84(1y;) € uma rotagdo para gv(v;). Logo, R, € um sistema de rotagdes para G.
Agora, consideremos,

H = {x: (Vi 1y) | Vi€ V;r,, €Ry, i € {1,...,n}},

onde V é o conjunto de vértices de G e R, é o conjunto das rotagdes de v;.

Definamos a aplicacdo, a : Aut (G) Xx H — H dada por:

a: Aut(G)xH — H

, 414
(g x) X ( )

de modo que, xg = (gV(vi)r gA(rvi))'
Notemos que, a é uma agdo a esquerda de Aut (G) em H, pois

(@) a(ld,x) =x, Y x = (v;,1,) € H. De fato,

a(ld, x) = x;3 = (Idv(vi), IdA(rvi)> = (vj, 1y,) =X, ¥V x = (v;, 1) € H;

(b) a(g,a(h, x)) =a(goh,x), ¥Vx=(v;,1,) € HeVg h e Aut (G). Com efeito,

a(g, a(h, x)) a(g,xp) = a(g, (hv(vi)/ hA(rvi)))

(8v(v@9), ga(11a(r.))) = (v @ e, 84 0 (1)
a(goh,x), Vx=(v,r,) € He Vg h € Aut (G).

A aplicagdo o induz para cada g € Aut (G) a aplicagao,

ocg:H—> H

o rmagn) (4.1.5)
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Para cada ¢ € Aut (G) a aplicagdo a, é injetiva, pois do contrario existiriam

x = (v, 1) ey = (v, rv].) com x # y, tais que:

ag(¥) = ag(y) &= a(g,x) = a(g,y) = a(g™, a(g,x) = alg™!, a8, y)) = a(g™ 0 g, x) =
=a(glogy) = ald,x)=a(ld,y) = x=y.

Agora definiremos a acdo a esquerda de Aut (G) sobre o conjunto das rotac¢des
de G, que servird como ferramenta na determinacdo dos padrdes de emparelhamento
associados a cada cada grafo.

Considere G = (V, A), com n vértices e
R={R=[(@1,r),..., @0 10)] | 1y € Ry i€(l,...,m}
o conjunto dos sistemas de rotagdes de G.

Seja  : Aut (G) X R — R a aplicacdo

B: Aut(G)xR — R

, 41.6
(&R +— Ry (416

onde R, = [(gv(v1), §a(ro,)), - - ., (§v(Dn), §a(10,))]. B € uma agdo a esquerda de Aut (G) em
R. De fato,

(@) p(Id,R) =R, YR € R, pois:

p(d, R)

Rig = [(Idv(01), 1da(rs,)), .., (Idv(0,), Ida(r,))]
[(v1,70,), .-, (O, 70,)] =R, VR ER;

(b) B(g (1, R)) = (g0, R), ¥R € Re ¥ g,h € Aut (G), pois:

BB R) = B Ri) = (Ri)g
(v, ga(a))), - (sv(ven), galiatr))|

[(sv 0 hv(@1), g4 0 ha(ry)), - (gv © (@), §a 0 halrs,))]
p(goh,R), VReReV g he Aut (G).

Com a agdo f : Aut (G) X R definimos a 6rbita de um sistema de rotagdes R € R

como o conjunto Og expresso por:
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Or={R;€R | g€ Aut(G)}. (4.1.7)

Com estes elementos, enunciamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.5. Seja G um grafo com um Sistema de Rotagdesrotagio Re g : G — G um
automorfismo. Se R, é o Sistema de Rotagdes de G induzido por g entdo, o mergulho de G
induzido por R, estd associado a representagio poligonal equivalente a induzida por R a menos

de rotulagem das arestas.

Suponha G, com sistema de rotagdes R = [(v1,70,), ..., (Un,1y,)] € mergulho
induzido G — S, com faces Fy, ..., F. Sejam w;, ..., w, os passeios de fronteira das
faces do mergulho. Os passeios de fronteira determinam um esquema de rotulagem
para uma representagdo poligonal de S de modo que cada passeio de fronteira w;
corresponde ao esquema de rotulagem de uma regido poligonal.

Para cada wj, defina (w;), como o esquema de rotulagem obtido de w; substi-
tuindo cada arestaa de G por g4(a) e cada vértice v; por gv(v;). Este processo corresponde
a aplicar a Operagdo Renomear da Defini¢do sobre as arestas e vértices de w; e
assim, pela Proposicao cada w; é equivalente a (w;),. Dai, (w;)g, ..., (wi), consti-
tuem esquema de rotulagem para uma representacdo poligonal de S, que induz um
mergulho de g(G) = G.

Por outro lado, cada (wj); é passeio de fronteira de uma face do mergulho
g(G) — S, que pelo Teorema [3.3|induz um unico sistema de rotacdes para g(G). Esse
sistema de rotagOes é exatamente R, = [(gv(v1),8a(r0,)), - .., (gv(Vn), ga(rs,))], O sistema
de rotagdes induzido por g e fica unicamente determinado pelos passeios de fronteira

(wj)¢ e o resultado segue.
|

Segue do Teorema [4.5| que sistemas de rotacdo de uma mesma orbita R, estdo

associados a representagdes poligonais equivalentes.

4.1.1 Emparelhamentos para P

Nesta subsec¢do explicitaremos todos os emparelhamentos de P;, provenientes
de mergulhos dos grafos 4-regulares G1, G,, G3 e G4, a menos de rotagdes e reflexdes dos
padrdes de emparelhamento. Iniciamos com o grafo G, com a rotulacdo apresentada

na Figura Descrevamos todas as possiveis rotagdes para os vértices vy, v, € v3.
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U1
as aq
U3 o (%)
as

Figura 4.7: Rotulagdo de G;.

O vértice v; é incidente as arestas a1, a3, a4 e a5, logo o conjunto das rotagdes de
v1, denotado por Ry, é R,, = {01, 02, 03,04, 05 e O¢}, onde 01 = (a1a3a4a5), 02 = (a1a3a644),
03 = (masazae), 04 = (a1a40603), 05 = (a1a6a3a4) € Op = (a10604a3).

O vértice v, é incidente as arestas a5, a,, a4 € as, logo o conjunto das rotagdes de
0y, denotado por sz é sz = {/\1, /\2, Ag, /\4, /\5 e Aé}, onde Al = (ﬂlﬂ2ﬂ4ﬂ5), Az = (ﬂ102ﬂ5ﬂ4),
Az = (a1040205), Ay = (a1848502), As = (a1a50204) € A = (a1a5044)

Por fim, o vértice v; é incidente as arestas a,, a3, as e a¢, logo o conjunto das
rotagdes de v;, denotado por R,, é R,, = {01,02,03,04,05 e 06}, onde 01 = (a2a3a546),
02 = (42a3a646), 03 = (A2050305), 04 = (A2050643), 05 = (A2a6A305) € 06 = (A2a6A503).

Um emparelhamento de arestas de um poligono P;, com ciclos de vértices com
comprimento quatro corresponde a um mergulho celular, com uma tnica face, cujos
lados podem ser identificados com as arestas de Pi,, através do passeio de fronteira
da face em questdo. Em outras palavras, a superficie S pode ser representada pelo
poligono P;, e é uma superficie compacta e orientdvel homeomorfa ao 2-toro.

Exibiremos dois padrdes de emparelhamento associados ao grafo G; tomando
dois de seus sistemas de rotacdo. Pela descrigdo apresentada acima para as rotagdes dos
vértices de G; podemos tomar ((4 — 1)!)*> = 216 sistemas de rotagdo para este grafo. No
entanto, veremos que sistemas de rotagdo distintos podem descrever representacdes
poligonais equivalentes.

Consideremos o Sistema de Rota¢des de G; dado por R; = [05,A4,01], onde
Os = (maeasas), A1 = (a1a,a4a5), 01 = (A2a3asa,). Denotaremos o grafo G; com este
Sistema de Rotag¢des por (Gi)g,. Determinaremos o passeio de fronteira de cada face
do mergulho induzido por este Sistema de Rotagdes. Para isso, fixamos a rotulagdo de
G; dada na Figura escolhemos o vértice v; como vértice inicial e a aresta a; como
direcdo. Representaremos o passeio de fronteira sobre a representacdo geométrica do
grafo, indicando a dire¢do do percusso, (com pontas de setas ) e a contagem das arestas

atravessadas.



79

01. a1 Og d3 Ay

Uy. a1 dp a4 ds

U3. dp a3z ds dg
Figura 4.8: Passeio referente a (G1)g, - Tabela 4.1: Tabela de rotagao de G;.

O Sistema de Rotag¢des R; induz um tnico passeio fechado sobre G;, que deno-

taremos por Wj, onde
W1 =0101 0309 0303 0104 U 5 U3 Ag U1 A3 U305 U A1 U1 Ag U347 Up Ay .
Do passeio W; extraimos a subsequéncia das arestas do passeio
A1 ‘=d10p 0304 s g A3 A5 A1 Ag Ap 4.
Usamos essa sequéncia para compor o esquema rotulagem
Wy =014y 0304056 a5 a5 a4y ag' a4, ay’,

que tem uma regido poligonal regular em IR?, exibida a esquerda da Figura 4.9 como
realizacdo geométrica. Como cada aresta do grafo é atravessada duas vezes, cada rétulo
aparece exatamente duas vezes nesse esquema de rotulagem, com expoentes distintos.
Convencionamos que a disposi¢do dos vértices dessa regido serd tomada no sentido
anti-hordrio, assim como a orientagdo positiva dos seus lados.

Uma representacgdo alternativa é o diagrama de emparelhamento mais a direita
na Figura Adotaremos este diagrama para mergulhos unicelulares. Nesta re-
presentacdo considera-se a regido poligonal regular hiperbélica com vértices também
dispostos no sentido anti-hordrio. Dois lados desse poligono sdo equivalentes se seus
indices correspondem as posi¢des de aparicdo de uma mesma aresta do grafo G; no
passeio de fronteira de uma face. Essas posi¢des sdo também representadas sobre o
grafo da Figura[d.8 A relacdo de equivaléncia que identifica dois lados desse poligono
é representada por um segmento (geodésico), ligando-os. Lados equivalentes possuem

orientagdes opostas, por isso omitimos a orientagdo dos lados.



80

Figura 4.9: Representacdo poligonal e diagrama de emparelhamento associado a (G1)g,-

Agora analisaremos a subsequéncia dos vértices de G;, extraida do passeio W;.

Denotaremos essa sequéncia por V] , onde
V1 =701 03 U3 01 Up U3 U1 U3 0y U1 03 05.

Cada vértice aparece exatamente quatro vezes nessa sequéncia, uma vez que G;
é 4-regular e cada aresta é atravessada exatamente duas vezes, uma em cada sentido.
Cada ocorréncia indica um canto da face, portanto representa uma classe de equiva-
léncia dos vértices da representagdo poligonal. Analisando a relacdo de equivaléncia

representada no diagrama de emparelhamento da Figura 4.9 obtemos as equivaléncias:

U1 ~ 04 ~ 07 ~ V10 (418)
Up ~ U5 ~ V9 ~ U1 (419)
U3 ~ Vg ~ Ug ~ 011 (4110)

Denotaremos a equivaléncia de pelo ciclo de vértices C; = {v1, v4, V7, V10},
a equivaléncia por Cy = {1v,,75,09, 12} € a equivaléncia pelo ciclo C; =
{03, V6,03, 011}. Os indices dos vértices que compdem o ciclo C; correspondem as posi-
¢des de ocorréncia do vértice v; do grafo na subsequéncia V;. Os indices dos vértices
que compdem o ciclo C, correspondem as posi¢des de ocorréncia do vértice v, do grafo
na subsequéncia V;. Os indices dos vértices que compdem o ciclo C; correspondem as
posi¢des de ocorréncia do vértice v; do grafo na subsequéncia V7. De modo mais geral,
dois vértices do diagrama de emparelhamento sdo equivalentes se seus indices corres-
pondem a posi¢des de apari¢do de um mesmo vértice do grafo G; na subsequéncia dos
vértices V.

Fixando o grafo G; com o sistema de rotagdes R, = [0, A3, 03] e iniciando o
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passeio pelo vértice v; sobre a aresta a;, obtemos o passeio W5, onde
Wz ‘=0101 0204 0143 U3 Ag U1 A4 Up Ay U3 A5 Uy A1 U1 Ag U3 A U A5 U3 A3

indicado sobre o grafo da Figura[4.10]

A subsequéncias dos vértices é:
V2 =010 U1 03 U1 Up U3 Uy U1 U3 U3 U3,

e assim obtemos as ciclos de vértices do emparelhamento dados por C; = {vy, v3,vs, v9},

Ca = {v2, 6, U8, v11} € C3 = {v4, V7, V10, D12}

U1. a1 dg a4 4z
Up. A1 A4 dp ds

U3. dp ds a3z dg

Figura 4.10: Passeio referente a (G1)g,. Tabela 4.2: Tabela de Rotagdo de G;.

Na Figura exibimos o diagrama de emparelhamento associado a W5.

Figura 4.11: Emparelhamento de P;, associado a (Gi)g,-
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As rotagdes R; e R, de G; fornecem dois padrdes distintos de emparelhamento,
um cada, para o poligono Pi,. Veremos que a menos de rotacgdes e reflexdes deste

padréo eles sdo os tinicos.

Proposicdo 4.6. G, estd associado a dois, e somente dois, padroes de emparelhamento de Py, a

menos de imagem espelho (representagdes equivalentes).

Primeiramente note que cada vértice de G; possui 6 rotagdes. Da defini¢do[3.13]e
pelo principio multiplicativo, G; possui 6° = 216 sistemas de rotagdes. Distribuiremos
estas rotagdes em oito conjuntos. Para isso, particionaremos o conjunto das rota¢des de
cada vértice de G;.

Consideremos para cada vértice v;, i € {1,2,3} de G;, a biparti¢cdo de seu conjunto
de rotacdes, P = {Pi1(vi), P2(vi)} de modo que o conjunto P;(v;) é o constituido das
rotagdes de v; que mantém dois pares de arestas paralelas préximas e P»(v;) o conjunto
das rotagoes de v; que ndo mantém arestas paralelas proximas.

Como cada v; incide exatamente com dois pares de arestas paralelas, #P1(v;) = 4 e
#P,(v;) = 2. Assim, podemos distribuir os sistemas de rotagdes de G; em oito conjuntos
disjuntos, observando para designacdo da rotacdo de cada vértice v; o conjunto da
particdo a qual a rotagdo de v; pertence. Representamos cada possibilidade na Tabela
[.3em que cada Ej, j € {1,...,8} representa um conjunto de sistemas de rotagdes de G;.

Além disso os conjuntos E; sdo ndo vazios e dois a dois disjuntos.

o) Uo U3 Cardinalidade
Ey | Py(v1) | Pi(v2) | P1(v3) | 4-4-4=064
E, | Py() | Pioy) | Pa(vs) | 4-4.2=32
Es3 | Pi(v1) | Pa(v2) | P1(v3) | 4-2-4=32
Ey | Py(v1) | P1(v2) | P1(v3) | 2-4-4=32
Es | P1(v1) | Po(v2) | Py(vs) | 4-2-2=16
Eg | Pa(v1) | P1(v) | Pa(vs) | 2-4-2=16
E7 | Py(v1) | Pa(va) | Pi(vs) | 2-2-4=16
Es | Pa(v1) | Pa(va) | Pa(v3) | 2-2-2=8

Tabela 4.3: Distribuicdo dos sistemas de rotacoes de G;.

Afirmamos que os sistemas de rotagdes de G;, provenientes de E; ndo indu-
zem mergulhos com uma tnica face em uma superficie compacta e orientdvel de
género 2. De fato, os sistemas de rotacdes de E; podem ser distribuidos em dois
conjunto disjuntos A e B onde A é o conjunto dos sistemas de rotagdes da forma

[(D1 by c1 ¢2), (b1 by di dy), (c1 c2 d1 dy)], b1 € aresta paralela a by, c; a c; e d; a dy. Os
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sistemas de rota¢des de A mantém a mesma disposi¢cdo dos pares de arestas paralelas
na rotacdo de cada vértice. Note que A tem cardinalidade 8 uma vez que para a escolha
da rotagdo de um vértice temos 4 possibilidades, para a escolha da rotagdo do segundo
temos apenas 2 e a rotagdo do terceiro vértice fica unicamente determinada. Cada um
de seus sistemas estdo associados a uma mesma representacdo poligonal, com mais de
uma face.

O conjunto B é o complementar de A em E;, logo com cardinalidade 56 e cada
sistema rotagdes tem a propriedade de que pelo menos dois vértices tenha rotagdes que
inverta a ordenacdo das arestas paralelas que incide com estes. Em outros termos, tem-
se um vértice com rotagdo da forma (...b; b, ...) e um segundo com rotagdo da forma
(...baby...). Desse fato decorre que os sistemas rotagdes de B induzem mergulhos com
pelo menos uma face com passeio de fronteira de comprimento 2.

Com efeito, seja v; e v, dois vértices de Gy, incidentes com as arestas paralelas b; e
by. Suponhaa = (...b1b,...) umarotacdo dev;e 6 = (... byb; ...) uma rotagdo de vy, com
esta disposicao ciclica. Partindo-se do vértice v; pela aresta b,, obtemos ao passeio de
fronteira, W := vj, b, v, by de uma face. Logo, o mergulho induzido por um tal sistema
possui uma face cujo passeio de fronteira tem comprimento dois. Como cada aresta de
G1 pertence a pelo menos uma face do mergulho, deve existir pelo menos duas faces
desse mergulho. Portanto, nenhum sistema de rotagdes de E; induz mergulho com
face tinica.

Os sistemas de rota¢des de Eg induzem mergulhos com pelo menos uma face
cujo passeio de fronteira tenha comprimento 3 e portanto ndo induzem mergulho com
uma Unica face.

Agora analisaremos os conjuntos E, E; e E4;. Como a representacdo geométrica
de G; é invariante por rotagdes obtemos um automorfismo de G; induzido por essa

rotagdo. A saber, temos o automorfismo f, de ordem 3, dado por:

f=WUv.fa)  fv= (Ul o2 U“”) fa= (“1 2 43 4 5 ﬂé).

U2 U3 U1 ap a3 ay As de a4

Para cada sistema de rotagdes R em E, obtemos um tinico sistema de rotagdes Ry
em E4, o sistema de rotagdes induzido por f. Além disso, f o f faz corresponder cada
sistema de rotacdes R em E, a um tnico sistema de rotacoes Ryor em Ej. Assim, segue
do Teorema que existe uma correspondéncia entre as representacdes poligonais
obtidas por sistemas desses trés conjuntos e podemos nos restringir apenas ao estudo
dos sistemas de E,.

Agrupamos os elementos de E, em dois subconjuntos disjuntos, C e seu com-

plemento D. Definimos C como o conjunto dos sistemas de rotagdes R tais que,



84

C={R=1[0, 1, oli=1, 6},

onde 0 = (...a144...)e A = (...a4a1...) sdo rotagdes de v; e v,, respectivamente ou
O=(..a4a1...)e A =(...a1a4...). Dessa forma, C possui 16 sistemas de rotagdes, os
quais induzem mergulhos com pelo menos uma face, cujo passeio de fronteira tenha
comprimento dois.

Assim, nos resta os 16 sistemas de D. Esses sistemas estdo associados a uma
mesma representacdo poligonal que dé origem a um padrdo de emparelhamento de
P1; equivalente ao padrado da Figura a menos de rotacdo e reflexdo.

Quanto aos conjuntos Es, E¢ e E;, podemos nos restringir a apenas um deles,
pelo mesmo argumento aplicado acima. Fixemos Es. Os sistemas desse conjunto estao
associados a um mesmo padrdo de emparelhamento de Py, o apresentado na Figura
Note que R; = [05, A1, 01] é um elemento de Es.

Segue que dois padrdes de emparelhamento de P, provenientes do mergulho
de G; sdo tinicos a menos de reflexdes e rotagdes. Além disso G; possui 48 sistemas
de rotagdes que ddo origem ao padrdo ilustrado na Figura e 48 sistemas que ddo
origem ao padrédo ilustrado na Figura

Agora explicitemos as rotacdes para os vértices do grafo G, considerando a
rotulacdo apresentada na Figura

(5]

Figura 4.12: Rotulagao de G,.

O vértice v; é incidente as arestas a,, 4, e a3, observando que a aresta a4; é um laco.
O vértice v, é incidente as arestas a,, a4, a5 e as. Por tltimo, o vértice v; incide as arestas
as, as, as e dg. O conjunto das rotagdes de v, é, R,, = {01, 0, e O3}, onde 01 = (a141a2a3),

0, = (maiazaz) e O3 = (a1a,a1a3)
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Destacamos que um lago a; pode ser atravessado de duas formas diferentes e
por isso é mencionado duas vezes em cada rotagdo de seu vértice base.

O conjunto de rotagdes de v, é, R,, = {11, A2, A3, A4, As e Ag}, onde Ay = (a2a4a546),
Ay = (02040605), A3 = (A2050406), s = (A250604), A5 = (A2060405) € Ag = (A206M504).

Por altimo, o conjunto de rotagdes de v3 é, R,,, = {01, 02,03, 04,05 € 06}, onde 071 =
(a3a40506), 02 = (a3040605), 03 = (A3050406), 04 = (A3A506014), 05 = (A3060405) € 06 = (A306A504).

Note que segue do principio multiplicativo e da Definicdo que G, possui
108 sistemas de rotagdes distintos. Mostraremos que desses sistemas obtemos dois, e

somente dois, padrdes de emparelhamento distintos para Pi,.

Proposicdo 4.7. G, estd associado a dois, e somente dois, padroes de emparelhamento de P1, a

menos de imagem espelho (representacoes equivalentes).

Comecemos particionando o conjunto de rota¢des de v; de modo que, P1(v;) é
o conjunto das rotagdes de v; que mantém as repeti¢cdes do lago a; préximas e P,(v;1) o

seu complementar. De maneira explicita,
Py(v1) = {61,602, Pa(v1) = {05}

Sistemas de rotacdo de G, que tomam rota¢des de v; em P;(v;) ndo induzem
mergulhos de G, com uma tnica face. Com efeito, um tal sistema de rota¢des induz
um mergulho com uma face cujo passeio de fronteira é W := v;a;. Logo, as demais
arestas de G, pertencem ao passeio de fronteira de outra face. Desse fato, segue que o
mergulho induzido por estes sistemas possui mais de uma face.

Nos resta analisar os sistemas de rotacdo de G, da forma, [03,A;,0,], com i, €
{1,...,6}. Pelo principio multiplicativo, temos 36 sistemas de rotacdo de G, com essa
propriedade.

Consideremos a agdo de Aut (G;) sobre o conjunto G, dos sistemas de rotagdo de

G,. Através das simetrias de G,, obtemos

Aut (Gy) = (f, h,k)

o grupo gerado por {f, h, k}, com a operagdo de composigdo, onde

f=(fv, fa); fr = (01 02 03) = (a1 4y s 4y s aé)

010203 ay s az a4 de s

01020 a1 0 a3 44 45 4
ey = (R2) o ()

010203 a1 az az ds e A4



k= (ke ky= (

Assim,

010203
01 03 0y

) ol
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a1 dp ds ay ds dg
(103 4y A4 05 As)

Aut (Gy)=1{ld, f, h, hoh, foh,hof, k, fok, hok, hohok, fohok, ho fok}.

Tomando a a¢do a esquerda de Aut (G,) sobre o conjunto G, dos Sistemas de

rotagdo de G, determinamos o conjunto das 6rbitas dos 36 sistemas de rotagdes da
forma [03,A;,0;]. As Tabelas e explicitam para cada g € Aut (G) a agdo de ay,
definida em (4.1.5), restrita as rotagdes A; e gj, i,j € {1, ... 6}. Note que a,(03) = 03,

para todo g € Aut (G).

Como a, determina cada entrada de R,, onde

Rg = [(gV(Ul)/ gA(rvl))/ gV(UZ)I gA(rvz))/ (gV(UB)I gA(rva))]/

obtemos as Orbitas com respeito a agdo

B: Aut(G)) X G, — G

(4.1.11)

(g, R) — R,

a A A A3 Ay As Ag
g (a2040506) | (a2040605) | (a2a50406) | (a2050604) | (a2860405) | (A2460504)

Id M Az A3 Ay As Ae
(a2a4a5a6) | (Apa406a5) | (a2a5a4a6) | (a2a5a6a4) | (A28604a5) | (A2a6A5a4)

f A2 A As Ae A3 Ay
(asae) (a2040605) | (a2a40506) | (20604a5) | (a2a60541) | (A2a504a6) | (a2a50604)

h s A3 Ao A5 1 A
(a4a5a6) (a2a50604) | (a2a5a406) | (2060504) | (a2860405) | (A2a4a5a6) | (a2048645)

h.h As Ag Ao A Ay A3
(a4a6a5) (a2060405) | (a2a60504) | (2040605) | (a2a40506) | (2450604) | (a2a50406)

fh A6 As Ay Az A2 M
(a4a6) (a2a6a504) | (a2a64a5) | (a2a5a644) | (2a5a446) | (3284a645) | (A284a546)

h.f A3 Ay A A Ae As
(a4a5) (a2a5a4a6) | (a2a5a644) | (284a506) | (3284a645) | (A286a544) | (A2860445)

k 01 07 03 04 05 o3
(a2a3) (a3a40506) | (a3040605) | (3a50406) | (a3a50604) | (A3060405) | (a3060504)

fk 02 o1 a5 6 03 04
(a5a6)(a2as) (a3a406a5) | (a3a4a5a6) | (a3a64a5) | (a3a6a5a4) | (a3asasae) | (a3a5a6a4)

h.k 04 03 06 05 01 02
(a40506)(a2a3) | (a3050604) | (a3850406) | (a306a501) | (a3a644a5) | (33040506) | (a384a6a5)

(hh)k 05 Jg 02 01 04 03
(asa6a5)(a2as) | (a3aeasas) | (a3a6a5a4) | (a3a4a6a5) | (a3auasae) | (asasasas) | (a3a5a446)

(f-h).k I3 o5 04 03 173 o1
(2406)(a243) (a3a6a5a4) | (a386a4a5) | (a3a5a6a4) | (a3a504a6) | (a30406a5) | (A344a5a6)

(h.f).k 03 on o1 02 06 05
(a405)(a203) (a3a504a6) | (a3asaeas) | (a3a4a5a6) | (a30406a5) | (a3864544) | (43460445)

Tabela 4.4: Aplicagdo a, sobre A;.
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a 01 02 03 04 a5 06
g (asa4a5a6) | (a3a4a605) | (a3a5a4a6) | (a3a58644) | (A38644a5) | (a3a64504)

Id 01 02 03 04 05 O¢
(a3a4a5a6) | (a3a406a5) | (a3a5a4a6) | (a3a5a6a4) | (A3860405) | (A3d6A45a4)

f 02 01 o5 s 03 04
(asa6) (a34a6a5) | (a3a4a506) | (33a64445) | (a3a6a5a44) | (a3a5a4d6) | (a3a5a644)

04 03 O¢ 05 01 02
(a4a5a6) (a3a5604) | (a3a50406) | (A3069504) | (a3060405) | (A3044506) | (a3040605)

h.h 05 06 a2 01 04 03
(a4605) (a3060405) | (a3060504) | (A3048605) | (a3040506) | (a3050684) | (a3050406)

fh Og J5 04 03 (%) (o5}
(a46) (a3a6a5a4) | (a3a6a405) | (a3a5a6a4) | (a3a504a6) | (38406a5) | (A304506)

hf 03 04 01 02 06 05
(a4a5) (asasa4a6) | (a3a5a6a4) | (a304a5a6) | (a3a406a5) | (a386a544) | (A3064445)

k A A A3 s s e
(a2a3) (a2a4a5a6) | (apa4a6a5) | (a2a5a4a6) | (a2a5a6a4) | (A28604a5) | (A2a6as5a4)

fk A A s A6 A3 Ay
(a546)(a243) (a2040605) | (a2a40506) | (A20604a5) | (a2a6a5a1) | (A2a504a6) | (a2a58604)

nk s A3 Ao s A 1o
(a4a5a6)(a2a3) | (axasaeay) | (a2a5a4a6) | (a2a6a5a4) | (A286a405) | (A2a4a5a6) | (a244a6a5)

(hh).k s Ao A2 A A s
(a486a5)(a2a3) | (a2a6a4a5) | (a2a6a5a4) | (A2a4a6a5) | (Azasasae) | (axasaeds) | (a2a5a4a6)

(f-h).k Ag As Ag A3 A A
(a46)(a2a3) (a2060504) | (a2a60405) | (A2a50604) | (a2a50406) | (A2044645) | (a2a48506)

(.f)k s i A 1 e A5
(a45)(a2a3) (a2a50406) | (a2a5a604) | (A204a5a6) | (a2040605) | (A2a645a4) | (a2860405)

Tabela 4.5: Aplicagdo a, sobre o;.

De maneira explicita, temos as 6rbitas

0[03,)\1,01] = {[93/ Al/ O1]/ [93/ /\2/ 02]/ [93/ A31 03]/ [931 /\4/ 04]/ [63/ AS/ 05]/ [631 /\6/ 06]};
Olos 01,001 = {[93,%,02], [03, A2, 01], [03,A3,04], [03, A4, 03], [03, A5, 06], [03, As, 05]};
Olos01,05] = {[93/ A1, 03], [03, A2, 05], [03, A3, 01], [03, A4, 06], [03,A5,02], [05, A, 04]};

0[93,)\1,04] = {[63/ Al/ 04]/ [631 /\2/ 06]/ [93/ AS/ 02]/ [63/ /\4/ 65]/ [63/ A5/ Gl]/ [63/ /\6/ GS]/
[63/ /\1/ 05]1 [93/ AZ/ 03]/ [93/ /\31 G6]I [93/ A41 Gl]/ [63/ /\51 0411 [63/ A61 02]; }/

O105,11,06] = {[93/A1106]/ [0s, Ay, 04], [03, A3, 05], [03, A4, 02], [03, A5, 03], [03, A, 0’1]}-

Os elementos da 6rbita O, ), +,] induzem mergulhos de G, com uma tdnica face
que d&o origem a padrdes de emparelhamento de P, equivalentes ao padrao ilustrado
na Figura[4.14]

Ja os elementos das 6rbitas Oy, 1, 0,1, Ol6s,1,,05] €5tA0 associados a representagoes

poligonais equivalentes uma vez que [0;,A],0,] = [03, Ag, 04] induzem representacoes
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poligonais equivalentes, pela Proposicdo Portanto, os elementos dessas duas 6rbi-
tas estdo associados a mesma representacdo poligonal. Tomando um desses sistemas
obtém-se trés passeios de fonteira, de trés faces, logo um mergulho no Toro.

Quanto aos membros da 6rbita Ojg, 1, 4,1, temos que ambos estdo associados a
mergulhos com uma tnica face dando origem a padrdes de emparelhamento equiva-
lentes aos padrdes apresentado na Figura

Por fim, temos os elementos da 6rbita O, 1, »,] que ndo estdo associados a mer-

gulhos com uma tnica face, o que conclui a demonstragéo.
|

Agora designaremos um sistema de rota¢des da 6rbita Ojp, s, ;. Considere
(G2)r,, onde Ry = [03,A1,01], O3 = (a1a2a1a3), Ay = (a2a4a506) € 01 = (asasasae). O grafo
G, com esse sistema de rotagdes nos fornece o passeio W3, com vértice inicial v; pela

aresta a;. W é dado por:
W3 ‘=01010102 Up A4 U345 Uy Ag U3 g U1 A1 U1 A3 U3 g Uy A5 03 g U A>.

Exibimos a representagdo desse passeio sobre G, na Figura

1. a1 ap dap ds

02 V. Gy as ds dg
11 g4 5 U3. d3z 44 4ds de
Figura 4.13: Passeio referente a (G)g, . Tabela 4.6: Tabela de Rotacdo de G,.

Assim, obtemos as identificacdes das arestas de Piy, {a1, a7}, {az, a1n}, {as, as},
{ag, a0}, a1, as} e {ae, ag} ilustradas na Figura Este é o terceiro padrdo de em-
parelhamento de Pi,,, com ciclo de vértices C; = {vy,vs, 07,02}, Co = {v3,012, 05,010} €

Cs = {v4, V11, Vs, Vo).
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Figura 4.14: Emparelhamento de P;, associado a (Gy)g,-
Agora tomando (Gy)g,, com R, = [03,A4,04], da 6rbita O, A, 0,, Onde 05 =

(maxmas), A = (axa4asa6) € 04 = (A3a5a644) € iniciando o passeio pelo vértice v; sobre a
aresta a; obtemos W, dado por;

W4 :=010101043 0305 0y g 03 g4 O A5 03 Ag U Ap 01 A1 01 Ap U A4 03 A3

representado sobre G, na Figura [4.15

1. a1 4ap a7 Az

Up. dp A4 ds dg

U3. A3 0d5 dg Wy

Figura 4.15: Passeio referente a (G,)g, . Tabela 4.7: Tabela de Rotagédo de Go.

Desse passeio obtemos o quarto padrao de emparelhamento de Py, ilustrado na
Figura com os pares de arestas de Py, {a1, a9}, {02, ano}, {3, ae), {aa, a7}, {as, a1},
e {aq0, as}. Os ciclos de vértice correspondentes a este emparelhamento sdo: C; =

{01, 02,09, 010}, Ca = {v4, V6, s, 011} € C3 = {v3, U5, V7, V12}.



Figura 4.16: Emparelhamento de P;, associado a (Gy)g,-

Consideremos agora o grafo Gz, com a rotulagao exibida na Figura[4.17]

01

a4 a,

as ap

U3 U2

ag as

Figura 4.17: Rotulagdo de Gs.

O conjunto das rotagdes de v, é, R,, = {01, 02, 03, 04, 05 e Og}, onde 01 = (a1a2a3a4),

0, = (maxa4a3), O3 = (a1a3a20a4), 04 = (a1430405), O5 = (a1a4a203) e O = (a1a40307).
O conjunto de rotagdes de v, é, R,, = {A1,A; e A3}, onde Ay = (a142a5a5), A, =
(a1a5a2a5) e A3 = (a1a5a5a7).

Por altimo, o conjunto de rotagdes de v3 é, R,, = {01, 02 e 03}, onde 01 = (a3a4a646),
02 = (A3064406) € 03 = (A3060604)-

Proposicao 4.8. G; estd associado a dois, e somente dois, padroes de emparelhamento de P15, a
menos de imagem espelho (representacoes equivalentes).

Iniciemos observando que pelo principio multiplicativo, G; possui 6 X3 X 3 = 54

sistemas de rotagdes. Determinaremos quais desses sistemas de rotagdo induzem

mergulhos com uma tinica face.

90
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Defina a parti¢do P; = {P1(v1), P2(v2)}, do conjunto de rotagdes do vértice v;, onde
P1(v1) = {01, 02,04, 06} é 0 conjunto das rotagdes de v; que mantém arestas paralelas
proéximas e P,(v1) o conjunto das rotagdes v; que ndo mantém arestas paralelas proximas.
Para i € {2,3}, defina $; = {P1(v;), P»(v;)}, onde P;(v;) é o conjunto das rotagdes v;
que mantém repeticdes de lacos proximas e P»(v;) é o conjunto das rotagdes v; que
ndo mantém repeti¢des de lagos proximas. Assim, Pi(v2) = {A1, A3}, Pa(v2) = {As},
P1(vs) = {01,03} e P2(v3) = {02}. Os sistemas de rotagdo de G; podem ser distribuidos
de acordo com as parti¢des dos conjuntos de rota¢des de cada vértice. A Tabela
descreve esta distribuicao.

Os sistemas de rota¢do provenientes de E;, E,, E3, Ey, Eq e E; induzem mergulhos
de G3 com mais de uma face, pois pelo menos um vértice base de um dos lagos (v, ou
v3), possui rotagdo que mantém a repeticdo de lago proxima. O mergulho induzido por

qualquer desses sistemas tem pelo menos duas faces, sendo uma delas determinada

pelo laco.
"1 Uo U3 Numero de Rotagdes
Eq | P1(v1) | P1(v2) | P1(v3) 4-2-2=16
E; | P1(v1) | P1(v2) | P2(v3) 4-2-1=38
Es | P1(v1) | Pa(v2) | P1(v3) 4-1-2=38
Ey | Py(v1) | P1(v2) | P1(v3) 2-2.2=38
Es | P1(v1) | Pa(v2) | Pa(v3) 4-1-1=4
E¢ | P2(v1) | P1(v2) | Pa(v3) 2-2-1=4
E7 | Py(v1) | P2(v2) | P1(vs) 2-1-1=2
Eg | Pa(v1) | Pa(v2) | P2(v3) 2-2.2=38

Tabela 4.8: Distribuigdo das rotacoes de Gs.

Logo, nos resta analisar os sistemas de rotagdo provenientes de Es e Eg. De

maneira explicita,
Es = {[01, A2, 02],[02, A2, 03], [04, A2, 03], [06, A2, 021}, Eg = {[03, A2, 02],[05, A2, 02]}.

Afirmamos que os sistemas de rotagdo provenientes de E5 induzem representa-
¢Oes poligonais equivalentes. Mostraremos que eles pertencem a uma mesma O6rbita,

considerando a acdo  dada por,

B: Aut(G3) X Gs — G

: 4.1.12
(& R) — R, ( :



92

Suponha G; com o sistema R; = [01,A;,02]. Afirmamos que os demais sistemas de
rotagdo de E5 sdo obtidos de R; por automorfismos de G;. Com efeito, consideremos o

automorfismo f = (fy, fa), onde:

U1 Up U3 a1 dp as a4 as dg
fv= fa= :

01 03 Uy a4 a3 dyp a1 g As
Dai,
af(01)=(fa(ar) fa(az) fa(as) fa(as)) = (asaza:a,) = O¢

é uma rotacdo de fy(v1) = vy.

af(A2) = (falar)fa(as) fa(az) fa(as)) = (asa6a3a6) = 02

é uma rotacdo de fy(v;) = vs.

af(02) = (fa(as)fa(as) fa(as) fa(ae)) = (azasa1a5) = A,

é rotacdo de fy(vs3) = v, e assim obtemos o Sistema de Rotagdes Ry = [0, A2, 02].

Agora consideremos o automorfismo g = (gv, g4), onde:

01 0 U3 a1 ap Aas Ay Aas dg
8v = 84 = :

01 02 U3 ap dy a3 a4 As de

Desse automorfismo obtemos a,(01) = 04, ag(A2) = Az, a4(02) = 02 e o Sistema de
Rotagdes R; = [0y, Ay, 02].

Com o automorfismo h = (hy, h,), onde:

o = 010203 Wy = a1 4z a3 a4 4s de
v = A=
010203 a1 0y A4 a3 a5 dg)’

obtemos ay,(01) = 0, an(A2) = Ay, ap(02) = 0, e 0 Sistema de Rotagdes Ry = [0,, Ay, 02].
Assim as rotagdes de Es5 sdo obtidas de R;, ou seja, pertencem a mesma 6rbita. Usando
este mesmo raciocinio, sobre o Eg, com o automorfismo f, vemos que o sistema de
rotagdes Rs = [03, 12, 0,] é levado por f em R¢ = [05,15,0,]. Os sistemas de rotagdo
de Es induzem mergulhos de G; com face tinica que ddo origem a padrdes de empa-
relhamento P;; equivalentes ao apresentado na Figura De modo andlogo, os dois
sistemas de rotagdes de Eg estdo associados a um mesmo padrdo de emparelhamento,
o apresentado na Figura [4.21]

Designamos a G; o Sistema de Rotac¢des Ry = [0,A,02] € Es e partindo-se do
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vértice v; pela aresta 4, obtemos o passeio Ws, representado sobre G; na Figura

W5 ‘=0101 0205 Up A1 U1 4y U1 A5 Uy Ay U1 A4 U3 Ag U3 g V1 A3 U3 g U3 A3.

U1. a1 A4y dyg das

Up. a1 Aas dy s

U3. a3 dg A4 dg
Figura 4.18: Passeio de fronteira refe-

rente a (G3)g,- Tabela 4.9: Tabela de Rotacdo de Gs.

O passeio W5 sobre G3 nos fornece os pares de arestas emparelhadas de Pi,:
a1, as}, {ao, as), {as, ae), {ay, aol, {as, a1} e {aio, @12}, Exibimos o diagrama deste empare-
lhamento na Figura Observemos que os ciclos de vértices sdo: C; = {vy, v4, V7, V10},

Co = {v2,v3, 05,06} € C3 = {vg, V9, V11, V12}.

Figura 4.19: Emparelhamento de P;, associado a (G3)g,.

Designemos agora o Sistema de Rotagdes R¢ = [05, A2, 02], em que Os = (a1a4a,a3),
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Ay = (a1a5a2a5) € 02 = (a3a6a44). Obtemos passeio W sobre G; dado por:

W6 ‘=0101 0205 Up A1 U1 A4 U3 Ag U3 g U1 Ay Up s Uy Ay U1 A3 U3 g 03 A3.

01. a1 Aaq dp das

Up. a1 ds dy ds

U3. a3 dg A4 dg

Figura 4.20: Passeio de referente a
(G3)re- Tabela 4.10: Tabela de Rotacao de Gs.

Desse passeio obtemos os pares de arestas de P1y: {ay, as}, {az, as}, {as, as), {ay, ao},
{as, a1} e {ayg, a1z} e ciclos de vértices C; = {vy,04,07, 010}, C2 = {02,03,08, 09} € C3 =
{v5, V6, v11, v12}. Na Figura exibimos o diagrama deste emparelhamento.

~~
-

-
N

~een

\ Vi2 !

Figura 4.21: Emparelhamento de P;, associado a (G3)g,-

Agora mostraremos que o grafo G4 ndo admite nenhum mergulho celular com

uma Unica face, ou seja, G4 ndo estd associado a nenhum emparelhamento de Pi;.
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Atribuimos uma rotulacdo para o grafo G,, mostrada na Figura e as rotagOes para

cada um de seus vértices.

a1

U1

e as

U3 Up

ay
as as

Figura 4.22: Rotulagdo de G;.

O conjunto das rotagdes de v; é, R,, = {01,0;, e O3}, onde 01 = (m1a1a2a6), 02 =
(a1ma6a2) € O3 = (a1a2014).

O conjunto de rotagdes de v, é, R,, = {A1,A; e A3}, onde Ay = (azaza2a4), Ay =
(a3a3a407) € Az = (a3a20304).

Por dltimo, o conjunto de rotagdes de v3 é, R,, = {01, 02 e 03}, onde 01 = (asa5a445),

02 = (a5450644) € 03 = (A5040506).
Proposicao 4.9. G4 ndo admite mergulho celular com face vinica.

Mostraremos que cada Sistema de Rotag¢des para G4 induz um mergulho com
pelo menos duas faces. Com efeito, consideremos para cada vértice v; a biparti¢do
do conjunto de rotacdo de v;, P = {P1(v;), P»(v;)}, de modo que P;(v;) é o conjunto das
rotagdes que mantém as repeticdes de lagos proximas e P, o conjunto das rotagdes que
ndo mantém as repeti¢des de lagos proximas.

Assim, Pi(v1) = {01 e 62}, Po(v1) = {05}, onde 01 = (mmazae), 6> = (a1414602) €
05 = (maxmae). P1(v2) = {A1 e Ao}, Pa(v2) = {As}, onde Ay = (a3a30004), A2 = (a303040) €
A3 = (a3a2304). P1(v3) = {01 € 02}, Po(v3) = {03}, onde 01 = (a5a50406), 02 = (A5050604) €
03 = (A5040506).

Como uma rotagdo de G4 consiste em designar uma rotagdo para cada vértice,
podemos distribuir as 27 rotacdes possiveis de G4 de acordo com as partigdes dos
conjuntos de vértices. A Tabela descreve as possibilidades de se designar uma
rotagdo para G, observando para a escolha da rotacdo de cada vértice o conjunto da

parti¢do das rotagoes.
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U1 Uo U3 Ntmero de Rotagdes
Eq | Pi(v1) | P1(v2) | P1(v3) 2:2-2=8
E; | P1(v1) | P1(v2) | P2(v3) 2:2-1=4
Es | P1(v1) | Pa(v2) | P1(v3) 2-1-2=4
Ey | Py(v1) | P1(v2) | P1(v3) 1-2-2=4
Es | P1(v1) | P2(v2) | Pa(v3) 2-1-1=2
Ee | Pa(oy) | Pi02) | Pa(os) 1.2.1=2
E; | Pyoy) | Pawa) | Pi(os) 1.1.2=2
Eg | Py(v1) | Pa(v2) | Pa(v3) 1-1-1=1

Tabela 4.11: Distribuigdo das rotacoes de Gy.

Assim, o conjunto E; é constituido das rota¢des de G, em que a rotagdo de cada
vértice mantém arestas repetidas préximas (lagos). Este conjunto tem cardinalidade 8.
O mesmo raciocinio é aplicado aos demais conjuntos.

Uma rotacdo de G4 que possui pelo menos uma rotagdo de vértice tomada em
Py(v;), para algum vértice v;, induz um mergulho de G, em uma superficie S com
pelo menos duas faces. Logo, todo mergulho de G4 com um tal sistema de rotacdes
possui mais de uma face, uma vez que se tem uma face com passeio de fronteira de
comprimento um. As demais arestas de G; devem aparecer em algum outro passeio
de fronteira. Desse fato decorre que todas os Sistemas de rota¢des de G4 provenientes
de E;, comi € {1,...,7}, induzem mergulhos com pelo menos duas faces.

Agora analisemos o sistema rotagdes que compde o conjunto Eg, ou seja, (Gy)r,
com, Ry = [0, A3, 03], onde O3 = (a1a2a1a6), A3 = (a3a0a3a4) € 03 = (asasasae). Determine-
mos os passeios de fronteira para cada face do mergulho induzido.

Iniciando do vértice v; pela aresta a,, temos o passeio Wy := v1a, 02, a3 V242 V1 11
correspondente ao passeio de fronteira de uma das faces, F;. Agora, partindo-se do
vértice v; pela aresta a4 obtemos o passeio W, := vy ag U3 a5 U3 g U1 41 correspondente
ao passeio de fronteira da segunda face, F,. Por fim, tomando o vértice v; e a aresta
as temos o passeio referente a terceira face F;, dado por W5 = v3 a4 v, a3 v, a4 v3 as.
Observemos que com os trés passeios cada aresta de G, é atravessada exatamente duas

vezes, uma em cada sentido. Com isso, a Proposi¢ao 4.9 segue.
n

Abaixo representamos cada passeio sobre o grafo G4. Identificamos o passeio
W; com a cor verde, W, com a cor vermelha e W3 com a cor azul. Cabe observar que
atribuimos duas rotulagdes para cada lago, para identificar o sentido em que este é

atravessado.
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’
1

’

Up. a3z Oy a3 ay

1. a1 dp 4a dg

’

U3. ds ds (15

e
Figura 4.23: Passeio referente a (G4)g, . Tabela 4.12: Tabela de Rotacao de Gy.

Desa forma, o conjunto das faces do mergulho F(G) tem 3 elementos, portanto G4

ndo é grafo de emparelhamento para P1,. Sendo g o género da superficie S do mergulho
temos pela férmula de Euler,

V(G = |E(G)| + [F(Gy)l =2 =28

_3—6+3—2_1
g - -2 -
Portanto S é homeomorfa ao Toro. A seguir exibimos a identificacdo das trés faces

assim como o mergulho de G4 sobre S.

C3 G2 & g C3

ay as ag
v N e N < N
< |« F3 a3 | < ay Fy al S| a F a =
m N, N w S
3 CENe) e 3
Figura 4.24: Faces do Mergulho. Figura 4.25: Faces identificadas.

Diante do exposto nessa subse¢do, obtemos que existem 6 padrdes de emparelha-
mento para Pj, associados a grafos 4-regulares, distintos a menos rotacdes e reflexdes.
4.1.2 Emparelhamentos para Py

Agora explicitaremos emparelhamentos de P associados a mergulhos dos gra-

fos Hy, H, e H;. Comecemos com o grafo H; o qual atribuimos a seguinte rotulagéo.
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by b,

by

(%) 01
b5 b3
Figura 4.26: Rotulagao de H;.

O vértice v; possui seis rotagdes distintas e denotamos o conjunto de rotac¢des
de v; por Ry, = {61,02,03,04,05,06}, onde 01 = (b1bybabsbs), 62 = (bibabsbobs), 65 =
(b1b2bsbsby), 04 = (b1b3bybybs), 05 = (b1bsbybsby) e 66 = (b1b3babybys).

O vértice v, também possui seis rotagdes e seu conjunto de rotagdes é dado por
Ro, = (y1,72, V3, V4, 85, 86}, onde y1 = (b1bsbsbsbs), v, = (b1bsbsbsbs), vs = (b1bsbsbsby),
Va = (b1bsbsbabs), ys = (b1bsbsbsbs) e ye = (b1bsbababs).

Logo, pelo principio multiplicativo, H; possui trinta e seis sistemas de rotagdes.

Analisando esses sistemas obtemos a seguinte proposigao.

Proposicao 4.10. H; estd associado a um, e somente um, padrdo de emparelhamento de Py, a

menos de imagem espelho (representagoes equivalentes).

Buscamos identificar sistemas de rota¢des que induzam mergulhos com uma
Unica face, com passeio de fronteira com comprimento dez. Dessa forma excluimos
sistemas de rota¢des que induzem mergulhos com pelo menos uma face cujo passeio
de fronteira tenha comprimento um, ou seja, faces delimitadas por lagos. Tais sistemas
de rotagdes tem a propriedade de manterem repeti¢cdes de lagos préximas na rotagdo
do vértice base do laco.

Assim, nos restringimos para cada vértice, a rotagdes que ndo mantém repetigdes
de lagcos proximas e obtemos os sistemas de rotagdes Ry = [02,72], Ry = [0, 5], R =
[05,72] € Ry = [05, 5]

Afirmamos que esses sistemas de rotagdes estdo associados a representagdes
poligonais equivalentes. De fato, considere os automorfismos,

01 07

_ ) _[v102 (b1 b2 b3 by bs
R

= ( ); _[0102 _ by by bz by bs
§=W8vgah &V = 8=\ by by by bs )’

0102

Considerando a aplicagdo f definida em (4.1.6), para H;, obtemos,

R1)r = [(fv(1), fa(re)), (fv(v2), fa(re,))] = [05,72] = Rs;
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(Rz)f = [(fv(v1), fa(ro,)), (fv(v2), fa(re,))] = [05, V5] = Ra;
(Ry)g = [(gv(v1), 8a(70,)), (§v(v2), §a(r0,))] = [62, V5] = Ry;
(R3)g = [(gv(vl)/ gA(rvl))/ (gv(vz)/ gA(T’vz))] = [0, )/5] = Ry.

Dai, esses sistemas pertencem a uma mesma Orbita e pelo Teorema induzem
representac¢des poligonais equivalentes. Esses sistemas de rotagdo estdo associados a

um padrdo de emparelhamento de P,y apresentado na Figura
u

Designado o sistema de rotagdes R; para H; obtemos o passeio de fronteira sobre

o grafo ilustrado na Figura

by 2 7 by
v b m 9
> 6 1 10 v by by by by b
b 3 3 b vp. by by bs by bs
Figura 4.27: Passeio referente a (H)g, . Tabela 4.13: Tabela de Rotacdo de H;.

Exibimos na Figura o diagrama de emparelhamento de P.

Figura 4.28: Emparelhamento de P;y associado a (H)g, .

Consideremos agora o Grafo H, com a rotulagdo apresentada na Figura
H, é 5-regular e suas arestas sdo paralelas. Seus vértices possuem 24 rotagdes cada e

portanto este grafo admite 576 sistemas de rotagdes.
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(%) (%]

Figura 4.29: Rotulac¢do de H,.

Mostraremos que H; estd associado a trés padrdes de emparelhamento de Py.

Proposicao 4.11. H, estd associado a trés, e somente trés, padroes de emparelhamento de Py,

a menos de imagem espelho (representacoes equivalentes).

Buscamos sistemas de rota¢des que induzam mergulhos com uma tnica face e
assim determinamos emparelhamentos de arestas de P;y. Dessa formas, descartaremos
sistemas de rotagdes que induzem mergulhos com mais de uma face. Como H;, nédo
possui lagos, nenhum de seus mergulhos admite faces cujo passeio de fronteira tenha
comprimento um, por outro lado, H, possui arestas paralelas e dai possui mergulhos
que admitem faces cujo passeio de fronteira tenha comprimento dois.

Suponha F, face de algum mergulho de H,, cujo passeio de fronteira Wr tenha
comprimento dois. A menos de escolha do vértice inicial e aresta inicial W é da forma,
WE := v1b;v:bj, onde b; e b; sdo aresta paralelas de H,. Assim, as rotacdes de v; e v, sdo
da forma (...b;b;...) e (...bb;...) respectivamente. Em outros termos, se b; ¢ movido
para b; na rotagdo de vy, b; ¢ movido para b; na rotagdo de v,.

Por outro lado, um dado sistema de rotagdes R = [(vy,14,), (U2, 1,)], Onde 1, =
(...bib;...)er,, = (...bjb;...)induz um mergulho com uma face cujo passeio de fronteira
é W = vbjupb;, de comprimento dois. Assim, dado um sistema de rotagdes de v;
determina-se todas as rotagdes de v, que compdem um sistema de rotagdes para H, de
modo que se tenha pelo menos uma face de comprimento dois.

Com efeito, seja w = (b; bj bx by b,) uma rotacdo genérica de v;. A fim de se
compor um sistema de rotagdes para H,, de modo que se tenha mergulho com face
de comprimento dois, a rotagdo de v, deve atender pelo menos uma das seguintes

condigdes:

e mover b; para b;;
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mover by para bj;

mover b; para by;

mover b,, para b;;

mover b; para b,,.

Desse fato, obtemos que para cada rotagdo de v; hd 16 rotagdes para v, de modo
que o sistema de rota¢des composto induz mergulho com pelo menos uma face de
comprimento dois. Como v; possui 24 rotagdes H, admite 24 X 16 = 384 sistemas de
rotagdes que induzem mergulho com pelo menos uma face de comprimento dois e
portanto estes sistemas ndo estdo associados a emparelhamentos de arestas de Py.

Agora nos resta analisar, para cada rotacdo de vy, oito rota¢des de v, que com-
pdem os 192 sistemas de rota¢des restantes de H,. Considerando a rotacdo genérica w,

de v;, cada uma das oito rotagdes de v, deve atender todas as seguintes condigdes:
e nado mover b; para b;;
e ndo mover by para b;;
e ndo mover b; para by;
e ndo mover b,, para by;
e ndo mover b; para b,,.

Dai obtemos as rotagdes de vy: p1 = (b;bjbxbiby,), p2 = (bib;bib,,by), p3 = (bbb, biby),
ps = (bibybib;by,), ps = (bibiby,biby), ps = (bibib;bkby,), p7 = (bibr by, b;iby) e pg = (bjbib;by, by).
Assim compomos os sistemas de rotagdes genéricos, R; = [w, p1], R, = [w, p2], R3 =
[w, p3], Ry = [w, p4], R5s = [w, p5], R¢ = [w, pel, Ry = [w, p7] € Rg = [w, ps].

Os sistemas de rotagdes do tipo R; estdo associado a um mesmo padrdo de
emparelhamento de P;, pois o mergulho induzido tem uma tnica face cujo passeio de
fronteira tem comprimento dez. De fato, considerando H, com o sistema de rotagdes
genérico R;, determinamos o passeio de fronteira associado, a menos de escolha do
vértice e aresta inicial. Se fixarmos v; e b; como vértice e aresta inicial respectivamente,

obtemos o passeio:

W1 =M bi (%)) b] 01 bk (%) bl 01 bm (%) bi 01 b] (%)) bk 01 bl (%)) bm

Desse passeio obtemos o diagrama de emparelhamento apresentado na Figura
Dois lados desse poligono sdo equivalentes se seus indices correspondem as

posicdes de apari¢do de uma mesma aresta do grafo H, no passeio de fronteira W;.
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Figura 4.30: Emparelhamento de P;y associado a (Ha)g, .

Os sistemas de rotagdes da forma R;, R3, Ry, R5 e R¢ estdo associados a um mesmo
padrdo de emparelhamento de Py apresentado na Figura Com efeito, considere

o automorfismo (genérico) i : H, — H,, dado por,
01 0y bi b]' bk bl bm
h = (hy,hp); hy = hy = .
( v A) v (01 ’02) A (bl bm bi b]' bk
Temos que, os sistemas Ry, R3, R4, Rs5 e Ry pertencem a uma mesma Orbita, pois
(R2)n = Rs, (R)noh = Re, (R2)nohon = Ra, (R2)nohonon = R3 e pelo Teorema induzem
representac¢des poligonais equivalentes.

Fixando H, com o sistema de rota¢des genérico R, = [w, p2] e tomando v; e b;

como vértice e aresta inicial respectivamente, obtemos o passeio de fronteira,
Wz =M bi (%) b]‘ 01 bk (%) bl‘ 01 bj (%)) bl 01 bm (%)) bk 01 bl (%) bm

Desse passeio obtemos o diagrama de emparelhamento ilustrado na Figura [4.31]



Figura 4.31: Emparelhamento de P;y associado a (Ha)g,.
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Por fim, os sistemas de rota¢des da forma R; e Rg estdo associados a um mesmo

padrao de emparelhamento de Py, apresentado na Figura Note que Rg = (Ry),, 0

sistema de rotag¢des induzido pelo automorfismo,

Up U1

01 0y bi bj bk bl bm
g =1(gv,84); gv = A = :

by b; by, by by

e pelo Teorema 4.5 R; e Rs estdo associados a uma mesma representac¢do poligonal.

Fixando H, com sistema de rota¢des R; obtemos o passeio W3 dado por:
W3 := 01 b; 03 by v1 by 03 b;j 01 bj 03 by 01 by 02 bj 01 b 02 by,

do qual obtemos o diagrama de emparelhamento da Figura[4.32]
Logo, os 192 sistemas de rotacdes de H, estdo associados a trés padroes

emparelhamento de Py e o resultado segue.

de
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Figura 4.32: Emparelhamento de P;, associado a (Ha)g,.

Tomamos agora o grafo H; o qual designamos a rotulagem apresentada na Figura

bs by by
O
b3

Figura 4.33: Rotulagao de Hs.

O vértice v; possui 12 rotag¢des distintas, assim como o vértice v,. Dessa forma,
Hj possui12x12 = 144 sistemas de rotagdes. Mostraremos que desses sistemas obtemos

dois, e somente dois, padroes de emparelhamento para Pi.

Proposicao 4.12. Hj estd associado a dois, e somente dois, padroes de emparelhamento de Py,

a menos de imagem espelho (representagdes equivalentes).

Assim como na demonstragdo da Proposi¢do buscamos mergulhos de H;
com uma Unica face. Por isso descartaremos os sistemas de rotagdes que induzem

mergulhos com mais de uma face.
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Inicialmente descartamos sistemas de rotagdes que induzem mergulhos com
pelo menos uma face cujo passeio de fronteira tenha comprimento um. Tais sistemas
mantém repetigdes de lagos préximas uma vez que o passeio de fronteira é constituido
por uma tnica aresta. Como v; é base de um tnico lago, 6 de suas rota¢gdes, mantém as
repeti¢des desse lago proximas. O mesmo ocorre com o vértice v,.

Nos resta entdo analisar 6 rotagdes para cada vértice, que pelo principio multi-
plicativo ddo origem a 36 sistemas de rotacdes para H;. De maneira explicita temos o

conjunto das 6 rotagdes de v; dado por:
Ry, =1{61,...,06},

onde 61 = (bibybsbsby), 62 = (bibsbsbyby), 63 = (b1bsbybsby), 04 = (b1bsbabybs), 05
(Db1b4bsbyby) € 66 = (b1babsbsby). E o conjunto das 6 rotagdes de v, dado por:

sz = {7/1/ oo /‘)/6}/

onde V1 = (b1b2b5b3b5), V2 = (b1b3b5b2b5), V3 = (b1b5b2b3b5)/ Vi = (b155b2b5173), Vs
(b1bsbsbybs) e Ve = (b1bsbsbsb,).

Determinaremos o conjunto das 6rbitas desses elementos com respeito a aplica-

cao,

B: Aut (H3) X Hy; — Hs

, 4.1.13
(g/ R) L Rg ( )

onde Hj3 é o conjunto dos sistemas de rotagao de Hj e R, o sistema de rotagdes induzido

por g.

Explorando as simetrias de H; obtemos,
Aut (H3) = <f/ g/ h>/
com
_ . _ 01702 _ b1 by b3 by bS).
S W R R

= ( ); _[0102 _ b1b2b3b4b5.
§= 8w 8y &v = U1 02 84 = b2b3b1b4175’

R S I iy
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Consideremos a agao da aplicagdo «,, definida em (4.1.5), sobre o conjunto das rotagoes

de cada vértice.

a 61 ) 03 04 05 06
g (bibobybsby) | (bbsbybpby) | (b1babybsbs) | (b1bsbobsbs) | (bybsbsboby) | (b1babsbyb)

Id o ) 03 04 05 06
(b1b2babsby) | (b1b3bababs) | (b1bababsbs) | (bybababsbs) | (bibsbsbobs) | (b1babsbabo)

f ) 0 05 06 03 04
(b2b3) (b1b3bsboby) | (b1bobybabs) | (bibobsbsby) | (bibabsbaby) | (b1bsbobsby) | (bibybybsbs)

h 03 O¢ 04 01 3 05
(b1b2b3) (b1b4bob3by) | (b1bababsb) | (b1bababsbs) | (bibobsbsbs) | (bibsbabobs) | (b1bababsbs)

hoh 04 05 01 03 06 3
(b1b3by) (b1b4b2bab3) | (b1bobabsbs) | (b1bobsbsbs) | (bybabobsbs) | (bibsbsbaby) | (b1b3babobs)

foh 05 04 06 ) o1 03
(b1b3) (b1bobsbsby) | (b1babpbybs) | (bibsbsbaby) | (bibababoby) | (b1bobsbsby) | (bibybybsby)

hof 06 03 ) 05 04 &
(b1b2) (b1bab3bsby) | (b1babybabs) | (b1bsbsboby) | (bibobybsby) | (b1bsbobybs) | (bibpbsbsby)

k 71 V2 V3 V4 Vs V6
(babs) (b1babsbsbs) | (bibsbsbpbs) | (bibsbobsbs) | (bibsbpbsbs) | (b1bsbsbobs) | (bibsbabsby)

ko f 2 71 Vs V6 3 V4
(b4bs)(babs3) (b1b3bsbabs) | (b1babsbabs) | (b1bobsbsbs) | (bibsbsbsba) | (bibsbabsbs) | (b1bsbabsbs)

koh V3 V6 V4 71 V2 Vs
(babs)(b1babs) | (bybsbybsbs) | (bibsbabsby) | (b1bsbobsbs) | (b1bobsbsbs) | (bybsbsbobs) | (bybobsbsbs)

ko(hoh) V4 Vs 71 V3 V6 V2
(babs)(bybaba) | (bybsbybsbs) | (bybybsbsbs) | (bybobsbabs) | (bybsbababs) | (bybsbabsby) | (bybabsbobs)

ko(foh) Vs Va V6 72 71 73
(bybs)(b1b3) (b1bobsbsbs) | (bibsbpbsbs) | (bibsbsbsby) | (bibabsbobs) | (b1bobsbsbs) | (bibsbybsbs)

ko(hof) Y6 V3 V2 V5 Va 71
(b4bs)(b1b2) (b1bsbsbsby) | (b1bsbobsbs) | (b1babsbabs) | (bibabsbsbs) | (bibsbobsbs) | (b1babsbabs)

Tabela 4.14: Aplicagdo a, sobre 0.

a 71 Y2 V3 Va V5 Ve
s (b1b2bsbabs) | (b1bsbsbabs) | (bibsbabsbs) | (bibsbabsbs) | (bibsbsbobs) | (b1bsbsbsby)

Id 71 V2 V3 Va V5 Ve
(b1b2bsbabs) | (b1bsbsbabs) | (b1bsbabsbs) | (bibsbabsbs) | (bibsbsbobs) | (b1bsbabsba)

f 72 71 Vs V6 V3 V4
(bab3) (byb3bsbabs) | (b1bobsbabs) | (bibabsbsbs) | (bybsbabsba) | (b1bsbabsbs) | (bybsbybsbs)

h V3 V6 V4 71 V2 V5
(b1bob3) (bybsbabsbs) | (bybsbabsbp) | (bybsbabsbs) | (bibpbsbsbs) | (b1bsbsbobs) | (bybpbsbsbs)

hoh V4 V5 71 V3 V6 V2
(b1b3b2) (b1bsbabsbs) | (b1babsbsbs) | (b1bobsbsbs) | (bibsbabsbs) | (bibsbsbsby) | (b1bsbsbobs)

foh V5 V4 VG V2 71 V3
(b1b3) (b1b2bsbabs) | (b1bsbobsbs) | (b1bsbabsba) | (bibabsbobs) | (bibabsbsbs) | (b1bsbabsbs)

hof V6 V3 V2 V5 Va 71
(b1bp) (b1bsbabsby) | (bybsbybabs) | (b1babsbybs) | (b1babsbsbs) | (b1bsbabsbs) | (b1babsbsbs)

k 01 13 03 04 05 06
(bybs) (b1b2babsby) | (b1b3bababs) | (b1babobsbs) | (bybababsbs) | (bibsbsboby) | (b1babsbabo)

kof ) 0 05 06 03 04
(bybs)(babs3) (b1b3bsboby) | (b1bobybsbs) | (bibobsbsby) | (bibabsbabs) | (b1bsbobsby) | (bibybybsbs)

koh (53 55 (54 (31 62 65
(babs)(b1babs) | (b1babybabs) | (b1bsbsbsby) | (bibabpbsbs) | (b1bobybsby) | (bibabsboby) | (bybobybsby)

ko(hoh) N 05 01 03 I3 02
(babs)(b1baby) | (b1babybybs) | (b1bobsbsby) | (bibobabsbs) | (b1bsbobsby) | (bibabsbsbo) | (b1bsbybybyg)

ko(foh) 05 04 3 0 01 03
(bybs)(b1b3) (b1babybsby) | (b1bybpbybs) | (b1bybsbyby) | (bibabybaby) | (b1babybsby) | (bibybrbsby)

ko(hof) 5 o3 & o o4 o1
(babs)(b1b2) (b1babsbsby) | (bibabybsbs) | (b1b3babybs) | (D1b2babsbs) | (b1bababsbs) | (b1bababsbs)

Tabela 4.15: Aplicagdo a, sobre y;.
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Dai obtemos as 6rbitas para cada um dos 36 sistemas de rotagdes dadas por:

Oty 1 = {[61,71), [62,72], [63, 3], [64,74), [85, 73], [66, vsl}s
0[61,)/2] = {[51,7/2], [62, 7/1], [63, 7/6], [04, 7/5], [05, )/4], [56,7/3]}}

0[61,)/3] = {[51/ )/3]/ [621 ‘)/5]/ [531 )/411 [64/ 7/1]/ [65/ )/6]/ [66/7/2]/
[63,71], [05, 2], [64, 3], [01, V4], [06, 5], [62, )/6]};

O, 51 = {[51,)/5], [62, 3], [63, 2], [04, V6], [05,71], [56,7/4]};

0[61,y6] = {[51,7/6], [62, 7/4]/ [63, 7/5], [04, 7/2], [65, )/3], [56,7/1]}-

Os sistemas de rota¢des da 6rbita Oys, ,,} ndo induzem mergulhos com uma tinica
face, assim como os sistemas de rotagdes da orbita O, ). Os sistemas de rotagdes
das orbitas Oys,,,] € Os, 5] estdo associados a representacdes poligonais equivalentes,
uma vez que [01, 5] corresponde ao sistema de rotagdes obtido de [66, 3] € Ojs, ]
refletindo a rotagdo de cada vértice. Esta representacdo poligonal induz um padrédo
de emparelhamento para P,y apresentado na Figura Por fim, os elementos da
o6rbita Oys, ,,) induzem mergulho com uma tnica face e estdo associados ao padrao de
emparelhamento apresentado na Figura Dessa forma Hj esta associado a dois, e

somente dois, padrdes de emparelhamento de P.

|
Designando o sistema de rota¢des Ry = [01,)2], onde 61 = (b1babsbsbs) € y, =
(b1b3bsbybs) obtemos o passeio de fronteira ilustrado sobre H; na Figura
5 6 M 1 10
by b o b by by by by
2 1
8 2 b3 4 3 ). b1 b3 b5 bz b5
Figura 4.34: Passeio referente a (H3)g, . Tabela 4.16: Tabela de Rotacdo de Hj.

Desse passeio obtemos o quinto padrao de emparelhamento de P representado

na Figura
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Figura 4.35: Emparelhamento de Py associado a (H3)g, .

Agora designando o sistema de rotagdes R, = [1,)3] obtém-se o passeio de
fronteira descrito sobre o grafo H; na Figura

by

8 3 1 10
by bs o b by by by by
2 5 b3 7 6 7. b1 b3 b5 b2 b5
Tabela 4.17: Tabela de Rotagado de
Figura 4.36: Passeio referente a (H3)g,. H;.

Deste passeio obtemos a identificagdo do sexto padrdo de emparelhamento de
Py apresentado na Figura

Figura 4.37: Emparelhamento de Py associado a (Hj3)g,-

As proposig¢des dessa subsecdo nos possibilita atirmar que existem 6 padrdes de

emparelhamento de Pg associados a grafos 5-regulares.
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4.1.3 Emparelhamentos para Pg

Consideremos o grafo By e vejamos que ele esta associado a quatro padrdes de

emparelhamento de Ps.

Proposicao 4.13. B, estd associado a quatro, e somente quatro, padroes de emparelhamento de

Ps, a menos de imagem espelho (representacdes equivalentes).

Como B, possui um tnico vértice v e todas suas arestas sdo lagos, o passeio
de fronteira de toda face de mergulho de By tem v como canto. Em particular, se o
mergulho tem uma tnica face F, a subsequéncia dos vértice extraida do passeio de
fronteira de F é constituida por repeti¢des de v. Dessa forma, nos limitamos a expressar
a subsequéncia das arestas do passeio de fronteira de F. As ordens de apari¢do de uma

aresta a; na sequéncia de arestas satisfazem as seguintes condicdes:

(a) repeticdes de uma aresta ndo aparecem de forma consecutiva;

(b) se um laco 4; aparece na n-ésima e na m-ésimas posic¢des (supondo n < m + 1),
denotamos este fato por {n, m},, entdo nenhum outro lago aparece nas posi¢des
m+1,m-1te{n—-1,m+1}.

A condicdo (a) exclui a possibilidade de se ter uma face com passeio de fronteira
de comprimento um. Ja a condicdo (b) exclui passeios sobre o grafo que ndo provém
de algum sistema de rotagdes de By. Feitas essas considera¢des temos as seguintes
possibilidades de posicionamento da primeira aresta de By (digamos 4;), a menos de
rotulacdo: {1,3},; {1,4},; {1, 54, {1, 6}4; {1,7},,. Agora, obedecendo as condigdes (a) e (b)
e observando a distribuicdo da primeira aresta, temos as possibilidades para a segundo

lago (digamos a;).
1. {1,3}, e {2,4}s; {1, 3} € {2,5}a;; {1, 3}a, € {2, 6}a5 {1, 3}a; € {2, 715 {1, 314, € {2, 8l
2. {1, 4}, e {2,5}q;; {1, 4}, € {2, 6}, {1, 41, € {2,710 {1, 4y, € {2, 8}
3. {1,5}, €12,6}4; 1,5}, € {2,7}4; {1, 5, € {2, 8},
4. {1,6}, e {2,4}4; {1, 6}, € {2,7}4; {1, 6}, € {2,8},;

5' {11 7}1711' € {21 4}61]; {11 7}0!,’ € {215}£Z]; {11 7}(1,‘ € {21 8}11]

Procedendo de forma andloga determinamos as ordens de apari¢do da terceira
aresta (digamos a;) e consequentemente as da quarta aresta (;). Assim obtém-se 21

maneiras de se compor a subsequéncia das arestas. Dessas identificagdes obtemos
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quatro passeios distintos sobre o grafo By a menos de escolha da aresta inicial, os quais

explicitamos na Figura

ag a ay

(Ell ay a3 A4 A3 A4 A1 Elz) (Ll1 Ay a4 a1 dz a4 A3 ﬂz)

m am

ag a ay

(a1 a2 a3 04 01 a3 a4 a3) (a1 A2 A3 (4 01 2 43 44)
Figura 4.38: Passeios sobre Bj.

Assim obtemos os seguintes padrdes de emparelhamento para Pg, expressos na

Figura

Figura 4.39: Emparelhamentos de Ps.
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Dessa forma, existem essencialmente 4 padrdes de emparelhamento distintos
para Pg, provenientes de mergulhos de B, em uma superficie compacta e orientdvel de
género 2.

Encerramos essa se¢do enunciando o resultado provado em [13] sobre os empa-

relhamentos associados a grafos 3-regulares cuja prova pode ser consultada em [13]] ou
em [24].

Teorema 4.14. Existem, a menos de imagem espelho, 8 maneira se emparelhar arestas de um
poligono P1g, com 18 lados, de forma que a superficie correspondente S é compacta orientdvel de

género 2, e o grafo induzido, formado pelo bordo de P1g é 3-regular com 9 arestas e 6 vértices.

Nos valendo desse resultado e dos emparelhamentos construidos na

Subsegdo para P, na Subsegdo para Pyy e na Subsegdo para Pg, es-
tabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 4.15. Existem, a menos de reflexdes e rotagdes, 24 padroes de emparelhamentos
distintos de poligonos regulares de forma que a superficie resultante e compacta e orientdvel de

género 2 e o grafo induzido pelo bordo de cada poligono é um grafo regular.

Cabe destacarmos que em [8] sdo apresentados 18 desses emparelhamentos.

4.2 Emparelhamentos Generalizados para Pg, 4

Nesta secdo construiremos emparelhamentos de arestas para poligonos Pg,_4,
da tesselagdo hiperbdlica {8g — 4,4}, utilizando o processo de extensdo dos grafos
4-regulares G1, Gy, G3 e Gy, explicitados na Figura Os emparelhamentos de arestas
que construiremos determinam os geradores de um grupo Fuchsiano I tal que o espago
orbital ]HTZ seja uma uma superficie compacta e orientavel de género g.

Note que P;; é um poligono da tesselagdo {8g — 4,4}, com ¢ = 2. Podemos
descrever os emparelhamentos de arestas para Py, (§ = 3), de modo andlogo ao descrito
para Pj,, explicitando os grafos 4-regulares e sistemas de rotagdes para cada grafo.
No entanto, esse caminho foge do nosso objetivo de determinar emparelhamentos
generalizados visto que para valores elevados de g esta tarefa é invidvel até mesmo
para o emprego de computador.

Desenvolveremos a no¢do de generalizacao de grafos e de sistemas de rotagdes
para estes, de modo a obter mergulhos destes grafos em uma superficie compacta e

orientdvel de género ¢ com uma tnica face e com isso obtemos emparelhamentos de

ng_4.
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Observemos que para um poligono fundamental Pg,_4, cujo bordo é identificado
com o passeio de fronteira da tinica face do mergulho unicelular de um grafo G, temos
do Teorema 3.1/ e da Equacao que o grafo G, 4-regular, tem 4g — 2 arestas e 2g — 1
vértices. Assim, para um poligono com Pg(q.1)-4 temos grafos 4-regulares com 4(g +k) -2
arestas e 2(g + k) — 1 vértices, com k € IN.

Dessa forma, podemos obter grafos generalizados associados a poligonos da
tesselacdo {8g — 4,4} a partir dos grafos dos Gi, G, G5 e Gy, acrescentando 4k arestas
e 2k vértices, mantendo a 4-regularidade. Em outras palavras, determinaremos uma
familia de grafos 4-regulares {G¢}een—0,1) tal que G, € grafo de emparelhamento de
Pg,_4. Realizamos esta tarefa através de operagdes sobre os grafos, como a subdivisao
de arestas e delegdo de arestas, em seguida aplicando a fusdo do grafo resultante com

as seguintes estruturas.

Zs
Z, 7, Zs Zy

Figura 4.40: Estruturas de Extensao.

Para estendermos qualquer dos grafos Gi, G;, G3 ou G4 manipulando uma
Unica aresta, deleta-se uma de suas arestas e fundi-se o grafo resultante com uma das
estrutura, Z;, Z, ou Z3 definindo-se um isomorfismo entre o subgrafo constituindo
pelos extremos da aresta deletada e os extremos de cada estrutura, com a ressalva que,
se a aresta deletada é um laco, toma-se duas fusdes simultaneas.

Para estendermos qualquer dos grafos manipulando duas arestas distintas, to-
mamos o grafo obtido por uma subdivisdo de cada uma das duas arestas consideradas
e definimos a fusdo deste grafo com a estruturar Z,, definindo o isomorfismo entre
o subgrafo constituido pelos vértices criados com as subdivisdes e os extremos da
estrutura Z,. De modo analogo, procede-se a estrutura Zs.

Na figura abaixo damos alguns grafos obtidos de G; por extensdo para k = 1.
Estes grafos sdo 4-regulares com 5 vértices e 10 arestas. Buscamos sistemas de rotagdes
para estes grafos de modo que fornecam mergulhos em superficie compacta e orientavel
cujo complemento é uma tinica componente conexa. Dai obtemos emparelhamentos

de arestas de um poligono com 20 arestas denotado por Py. O processo de extensdo
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pode ser iterado, dando origem a novos grafos 4-regulares e novos emparelhamentos.

Figura 4.41: Extensdes de G;.

Cabe observar que por este processo de extensdo obtém-se 27 dos 28 grafos
existentes, 4-regulares com 5 vértices e 10 arestas. O grafo completo K5 ndo pode ser

obtido dos grafos Gi, G,, G3 e G4 por estes processos de extensao.

Figura 4.42: Grafo Ks.

Com o intuito de exibirmos emparelhamentos generalizados descreveremos gra-
fos generalizados e sistemas de rotagdo generalizados para estes grafos. Apresentare-
mos a ideia de generalizagdo de grafos por fusdo de cada um dos grafos G, G,, G3 ou
G4 com estruturas de "correntes”, constituidas por n cépias de cada estrutura bdsica
apresentadas na Figura

Iniciaremos exibindo a primeira estrutura indutiva de generaliza¢do por exten-

soes usando a estrutura Z;, a qual denominamos Corrente 1, denotada por C;, ilustrada
na Figura [4.43]

o—@—e—...—e—o

Figura 4.43: Corrente 1.

Da estrutura Z, obtemos a Corrente 2, denotada por C,, apresentada na Figura

444
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VAVERVAVENIAVE

Figura 4.44: Corrente 2.

Procedendo de modo andlogo para a estrutura Z; determinamos a Corrente 3,

simbolicamente denotada por Cs, descrita abaixo.

Figura 4.45: Corrente 3.

Com a estrutura Z, obtemos a Corrente 4 representada por Cj.

Figura 4.46: Corrente 4.

Por fim, da estrutura Zs temos Cs, a Corrente 5 apresentada na Figura

VOO Q.
TO00 0

Figura 4.47: Corrente 5.

Destacamos que Cs difere de C, uma vez que C, é constituida por k cépias
da Estrutura Z, e a C5 por duas componentes, cada uma das quais com k cépias da
Estrutura Zs. Além disso, extensdes provenientes de C, manipulam uma tnica aresta
do grafo original (deletando) enquanto as obtidas por Cs, manipulam duas arestas
distintas por meio de subdivisdes.

Estendendo os grafos Gi, G, G3 e G4 com as estruturas de grafos de corrente

apresentadas acima, obtemos grafos 4-regulares com 4g—2 arestas e 2¢g—1 vértices, para
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g > 3. Para isso basta observar que o ntimero de estruturas bdsicas de cada corrente é
dado porn = g-2.

Considere o grafo G; apresentado acima. O estendemos parag=3,9g=4,9=5
eg=6.

Utilizando C; temos os grafos abaixo.

Figura 4.48: 4 primeiras extensdes de G; utilizando C;.

Procedendo de forma andloga obtemos as 4 primeiras extensdes de G; utilizando
Co.

§=3

DL L%,

Figura 4.49: 4 primeiras extensoes de G; utilizando C,.

§=6

Tomando C3 obtemos os grafos da Figura [4.50]

Figura 4.50: 4 primeiras extensdes de G; utilizando Cs.

Agora, as 4 primeiras extensdes de G; utilizando C, subdividindo arestas para-

lelas.



116

Figura 4.51: 4 primeiras extensdes de G; por Cj.

De modo andlogo, estendemos G; utilizando Cy4, subdividindo duas arestas ndo

paralelas.

Figura 4.52: 4 primeiras extensdes de G; por C4 subdividindo arestas ndo paralelas.

Por fim, exibiremos as 4 primeiras extensdes de G; com Cs subdividindo duas

arestas ndo paralelas.

Figura 4.53: 4 primeiras extensoes de G; utilizando Cs por arestas nao paralelas.

De modo andlogo, toma-se extensdes de G; por Cs subdivididinho arestas para-
lelas. Os grafos de G,, G; e G4 podem ser estendidos da mesma forma.

Passemos a generalizacdo de sistemas de rotagdo para os grafos estendidos por
fusdo com as correntes Cy, C,, C3, C4 € Cs. Para isso descreveremos sistemas de rotacdo
para cada grafo corrente.

Iniciemos por Cy, atribuindo uma rotulagao para as arestas e vértices da estrutura

bésica Z;.
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€2
‘1 _— 63~ €5
Pro~——o——— 1
(]

Figura 4.54: Rotulacdo de Z;.

Explicitando uma rotac¢do para os vértices p; e p, da estrutura basica Z; obtemos
um Sistema de Rotagdes para a Estrutura Z;. Esse sistema pode ser levado a Corrente
1. Tal sistema deve permitir que todas as arestas da corrente sejam atravessadas e
pertencam a um mesmo passeio. Dessa forma, a menos de rotulagem das arestas
paralelas, temos duas possibilidades de rotacdo para cada estrutura Z; da Corrente 1.

A saber, temos o sistema L; = [04,01], onde 01 = (eiese3e2) é rotagdo de p;
e 01 = (esexese3) € rotacdo de p,. Um outro sistema possivel é L, = [0,,0,], onde
0, = (e1e2e3e4) € 02 = (e203€465) sd0 rotagdes de p; e p,, respectivamente.

Procedendo do mesmo modo em cada estrutura da corrente, designando uma
rotagdo para cada vértice, obtemos um Sistema de Rotag¢des para a corrente C;. Assim,
construimos um sistema de rotagdes para o cada grafo generalizado, convencionando
que cada um dos grafos originais, G, G;, G3 tenha um dos sistemas rotagdes que geram
mergulho com uma tnica face tal como os apresentados na secdo O sistema de
rotagdes para o grafo generalizado preserva a rotagdo dos vértices dos grafos originais
e designa-se um dos sistemas L; ou L,, descritos no pardgrafo anterior, para cada
estrutura Z; de C;.

Quanto ao grafo G, salientamos que ele pode ser estendido como os demais,
dando origem a novos grafos 4-regulares. Porém, como G4 ndo admite mergulho celular
em uma superficie compacta e orientdvel de género dois, deve-se estabelecer sistemas
de rotagdes apropriados para que as extensdes de G4 admita mergulho celular com face
tnica, o que nem sempre é possivel. Uma alternativa consiste em tomar extensdes de
G4 para g = 3 que admitam mergulho celular com face tinica em superficie compacta e
orientdvel de género 3. Dai determina-se o sistema de rota¢des associado e retoma-se
as extensdes de cada um grafos por fusdo com uma das correntes descritas.

Cabe mencionar que essa construcdo pode ser aplicada aos grafos Gi, G, e G e
suas extensdes. Por exemplo, podemos tomar as seis primeiras extensdes de G; pela
Corrente 1 e a partir desse ponto tomar extensdes utilizando uma corrente distinta.

A seguir explicitamos o passeio associado ao Sistema de Rotagdes L; sobre a
Corrente 1. Os parametros i e j referem-se ao comprimento do passeio sobre o grafo
estendido, antes dos extremos da corrente. O pardmetro n refere-se ao ntiimero de

estruturas bésicas da corrente.
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i+3 @  j+2mn-1)+1 i+9 % j+2n—-2)+1 i+6(n—1)+3 Cn—2 j+1
i e P i+5 €3 i+6°65 i+11 ¢7 i+12 ¢ i+6(n—1) i+6(n—1()43;51 i+6n j
- j+2n i+2 j+2(;z—1\\j/' j+2(n—'2) 'f’4u 3 j+2WP2n l’4m|-
i+1 ¢4 i+4 i+7 g i+10 i+6(n—1)+1%n i+6n-1)+4

Figura 4.55: Passeio sobre a Corrente 1.

De modo analogo explicitamos o passeio associado ao sistema L, sobre C;.

i+1 @ j+4n-1)+1 i+5 f6 j+4mn-2)+1 i+4n-1)+1_Can—2 j+1
i op j+4n-1)+2 i+4 0 j+4n-2)+2 i+8 & i+4(n-1) j+2 eyt i+4n ]
- j+4n €3 i+2 j+4(n—1W j+4(n—'2) 7’4u 3 j+4WP2n L’4;m'
i+3 €4 j+4(n-1)+3 i+7 8 j+4n-2)+3 i+4n—-1)+3 @n j+3

Figura 4.56: Segundo passeio sobre a Corrente 1.

Uma vez estabelecido o sistema de rota¢des de C;, nos resta estender os grafos
G1, Gy, G e o grafo G4 com as devidas ressalvas. A seguir exibiremos as rela¢des de
emparelhamento bem como seus diagramas. Comecemos generalizando o grafo G; com
sistema de rotagdes Ry = [05, A1, 01], onde Os5 = (a1a¢a3a4), A1 = (a1a2a4a5), 01 = (a2a3a545),
apresentado na Figura Estendemos G; deletando a aresta a; e fundindo o grafo
resultante G; — a; com a Corrente 1 de modo que e; incida com v; e e4,,1 incida com
v,. Em outras palavras, tomamos o isomorfismo f : ({v1,v,},0) — ({v1, 02}, 0) entre
o subgrafo vazio ({v1, v2},0) de G; — a; e o subgrafo vazio ({po, p2n+1},0) de Cy, tal que
f(v1) = po e f(v2) = pans1 € a fusdo (Gy — ay) *f Cy com respeito a f.

Quanto ao sistema de rotagdes, a; é substituida por e; na rotagdo de v; e subs-
tituida por e4,.1 na rotacdo de v,. Prosseguindo o passeio sobre cada extremidade da

corrente, observando as rotagdes de vy, v, e v3, temos a identificacdo apresentada no

grafo da Figura

01

i=j+2n+4

€1

i+6n+6 j+2n

P1

a
3 p2n

. i+6n
i+6n+2

i+6n+5 j+2n+

ivon+75 iven+4

j+2n+2 aZ i+6n+1

Can+1

j=i+6n+8

U3 U2

Figura 4.57: Passeio generalizado sobre (G; — a1) *f C; da extensdo de (G1)g, .
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Destacamos que pode-se comegar o passeio em qualquer vértice e qualquer
aresta incidente a este. Para obter as identifica¢des basta tomar a congruéncia médulo
8n+12, onde 8n+12 é o comprimento do passeio sobre o grafo generalizado. Com efeito,
continuando o passeio pela extremidade e4,.+1 encontramos a igualdade j =i + 61 + 8.
Por outro lado, se continuamos o passeio pela extremidade e;, obtemos i = j + 2n + 4,
ouseja, j = i —2n—4. E de imediata verificacio que i+ 6n+8 = i—2n—4 (mod 81 +12).

Com as identificagdes do passeio sobre o grafo estabelecidas, obtemos as relagdes

de emparelhamento do poligono Pg,_4 descritas abaixo, onde g =n +2.

Xivon+1 — Ajr2n+2 (4.2.1)

Qitén+2 — Ait6n+6 (4.2.2)

Xivon+3 — Ajion+3 (4.2.3)

Airon+s — Kivon+7 (4.2.4)

Qiven+s — Ajron+1l (4.2.5)

Qirek — Ajsomp; 0 <k <n (4.2.6)

Qivek+1 — Qisoksa; 0 <k <n—1 (4.2.7)
Qivek+2 — Qisokss;0 <k <n—1 (4.2.8)
Qireks3 — Qjpom-i-1,0 <k <n -1 (4.2.9)

Agora, designando um vértice e uma aresta, podemos determinar os pardmetros
i e j. De fato, podemos comegar o passeio sobre o grafo estendido no vértice v; pela
aresta e;, remanescente da aresta a;, ou seja, i = 1 e atravessar toda a corrente até chegar
sobre a aresta 4,41, segunda remanescente da aresta 2,. Nessa etapa teremos um passeio
de comprimento 1 + 6n. Prosseguindo o passeio determinamos j = 1 + 6n + 8.

Determinaremos os cinco primeiros padrdes de emparelhamento associados a
estas extensdes de G;. Fixando n = 0 segue das relagoes (4.2.1), (4.2.2)), (4.2.3), (¢.2.4),
e os seguintes pares de arestas respectivamente: {a,, a11}, {a3, a7}, {as, ara},
{as, ag), {as, a0} € {an, a9} do poligono Py, que corresponde ao emparelhamento obtido
de (G1)g, apresentado na Figura

Tomando n = 1, temos ¢ = 3 e um poligono P,y com 20 lados. Obtemos pe-
las relagoes (#.2.1), (4.2.2), £.2.3), @.2.4) e (£.2.5) os pares de arestas emparelhadas:
{ag, a9}, {ao, a1z}, {ano, @20}, {11, ana) e {ann, s} respectivamente. Pela relacdo (4.2.6),
as identificagdes: {a1, a17} e {az7, ass}). As relagoes (£.2.7), (4.2.8) e (4.2.9), nos fornecem

respectivamente os pares: {a,, as}, {as, as} e {as, a16}. Dai segue o diagrama de empare-

lhamento de um poligono Py, exibido na Figura Pode-se verificar a existéncia de

cinco ciclos de vértices, ambos de comprimento quatro.
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Figura 4.58: Caso n = 1.

Fixando n = 2, segue que ¢ = 4 e o poligono associado com 28 lados, Pas.
Avaliando as relacoes (4.2.1), @.2.2), #.2.3), (4.2.4) e (4.2.5), obtemos os pares de arestas:
{ana, aar), {aas, ano}, {ane, ans}, {7, anol € {aus, ane}. Com a expressdo (4.2.6), os pares:
{a, aos}, {az, ans} e {ans, am}. Com @.2.7), os pares: {ay, as} e {as, a1} nos fornece
os pares: {as, as} e {ag, a1p}. Por ultimo, (4.2.9), os pares: {as, az} e {ag, azn}. Assim,

obtemos o diagrama de emparelhamento de P, apresentado na Figura [£.59]

Figura 4.59: Caso n = 2.

Paran = 3, segue que g = 5 e 0 poligono considerado tem 36 lados, P3s. Obtemos
pelas fungdes m/ m; m/ m € m OS pares: {ao, ass}, {1, ass}, {am, aszel,
{an, ax} e {ax, az}. Com a fungdo (4.2.6): {a1, ass), {ay, a1}, {3, ax} e {a1g, azr}. Com
a fungdo temos os pares: {ay, as}, {as, a11} e {14, 217} Pela fungdo (£.2.8): {as, ae),

{ag, arp} e {a5, ag}. Por fim, avaliando (4.2.9), os pares: {au, a}, (a1, azo} e {ane, aog)
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Figura 4.60: Cason = 3.

Fixando n = 4, obtemos das expressdes (£.2.1), #.2.2), ¢.2.3), ¢.2.4) e #.2.5) os

pares de aresta emparelhadas de Pas: {ane, aas}, {2y, asi}, (s, dusl, {aos, ane), {ang, aizp} €
{az0, ag}. Com a fungdo (4.2.6) os pares: {ai, au}, {a7, azo}, a3, asz}, (e, ass} e {ans, ass).
De temos os pares: {a,, as}, {as, a1}, {a1a, ar7} € {aao, azn}). Segue de (@E.2.8): {3, ae),
{ag, a2}, {aas, aas} e {1, ans}. Por fim, pela fungdo (£.2.9), os pares: {4, a}, {a10, @33},

{a16, 36} € {22, ¥34}. Assim construimos o diagrama de emparelhamento de Ps.

Vi, 041 V1 @ v, Ses
0y, V12 %11 V11 9y v -~
o Vi 12 Wy

Figura 4.61: Caso n = 4.

Novos emparelhamentos generalizados podem ser obtidos utilizando a Corrente

1 com esse mesmo sistema de rotagdes generalizado e considerando G; com sistema de
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rotagdes R;. Para isso basta escolher uma aresta diferente de a; e realizar o processo
de extensdo descrito. O mesmo se aplica ao tomarmos G; com sistema de rotacdes
Ry = [0¢, A3, 03].

Pode-se também inverter a incidéncia das extremidades da corrente de modo
que e; incida com v; e e4,41 incida com v; segundo. Com essas adaptagdes determina-se
novas relagdes entre os parametros i e j assim como as fun¢des de emparelhamento. De
fato, invertendo as extremidades da Corrente 1 e mantendo as rotacdes de cada vértice
da Corrente 1, obtemos as relagdes j = i+6n+4ej=i—2n—8,ondei+6n+4 =i—-2n-8

(mod 8n + 12) e as seguintes relagdes de emparelhamento das arestas de Pg,.12.

Xivon+1 — Xji2n+5 (4.2.10)

Qiven+2 — Ajon+1 (4.2.11)

Qiven+3 — Xjron3 (4.2.12)

Kjion+2 — Kjton+6 (4.2.13)

Kjron+a — Kjront7 (4.2.14)

Qirek — Ajsompy 0 <k <n (4.2.15)

Qireke1 — Qisekea; 0 <k <n—1 (4.2.16)
Qireks2 — Qigekss; 0 <k <n—1 (4.217)
Qirohs3 — Ajpom-i-1,0 <k <n—1 (4.2.18)

Estendendo o grafo G; pela aresta a, com a Corrente 1, mantendo as rotagdes de
cada vértice, obtemos dois emparelhamentos generalizados. No primeiro a aresta e;
incide com v, e a aresta ey, incide com v3, expresso pelas fungdes abaixo, valendo as

relagbes j=i+6n+9ej=i-2n-3,ondei+6n+9 =i-2n-3 (mod 8n + 12).

Qiron+l — Kiten+5 (4.2.19)

Xivon+2 — Xjron+1 (4.2.20)

Qiven+3 — Aivon+6 (4.2.21)

Qiron+s — Kiren+8 (4.2.22)

Xivon+7 — Ajion+2 (4.2.23)

Qirek — Ajyomui; 0 <k <n (4.2.24)
Qivek+1 — Qisoksa; 0 <k <n—1 (4.2.25)
Qireker — Qisekes; 0 <k <n—1 (4.2.26)

Qirek+3 — Ajs2(n—-k)-1; 0<k<n-1 (4.2.27)
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O segundo é obtido invertendo as extremidades de C; de modo que a aresta
e; incide com v; e a aresta ey,41 incide com v,. Obtém-se as relagdes, j =i+ 6n+3 e
j=i—-2n-9,ondei+6n+3=i—2n-9 (mod 8n + 12).

Qjonel — Aj42n45 (4.2.28)

Qo2 — Aiven+1 (4.2.29)

Xjron+3 — Kjt2n+6 (4.2.30)

Qjionrs — Aj42n48 (4.2.31)

A242n+7 — Kit6n+2 (4.2.32)

Qirek — Ajyomi; 0 <k <n (4.2.33)

Qipeks1 — Qisoksa; 0 <k <n—1 (4.2.34)
Qivek+2 — Qisoks5;0 <k <n—1 (4.2.35)
Qireks3 — Qjpom-b-1,0 <k <n-1 (4.2.36)

O mesmo processo pode ser repetido para as demais arestas de G;, dando origem
a novos emparelhamentos generalizados.

O processo também pode ser aplicado aos grafos G,, Gs. As extensdes do grafo
G4 devem ser estudadas a parte, bem como a existéncia de sistemas de rotagdes que
geram mergulhos com uma tnica face uma vez que G4 ndo é grafo de emparelhamentos
para P;; conforme a Proposicdo

Agora explicitaremos emparelhamentos generalizados, obtidos de extensdes de
(G1)g, deletando a aresta a; e pela fusdo com a Corrente 1 com o sistema de rotagdes
generalizado L,. Tomamos inicialmente a aresta e; incidindo com o vértice v; e a aresta

eins1 incidente a v,.

(%]

j+4n

P1

a
3 PZn

i+4n
i+4n+2

i+4n+5 j+4n+3

Can+1

j=i+4n+8

U3 (%]

jHan+2 az i+4n+1

Figura 4.62: Generalizagdo de (G)g, pela Corrente 1 com rotagdes Lo.



124

Dai, obtemos as relagdes j =i+4n+8ej=i—4n—4,ondei+4n+8=i—-4n—-4

(mod 8n + 12) e as seguintes fun¢des de emparelhamento.

Rivdnel — Ajran2 (4.2.37)

Qivan+2 — Kitdn+6 (4.2.38)

Xit4ne3 — Ajrans3 (4.2.39)

Qitan+s — Xitdn+7 (4.2.40)

Kitan+s — Kjrant1 (4.241)

Qipgk — Xjpgniy; 0 <k <n (4.2.42)

Qidhs1 — Ajpan-(e1))+1,0 <k <n—1 (4.2.43)
Qiaks2 = Qa1+, 0 Sk <n =1 (4.2.44)
Qighs3 — Qa1+, 0 <k <n—1 (4.2.45)

Note que se invertemos as extremidades da corrente, na fusdo, obteremos os
mesmos padrdes de emparelhamento para cada n. Procedendo de modo anélogo com
os demais grafos determinamos novos emparelhamentos generalizados.

Grafos generalizados por fusdo com a Corrente 2 ndo admitem mergulho unice-
lular em uma superficie compacta e orientdvel de género ¢ = n + 2, n > 1. Com efeito,
o grafo Corrente 2 com n copias da estrutura Z, possui exatamente 21 ciclos disjuntos
(lagos). Assim, paran > 1, 2n > n + 2 valendo a igualdade se, e somente se, n = 2.
Verifica-se que o grafo generalizado possui pelo menos 21 + 1 ciclos disjuntos. Dessa
forma, qualquer mergulho desse grafo induz pelo menos 2n+1 curvas fechadas simples
disjuntas sobre tal superficie de género n + 2. Sabe-se nesse caso que o complementar
dessas curvas possui mais de uma componente conexa, ou seja, mais de uma face. O
mesmo argumento se aplica a Corrente 5.

Dessa forma passemos a Corrente 3. Para compor um sistema de rotagdes para
cada vértice da Corrente 3 analisaremos as possibilidades de rotagdes para cada a

estrutura basica Z3, com a seguinte rotulagdo genérica.

Cm+2
Pr+1
Cm+1 €m+3
€m Cm+4

pt

Figura 4.63: Rotulacdo de Zs.
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O conjunto das rotagdes possiveis de p; €, R, = {01,0,,03, 04,05 e O¢}, onde
01 = (emem+1m+3€msa), 02 = (Ememi1Cmislni3), O3 = (€menizCms1msa), Os = (Cmlmizemisiin),
Os5 = (em Cm+a 1 €m+3) € Op = (€ €msa €3 €pe1). O conjunto das rotagdes possiveis de
Pra1 €, Ry, = (01,02 e 03}, onde 01 = (Cns1 Cms2 Ems2 €me3), 02 = (Ems1 Cms2 €t Cms2) €
03 = (Cm+1 Cims3 Cma2 Crs2)-

Comecemos analisando as rotagdes de p;.1. Afim de que o grafo generalizado
pela fusdo de um dos grafos G;, G, G3 ou G4 com a Corrente 3 admita mergulho com
uma tnica face, nenhum de seus vértices que seja base de algum lago ¢; pode possuir
rotagdo da forma (... ¢;e; ...). Neste caso, a tinica rotagdo para o vértice p;,; que atende
esta condicdo € 02 = (41 €m+2 €m+3 Em2). Dessa forma, tomamos py,1 com rotagdo oo.

Quanto ao vértice p;, este possui seis rotagdes distintas. Designando uma dessas
rotagdes para p; juntamente com a rotacdo o, para pi; compomos seis sistemas de
rotagdes para Z; dados por P; = [01,02], P = [02,02], P3 = [03,02], Py = [04,02],
Ps =[65,02] e Ps = [0, 02].

Os sistemas Py, P3, Ps e P induzem mesmas identificagdes sobre a estrutura
Z3, pois a rotacdo 03 é obtida de 0; permutando uma as arestas paralelas e,,.1 € €43,
um automorfismo de Z; que mantém o, invariante. 0, é obtida da reflexdo de 0, e
Os é obtida refletindo 03 e além disso, 0, é invariante por reflexdo assim, segue da
Proposicado [4.2| que as identificagdes induzidas por esses sistemas de rotagdes sobre Zs
sdo as mesmas a menos de rotulagem de arestas paralelas e reflexdo. Usando esse
mesmo argumento obtemos que P; e P, induzem mesmas identifica¢des sobre Z;.

A seguir exibimos o passeio sobre a Corrente 3, onde cada estrutura Z; possui

Sistema de Rotagdes P;.

€7 C4(n-1)+3

i+7n-1)+5 ‘ i+7n—-1)+2

i+7n—-1)+3 i+7n—-1)+6

C4(n-1)+2 €4n

i+7(n-1)+1 i+7(n—-1)+4

€4(n-1)+1 C4n+1

i j+n i+7 j+n-1) i+14 j+n-2) i+7(n—-1) j+1 i+7n j

Figura 4.64: Passeio sobre Corrente 3 com sistema P;.

Procedendo de modo analogo ao descrito para a Corrente 1, tomamos a extensao
G, pela fusdo de (Gq)r, — a1 com C3 com Sistema de Rota¢des P; de modo que a aresta
e; da corrente incida ao vértice v; e a aresta es,,,1 incida com v, . Explicitamos o passeio
sobre o grafo generalizado e determinemos os pardmetros i e j bem como as fungdes

de emparelhamento.
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01

i+7n+6 j+n

P1

a
3 PZn

i+7n
i+7n+2

€4n+1
j=i+4n+8

U3 U2

jHn+2 az i+7n+1

Figura 4.65: Generalizacdo de (Gi)g, pela Corrente 3 com Sistema de Rotagdes P;.

Dai obtemos as relagbes j =1+7n+8ej=i—-n—-4,ondei+7n+8=i-n-4

(mod 8n + 12) e as fun¢des de emparelhamento descritas abaixo.

Qit7n+1 — Kjins2 (4.2.46)

Air7n+2 — Kit7n+6 (4.2.47)

Qiy7n43 = Ajyns3 (4.2.48)

Qiy7n+a — Xit7n+7 (4.2.49)

Kit7n+5 — Kjin+1 (4.2.50)

Qis7k — Xjsnky; 0 <k <m (4.2.51)
Qirake1 — Qiy7ke3;0 <k <n—1 (4.2.52)
Qipker — Qig7kes; 0 <k <n—1 (4.2.53)
Qipzk+s — Qis7kse; 0 <k <n —1 (4.2.54)

Explicitamos o padrdo de emparelhamento de Pg,,.1> para o caso n = 3 exibido na Figura

Agora exibiremos o passeio induzido pelo sistema P, sobre a Corrente 3.

e 7 €4(n-1)+3

e
i+2 j+4n-2)+2 ' i+6 j+2 ‘ i+4n—-1)+2
j+4n-1)+3

iv7 j+4mn-2)+3 i+4n-1)+3 j+3

€y €6 eg C4(n-1)+2 €4n
i+5
jram-2)+1 i+4(n—-1)+1 j+1
j+4mn-1)+1
es5 €9 €4(n-1)+1 C4n+1

N yd N v b
7z ~ Cd '~ v

i j+dn i+4 j+4n—-1)  i+8 j+4(n—2) iv4n—-1) j+4 i+4n j

Figura 4.67: Passeio sobre Corrente 3 com sistema P».
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Figura 4.66: Cason = 3.

Estendendo (Gy)g, deletando a aresta 4; pela fusdo com a Corrente 3 munida do
Sistema de Rotagdes P,, de forma que e; incida com v; e e4,,1 incida com v, obtemos a

identificagdo sobre o grafo apresentada abaixo.

01

i+4n+6 j+dn

P1

az

pZn

i+4n
i+4n+2

Can+1

j=i+4n+8

as

i+4n+7 i+4n+4

U3 (%]

jran+2 az i+4n+1

Figura 4.68: Generalizacdo de G; e com Sistema de Rotagdes P,.
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Dessa forma extraimos as relagdes j =i+4n+8ej=i—4n—4,ondei+4n+8 =

i—4n—4 (mod 8n + 12) e as fun¢des de emparelhamento do poligono Pg,.1».

Kitan+1 — Kjrans2

Qitan+2 — QAitdn+6

Xiv4ne3 — Xjrans3

Qitan+a — Qitdn+7

Kitan+s — Kjrant1

Qivak — Xjaut); 0 <k <n

Qidhs1 — Ajpa-(e1))+1,0 <k <=1
Qighs2 = a1+, 0 Sk <n—1

Qighs3 — Qa1+, 0 <k <n—1

(4.2.55)
(4.2.56)
(4.2.57)
(4.2.58)
(4.2.59)
(4.2.60)

(4.2.61)
(4.2.62)
(4.2.63)

Avaliando essas relagdes para n = 3 obtém-se o padrdo de emparelhamento de

P3¢ apresentado Figura

-

=]
o
FS
~
~—

Figura 4.69: Cason = 3.
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Conhecendo-se sistemas de rotagdo para as Correntes podemos determinar os
emparelhamentos generalizados. Desa forma, passemos agora a descrigdo de sistemas
de rotagdo generalizados para a Corrente 4. Para isso, designamos rotacdes para cada
vértice das estrutura basica Z,. Assumiremos a seguinte rotulagdo genérica para essa

estrutura.

€m

pt Cm+4
Em+2 €m+3
Cm+1 Pt+1 €mas

Figura 4.70: Rotulacdo de Z,.

Temos trinta e seis formas de se escolher um sistema de rota¢des para Z,, de-
signado uma rotagdo para p; e uma rotagdo para p;.1, dentre as seis rotagdes possiveis
para cada vértice. Explicitaremos dois destes sistemas os quais vao compor sistemas
de rotagdes para a Corrente 4 de forma que os grafos G;, Gy, G3 quando estendidos por
essa corrente geram emparelhamentos.

O primeiro sistema designado é S; = [u1, 1], onde u1 = (e €n+2 €3 €msa) €
rotacdo de p; e 1 = (642 €m+3 €ms5 €ms+1) € rotacdo de pyiq. Atribuindo este sistema a
cada uma das n coépias de Z4 na Corrente 4, obtemos as identificagdes genéricas sobre

a Corrente 4 em funcgdo dos parametros i, j, k e [.

i r+n i+3 r+m-1) i+6 r+m-2) i+3n-1) r+1 i+3n r
_ 1 5 o €9 C4(n—1)+1 Can+1 -
i+1 i+4 .
1+2 I+5 i+3n-1)+1 I+3(n—-1)+2
€3 €4 €7 €s °cc €4(n-1)+3 €an
i+2 i+5 1+30n-1)+1 i+3n-1)+2
I+1 I+4
_ €2 €6 €10 . C4(n-1)+2 C4n+2 _
1 j+n I+3 j+(n-1) I+6 j+n=2) I+3(n-1) j+1 I+3n j

Figura 4.71: Corrente 4 com sistema S;.

O segundo sistema designado é S, = [up, m1], onde > = (en €m+a Emr2 Emez) €
rotagdo de p; € N1 = (€m+2 €m+3 Em+5 €ms1) € TOtacdo de pry1. Dele obtemos as identificagdes

genéricas sobre a Corrente 4 dadas em fungdo dos parametros i, j, ke l.
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i r+3n i+1 r+3n-1) i+2 r+3(n-2) i+(n-1) r+3 i+n r
° €1 o €5 o €9 . C4(n—1)+1 - C4n+1 °
r+3n—-2)+1 I+5 r+l
r+3mn—-1)+1 I+2 [+3n-1)+2
€3 €4 €7 s b C4(n-1)+3 C4n
I+1 r+3mn—-1)+2 I+3n-1)+1
I+4 r+3m-2)+2 r+2
° € €6 - €10 s C4(n—1)+2 - C4n+2 °
1 i+n I+3 i+(n-1) I+6 i+(n-2) I+3(n-1) i+1 I+3n i

Figura 4.72: Corrente 4 com sistema 5.

Explicitamos a seguir, duas generalizagdes de emparelhamentos obtidas do grafo
Gi. Na primeira generalizagdo tomamos (G1)g, e o estendemos com a Corrente 4 com
sistema de rotagdes S; subdividindo as arestas a4; e a4, de modo que ¢; e ¢4 incidam
COM U1 € 411 € €442 incidam com v,. Prosseguindo o passeio sobre a extremidade eg,+1
da corrente obtemos a relagdo | = i + 3n + 3. Seguindo pela extremidade e4,,,» temos
r =1+ 3n+5. Seguido da extremidade e; obtemos a igualdade j = r + n + 3. Agora

continuando da extremidade e, segue que i = j+n + 1.

01

1+3n+3

P2n-1
i+3n

7

i+3n+2 I+3n \4+2

I+3n+2 R
Can+1

U3 (%]}

r+n+2 a2 i+3n+1

Figura 4.73: Passeio sobre a generalizacdo de G; pela Corrente 4 com sistema S;.

Assim podemos expressar trés dos parametros em fun¢do do quarto. Com
efeito, tomemos /, r e j em fungdo do parametro i. Dai segue as rela¢gdes observando a
congruénciamédulo8n+12: [ =i+3n+3el=i-5n-9;r=i+6n+8er=i—-2n-4;
j=i+7n+11ej=1i-n—1. Dessa forma temos as seguintes regras que expressam o

emparelhamento de arestas de Pg,.12.



Xit3n+1 — Xit7n+10

Xit3n+2 — Aiten+6

Qiren+5 — Xit7n49

Qivon+7 — Xiton+d

Qipsk — Qiyznes- 0 <k <n
Qis3ni343k — Qiggni11-, 0 <k <n
Qirses1 — Qisdneaszi; 0 <k <n—1

Qi3es2 — Qipanesa3i; 0 <k <n—1
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(4.2.64)
(4.2.65)
(4.2.66)
(4.2.67)
(4.2.68)
(4.2.69)
(4.2.70)
(4.2.71)

Fixando n = 3 e o parametro i = 1 obtemos o diagrama de emparelhamento

ilustrado na Figura

Figura 4.74: Cason = 3.

Na a segunda generalizacdo tomamos (G1)g, e o estendemos com a Corrente 4,

obtida por subdivisdes das aresta a4 e 4. Assumimos a Corrente 4 com sistema de
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rotagdes S;, de modo que e; e e, incidam com v;, 4,41 incida com v; e ey, incida com
vs.

Seguido da extremidade e; obtemos aigualdade i = r+n+4. Agora continuando
da extremidade e, segue que [ = j + n + 4. Prosseguindo o passeio sobre a extremidade
esn+1 da corrente obtemos a relagdo j = i + 3n + 2. Seguindo pela extremidade ey,

temosr =1+ 3n + 2.

U1

Pan-1
€an+1

Figura 4.75: Passeio sobre a Generaliza¢do de G; pela Corrente 4 com sistema S;.

Tomando os parametros j, v e | em fun¢do do parametro i obtemos: j =i+ 3n+2
ej=i-5n+2,r=i+7n+8er=i-n—-4l=i+4n+6el =1i—4n— 6. Verifica-se
quei+3n+2=i-5n+2 mod 8n+12), i+7n+8 =i—n-4 mod (8n + 12) e
i+4n+6=i—4n—-6 mod (8n + 12).

Assim, explicitamos as relacdes que descrevem os emparelhamento de arestas

de Pg;12.

Qiy8n+9 — Xitdn+5 (4.2.72)

Aitgn+10 — Xiy7n+7 (4.2.73)

Qitgn+11 — Xitdn+3 (4.2.74)

Qirdn+s — Kit3n+1 (4.2.75)

Qirsk — Qisgnas—i; 0 <k <n (4.2.76)
Qiranso+3k — QAiranso-;0 <k <n (4.2.77)
Qir3es1 — Qipans7430 <k <n—1 (4.2.78)

Qirskr2 — Qiganssz 0 <k <n—1 (4.2.79)
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Figura 4.76: Cason = 3.

Encerramos esta secdo salientando que outros emparelhamentos generalizados
podem ser obtidos dessas mesmas estruturas de correntes. Outros sistemas de rota-
¢do podem ser atribuidos dando origem a novos emparelhamentos. Uma segunda
alternativa para construir novos emparelhamentos consiste em tomar correntes mistas

compostas por diferentes estruturas.
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho nés desenvolvemos emparelhamentos de arestas para
poligonos hiperbdlicos associados a grafos regulares. Determinamos os possiveis gra-
fos que admitem mergulho celular em uma superficie compacta e orientavel de género
g = 2. Fizemos um estudo detalhado dos sistemas de rota¢des para cada um destes
grafos. Nossa contribuigdo foi apresentada ao longo da Segao 4.1/ em forma de propo-
si¢cdes e teoremas com os novos resultados obtidos. Nesse contexto demonstramos o
Teorema

A partir dos resultados da Secdo |4.1| construimos emparelhamentos generaliza-
dos para poligonos da tesselacdo hiperbdlica {8y —4, 4} os quais determinam o conjunto
de geradores de um grupo Fuchsiano I.' Mencionamos que obtemos extensdes dos
H;, H, e H3 das quais obtemos emparelhamentos generalizados para a poligonos da
tesselagdo hiperbolica {20n — 10,5} associados a grafos 5-regulares mergulhados em
superficies de género 37 — 1.

Nesse contexto, fica como um possivel desdobramento futuro a tarefa de expli-
citar as isometrias hiperbolicas para cada emparelhamento exibido para Ps, Pijg e P1; e
realizar o estudo da estrutura hiperboélica do espago orbital de H? pela agdo do grupo
Fuchsiano, que é uma superficie de Riemann.

No sentido da Teoria de Grafos, um possivel desdobramento consiste em desen-
volver métodos computacionais para determinar a familia dos grafos de emparelha-
mento para uma determinada superficie compacta e orientdvel de género g. Ainda no
sentido da Teoria topoldgica de grafos pode-se desenvolver estudo analogo para su-
perficies compactas e ndo orientdveis, determinando os grafos que admitem mergulho

celular em determinada superficie e as representagdes poligonais para associadas.
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