VANESSA DA CONCEICAO GUILHERME ANTUNES

O CONJUNTO DE ROTACAO

Dissertacao apresentada a Universidade
Federal de Vicosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Poés-Graduacao
em Matematica, para obtencao do titulo
de Magister Scientiae.

VICOSA
MINAS GERAIS - BRASIL
2018



Ficha catalografica preparada pela Biblioteca Central da Universidade
Federal de Vigosa - Campus Vigcosa

T
da Conceicdo Guilherme Antunes, Vanessa, 1994-

P324c O conjunto de rotacdo : ./ Vanessa da Conceicao
2018 Guilherme Antunes. — Vigosa, MG, 2018.

vii, 58f. : il. (algumas color.) ; 29 cm.

Inclui apéndices.

Orientador: Bernardo Melo de Carvalho.
Dissertacéo (mestrado) - Universidade Federal de Vicgsa.
Referéncias bibliogréaficas: f.58.

1. conjunto de rotagdo. 2. endomorfismos.
3. homeomorfismos. 4. circulo. 5. toro. I. Universidade Federal
de Vigosa. Departamento de Matematica. Mestrado em
Matematica. IlI. Titulo.

CDD 22. ed. 510




VANESSA DA CONCEICAO GUILHERME ANTUNES

O CONJUNTO DE ROTACAO

Dissertacao apresentada a Universidade
Federal de Vigosa, como parte das exi-
géncias do Programa de Poés-Graduacgao
em Matemadtica, para obtengao do titulo
de Magister Scientiae.

APROVADA: 22 de fevereiro de 2018.

ND—
Lol P
. 7 —x

BMr Mejla Garcia Pablo Daniel Carrasco Correa

Z%mmm(i@ AA;[)}Q CQL %\ﬁ\m({m

Bernardo} Melo de Carvalho
(Orientador)



il

Dedico este trabalho aos meus pais,
Marcelino e Maria José.



Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus, pois hoje, mais do que nunca, compreendo a
existéncia de uma for¢a maior e sei que sera essa mesma forca que me fara seguir
sempre em frente, por qualquer caminho.

Agradeco ao meu pai Marcelino e a minha mae Maria José, que mesmo nao
estando aqui para me acompanhar durante esses dois anos, nunca me abandonou
e se tornou meu maior estimulo. Sei que de onde ela esté, sempre estard comigo,
com sua presenca linda e feliz. Vocés serao sempre meus melhores professores e
exemplos de humildade.

Agradeco a minha avd, pelos momentos de aconchego e carinho de sempre.

Agradeco ao meu orientador, Bernardo, pela paciéncia nos ensinamentos e pelo
estimulo para que eu me tornasse cada vez melhor. Obrigada por me incentivar
tanto a acreditar mais no meu potencial. Sem vocé nao teriamos chegado até
aqui.

Agradeco também ao meu coorientador, Walter, pela amizade e ensinamentos.
Sua presenca foi muito importante para a conclusao desse trabalho.

Agradeco as minhas colegas de reptblica, por fazerem meus dias mais felizes
e por compartilharem tantos momentos comigo.

Agradeco aos meus amigos e colegas de curso pela amizade, momentos de
descontracao e de estudos. Vocés foram muito importantes para minha formacao
e vao continuar presentes em minha vida.

Agradeco também ao secretario do DMA-UFV, Joao, aos professores e demais
funcionarios do DMA-UFV, por colaborarem com a minha formagao e pelos
eficientes servigos prestados.

Agradeco a todos que de alguma forma contribuiram para a realizacao deste
trabalho.

Por fim, agradeco a CAPES pelo apoio financeiro indispensavel para a
realizacao deste trabalho.

il



iv

O pensamento é apenas um
lampejo entre duas longas noites,
mas esse lampejo é tudo.

Henri Poincaré



Resumo

ANTUNES, Vanessa da Conceicdo Guilherme, M.Sc., Universidade Federal de
Vigosa, fevereiro de 2018. O conjunto de rotagao. Orientador: Bernardo Melo
de Carvalho. Coorientador: Walter Teoéfilo Huaraca Vargas.

A nocao de nimero de rotagao foi introduzida por H. Poincaré (1952, referéncia
[9]) para homeomorfismos que preservam orientagao no circulo S' . Desde entdo
varios matematicos tentam generalizar essa nocao para outras situacoes. Neste
trabalho estudaremos a geometria do conjunto de rotacao para endomorfismos no

circulo S' e para homeomorfismos no toro m-dimensional T™.



Abstract

ANTUNES, Vanessa da Conceicdo Guilherme, M.Sc., Universidade Federal de
Vigosa, February, 2018. The rotation set. Adviser: Bernardo Melo de Carvalho.
Co-adviser: Walter Teofilo Huaraca Vargas.

The notion of rotation number was introduced by H. Poincaré (1952, reference
[9]) for homeomorphisms that preserve orientation in the circle S!. Since then
several mathematicians tried to generalize this notion to other situations. In this
work we will study the geometry of the rotation set for endomorphisms in the

circle S' and for homeomorphisms in the m-dimensional torus T™.
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Introducao

2

O objetivo da teoria de Sistemas Dinamicos é estudar, principalmente em
longo prazo, a evolucao de um sistema. Uma vez conhecidas as regras de evolucao
de um determinado sistema, pode ser impossivel, ainda assim, conhecer com
boa seguranca, sua evolucio ao longo do tempo. E nessa perspectiva que se
desenvolveu o campo dos Sistemas dinamicos.

Diversos sao os ramos de pesquisa que influenciaram o surgimento da teoria
dos Sistemas dinamicos, como por exemplo, a Fisica e a Biologia. Tal teoria teve
contribui¢oes de varios cientistas, como a do matematico francés Henri Poincaré
considerado um dos criadores da moderna teoria dos Sistemas dinimicos. As
primeiras contribuicoes de Poincaré se deram com os trabalhos relacionados a
Mecéanica Celeste no final do século XIX.

Um sistema dinamico pode ser definido de véarias maneiras, neste trabalho
vamos considerar a seguinte nogao de sistema dinamico: Seja X um conjunto
nao-vazio e f uma aplicacao qualquer de X nele mesmo, entdo o par (X, f) ¢ um
sistema dindmico e X € dito espaco de fase. As Orbitas sao os exemplos mais
simples de sistemas dindmicos. Dada uma aplicacao f : X — X, a oOrbita de
um ponto x € X é o conjunto de todos os iterados f'(z), t € N. Neste cenario
queremos descrever a estrutura de o6rbitas do sistema dinamico, isto é, descobrir
para onde converge a sequéncia (f*(x));>o.

Utilizando um invariante dinamico, conhecido como ntmero de rotacao,
Poincaré obteve uma classificacdo para os homeomorfismos que preservam
orientacao no circulo que ficou conhecida como Teorema de Classificacao de
Poincaré e que pode ser consultada na referéncia [4] ou no Apéndice A deste
trabalho. Esse teorema afirma que dado um homeomorfismo f que preserva
orientacao no circulo, com nimero de rotacao irracional p, entao se f é transitivo,
f é conjugado a uma rotacao de angulo p e se f nao é transitivo, f é semi-
conjugado a uma rotacao de angulo p.

No caso dos endomorfismos no circulo e das aplicagoes no toro, veremos que
aparece, nao mais um numero de rotagao, mas um conjunto de rotacao, que é o
principal objeto de estudo deste trabalho. A pergunta que pretendemos responder
e que originou todo esse trabalho é a seguinte:

Pergunta. Quais subconjuntos de R™ sao conjuntos de rotacao de algum sistema
dindmico?

Neste trabalho pretendemos discutir a geometria do conjunto de rotagao em
dois contextos diferentes:

(1) Endomorfismos no circulo;



(2) Homeomorfismos no toro.

O caso (1) foi introduzido por Newhouse, Palis e Takens e pode ser encontrado
na referéncia [1]. Dado um endomorfismo no circulo fy, um levantamento f de
fo e um ponto x € R, o nimero de rotacao de fy no ponto x ¢ dado de maneira
parecida como definiu Poincaré. Consideremos a sequéncia (W) e analisemos
seu maior ponto de acumulagdo. Para o caso de homeomorfismos que preservam
orientacao no circulo essa sequéncia sempre converge, mas para endomorfismos no
circulo essa sequéncia pode nao convergir. Veremos que na verdade s6 podemos
garantir que essa sequéncia seja limitada. Desse modo, obtemos um conjunto de
rotacao que serda dado pelo fecho do conjunto de todos os ntimeros de rotacao.
Uma das principais propriedades desse conjunto, obtida por Newhouse, Palis e
Takens é

Teorema A. O conjunto de rotagcao para endomorfismos no circulo é um
wntervalo fechado e limitado da reta R.

Um exemplo que ilustra esse teorema ¢ dado pela aplicacao
f(x) = 2+ sen (27mx).

Veremos que o conjunto de rotagao dessa aplica¢do é o intervalo [—1,1]. No
caso de homeomorfismos que preservam orientacao no circulo o intervalo é trivial,
de modo que o conjunto de rotacao na verdade é um nimero de rotacao. Além
disso, neste trabalho mostraremos o seguinte resultado

Teorema B. Todo intervalo compacto da reta é conjunto de rotacao de algum
endomorfismo no circulo.

De fato, a prova desse fato é baseado na familia de endomorfismos conhecida
como Arnold Tongue. Essa familia é definida por

f(x) =2+ b+ asen (2rx),

onde a,b € R. Mostraremos que percorrendo os parametros a e b, os respectivos
conjuntos de rotacao percorrem todos os intervalos da reta.

O caso (2) é abordado por Misiurewicz e Ziemman (referéncia [2]) e sera
estudado no capitulo 2. Neste caso, temos algumas nocoes diferentes de conjuntos
de rotacao. Dado f um levantamento de alguma aplicacao fy : T™ — T™ continua
e homotopica a identidade e z € R™, consideremos o conjunto p(f, z) de todos os

. . ~ . ~ . () —: .
limites das subsequéncias convergentes da sequéncia (Lﬁf) . O conjunto
>1

pp(f) = Uzermp(f, 2)

é dito conjunto de rotacdao pontual de f.
Na definicao de conjunto de rotacao, nao ha porque fixar um ponto, assim
vamos tomar o limite de todas as sequéncias convergentes



(—f"i(“)_m"> cx; € R™ n; — oo.
i>1

ng

Ao conjunto obtido chamaremos de conjunto de rotacao de f. O fato de f ser
homotopica a identidade, implica que 0 € p(f) e portanto este conjunto é nao
vazio. Desse modo, restringiremos nosso estudo & aplicacoes que satisfacam essa
propriedade.

As principais propriedades do conjunto de rotacao para este caso sao

-

Teorema C. O conjunto de rota¢do € um subconjunto compacto e conexo de R™.
Além disso, se m = 2 e a aplicacao € um homeomorfismo, entao o conjunto de
rotacao € também convezo.

Note que o fato do conjunto de rotacao ser um subconjunto compacto e
convexo de R?, para homeomorfismos de T?, implica que as possibilidades do
conjunto de rotacao se reduzem aos seguintes casos:

(1) um tnico vetor;
(2) um segmento de reta com comprimento positivo;

(3) um conjunto com interior nao-vazio.

Exibiremos exemplos de homeomorfismos no toro T? cujos conjuntos de
rotacdo tem exatamente cada uma destas formas acima. O caso (1) é dado
por uma rotacdo no toro T?, onde o angulo de rotacio ¢ um vetor de R2.
Para exemplificar o caso (2) usaremos uma aplicagao que da origem a um fluxo
conhecido como Fluzo de Reeb, o qual é construido na faixa (—oo,00) x[0,1]. Jao
caso (3) é exemplificado com um caso particular do artigo de Kwapisz (referéncia
[3]). Ele mostra que cada poligono convexo com vértices racionais é conjunto de
rotacdo de algum homeomorfismo do toro T?, homot6pico & identidade.

O conjunto de rotacao pode ser ttil para conhecer propriedades dinamicas do
sistema, como por exemplo

Teorema. Se p(F') tem interior nao vazio, entio f tem entropia positiva.

No apéndice B definimos a nocao de Entropia topologica. O teorema acima
implica que f possui um comportamento dinamico caotico.

Caso o conjunto de rotacao seja um segmento de reta com comprimento
positivo podem ser construidos exemplos onde o conjunto de rotacao é (a) um
segmento com inclinagao racional e portanto, com infinitos pontos racionais ou;
(b) um segmento com inclinacao irracional e um ponto final racional. Ja existem
exemplos de homeomorfismos no toro com esse tipo de segmento de rotacao que
indicam que esses exemplos podem ser vistos como bons modelos para o caso geral.
Além disso, ja existem resultados com mais informagoes sobre cada um dos trés
casos acima. Esses avancos indicam a possibilidade de alguma classificacao. No
entanto, ainda nao se sabe se qualquer segmento de rotacao, diferente dos casos
(a) e (b) acima podem ocorrer e, em caso afirmativo, quase nada se sabe sobre



as consequéncias dinamicas de segmentos de rotagao de tal tipo.

Na verdade, foi conjecturado por Franks e Misiurewicz (ver referéncia [6]) que
estes nao podem ocorrer. Essa conjectura vem desafiando muitos especialistas
por mais de duas décadas e ainda existem muitos resultados parciais sobre o
problema. Artur Awila provou que qualquer segmento de reta com inclinacio
irracional é conjunto de rotacdao de algum homeomorfismo no toro, mas a prova
desse fato ainda nao foi publicada.

Em geral, uma 6rbita periddica sempre tem um vetor de rotacao racional, mas
nesse caso estamos referindo 4 uma dinadmica sem pontos peridédicos, em particular
no caso em que os segmentos de rotagao nao contenham nenhum ponto racional.
Isso faz com que muitas técnicas da dinamica topologica com base na existéncia
de orbitas periodicas falham ao aplicar. Esse fato destaca a necessidade de uma
melhor compreensao da dinamica livre dos pontos peridédicos. A conjectura Franks
- Misiurewicz foi confirmada para algumas subclasses particulares (ver referéncia
|6] para mais detalhes), que sdo certamente muito restritivas em comparagao com
os homeomorfismos do toro geral. Mas como esses sao os tinicos resultados parciais
existentes sobre o problema, eles se tornam o tnico ponto de partida 6bvio para
novas investigacoes. Na referéncia [6] Jager e Passeggi dao um primeiro passo
nessa direcao. Eles estudam os homeomorfismos do toro que sao semi-conjugados
a uma rotacao irracional unidimensional.

O texto esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 trabalhamos com
os endomorfismo no circulo, onde provamos os Teoremas A e B; no capitulo 2
estudamos o conjunto de rotacao de aplicagoes no toro e provamos o Teorema
C; no apéndice A encontramos algumas propriedades relacionadas a definicao
de levantamento e a prova do Teorema de Classificacao de Poincaré; o apéndice
B consta de alguns conceitos e resultados relacionados a Teoria de Medida e
integracao, os quais serao necessarias no capitulo 2.



Capitulo 1

Conjunto de rotacao para
endomorfismos no circulo

Neste capitulo provaremos os Teoremas A e B, citados na introduc¢ao. Para
isso, inicialmente veremos alguns conceitos e resultados preliminares.

1.1 Levantamento e conjunto de rotacao

Considere R munido com a seguinte relacao de equivaléncia: Dados z1, x5 € R,
Ty~ Ty X1 — Xy € L.

Dessa maneira, para cada x € R, podemos definir a classe de equivaléncia de
x por

2] = {y e Rz ~y}.
O conjunto de todas as classes de equivaléncia
R/~ =A{lz];z € R}

é dito quociente de R pela relacao de equivaléncia ~ e denotado por
R/Z = {[z];z € R}.

Dizemos que S' = R/Z é o circulo unitdrio.

Existe uma aplicacdo natural, que projeta cada ponto z € R no circulo S!.
Essa aplicacao é conhecida como aplicacao de recobrimento ou aplicagao projecao
e é dada por,



7R —S!

A aplicacao de recobrimento acima possui as seguintes propriedades

1) w(z) =n(z+k); Vk € Z;
De fato, n(z + k) = [x + k] = [z] = 7(x).

2) m & sobrejetiva, mas nao ¢ injetiva. Note que, dado z € R, temos que 71 ()
é infinito e dado por

mHx)={z+ ki k € Z}.

Definicao 1.1. Uma aplicacio continua f : R — R € um levantamento da
aplicacio continua fy: St — St se

mof=foom.

O seguinte diagrama comuta

IT | ]T
1 1
fo S

Intuitivamente, f é uma representacao continua de fy em cada intervalo da
reta real R.

Figura 1.1: fo:S! —Ste f: R — R.

Exemplo 1.2. f(z) =x+p+k, p € R e para todo k € Z é um levantamento da
aplicagao rotagio R,([x]) = [z + pl.

O grau de uma aplicagdo continua fy nos diz quantas "voltas" f; da em torno
de St

Defini¢ao 1.3. O nimero d = f(x + 1) — f(x), onde f € um levantamento
qualquer de fy € chamado de grau de fy e denotado por deg fo.



O grau de f; independe de x e é 0 mesmo para qualquer levantamento de fy
(Observagao 2.27 - Apéndice A).

Denotemos por End (S!) o conjunto das aplica¢oes continuas fo : S — S! de
grau 1, com a topologia usual C°. O conjunto de rotacao de uma aplicacao fy €
End (S') leva em conta o deslocamento médio de todos os pontos do recobrimento.

Definigao 1.4. Sejam fo : S' — S! € End (SY), f um levantamento de fy e
x € R. Chamamos de nimero de rotacao do ponto x ao nimero

p(f,z) = limsup [ie) =

n—oo

O conjunto de rotagao de f é dado pelo fecho do conjunto dos nimeros de
rotacao dos pontos da reta

p(f) = {po(f,z);x € R}.

O namero de rotacao (consequentemente o conjunto de rotagao) sempre existe.
De fato,

Proposicao 1.5. Seja fo um endomorfismo no circulo e f um levantamento de
fo. Entao, o nimero de rotagao p(f) sempre eziste.

Demonstracao. De fato, basta mostrar que a sequéncia (W) é limitada.
n>1

Para isso, mostraremos que essa sequéncia estd contida no intervalo [—1,1],
Vn € N.

Como deg fy =1, temos que f(z)—x <lsex >0e f(z)—z > —1sex <0.
Portanto |f(x) — x| <1, Vo € R. Agora,

[ (z) — 2| = f*(2) + f(z) — f(2) — 2|
< |f*(@) = f(2)| + [ f () — =]
<2

(1.1)

Segue, por indugao que |f"(z) — z| < n, Vx € R. Sendo assim,
Sl (@) =2l < 1

Logo,

VreR,neN.
m

Além disso, veremos que esse numero independe do levantamento escolhido
(Proposicao 1.6). Desses fatos, segue que o niimero de rotagao (consequentemente
o conjunto de rotagao) estd bem definido.



1.2 Propriedades do conjunto de rotacao

O conjunto de rotacdo é uma importante nocao para compreender o
comportamento dindmico dos endomorfismos no circulo. Nesta secao veremos
algumas das principais propriedades deste conjunto, para este tipo de aplicacao.

A seguinte proposicao nos diz que o conjunto de rotacao independe do
levantamento escolhido, a menos da translacao de uma constante inteira.

Proposicao 1.6. Se fi,fo : R — R sao dois levantamentos de fy, entao
p(fa,x) = p(f1,x) + k, para algum k € Z.

Demonstracao. Sejam f1, fo : R — R levantamentos de fj, entao existe k € Z tal
que

f3(x) = fi'(x) + nk.

Assim,

p(f2, 1) = 1imsupm

n—00 n
n k—
= lim sup filz) +n <

Nn—00 n

n

n—oo

= p(f1,x) + k. (1.2)

]

Uma outra propriedade nos diz que dois niimeros que estao na mesma fibra
possuem o mesmo nimero de rotacao.

Proposicao 1.7. Se w(z) = w(a'), entao p(f,x) = p(f,2').

Demonstracao. Se mw(x) = w(x') entdo existe k € Z tal que 2/ = x + k. Dai,

p(f,z") = limsup [ =

n—oo
— Jim sup x4+ k)— (z+ k)
n—o00 n
:limsupf (x)+k—z—k
n—o00 n
= lim sup (x) —w
n—00 n
=p(f,z). (1.3)



O nimero de rota¢do p(f,p) e o conjunto de rotagdo p(f) sdo invariantes
topologicamente. Em outras palavras,

Proposigao 1.8. Se dado fy,g0 : S' — S' € End (S'), existir hg : S* — S
homeomorfismo tal que go = hy' o fo o hy entdo

p(f.p)

= p(h~ Ofoh h(p)),
p(f) =

p(h™to foh).
onde f,h sao levantamentos de fo, hy respectivamente.

Demonstracao. Sejam h, f levantamentos de hg, fy, respectivamente. Entao,m o
h=hpomenmof=fyom.
* h~! é um levantamento de hy';
** h=lo foh éum levantamento de hy' o fy o hg. De fato,
mtohlofoh=hylomofoh

:halofoo'/roh
=hylofoohgonm (1.4)

Entao, dado = € R temos

(h=to foh)"(z) —x (ko froh)(x) —

n n
_ Bt o (o m)(w) = S o hx) + [ o ha)
NUUELOEL '
_ o (froh)(x) — fm o h(x)
n
f” onh(ZL") o hSﬁ) I h(le— €T (1.5)
Logo,
p(h~" o foh)=Ilimsup (ho fno h)"(z)
< Timsup 0O h)zfx> — f" o h(x)
+ Timsup 2 h(xrz LG T sup MT_QU (1.6)

Agora, h(z) —x e h™!(z) — z s@o fungoes periodicas de perfodo um. De fato,

hz+1)—(x+1)=h(z+1)—2z—1
(:L‘)+1—£L‘—1
(z) = (1.7)

h
h
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Analogamente, verifica-se para h;'(x) — z.
Assim, os numeradores do primeiro e terceiro limite sdo expressoes limitadas
independentes de z, logo esses limites tendem a zero. Portanto,

p(h™'o foh)=Ilimsup f" o hz) = hz)

= lim sup fi) — @
N—00 n
— o(f). (1.8)

[]

Na proposicao 1.5 vimos que o nimero de rotacao sempre existe, mas este
ntimero pode nao ser o mesmo para todo ponto. Os resultados que seguem nos
ajudarao a provar o Teorema A, o qual afirma que conjunto de rotagao p(f), para
endomorfismos no circulo, é um intervalo fechado e limitado da reta.

O lema abaixo diz que dado um endomorfismo no circulo fy, se nao existe
ponto periddico de fy com nimero de rotacao %’; p € Z, q € N entao todo niimero
de rotacao de f, ou é menor que ’E’ ou maior que %’;.

Lema 1.9. Seja fo € End (S') e f um levantamento de fy. Se nao eriste v € R
com fg(n(z)) = w(x) e p(f,z) = L, entdo p(f) estd contido em {x € R;z < £}
ou{zr € Rjz >}

Demonstragao. Suponha que para algum x € R, tivéssemos f9(z) = = + p,
p,q € Z. Entao

p(f,z) = lirnsupM S
q q

q—o0

fo(m(x)) = =(f(x)) = 7(x + p) = m(x).
Isto é, m(x) seria ponto periddico de f, com numero de rotagio %, contradizendo

a hipotese. Portanto, devemos ter f¢(z) —x < p ou f%(z) —x > p, Vo € R.
Note que

filz+1) —(x+1)=flz)+1—2z—1= fi(z) — z,
ou seja, f9(x) — z é periodica de periodo 1. Isso implica que existe € > 0 tal que
fi(z)—x<p—e, VreRou fi(z) —x >p+e, YV eR.

Segue que p(f) esta contido em

{reRiz <=} ou {xER;xz%}.
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Corolario 1.10. Seja fo € End (S*), o, B € p(f) e a < § < B para algum
racional %’. Entao fo tem um ponto periddico com numero de rotagao g e

consequentemente £ € p(f).

O corolario acima nos diz que se X C [a, 8] é o conjunto de todos o racionais
que estao nesse intervalo, entao X € p(f).

Teorema A. Se fy € End (S') entio o conjunto de rotagio p(f) é um intervalo
fechado e limitado da reta.

Demonstragao. O conjunto de rotagao p(f) é limitado, portanto tem um infimo
a e um supremo b. Por definicao, o conjunto de rotacao de uma aplicacao fy €
End (S'), onde f é um levantamento de fo, é

p(f) ={p(f,z);x €[0,1]},

logo é um conjunto fechado. Portanto, a,b € p(f).

Se a = b, entdao o conjunto de rotagdo p(f) ¢ um tunico ponto. Se a < b (o
caso a > b é analogo) entdo, pelo corolario 1.10, todos os nimeros racionais que
pertencem ao intervalo [a, b] estdo no conjunto de rotacdo p(f).

Seja

X ={z€Q; z € [a,bl]}.

Dado A # (), aberto em [a, b], temos que AN X # 0, logo X é denso em [a, b], isto
é, X = [a,b]. Portanto, todo ponto de [a,b] é ponto de acumulacao do conjunto

de rotagao p(f). Como o conjunto de rotagao é fechado, segue que p(f) = [a, b].
]

Esse teorema nos diz que se f; € End (S'), entdo o conjunto de rotagao p(f)
ou é um ponto ou é um intervalo fechado da reta. Em particular, se fy é um
homeomorfismo que preserva orientagdo no circulo, entao o niimero de rotacao
sempre existe e além disso é o mesmo para todo ponto x € R. Em outras palavras,

Teorema 1.11. Sejam fy : S* — S' um homeomorfismo que preserva orientagao
no circulo e f : R — R um levantamento de fy. Entao, Vo € R, o limite

po(f) = lim m

n—o00 n

existe e independe do ponto x.

Demonstracao. Eristéncia: Precisamos mostrar que existe z € R tal que
) ") —x
lim L
n—00 n . . . . ~
em que fy tem um ponto periddico de periodo ¢ e depois o caso em que fy nao

tem pontos periodicos.

exista. Para isto, consideraremos dois casos. Primeiro o caso



12

1. fo tem um ponto periddico de periodo q.
Como fy tem um ponto periddico de periodo ¢, entao existe xg € R tal que
Fi(w (o)) = (o).
Como f é um levantamento de fy, ji vimos que f? é um levantamento
de f¢, logo mo f1 = flom Dai, n(fi(xo)) = fi(n(z0)) = m(ao), isto ¢
m(f(x0)) = m(xo) e portanto, [f(xo)] = [xo] e entao, f(xo) = xo+p, onde
p € Z.
Afirmacao: O limite existe e além disso, é racional.
De fato, tomemos n € N, entao pelo algoritmo da divisao euclidiana,
n=kqg+r,com0<r <q. Assim,

= f"(x9) + kp, com p € Z. (1.9)

Dali,

n—oo n n—00 n

(1.10)

= lim =

Comon = kq+rer =0,1,2,3,....,g — 1, entao f"(z9) — o < max
|f7(xg) — xo| = M, onde j € {0, ...,q — 1}. Logo, |f"(x¢) — xo| é limitado e

1 "(xg) —
lim — = 0. Portanto, lim m = 0. Como lim — = ]—?, segue
n—oo N n—o00 n n—oo ( —+ %
"xg) —
n—o00 n

O que comprova a afirmacao.

2. fo nao tem pontos periddicos.
Como fp nao tem pontos periodicos, ndo existe g € Z, tal que fi(n(z)) =
n(z), Vo € R. Logo, fi(m(x)) # =n(z), Yg € Z e entao n(fi(x)) =
fd(rm(z)) # w(x). Portanto [f9(x)] # [z], isto é, f%(x) # x + p, onde
p € 2.
Isto significa que nao existe p, ¢ € N, tal que f%(x) =z +p, Vo € R, isto é,
fi(z) — o ¢ Z.

Fixando z, entao para cada n € Z*, existe p, € Z tal que
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fn(x) —TE (pn - 1>pn) (1)

Dai, pelo Teorema do Valor Intermediario, o mesmo p, serve Vx € R. De
fato, seja @ = f™(x) — x, entdo « é continua. Tome ky, ko, k3, ky € Z
com ky < ko < k3 < k4. Supondo que Ja, b € R tal que a(a) € (ki,k2)
e a(b) € (ks, ky4) entao, pela continuidade de «a, deve existir ¢ € R tal que
alc) = kg € Z, isto é, f"(c) — c = kg € Z, 0 que é uma contradi¢ao. Logo

pn— 1< f"(z) —x <pp, Ve eR (ii)
Usando (ii) para xo, f™(z0), f**(x0), ..., e para qualquer m € N, teremos

(pp — 1< f*(2) — 2 < py
pn— 1 < f*(f"(20)) — f"(20) < pn
m parcelas { p, — 1 < f"(f*"(z0)) — f*"(x0) < Py

(P — 1< f(f D)) = [ D™ (20) < pa
Somando as m parcelas acima, temos:

m(pn — 1) < f™(x0) — 2o < mpn
Multiplicando as parcelas desta desigualdade por %, temos:

P 1 _ [™(z0)=T0 _ pn
n n < mn < n

Portanto,
‘fm”(xo)—mo | o1
mn n n
E, invertendo os papéis de m e n temos
‘u _pm| o1
mn m m

Dessa forma,

‘p_m_& _ ‘Zﬁ_ fm"(ffo)—$0+fmn(95o)—$o _ Dn
m n m mn mn n
< ,m_@ +‘m_p_m‘
mn n mn m
1 1
<=+ —. (1.11)
n m

Isto significa que a sequéncia (2*),cy ¢ uma sequéncia de Cauchy. Mas R ¢

um espago métrico completo, logo toda sequéncia de Cauchy em R converge.
~ . p 7

Segue que a sequéncia (2%),cn é convergente.

Ja vimos que
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‘ f™ (xo)—x0
mn

n 1
fn(x(]) — 2y
n— 00

n
tornam-se arbitrariamente proximas a medida que n — oo e a sequéncia
(E2) converge. Isto é,

n

~ . . ~ . n —
Entao, lim existe, uma vez que as sequéncias (m) e (Br)
n n

"(xg) —
lirn—f(0> O:Iimlﬁ
n—oo n n—oo M

O limite independe de x: Como fy é um homeomorfismo que preserva
orientacao no circulo, deg(fo) = 1, isto é, f(x +1) = f(x) + 1. Para z,
y € [0,1) temos |f(y) — f(x)| < 1. De fato, se z,y € [0, 1), entdo |[y—z| < 1.
Entao, por um lado, como y —z < |y — z|, temos que y — z < 1 e portanto
y < x + 1. Dai, aplicando f™ em ambos os lados dessa desigualdade temos

ffy) < ff(x+1)
= ) + 1. (1.12)

Portanto, f"(y) — f"(z) < 1.
Por outro lado, como —y + = < |y — x|, temos que —y + x < 1 e portanto,
x < y+ 1. Aplicando f" em ambos os lados da desigualdade temos

i) < f"(y+1)
= f"(y) +1 (1.13)

Portanto, f™(x) — f"(y) < 1. Assim, concluimos que, em ambos o0s casos,
vale | f"(y) — f"(x)| < 1. Agora,

ffl@) -z f"(y) —y

n n

= L) —o— )+ w)
(17"(2) = F)] + = — )

IN

IA
SIo3|—3

(1.14)

Portanto x e y coincidem.

: . x
Reunindo todos os resultados, temos que po(f) = lim tanto
n

existe como tem o mesmo valor para todo x € R. O que completa a
demonstragao.

1.3 A familia Arnold Tongue

O objetivo principal dessa secao é mostrar que
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Teorema B. Todo intervalo fechado e limitado da reta é conjunto de rotacao de
algum endomorfismo do circulo S*.

Para isso consideraremos a familia de endomorfismos
fo(x) =x + b+ asen (2nx)

com parametros a,b € R, conhecida como familia Arnold Tongue e estudaremos
a geometria de seu conjunto de rotacao. Na Figura 1.2 abaixo, exibimos algumas
aplicagoes dessa familia. Essas aplicacoes sao casos particulares dos cinco casos
abaixo.

Afim de provar o Teorema B, mostraremos as seguintes afirmacdes:

Figura 1.2: Algumas aplicacoes da familia Arnold Tongue

1) Sea €0, ], b =0 entao p(f) é um tnico ponto;

2) Sea=1,b=0entdo p(f) =[-1,1];

(1)

(2)

(3) Sea=0,b€ R entio, p(f) = {b};

(4) Sea=1,b€ Zentdo p(f) = [b— 1,b+ 1J;
(5)

5) Sea=k €Z,b=0,entao p(f) = [k, k|

Verifiquemos o caso (1). Para isso, consideremos os casos particulares a = b =
Oea= 2L’ b=0.
s

(a) a=0b=0;
Neste caso, temos que fo(z) = x. E facil mostrar que f(r) = z é um
levantamento de fy. Agora,
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f"(z) =z, Vn € Z.
Assim,

limy, o0 872 = 0, V2 € R,

Portanto, p(f) = {0}.

(b) a=5,b=0.
Neste caso, fo(z) = z + 5= sen (2mz). Mostraremos que f; ¢ um

homeomorfismo. Com efeito, a derivada dessa aplicacao é dada por
fo(x) = 1+ cos (27x).
Note que
fi(z) =0 < cos (2mx) = —1,

isto é, © = %, k impar, k € Z. Isso significa que fi(x) = 0 apenas para
um conjunto discreto de pontos. Além disso, nos demais pontos, temos que
fi(z) > 0, pois se fi(xz) < 0 terfamos que cos (2rz) < —1, 0 que é uma
contradi¢ao. Assim, f] é crescente e portanto, fy é injetiva.

Por outro lado, note que os pontos 0 e 1 sao pontos fixos para fy e como
fo & claramente continua, segue que fy é continua e injetiva num conjunto
compacto, portanto é um homeomorfismo.

Assim, o conjunto de rotacao p(f) de fo é um unico ponto.

Analogamente, se a < 2L’ b = 0 mostramos que f; também é um
™

homeomorfismo e portanto o conjunto de rotacdo p(f) é um tnico ponto.
Consideremos agora o caso (2), onde a = 1, b = 0, isto &,

fo(x) = x4+ sen 27z.

Neste caso, mostraremos que p(f) = [—1,1]. De fato, vimos na se¢ao 1.1 que
p(f) - [_17 1]'

Por outro lado, considere a aplicacdo go(x) = x+ sen (2mz), definida no
intervalo fechado [0,1]. Note que a imagem de go, pelo intervalo [0, 1], cai fora
do intervalo [0, 1]. Consideremos entao a aplicacdo fy : [0, 1] — [0, 1] dada
por

r) = go(z), se go(z) € [0,1]
fo( ) {[Qo(x)], se go(ar) ¢ [07 1]'

Como o circulo unitario S! pode ser visto como o intervalo [0, 1], desde que os
pontos 0 e 1 estejam identificados, segue que a aplicacao fy pode ser vista como
uma aplicacdo com dominio e contradominio em S'.

A fim de determinar o conjunto de rotacdo p(f) de fy, consideremos a
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(14 514)

Y

Figura 1.3: Aplicacao g
aplicagao continua f : R — R definida por f(z) = x+ sen (27x). Repare que f
é um levantamento de fy. De fato,

mo f(x) = m(x + sen(2nz))
= [(z + sen(2mz))]

(1.15)
Agora, se go(z) € [0, 1], entdo
foom(z) = 7n(x) + sen(2m(mw(x)))
= m(z) + sen(2wx)
= [(x + sen(27z))].
(1.16)
Se go(x) ¢ [0, 1], entdo
foom(x) = [(n(x) + sen(2m(w(x))))]
= [(z + sen(2m(n(x))))]
= [(z + sen(27z))].
(1.17)

Como nos dois casos m o f = fyom, segue que f é um levantamento de fj.
Note também que o grau de fy é 1, pois

flx+1)— f(z) =2+ 14 sen(2r(x + 1)) — x — sen(2w(x)) = 1.
Mostremos que 1 e —1 pertencem ao conjunto de rotacao de fy. De fato,

f) =1+

bl

=

PA=r/G)=r0+3)=1+3+sen2r+3)=14+3+1=2+1.
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Segue indutivamente que f"(3) =n + 3, Vn € N. Portanto

1 n(ly _ 1
p(f:7) =1iglﬁsogpf (4:0 4
n+z—1
= lim sup 4 4
n—oo n
=1. (1.18)
Por outro lado

f2(§>:f(f(%)):f(%—l):%—1—1—5@72(%”—2@:%_1_1:%_2.

Segue indutivamente que f"(3) =3 —n, Vn € N. Portanto
3 n(3)y _ 3
p(f, ) = limsup 471 :
3 3
_—— n —_——
= limsup 4 4
n—00 n
1 (1.19)

Portanto os nimeros —1, 1 pertencem ao conjunto de rotacao de fy. Segue
que intervalo fechado [—1,1] C p(f). Mas como ja vimos que p(f) C [—1,1],
concluimos que p(f) = [—1,1].

Uma observacdo importante é que o conjunto de rotagdo p(f) depende
continuamente de fy. De fato, para ver isto, fixemos a seguinte notacao: Dado
fo € End (S'), f um levantamento de fy entao pi(f), p2(f) € R sdo os extremos
do intervalo

p(f) = [pr(f), p2(f)]-

Proposigio 1.12. Seja U C End (S') um conjunto aberto tal que exista uma
aplicagao continua fo — f que atribui para cada fy um levantamento [ (para que
f dependa continuamente de fo, U ndao deve ser muito grande). Entao as fungoes

fo— p1(f)
fo— pa2(f)

em U sao continuas.

Demonstracao. Para qualquer ntimero racional ]507 temos que

§<Pl(f)
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é equivalente & f9(x) —x > p, para todo x € [0, 1]. Note que esta condi¢ao é uma
condigao de abertura, isto é, o conjunto formado pelas f € U, com p;(f) > Le
aberto. Analogamente,

[fo € Uspa(f) < 2

é aberto.
Finalmente, § € (pi(f),p2(f)) se, e somente se, para algum N € N
suficientemente grande, existe x,y € [0, 1] com

fNa(x) —x > Np+1,
SNy) —y < Np—1.

Esta também ¢é uma condicdo de abertura, logo pi(f) e p2(f) dependem
continuamente de f;. ]

Como os extremos do conjunto de rotagao p(f) dependem continuamente de
fo, segue que para a € [0, 1] os intervalos de rotagdo da familia

fo(x) =z 4+ a sen (2mx)

assumem todos os comprimentos.
Consideramos agora o caso (3), onde a =0 e b € R, isto é, fo(x) =z +b.
Dado o levantamento f(x) =z + b de fy temos que

f*(x) = x + nb.
Asgsim,

fn(ffl)*x z4nb—x __ b.

n

lim sup,,_, o = limsup,,_,

Logo, p(f) = {b}.

No caso (4),a = 1, b € Z, temos que p(f) = [b—1,b+ 1]. De fato, a aplicagao
fo(x) = x + b+ sen (2rwx) é um levantamento de fo,(z) = = + b+ sen (27zx) e de
fo(z) = z+ sen (2rz). Mas f(x) = z+ sen (27rx) também é um levantamento de
fo(z) = z+ sen (2mx). Assim,

Segue que

p(fo, ) =p(fyx)+b=[-1,1]+b=[b—1,b+1].
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Note que quando a = 0 e b qualquer, o conjunto de rotacao é dado por
p(f) = {b} e quando a = 1 e b qualquer, temos que p(f) = [b — 1,b+ 1]. Isso
significa que quando a vai variando no intervalo [0, 1], o conjunto de rotagao vai
crescendo, isto é, ao transladar a endomorfismo fo(z) = = + a sen (27x) por
b € R, estamos na verdade, transladando o conjunto de rotacao.

Por fim, consideremos o caso [5], onde fo(z) = x + k sen (27x), com k € Z.
Entao,

fo(%):%%—kseng:}l—i—k,
f8E)=1+k+ksen (Z+2kr)=1+k+Ek.

Indutivamente, temos que

Logo,
lim, p D00 AL
Portanto, p(f, }1) = k. Analogamente, mostramos que p(f, %) = —k. Desse modo,
plf) = [k, K.
Isso implica que quando tomamos a = k € 7Z arbitrariamente grande, o

conjunto de rotacao também cresce arbitrariamente. Juntando os cinco casos
acima, provamos que

Teorema B. Todo intervalo compacto da reta é conjunto de rotacao de algum

endomorfismo no circulo.

O teorema acima é o principal resultado, desse capitulo, relacionado ao
conjunto de rotacao da familia Arnold Tongue.



Capitulo 2

Conjunto de rotacao para
aplicacoes no toro

Neste capitulo generalizaremos a nocao de nimero de rotacao para aplicagoes
continuas f : T™ — T™, homotopicas a identidade. Além disso, provaremos o
Teorema C e exibiremos um exemplo que ilustra o artigo de Kwapisz, citado na
introducao.

2.1 Conjunto de rotacao para aplicacoes no toro

Seja T™ = R™/Z™ o toro m-dimensional, onde R™/Z™ é o quociente do
grupo aditivo R™, pelo subgrupo aditivo Z™. Nesta secao consideraremos sempre
aplicacoes continuas do toro m-dimensional T™ em si mesmo, homotopicas a
identidade. Isto é, existe uma aplicacao continua

H:S'x[0,1] — S,
onde H(x,0) = f(z) e H(z,1) = ids: ().
Seja C,, a classe dos levantamentos das aplicagoes continuas no toro T™,
homotoépicas a identidade; e H,, a classe dos levantamentos dos homeomorfismos

do toro T™, homotépicos a identidade.
Se f é homotopica & identidade no espaco C,, entao,

Fx+k)=F(z)+k, Vk € Z™.
Com efeito, seja F' é um levantamento de f : T™ — T™ entao
mo F(z) = fomn(zx), Vr € R™,

e onde 7 : R™ — T™ é a projecao natural. Como n(x) = 7(z + k), Vk € Z™,
segue que

21
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moF(zx)=fomn(zx)=fonm(z+Ek).
Por outro lado,
ToF(x+ k)= for(x+k).
Logo,
noF(z+k)=moF(x).

Portanto, F'(z + k) e F'(z) diferem por uma constante m € Z™, isto é, existe um
endomorfismo A : Z™ — Z™ tal que

F(z+k)=F(x)+ Ak.

Em particular, quando f é homotoépica a identidade, temos que deg f = 1, isto
é, F(x +1) = F(z)+ 1. Logo

Flx+k)=Fx+k—-1)+1=..=F(z)+ k.
Assim, A = id. Portanto
Flx+k)=F(x)+k, Yk € Z™.

Seja F' € Cp,, © € R™ e p(F,z) o conjunto dos limites das subsequéncias

. Fr(z)— .
convergentes da sequencla (%) .0 COHJUHtO
n>1

pp(F> - UmeRmp(Fa l’)

é dito conjunto de rotacao pontual de f.
O conjunto p(F') formado pelos pontos de acumulacao da sequéncia

i>1

ng

¢ o conjunto de rotacao de f. Note que p,(F) C p(F).
Consideremos agora o conjunto

k(z)—x m
Kk<F):{F(k) ;o € R™}.

Note que F*(z) —x = F¥(z +m) — (z +m), Ym € Z™. Assim,
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k(z)—x m
Ku(F) = {024 ¢ ),

onde I = [0,1]. Dessa forma, Kj(F') é compacto.
Lema 2.1. p(F) = ﬂlZlunZZKn(F)

Demonstragao. Seja v € Mi>1Up> K, (F), entdo para todo ¢ > 1 temos que
v € Upsi K (F), logo existe v; € U, K (F) tal que |[v — v;] < % Como

v; € Up>i K, (F), existe x; € [0,1]™, n; > i tal que v; = W Logo,

ng

v = lim;_ e , N — 00,

pois v; — v. Portanto v € p(F).
Por outro lado, seja v € p(F). Fixemos i > 1. Como v € p(F), dado ¢ > 0, existe
n; >1iex; €10,1]™ tal que |v — w;| < &, onde

Fm™i (a:l)—xl
n; '

Ww; =

Pela definigdo de K, (F'), temos que w; € K, ,(F). Logo, w; € U, K,(F), ou
seja Ve > 0, Jw; € U,>; K, (F) tal que w; € (v —¢e,v+¢). Logo v € U, K, (F).
Portanto, v € N;>1U,>; I, (F), para todo ¢ > 1 e v € M1 Uy I, (F). O

Observacao 2.2. Para cada F', existe M > 0 tal que
|%:)_m’| <M, Vn; € N,x; € R™,
De fato, como ¢ = F —1id é periddica, existe M > 0 tal que
|F™i(x;) — 2| < M, Va; € R™.
Por outro lado, para cada n; € N,

Fri(e)—wi _ 1 Z?;‘al F(F'(x;)) — F'(x;).

ng ng

Logo,

n;

IN

S F(Fi (@) = Fi(a)|
i M =M.

IN

(2.1)

Essa propriedade implica que p(F') € limitado. Como € também a interse¢ao de
enumerdvel de compactos encairantes, ele € nao vazio.

Observacgao 2.3. A definicao de conjunto de rotagao acima de fato generaliza a
nocao de conjunto de rotacao para endomorfismos no circulo.
Se I’ € Cy, pela definicao de intervalo de rotag¢ao temos que
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[a,b] € pp(F) C p(F).

Sabemos que o numero de rotagio + é maior que a (respectivamente menor
que b) se e somente se, F*(x) —x <1 (respectivamente F*(z) —x > 1), Vz € R.
Mas note que isto € equivalente a dizer que

L'>sup Ki(F) e £ >infKy(F).
Para cada k existe um [ tal que b < é <b+ % Consequentemente,
sup Ki(F) <b+ 1.
Se k > n entao
sup Ki(F) <b+ 1.
Portanto,

sup Upsn Ki(F) < b+

S|

logo
sup p(F) <b.

Analogamente, inf p(F) > a. Logo p(F) C [a,b]. Assim, para F € Cy o
conjunto de rotagao p(F') é o intervalo de rotagao.

A observacao acima mostra que a nocao de conjunto de rotacao para aplicacoes
continuas e homotopicas a identidade, definidas no toro m-dimensional T™, de
fato generaliza a definicao do conjunto de rotagao para os endomorfismos no
circulo S*.

2.2 Conjunto de rotacao para medida

Nesta secao definiremos o conjunto de rotacao para medida. Mais adiante
veremos que em muitos casos ¢ mais facil encontrar primeiro o conjunto de rotagao
para medida para depois encontrar o conjunto de rotacao. Resultados sobre
Teoria de Medida e Teoria ergodica podem ser consultados no apéndice B ou na
referéncia [§].

Seja F' € C,,. Considere a aplicacao continua ¢ : T — R™ definida por
¢(x) = F(y) —y, onde y € 7~} ().

A aplicagao ¢ estd bem definida, pois nao depende do ponto y € 7~ (x). De
fato, suponha que x = 2’ € T™ entdo ¢(z) = F(y) —y e ¢(2') = F(y') — ¢/, onde
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y,y € n(z).

Assim, 7(y) = 7(y’) e portanto existe k € Z™ tal que y' = y+k. Dessa forma,

temos que

p(x) = F(y)—vy
Fly+k)—(y+k)
Flyy+k—y—k

(2.2)

Denotemos o espaco de todas as medidas probabilisticas f-invariantes em T™
por M(f) e os subespacos constituido por medidas ergodicas por Mg(f).
Seja 1 € Mpg(F) entdo, pelo Teorema Ergodico de Birkhof,

L3 gd o fF— [odu, p - qtp.

Por outro lado, se m(y) = x entao

oo fHe) =

1y ido fR(n(y)
L0 o m(FH(y)
SRS F(FH(y) — F*(y)
IV P (y)) — FR(y)
(F(y) —y+ F*(y) = F(y) + ... + F*(y) — F""'(y))
L(F"(y) — )

)
)

S|

(2.3)

Isso significa que a sequéncia ((F™(y) — y))n>1 converge para [ ¢dpu. Assim,

[ édu € py(F).

Escrevamos entao

Temos assim que

Pmes(F) = { [ ddp; p € Mp(f)}.

Pmes(F) C pp(F) C p(F).

Note que se F' € Cq, entao os trés conjuntos definidos acima coincidem.

2.3 Propriedades gerais do conjunto de rotacao

Seja A um subconjunto qualquer de R™. Denotemos por Conv (A) a casca
convexa de A, isto é, o menor subconjunto convexo, contendo A.
Se A CR™, ¢ >0, entao
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(Aye) ={z € R™;d(z, A) < e},

B
B(A,e) = {v € R™;d(x, A) < ¢}

Por f.(u) denotemos a imagem de uma medida g, isto é, a medida tal que para
toda ¢ : T™ — R continua,

fiﬂdf*(,u) = f¢ o fdpu.
Proposicao 2.4. Seja F € C,,, p € Z™ e q € N entao

(A) p(F?—p)=q.p(F)—p;
(B) p(F1—p,x)=q.p(F,z) — p, para todo v € R™;
(C) pp(F? —p) = q.pp(F) — p;

(D) pmes(Fq _p) = Q'pmes(F) —D;
Se F' € ‘H,, entao

(E) p(F~) = —p(F);
(F) pmes(Fil) = —pmes(F).

Demonstragao. Provemos item (A).
Seja v € p(F? — p) entdo existem sequéncias (n;);>1 e (z;);>1 tal que n; — oo

e Tim (F —p)it(wi) — i _ y

Disso, temos que

lim = v
71— 00 ni
Fi(x;) — a;
1— 00 nZ
Fi(a;) —
i—00 qn; q

(2.4)

Logo, ”;p € p(F). Portanto, v = q% —p € qp(F) —p.

Por outro lado, seja v € p(F'). Entao existem sequéncias (n;);>1 e (z;);>1 tal
quen; > o0 e lim ——— =
Seja k; = E(“), onde E(.) denota a parte inteira. Existe uma constante M

tal que paratodo z e R?e 0 <r < ¢—1, || F"(2)—z [|[< M. Escreva n; = gk;+r,
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F%i(z;) = 2. Entdo,

|Fnl(xl) — T Fqki(xi) — :El| = |Fni($i)—fﬂi + Fri(ey)—a; _ Fri(z)—z; _ F%(z)—u
n; qk; n; qk; qk; qk;
Fri(zg)—x;  FMi(zy)—a; Fli(zs)—i =T
S | Zix_ qa;Ciz +| qu m_zqkf
_ |qkiFni(wi)_qkimi;niFni(xi)+ni$i + %|Fm (ffz) _ Zz|
niqk; qki
ki—ni)F"i(25)—(gki—ni)zi ;
|(q ni) n(zzl (ghi—ni)ai) 4 q_i1|Fm($l) —
Fri(zs)—m i
= [ g ) —
Fmi(x;)—x; ;
(2.5)
Como |W| — |vl, 5 0, # — 0 com i — o005 e |[F"(z) — zi| < M,
temos que
FOFi () — 1.
lim( )¥ (@) — @ = qu.
Logo
}irilo< >k. o =qu =P
(2

Portanto, gu — p € p(F? — p).
Se substituimos x; por = na prova do item (A) obtemos a prova do item (B).
Além disso, por definicao,

0o(F) = Up(F, z), 7 € R™.
Portanto, o item (C) segue diretamente do item (B).

Provemos agora o item (D). Lembremos que a aplica¢do continua ¢ : T™ —
R™ foi definida por ¢(z) = F(y) —y, onde y € 7~ !(x). Vimos anteriormente que
se 7(z) = y entao

Y Igdo i) = Fly) —y = ().
Se substituimos F por F? — p temos que
dx)=F(y)—y=Fily)—p—y=Y1"g¢0 fi(zx) —p.
Portanto, se u € ppes(F'7 — p) entdo existe uma medida p € Mg(f?) tal que
u=31 [ o fldu—p.

A medida v = é ?;3 fZ(n) pertence a Mg(f). Assim
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Jbdv =355 [do flp="3r.

utp
q

medida v € Mg(f) tal que [ ¢pdv = u. A medida v é invariante por f?, mas nio

é necessariamente ergédica. No entanto, sabendo que para algum r dividindo ¢ e

€ Mp(f) temos

Logo “Tﬂ’ € Pmes(F') e portanto u = q. — P € q.pmes(F) — p. Entdo existe uma

v=1300 ().
Assim
v =131 ().
Portanto,
w=[¢dv =131 [do fldp="1 [(Xi5 o f7 —p)du+p.

Logo qu — p € pmes(F9 —p).
Provemos o item (E). Seja z; € R™ e F"i(z;) = y;. Entao

T VIS o YO s W1 U1 N Ll T A
n; n; n; ng
Logo p(F™') = —p(F). O

A proposicao abaixo mostra que existe uma relacao entre o conjunto de rotacao
e Orbitas periodicas.

Proposicao 2.5. Se fi(y) =y onde y = w(x) entdo o conjunto p(F,x) consiste
de um unico ponto. Além disso, esse nimero € racional.

Demonstracao. Com efeito,

mo Fi(x) = fi(n(z)) = [U(y) = y = 7(x),

ou seja, F1(z) = x +p, p € Z™. Mostraremos que y tem nimero de rotacao
p(Fv l’) = §7 ou Seja7

F(z)—x

lim,, o0

ESHS]

De fato, pelo Algoritmo da divisao euclidiana, n = m,q+r,, 0 < r, < g. Assim,

EU= L (pmate(a) — ) = L(ET(Fm(e) = F™(a) 4+ F™(e) o),

Como |(F™ (F™(z)) — F™(z)| < M, M > 0 ¢ lim,,_,o = = 0 segue que

im0 L (F (F™0(2)) — F™ () = 0.
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Logo
F'(x) —
lim @) = iy, o0 %(Fm"q(x) 1)
n—00 n
— lim,,, oo =——— mnﬁm —(F"9(z) — x)
= limy,, oo i mnq(Fm”q( T)—x)
= lim,,, o0 anq-mnp
= p
- 2.
(2.6)
pois F'4(z) = x + p, logo F™4(x) = x + myp. O

O lema a seguir afirma que o conjunto de rotacao é um subconjunto da
casca convexa de K,(F'). Como consequéncia desse lema, provaremos que p(F)
é conexo.

Lema 2.6. Se F € C,, entdo p(F) C Conv(K,(F)) para todo n € N.

Demonstracao. Fixemosn € N e seja @ : R™ — R um funcional linear. Tomemos
k€ Ne z e R™ Temos que

B(FH(2) — 2) = YZh ORI (2) — Fin(z) + B(FH(z) — FI(2)),
onde [ = E() ¢ a parte inteira.
Para cada j = 0,1,...,n—1 o conjunto {F7(z) — 2;2 € R™} ¢é limitado desde que
Fi(z) —x = Y020 ¢(n(Fi(z))) e ¢ continua. Portanto existe uma constante M
tal que ®(F’(x) —x) < M para todo z € R™, j =0,1,....,n — 1. Obtemos
O(F*(2) — 2z) < l.n. sup ¢(K,(F)) + M.
Consequentemente,

k zZ)—=z n
o=y < I qup G(K,(F)) 4 .

Como limy,_, % =1, pois l = E(k/n), e M, n, sup ®(K,(F)) ndo depende de k,
obtemos que

limsup,,_, ., sup (®(Kx(F)) < sup (K, (F)).

Consequentemente, pela definicdo de p(F),

sup®(p(F)) < sup(@(K, (F))).
(2.7)
O conjunto Conv (K,(F)) é convexo e fechado. Portanto, para cada ponto v € R™

que nao pertence a Conv (K,(F)), pode-se encontrar um funcional linear ® tal
que
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®(v) > sup ¢(Conv (K,(F))).
Como para cada subconjunto A de R™,
sup ® Conv (A)) = sup ¢(A),
obtemos por (2.5) que
®(v) > sup O(p(F)),
e consequentemente v & p(F). Logo, p(F) C Conv (K, (F)). O

No proximo teorema exibimos uma parte da demonstracao do Teorema C.

Teorema 2.7. Se F' € C,, entdo o conjunto de rotacao p(F) € conexo.

Demonstracao. Por definicao p(F') é fechado. Pelo lema anterior p(F) C Conv
(K (F)). B
Como K, (F') é compacto, fechado e limitado, existe uma bola fechada B C R™
tal que

K,(F)C B.

Como B ¢ convexa, segue que Conv (K, (F)) C B. Portanto, Conv(K,(F)) é
limitado, logo p(F') também o é. Assim, p(F') é compacto.

Suponha que p(F) ndo é conexo. Entao existem conjuntos disjuntos A, B
nao-vazios e fechados em p(F') tal que p(F) = AU B. Como p(F') é compacto,
segue que A e B sdo compactos.

O espaco R™ é um espaco normal, entao para A e B existem abertos disjuntos
U e V tais que

A
B

NN
N 1N
<

Y

U
Vv
onde U e V sdo disjuntos e compactos.

Seja § = dis(U,V) > 0, v € A e w € B. Pela definicao de p(F), existem

sequéncias de inteiros n; — 0o, k; — 0o e sequéncias de pontos em R™, (;);>1,
(y;);>1 tais que

F"i(x;) —
A ) R
1—00 nl

FEi(y.) — .
lim —(yj) Yi _ w.

Jj—00 /{Zj
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Como K;(F') é compacto, 3IM > 0 tal que |F(t) —t| < M, V¢t € R™. Portanto,
se tomamos z € R™ e escrevemos t = F"(z), temos

‘Fn—i-l(z) -z F"(2) —Z’ _ ‘F(t)—z s
n+1 n ntl n
F(t)—=z F(t)—z F(t)—=z —z
e

(3 = IF(@) — 2|+ 20|
(b= WIF(0) = 2| + 3
R = SR () = 2] + M)
HGEIF(@) = 2]+ M1

HIFEE M),

IN

n+1 (28)
Agora,
|F" T (2) — 2] = [F™Y2) + F*(2) — F™(2) + ... + F(2) — F(2) — 2|
< [Fr1(2) = F2(2)| 4 o+ | F(2) — 2]
< M+M+...+M
= (n+1)M.
(2.9)

Logo,

Frtl(z)—z F"z n+1)M

n

Isto é, as médias dos deslocamentos estao cada vez mais préoximas uma da outra.
Como p(F) C UUV (aberto), existe N tal que

P2 c fUV,Yn > Ne 2 € R™

Tome i tal que 22 < §, n; > N e (W) € U. Tome j tal que k; > n; e
k' > ) .
(F ](ij) y])ev

Como para todo n > n; temos 2M < 2M

< 9, segue que

|Fn+l($i)—$i . F"(wl)—ml
n+1 n

< _ 5= 4is(T, V).
Como k; > n; temos que

FF(x;)—x;

(Jk—j) elU.

Seja v a curva que junta z; com y] Como z; € U ey; € V, temos que 7y passa fora

ks Ko, N,
F Fooid jypta (E10)=t ](g)_“) € U com (—F J(z;) YyeV.

Assim, essa imagem é uma curva que também passa fora de U UV, para todo

de U UV. Sua imagem sobre
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n > n; > N. Mas isso é uma contradicao, pois para todo n > N, z € R™ temos
que (%) e UUV. Logo p(F) é conexo. O

Uma observacao interessante ¢ que como a nocao de conjunto de rotacao,
definida nesse capitulo, é uma generalizacao para o caso de endomorfismos no
circulo, segue do teorema acima que p(f) é conexo, quando f é levantamento de
algum endomorfismo. No entanto, optamos por fazer a prova do Teorema A, no
capitulo 1, pois é mais simples.

O teorema que segue afirma que as cascas convexas do conjunto de rotacao
e do conjunto para medida coincidem. Desse teorema obteremos dois corolarios
relacionando os trés conjuntos de rotacao definidos anteriormente. Mais adiante
veremos que essas propriedades nos ajudam a encontrar muitos conjuntos de
rotacoes.

Teorema 2.8. Se F' € C,, entdo Conv (p(F')) = Conv (pmes(F)).

Demonstragdo. Ja vimos que ppes(F) C p(F), portanto
Conv (pmes(F)) C Conv (p(F)).

Note que para mostrar que Conv (p(F)) C Conv (pmes(F')), basta mostrar que
os pontos extremos de Conv (p(F)) pertencem a ppes(F).

Seja v um ponto extremo de Conv (p(F')). Entdo v € p(F) e portanto existem
sequéncias n; — oo e y; € R™ tal que

Fmi(yi)—yi

ng

— v, com ¢ — 0.

Como y; € R™, dada 7 : R™ — T™, tomemos x; = m(y;). O conjunto

1 n;—1
Hi = oo Zk:o 5fk(a:i)

onde 0, denota a medida probabilistica concentrada em z (isto é, §,(C') = 1 se
z€ Coud,(C)=0sez¢C,onde C CI0,1]).

Dada a sequéncia (u;);>1 (a qual é fracamente-convergente®* em R™), podemos
escolher uma subsequéncia fracamente-convergente®* para alguma medida
probabilistica u em T™. Para cada fun¢ao continua ¢ : T™ — R, como

v~ [odul = e
= Ll () — ()]
S 2su?\1/;\

n;

(2.10)

temos que [ d(fi(p)) = [d(p). Sendo assim, temos que fi(p) = p, isto é p é
f - invariante. Pela continuidade de ¢ temos que

ng
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Pelo Teorema de Decomposicao Ergoddica, podemos decompor a medida p em
componentes ergodicas. Isso significa que existe uma medida probabilistica
w € Mg(f) tal que a cada fungdo continua ¢ : R™ — R,

Jvdu = [([ ¢dup)dw(ue).
Assim,
v=[¢du= [([ ¢dug)dw(ug). (*)
Note que para cada jup € Mg(f) temos
J ddps € pres(F) C p(F) C Conv (p(F)). (*¥)

Por (*) e (**) e a suposicdo de que v pe um ponto extremos de Conv (p(F)),
segue que para p - quase cada medida pp € Mg(f) temos [ ¢dup = v. Portanto
V€ Pmes(F) C Conv (pmes(F)). O

Como as medidas ergodicas sao pontos extremos de M(f), segue que

Conv (pmes(F)) = { [ ddp; p € M(f)}-
Corolario 2.9. Se F € C,, entao Conv (p(F)) = Conv (p,(F)).

Demonstragao. Como p,(F) C p(F) segue que
Conv (p,(F)) C Conv (p(F)).

Por outro lado, pelo Teorema anterior, temos que Conv (p(F')) = Conv (pmes(F)).
Como ppes(F) C pp(F) segue que Conv ppes(F) C Conv p,(F). Logo Conv
(p(F)) C Conv (p,y(F)). Portanto,

Conv (p(F)) = Conv (p,(F)).

]

Note que a igualdade encontrada no corolario acima nao seria possivel sem a
definicao de conjunto de rotacao para medida.

Como para cada pu € M(f) quase todo ponto é nado-errante, obtemos o
também o seguinte corolario

Corolario 2.10. Se ' € C,,, entao
Conv (p(F)) = Conv (Up(F, x)),

onde a uniao é tomada para todo v € 7 (Q(f)).
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Demonstragao. Para cada p € M(f) quase todo ponto é ndo-errante, assim

Cony (pmes(F)) = { [ ddp; 1 € M(f)} = Conv (Up(F, z)),
onde z € 71 (Q(f)). Pelo teorema anterior,
Conv (pmes(F)) = Conv p(F).
Logo,
Couv p(F) = Conv (Up(F, z)), = € 71 (Q(f)).

]

Este coroléario é tutil para calcular o conjunto de rotagao de alguns exemplos
explicitos que sejam dificeis de calcular de outro modo.

Definigao 2.11. Um ponto v € p(F') € realizado por um subconjunto K € R™,
se K for compacto, f-invariante e o wvetor de rota¢io p(F,x) = v, para todo
x € K. Em particular, dizemos que um ponto v € p(F) € realizado por uma
orbita periddica, se v € QM e existe k € N, z € T™, tal que f*(x) = z e
FFy)=y+v, y € m(z).

Proposicao 2.12. Todo ponto extremal de p(F') pode ser realizado por um ponto

de R™.

Demonstragao. De fato, como p(F) = Conv (peq(F')), todo ponto extremal de
p(F) é ponto de pey(F). Pelo Teorema Ergodico de Birkhoff dado v € pe,y(F)
existe z € R™ tal que

—F"(Z)_Z — {v}; n — 0.

Logo, p,(F) =v. O

Lema 2.13. Para cada F € C,, e € > 0 existe um nqg tal que Yn > ng temos
K,(F) C B( Conv (p(F)),e).

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que o resultado seja falso. Entao
existe F' € C,, € > 0 e sequéncias n; — 0o, v; € K,,,(F') tal que

v; ¢ B( Conv (p(F),¢).
Como K,,(F) é compacto, podemos escolher uma subsequéncia adequada de

modo que a sequéncia (v;);>1 converge. Seja v = lim; o, v;. Como v; € K, (F),
temos

Fi (2 )—x,
V; = —(n:) 27 €T; € R™,
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Logo v € p(F) C Conv (p(F)), o que é uma contradicao. O

Proposigao 2.14. Se F' € C,,, entio Conv (p(F)) = Np>1 Conv (K, (F)).

Demonstragdao. Ja vimos que p(F) C Conv (K, (F')), para todo n € N, assim
Conv p(F) C Conv (K, (F)), para todo n € N.

Logo, Conv p(F) C Ny>1 Conv (K, (F)).
Por outro lado, pelo lema anterior, para cada € > 0, n suficientemente grande,

Conv K, (F) C Conv B( Conv p(F'),e) = B( Conv p(F),e).

Portanto se v € N,>; Conv (K,,(F)), entdo v € Conv (K, (F)), para todo n. Dali,
v € B( Conv p(F),e). Logo, v € Conv p(F). Como queriamos. O

Teorema 2.15. A fun¢io Conv (p(.)) de Cp, no espago de subconjuntos de R™
€ semicontinua supertormente; isto €, para cada F € C,, e ¢ > 0, eriste uma
vizinhanca V de F' em C,, tal que para cada G € V temos

Conv p(G) C B( Conv p(F),¢).
Demonstracao. Seja F € C,,, e ¢ > 0, pelo lema anterior existe n tal que
Conv K,(F) C B( Conv p(F),e/2).
Por outro lado, existe uma vizinhanca V de I’ em C,, tal que para cada G € V,
Conv K, (G) C B( Conv K, (F),c/2).
Dali,
p(G) C Conv K,(G) C B( Conv K,(F),e/2).
Logo,
Conv p(G) C B( Conv K, (F),e¢).
O

Deste teorema segue que o conjunto A = {F € C,; © € Conv (p(F))} ¢é
fechado.
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2.4 Propriedades do conjunto de rotacao para
aplicacoes no toro 2-dimensional

Nesta secao veremos que no caso de homeomorfismos no toro 2-dimensional,
homotdépicos a identidade, o conjunto de rotacao possui propriedades mais fortes.
Mais particularmente, se F' € Ho entdo mostraremos que p(F') é convezo.

Sejam a,b € R?, denotemos por ab o segmento de linha reta aberto ligando
a com b e por ab o segmento de linha reta fechado ligando a com b. O lema a
seguir serd importante para as proximas consideracoes.

Lema 2.16. Sejam a,b € R%, a # b e T uma translacio por um vetor v. Seja
v wma curva simples ligando a com b, nao intersectando ab. Assuma que vy nao
intersecta T'(y). Entao T(a) nao pertence a regidgo aberta D limitada por abU 7.

Demonstragdo. Seja v uma aplicacdo continua de I em R?  Sem perda de
generalidade, podemos assumir que a = 0. Como « nao intersecta T'(y) = v + v,
a equagao y(s) = v(t) + v nao tem solugdo (s,t) € I2. Considere a aplicacao
Y : I? — R? definida por

U(s,t) =(s) —(t).

Entao, temos que v ¢ ¥ (I?), pois caso contrario, existiria (sy,t;) € I* tal que
~v(s1) —v(t1) = v e entdo, v intersectaria T'(y). Defina a curva fechada a por

(3t,0), se 0<t<1/2

alt) =4 (1,3t — 1), se 1/3<t<2/3
(3—3t,3—3t), se 2/3<t<1.

(Ln

©,0 i (1,0
Figura 2.1: Aplicagao a.

A curva ¥ («) é uma concatenacao das curvas y e b—y. Seja B(t) = tb, t € I. Entao
Y(a) € uma concatenagao de duas curvas fechadas § = y* 71 e e = B (b — ).
Por hipotese, a cvurva v é simples. Se v € D entao o indice ind,(y) de v com
respeito a v é 1 ou —1. Como € é simétrica para v com respeito ao ponto %b,
€ & também simples e ou ind,(¢) = ind,(y) (se b —v € D) ou ind,(e) = 0 (se
b—wv ¢ D). Portanto
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Figura 2.2: Curva ¢(«).

ind, (1(a)) = indy(8) + indy(e) # 0.

Consequentemente, v ¢ imagem de alguns pontos do triangulo limitado por «,
contradi¢ao. Logo, T'(a) =v ¢ D. O

Lema 2.17. Sejam a,b € R?, a # b. Seja v uma curva simples ligando a com b,
nao intersectando ab. Assuma que 7(7y) € uma curva simples. Entao

(a) m(a) ¢ w(D), onde D é como no lema acima;

(b) ab C B(y,V?2).

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que 7(a) € w(D). Entao existe ¢ € D
tal que m(a) = ¢, isto é, ¢ — a tem coordenadas inteiras. Seja T a translacao
por ¢ — a. Entao as hipoteses do lema anterior sao satisfeitas e obtemos uma
contradi¢ao, provando o item (a).

Fazendo uma pequena rotagao se necessario, podemos assumir que ab nao é
nem horizontal nem vertical. Para mostrar o item (b) é suficiente provar que para
cada quadrado aberto com um lado de comprimento 1 e vértices pertencendo a
rede a+Z2, que se isso intersecta o segmento ab entdo isso intersecta 7. Se um tal
quadrado intersecta ab, entao este intersecta [, mas estes vértices nao pertencem
a D, por (a). Como uma linha reta nao pode separar um ponto interior de um
quadrado com todos esses vértices, finalmente pelo menos um desses vértices tem
que ser separado por . Consequentemente, v tem que intersectar o fecho desse
quadrado. Como queriamos. O

Lema 2.18. Se G € Hy entdo Conv(G(1?)) C B(G(1?),V/2).

Demonstragao. Seja © € Conv(G(I?)) G(I?). Olhemos para o conjunto A de
todos os elementos 6 do circulo unitéario S! tal que o raio {x+t0;t > 0} intersecta
G(I?).Como G(I?) & conexo e compacto, A também o é. Consequentemente, como
x € Conv(G(I?)), A deve conter um semicirculo fechado. Isto implica que existem
a,b € G(I?) tal que x € ab e que ab ¢ disjunto de G(I?). Temos que a = G(y) e
b = G(z) para algum y, 2z € I%. A curva v = G(yz) satisfaz as hipoteses do lema
acima, a menos que 7(y) = mw(z). Neste caso, para cada vizinhanga de b deve
existir ' = G(2') # b tal que ab’ é disjunto de G(I?), ja que G(I?) = int(G(I2)).
Entao, substituindo z por 2/, b por ¥’ e x por 2/, onde z’ é o ponto de ab’ mais
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proximo de z. Pelo item (b) do lema acima, z ou 2’ pertence a B(G(I?),v/2).
Como ' poderia ser escolhido arbitrariamente perto de x, 2’ é arbitrariamente
perto de x. Assim, em ambos caso temos = € B(G(A),v/2). O

Veremos agora que conjunto de rotacao, para aplicacoes de H? ¢ também
convexo. Isso significa que, neste caso, esse conjunto é um subconjunto compacto
e convexo de R?. Na proxima secio veremos como se caracterizam esses conjuntos
de rotacao.

Teorema 2.19. Seja F' € Hy. Entdo

(a) p(F) = Npz1Conv (K, (F));
(b) p(F) é convezo;

(¢) para cada v € p(F) existe uma sequéncia (x,)52, tal que

Fm —
lim —(zn) Tn V.
n—oo n

Demonstracao. Ja vimos que p(F) CConv (K,(F)), com n € N. Portanto,
p(F) C Np>1 Conv(K,(F)). Por definigao,

Ko (F) = {£@=2. 0 ¢ 12}

n

Logo, K,(F) C E(w v2y,

n ’n

Também pela defini¢ao de K,(F') temos que

EE CBE(F), D),

n

Das trés inclusoes acima temos
Conv (K,(F)) C B(K,(F), 22),

Agora, se v € N,>1 Conv (K,(F)) entdo pela tltima inclusdo acima, existe uma
sequéncia (x,)22; tal que

| et < 22,
n n

Assim,

e portanto v € p(F'). Isso prova que N,>1 Conv (K, (F)) C p(F) e portanto segue
o item (a). Como vimos que v € p(F') provamos também o item (c). Além disso,
como Ny,>1 Conv (K, (F)) é convexo segue que p(F) também o &, provando o item

(b). O
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Corolario 2.20. Se F' € Hy entao p(F) = Conv (pmes(F)) = Conv (p,(F)).

Demonstracao. De fato, vimos que se F' € C,,, entao
Conv (p(F)) = Conv (pmes(F)) = Conv (p,(F)).

Pelo teorema acima, p(F) = Conv (p(F)). Portanto o resultado segue
imediatamente. O

Corolario 2.21. Se F' € Hy entao p(F) = Conv (Up(F,x)), onde a unido é
tomada para todo ponto v € 7w 1 (Q(f)) e Qf) € o conjunto dos pontos ndo-
errantes de f.

Demonstracao. De fato, se F' € C,, entao
p(F) = Conv (Up(F,)), = € 7 1(2(f))

Como para F' € Ha, o conjunto de rotagao p(F') é convexo, segue que
p(F) = Conv (Up(F, x)), x € 71 (Q(f)).

]

-

Corolario 2.22. A funcao p de Ho do espaco de subconjuntos de R? ¢é
semicontinua superiormente.

Corolario 2.23. Para cada x € R?, o conjunto {F € Hy; x € p(F)} € fechado.

A prova desses dois tltimos corolarios segue imediatamente por serem vélidos
para o caso geral, como provado na secao 2.2; e usando o fato de que para Hsy, o
conjunto de rotacao p(F') é convexo.

J& vimos que se F' € C,, entao existe uma relacao entre o conjunto de rotagao
e orbitas periodicas, isto é, f(x) = z e w(y) = = entdo o conjunto p(F,y) consiste
de um tnico ponto.

No caso em que F' € H,, vimos também que todo ponto extremal do conjunto
de rotacao pode ser realizado.

O seguinte teorema é provado por Franks [7] (Teorema 3.5), ele diz que se 0
pertence ao conjunto de rotacao para medida de F', entao F' tem um ponto fixo.

Teorema 2.24. Se F' € Hy € 0 € ppes(F) entao F' tem um ponto ponto fixo.

Como corolario do teorema acima, garantimos que os pontos extremais
racionais sao realizados por érbitas periddicas.

Teorema 2.25. Se I € Hy e (7, 7) € pmes(F), onde r,s € Z, ¢ € N e o mdzimo
divisor comum de r,s,q € 1, entdo existe um ponto g-periddico x € T? de f tal

que p(F,y) = {(g, 2)} para y € m ().
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Demonstragao. Vimos que ppes(F? — p) = q.pmes(F) — p. Por hipotese, (g, 2) €
pmes(F>' Segue que

(r,8) = q.(%,2) € q.pmes ().

Logo, 0 € q.pmes(F) — (1,8) = pmes(F9 — (7,5)). Assim, pelo teorema anterior,
segue que F7 — (r,s) tem um ponto fixo z, isto ¢, F(z) — (r, s) = z. Desse modo,

(FD" () —(r9)=z _

lim,, 00 oy

Isto &, p(F(r,s);z) = {0}. Mas como p(F9 — p,x) = q.p(F,x) — p, segue que

Q'p(F’ z) - (T’ S) = IO(Fq - (T’, S); Z) = {0}

Dai,
p(F, Z) = {(gv 3)}

Agora, se x = 7(2) , y € 7 () entdo w(y) = 7(z) e portanto, y = 2z + k, k € Z*.
Dai,

p(F,y) = p(F,z+ k)

_ hmn—>oo F"(z+k)—(2+k)

n
. Fm k—z—k
= lim,, ., T Fh=zk

F™(z)—z

= lim,, oo
= p(F, Z)
- ey (211)

Temos também que
f(z) = fn(2)) = 7(F1(2)) = n(z + (r,8)) = 7(2) = z.

Agora, se x é periddico para f para algum perfodo ¢ dividindo ¢ entdo f7(z) =
x =m(z). Dali,

T(F7(2)) = f4(n(2)) = f7(2) = v = 7(2),

ou seja, F'9(z) = z+4 (1, §'), para algum 1, s € Z. Como ¢ divide ¢, existe [ € Z
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tal que ¢ = ¢'.I. Portanto,

Fi(z) = Fal(2)
)

(2.12)
Isso implica que r = %r’, s = %s’ e % divide r, s, q. Logo, § = 1 e portanto
q = ¢, completando a demonstracao. []

Corolario 2.26. Se f € Hy entio pp.s(F)NQ* = Up(F,y), onde a unido é dada
para todo y tal que m(y) € periddico para f.

Sél) € Q? tal que (2,2) € pPmes(F). Entao pelo teorema

Demonstracao. Seja (g,
anterior, existe z = 7(y) € T? ponto g-periodico de f tal que p(F,y) = (%, 2).
)

aq
Logo, (£, 2) € Up(F, x). Por outro lado, se (a,b) € Up(F,y) entao existe z € T2,
onde 7(y) = z, tal que p(F,y) = (a,b) e fi(x) = x para algum ¢ inteiro. Assim,

m(F(y)) = [1(x(y)) = 7(y).

Entao, F'(y) =y + (', V), (a',b') € Z*. Dai,

p(F,y) = lim, o T2 — [0 € @2,

Além disso,

~1 Fi(y)— a v
%Zzzoﬁbofk(m): (z) y _ ( - )

Logo,

im0 2 310 G0 fH(a) = 5

q

Por outro lado, como i € Mg, segue pelo Teorema ergordico que
limg oo 1 Y0206 0 f5(2) = [ ddp.

Portanto,

_ @)
[ édu ==

Logo,

(a’ V) c {f qbdu;u c ME} = pmes(F>'

q

Isso completa a prova do corolario. O
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2.5 Exemplos de conjuntos de rotacao para
homeomorfismos no toro

Como vimos anteriormente, o conjunto de rotacdo p(F) de um
homeomorfismo de T2, homotépico & identidade, é compacto e convexo. Dessa
forma, ele pode ser um ponto, um segmento de reta ou possuir interior nao-vazio.
Nesta secao veremos exemplos que ilustram cada um dos trés casos acima.

(1) Um dnico vetor;
Seja H : R? — R? dada por H(x) = z + v, v € R?%. Note que H é um
levantamento de h(x) = [z + v], pois

moH(x) =n(x+v) =[x +1]
hom(x) = [m(x) 4+ v] = [z + ]

Além disso,

H"(z) = H" ' (H(z)) = H" Y (z +v) = H" ?H(x +v) = H" ?(zx + 2v) =

.=+ nv.

Logo, ZH0=2 _ ztm—z _ 4, Portanto, p(H) = v.

n n

(2) Um segmento de reta;

Esse exemplo é conhecido por Fluxo de Reeb e construido na faixa
(_00700) X [07 1]
Definamos sobre as retas (—o00, 00) x {0}, (—00,00) x {1} e (—00, 00) x {1}

oo
S5

-

Figura 2.3: Fluxo de Reeb

um campo v que vale (—=1,0), (1,0) e (—1,0), respectivamente.
Estendamos esse campo em (—o0, 00) X [0, 1] de forma que as curvas integrais
restantes sejam assintoticas as restas dadas anteriormente e satisfacam

v( +1,y) = v(z,y),
v(z,y +3) = —v(z,y).
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De forma natural, estendamos esse campo para todo o plano e consideremos
0 homeomorfismo dado pelo fluxo no tempo 1,

F(z,y) = (z + cos(2my),y + 15 sen(2my)).

Dado (z,%) € R x 1Z; k € Z, temos

(A) Se k é par, entdo,

F(z,%) = (z + cos(mk), & + 15 sen(wk)),
P, %) = F(z, @

(2.13)

Assim, F™(z,%) = (z +n, £). Portanto,

Fn(%g)*(%%) . (:E+7L,§)7((E,%) — (nvo) — (1 O)
Analogamente,

(B) Se k & impar, entao,

Portanto,
F*(x %) (, 2) ( 1 0)

E possivel mostrar que Vz € R?, p(F,z) = {(—1,0)} ou p(F,z) = {(1,0)}.

Assim, p,(F) = {(—1,0),(1,0)}.
Como p(F) = Conv p,(F'), segue que

p(F) = [=1,1] x {0}.

(3) Possui interior nao-vazio.
Vamos construir um caso particular onde o conjunto de rotacao p(F) =

0,121

Sejam ¢, : R — [0, 1] fungoes periddicas de periodo 1, tais que

H1) = (1) =0t € 2
o(t) =v(t) =1t € 1+ Z.
Sejam G, H : R? — R? dadas por
G(z,y) = (z+ o(y),y)
H(z,y) = (z,y + ¢(2)).

1O caso geral, onde qualquer poligono convexo de R? ¢ conjunto de rotacdo de algum
homeomorfismo homoto6pico a identidade, pode ser consultado na referéncia [3].




44

Considere F' = H o G. Entdo, F(z,y) = (z + ¢(y),y + ¥(z + ¢(y)). Se
v = (v1,v2) € Z* entdo

F(x,y) + (vi,v2) = (x4 ¢(y) + o1,y + (2 + ¢(y)) + v2),
(2.14)

Flx4uv,y+v) = (x4+v+¢(y+v2),y+ve+(x+v1+ dy + v9))
— (z+v1 4+ oY),y +v2 + Y(x +v1 + d(y))
— (x+v1+0(y),y +v2+Y(x+ d(y))
= F(x,y) + (v, v2).
(2.15)

Logo, I & levantamento de algum homeomorfismo de T?, homotopico a
identidade. Agora,

F(3,0) = (3 +6(0), (3 + 6(0) = (5, ¥(3)) = (5, 1),
FQ(%70) = F(F(%70)) = (%—i_(b(l)? 1+¢(%+¢<1)) = (%7 1+¢(%)) (27 1+1)

Logo, F"(3,0) = (,n). Dai,

n n T on

Fr(3.0-(3.0) _ Gm)=(50 _ (0m) _ (0,1).

Portanto, p(F;(%,0)) = (0,1). Analogamente,

p(F;(0,3)) = (1,0),
p(F:(0.0)) = (0,0).
p(F:(3.3) = (1,1),

Assim, {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} € p,(F). Como p(F) = Conv p,(F),
segue que [0,1]? C p(F).
Por outro lado, para todo (z,y)R? temos

Fl,y) = (z,y) = (x+ 0(y), y + ¥(z + o(y) — (2,y) =
(@), (x + ¢(y)) € [0,1] x [0,1] = [0, 1],

F2(z,y)—(2,y) = F(F(z,y)) = (2,y) = Fle+6(y), y+i(a+o(y)) — (2,y) =
(z + o(y) + (y)y+¢(l‘+</5()+¢(x+¢( ) = (,y) =
(20(y), 2¢(z + ¢(y)) € [0, 2],

Por recorréncia, F™(x,y) — (z,y) € [0,n]?. Logo,

Frzy)—(zy) o [0 _ [0, 12.

n

Logo, p(F) = [0, 1]>.

O exemplo acima ilustra o resultado de Kwapisz, citado na introducao. Isso
termina a prova de todos os resultados citados na introducao.
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Figura 2.4: Fluxo da aplicacao G

]
!
o

Figura 2.5: Fluxo da aplicacao H

t
1
f
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Apéndice A
Teorema de Classificacao de
Poincaré

Inicialmente veremos algumas propriedades do levantamento.

O lema a seguir nos diz que toda aplicacao continua definida no circulo unitario
admite infinitos levantamentos, os quais diferem dois a dois por um inteiro (fungao
constante).

Lema 2.27. Toda aplicaciao continua fy : S' — S' admite um levantamento
fi : R = R. Mais ainda, para todo k € Z tem-se que f1 + k também ¢é
levantamento de fy.

Demonstragio. Seja x € S', entao existe 2/ € S! tal que fy(z) = 2/. Por outro
lado, como 7 ¢ sobrejetiva, existe y,y’ € R tal que 7(y) = z e 7(y') = 2/. Assim,

fol@) =" = fo(r(y)) = =(y) = 7~ (foln(y)) = ¥

Isto ¢, existe uma aplicagdao continua f; = 7 o7 : R — R tal que fi(y) = v
Portanto f; é levantamento de f.

Além disso, fi; + k; para todo k € Z é também levantamento de fy. Com efeito, é
claro que como f; é continua, f; + k também é continua, para todo k € Z. Além

disso,

To(fi+k)=mofi=foom.
Portanto, fy possui infinitos levantamentos.
Sejam f1,f> : R — R levantamentos quaisquer de f,. Vamos mostrar que

Jk € Z tal que fi(z) = fo + k, Vo € R. Como f; e f» sdo ambas levantamentos
de fy, temos

mofi=foomr=mo fo.

Assim, 7(f1) — 7(f2) = 0 e portanto,

fi(x) = folx) = k(z) € Z

46
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Afirmagao: k(x) independe de z.
Com efeito, (f1 — fo)(z) = fi(z) — fa(x) = k(z). Como fi, fo sdo

continuas , segue que f; — fo : R — Z também é continua. Dai, como Z é um
espaco discreto, segue que f; — fo tem um tnico inteiro como imagem. Portanto,

fi(@) = fo(z) = (fi = f2)(x) =k € Z. Isto &, fi(z) = fo(x) + k, Vo € R. 0

Observacao 2.28. O lema anterior nos diz que dado um levantamento qualquer
de f € possivel determinar todos os seus outros levantamentos, 0s quais $Go
infinitos.
Note que

m(f(x+1)) = folm(z + 1)) = fo(m(z)) = 7(f ().

Isto implica que, f(x 4+ 1) — f(x) = d(z) € Z, onde f é um levantamento de f.
Analogamente ao argumento na prova do lema anterior, mostramos que f(x +
1) — f(z) independe de x. Além disso, se g € outro levantamento de fy, entdo
pelo lema, 3k € Z tal que g(x) = f(x) + k. Dad,

g@+1)—g@)=fla+1)+k—flz)—k=flz+1) - f(z) =d.
Portanto, d independe do levantamento.

A proposicao abaixo exibe algumas propriedades envolvendo o grau de fy
e seus levantamentos.
Proposicao 2.29. Sejam f, : S' — St continua e f1, fo : R — R levantamentos
de fo, entdo:
P1) fi(x +m) = fi(z) +md; m € Z;
P2) fi'(x +m) = f'(x) + md"; m,n € Z;
P3) Se deg fo =1, entao fI'(x) = f3(x) +nk; k,n € Z;

P4) [T, f3 sao levantamentos de f(.

Demonstragao. P1)

filr4+m)= filr+m—1)+d
= filt4+m—2)+2d
filz +m —3) + 3d.

(2.16)

Portanto, fi(z +m) = fi(zr +m —m)+md = fi(z) + md.
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P2)

filx+m) = fi7(fulz +m))
P (fi(x) + md)
T 2(f1(f1(z) + md))
= f2(f () + md?)).
(2.17)

Segue indutivamente que , fI'(z+m) = fI" " (f1'(x)+md")) = f]'(x)+md".

P3) Por indugao temos que se n = 1 entao existe k € Z tal que fi(z) = fo(z)+k,
para todo x € R. Suponhamos que f}(z) = fi(z) + tk para todo inteiro ¢
maior do que ou igual a 1 e menor que n. Entao

filx) = 1 (A1)
= [ (@) +0-1k
= L (R@) k) + (n— 1k
2 (fo(2)) + k4 (n = 1)k

= faz) + nk.
(2.18)
Portanto a igualdade é valida para todo n € N.
P4) Vamos mostrar que f' é levantamento de fJ'. Por inducdo, se n = 1

a afirmacao é verdadeira por hipétese. Suponha que a afirmacao seja
verdadeira para todo inteiro maior do que ou igual a 1 e menor que n.
Pela definicao de levantamento, temos

moff=rofftofi=fiTlomofi=fi""ofoor=fiom
Portanto, fi' ¢ levantamento de f{.

]

Agora veremos algumas propriedades do numero de rotagao para
homeomorfismos no circulo. TLogo depois exibiremos a prova do Teorema de
Classificacao de Poincaré.

O numero de rotacao é um numero real associado a aplicacao f, definida
no circulo unitario S'. Vejamos como o nimero de rotacdao caracteriza o
comportamento das orbitas de f.

Definicao 2.30. Sejam f : S' — S' um homeomorfismo que preserva orientacao
no circulo e F' : R — R um levantamento qualquer de f. O nimero p(F) =
po(f)(modl) é chamado de nimero de rotacao de f, onde

po(f) = lim w

n—00 n
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sempre existe.

Esta definicao nos diz o quanto em média cada iterado de um ponto = € S',
“caminha'pelo homeomorfismo f. O nimero de rotacao sempre existe e independe
do ponto escolhido.

Se z e y sao dois pontos em S'; entdo definimos o intervalo [x,y] C S! sendo
7([2',y']), onde 2’ € 77 (z) e v = 7' (y) N [2/,2’ + 1]. Intervalos abertos e
semi-abertos sao definidos de maneira semelhante.

Lema 2.31. Suponha p(F) irracional. Entdo, para qualquer x € S' e quaisquer
inteiros distintos m > n, eviste k € N tal que f*(x) € I = [f™(x), f*(z)].

Vejamos agora a seguinte proposicao.

Proposigao 2.32. Se p(F) é irracional, entio w(r) = w(y), Yo,y € S, e também
w(x) = St ou w(x) € perfeito (fechado e sem pontos isolados) e ndao denso em
nenhum aberto.

Lema 2.33. Suponha que p(F') € irracional, onde F um levantamento de f e
p = p(F). Entdo para qualquer x € R,

nip +my < ngp + me <= F™(x) +my < F™(x) + my

para qualquer my, mo, Ny, No € 7.

Teorema 2.34. (Teorema de Poincaré) Seja f: S' — S' um homeomorfismo
que preserva orientacao com numero de rotacao irracional p.

1) Se [ ¢ topologicamente transitiva entdo f € conjugada topologicamente a
rotagao R,

2) Se f nao € topologicamente transitiva, entdo R, é um fator topoldgico de f,
através de uma aplicacido mondtona, continua e nao-invertivel h : S' — S*.

Demonstracao. Seja F': R — R um levantamento de f e fixe z € R. Considere
também os conjuntos A = {F"(z)+ m:n,m € Z} e B={np+m:n,m € Z}.
Defina H : A — B por H(F"(z) + m) = np + m. Pelo lema anterior, H é
monotona.

O conjunto B é denso em R. De fato, seja J C R um aberto qualquer e
m: R — S', onde 7(z) = z(modl) a aplicagdo projegao. Considere também a
rotagdo R, : S' — S', onde R,(x) = x + p. Pelo Teorema de Jacobi a rotagio
R, ¢ minimal, isto ¢, a orbita Og,(z) = {R}(z)}nez ¢ densa em S', Vo € S',
Em particular, a 6rbita de 0, Og,(0) = {R}(0)},cz ¢ densa em St.  Entdo,
considerando o intervalo 7(J) = I C S', temos que R}(0) € I = 7(J). Logo,
existe x € J tal que R}(0) = m(x), n € Z.

Agora, seja F' um levantamento de R, J& vimos que entao, F™ ¢é um
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levantamento de R}. Logo, existe y € J tal que F"(0) = y, n € Z. Pela
definicao de levantamento temos

To F"(0) = Rjon(0)

=
m(y) = R;(0)
=
my) = np
=
y(modl) = np
=
Yy = np+m

Portanto, o conjunto B é denso em R.
Se abusarmos da notagao e escrevermos I, como a transformacao R, : R — R,
tal que R,(x) =z + pentdo Ho F = R,0 H em A, ja que

Ho F(F"(z)+m)=HoF(F"(x +m))
= Ho F"™(z +m))
= H(F""'(z) + m)
—(n+1)p+m (2.19)

R,o H(F"(z) +m) = R,(np+m)
=np+m-+p
=(n+1)p+m (2.20)

Afirmacgao: H se estende continuamente ao fecho de A.

De fato, se y € A entdo existe uma sequéncia (z,),eny C A tal que limz, = y.
Queremos definir H(y) = lim H(x,). Para mostrarmos que lim H(x,) existe
e independe da escolha da sequéncia se aproximando de y, observe que os
limites laterais existem e sao independentes da sequéncia, pois H é mondtona.
Se os limites laterais fossem diferentes entao, R — B conteria um intervalo,
contradizendo o fato de B ser denso em R. Portanto, lim H (z,,) existe e independe
da sequéncia que se aproxima de .

1° caso: A # R.

A transformacdo H pode agora ser estendida a R. A funcio H : A — R é
monotona e sobrejetiva, ja que H é monoétona e continua em A, A é fechado
e B é denso em R, entao nao existe alternativa a definir H nos intervalos
complementares a A. A tnica alternativa é que H = constante nesses intervalos,
pois se H nao é contante, teremos que defini -la nesses intervalos de alguma
outra forma, ja que H é sobrejetiva, mas qualquer outra forma contraria a
monotonicidade de H.

Escolhamos a constante igual aos valores nos extremos desses intervalos. Tal
origina uma transformacao H : R — R onde H o F' = R, 0 H. De fato, ja vimos
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que para todo x € A tal igualdade se verifica. Mas, como H é uma extensao
continua ao fecho A de A, segue-se que a igualdade também é valida para pontos
de A.

Resta-nos mostrar que H o F' = R, o H se verifica para todo ponto x contido
nos intervalos complementares de A. Sejam x € ZC, u € 0A tal que H(x) = H(u)
e considere o intervalo [u, x] que, por construcao, nao contém pontos de A, isto
é, [u,x] N A = (), entdo [F(u), F(x)] N A = (. De fato, se existe y tal que
y € [F(u), F(z)] N A = 0, entdao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
um z € [u,z] tal que F(2) = y. Logo, F7'(y)N[u,z] #De F'(y)NA#£0,
contradi¢do. Portanto, H(F(z)) = H(F(u)) = constante. Entdo, como u € A,
temos que H(F(u)) = R,(H(u)) e portanto

HoF(x)=H

o H(x) (2.21)

Agora, se z € A, temos
Hz+1)=H(F"(z)+m+1)=np+m+1=H(z)+1

e essa propriedade é valida para a extensao continua. De fato, dado x contido em
algum intervalo complementar a A, temos H(z)+1 = H(u)+1= H(u+1), pois
u € A. Agora, seja x € A cu € 94 tal que H(z) = H(u), entao se [u, z]NA = ()
vale que [u+ 1,2+ 1)N A = (. Com efeito, se existe y € [u+ 1,2+ 1] N A, entdo
y—1leAey—1 € [u,x], contradizendo o fato de [u,z] nao ter pontos de A.
Assim, H(u+1) = H(x+1) e portanto H(z)+ 1 = H(x+ 1) para todo = contido
em algum intervalo complementar a A.

Essa propriedade garante a existéncia de uma semi-conjugacao h : St — St
tal que ho f = Rpo h. Isto conclui a demonstragao do teorema para o caso em
que f nao ¢é transitiva.
2° caso: A =R.

Suponha agora que f : S' — S! ¢ transitiva, entdo o conjunto A é denso em R.
De fato, seja I um intervalo aberto qualquer de R. Considere também a aplicacao
projegiao 7 : R — S', entdo n() é um intervalo de S'. Todo ponto de 7([) tem
uma pré-imagem em I, ou seja, dado z € w(I) existe y € I tal que 7(y) = z.

Como f é transitiva, a o6rbita de m(z) € S' e entdo existe n € Z tal que
f™(m(z)) € n(I). Logo, existe y € I tal que 7(y) = f™(7(x)).

Como F' é um levantamento de f e portanto, F™ é um levantamento de ",
temos

(£ (x))

I
~

3
=
=2

4

m(F"(z)) = 7(y)

<
T
e
3
O
+
3



52

Portanto, o conjunto A é denso em R.

Desse modo, A = B =R e portanto H : R — R é mon6tona e bijetiva. Logo,
podemos obter um homeomorfismo h : S' — S! tal que ho f = R, 0 h e isso
completa a demonstracao. ]



Apéndice B
Teoria de Medida, Teoria Ergodica
e Entropia Topologica

Inicialmente faremos uma revisao de alguns conceitos e teoremas da Teoria de
Medida e Teoria Ergodica. Mais detalhes e demonstragoes dos teoremas podem
ser consultados na referéncia [8].

Defini¢ao 2.35. Seja Y uma cole¢cao de subconjuntos de um conjunto X.
Dizemos que Y é uma dlgebra se:

1) 0, X ed;

2) Se A€ entao X — A€ ;

3) Se Ay, Ay, . A, €Y entdo U A; €.

Se Ay, Ag,... € > implica que U2, A; € >, entdo > é uma o-dlgebra. Se

> é uma o-dlgebra de X, chamamos o par (X, > ) de espa¢o mensurdvel. Neste
caso, os elementos de > sdo conjuntos mensuraveis.

Exemplo 2.36. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. As colegoes {0, X'} e
P(X) sao o-dlgebras.

Se X é um espago topologico, a o-dlgebra Boreliana de X é a o-algebra gerada
pela familia de todos os abertos de X.
Definigao 2.37. Seja (X,)) um espaco mensurdvel. Dizemos que uma fun¢ao
p: Y —[0,00] € uma medida se:

1) () = 0;

2) W(Ui—oEs) = Yoo u(E:), para toda colecio {E;}°, de conjuntos

mensurdveis dois a dois disjuntos.

Se p ¢ uma medida em (X, )) chamamos (X, ), 1) de espago de medida.
A medida p é dita finita se u(X) < oo. Se u(X) = 1, entdo o espaco de
medida é dito espaco de probabilidade e p é dita medida de probabilidade.

53
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Defini¢ao 2.38. Sejam (X,> , 1) um espago de medida e f : X — X uma
aplicagao. A aplicacao f € mensurdvel se para qualquer conjunto A C X
mensurdvel, f~1(A) é mensurdvel.

Uma medida p é f-invariante se
w(f~1(A)) = u(A), para qualquer conjunto y-mensuravel.

Quando f é invertivel, isto é equivalente a dizer que

w(A) = u(f(A)) = ... = p(f*(A)), para todo k € Z.

Neste caso também dizemos que f preserva .
A seguinte proposic¢ao fornece uma caracterizagao de aplicacoes que preservam
medida. A prova pode ser encontrada em |[8].

Proposicao 2.39. Seja f : X — X wuma transformacao mensurdvel e | uma
medida em X. Entao, f preserva a medida p se, e somente se,

J ¢dp = [(¢o f)du,
para toda funcao integravel ¢ : X — R.

O teorema que segue garante a existéncia de medidas invariantes.

Teorema 2.40. (Ezisténcia de medidas invariantes) Seja f : X — X uma
transformacao continua num espaco métrico compacto. Entao existe pelo menos
uma medida de probabilidade em X que € invariante por f.

Definigao 2.41. Seja (X,> , ) um espaco de medida e P uma propriedade
referente aos elementos de X. Dizemos que P é verdadeira em p - quase todo
ponto, e denotamos por i - qtp, se P é verdadeira para o complementar de um
conjunto de medida p - nula.

O seguinte teorema afirma que a 6rbita de quase todo ponto, relativamente
a qualquer medida invariante finita, regressa arbitrariamente perto de seu estado
inicial.

Teorema 2.42. (Teorema de Recorréncia de Poincaré) Sejam f: X — X uma
transformacao mensurdvel e p uma medida finita invariante por f. Seja B C X
qualquer conjunto mensurdvel com p(B) > 0. Entdo para p - qtp, x € B, existem
infinitos valores de n para os quais f™(x) também estd em B.

Fixemos uma transformacgio f : X — X. Denotemos por M(X) o espaco
de todas medidas de probabilidade Boreliana invariantes por f.
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Lema 2.43. M(X) € ndo-vazio, compacto com a topologia fmca,*ﬂ e convezo.

Nesse contexto, o conceito de ergodicidade é analogo ao de transitividade (na
dindmica topoldgica). O sistema é formado por uma unica peca dinamica, ou
seja, o estudo do sistema nao pode ser dividido em diferentes partes relevantes,
independentes entre si, com respeito a uma dada medida.

Definicao 2.44. Seja (X,>, ) um espago de probabilidade. Dizemos que
T:X — X é ergddica com respeito a p se p(A) =0 ou 1, para todo conjunto A
mensurdvel e tal que T™'(A) = A.

Existem varias maneiras de caracterizar a ergodicidade de uma aplicagao
f: X — X com respeito a uma medida de probabilidade invariante.

Definicao 2.45. Dizemos que um ponto x de um conjunto convexo C' € ponto
extremal de C' se nao for combinacao convexa de nenhum ponto de C, isto é, x
nao pode ser escrito na forma v = (1—t)y+tz, para nenhumy,z € C et € (0,1).
Se isso acontece, entdo x =y = 2.

A préxima proposicao diz que as medidas ergbdicas sao os elementos extremais
do convexo M (X).

Proposigao 2.46. Dada p € M¢(X) uma probabilidade invariante, p € ergidica
se, e somente se, nio € possivel escrevé-la na forma p = (1 — t)uy + tps com
t €(0,1) e pq, uo probabilidades invariantes distintas.

O seguinte teorema é conhecido como Teorema ergodico de Birkhof.

Teorema 2.47. Sejam (X, A, pu) um espag¢o de probabilidade e T : X — X

uma transformacao que preserva . FEntao, dada qualquer fungao integrdvel
f: X =R, o limite

limy, o0 % Z;:ol foT/(x)

existe para quase todo ponto x € X. Além disso, seT' € ergddica entao esse limite

é [ fdpu.

Esse teorema nos diz que, exceto para um conjunto de medida nula, a média
temporal

limy, o0 % Z?;g foT/(x)

2A topologia fraca* em M ;(X) é a topologia gerada pela base de vizinhancas {V (i, ¢, )}
de p € My(X), onde ¢ = {¢1, P2, ..., 0n} € 0 conjunto de funcdes continuas limitadas, ¢ > 0,
V(Ma ¢>€) = {’U € Mf(X>| f(bzd:u - f ¢idv| < 5}’ € V(Ma ¢>€) = ﬂynzlv(ﬂa (biag)-
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é igual a média espacial [ fdu, onde p é uma medida de probabilidade. Na média
espacial, ao invés de fixar um ponto e analisar o seu futuro, fixa-se um tempo e
analisa o comprimento de todos os pontos de uma vez.

No caso de subconjuntos convexos de espacos vetoriais com dimensao finita
tem-se que todo elemento do convexo pode ser escrito como combinagao convexa
dos elementos extremais. Por exemplo, todo ponto num triangulo no plano pode
ser escrito como combinagao convexa dos vértices do triangulo.

E natural perguntar se a mesma propriedade vale no espaco de probabilidade
invariante, isto é, se toda medida invariante é combinacao linear de pontos
extremais, ou seja,de medidas ergodicas.

O teorema de decomposicao ergodica mostra que esta resposta é verdadeira ,
exceto que o namero de parcelas nesta combinacao nao ¢ necessariamente finito,
nem mesmo enumeravel. Este teorema permite reduzir a demonstracao de muitos
resultados ao caso em que o sistema é ergodico.

Seja (X,> , ) um espaco de probabilidade, P uma particdo de X em
conjuntos mensuraveis e 7 : X — P a projecao natural que associa a cada x € X
o elemento P(z) da particao que o contém.

A projecao permite munir P de uma estrutura de espaco de probabilidade:
Dizemos que um conjunto Q de P é mensuravel se, e somente se, a pré-imagem

771(Q) = a unido dos elementos P de P que pertencem a Q

¢ um subconjunto mensuravel de X. A familia B dos subconjuntos mensuraveis
¢ uma o-algebra em P. Definamos a medida quociente f por 1(Q) = (7 (Q))
para cada Q € B.

Teorema 2.48. (Teorema de decomposicao ergddica) Seja X um espaco completo
separavel, f : X — X wma transformacao mensurdvel e p uma probabilidade
invariante. Entdo eziste um conjunto mensurdvel Xo C X com pu(Xo) = 1, uma
particao P de Xy em subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades
{pup; P € P} em X, satisfazendo

(a) pp(P) =1, para p-quase todo P € P;
(b) P — pup(E) é mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C X;
(¢) pp € invariante e ergddica para ji-quase todo P € P;
(d) W(E) = [ pup(E)du(P), para todo conjunto mensurdvel E C M.
A propriedade (d) significa que p é uma combinagdo convexa das varias

probabilidades ergodicas pp, em que cada pp entra com peso igual a i(P). A
propriedade (b) garante que a integral em (d) esta bem definida.

Definiremos agora a no¢ao de entropia topolégica. Esse conceito é uma forma
de medir a taxa de complexidade de um sistema dinamico. Um sistema dinamico
é dito cadtico se sua entropia topologica é positiva.

Seja (X, d) um espaco métrico compacto e f : X — X uma aplicagdo continua.
Para cada n € N seja
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dn<x> y) = maxogkgnfld<fk(‘r)7 fk<y)

O nimero d,, mede a distancia maxima entre os iterados de x e y num trecho de
orbita de tamanho n. Definida dessa maneira, cada d,, ¢ uma métrica em X e
induzem a mesma topologia em X.

Fixemos € > 0 e seja cov(n, e, f) a cardinalidade minima de uma cobertura
de X por conjuntos de diametro menor que € na métrica d,,. Por compacidade,
cov(n, e, f) ¢ finito.

Definicao 2.49. O nimero hyy,, = h(f) = lim._,o+ h-(f), onde

he(f) = limsup, . & loglcov(n, =, f).

Algumas propriedades sobre Entropia topolégica podem ser encontradas na
referéncia [10].

O teorema abaixo nos diz que se p(F') tem interior ndo vazio, entdo f tem um
comportamento dinamico cadtico. A prova desse teorema pode ser consultada
em [11].

Teorema 2.50. Se p(F') tem interior nao vazio, entdo f tem entropia positiva.
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