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Resumo

DUTRA, Esron Klinger, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2023. Sub-
variedades analiticas e a algebra de Lie de campos de vetores holomorfos.
Orientador: Diogo Silva Machado.

E sabido que a cada germe de subvariedade analitica esta associado uma algebra de Lie,
chamada Algebra Tangente, a qual é formada por todos os germes de campos de ve-
tores holomorfos que sao tangentes a subvariedade analitica dada. De forma reciproca,
a toda subdlgebra na algebra de germes de campos de vetores existe uma subvariedade
analitica associada, a qual é chamada subvariedade integral, definida como subvariedade
de um apropriado ideal de funcoes holomorfas. Este trabalho tem como mote investigar
as propriedades dessa correspondéncia (correspondéncia de Grébner), em especial, estu-
dar as formas de caracterizacao das algebras que sejam &algebras tangentes de alguma

subvariedade analitica dada.

Palavras-chave: Algebra tangente. Algebra balanceada. Variedades integrais. Corres-
pondéncia de Grébner.



Abstract

DUTRA, Esron Klinger, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2023. Analy-
tic subvariety and the Lie algebra of holomorphic vector fields. Adviser: Diogo
Silva Machado.

It is known that each germ of analytic subvariety is associated with a Lie algebra, called
Tangent Algebra, which is formed by all germs of holomorphic vectors fields that are tan-
gent to the given analytic subvariety. Conversely, to every subalgebra in the germ algebra
of vector fields there is an associated analytic subvariety, which is called the integral sub-
variety, defined as the subvariety of the appropriate ideal of holomorphic functions. This
work aims to investigate the properties of this correspondence (Grobner correspondence),
in particular, to study the ways of characterizing algebras that are tangent algebras of

some given analytical subvariety.

Keywords: Tangent algebra. Balanced algebra. Integral varieties. Groébner correspon-
dence.
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Capitulo 1

Introducao

Seja X C (C",0) um germe de subvariedade analitica, que eventualmente chamaremos
de germe analitico. Vamos denotar por O, o conjunto de germes de funcoes holomorfas
(C",0) — C e Ix C O, o ideal de fungoes que se anulam sobre X. Podemos associar a
subvariedade analitica X a sua Algebra Tangente, denotada por Dy, a qual é formada por
todos os germes de campos de vetores holomorfos que sao tangentes a X. Notamos que Dy
tem estrutura de algebra de Lie: o conjunto ID dos germes de campos de vetores holomorfos
pode ser identificado com a &algebra de Lie das derivagoes de O, e, assim, definimos
Dy :={D € D/ D(Ix) C Ix} como uma subélgebra (de Lie) de D. No caso em que
X constitui uma subvariedade analitica de codimensao 1 (hipersuperficie), K. Saito [16]
considerou para cada ponto de C" o conjunto de germes de campos de vetores tangentes
a X neste ponto. Tomando cada um deste conjuntos como estrutura de stalk, ele obteve
feixes de O,,-mddulos coerentes, independente da natureza da hipersuperficie X. No caso
em que X é do tipo cruzamento normal, tal feixe é localmente livre. Posteriormente, A.
G. Aleksandrov [2] obteve uma caracteriza¢ao completa das hipersuperficies cujo o feixe
sao do tipo localmente livre. O caso em que X tem codimensao qualquer foi considerado
por Delphine Pol [5].

Agora, seja A uma subdlgebra de D. A subvariedade integral de A, denotada por X 4, é
definida como sendo a menor subvariedade do espaco ambiente tal que todos os campos de
vetores que se anulam sobre X 4 pertencem a A. Mais precisamente: para uma subalgebra
A C D consideramos o ideal Iy C O,, dado por Iy = {g € O, / g-D C A}. O conjunto
de zeros X4 C (C",0) de 14 é a variedade integral de A.

Uma questao que surge naturalmente é: como caracterizar todas as subalgebras de
Lie A C D que sdo da forma A = Dx, para alguma subvariedade X C (C",0)?

Evidentemente, que terao maior valor aquelas caracterizacoes que possam ser even-
tualmente expressadas em termos puramente tedricos da algebra de Lie. Com efeito, H.
Hauser e G. Miiller [8], [9] provaram o seguinte resultado, lancando luz a esta questao:

Correspondéncia de Grobner: Considere os seguintes conjuntos

Q={X / X ésubvariedade analitica de (C",0)}

I'={ACD/ A ésubalgebra geométrica de D}.

Existe uma bijecao ¢ : 2 — I', a qual é definida pela relagao

w: X +— Dy
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O presente trabalho visa realizar um estudo no contexto das subvariedades analiticas
e da dlgebra de campos de vetores holomorfos. Especificamente, estudar as relagoes exis-
tentes entre a geometria de uma subvariedade analitica e as propriedades algébricas de sua
algebra tangente e, principalmente, tratar da questao da caracterizacao das subdlgebras
de Lie que constituem algebras tangentes de apropriadas subvariedades.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo enunciaremos varias defini¢goes e vamos mostrar algumas afirmagoes que
sao usadas nas demonstragoes de alguns teoremas e proposigcoes ao longo do texto. As
referéncias para este capitulo sao [4], [7], [14], [17], [18], [19].

2.1 Conceitos Algébricos

Definigao 2.1 (Divisor de zero). Seja R um anel comutativo com unidade, tem-se que
um divisor de zero em R € um elemento a € R tal que existe b € R, b # 0, com ab = 0.
Assim, um anel R # 0 € um anel de integridade se nao possui divisores de zero, isto €,
seab=20, coma,be R, entao a =0 ou b=0.

Defini¢ao 2.2 (Mddulo). Seja R um anel. Um R-médulo é um grupo abeliano M sobre
o qual R atua linearmente. Mais precisamente, é um par (M, un), onde M é um grupo
abeliano e p € uma aplicagao de R x M em M tal que, se escrevermos p(a,x) = ax, com
a € R, x € M, os sequintes axiomas sao satisfeitos, para a,b € R, x,y € M:

(1) a(z + y) = az + ay,
(ii) (a + b)z = ax + bz,
(111) (ab)x = a(bz),

(iv) 1z = .

Definigao 2.3 (Algebra). Uma dlgebra sobre um corpo K € um espaco vetorial V- munido
com a aplicacao bilinear

VXV =V
(@, y) = a2y

Definicao 2.4 (Algebra de Lie). Seja K um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre K é um
K-espaco vetorial L, munido com a aplicacao bilinear, chamado colchete de Lie

[,.]:LxL—1L
Satisfazendo

o [z,2] =0,V €L

o [7,[y,2] + [y, [z, 2] + [z, [z,9]] = 0, Va,y,2 € L
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2.2 Anel de Germes de Funcoes Holomorfas

Agora veremos algumas propriedades das fungoes holomorfas. Para isto, introduzi-
mos o conceito de germe sobre conjuntos e fungoes holomorfas.

Definigao 2.5 (Germe de conjuntos). Introduzimos uma rela¢ao ~ sobre subconjuntos
de C". Sejam X,Y C C". Definimos que X ~ Y se existe uma vizinhanca U de O tal
que X NU =Y NU. Facilmente notamos que ~ € uma relagao de equivaléncia. Entao
chamamos a classe de equivaléncia de X o germe de X em 0.

Temos que as operagoes de conjuntos sao induzidas para os germes de conjutos, isto
é, para dois germes A e B, as seguintes operacoes sao bem definidas: ANB, AUB, A— B.
Mais ainda, a inclusao A C B.

Definigao 2.6 (Germe de fungoes holomorfas). Seja H o conjunto de fungdes holomorfas
em (C",0). Definimos uma relagao ~ em H tal que para dois elementos f,g € H, f ~ g
se existe uma vizinhanca U de 0 tal que f e g restritas a U sao idénticas. Note que a
relagao ~ € uma relacao de equivaléncia. Desse modo, a classe de equivaléncia de uma
fungao f é chamada de germe de f em 0.

Desta maneira, para z € C", definimos O,, , como o conjunto quociente de H pela
relacao de equivaléncia em uma vizinhanca de z. O conjunto O, . possui a estrutura
de anel comutativo com relacao as operagoes de adicao e multiplicacao de fungoes, sua
unidade representa a classe de equivaléncia da funcao constante igual a 1, além de conter
o corpo C como o germe das fungoes constantes. Denotaremos O, o = O,, para o germe
de fungoes holomorfas em uma vizinhanga de 0.

Da definigao 2.1 temos a seguinte proposigao (ver [20, pag. 8]),

Proposigao 2.1. O conjunto O,, é um anel de integridade.

Agora, seja O,,_1z,] 0 anel de polinomios em z, com coeficientes em O,_; dado
por:

On-ilzn] = {f(2) = ao + a1z, + - + a2 [ a; € Op_1}.
Temos que O, _1[z,] é um subanel de O,,, além disso contém O,,_; como subanel.

Definicao 2.7. Um polinomio de Weierstrass em z,, de grau k, é um elemento h de
On_1(zn] da forma

_ k—1 k
h=ay+arz,+ -+ a1z,  + 2,
onde k € um inteiro positivo e ag,ay,--- ,ar_1 nao sao unidades de O,,_1.

Observe que, h(0,0,---,0,z,) = zF. Portanto a ordem de h é k e qualquer germe
f € O, é escrito da forma

f(z)=ag+ayz,+ - +apzk +---

com a; € O,_1. O teorema abaixo afirma que tal f é igual a um polinomio de Weierstrass
de grau k.
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Teorema 2.1 (Teorema da divisao de Weierstrass, ver [20, pag. 10]). Se h € um polinémio
de Weierstrass em z,, de grau k, entao para algum germe f € O,, existem elementos,
unicamente determinados, ¢ € O, er € O,_1[2,] com gr(r) < k tal que

f=qh+r.
Os seguintes resultados podem ser encontrados em [20, capitulo I].
Teorema 2.2. O anel O,, € de fatora¢ao unica.

Proposicao 2.2. Se f e g sao relativamente primos em O, entao f e g sao relativamente
primos em O, ., para z suficientemente proximo de 0.

Teorema 2.3. O anel O,, ¢ um anel Noetheriano.

2.3 Germes de Subvariedades

Nesta se¢ao vamos definir o que sao germes de subvariedades e estudar as relagoes
entre esses germes e os ideais em O,.

Sejam f1,--- , fr germes de funcoes holomorfas em O, e U uma vizinhancga préxima
de 0 tal que estes germes sao representados por fungoes holomorfas, as quais também
denotaremos por fi, -, fi.

Defini¢ao 2.8 (Subvariedade Analitica). Seja M wuma variedade compleza em (C",0) e
X um subconjunto de M. Dizemos que X € uma subvariedade analitica em (C",0) se,
para todo ponto p € M, existe uma vizinhan¢a U de p e um niumero finito de funcoes
holomorfas f1,---, fr em U tal que

XNU={qeU/ filg) == filg) = O},
Dai, temos que X ¢ a subvariedade analitica definida por fi,---, fx. Sendo assim,
considere I um ideal do anel O,,. Como O,, é um anel Noetheriano (Teorema 2.3), existe
um numero finito de func¢oes holomorfas fi,---, fi, tal que I =< f1,---, fr > € o ideal

gerado por tais fungoes, desse modo podemos definir o ideal I de uma subvariedade X.

Definigao 2.9 (Ideal de X). Dado uma subvariedade analitica X, o ideal de X, denotado
por Ix €

I(X)=Ix={f€0,/ f(p)=0,Y pe X, em uma vizinhanga de 0}.
Definicao 2.10. Para um ideal I de O, definimos o seu ideal radical como o conjunto
VI={f €0,/ f €I, para algum inteiro r}

Temos que o ideal radical VT é um ideal de O,, contendo 1.
Agora, podemos definir um germe de subvariedade atraves de um ideal de O,.

Definicao 2.11. O germe de uma subvariedade analitica definida por I é dado por

X(I)={pe(C"0)/ filp)=---= fulp) = 0}.

Feito tais consideragoes, podemos enunciar o Teorema de Hilbert Nullstelensatz e uma
proposigao ([20, pdg. 22]) que relata as propriedades entre um germe de subvariedade e
um ideal.
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Proposicao 2.3. Sejam X, X; e Xy germes de subvariedades analiticas em (C",0) e I,
1, e I, ideais em O,,.

(3) X()NX(L)=X(L+1).
(4) X(L)UX(Lz) = X(I1]5) = X(I; N Iy).

(6) VTx = Iy.
(1) X(WT) = X(1).
(8) X(Ix) = X.

(9) 1(X(I)) > VI.

Teorema 2.4 (Teorema de Hilbert Nullstelensatz, [20, pag. 22]). Para algum ideal I €
On,

I(X(1)=+1I.
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Capitulo 3

A Algebra Tangente de um Germe
Analitico

Neste capitulo apresentaremos uma descricao sobre as algebras tangentes. Através do
Teorema de Seidenberg expressaremos as dlgebras tangentes em termos de componentes
irredutiveis de X. Possuindo algebra tangente definida podemos reconstruir X a partir
de Dx por ideais Fitting e mostraremos como calcular Dy a partir de X em alguns casos
particulares. Os resultados desde capitulo se baseiam nas seguintes referéncias [1], [9], [10].

Seja D : (C",0) — C™ um germe de campo de vetores analitico em (C"0), o qual
pode ser naturalmente identificado com uma derivacao C-linear D : O,, — O,, de O,,.

Neste caso, tomando coordenadas x = (xy,- - ,z,) em (C",0), podemos escrever
D= (ay, - ,a,) = a;0,.
Para cada g € O,,
Dg = a;0.,9,
comi=1,--- n. Paracadap e (C"0),
D(p) = (a1(p),--- ,an(p)) € C"

Por D denotaremos os germes de campos de vetores analiticos em (C",0). Observamos
que D constitui uma algebra de Lie com a operacao colchete dada por

[,.]:DxD—D
[D,El=DoE—FEoD

Assim, podemos considerar D como um O,,-médulo gerado pelas derivadas parciais 0, , - - - O,
e temos uma identidade bésica que relaciona a O,-multiplicagdo com o colchete.

n

Proposicao 3.1. Sejam D, E €D e g € O,. Entao vale a sequinte igualdade
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Demonstracao. Calculando o colchete, por definicao e usando a regra de Leibniz, temos
[D,gE] = Do(gE)—(gE)oD

Dg-FE+g-DoE—g-FEoD
= Dg-E+g-[D,E|

]

Definicao 3.1 (Algebra Tangente). Dado uma subvariedade analitica X a dlgebra tan-
gente de X, denotada por Dy, € definida por

Dx = {D €D/ D(Ix) C Ix}

Note que a algebra tangente Dy é uma algebra de Lie. De fato, sejam D, F, F' € Dy
quaisquer. Entao,

[D,D]=DoD—DoD =0.
Além disso, usando o fato da bilinearidade do colchete, temos

[D,[E, Fl] + [E,[F, D] + [F, [D, E]|
[D,EoF —FoFE|+[E,FoD—DoF|+[F,DoE—FEoD|
[D,EoF|—[D,FoE|+[E,FoD]—[E,DoF|+|[F,DoE|—[F,EoD|
(DOEOF)—(EOFOD)—(DoFoE)—I—(FOE'oD)—l—(EOFoD)—(FODOE)
(EoDoF)+(DoFoFE)+(FoDoE)—(DoFEoF)—(FoFEoD)+(EoDoF)
(DoFEoF)—(DoFEoF)+(FoFoD)—(EoFoD)+(DoFoE)—(DoFoF)
(FoEoD)—(FoFEoD)+(FoDoE)—(FoDoE)+(EoDoF)—(EoDoF) =

S+

Assim, temos que a algebra tangente Dy é uma algebra de Lie.

A proposicao a seguir descreve as dlgebras tangentes Dy geometricamente.
Proposicao 3.2. Seja o germe de subvariedade analitico X C (C",0).

(a) D € D € tangente a X < D(p) € T,X para todos os pontos p de um subconjunto
denso de X, ou seja, para todos os pontos requlares de X.

(b) Dx € o submddulo de Lie de D, isto é, uma subdlgebra de Lie como um O,,-mddulo.
O conjunto Ix -1 de campos de vetores que se anulam em X é um ideal em Dx.

Demonstragao. Sejam D = Zaiﬁmi, p € X elx =< f; > Entao T,X pode ser identi-
i=1

ficado com (7, f)~*(0) C C™, isto ¢, o espago tangente é igual ao nicleo da derivagao de

f="(f1, -, frx) em p. De fato,
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Df(p) = (Zazazzf;)() = (@102, f;)(P) + - -+ + (an0e, £;) ()

: = a(p)Du, f5(p) + -+ + @u(p)Dr,, f5(p)
= [0ufilp) - 0w filp

= Dfi(p)- D(p) =0
& D(p) € Ker(Df(p)) =1T,X

para p ponto regular.
Por continuidade, dado um subconjunto denso U de X, com p € X, existe uma
sequéncia (p;), p; € U, convergindo para p tal que

D(pz) € TpX = Df] S [X, VJ
o que equivale a dizer que
D(Ix) C Ix.

Assim, provamos (a). A primeira parte de (b) é imediata pela defini¢ao de Dy. Finalmente
para D e Dx, E€Dege Ix:

[D,g-El=Dg-FE+g-[D,El€Ix -D
provando que Ix - D é um ideal. O

A seguir, o Teorema de Seidenberg afirma que qualquer campo de vetores tangente a
um germe analitico é também tangente a sua redugao.

Teorema 3.1 (Teorema de Seidenberg, [1, Teo. 1]).

(a) Seja X C (C™,0) analitico. Um campo de vetores € tangente a X se, e somente se,
¢ tangente a todas componentes irredutiveis Xq,--- , X,, de X.

Dy = (Dy,.

(b) Seja I C O, um ideal arbitrdrio com radical VI = {g € O,, / ¢* € I para algum k €
N}. Entao,

D(I)c I < D(I)c /I

Devido ao Teorema de Seidenberg devemos considerar somente germes analiticos re-
duzidos.

Exemplo 1. Seja X C C? a unido do eizo Y = {(z,y) / x = 0} e a cuspide Z =
{(z,y) / 23 = y*}. Temos que Dy € gerado como Clz,y]- mddulo por xd, e 9, e Dy ¢
gerado pelo campo de vetores de Euler 220, 4+ 3yd, e o Hamiltoniano 2yd, + 32%0,. Desta
forma Dy =Dy NDy.
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iy

N

Cuspide
De fato, por definicao temos,
Dy = {D eD / D(Iy> C ]Y}

Seja Iy =< f >, onde f: C? — C tal que f(z,y) =, com f € O,.

f7H0) ={(z,y) €C* ) fla,y) =0} ={(x,y) €C* J 2z =0} =Y.

Queremos mostrar a igualdade Dy =< z0,, d, >. Observe que
< 20y, 0y >= {h1,hy € O,, / h1x0, + h0, € D}.
(i) < 20,0, >C Dy:
Tomando D €< z0,,d, > arbitrario, temos que

D= hlx&r + hgay.

Dai,
D(f) = hix0y f + hoOy, f = hx € Iy.
Logo,
D € Dy.
(ii) Dy C< x0,,0, >:
Tomando D € Dy arbitrario,
D = ad, + bo,,
com a,b € O,, tal que
D(hf) C Iy

para todo h € O,,. Basta mostrar que

16



17

para algum hq, € O,. Dali,
D(hf) = a0d,(hf)+bO,(hf)
= a(Ou(h)f + h0x(f)) + b(8y(h) f + hdy(f))
= a(0z(h)x + h) + b(9,(h)x)
= a0y(h)x + ah + b0, (h)x
= hll‘
isso implica que
ah = hyx — a0, (h)x — bo,(h)x.
Em particular considere a funcao constante h = 1. Entao,
a=hiz eb=h,.
Logo,
D =hz 335 + h28y ce< :E(?m,ay >.
Por fim,
Dy =< 20,,0, >,

como queriamos.

Agora, vamos mostrar que
Dy =< 220, + 3ydy, 2y0, + 3220, >.
Seja I; =< g >, onde g : C* — C tal que g(z,y) = 2> — y*, com g € O,,.
9710) ={(z,y) € C?* / g(z,y) =0} = {(2,y) € C* / 2’ —y* = 0} = Z.
Queremos mostrar a igualdade Dy =< 220, + 3yd,, 2y0, + 3220, >. Note que,

< 220, + 3yd,, 2y0, + 3220, >= {hy,hy € O,, | h1(220, + 3yd,) + ha(2y0, + 32°9,) € D}.
(i) <220, + 3yd,, 2y, + 32°0, >C Dy:

Tomando D €< 220, + 3yd,, 2y0, + 3?9, > arbitrario, temos que
D = hy(220, + 3yd,) + ha(2y0, + 3220,)
Assim,
D(g) = hi(220,(9) + 3ydy(9)) + h2(2y0.(9) + 32°9,(9))
= hi(2232* — 3y2y) + ho(2y3z? — 32°2y)
= h1(6$3 - 63/2)
= 6hy(2® —y*) €Iy

Portanto,



D e Dy.
(ii)Dy C< 220, + 3yd,, 2y0, + 3220, >:

Tomando D € Dy arbitrario,
D = a0, + b0,
com a,b € O,, tal que
D(hg) C Iz
para todo h € O,,. Vamos mostrar que
D(hg) = hg.

Para algum h; € O,,. De fato, observe que

D(hg) = ady(hg) + bdy(hg)
= ( 2(h)g + hd:(9)) + b(9,(h)g + hd,(g))
= a(0s(h)(=° — y?) + h3a?) + b(y(h) (z* — y*) — h2y)
= ad,(h)(z® — y*) + ah32® + b9, (h)(z* — y*) — bh2y

Dai, para que D(hg) = hyg, temos

ad,(h)g + ah3z® +bd,(h)g — bh2y = hig
ah3z® —bh2y = hyg— ad.(h)g — bd,(h)g
(a32® — b2y)h = (hy — ad,(h) +bd,(h))g

1
Em particular, considere a fungao constante h = 6 Portanto,

1
(a3x2—b2y)6 = hig

a3z? — b2y = 6hig
a3z? — b2y = 6hix® — 6hy?

Entao,
a = 2hyx e b= 3hyy.
Logo,
D = 2hy2:0, + 3hyd, €< 220, + 3yd,, 2y0, + 32%0, >

como queriamos.

Agora iremos descrever o conjunto Dy. Como,
X=YU/Z,
considere a funcao

h(z,y) = f(z,y)g(z,y) = x(2® —y?) = 2* — zy?

18
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com h € O, e além disso,

hH0) = {h(z,y) / h(z,y) =0}
= {(v,y) / f(@,y)9(z,y) = 0}
= {(v,y) / f(z,y) =0o0u g(z,y) =0}

= X.
Seja Iy =< h >, se D = a0, + b0, € Dx, D(h) = ch, com a,b,c € O,, entao
D(h) = ad,(h) + bd,(h) = cx(x® — y?)

Por outro lado, como h é multiplo de f, temos h € Iy e como h é multiplo de g, temos
h € I5. Portanto,

Logo,
D eDy NDy.

Exemplo 2. Seja X =< f >, uma hipersuperficie gerada por f € O, com decomposi¢cao
em fatores primos f = ffl co frkm o Entao a redugdo de X € definida por g = fi-++ fim-
Se D(g) €< g > entdo D(f;) €< f; >, para todo i. Com efeito, se D(g) €< g > temos,
pelo Teorema de Seidenberg, que D € tangente a toda componente irredutivel de X, isto
é, D(fz) e< fi >.

O préximo resultado é conhecido como Teorema de Rossi e serd usado na Proposicao
5.1.

Teorema 3.2 (Teorema de Rossi, [11, Cor. 3.4]). Sejam X C (C",0) um germe analitico
e x; as coordenadas em (C™,0).

(a) Se Oy, ,0,, € Dx entao X = (CF,0) x (X N (CF1,0)).

(b) Se existem Dy, --- , Dy € Dx tal que D1(0),--- , Dr(0) sdo C-linearmente indepen-
dentes, entdo existe um germe analitico Y tal que X = (CF,0) x Y.

(c) Se existem Dy,--- , Dy € Dx tal que D1(0),- -, Dr(0) sio C-linearmente indepen-
dentes, entao X possui dimensao > k.

Neste momento, dispondo de algebras tangentes definidas, gostariamos de recuperar o
germe X a partir da sua algebra tangente Dx. Isso é possivel se conhecemos Dx como um
O,,-submédulo de I, como veremos na proposicao abaixo. E necessdrio definirmos M (p),
para um O,-submdédulo arbitréario M de D e pontos p € (C™,0), como o C-subespaco de
T,(C",0) = C" gerado pelas avaliagdes D;(p),- - , Di(p) dos O,-geradores Dy, --- , Dy,
de M em p.

Antes de enunciarmos a proxima proposicao vamos fazer um comentario sobre ideais
Fitting, para mais detalhes sobre ideais Fitting ver [6]. O objetivo é mostrar que cada
conjunto

Vi(Dx) = {p € (C",0) / dim(Dx(p)) <n —j}



20

coincide com o conjunto de zeros do j — ésimo ideal Fitting F; de D/Dy.
Vamos primeiro fixar a definicao de Fj. Com efeito, considere o epimorfismo

0:0=0,%x---x0, — D/Dx
- 0
a=(ay, - ,a,) — p(a) :Zaia—.

i
i=1 g

O ntcleo de ¢, Ker(p) = {(a1, -+ ,a,) € OF /] 37, Gz'@%_ = 0}, é o submddulo de
relagoes de

0 0

i e 0_%
Segundo o Teorema 1 [6, p.24], podemos obter um epimorfismo
VO, — Ker(p)
e, consequentemente, construir a resolugao
0, % 0" 4 D/Dy.
Seja
V= A{a; = (aj, - an)}tice
o conjunto dos geradores de Ker(y). Definimos

2 ={A / A é uma matriz cujas linhas sdo elementos de V}.

Vamos denotar por {A!},cr a familia de todos os menores de ordem n — j das
matrizes de 2. Com isso, por defini¢ao, o j-ésimo ideal Fitting F; é o ideal gerado por

{AlYacr
Fj=<Al Ja€F >.
Podemos formular nosso objetivo como sendo provar que:
V(Dx) = {p € (C",0) / Aj, =0, a € F}.
Antes de provar a igualdade sera necessario fazer algumas consideracoes sobre V;(Dy):

Dado p € (C™,0), sejam {posto A(p) / A € Q}. Como tal conjunto é um subcon-
junto limitado (nao-vazio) de N, existe

m(p) := max{posto A(p) / A € Q}.
Lema 3.1. Para todo p € (C",0), m(p) = dim(Dx(p)).

Demonstracao. Se dim(Dx(p)) < m(p), entdo dim(Dx(p)) ndo é cota superior. Logo
existe A €  tal que o posto de A(p) > dim(Dx(p)). Pondo A(p) = (aij(p))oixn, definimos
QO vetores de Dy, tal que
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u 0
Uk = {Zakja_}, k= 17"' 7<>'
j=1 i

Segue que {vi(p), - ,vk(p)} é um subconjunto de Dx(p) tal que o espago gerado <
v1(p), -+ ,ve(p) > possui dimensdo igual ao posto de A(p) > dim(Dx(p)). Absurdo!
Pois, < v1(p),- -+ ,vk(p) > é subespago de Dx(p). Portanto, Dx(p) > m(p).

Agora suponhamos por absurdo que dim(Dx(p)) > m(p). Seja 8 = dim(Dx(p)).
Entao existe 8 vetores vy, --- ,v5 € Dy tal que {vi(p),---,vs(p)} é base de Dx(p). Em
particular a matriz

. v1(p)
Alp) = |
vs(p)

possui posto 8 e A € Q. Absurdo! Pois, neste caso, terfamos
m(p) < 8= posto A(p) < m(p).
Logo,
m(p) = dim(Dx(p)), Vp € (C™,0).

Finalmente, vejamos que V;(Dx) = {AZ}.

(C) Sejap € V;(Dy), isto é, p € (C™,0) tal que dim(Dx(p)) = r < n —j. Pelo Lema 3.1,
m(p) =r <mn-—j.

Em particular, para todo A € Q temos que posto de A(p) < r < n — j. Por outro lado,
para todo A € €, todo determinante menor (n—7j) x (n—7j) de A(p) é zero. Logo, A? = 0,
para todo a € F, portanto, p € {AJ = 0}.

(D) Seja p € {AJ = 0}aer. Entdo, para todo A € Q, os determinantes menores
(n—j)x(n—yj) de A(p) sdo nulos. Em particular, para todo A € Q, posto de A(p) < n—j.
Logo,

dim(Dx(p)) = m(p) = maz{ posto A(p) /| A€ Q} <n—j
como queriamos.

Lema 3.2 (Lema da Existéncia). Sejam X C (C",0) analitico, p um ponto regular de X
e d a dimenao da componente de X contendo p. Entao existem d campos de vetores D;
tangentes a X os quais sao linearmente independentes em p.

Demonstrag¢ao. Sejam Xi,---, X, as componentes de X com p € Xy e f1,---, fn 0s
geradores do ideal Iy, e seja k a codimensao de X; C X dada por

codim(Xy) = dim(X) — dim(X,).
A matriz

3x1f1 a:vnfl
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possui posto < k em todo ponto de X; e Sing(X;) é definido pelos k-menores que se
anulam. Como p ¢ Sing(X) podemos assumir que o k-menor

Ouif1 o+ Onfi
Onfi - Onhe
nao se anula em p. Mais ainda, podemos escolher algum g € O, que se anula em
Xs, -+, X, mas nao em p. Considere d campos de vetores (i =k + 1,--- ,n)
O o Ou  On
S YRR
ax;fk az;;fk Gx;fk

dados pela expansao de cofatores ao longo da primeira linha. Pela escolha de g, os campos
se anulam em X, U ---U X, e entao sao tangentes a essa uniao. Por outro lado, D;f; = 0

trivialmente para j = 1,--- k. Para j =k +1,--- ,m as funcgoes D; f; se anulam em X,
pois a matriz (k + 1) x (k + 1) possui posto < k em X;. Por constru¢ao Dyiq, -+, D,
sao linearmente independentes em p. O

Proposicao 3.3. Sejam X C (C",0) analitico, diferente de (C™,0), e d = dim(X).
(a) Ix =\ Fr_a—1 =+ =+Fy, onde Fj é o j-ésimo ideal Fitting do O,-mddulo D/Dy.
() X ={pe(C",0) / dim(Dx(p)) < dim(X)}.
(¢) Para X irredutivel, temos Sing(X) = {p € (C",0) / dim(Dx(p)) < dim(X)}.

Observagoes: (a) E necessério excluir X = (C™,0) desde que ) e (C™,0) possuem a
mesma algebra tangente Dy = Dcrngy =D e F' = O,.
(b) Colocando V;(Dx) = {p € (C",0) / dim(Dx(p)) < n—j} para o conjunto de zeros de
Fj temos 0 = V,,(Dx) C --- C Vo(Dx) e a proposigao afirma que

andfl(]DX) == VO(]DX) =X (*)

Viear1(Dx) = -+ = Voa(Dx) = Sing(X) (*¥)

para d’ = dim(Sing(X)) e X irredutivel. Com efeito, como vimos anteriormente podemos
tomar o conjunto V;(Dx) para o conjunto de zeros de Fj. Temos que a cadeia de inclusoes

0 = Va(Dx) C -+ C Vo(Dx)

é verificada usando a definigao. Assim, precisamos mostrar que a proposicao é equivalente
a (*) e (**) e provar as duas igualdades para obter a prova da proposigao. Para isto vamos
utilizar os resultados da Proposicao 2.3 do capitilo 1.
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Demonstrag¢ao. (=) Suponhamos que a Proposigao 3.3 seja verdadeira. Entao temos que:

V= =VE Y
J_=\/F ==K 9
- <nd1> X(R) &
X = Vn—d—1(DX) =---=W (]D)X)

Dessa forma a igualdade (*) é verdadeira. Agora vamos obter (**). Com efeito, por um
lado, segue do item (c) da Proposi¢ao 3.3 que

Sing(X) = {pe (C"0)/dim(Dx(p)) < dimX}
= {pe(C",0) / dim(Dx(p)) < d}
- and(DX)

Assim podemos escrever

SZTlg(X) = Vn—d(DX) D...D Vn—d’—l(DX)-
Por outro lado, Sing(X) C V,_a_1(Dx). De fato, pela Proposigao 5.1, demonstrada no
capitulo posterior, temos que Dx C Dgjng(x). Logo,

Vi(Dsing(x)) € V;(Dx), V.
Usando o item (b) da Proposicao 3.3 para Sing(X) obtemos

Sing(X) = {p € (C",0) / dim(Dsingcx)(p)) < dim(Sing(X)) = d'}
= Vocao—1(Dsing(x)) C Va—a—1(Dx)

Portanto, (**) é verdadeira

SZTLg(X) = and(DX) =..= n,dlfl(Dx).

(<) Suponhamos que (*) e (**) sejam verdadeiras. Vamos mostrar os itens da Proposi¢ao
3.3. De fato, como trabalhamos com equivaléncias, (*) < (a) estd feito. Agora, por (**),
temos

X =V,ga(Dx) = {pe(C"0)/dim(Dx(p)) <d+1}
= {p€e (C",0) / dim(Dx(p)) <d}
= {pe(C",0) / dim(Dx(p)) < dimX}.

Assim, obtemos o item (b). Para o item (c), utilizando (**), temos que

Sing(X) = Vpa(Dx)

{p € (C",0) / dim(Dx(p)) < d}
= {pe(C"0)/dim(Dx(p)) < dimX}
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como queriamos.
Finalmente, vamos demostrar a Proposi¢ao 3.3, provando as igualdades (*) e (**). Pi-
meiramente queremos provar que

Voo 1(Dx) = -+ = Vo(Dy) = X
Vejamos inicialmente que Vp(Dy) C X. Seja p € Vo(Dx). Suponhamos por absurdo que
p ¢ X. Tomando f € Ix tal que f(p) =0, temos que fO,,, -, f0,, € Ix-D C Dx sédo
linearmente independentes em p.
Logo,
dim(Dx(p)) > n, donde p ¢ Vo(Dx).
Absurdo! Portanto, Vo(Dx) C X.
Vejamos agora que X C V,,_4 1(Dy). Suponhamos por absurdo que
X ¢ Voa-1(Dx).
Entao existe p € X tal que p ¢ V,,_4—1(Dx).
p ¢ Vn—d—l(DX) = dzm(]DX(p)) Z d—|— 1

Em particular, existem Vi,....Vi € Dx,k > d + 1, tal que Vi(p), -+, Vi(p) sdo C-
linearmente independentes. Dai, pelo Teorema do Posto, X possui dimensao > d + 1
em p.

dim(X)>d+1
Absurdo! Logo, X C V,,_4_1(Dx), entao

X C Vn—d—l(]DX) C ... C ‘/()(Dx) cCX = Vn—d—l(]D)X) =..= %(Dx> = X.
Agora, queremos mostrar que
Vn—d’—l(]DX) == n—d(DX) = Smg(X)

De fato, usando a Proposicao 5.1, demonstrada posteriormente, Dx C Dgjng(x) €
Vi(Dging(x)) € Vj(Dx), Vj.
Pela parte (a), que acabamos de mostrar, segue para Sing(X) que
Sing(X) = Va—a—1(Dsing(x)) C Va—a—1(Dx)
Portanto, Sing(X) C V—a—1(Dx).

Mostremos que V,,_4(Dx) C Sing(X): Seja p € V,,_4(Dx). Suponha por absurdo que

p ¢ Sing(X). Entdo p é um ponto regular de X. Pelo Lema 3.2, podemos obter d

(= dim(X)) campos de vetores em Dy linearmente independentes em p. Absurdo, pois
pE andaD)X) = dzm(]DX(p)) <d.

]

Naturalmente nos perguntamos se o contrario acontece. E possivel encontrar Dy se
conhecemos a subvariedade X7 Em geral isso é bem complicado. A maneira de encontrar
os geradores do O,-mddulo de Dy é conhecida em casos especiais. E preciso determinar
o médulo de relagoes entre f,0,, f,---,0,, f. Conseguimos computar Dx a partir de X
nestes casos especiais pelo Teorema de Aleksandrov e Kersken abaixo (ver [1]).
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Teorema 3.3 (Teo. de Aleksandrov e Kersken, [3, Teo. 6.1, 12, Teo. 2.8]). Seja X uma
interse¢ao completa de codimensdo k em (C",0) com singularidade isolada em 0 tal que

Ix pode ser gerado por polindmios homogéneos fi,--- , fi (todos referentes a wy,- - ,wy).
Entao Dx € gerado como um O,-moddulo pelo ideal Ix - 1D, o campo de vetor de Fuler
E = Y wr;0,, e 0s campos de vetores triviais os quais sio zero em f; e dado pela
expansao de cofatores ao longo da primeira linha dos (k + 1)-menores da matriz
8@,1 R (‘%n
axl fl e 8:(:” fl

A préxima proposigao apresenta uma propriedade das dlgebras de Lie que serd utilizada
na Secao 6.3 para a demonstracao da Proposicao 6.2.

Proposigao 3.4. Sejam a,b € O,, '€ D e m € N, entao seque a congruéncia:
(aF)™(b) = a™F™(b) mod(aF(b), - ,a™ *F™(b)).

Demonstracao. Com efeito, usaremos uma inducao sobre m, juntamente com a regra do
produto e a definicao de congruéncia. Sendo trivial o caso m = 1, consideremos m = 2.

(aF)?(b) — a*F*(b) = aF(aF(b)) — a*F?(b)
= aF(a)- F(b) + a’F*(b) — a®F?(b)
= aF(a)F(b)
= LiF(b),

onde L; = aF(a) € O,. A afirmagao é verdadeira para m = 2. Suponhamos que para
algum k a afirmacao seja verdadeira, isto é,

(aF)*(b) = a*F*(b) mod(aF(b),--- ,a*LF*1(b)),
ou seja, existem Lq, -+, Lr_1 € O, tais que
(aF)*(b) — a"F*(b) = LiaF (b) + -+ + Ly_1a* L F*1(b).
Em particular,
(aF)E(b) = LiaF(b) + - -+ + Ly_1a" ' F¥=1(b) + a* F*(b).

Agora, vejamos que a afirmacgao seja verdadeira para k 4+ 1. Com efeito,

(@FY*Y0) = aF((aF)* (b))
= aF(LaF(b) + -+ Ly_1a" "F*1(b) + d* F*(b))
= aF(LiaF (b)) + -+ aF(Ly_1a" "F*1(b)) 4+ aF (a* F*(b))
(%) = (L1aF(b) + Lia®>F* (b)) + - - - 4+ (Lj_1a" ' F*1(b)
+  Ly_1d"TFRTN(B)) + aF (aFFR (b))
(k%) = LyaF(b) + Lia*F*(b) + - - - + Ly_1a" ' FF=1(b)
+ ljlaka(b) + kF(a)akF’“(b) + ak+1Fk+1(b)'

Logo, pelo princicio de inducao finita,

(aF)**1(b) = a** P FEH1(b)  mod(aF(b),--- ,a*F*(b)).
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Vamos mostrar as afirmagoes (x) e (x*) usadas na indugao acima:

(*)

Vi, 1 <i<k-—1, vale

aF(L;a'F' (b))

aF (a*F* (b))

aF(L;)a'F'(b) + LiaF(a'F'(b))

aF(L)a'F'(b) + Lia(F(a')F'(b) + ' F"1(b))
aF( z)aZFl(b) + Lia(iF(a)a" ' F'(b) + o' F" (b))
aF(L;)a'F'(b) + iL;F(a)a"F'(b) + Lya" ™ F"1(b)
(aF (L;) +iL;F(a))a'F(b) + Lya" ™ F™(b).

L
L
L
L

aF (a*)F*(b) + a*aF*(b)
akF(a)a" ' F*(b) + ™ F*(b)
= kF(a)a"F*(b) + a" ™ F*(b).
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Capitulo 4

Variedades Integrais

Neste capitulo temos como proposta, associar uma subdlgebra A C D de campos de
vetores com uma subvariedade de forma que os elementos de A sejam tangentes a tal
subvariedade, através do conceito de variedade integral. Porém, antes disso, precisamos
voltar a nossa atengao para os campos de vetores que sao tangentes a mais de um germe,
considerando assim as colecoes de subvariedades analiticas, com intuito de trabalharmos
com os germes analiticos irredutiveis. Os conceitos que serao trabalhados neste capitulo
podem ser encontrados em [9)].

4.1 Arquivos Analiticos

O foco desta secao é considerar caso tenhamos campos de vetores tangentes a varios
germes analiticos, ou seja, vamos considerar as intersecoes das algebras tangentes. Tais
germes podem estar contidos uns nos outros, como veremos posteriormente, considerando
o conjunto singular de um germe X que estd contido em X, como uma subvariedade,
temos que todo campo tangente a X é também tangente a Sing(X). Entao como vamos
tratar de uma colecao de germes, vamos retringir nossa atengao para as colegoes de germes
irredutiveis, conforme o Teorema de Seidenberg. Assim, definimos o arquivo analitico.

Definigao 4.1. Um arquivo de germes analiticos em (C™,0) é um conjunto finito
X= {X17'” JXm}

de germe analiticos irredutiveis, possivelmente contidos uns nos outros. Além disso, para
qualquer arquivo X, associamos o seu germe subjacente

x| = U X,

o qual é um germe de um conjunto analitico, onde as componentes irredutiveis X; sao as
componentes de X que nao estao contidas em nenhuma outra.

Defini¢ao 4.2. Para um arquivo analitico X = {Xy,---, X,,} nds definimos a dlgebra
tangente Dx como a dlgebra de Lie dos campos de vetores tangentes a todas componentes
X; de X, ou seja, Dx = [ Dy,.
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4.2 Variedades Integrais

Neste momento podemos nos perguntar se dado uma subalgebra A de D, conseguimos
encontrar uma variedade X de modo que todo campo de vetores de A é tangente a X7 A
resposta é sim e serd o intuito desta secao é associar a tal subdlgebra A o germe analitico
X4 (arquivo analitico X, ), este conceito é chamado de variedade integral.

Seja Dy C D a algebra tangente de algum arquivo analitico Y. Para a subdlgebra
A C Dy definimos

IA:IA(]D)Y):{gGOn/g-]D)YCA}.

Definicao 4.3. O conjunto de zeros de I, serd chamado de variedade integral de A
relativo a Dy e denotado por X = X4(Dy).

Proposigao 4.1. Seja A C Dy uma subdlgebra relativa a Dy. Qualquer campo de vetores
em A € tangente a variedade integral X 4:

A C Dy,.

Demonstragao. De fato, é suficiente mostrar que qualquer D € A satisfaz D(14) C I4.
Seja g € 14. Para E € Dy temos que

Dg-E=[D,g-E]—g-|D,E]€ A
Entao pela definicao de 14,
Dg € 14.
[

Exemplo 3. Considere o arquivo analitico X = { X1, X5}, onde as componentes X1, Xo C
(C2%,0) sdo dadas por:

X; ={z =0} e Xy = {0}.
Entao A =Dx CID € o Oy-mddulo gerado pelos campos de vetores x0,, x0,, y0,.
Com efeito,
A =< 20y, (x +Yy)0y >={h1, he, hs € Oy | h1x0, + hox0y + h3yd, € D}.

Portanto, 14 é gerado por f € O, tal que f(z,y) = x, ou seja [4 =< f >. De fato, por
definicao I, é o conjunto

Iy,={9€0,/g-DCA}
Entao seja D = a0, + b0, € D um campo arbitrario, com a,b € O,. Temos que
f-D=axd, +bxd, € A.
Como X4 é o conjunto de zeros de 14 temos que a variedade integral é dada por
fHO) ={(z,y) / = =0} = X1.
Logo,
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Xa(D) = {z =0} = X,.

A componente “perdida” X, pode ser recuperada. Com efeito, Dx, é o Oy-médulo gerado
po 20,0y, Dx, =< 20,, 0, >. Entao seja Ip,, gerado pela funcao identidade g, assim,

g_l<0) = {0} = XA(DXA) = XZ’
¢ a variedade integral de A relativa a Dx,. Portanto, nés definimos:

Definigao 4.4. Para a subdlgebra A C D definimos indutivamente uma sequéncia X' de
germes de conjuntos analiticos em (C™,0) por

XL = X4(D)
XA = XA(D QDX}A N ﬂDXifl)'

Os ideais geradores Iy de X'y sio dados por
I={9€0, /g - (DNDxy N---NDyi1) C A},
O arquivo analitico X, formado por todas componentes irredutiveis de X%, --- X%
serao chamados de arquivo integral de A relativo a D. A Proposicao 4.1 garante que
A CDy,.
No exemplo anterior temos que
{X1, X} = {Xu(D), Xa(Dx,)} = {X}, X3}

No proximo capitulo, especificamente pelo resultado da Proposigao 5.3, mostraremos
que a variedade integral de uma algebra tangente Dx ¢é igual ao germe X. Além disso,
a variedade integral pode ser trivial, isto é, vazia ou igual a (C", 0). Estes casos nao
geométricos nao ocorrem se A é uma subalgebra geométrica, como veremos na Proposigao

6.3.
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Capitulo 5

Invariancia e Irredundancia

Agora nos perguntamos se diferentes germes ou arquivos podem possuir a mesma
algebra tangente. No geral, isto somente é possivel para arquivos, ou seja, existem arqui-
vos analiticos contidos um no outro tal que qualquer componente de X’ é também uma
componente de X, com Dy = Dx. Isso significa que as compenentes de X nao situadas
em X' ndo tém efeito sobre a édlgebra tangente. Tais conceitos sao abordados em [9].

Definig¢ao 5.1. Dados arquivos analiticos X e Y em (C™,0) dizemos que X € Y-invariante
se qualquer campo de vetores tangente a Y é também tangente a X, isto €,

Dy C Dg.

Observacao: A nocgao de invariancia para germes de subvariedades analiticas € formali-
zada de maneira andloga.

Proposicao 5.1. Seja X C (C",0) um germe analitico. A locus singular Sing(X) de X
¢ invariante em relagao a X,

Dy C ]D)Sing(X)-
Demonstragao. Se D € Dx é nao-singular, D(0) # 0, uma mudanga de coordenadas em
(C™,0) permite assumir que D = 9,,. O Teorema de Rossi (Teo. 3.2) implica que
X =(C,0) x X’ com X' = X N (C"10).

Vamos descrever as igualdades acima.

X o= {o=(2, @)/ file) == file) =0} N {(x2,--- ,2) [ 2 € C}
= {&= (22, ,%n) /fj(07$2,"' ) =0, ,5=1,--- k}
= {&= (29, ,xn) | fiwa, - ,2,)=0,5=1,--- k}.
Dali,
(C,0)x X' ={zx= (21, ,2,) /] [j(x)=0,j=1,--- ,k} =X,
Por outro lado, temos que a primeira coordenada x; é livre, além disso a jacobiana de

Sing(X) possui mesmo posto que a jacobiana de Sing(X’). De fato, Sing(X) = {x €

X / Jf;(z) ndo tem posto maximo}.
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0z

) 0 Or, O,
Jfj(x) = : :
0; 0;

0 O, O,

Como a primeira coluna é nula, o posto serd igual o posto da matriz jacobiana de
Sing(X') = {2 € X' / Jf;(x) nao tem posto maximo}

0 0

A B, 9,
Jfi(x) =1 : :
B, 9,

Logo, podemos escrever Sing(X) = (C,0) x Sing(X') e para todo f € Ising(x) temos que

assim,
D e ]D)S'ing(X) .

Agora, se D é singular, entao D(0) = 0 e o argumento anterior é aplicado em todos
pontos p € Sing(X) tal que D(p) # 0. Para os outros pontos temos que D(p) = 0,
além disso o espago tangente é o espago das derivagoes, como D(p) = > a;0,,(p) é uma
derivacao que se anula em cada ponto p, temos que D(p) € T,,Sing(X), logo

D € Dging(x)-
O

Proposicao 5.2. Suponha que o germe irredutivel X C (C™,0) € invariante em rela¢ao
a algum arquivo analitico Y em (C",0), isto €, Dy C Dx. Entdo temos que uma das
alternativas é verdadeira:

(a) X = (C",0),

(b) X estd contido em pelo menos duas componentes de Y,

(¢) X estd contido na locus singular de uma componente de Y,
(d) X € igual uma componente de Y.

Para o objetivo deste trabalho, vamos assumir que nenhuma das trés primeiras possi-
bilidades é verdadeira e provaremos que X ¢é igual a uma componente de Y.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.3 e como X # (C",0) podemos escrever
X =W(Dx) ={pe (C",0) / dimDx(p) < n}.

A inclusao Dy C Dy implica que X = Vy(Dx) C Vo(Dy). De fato, caso contrério, existiria
p ¢ Vo(Dy) tal que dim(Dy(p)) > n, absurdo pois

Dy € Dx = dim(Dy) < dim(Dx) < n.
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Deste modo, temos que X C V4(Dy). Porém, Vo(Dy) C |Y| pois qualquer fungao f que
se anula em |Y| induz campos de vetores f0,,,---, f0,, tangentes a Y e linearmente
independentes do conjunto de zeros de f. Portanto, X C |Y|. Sendo irredutivel, X
precisa estar contido em alguma componente de Y, digamos X C Y;. Devemos mostrar
que X =Y comparando suas dimensoes. Entao, seja k = codim(Y;). Assumimos que X
nao esta contido em duas componentes de Y, nem no lugar dos pontos singulares de alguma
das componentes. Isto permite escolher pontos p € X, fora de Yo U---UY, U Sing(Y]) e
arbitrariamente préximo de 0. Pelo Lema 3.2 existem n — k campos de vetores D; em Dy
linearmente independentes em p. Como Dy C Dy, os campos D; pertencem a Dyx. Pelo
Teorema de Rossi, a dimensao de X em p precisa ser maior ou igual n — k. Como p estd
arbitrariamente préximo de 0, nés concluimos que dim(X) > n — k. Junto com X C Y}
e k = codim(Y;), implica que X =Y) e a afirmagao estd estabelecida. O

Definig¢ao 5.2 (Irredundancia). Dados arquivos analiticos X e Y em (C",0), dizemos que
X € irredundante em relacdo a Y, se excluindo qualquer componente de X, altera a dlgebra
tangente

DX,Y = ]DX N Dy.

E equivalente dizer que nenhuma componente X; de X é invariante em relagao a X~ UY,
onde X~ = X —{X;}. De fato, suponha por absurdo que X; seja uma componente de um
arquivo X invariante & X~ UY e tal que uma vez deletada altera-se Dx y. Assim, temos
que

Dx-uy C Dx, e Dxy # Dx- v

Por outro lado, usando o fato da invariancia em (%) temos

Dxy = Dx, NDx- NDy

Dx- N Dy
- DX*,Y-

—
*
~

O que mostra o absurdo.

Se X é redudante em relagao a Y entao claramente podemos excluir alguma compo-
nente de X que nao altera a dlgebra tagente Dx y := Dx N Dy, isto ¢, podemos obter um
novo arquivo X com

Dy y = Dx,v.

Caso o arquivo X for redundante em relacao a Y, podemos excluir alguma componente e
obter outro arquivo X com

DXZY = DX,Y = DX,Y

tal que X ¢ irredundante em relacio & Y.

Exemplo 4. Para Y = () e qualquer germe X o arquivo

X ={(C",0),X, componentes de X'}
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¢ redundante. De fato, se excluirmos qualquer componente de X, temos, utilizando o
Teorema de Seidenberg, que nao se altera

DX,X = ]DX.

Exemplo 5. Para um germeY o arquivo X = {Y, Sing(Y"), Sing(Sing(Y))} € redundante
em relacdo a Y.

A proposigao a seguir nos diz que tal arquivo X é unicamente determinado por X e Y,
isto é, X é o arquivo integral da algebra tangente A = Dy y relativo a Dy.

Proposicao 5.3. Dados arquivos analiticos X e Y em (C",0) suponha X é irredundante
em relacao a Y. Entao o arquivo integral de A = Dxy relativo a Dy € igual a X:

X4 =X
Demonstra¢ao. Sejam X7, - -, Xj as componentes irredutiveis do germe |X|. Vamos mos-
trar que |X| é igual a variedade integral de A relativa a Dy, isto é,

IX| = X4.

Repetindo o argumento com Y substituido por Y* = YU {Xy, -+, X;} e X por X~ =
X—={Xy, -, Xi}.

Observe primeiro que qualquer g que se anula em |X| satisfaz
g~]D)YCID>X,Y:A.

Com efeito, seja g € O, tal que g se anula em |X], ou seja, g € Ix). Considere um campo
de vetores W € g - Dy. Basta mostrar que W € Dx e que W € Dy. Escrevendo,
W =g¢g-V,comV € Dy.

Temos que W € Dy pois, como V' € Dy segue que g -V € Dy. Agora, para mostrar que
W € Dx, vamos provar que

W(lix) C Ix.

Tomando o ideal Ijxj =< fi,---, fr >, seja h € W(Ix)), isso implica

h = W(aifi+--+arfr)
= g-V{afi+ -+ afr)

Por outro lado, V(f) € O,, onde f = (a1 f1 + -+ + axfx), portanto
h=g-V(f) € I,
logo, temos que W (Ijx) C Ix|, ou seja,
W e Dx.

Entao temos que Ijx; C I4 e segue do item (1) da Proposigao 2.3, que X4 C |X|. Como
X ¢ irredundante em relagao a Y existem campos de vetores D; € Dy tal que D; ¢ Dy,
para j = 1,--- , k. De fato, pela irredundancia, nenhuma componente de X, digamos X},
¢ invariante em relagao a X~ UY, onde X~ ¢ o arquivo excluido X;. Com efeito, suponha
por absurdo que para algum j =1,--- ,k todo D € Dy tem-se que D € Dy,. Logo,

Dy C ]D)X]..
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Dessa forma, eliminando-se X, temos
Dxy = Dx, NDix_x; N Dy = Dx_x,; N Dy = Dx- v

Absurdo, pois X ¢é irredundante em relagao a Y. Entao existe h; € Ix, com D;h; ¢ Ix;.
Sendo assim, considere g € I, arbitrdria. Como os campos g - D; pertecem a A por
definicao e como A C Dy, temos que

g-Djh; € Ix;.
Os Xj’s sao irredutiveis e Djh; ¢ Ix;, entao
g € Ix;, Vj.
Assim, mostramos que
Ia CNIx, = Ix),
a igualdade segue do item (4) da Proposic¢ao 2.3. Logo,
1X| C X4.
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Capitulo 6

Algebras

Agora iremos definir cadeias de inclusoes de dlgebras que estao ligadas entrei si pela
Proposigao 6.1 e que nos auxiliara a caracterizar as algebras tangentes. Tal caracterizagao
é fundamental para a associacao das algebras tangentes com as subvariedades analiticas.
Este capitulo tem como referéncias [9], [11], [12].

6.1 Algebras Balanceadas, Geométricas e Visiveis

Definigao 6.1. Uma subdlgebra A de uma dlgebra de Lie B é chamada balanceada em
B, se A nao contém nenhum ideal nao nulo de B, mas um elemento, a € A, com a # 0
tal que

[a, B] C A e [[a, B], B] C A.

A subdlgebra A de B € dita balanceada mazimal, se ndo existe outra subdlgebra A de B,
balanceada tal que

AgA.

Definigao 6.2. Uma subdlgebra A € chamada geométrica em B se toda cadeia de in-
clusoes,

ACA. C---CAy =B
com A; C A;_1 balanceada maximal, pode ser completada
A=A,C---CA.C---CAy=8B
com todas inclusoes balanceadas mazimal.

Observacao 1: Se A for balanceada maximal em B, entao A é geométrica em B. Com
efeito, se A nao fosse geométrica em B, entao seria possivel encontrar uma cadeia

ACA.,C---CAy=B

com A, C Ap_1, Ap_1 C Ap_o, -+, A1 C Ag = B, balanceadas maximal, a qual nao pode
ser completada numa cadeia

A=A, C- CAC---CA =B
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com A=A, CA,_1, -, Ay C Ap_1, A1 C Ap_o, -+, A1 C Ag = B, balanceadas
maximal. Em particular, a existéncia da primeira cadeia

ACA. C---CAy =B
ja nos da a contradigao, pois
Al CAy=B
¢ balanceada maximal. Como A C Ay, temos um absurdo sobre a maximalidade de A.

Definigcao 6.3. Uma subdlgebra A de uma dlgebra de Lie B € chamada visivel, se eziste
uma cadeia

A=A,C---CAy =8B

com A; C A;_1 balanceada maximfbl para todo i. Além disso, A € dita visivel maximal em
B se nao existe uma subdlgebra A visivel em B tal que

AgA.

Observacao 2: Se A for geométrica em B, entao A é visivel em B. Com efeito, seja A
geométrica em B. Entao tomando a cadeia de inclusoes

ACAy=1B

a condicao Ay C Ag_1, --+, Ay C Ag = B, balanceadas maximal é satisfeita trivialmente.
Logo, pelo fato de A ser geométrica em B, existe uma cadeia

A=A,C---CAy=B

com A,, C A,_1, -+, A1 C Ap balanceadas maximal. Em particular ser balanceada
maximal implica ser visivel.
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Tendo em consideragao a Observacao 1 e a Observacao 2, temos o seguinte resultado:
Proposicao 6.1. Seja uma subdlgebra A de uma dlgebra de Lie B, temos que A é
balanceada maximal < visivel maximal < geométrica maximal

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a primeira equivaléncia.

(=) Sendo A balanceada maximal, temos que A é visivel. Suponha por absurdo que A
nao seja visfvel maximal. Entao existiria A visfvel em B tal que A ¢ A C B. Sendo A
visivel, existe a cadeia de inclusoes

A=A,C---CAy=B

com A; C A;_; balanceada maximal. Em particular, A; C Ag = B balanceada. Mas,

Ac A
~ = A C A
AC A

Absurdo, pois A é balanceada maximal.
(<) Sendo A visivel, existe uma cadeia de inclusoes

A=A, C---CAy=

com A; C A, ; balanceada maximal. Porém, A sendo visivel maximal, devemos ter

A=A; (m=1). Assim,
A=A, CAy =B

¢é balanceada maximal.

Agora mostraremos a segunda equivaléncia.

(<) Supondo A geométrica maximal. Queremos mostrar que A é visivel maximal. Com
efeito, pela Obersevacao 2, o fato de A ser geométrica implica que A é visivel, ou seja,
existe a cadeia de inclusoes

A=A,C---CA CAy=8B

com A; C A;_; balanceada maximal. Como, em particular, A; C Ay = B ¢é balanceada
maximal, segue da Observagao 1 que A; é geométrica. Dali, pela maximalidade de A,
segue que

A=A CAy =B

Logo A é balanceada maximal que é equivalente a ser visivel maximal como visto anteri-
ormente.

(=) Seja A visivel maximal em B, devemos mostrar que A é geométrica maximal em B.
Com efeito, pela primeira equivaléncia, como A é visivel maximal, temos que A é balan-
ceada maximal. Assim, pela Observacao 1, A é geométrica. Suponhamos por absurdo
que A néo seja geométrica maximal. Entdo existe A subslgebra geométrica em B com

Ag AcB.

Sendo A geométrica, segue da Observagao 2 que A é visivel. Logo existe uma cadeia de
inclusoes A~ A n C oo C A, C Ay = B, com A; c A, balanceada maximal. Em
particular, A; C Aqg = B é balanceada max1mal. Mas,

ACACB L
16 A o S~ ACA A =B
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Absurdo, pois A é balanceada maximal. n

Observacio 3: A visibilidade é transitiva, isto 6, sejam A e A subdlgebras de B com
ACA. Se Aévisivel em A e A é visivel em B, entao A é visivel em B. De fato,

o A évisfvel em A = existe uma cadeia A = A, C---CA CAy= A com A, C A
balanceada maximal.

o A évistvel em B = existe uma cadeia A = Am Cc---C Al C /10 = B com Al - fl@-,l
balanceada maximal.

Assim, tomando a cadeia
A=A,C---CA CAy=A=A,c---cA cA =B

temos que é balanceada maximal em cada nivel. Logo A é visivel em B.

6.2 Séries de Transporte

Nesta secao vamos definir as séries de transporte que nos permitem caracterizar as
algebras balanceadas.

Definicao 6.4. Sejam A e B dlgebras de Lie, tal que A C B. Chamamos de série de
transporte de A relativa & B, uma série decrescente A das subdlgebras de A tal que
AY = (De A/ [D,B] c A}
Al = (AP = {D e AU/ [D, B] ¢ A1}
Al = () A,

Lema 6.1. Seja A C B dlgebras de Lie.
(i) Al ¢ o maior ideal de B contido em A.
(i1) A € balanceada se, e somente se, Al =0 e AP £ 0.

Demonstracdo. (i) Primeiramente, vamos mostrar que Al é um ideal de B. Seja D €
Al>®l e E € B. Temos, por definicdo, que
D € Al = [D, E] € Ali-1
para todo i. Portanto,
D, E] € Al

e estd mostrado que é um ideal. Por outro lado, seja A’ C A um ideal de B. Entao
A" c Al Se A’ ¢ AUl para algum i, entao

[A',B] c A’ C Al
isto 6, A’ C A+ Jogo
Al C Al
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e provamos que Al*®) é o maior ideal de B contido em A.

(17) (=) Como A é balanceada, temos por definigdo que A nao contém nenhum ideal
nao nulo de B, portanto Al®! = 0. Por outro lado, por A ser balanceada, entéo

[[D,B],B] C A,

0 que é equivalente a
D, B] c All
Logo, ARl £ 0.
(<) Se Al>®l =0, A nao possui nenhum ideal nao nulo de B, pois pelo item (i), Al>
é o0 maior ideal de B contido em A. Como AP £ 0, entdo existe D € Al tal que
[D, B] c Alll c A.

Por outro lado,

[[D, B],B] C A,
o que mostra que A é balanceada. O

Para provar as proposigoes da proxima se¢ao vamos provar dois resultados auxiliares.
O primeiro mostra como construir elementos em I, a partir de elementos de Al e o
segundo relaciona o ideal de A com o primeiro conjunto da série de transporte de A.

Lema 6.2 (Lema de Amemiya, [13, padg. 547 |). Seja A C D' uma subdlgebra de um
submddulo de Lie D'. Se D € A e h- D € AY para algum h € O, entio (Dh)? € I4.

Demonstracao. Para um campo arbitrario £ € )/ temos que

[D,h-E)=Dh-E+h-[D,E| € A

[h-D,E]=—FEh-D+h-|[D,E] € A.
Portanto,
Dh-E+ FEh-D € A.
Substituindo E por Eh - D e Dh - E, obtemos que

Dh-FEh-D e A
e
(Dh)?-E+ Dh-Eh-D € A.
Logo,
(Dh)?-Ee€ A
para todo E € I, ou seja,
(Dh)? € I4.
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Lema 6.3 (Lema de Omori [12, Lema 3.4 |). Seja A C D', A # 0, submddulos de D.
Entio AM também é um submddulo. Além disso

A[l]:O@[A:O.

Demonstracao. Considere a equacao
[f-D,E]=—-Ef-D+ f-[D,E].
Se f € O,, D e All, E €D entdo
[f-D,Elec Ae f-Dec Al
Suponha Al = 0. Seja f € I4 e escolha D € A, D # 0. Entéo
f-D,Ele A

para todo E € I, ou seja, f-D e Alle f =0.
Finalmente, suponha I, = 0. Seja D € A, Para todo f € O,, temos que f-D € Al

O Lema de Amemiya fornece que (D f)? € I, consequentemente D f = 0. Isto prova que
D =0 e o Lema. O

6.3 Algebras Tangentes sao Balanceadas

Neste secao mostraremos que as dlgebras tangentes sao balanceadas através de duas
proposicoes mutualmente simétricas. A primeira prova tal afirmacdo se o arquivo cor-
respondente a algebra tangente satisfaz certas condigoes. Em contrapartida, a segunda
mostra que o arquivo integral das algebras balanceadas satisfaz tais condigoes.

Proposicao 6.2. Sejam X e Y arquivos analiticos em (C™,0) com dlgebra tangente A =
Dxy considerada como subdlgebra de Dy. Se |X|,|Y| # (C*,0) e |X| ¢ |Y|, entdo a
dlgebra tangente Dxy € uma subdlgebra balanceada de Dy.

Demonstracao. Para mostrar que A é subdlgebra balanceada em Dy vamos mostrar que
i) AP0
i) Al =0.
Primeiramente vamos mostrar que
ARV 0.

Considere X = |X| # (C",0). Escolha g € Ix, g # 0. Entao, g - Dy C A, basta observar
que para E € Dy temos

gE(]X) C]X
gE(IY) C]Y

Dai,
g-E e A
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Assim, temos que g - I 4, por definicao. Para D, E € Dy temos

[gz-D,E] = gz-DoE—Eo(g2-D)
= ¢ DoE—(E¢* D+ g* - EoD)
= ¢°-[D,E] - E(g9)- D
= ¢°-[D,E] - (E(9)g +gEg)- D
= ¢°-[D,E] —2g9Eg-D¢c A

Portanto, g% - D € All e ¢? € I ;7. O Lema de Omori implica que
AR = (AMHI £ 0.

Assim mostramos o item (7).
Agora, supondo, por hipétese que |X|, |Y| # (C™,0) e |X| Z |Y]| e provar que

Al = 0.

Isso significa que para cada D € A, D # 0 existem campos de vetores Ey,--- | E, € Dy
tal que

[...,[D7E1]7...’Ek]¢A.
Observe que
IX-D:{Zgj-Dj/ngIXeDG]DY}

¢ um ideal do anel (Dy, +, [,]), onde o produto segue do colchete de Lie ([,]). Entao dado
D e A, D # 0, temos que mostrar que existem

Ela'”7EkEDY
tal que
[...’[D7E1]7...’Ek]¢14'

Para isto, vamos dividir em dois casos.

Caso 1: Suponha D ¢ Ix -Dy. Escolha g € O, tal que D(g) ¢ Ix. Temos que um
tal g existe. Pois, caso contrario, se Vg € O, tivéssemos Dg € Ix, entao para g; = x;,
t=1,---,n, teriamos
DgiEIX & Dx, eIy
& Dx; = Zajaxj (;) = a
=4 D:D$16x1+"'+D$namnE[X'D.

Absurdo. Logo, tal g € O, existe.

Agora pela Proposicao 5.3, supondo a irredundancia de X em relacao a Y, temos que
X4=X.
Dali,
Iy C V4= Ix.

De fato, I4 C +/14 por defini¢ao. Por outro lado, segue do Teorema 2.4 que
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VIa= Iy, = Ix, = Ix.

Deste modo, Dg ¢ 14, isto é, Dg - E ¢ A, para um apropriado E € Dy, pois 4 = {g €
O,/ g-Dy C A}. Se [D,g- E] ¢ A estd satisfeito. Caso [D, E| € A, entao,

[D,g-E] ¢ A
e esta satisfeito. Com efeito, suponha por absurdo que [D, g - E| € A. Entao, como
[D,g-El=Dg-E+g-[D, E]
segue que
Dg-E=[D,g-E]—g-|D,E]€ A
Absurdo. Pois, Dg- E ¢ A.

’

Caso 2: Suponha que D € Ix - Dy. E suficiente encontrar Ey,--- , E, € Dy tal que
[ 7[l),El]’... ,Ek] g_f Ix - Dy.
Isto é verdade, pois, neste caso, tomando
D=[-,[D,E] - El

terfamos D ¢ Aou D € A. Se D ¢ A, entdo, como D = [---,[D, E],--- Ei] ndo ha
nada a fazer. Se D € A, com D ¢ Ix - Dy, segue do Caso 1 que existe £ € Dy tal
que [D, E] ¢ A. Entao, consideremos, para n > 2, uma hipersuperficie H em (C",0)
suave tal que D nao é tangente. Tal hipersuperficie existe. Com efeito, suponhamos por
absurdo que D seja tangente a qualquer hipersuperficie suave. Pondo D = Y7 | a;0,,,
como D # 0, existe p € (C",0) tal que D(p) # 0. Em particular, as(p) # 0 para algum
0 ={1,--- ,n}. Agora, consideremos n hipersuperficies suaves

Hi={fi=0}, Ho={fo =0}, ---, H, = {f, =0}

onde,
f1($1,"' 7:1:%) =T1— D1

f2(931>"' ,ﬂfn) =Ty — P2

o1, xn) = Ty — Dy
Como D é tangente a cada hipersuperficie H;, i = 1,--- | n, temos
D(q) € T,H;, Yq € H;.
Em particular, para o ponto p, obtemos
D(p) € T, H,.
Por outro lado, T,H; = Ker(df;)(p). Como Jy,(p) = (0,0,---,1,---,0), segue que
D(p) € T,H; < a;(p) = 0.

Assim, para 0 = 4, obtemos as(p) = 0. Absurdo. Logo tal hipersuperficie existe. Sendo H
suave podemos utilizar a forma local da submersao, na funcao que define H, e escrever

H = {z, =0}.
Além disso, utilizando o Teorema da Divisao de Weiestrass podemos escrever

D(x,) =g+ x,h
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com g € O,_1[z,] e h € O,. Temos que g # 0, pois D(z,) ¢< z, >, por D nao ser
tangente. Usando este fato, podemos fazer a seguinte construgao: Mudando as primeiras

n — 1 coordenadas z1,- - ,z, 1 linearmente, nés podemos obter g(z1,0,---,0) # 0. De
fato, Seja b= (p17p27 e 7pn—17pn)7 com p € ((Cn)()) tal que
9(p) # 0.

Pela continuidade de g existe uma bola aberta B(p,¢) tal que

g(z1, 29, s Zn—1,2n) 0, V2 = (21, -+, 2,) € B(p,¢).

Seja T : C»~! — C"! o ismorfismo dado pela matriz

Ay 00 0 1

1 Ay, 0 0 0 _

0 1 Ag 0 0 0’,,_1 op=0
TT=10 o 1 0 o |condeAi=q-00 seiz2epi70.

) : L : —%, sei=1ep; #0

0 0 0 o 1 Ay

Note que T': C*1 — C"~! é um isomorfismo tal que

T(pr,--+ ,pn1) =0 C*!
e T leva o aberto

{(Zlv Ty Zn—1, Zn)} € B(pa 5)
na vizinhanca aberta V5 de 0 de C*~!. Agora, tomando § := g o T, onde T é a mudanca
de coordenadas definida abaixo

T:C'=C"'xC — C"'xC
T = ('C%a .Tn) — (T_l(xn)a I +pn)

obtemos nosso objetivo:
Vxle( (55) (.1'1, ,0)750

Com efeito, para todo x; suficientemente pequeno (em médulo), o ponto (z1,0,---,0)
pertence a vizinhancga aberta V{. Dali,

(T7Y(21,0,--+,0),p,) € B(p,¢).

Logo,
Q(ZL’l,O,"' 70) = (90T>(x1707 70)
9(T(x1,0, 70))
= g(T~ ($1, ;o0 50),0+py)
= g(T l(xla y T 70)7pn)

N
o
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onde (T!(z1,0,---,0),p,) € B(p, ). Deste modo encontramos coordenadas sobre (C", 0)
para as quais um monomio x{ aparece para algum e > 0 na expansao em série de poténcia
de D,,. Com efeito, vamos considerar D(z,,) nestas coordenadas.

A

D(In)(l’l, X2, ", Tn-1, In) = D(xn>( ((Ila Loy 3 Tn—1, xn))
= D(.an)( ((x17$27' . axnfl)vmn)
- h(T 1((1‘17 Xy 7xn—1)7 xn)xn + g((l’l, X,
y Tp—1, Q:n)
Portanto, considerando a série de Taylor de ﬁ(azn) em torno de (0,0,---,0,0) € C" e
avaliando em (z1,0,---,0,0) obtemos
E(xn)(xlv()?"' 70):E(‘rn)(0707 )+C IL’1+ +C(k,0,-~~,0)x1k+"’

Mas como,

A

D(xn)('rlv Oa e 70) = h(T_l((:El; Oa e 70)7 0)0 + §($1, Oa e 70)
O+g(I1,0,"' 70)
# 0.
Segue que z{ (e > 0) aparece na série de poténcias de ﬁ(mn) Agora, usamos a hipdtese
X ¢ |Y| para encontrar f € O, tal que f se anula sobre |Y| mas ndo se anula sobre X. De
fato, se uma tal funcao f nao existisse, entao toda fungao se anulando sobre |Y| deveria
se anular sobre X, donde, X C |Y|. Absurdo. Portanto uma tal f existe e afirmamos

que um campo de vetores £ = f0,, satisfaz [--- ,[D,E],--- ,E] ¢ Ix - Dy. Usando a
Proposicao 3.4, mostramos que, para a,b € O,,, F € Dem € N:

(aF)™(b) = a™F™(b) mod(aF(b),---,a™ ' F™Y(b)).
Tomando, a = f, b = D(z,), F' = 0,,, obtemos

[falEl? [fafcuD] ](xn>5fmaﬂ(D(xn>> mOd(faml(D(mn))a

(D))

Se o lado esquerdo nao pertence a Ix para algum m, esta provado. Se o lado esquerdo
pertecente a Ix para todo m, entao, segue diretamente da congruéncia que

Fmam (D(x,)) € Ix, ¥m.
Mas, 95 (D(z,)) ¢ unidade em O,,. Logo,

f© = 105, (D(x))(0;, (D(wn))) ™

= (05, (D(,))) ™" f°05,(D(n)) € Ix.
Em particular, f € Iy, absurdo. Assim, concluimos que
Al =0,

Logo, mostrados os itens (i) e (i7), pelo segundo item do Lema 6.1, temos que a algebra
tangente Dx y ¢ uma subalgebra balanceada de Dy. O]
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Proposicao 6.3. Sejam Y um arquivo analitico, com |Y| # (C*,0) e A C Dy uma
subdlgebra de Lie com variedade integral X 5 relativa a Dy.

(a) Se AL +£0, entdo X4 # (C™,0).
(b) Se Al =0, entio X, ¢ |Y].

Ou seja, cada subdlgebra balanceada A de uma dlgebra tangente Dy de algum arquivo Y em
(C™,0) com |Y| # (C",0) possui variedade integral X 4 diferente de (C™,0) e nao contida
em |Y].

Demonstragao. (a) Precisamos construir um elemento nao nulo em I4. Nao é possivel
aplicar o Lema de Omori usando a afirmacdo fraca Al # 0 por nao sabermos se Al é
um submoédulo. Ao invés, vamos usar o Lema de Amemiya.

Tome D € AP, D # 0. Entao o operador diferencial D? obtido compondo D com ele
proprio é diferente de zero. Escolha g € O,, com

D%g # 0.

Temos que D € Al e Dg-D = [D,g- D] € All. Entdo o Lema de Amemiya 6.2 afirma
que

(D2g)2 € 1y.

(b) Precisamos mostrar que Iy ¢ /14 para Y = |Y|. Por outro lado I¥ C I4 para
algum k € N. Para g € IE e D, E € Dy tem-se que

lg-D,E]=—Eg-D+g-[D,E] € I - Dy.
Portanto I§ Dy C I4-Dy C A é um ideal nao nulo de Dy, contradi¢ao.

Mostrados os itens (a) e (b) temos a afirmagao pela definigao de dlgebras balanceadas.

[]
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Capitulo 7

A Correspondéncia de Grobner

Neste capitulo, mostramos a correspondéncia de Grobner, uma correspondéncia bije-
tiva que associa um germe analitico a sua dlgebra tangente, que se apresenta como uma
subdlgebra geométria de uma algebra de Lie. Até aqui faltam dois teoremas, para mostrar-
mos a bijecao, que caracterizam as algebras tangentes como visiveis e consequentemente
geométricas. Para uma leitura sobre os resultados a seguir, ver [9].

7.1 Teorema de Echo

Nesta secao vamos formular e demonstrar o Teorema de Echo que afirma que toda
algebra geométrica de ID é dlgebra tangente de uma variedade, a qual é tinica e dada pela
variedade integral dessa algebra.

Proposicao 7.1. Seja Y um arquivo analitico em (C",0) com |Y| # (C",0). Cada
subdlgebra visivel mazimal A de Dy € uma dlgebra tangente A = Dx y, onde X € um germe
analitico irredutivel diferente de (C™,0) e ndo contido em |Y|, mas com Sing(X) C |Y| e
dado por X = X 4.

Demonstragao. A unicidade segue da Proposigao 5.3, sendo que X # (C",0), irredutivel
e nao contido em |Y| é irredundante em relagdo a Y. Para provar a existéncia observe
que, pela Proposigao 6.3, X4 é diferente de (C",0) e nao contida em |Y|. Para mostrar
que A = Dx, v escolha uma componente irredutivel X de X4 nao contida em |Y|. Pela
Proposicao 4.1 e o Teorema de Seidenberg temos as inclusoes

AC DXAX - DX’y.

Pela escolha de X a Proposicao 6.2 se aplica. Isso mostra que Dy y é balanceada em
Dy. Em particular Dy y # Dy. Entao A C Dxy C Dy implica que A = Dx y, pois A ¢
visivel maximal, portanto balanceada maximal em Dy. Como X é irredutivel e estrita-
mente contido em (C",0) a Proposi¢ao 5.3 se aplica novamente e nos dd que X, = X.
Portanto X4 é irredutivel e A = Dy, y. Até aqui mostramos todas propriedades execeto
Sing(X4) C |Y|. Para mostrar esta inclusdo, um argumento similar para X, funciona.
Suponha que SingXa ¢ |Y|. Escolha uma componente irredutivel Z de Sing(X4), tal
que Z ¢ |Y|. Pela Proposigao 5.1 e o Teorema de Seidenberg temos

Dx, v C Dgingxay CDzy.

Pela Propoigao 6.2, Dzy C Dy é balanceada. Entao A = Dy, y C Dzy C Dy implica
que A = Dy, pois A é balaneada maximal em Dy. Temos entao que Dx, vy = Dzy. A
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unicidade de X 4 nos da que Z = X4, contradicao, pois Z C SingX 4. Assim, concluimos
a demonstracao. O

Teorema 7.1 (Teorema de Echo). Seja Y um arquivo analitico em (C™,0) com |Y| #
(C™,0). Cada subdlgebra visivel A de Dy € um dlgebra tangente A = Dxy, onde X é um
arquivo analitico em (C",0), cujas componentes ndao estio contidas em |Y|. O arquivo X
€ unico, a menos de irredundancia em relacao a 'Y, dado por X = X 4.

Demonstrag¢ao. A unicidade de X segue novamente da Proposi¢ao 5.3. Para mostrar a
existéncia vamos proceder por uma reducao. Com efeito, por A ser uma subalgebra visivel,
temos que admite uma cadeia

A=A, C---CA CAy=Dy

com A; C A;_; balanceada maximal. Em particular, A; é balanceada maximal e con-
sequentemente visivel maximal em Dy. Assim, pela Proposi¢ao 7.1, A; é uma &algebra
tangente

Al = Dxl,Y7

para um arquivo X! = {X;}, onde X; é um germe analitico irredutivel tinico. Portanto,
para o arquivo X!, podemos substituir Y por Y! = X! UY e considerar a cadeia

A=A, C---CA =Dy.

com A; C A;_; balanceada maximal. Em particular, A; é balanceada maximal e conse-
quentemente visivel maximal em Dy1. Repetindo o processo, novamente pela Proposicao
7.1, Ay é uma algebra tangente

AQ = ID)Xz

para um arquivo X? = {X,}, onde X, é um germe analitico irredutivel tinico. Assim,
substituindo Y! por Y? = X2 U Y!, podemos considerar a cadeia

A=A, C--- CAy=Dye.

com A; C A;_; balanceada maximal. O comprimento da cadeia diminuiu, e repetindo
novamente o processo, a nossa hipdtese de reducao se aplica e da a afirmacao. De fato,
podemos considerar a subdlgebra A C Dy visivel maximal e pela Proposigao 7.1 temos
que A é uma algebra tangente A = Dx y para algum arquivo X. O]

7.2 Teorema de Narkisso

Como dito anteriormente, para concluirmos o objetivo deste trabalho, vamos agora
formular e demonstrar outro resultado fundamental, o Teorema de Narkisso. Com o
intuito de provarmos o teorema, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 7.2. Seja Y um arquivo analitico em (C*,0) e X um germe irredutivel dife-
rente de (C",0) com X ¢ |Y|, mas Sing(X) C |Y|. Entdo a subdlgebra tangente Dxy €
um subdgebra visivel mazimal de Dy.
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Demonstragao. Pela Proposicao 6.2, A = Dxy ¢ balanceada em Dy. Basta provar que A
¢ maximal, pois ser balanceada maximal implica ser visivel maximal (Prop. 6.1). Com
efeito, seja B C Dy tal que B é balanceada em Dy e A C B. Devemos mostrar que
A= B.

Pela Proposicao 6.3, a variedade integral Xp ¢é diferente de (C",0) e X5 ¢ |Y|.
Podemos entao escolher uma componente irredutivel Z de Xp tal que Z ¢ |Y|. De fato
se isso nao fosse possivel terfamos Xp C |Y|, absurdo.

Note que, pela Proposicao 4.1, temos que B C Dx,. Portanto,

{B C ]D)XB

= BCD .
BC Dy KoY

Além disso, do Teorema de Seidenberg, temos Dx,, = [Dy,, onde Z; sdo as componentes
de Xp. Entao segue que,

Dx, =Dz =Dz NDy = Dx, CDz = Dx,vy CDyzy
Assim, obtemos
A=Dxy CBCDx,y CDzy CDy
Em particular,
Dxy C Dy,
ou seja, Z é um germe invariante em relacao ao arquivo
Y =Yu{X}.
Entao, pela Proposicao 5.2, hé 4 possibilidades:

Vamos verificar que trés primeiras possibilidades nao ocorrem. Com efeito,
(12) Z # (C™,0), pois Z C Xp ¢ |Y| C (C,0).
. (2%) Se Z estivesse contida em pelo menos duas componentes de Y, digamos, le e
Y;,. Entao, como
Y=Yu{x}

segue que pelo menos uma das duas componentes, Y;, ou Y;,, é componente do arquivo
Y. Assim, como

A C le € A C §{j2
segue que,

Z C Y.
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Absurdo! Pois, Z C X ¢ |Y|.

(3%) Se Z C Sing(Y,) para alguma componente Y; de Y, entdo, caso Y; = X, teremos
Z C Sing(X) C |Y|.
Absurdo! Pois, Z C Xp ¢ |Y|. Por outro lado, caso Y; C Y, entio

Z C Sing(Y;) C |Y].

Absurdo! Novamente, pois, Z C Xp ¢ |Y|. Dessa forma, a 4* possibilidade ocorre, ou
seja,

Z =Y,
para alguma componente de Y. Se fosse, Yj C Y, entao teriamos
Z =Y, |y
Logo, somente podemos ter Yj = X. Portanto,
Z=X
Assim, obtemos,

A= DX,Y C BC DXB,Y C }D)Z’y = ]DX’y.

Portanto,
A=Dxy CBCDyxy=A.
Donde,
A=B8B.
Como queriamos demonstrar. O

Corolario 7.1. Sejam X e Y arquivos analiticos em (C",0) tal que X = {X} e X C |Y].
Entao,

DX,Y C Dy
é visivel.
Demonstragdo. Por hipétese, X C [Y|. Seja ko tal que Sing* (X) ¢ |Y| e Sing**1(X) C
|Y|. Se ky = 0, entdo temos X ¢ |Y| e Sing(X) C |Y|. Dali, usando a Proposicao 7.2,
segue que

ny C Dy

¢ visivel maximal e o corolario esta provado.
Caso contrario, se kg > 0, entdo considere a decomposicao de Sing®(X) em fatores
irredutiveis

Sing™(X) = Zyp U+ U Zy, U+ Zop, (7.1)
onde Z()j gZ |§{|7 paraj = 1, tee ,lo, e Z010+1, s 7ZOP0 - |Y|
Afirmamos que, para cada j € N, 1 < j </, temos as inclusoes Ay; e Vj; abaixo, sendo
V; visiveis:

Dxy = Dx yu({Zo1,,20;} C Dyu(Zei,—,20;} (Agj)
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Dyugzor, 2053 € Dyuizo, - 2o;_1} (Voj)
Sendo assim, vamos provar (Ag;). Com efeito, pela Proposigao 5.1 (a), obtemos
Dx C Dsing(x) C Dsing(sing(x)) C *** C Dgingrox) = Dzgy N+ N Dz, N - Dy,
onde usamos o Teorema de Seidenberg na ultima igualdade. Agora, como
Dzy Moo NDgy, N Dygy, CDzy NN Dy,
segue que,
Dy C Dy N---NDy,,.

Dessa forma,

DXCDZmﬁ"'mDZOj = DX:DXQDZMH"'HDZOJ-
= DxﬂDY:D)(ﬂ]DZOIﬂ---ﬁ]D)ZOjﬂ]D)Y
= DXQDYcDZmﬂ'”ﬂDZO].ﬂDY’

ou seja,
Dxy = Dxyu(zoy, 20,3 C Pyugzor, 20;}

e a igualdade (A;) estd provada.
Agora vamos provar (V;). Com efeito,

]D)YU{ZOL'“ Zojt T Dy N Dz, N---N ]D)Zoj
C DyNDg, N---NDyg, ,

= DYU{ZOh"-,ZOjA}

onde a inclusao ¢ finalmente obtida eliminando-se a componente D, .

Precisamos checar a visibilidade. De fato, vamos considerar a Proposicao 7.2 tomando
a componente Zy; como X e Y U {Zy,---,Zp;} como Y. Note que Zp; é um germe
irredutivel e

Zoj € 1Y U{Zo1, -+, Zoj1}] (1)

SZTLg(ZOJ) C |Y U {Zgl, v 7Z()j—1}| (2)
Com efeito,
Zo; C Sing*(X) = Sing(Zy;) C Singt ™ (X) C |Y).

Dai, segue a inclusao (2). Por outro lado, se a relagdo (1) nao fosse verdadeira, entao,
teriamos

Zoj CIYU{Zo1,--+, Zoj—1}] = Zoj=Zo; N([Y|U{Zn U---UZy_1}) =
(Zoj MY U (Zoj N (Zon U -+ U Zoj1)) = Zoj = (Zo; N [Y]) ou
Zo; = (Zoj N (Zor U+ U Zy;1))
= Zy; C |Y| ou
Zoj C Zy, x€{l,---,j—1}.
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Absurdo! Portanto a relagao (1) é verdadeira.
Dessa forma, usando (1) e (2) na Proposigao 7.2, obtemos

ID)ZOﬁYU{ZOh”',ZOj—I} C DYU{Zolz"'7ZOj—1}
é visivel. Como,
DZOjvyu{Z()lv"‘yZOjfl} = DYU{Zm,“wZOj}

segue a prova da afirmacao.
Defina Y' := YU {Zy, -, Zy,}. Assim, obtemos

Sing™(X) C |YU{Zo1,- -+, Zo, }| = |V
logo existe k1 < kg tal que
Sing™ (X) ¢ |Y!| e Sing™ (X)) C [YY.
Se k1 = 0, entao
X ¢ |Y' e Sing(X) C |Y!|.
Dai, pela Proposigao 7.2,
Dxyr C Dy

¢ visivel maximal. Isso implica que Aolo é visivel. Como Vo, também ¢ visivel, segue por
transitividade que

Dxy C Dyuize, .20, _,}

¢ visivel, ou seja, a inclusao (A, _,) é visivel. Assim, como (Ao, _,) e (Vo, _,) sdo visiveis,
segue transitividade que

Dxy C Dyuqzo,, 20, _,)
é visivel, ou seja, a inclusdo (Ao, _,) ¢ visivel. Assim, como (A, _,) e (Vo _,) sdo visiveis,
segue transitividade que

Dxy C DYU{Z017"'7Z010—3}

¢ visivel, ou seja, a inclusao (A%ﬁ%) é visivel. Seguindo com este procedimento, obtemos
finalmente que (Ag,) e (Vo,) sdo visiveis. Logo, por transitividade

D xy C Dy
é visivel e o corolério esta provado.

Caso contrario, se 0 < k1 < kg, entdo considere a decomposigao de Sing* (X) em compo-
nentes irredutiveis:

Sing" (X) = Zn U ZipU--Zy, U---Zyy, (%)
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onde as primeiras [y componentes sao tais que Zj; ¢ |Y| e as demais sao tais que
Ziy41s 5 Z1p, C |Y|. Entao afirmamos que para cada j € N, 1 < j < [y, temos as
inclusées (Ao, _,) e (Vo _,) abaixo, sendo (Vy, _,) visfvel:

Dxyr = Dxyiuizi,-,20,3 € Dyugzy, 21,3 (Ag))

Dylu{zll ) C DYlU{le 121y} (Vlj).

De fato, segue da demonstracao da afirmacao que fizemos anteriormente, tomando Y = Y*
e Zo, = Z1i para cada k.
Agora, definimos Y* := Y' U {Zy,,---,Z), }. Dessa forma, obtemos

Sing®™(X) C [Y'U{Zw, -+, Zy, }| = |[Y?
logo existe ky < k1 < kg tal que
Singk2(X) ¢ |Y?| e Sing*?*1(X) C |Y?|.
Se ky = 0, entao
Sing™(X) = X ¢ |Y!] e Sing**(X) = Sing(X) C Y.
Dai, pela Proposicao 7.2,
Dy y2 C Dy

é visivel maximal, em particular visivel, ou seja, a inclusao (Ay;,) é visivel. Assim, sendo
(Aqy,) e (Vq,) visiveis, segue pela transitividade da visibilidade que

Dxy1 C Dyiogzyy, 20, 1}
é visivel, ou seja, (Ay,—1) é visivel. Assim, sendo (Ay;,—1) e (Vy,-1) visiveis, segue pela
transitividade da visibilidade que

Dxyr C Dyiugzyy, 21, o}

¢ visivel, ou seja, (Ay,—2) é visivel. Seguindo este raciocinio, obtemos finalmente que
(Aq1) e (V11) s@o visiveis. Logo, pela transitividade da visibilidade, obtemos

Dxy1 C Dy
é visivel. Dali, usando o procedimento feito para [y, obtemos que
Dxy C Dy
¢ visivel e a prova é atingida.
Se 0 < ky < ky < ko, entdo considere a decomposicao de Sing*(X) em componentes
irredutiveis
Sing®(X) = Zyy U Zpg U -+ Zopy U+ -+ Zop,

considerando que Zy; ¢ |Y|, para j =1,--- [, e as demais sao tais que Zo, 41, -+ , Zap, C
|Y|. Procedendo como no caso anterior, obtemos k3 < ko < ky < ko tal que

Singks(X) ¢ |Y3| e Sing**+1(X) C |Y3|.
onde, Yg = YZ U {ZQl, cee ZQPQ}.

Se k3 = 0, entao como no caso anterior, obtemos da Proposicao 7.2 que
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DX,Y3 - ]D)st

¢ visivel maximal, em particular visivel. Como no caso anterior efetuamos um procedi-
mento para [y e obtemos

Dy y: C Dy
visivel. Logo, utilizando os procedimentos feitos para [y e [y, obtemos
Dxy C Dy

é visivel e a prova é mostrada.

Se 0 < k3 < ky < k1 < ko, entao o processo é seguido repetindo-se até encontrarmos
k; € N, com

Ozkt<kt71<"'<k3<l€2<k1<k0.
Dai, teremos pela Proposicao 7.2,
]:D)X’Yt+1 C Dyt+1

visivel maximal, em particular visivel. Apds os procedimentos para l;,l;_1,--- , 11,1, che-
gamos finalmente que

ID)X,Y C Dy

é visivel, como queriamos demonstrar. n

Teorema 7.2 (Teorema de Narkisso). Seja X e Y arquivos analiticos em (C*,0) com ne-
nhuma componente de X contida em |Y|. Entdo a dlgebra tangente Dxy € uma subdlgebra
visivel de Dy.

Demonstra¢ao. Vamos usar o principio de indugao finita sobre o nimero de componentes

de X.

Se X = {X;} tem uma componente, como por hipétese,

Xl ¢ |Y|7
segue do Corolédrio 7.2 que Dxy C Dy ¢é visivel. Suponhamos por hipdtese de indugao,
que o resultado seja vélido caso X = {X;, Xy, -+, X} } tenha k£ componentes. Vamos
provar que o resultado é valido para o caso em que X = {X;, Xo, -+, X, X411} tenha

k + 1 componentes. Suponha X = {X;, Xo, -+ | Xy, Xy11} enumerado tal que X; ¢ X,
para i > 2. Com efeito, sejam

XT = X—-{Xy}

Yt = Yu{Xi}.

Neste caso note que nenhuma componente Xy, X3, -+, X1 de X estd contida em
Y+ = YU {X;}. Assim, como X~ possui k componentes, obtemos pela hip6tese de
inducao que

]DX,Y = ]Dxf Y+ C DY+

é visivel. Por outro lado,
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Dy+ = ]D)Xl,Y C Dy
também ¢é visivel. Dessa forma usando a transitividade da visibilidade, segue que
Dxy C Dy

é visivel. O

7.3 A Correspondéncia de Grobner

Finalmente, apds todas as consideracoes feitas e demonstrados os resultados prelimina-
res, possuimos todos os ingredientes necessarios para enunciar e provar o objetivo principal
deste estudo, a correspondéncia de Grobner.

Teorema 7.3 (Teorema da correspondéncia de Grébner). Sejam X em (C",0) um germe
analitico, com X; ¢ |Y| e A = Dxy uma subdlgebra geométrica relativa a Dy para qualquer
arquivo analitico Y em (C",0). Entdo a correspondéncia de Grobner relativa a Dy é uma
bijecdo:

X «+— A
X — DX,Y
XA +— A

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que a correspondéncia é bem definida. Seja
A = Dxy a élgebra tangente associada a algum germe X em (C™,0) e a algum arquivo Y
tal que nenhuma componente X; de X esteja contida em |Y|. Por definicao das dlgebras
geométricas, precisamos mostrar que A é visivel em cada subalgebra visivel B de Dy
contendo A. O Teorema de Echo afirma que B = Dy y para algum arquivo analitico Z em
(C™,0). Observe que podemos escolher Z irredundante em relagdo a Y. Agora suponha
que exista uma componente X; contida em |Y| U |Z|, entdo como X; ¢ |Y| temos que
X, C Z; para alguma componente Z; de Z. Neste ponto nosso objetivo é mostrar que
X, = Z;. Vamos considerar o arquivo

X:{X17"' aXm}

onde X;, com 7 =1,---,m, sao as componentes irredutiveis de X. Note que

BOA & DZ,YDDX,Y
= Dzlﬂ"'ﬁDZkﬂ]Dylﬂ"'ﬂDyl
C DxNDy,N---NDy,

Pelo Teorema de Seidenberg, Dx = (| Dx,, entdo podemos escrever

Dzl Dzlﬁ'--ﬂDZkﬂDylﬁ"'ﬂDYl

»
D> Dy, N---NDyx, NDy, N---NDy,

= ny.

Assim, temos

DZl D) ny.
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Pela Proposic¢ao 5.2, com Z; # (C",0), Z; nao esta contido em pelo menos duas com-
ponentes de X U Y, uma vez que 7Z ¢ irredundante em relacao a Y, X; C Z; com X;
uma componente irredutivel, resta mostrar que Z; nao esté contido em nenhum conjunto
singular de alguma componente de X U Y. De fato, a irredundancia de Z garante que

Z ¢ Sing(Y;), Vi.

Por outro lado, a irredutibilidade das componentes de X, mais o fato de X; C Z;, implicam
que se Z; estivesse em algum conjunto singular seria

Zy C Sing(X;)
donde
X1 = Sing(X1)

o que ¢é absurdo. Portanto, ocorre que Z; é igual a uma componente de X U Y, no caso,
7 = Xj.

Entao podemos deletar X; de X e Z e adicionar a Y sem alterar a inclusao Dxy C Dy z.

Este argumento pode ser repetido até que nenhuma componente de X esteja contida
em |Y| U |Z|. Entao o Teorema de Narkisso implica que

A=Dxy=Dxyz CDyz=DB

¢ visivel. Portanto, A = Dxy é geométrica em Dy.

Para mostrar a bijecao vamos mostrar primeiro a injetividade. De fato, como X #
(C™,0) e X nao possui componentes em |Y| temos pela contrapositiva da Proposi¢ao 5.2
que Dy ¢ Dy, portanto X é irredundante em relacao a Y. Segue da Proposicao 5.3 que
X éigual a variedade integral de A relativa a Dy, X = X 4.

Agora para mostrar a sobrejetividade, seja A C Dy uma subdlgebra geométrica. Como
A ¢é visivel, o Teorema de Echo nos dd um arquivo analitico X em (C",0) com nenhuma
componente contida em |Y| e tal que A = Dxy. Podemos escolher X irredundante em
relacao a Y. Precisamos mostrar que X nao possui componentes “embutidas”, isto é, que
X é igual ao arquivo analitico associado ao seu germe subjacente X := |X|. Com efeito,
se este nao fosse o caso, a irredundancia de X implicaria que A = Dxy fosse estritamente
contido em B = Dxy. Temos pelo Teorema de Narkisso que B = Dxy ¢ visivel em Dy-.
Como A é geométrico, entao é visivel em B, além disso, sendo diferente de B existe uma
subdlgebra balanceada de B contendo A. Isso implica que A nao pode conter um ideal
nao nulo de B. Por outro lado, sejam D € Dxy, £ € Dxy e f € Ix, entao

[D,fE|=Df-E+f-[D,E] € Ix-Dxy,
onde Ix - Dyy é um ideal de B, nao nulo pois X # (C",0), contido em A, o que nos

dd uma contradigao. Portanto, X é o arquivo de componentes irredutiveis de X = |X]| e
A =Dxy = Dxy. Desta maneira mostramos que a correspondéncia é uma bijegao. O
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