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Resumo

A proposta deste trabalho é desenvolver um estudo sobre um tépico de Equacoes Di-
ferenciais Ordinarias, mais especificamente os Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares
Homogéneos com Coeficientes Constantes, apresentando a teoria necessaria, métodos para

resolucao destas equacoes e modelagem e solugoes de problemas praticos.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais, Forma de Jordan, Aplicacoes.



Abstract

The purpose of this work is to develop a study on a topic of Ordinary Differential
Equations, specifically the Equation Systems Homogeneous Differential Equations with
Coefficients constants, with the necessary theory, methods for solving these equations and

modeling and practical problem solving.

Keywords:Differential Equations, Jordan Form, Applications.
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INTRODUCAO

A Algebra Linear apresenta um papel importante como ferramenta para diversas areas
do conhecimento. Dentro da Matemadtica isso é inquestiondvel por professores de ma-
tematica. Porém, entre estudantes, é bastante comum questionamentos a respeito da
importancia de determinados topicos estudados ao logo do curso, em particular a Algebra
Linear. Muitos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica concluem sua gra-
duacao sem ter muita nogao da potencialidade de determinadas ferramentas vistas ao
longo do curso. Este trabalho tem, como um dos objetivos, agregar a formagao do licen-
ciando e mostrar a importancia dos conceitos de Algebra Linear e Equagoes Diferenciais
Ordinarias.

A modelagem de muitos problemas do cotidiano, utilizando as equacoOes diferenci-
ais ordindrias (EDO), é muito comum. Como exemplo de algumas aplicagbes mais co-
nhecidas estao o problema da datacao por carbono radioativo, a exploracao de recursos
renovaveis, a dinamica de populagoes, o de propagacao de epidemias, a competicao de
espécies como, por exemplo, no sistema predador versus presa. Fora das Ciéncias Na-
turais, as equagoes diferenciais também encontram aplicacao em economia, no sistema
financeiro, no comércio, no comportamento de populagdoes humanas, dentre outras.

O Capitulo 1 baseia-se em uma revisao e apresentacao dos principais resultados estu-
dados em um primeiro curso de Algebra Linear. Uma vez que estes conceitos e resultados
ja sao estudados pelos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica, as demons-
tragoes dos resultados, em sua maioria foram omitidas. No Capitulo 2 sao estudados

topico de Algebra Linear, que normalmente nao sao estudados por estudantes do curso de
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Licenciatura em Matematica e por esta razao, os conceitos e resultados sao estudados com
mais detalhes. O tépico principal de estudo neste capitulo refere-se a Forma Canonica
de Jordan, ferramenta essencial para resolucao dos sistemas de equacoes diferenciais pro-
posto neste trabalho. O Capitulo 3 esta focado na obtencao de uma solucao do sistema
de equagoes diferenciais proposto. O problema de valor inicial, como podera ser visto,
apresenta unica solucao, que é dado em termos de uma exponencial de matriz, conceito
este devidamente definido. Neste mesmo capitulo é apresentada a técnica para o calculo
da exponencial de uma matriz qualquer. Tal técnica permite a obtencao da solucao do
sistema de equagoes diferenciais proposto. Por fim, no Capitulo 4, sao apresentados 3
problemas praticos das areas das Ciéncias Naturais, em que as técnicas de resolucao de
sistemas de equacgoes diferenciais lineares homogeéneas com coeficientes constantes serao
aplicadas, evidenciando o uso da teoria de operadores lineares e Forma Canonica de Jor-
dan. Este assunto é bastante trabalhado em Trabalhos de Conclusao de Curso, como por

exemplo (ALMEIDA, 2011) e (GOMES, 2013).
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CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢oes, resultados e exemplos de con-
ceitos que sao estudados em um primeiro curso de Algebra Linear. Os contéudos aqui apre-

sentados podem ser encontrados em (COELHO; LOUREN¢O, 2007) e (HOFFMAN; KUNZE,
1979).

Definicao 1.1 Um conjunto nao vazio K é chamado de corpo se é munido de duas
operagoes, denotadas por + (adigdo) e - multiplicagao, e além disso satisfaz as seguintes

propriedades:
(i) v+ (y+ 2) = (x + y) + 2, para quaisquer z,y, z € K;
(i) x+y =y + x, para quaisquer x,y € K;

(111) eziste um tnico elemento em K, denotado por 0 (zero), tal que
r+0=0+z=x

para qualquer x € K

(iv) para cada x em K, existe um unico elemento em K, denotado por —x (oposto) em

K tal que
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(v) z-(y-z)=(x-y)- 2z, para quaisquer z,y, z € K;
(vi) x -y =y-x, para quaisquer x,y € K;

(vii) eziste um unico elemento em K, denotado por 1 (um), tal que

para qualquer x € K;

(viii) para cada x em K — {0}, existe um tnico elemento em K, denotado por x=* ou <,

tal que

(ix) x- (y+z2)=z-y+x-ze(r+y)-z=x-2+4+y- 2z para quaisquer x,y, z € K.

Definicao 1.2 Um conjunto nao vazio V € um espaco vetorial sobre um corpo K, se em
seus elementos, denominados vetores, estiverem definidas as operagoes de soma (+) e

produto por escalar (+), em V| satisfazendo as sequintes propriedades
(i) u+v=v+u, Vu,v eV,
(it) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w € V;

(i1i) existe em V um wvetor, denominado vetor nulo e denotado por 0 (zero), tal que

0+v=0vYvelV,
(iv) a cada vetor v € V, existe um vetor em V', denotado por —v, tal que v + (—v) = 0;
(v) (a-B)-v=a-(-v), Vo, €K eVv eV,
(vi) 1-v=v, Yv eV,
(vii) a- (u+v) = au-av, Yu,v € V e Va € K;
(viii) (a+ B)-v=av+ fv, Vo, €K e Vv € V.
Exemplo 1.3 O conjunto R" = {v = (x1,29,...,2,); ©; € R}, paran € N, n > 1, com

as operagoes de adi¢cao definida por

utv=(21,..., %)+ W1, - Yn) = (@1 + Y1, ., Tp + Yn)
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e a multiplicagcao por um escalar o € R definida por
a-u=(ax,...,or,)

€ um espaco vetorial.

Um dos conceitos mais importantes envolvendo estrutura de espaco vetorial, é o con-

ceito de base. Antes vejamos as seguintes definigoes

Definicao 1.4 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Diremos que

(i) um vetor v € V € uma combinagao linear dos vetores vy, vy, -+ ,v, € V se existirem

escalares oy, g, -+ - oy, € K tais que

n

V= QU1 + QU + - - - + U, = E o, V;.
=1

(i1) um conjunto B C'V € um conjunto gerador de' V' (ou que B gera V') se todo elemento
de V' for uma combinacao linear de um niumero finito elementos de B. Neste caso

escrevemos [B] = V.

Definigao 1.5 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K e B um subconjunto de V.

Diremos que

(i) B é linearmente independente (L.I.), se ajv; + aovg + -+ + v, = 0 para v; € B
ea; € Kjo =1,2,--- n, entao em oy = ap = --- = «,, = 0, ou seja, a unica

combinacao linear para o vetor nulo é a combinagao linear trivial;

(i) o conjunto B é chamado linearmente dependente (L.D.), se nao for linearmente

independente.

Definicao 1.6 Seja V' um espacgo vetorial sobre um corpo K. Diremos que um subconjunto

B deV € uma base de V se
(i) B for um conjunto gerador de V e

(i1) B for linearmente independente.
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Proposicao 1.7 Seja V' # {0} um K-espago vetorial finitamente gerado, ou seja, gerado
por um conjunto finito de vetores nao nulos. Entdo duas bases quaisquer de V tém o

mesmo numero de elementos.

Definicao 1.8 Seja V' um espaco vetorial sobre K. Se V' admite uma base finita, entao
chamamos de dimensao de V o numero de elementos de tal base. Caso contrdario diremos

que a dimensao de V' € infinita. Denotamos a dimensdo de V sobre K por dimgV.

Definicao 1.9 Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo K. Um subespaco vetorial S de
V' € um subconjunto nao vazio de V', que por si so também possui estrutura de espaco

vetorial, definido sobre o mesmo corpo K e com as mesmas operagoes definidas em V.

Observacao 1.10 Se V' € um espaco vetorial de dimensao finita e W € um subespaco de
V., entao W tem também dimensao finita e dimW < dimV. Além disso, se dimW = dimV,

se, somente se, W =V.

Exemplo 1.11 O conjunto {(1,0),(0,1)} € uma base para o espaco vetorial real R?, a
qual chamamos de base canonica do R%. De fato, o conjunto {(1,0),(0,1)} é L.I., uma
vez que a equacao

Oél(]_, 0) + 042(0, 1) = (0, O)

56 € possivel para oy = ap = 0. E, além disso, o conjunto gera todo o R, uma vez
que qualquer v = (x,y) € R? pode ser escrito como (x,y) = x(1,0) + y(0,1). Assim
{(1,0),(0,1)} € uma base de R?. Portanto dim(R?) = 2.

De modo geral, o conjunto {(1,0,0,---,0),(0,1,0,---,0),---,(0,0,0,--- ,1)} é uma

base de R™, chamada base canéonica de R™.

Proposicao 1.12 Seja V um espago de dimensao n > 1 e seja B um subconjunto de V'

com n elementos. A sequintes afirmacoes sao equivalentes
(i) B é uma base;
(i) B € linearmente independente;

(i1i) B é um conjunto gerador de V.

Proposicao 1.13 Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao n > 1 e seja B C V. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes
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(i) B € uma base de V;

(ii) Cada elemento de V' se escreve de maneira unica como combinacao linear de B.

A proposicao anterior afirma que dado v € V, existem tinicos escalares ay, o, g, - -+ , v, €
K, tais que v = Y " | a;v;. Devido a esta unicidade, ¢ comum descrevermos o elemento v

por meio destes valores, chamados coordenadas de v com respeito a base B e escrevemos

aq

Qo

Qp

E claro que tais coordenadas dependem da base B escolhida e da ordem de seus elementos,

por isso é importante deixar claro na notagao qual base estamos considerando.

Proposicao 1.14 Um subconjunto nao vazio S de um espago vetorial V' é um subespaco

vetorial de V' se, e somente se, satisfaz as condigoes:
(i) A operacao de adigao definida em V' € fechada em S, ou seja, u+v € S, Yu,v € S;

(i) A operagdo de multiplicagao por escalar de V' € fechada em S, ou seja, au € S,

Yu e S eVa € K.

As vezes é conveniente escrever os elementos de um espaco vetorial V' sobre um corpo

K como soma de elementos de dois (ou mais) subespagos. Seja V' um espaco vetorial sobre

K.

Definigao 1.15 Sejam Wy e Wy subespacgos de V. Definimos a intersecao e a soma destes

subespacos por
(Z) WlmWQZ{’UEV;UE‘/Vl EUEWQ}.

(ZZ) W1+W2:{w1+w2:w1€W1 GUJQEWQ}.

Estes dois subconjuntos possuem estrutura de subespacos vetoriais, como podemos

ver no préximo resultado.
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Proposicao 1.16 Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo K e W1, Wy sdao subespacos

de V, entao
(i) Wi N Wy é um subespago de V;

(i1) Wy + Wy € um subespago de V.

De maneira analoga podemos definir a uniao de dois subespagos vetoriais por
WhuW, ={veV;veW ouve Wy}

Porém W7 U W5 nem sempre sera subespaco vetorial de V. O conjunto W7 U Wy s6 tera

estrutura de espaco vetorial quando W; C W5 ou Wy C W

Proposicao 1.17 Sejam V um espacgo vetorial e Wy e Wy dois subespagos vetoriais de

V, ambos de dimensao finita. Entdo

dimK(Wl + Wg) = dlmK Wl + dlmK WQ — dlmK(Wl N WQ)

Definicao 1.18 Sejam Wy e Wy dois subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Di-
remos que V € soma direta de Wy e Wy se V.= W; + Wy e W3 N Wy = {0}. Neste caso,
escrevemos V. = Wy @ Wh.

Exemplo 1.19 Observe que R?* = [(1,0)] & [(1,1)]. Com efeito, para qualquer vetor
(a,b) € R?, podemos escrever (a,b) = (a — b)(1,0) + b(1,1). Por outro lado,

[(1,0)] N {1, D] = {(0,0)},

pois se (a,b) € [(1,0)] N [(1,1)], entao (a,b) = ¢(1,0) e (a,b) = d(1,1), o que implica
a=0b=0.

Proposicao 1.20 Sejam V' um K-espaco vetorial e Wy e Wy dois subespacos vetoriais
de V. Entao V=W, & Wy se, e so se, cada elemento v € V' se escreve de maneira unica

como uma soma v = wy + wy com w; € Wy, i =1,2.
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Podemos generalizar a soma direta para varios subespacos vetoriais da seguinte ma-

neira. Sejam V um K-espaco vetorial. Para subespacos Wy, Wy, --- W, de V, definimos
Wi+ Wo+ -+ Wy={vy+ve+-+v v €Wy i=1,2,--- ,t}.

Se Win(Wy+Wo+-- -+ W, 1+ Wi +---+W,;) =0, paracadai =1,2,--- ¢, entdo
a soma Wi+ Wy +--- 4+ W; é chamada de soma direta de Wy, Ws, --- , W, e sera indicada

por Wi Wy @ ---® W,;. Também diremos que o espaco V' é a soma direta dos subespagcos
Wl,WQ,"‘ ,Wt seVle@WQGB---@Wt.

Exemplo 1.21 Sejam V = {A € M,(R) | A" = A} e W = {B € M,(R) | B' = —B}
subespacos vetoriais de M, (R), em que A' representa a transposta de A. Desta forma,
M,(R)=V e W.

O exemplo pode ser visto da sequinte forma: toda matriz de ordem n pode ser escrita
como a soma de uma matriz simétrica com uma anti-simétrica. Vamos determinar de
forma tnica duas matrizes, A e B, com A € V (simétrica) e B € W (anti-simétrica),
tais que M = A+ B, com M uma matriz qualquer de ordem n. Temos A* = A e Bt = —B,

assim,
M=A+B
M =A'+B'=A—-B

~ t . ~
Somando as duas equacoes obtemos, A = w Agora, subtraindo as duas equacgoes

M-—M?
5

do sistema, temos, B =
Dessa forma, determinamos de forma unica duas matrizes A e B, com A € V e

B € W, de modo que M = A+ B, para M € M,,(R). Portanto M,,(R) =U & W.

Definicao 1.22 Sejam V' e W espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Dizemos que

uma aplicagao T -V — W € uma transformacao linear, se satisfaz

T(v1 + avy) = T(v1) + T (v2),

para qualquer escalar o € K e quaisquer vetores vy, vy € V.

Exemplo 1.23 A fungio T : R*> — R, dada por T(x,y) = x + vy, é uma transformagao
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linear. De fato, se vi = (z1,y1) € R?, vy = (72,2) € R? e a € R, temos

T(vi +avy) = T(x1+ axe,yi + ays)
= (21 4+ ax) + (1 + aya)
= (x1+y1) +a(x2+y2)

= T(v1)+ aT(vs).
Podemos listar algumas propriedades, como por exemplo:

(i) T(Oy) = Ow, em que Oy e Oy sao os vetores nulos de V' e W, respectivamente.

(ii) De modo geral
T(ayvr + vy + - -+ + anvy) = T (v1) + T (v2) + -+ + a, T (vy,),

para quaisquer vy, vy, - - - ,v, € V.

(iii) Se B = {v, v, -+ ,v,} é uma base de V| entao para todo v € V, existem ay, ag, - - + , aup,

escalares reais tais que v = a vy + vy + - - - + @, v, € portanto
T(v) = a1T(v1) + aT(ve) + -+ + a,, T(vy),

isto é, dado v € V, o vetor T'(v) estard unicamente determinado se sdo conhecidas

as imagens dos vetores de uma base B.

Se V e W sao espacos vetoriais de dimensao finita, com bases fixadas, entao uma
transformacao linear T : V' — W pode ser representada por uma matriz. A vantagem de
uma tal representacao é que muitos problemas associados as transformacoes lineares entre
espagos vetoriais de dimensao finita podem ser resolvidos com a teoria das matrizes.

Seja T : V' — W uma transformacao linear, em que dimV =n e dimW = m. Sejam
B ={vy,vg, - ,v,} e C = {wy,ws, - ,wy,} bases de V e W, respectivamente. Como B é
uma base de V, podemos determinar tnicos escalares a;;, com 1 <¢ <n,1 < j <m, tais
que

T(vi) = ajjwy + -+ + ajw;j + -+ + AW,

Tomemos agora v em V . Temos v = kyvy +-- -+ k,v,, em que k; € Rparal <7 <n.
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Pela linearidade de T, segue que

T(w) = kT(vi)+ kT (ve) + -+ k,T(vy)
= ki(anwr + -+ apmiwp) + ka(arpwy + - - + Gpowy,) +
+ ot k(@ + -+ A n)
= (anki + -+ ankn)wr + (ag1ky + - - - + agnky)we +

+--- 4 (Gmlkl + -+ amnkn)wm'
Logo,

anky + -+ apnky air o Qi ky
[T'(v)le = : = o S I :

amlkl +-+ amnkn Am1 = Qmn kn

Uma vez fixadas as bases B de V e C de W, os escalares a;;, com 1 <¢<nel<j<m,
sao unicos. Desta forma, definimos a matriz da transformacao linear, com respeito a tais

bases, como sendo

m1 - Gmn

Temos entao a expressao

para qualquer v em V.

Exemplo 1.24 Sejam B = {(1,1),(0,2)} eC = {(3,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de R* e
R3, respectivamente.  Calculemos [T)5, em que T : R? — R3 € definida por
T(x,y) = (2z,7 — y,2y). Como T €é uma transformacaio linear de R* em R3 [T|8, ¢é
uma matriz 3 X 2, digamos

a1 Qa2

[T]? = Qo1  A22

a3; a3z



22

Assim,
T(l, 1) = (2, O, 2) = (le(l, 0, 1) + CL21<O, 1, 0) + a31(1, 2, 0)
e
T(O, 2) = (0, —2, 4) = alg(l, O, ].) + a22(07 1, 0) + CL32(1, 2, 0)
Equivalentemente,

ap +ag =2 a2 + agz =0
as; +2a3 =0 ¢ A +azy = —2 -
ap =2 ayp =4

Resolvendo esses sistemas lineares obtemos

a1 =2, agn =0, az1 =0, a2 =4, axp =06, az = —4.
Portanto,
2 4
[Tle=10 6
0 —4
Teorema 1.25 Considere as bases B = {vy,va, -+ ,v,} e B = {wy,ws, -+ ,w,}, bases

de um K—espacgo vetorial V. Entao, para qualquer v € V, vale a igualdade

em que I : V — V € a transformacao linear identidade.

Demonstragao: Como B é uma base de V, podemos escrever os vetores de B’ como

combinacao linear dos elementos de B, sendo esta combinacao tnica.

.
W1 = a11V1 + G12V2 + -+ - + A1V,

Wo = A21V] + A92V9 + -+ A2, Un

Wy, = Ap V1 + GpoU2 + -+ + Apply

\
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by

b
Seja v € V um vetor qualquer. Dali, [v]z = '2 , Ou seja,

v = bw; + bywy + -+ byw,
= bi(anv1 + ag1vy + - + @n1vy) + b2(a1201 + vy + - -+ anavn)
o+ bp(arnvr + agpve + - - F Gpnvy)
= (brair + beara + - - - + bpa1,)v1 + (brag + beags + - - - + bpagy,)vs

+ .o+ (blanl —+ b2an2 + -+ bnann)vn'

Logo,
biair + baajs + - - + bpai, air Q2 -+ Qg by
biasy + boase + - - - + bpag, Q21 Q22 -+ Qop by )
B
[v]s = = : = [{]z [v]s
| blanl + b2an2 + -+ bnann ] | Ap1 QAp2 - Apn | | bn ]

a1 a2 - Qip

. B Qg1 Q22 - Agp , .

A matriz [I|z = ‘ ‘ ~ | , é chamada Matriz Mudanca de Base da

Ap1 Ap2 - Apn

base B’ para a base B. A notagao [/ ]g' é apropriada, uma vez que esta matriz coincide
com a matriz da transformacao linear identidade I : V' — V, em que é tomada como base

do dominio a base B’ e a base do contradominio a base B. =

Observagao 1.26 A matriz mudanga de base é inversivel e satisfaz [I]5, = ([I]g')fl.
Além disso, se T : V. — W € uma transformacao linear entre espacos vetoriais de di-

mensoes finitas e se B, B sao bases de V e C,C’ sao bases de W, entdo
[T1E = [11¢ - [T)e: - 1)

Exemplo 1.27 Considere as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(0,1)} para R

Vamos encontrar a matriz de mudanca da base B para a base C. Vamos escrever os
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elementos da base C como combinacdo linear dos elementos da base B. Temos que
(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) e (0,1) = 0(1,0) + 1(0, 1).

Assim, a matriz de mudanca da base C para a base B € dada por

Definicao 1.28 Sejam V' e W dois espacos vetoriais sobre um corpo K e T .V — W

uma transformacao linear

(i) o nicleo de T, denotado por Nuc(T), é definido por

Nuce(T) ={v eV :T(v) =0}

(ii) a imagem de T, denotada por Im(T), € definida como

Im(T)={T(v); veV}.
Proposicao 1.29 Sejam V e W dois espacgos vetoriais sobre um corpo K, e uma trans-

formacgao linear T': V — W. Entao

(i) o nicleo de Nuc(T) é um subespago vetorial de V. A imagem Im(T) é subespago

vetorial de W.
(i) T € injetora se, e somente se, Nuc(T) = {0}.

Observe que uma transformacao linear T : V' — W ¢é sobrejetora se, e somente se,

ImT =W.

Teorema 1.30 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K, com dimgV finita, e uma

transformacao linear T : V — W. Entao,

dimgV = dimg Nuc(T) + dimgIm(T).
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Exemplo 1.31 Considere a transformacao linear T : R?> — R3 definida por

T(1,1) =(3,2,1)
T(0,-2) = (0,1,0)

Vamos determinar o nicleo e a imagem de T. Primeiro, determinamos explicitamente
a transformacio T. Podemos verificar que {(1,1),(0,—2)} € uma base para R?. Todo

elemento do R? pode ser escrito de modo unico como

(2,9) = o(1,1) + (‘y;x) 0,2)
Assim,

—y+x

T(ry) = Tl +(—55)0.2)
— 70,2

—y+x

= 2T(1,1) + (

= 2(3,2,1) + (

—y + oz
—— ).
2

)(0,1,0)

= (3,

Pela definicio, um elemento do R? pertence ao nicleo de T se ele é transformado no

elemento neutro do R? pela transformacdao T, ou seja

— 5
T(z,y) = (3, #,x) — (0,0,0)
3r =0
— 5%
%_0
r=0

Resolvendo o sistema encontramosz = 0 ey = 0. Assim Nuc(T) = {(0,0)}. Um elemento

do contra-dominio R® pertencerd & imagem de T se for da forma

— 1
(3:6, %511,50 =x (3, g, 1> +y (0, —§,O> .

Assim Im(T) = [(3,5/2,1),(0,—1/2,0)]. Podemos ver facilmente que esse conjunto de
geradores é L.1. e portanto {(3,5/2,1),(0,—1/2,0)} é uma base para Im(T).
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Dois espagos vetoriais V' e W sobre um corpo K sao isomorfos, e escrevemos V = W,
se existir uma transformacao linear bijetora T : V' — W. Nesse caso, dizemos que T" é um
isomorfismo entre V' e W.

Considere um espago vetorial V' de dimensao n qualquer e seja B uma base qualquer
de V. Entao a aplicagdo v — [v]p que leva cada vetor v € V' em seu vetor de coordenadas

[v]g ¢ um isomorfismo entre V' e K".

Exemplo 1.32 A transformacado linear T : R* — R? dada por T(z,y) = (x — 2y,y) ¢é
um 1somorfismo. Para mostrar que T € injetora, basta determinar o nicleo de T. Um

elemento do R? pertence ao nicleo se

T(z,y) = (x — 2y,y) = (0,0)

r—2y=20
y=20
Assim Nuc(T) = {(0,0)} e portanto, T € injetora. Pelo Teorema do Nicleo e da

Imagem, temos

dim(R?) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T))
dim(R?) = dim(Im(T)).

Logo, como a dimensao da imagem de T € igual a dimensao do contradominio, entao T

¢ sobrejetora. Portanto T é um isomorfismo.

Definicao 1.33 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um operador linear € uma

transformacao linear T : V — V.

Para o caso de operadores lineares sobre um espaco vetorial de dimensao finita V, se
B ¢ uma base de V, escreveremos [T']s ao invés de [T]5, com o intuito de simplificar a
notagao. Se dimgV = n e B é uma base de V, entao a matriz [Tz pertence a M, (K).
Muitas vezes é conveniente trabalhar em uma base B de V, de tal forma que a matriz [Tz
seja a mais simples possivel. Sob certas condigoes, seremos capazes de determinar uma

base B de V, de tal forma que a matriz [T|s é uma matriz diagonal. Nem sempre isto serd

possivel, como veremos mais adiante.

Definicao 1.34 Seja T :'V — V' um operador linear, em que dimgV =n < oo. Diremos

que T € diagonalizdvel, se existir uma base B de V' tal que a matriz [T|g € diagonal.



27

Seja T' : V' — V um operador linear diagonalizavel. Desta forma, existe uma base

B = {vy,vg, - ,v,} de V tal que a matriz [Tz tenha a forma diagonal, ou seja,
A 0O 0
0 X 0
[T]B - )
0 O An

com \; € K, parai=1,2,...,n,isto é T(v;) = \ju;, para todo i € {1,2,---n}.

Definicao 1.35 Seja T :V — V um operador linear. Diremos que A € K é um autovalor
de T se existir um vetor ndo nulo v € V tal que T'(v) = Av. Neste caso, o vetor ndo nulo

v € chamado de autovetor de T, associado ao autovalor A.

Seja A € K um autovalor de um operador linear 7" : V' — V. Considere o subconjunto
de V' definidor por
Auty(N) ={v e V;T(v) = \v}.

Este conjunto tem estrutura de espaco vetorial e portanto é um subespaco vetorial de V.

Tal subespaco é chamado de autoespaco de V' associado ao autovalor \ de T.

Definicao 1.36 Se dimxV =n < oo, entao o operador linear T :'V — V serd diagona-

lizdavel se existir uma base B de V' formada por autovetores de T

Considere A € K um autovalor de 7. Dai, existe v # 0 tal que T'(v) = Av, o que é
equivalente a dizer que (AI,, —T)(v) =0, onde I,, : V' — V é o operador linear identidade
em V. Segue entao que A é autovalor de T se, e somente se Nuc(Al, —T) # {0}. Mais
ainda, um vetor nao nulo v € V é um autovetor de T, associado ao autovalor \ se, e

somente se, v € Nuc(\l, —T).

Definicao 1.37 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita, T : 'V — V um

operador linear e B uma base de V. O polinomio caracteristico de T' € definido por

pr(x) = det([x], — T)p).

Observacao 1.38 (i) Se T € um operador linear sobre um espago vetorial de dimensdo

finita, entao Nuc(\, —T) # {0}, se somente se, det([\I,, — T]) = 0. Desta forma,
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um escalar A € K é um autovalor de T se, e somente se, A\ é raiz do polinomio

caracteristico de T.

(ii) Seja V- um C-espago vetorial de dimensio n > 1 e sejaT : V — V. Como C é um

corpo algebricamente fechado, o polinomio caracteristico de T serd da forma
pr(z) = (x—X\)™" . (k= \)™,
com A\ ...\ € Cer; > 1. Portanto, T possui autovalores, nao necessariamente

distintos.

Teorema 1.39 Seja T : V. — V um operador linear, em que V € um espacgo vetorial
sobre K de dimensao finita e sejam A, \o, ..., N, t = 1 autovalores de T, distintos dois

a dois.
(i) Sevi+wvy+---+v, =0 comuv; € Autr(N;),i =1,2,...,t, entdo v; =0 para cada i.

(i1) Para cadai=1,2,...,t, seja B; um conjunto linearmente independente contido em

Autp(N;). Entdao By U By U ---U B, € linearmente independente.

Demonstragao:

(i) Vamos mostrar por indugao sobre ¢t > 1. Se t = 1 ndo hd nada a provar. Seja agora

t > 1 e suponha que o resultado vale para j < t e vamos provar para j = t. Seja

'U1+/02+"'+'Ut:07 (11)

com v; € Autp(N;),i=1,2,...,t. Calculando T na expressao (1.1) temos

0=T0)=T(vy+va+---+v) =T(v1) +T(v2) + -+ T ()

e portanto,

0= )\11)1 + )\21)2 —+ -4 /\tvt' (12)

Multiplicando a equagao (1.2) por \; e subtraindo (1.2), obtemos:

0= ()\1 - )\Q)Uz + ()\1 — )\3)1)3 + -+ <)\1 - )\t)Ut.
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Pela hipétese de indugao, (A\; — A\;)v; = 0 para cada i = 1,2,...,t. Como A\; # \;
se i # 1 temos v; = 0 para cada ¢ = 2,3,...,t. Substituindo estes valores em (1.1)
temos v; = 0. Portanto v; = --- = v, = 0. Pelo Principio de Inducao Finita, segue

o resultado.

(ii) Para cada i = 1,2,...,t escreva B; = {vja,vi,..., U, }. Vamos mostrar que
{V11, .y Vinyy -, Vi1, -« o, Upn, b € linearmente independente. Para tanto considere

a combinacgao linear
QU1 + 0 Qg Uty 00+ QU1 + 0 Qg Vg, = 0,

em que «;; € K, para todo i e j. Como Z?’:l a;;vi; € Autp(\;)para cada i, segue
do item anterior que Z;;l a;jvi; = 0, Vi = 1,2,...,¢t. Como B; é um conjunto
linearmente independente, teremos a;; = 0 paratodoi =1,2,...,tej=1,2,...,n;

e portanto, By U By U - - - U B; é linearmente independente.

Definicao 1.40 Seja A um autovalor de um operador linear T : V — V, onde V € um
K-espago vetorial de dimensao finita e suponhamos pr(z) = (x — X\)™q(x), com q(\) # 0,
seja o polinomio caracteristico de T. O nimero m é chamado de multiplicidade algébrica
de X e denotamos por ma(X). Chamamos multiplicidade geométrica de A a dimensao do

subespago Autr (M) e indicamos tal nimero por mg(\).

Proposicao 1.41 Seja A um autovalor deT : V — V', em que V € um K-espago vetorial

de dimensao finita. Entao mg(\) < ma()\)

Demonstracao: Seja W = Autr(A) e assuma dimxgW = s. Sejam B’ = {wy, ws, ..., ws}

uma base de W e B = {wy,ws, ..., Ws, Wsyq ..., w,} uma base de V' contendo B’. Como
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T(w;) = Mw; para i =1,2,...,s podemos escrever [T]z na forma de blocos
A0 - 0 0
0o X - 0 0
Ay
0 0 A0
Tls=10 0 0 A :
o0 -+ 00
Ap
00 --- 00

em que A€ Msx(n—s)(K) e Ay € M(n—s)x(n—s) (K)

Desta forma,
pr(x) =det(zl, — [T]g) = (x — N)°.det(x,_s — As).

Por definigao temos ma(\) ¢ o maior indice j tal que (z — \)’ divide pp(z). Portanto,

mg(\) = s < ma(\), como queriamos. =

Teorema 1.42 Seja um operador linear T : 'V — V, onde V' é um K-espaco vetorial
de dimensdo finita e sejam A, Ao, -+, Ny, 0s seus autovalores distintos. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes
(i) T é diagonalizdvel;

(ii) o polinémio caracteristico é dado por pr(x) = (x — M\)™ - (x — )" -+ (x — A\)™,

n; > 1 emg(N\;) = ma(N;), para cada i =1,2,--- | t;

t
(111) dimgV = > dimgAut(\;).
=1
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CAPITULO 2

FORMA CANONICA DE JORDAN

Vimos anteriormente condigbes necessarias e suficientes para que um operador linear,
sobre um espaco vetorial de dimensao finita, seja diagonalizavel. Porém, nem todos os
operadores lineares sao diagonalizaveis, ou seja, nem sempre existe uma base de um espaco
vetorial V, formada por autovetores de um operador linear 7" : V' — V, tornando desta
forma a matriz deste operador, com respeito a esta base, diagonal. Entretanto, como
veremos a seguir, é possivel obter uma base de um espaco vetorial de tal forma que o
operador linear possui sua matriz, com respeito a esta base, proxima de uma matriz
diagonal. As referéncia utilizadas neste capitulo foram (COELHO; LOURENcO, 2007) e

(HOFFMAN; KUNZE, 1979).

2.1 Subespacos T-invariantes

Definicao 2.1 Seja T : 'V — V um operador linear, em que V é um K-espaco vetorial

e seja W C V um subespaco de V. Dizemos que W é um subespago T-invariante se

T(w) € W para todo w € W.

Observacao 2.2 (i) Os subespagos Nuc(T') e Im(T) sao T-invariantes.

(i) Se X for um autovalor de T, entao Autr(\) € um subespaco T-invariante de V. De

fato, se v € Autr(N\) entiao T'(v) = Av € Autr(A).
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(iii) Se W € um subespago T-invariante, entio a restricao de T a W € um operador

linear.

Sejam T': V' — V um operador linear em que V' é um K-espaco vetorial de dimensao
n>1eW CV um espago T-invariante de V, de dimensao de m, com 1 < m < n.
Considere B’ uma base de W e estenda a uma base B de V. A restricao de T" a W, isto é,
T : W — W dada por T"(w) = T'(w),Yw € W, é um operador linear. Dai a matriz [Tz

é escrita da seguinte maneira:

Tz A
O B

[Tz =
onde O indica a matriz nula em M;,—m)xm(K), A € My —m)(K), B € Mg _m)x (n-m)(K).

Exemplo 2.3 Seja T : C3 — C? definida por T(x,y, z) = (0,z,y). Se W = [ey, es], entdo
T(W) = leg,e3] e assim W ndo é um subespago T-invariante de C3. Se W' = [es, €3],
teremos entao T(W') = [es] C W' e seque assim que W' é um subespaco T-invariante de

V.

2.2 Polinémios Minimais de Operadores e o Teorema
de Cayley-Hamilton

Definicao 2.4 O polinomio minimal de um operador linear T : V — V, em que V € um
K -espago vetorial de dimensao finita, é o polinémio moénico my(x) de menor grau tal que

mp(T)(v) = 0, para todo v € V.

Teorema 2.5 (Cayley-Hamilton) Se V' € um K-espago vetorial de dimensao finita,
um operador linear T : V. — V € um zero de seu polindmio caracteristico pr(x), isto €,

pr(T) = 0.

Demonstracao: Seja B uma base de V' e escreva A = [T|g. Considere A’ = xI,, — A e
portanto pr(z) = det(A’). Por fim, seja M = adj(A’) = (m;;) a matriz adjunta de A’. Os
elementos m;; sao cofatores de z1, — A e portanto, representam polinomios de = de grau

no maximo n — 1. Escreva para cada i, j, tal polinomio como
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e T (B

_ 0
Myj = My T+ My ij

ij

M = (my)= <m(0) + mgjl-)x 4ot ml(';*l)xn—l)
= ()1 + e+ -4 (m )

v

= Mi(JQ) + MWz 4o MO gL

Escreva pr(x) = ag + ayx + asx?® + - - - + 2. Note que, A - adj(A) = det(A) - I,,, para
qualquer matriz A € M, (R). Em particular, para A’, temos
M- A =adj(A) - A =det(A)I, = pr(v)I,

(MO + MWDz oo MOV (L, — A) = (ag + a1 + agz® + - - + 21,

—MOA = ql,
MO —MMA = a1,
MO —MPA = ayl,

M®=2 _ pMO-DA = q, I,
M(nfl) — In

\

Multiplicando as equacdes por, I,,, A, A%, --- | A" obtemos

—MOA = g,
MOA - MDAZ = ¢ A
MWA2 — M@ A3 = g, A2

M(n72)An*1 _ M(nfl)An = an_lAnil
M(n—l)An = A"

\

Somando as equacoes acima,obtemos

0=agl, +a1 A+ aA®>+ - +a, A"+ A"
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Logo,
pr(T)(v) = (aoly+arT+aT? + -+ ap T+ T7) (v)
= apl,(v) + a1 A(v) + ap A% (V) + - + a1 A" (V) + A" (V)
= 07
para todo v € V. ]

Proposicao 2.6 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensaon > 1 eT :V — V um
operador linear. Entao os polinomios caracteristico e minimal de T' tém as mesmas raizes

a menos de multiplicidade.

Demonstragao: Sejam prp(z) e mp(z) os polindomios caracteristico e minimal de T
respectivamente. Seja A € K. Mostraremos que pr(A) = 0 se, e somente se, mp(\) = 0.
Suponhamos que pr(A) = 0, ou seja, A é autovalor de T Dai, existe v € V' \ {0} tal que
T(v) = Av. Assim, para cada i € N,

T (v) = \v.

m
Escrevamyp(z) = Y a;x" = ag+ayz+- - -+a,x2™. Desta forma, pela defini¢ao de polinémio

i=0
minimal
0=mp(T)(v) = <Z am) (0) =) aT'(v)
i=0 i=0
= Zami(v) = (Z ai/\i> v.
i=0 i=0
Portanto, > a;\' = 0, pois v # 0. Logo, mr(A\) = 0.
i=0
Suponhamos agora que mr(A) = 0. Dai, existe um polinomio ¢(x) tal que

my(x) = (z — A)g(z). Uma vez que mr(x) é o polindmio minimal e o grau de ¢ é es-
tritamente menor do que o grau de my(z), segue que ¢(T') # 0. Assim, existe u € V de

tal forma que ¢(7)(u) # 0. Considere v = ¢(7T")(u). Assim,

0 =me(T)(u) = (T = A)(q(T)(u)) = (T = A)(v)
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e desta forma v é um autovetor de T" associado ao autovalor A. Isto garante que pr(A) = 0.

2.3 Operadores Nilpotentes

Definicao 2.7 Um operador linear T : V. — V € nilpotente se existe m > 1 tal que
T =0. SeT™ =0 eT™ # 0, para todo 1 < n < m, diremos que m € o indice de

nilpoténcia de T.

Proposicao 2.8 Se T : V. — V € um operador linear nilpotente e dim(V') > 1, entdo

Nuc(T) # {0}.

Demonstragao: Seja m > 1 o indice de nilpoténcia de T. Dai, T™(w) = 0, Vw € V.
Mais ainda, existe v € V' tal que T™ ! (v) # 0 e T™(v) = 0. Assim,

0="T"(v)=T(T" ' (v)).

Logo, T ! (v) € Nuc(T). Como T™ 1 (v) # 0, segue que Nuc(T) # {0}. L

Teorema 2.9 Seja T : V. — V um operador linear, em que V € um K-espaco vetorial
de dimensdo finita. Entao T é a soma direta de um operador nilpotente e um operador

wnversivel. Tal decomposicao € essencialmente unica.

Demonstragao: Observe que Nuc(T?) C Nuc(T*"1), para qualquer 7 > 1. De fato, seja
w € Nuc(T"). Assim, T(w) = 0. Logo,

T (w) = T(T"(w)) = T(0) = 0,

ou seja, w € Nuc(T™). Além disso, Nuc(T") é T-invariante para qualquer i > 1. Desta
forma,

Nuc(T) € Nuc(T?) € Nuc(T?) C --- C Nue(T") C--- C V.

Como dimV < oo, existe m € N* tal que

Nuc(T™) = Nuc(T™"),Vi > 0.
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Seja m € N* o menor natural com a propriedade anterior. Considere os espacos
Wy = Nuc(T™) e Wy = Im(T™). Tais espagos sao T-invariantes. De fato, seja w € Wj.
Observe que

0 =T (w) = T™(T(w)),

ou seja, T'(w) € Nuc(T™). Logo, W; é T-invariante. Considere agora w € Ws. Dal, existe

v €V tal que w = T"(v) e desta forma,
T(w) =T""(v) = T™(T(v))

Logo, T(w) € Im(T™) = W;. Logo W5 é T-invariante.
Verifiquemos que V' é soma direta de Wy e Wy, ou seja, WiNW, = {0} e W1+ W, = V.

(i) Sejav € WyNWy. Como v € Wy = Nuc(T™), segue que T (v) = 0. Por outro lado,

v e Im(T™), ou seja, existe v' € V tal que T™(v") = v. Logo,
0=T"(v)=T"(T")) =T*").

Desta forma, v € Nuc(T?™) = Nuc(T™) = W;. Assim, v = T™(v') = 0. Portanto,
W1 N WQ - {O}

(ii) Considere o operador linear 7™ : V' — V. Pela Proposigao 1.17
dim(W; + Wy) = dim(W7) + dim(Ws) — dim(W; N Wa).
Como dim(W; N W,) = 0, temos
dim(W7 + Wy) = dim(W7) + dim(Ws).
Pelo teorema do Ntcleo e da Imagem
dim V' = dim(Nuc(T™)) + dim(Im(T™)) = dim W, + dim W,

Logo, W1+ W, é subespaco vetorial de V, com dim(W; +W3) = dim(W7) 4+ dim(W5),
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ou seja, W1 + Wy =V.

Portanto, W, & Wy = V.
Considere agora as aplicagoes lineares Ty = Ty, e To = T'|w,. Vamos mostrar que
T =T, ® Ty, ouseja, T(v) = Ti(wy) + Ta(ws), com wy € Wy, we € Wa e v = wy + wo, em

que T} é nilpotente e Ty é inversivel.

(i) Seja wy € Wy. Dai, T7"(wy) = T™(w;) = 0, para todo w; € W;. Logo,

e consequentemente, 17 é nilpotente.

(i) Seja we € Wj tal que To(wy) = 0. Como wy € Wy = Im(T™), existe v/ € V' tal que

T™(v") = wy. Mais ainda,

0= Ty(wz) = To(T™(v")) = T(T™ (V")) = T (v).

Dai, v € Nuc(T™) = Nuc(T™) = Wi. Logo, we = T™(v') = 0. Portanto, Ty é
injetora. Uma vez que T5 é operador linear entre espacos de dimensao finita, com

Nuc(Ty) = {0}, segue que T é sobrejetora, e consequentemente, Ty é inversivel.

Vamos mostrar a unicidade desta decomposicao. Suponhamos que existam U; e Us
subespagos de V' que s@o T-invariantes tais que 7] = Ty, é nilpotente com indice de
nilpoténcia m’ e Ty = T'|y, é inversivel.

Seja m = max{m, m'}. Sejaw, € Wy C V = U; &U,. Dai, wy = u; +us, como u; € Uy

e uy € Us. Entao,

0 = Tm(wl) = Tm(ul + UQ) = Tm(Uq) + TW(UQ)
= (1) (w) + (T3)" (u2)

= (T3)" (ua).
Como (T3) = T|y, é inversivel, segue que (T3)™ é inversivel. Logo Nuc(T3)™ = {0},

garantindo que us = 0. Dai, w; = u; € Uy, ou seja, Wi C U;. Analogamente mostra-se

que Uy C W;. Portanto, U; = Wi,
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Considere agora wy € Wy = Im(T™). Dai, existe v € V tal que wy = T™(v). Além

disso, v = uy + uo, em que uy; € Uy e uy € Us. Desta forma,
wy =T™(v) =T™(uy +ug) =T (ur) + T (uz)

Wy = Tm<UQ),

uma vez que u; € Nuc(T™) = Wi = U;. Uma vez que Uy é T-invariante, obtemos
Wy = T"(ug) € Usy. Logo, Wy C Us. Seja ug € Uy C V. Uma vez que V = Wy @ W, segue

que us = wy + wsy, com wy € Wi e wy € Wy, Assim,
W1 = Uy — W EWlﬁVVg:{O}.

Logo, w; = 0 e assim uy = wy € Wy. Portanto, Uy = W5 Desta forma, segue a unicidade.

Proposicao 2.10 Seja T : V. — V um operador linear nilpotente, com indice de nil-

poténcia m > 1 e V um espaco vetorial de dimensao finita. Se v € V € tal que

T 1 (v) # 0, entdo
(i) O congunto {v,T(v), T?*(v), -+, T™ ' (v)} é L.I

(i1) Existe um espago T-invariante W C 'V tal que V- =U +V, em que

U=[v,T), T*(v),---,T™ (v)].

Demonstragao:

(i) Suponhamos que {v,T(v),T%*(v), --,T™ *(v)} seja L.D. Dai, existem escalares

g, Q-+, 1, NA0 todos nulos, tais que
aov + a1 T(v), -+, T () = 0.
Seja I = min{t; a; # 0}. Logo,

T (v) + ap T (W), -+ g T™ () = 0.
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Assim,

T ) = TET)

_ pm—itl Q4 Tl+1(,U) L O‘mfle—1(U)
Qq le%]
= S () L St el ()
Qq e%]
m—1
_ Z %Tm—l—l—l(Ti(v))
. Q
i=l+1
m—1
= — Z %T(mﬂ')f(lﬂ)(v).
) a
i=l+1

Note que [ < m — 1. De fato, se [ = m — 1, entdo a,, 7™ '(v) =0, com ,,_; # 0

e T™ (v) # 0, absurdo. Logo, [ < m — 1 que equivale a [ + 1 < m. Dal,

m—1

Tmfl(v) _ Z %T(m+i)(l+l)(v) _ 0’
i=l+1

uma vez que 7™ (v) = 0, Vj > 0. Isso é um absurdo, visto que estamos supondo

T™1(v) # 0. Portanto, {v,T(v), T*(v), -+, T™ *(v)} é L.I.

(ii) O subespago U = [v,T(v),--- ,T™ ! (v)] é T-invariante. Com efeito, se u € U, entao

existem escalares ag, aq, -+, a1 € R tais que

u = agv+aTW)+ -+ T (V)
T(U) = T(Oé(ﬂ) + OélT(U) + -+ Oém_leil(U))
= T (v) + T?*(V) + -+ W oT" (V) + A T (v)

= aoT() +aT?(V) + - + oI H(v) € U.

Logo, U é T-invariante. A demonstragao deste item é feita por indugao sobre o indice
de nilpoténcia m. O caso m = 1 é trivial pois, neste caso, T (v) = T(v) = 0, para todo
v € V. Desta forma, basta tomar U = {0} = [}]e W =V e temos V = U & W. Suponha
que m > 1 e que o resultado seja valido para todos os operadores nilpotentes de indices
m—1. SejaT : V — V um operador nilpotente com indice de nilpoténcia m. O subespaco

vetorial Im(T) é T-invariante, visto que Im(T) C V. Além disso, T = T 6 um
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operador nilpotente, com indice de nilpoténcia m — 1. De fato, seja u € Im(T'). Assim,

existe v € V tal que u = T'(v). Logo
T Hu) =T (w) = T (T (v))
T Yu) = T™(v) = 0.
Se j <m —1, temos j + 1 < m. Assim, existe v € V tal que
T (v) #£0

TI(T(v)) # 0.

Desta forma, w = T(v) € Im(T) e T %(w) # 0. Logo, T tem indice de nilpoténcia
m — 1.

Pela hipétese de inducao, temos
Im(T) = Uy, @ Wy, com Uy = [T(v), T*(v), -+, T™ (v)],

em que W7 é T—invariante e consequentemente é T—invariante. Considere o subespaco

vetorial Wy = {w € V, T'(w) € W;}. Vamos mostrar algumas afirmagoes:

Afirmacao 1: V = U + W,. De fato, seja u € V. Assim T'(u) € Im(T) = U; @ W;. Dali,
T(u) =u +w', em que v € Uy e w € Wj. Segue que v’ = T'(u"), em que v’ € U e
desta forma T'(u) = T'(u") = w'. Logo,

Tu—u")y=T(u) —TW")=w" € W.
Pela definigao de Wy, segue que u — u” € Ws. Logo,
u=u"+ (u—u") e U+ W,

e segue a igualdade.

Afirmagao 2: Seja u € UNW;. Observe que T(u) € Uy N Wy, uma vez que Uy e Wi sdo
subespagos T'—invariantes de V. Como Im(T') = U, @ W, segue que T'(u) = 0. Por



41

outro lado, u € U, ou seja, existem escalares ay, aq, - -+, a,,_1 tais que
m—1
u= a; T (v)
i=0
Logo,

0=Tw)=T (Z_ aiTi(v)) = Z_ ;T (v) = Z_ a; T (v),

uma vez que T™(v) = 0. Mais ainda, como o conjunto {T'(v), T?(v),--- , T™ ' (v)}
6 L.I., temos g = ay = +++ = o = 0. Portanto, u = «a,, 17" (v) € U,. Logo,

u e Uy NW; = {0} e segue a afirmacao.

Da segunda afirmacao, temos (U N Wy) N W, = {0}. Observe que W, C Wj, uma
vez que se w € Wi, utilizando o fato de que W; é T'—invariante, temos T'(w) € Wh,
o que garante pela definicio de Ws, que w € Wj. Ainda pela afirmacao 2, segue que

(U C Wy) C Ws. Logo, existe um subespago W3 tal que
Wy =(UnNWy) ®d W, @ Ws. (2.1)

Tome W = W; @& Ws. Como W C W” e WN(UNW;) = {0}, temos UNW = {0}. Pela
afirmagao 1 e pela expressao de Wy em (2.1), temos V =U + Wy e Wy = (UNW,) & W.
Logo, se v € V, entdao v = u+ (h+w), comu € U, h € (UNW3) e w € W. Assim,
v=(u+h)+w com (u+h) € Uewec W e desta forma, V = U + W. Portanto
V=UaW. u

Observagao 2.11 Seja T : V. — V um operador linear, com V espago vetorial de di-

mensao n > 1.

(i) Se T ¢ nilpotente com indice m > 1, entao m < n. De fato, existe v € V tal que

T™ 1 (v) # 0. Pelo teorema anterior {v,T(v), -+ ,T™ *(v)} € li. Logo, m < n.
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(ii) Se m = n, teremos B = {v,T(v), -+, T™ ' (v)} uma base para V. Desta forma,

000 - 0 0
100 - 0 0
[Tls=10 1 0 0 0
000 - 10
(iii) Se pr(x) = (x — A\)™ € o polinémio caracteristico de T, entao pelo Teorema de

Cayley-Hamilton, seque que

0= pr(T) = (T = AD)™

Logo, (T — M) € nilpotente. Se seu indice de nilpoténcia for n, entao eziste B base

para V tal que

000 --- 00
100 -- 00
T—Mz=]010 --- 00
000 --- 10

Entao
A0 0 0 0
1 X0 -~ 00
Tls=1 0 1 ) 0 0
00 0 1 A

Defini¢ao 2.12 Um bloco de Jordan r x r em X é uma matriz J.(\) € M,.(R) tal que
Jr(A) = (ai;) com
A 1=
Qi = 1, »=75+1 .

0, c.c
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Logo,
A0 O -~ 00
1 X0 -~ 00
JAN)=10 1 \ 0 0
000 -~ 1 X

Teorema 2.13 Seja T : V — V um operador linear nilpotente com indice de nilpoténcia
m > 1, em que V é um espago vetorial de dimensdo finita. FEntdao existem numeros

positivos t,my, -+ ,my e vetores vy,vy, -+ , v € V tais que
(i) m=my >mg>--->my.

(ii)) O  conjunto B = {vi, T(vy), -+, T™ N (vy),v9, T(vg), -+, T™ L (wg), -+,
v, T(ve), -+, T™ Y (v)} € uma base de V.

(11i) T™i(v;) =0, para cada i € {1,2,--- ,t}.

(iv) Se S for um operador linear em W de dimensao finita, entao os inteirost,my,--- ,my
associados a S e a'T sao iguais se, e somente se, existir um isomorfismo ¢ : V. — W

com

$To' = S.

Demonstragao: Como 7™ ! £ 0. Logo, existe v; € V tal que 7" !(v;) # 0. Pela
Proposicao 2.10, o conjunto B = {vy, T'(vy), -+, T™ Yv))} é L.I.e V = W, ®W,, em que
Wy = [v, T(vy), -+, T™ 1 (vy)] e Wy e W} sdo T-invariantes.

Se Wy =V, o procedimento acaba. Se Wi # V, tome Ty = Ty, : Wy — W;. Temos
que 75 é um operador linear nilpotente, com indice my < my; = m. Dali, existe v, € W
tal que T™2!(vy) # 0. Pela Proposicao 2.10, o conjunto B = {vy, T'(va), -+, T™(vq)}
6 LI e W) =Wy ® W, em que Wy = [vg, T(vq),- -+ ,T™ 1 (vy)] e Wi é Ty-invariante.
Como dimV < oo, o procedimento acima pode ser repetido um nimero finito de ve-
zes, ou seja, existem numeros positivos, t,my, ma, - -+ ,my € vetores vy, vo, - -+ , v tais que

m=mi > My > -+ > My, 05 conjuntos
By = {v1,T(v1), T*(vy), -+, T™ H(vy)}

BQ - {U27 T(U2)7 T2(U2>’ U 7Tm2_1<v2)}
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Bt = {'Utv T(Ut)7 TQ(Ut)v e ’Tmt_1<vt)}

sao L.I.. e além disso

V=W eW,eW;d--- W,

em que W; = [v;, T(v;), -+, T™ (v;)]. Logo, B=B; UByU---UB; é uma base para V.
Também, pela construgao, 77 (v;) = 0, para todo 7 € {1,2,3,--- ,t}.

Para a demonstragao do ultimo item, considere primeiramente S : W — W operador
linear nilpotente. Suponha que os inteiros t,my, ms, - - - ,m; associados aos operadores S

e T sao iguais. Dali,
B={v,T(v1),-+ . T™ (vr), -+ v, Tlwe), -, T™ 7 ()}
¢ base de V' e
B = {wi, S(wi), -+, 8™ (wi), -, wy, S(wy), -+, S™ (wy)}

é base de W. Defina ¢ : V. — W por ¢(T7(v;)) = S?(w;). A transformacao ¢ é isomorfismo,

pois leva uma base de V' em uma base de W. Seja w € W um elemento qualquer. Dai

: . 0 1 m—1 0 1 m—1 :
existem unicos escalares o, vy, -+, )" T, o, 0,00y tais que
my—1 t
_ JQI (4.
w = E E ol S7(wy;).
§j=0 i=1
Assim,

(poTod )(w) = (T(¢7 (w))

s
- o(r(E5s)
- qs(T izazw(m))
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Assim,

(60T oo™ )w) = ¢(Z Zasz“m))

me—1 t

= 2 2 ale (T (w)

mf,—l t

= 3 S el ()

j=0 i=1

= S (Z_O Zlozgsj(vi)>

= S(w).

Portanto, (poT o~ !) = S.

Reciprocamente, suponha agora que existe ¢ : V' — W isomorfismo tal que
(poTogp ') =25.
Primeiramente observe que
"= ($oTod™ PP = (9T og™),

para qualquer p € N. Isto garante que S e T possuem o mesmo indice de nilpoténcia. Seja
B = {wy, S(wy), -, S™ N wy), - we, S(wy), -+, S™ Hwy)} uma base para W. Desta

forma, temos S (w;) = 0 para j € {1,2,--- ,t}. Assim, como ¢ é isomorfismo
Smj(wj) = Ovvj € {1727' c 7t}

(¢oT 0¢™")™ (wy) =0
ST (¢~ (wy))) =0
ij(¢_1(wj)) =0,Vj € {17 2, >t}'

Tome v; = ¢~ (w;), para cada j € {1,2,--- ,t}. Pelo que foi exposto anteriormente,
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S™i(w;) = 0 se, e somente se, T (v;) = 0. Além disso,
B = {’UlvT(/Ul)a e 7Tm1_l(vl)> e avth(/Ut)a e 7Tmt_l(vt)}

é base para V, o que conclui o resultado. ]
No Teorema 2.13, fazendo a transformacao 7T restrita a cada subespago W;, o operador

T : W; — W, tem matriz na forma

000 - 0 0
100 - 0 0
Tls = Jmi(0) = 010 - 0 0
000 -- 00
000 -- 10

mM; XMy

Logo,se B=BUByU---UB;, entao T : V — V é tal que

Jmi(0) 0 -0
Tl = 0 Jm?(O) o0
0 0 Jmy(0)

2.4 Formas de Jordan

Iremos utilizar agora os resultados das duas ultimas se¢oes para construir a chamada

forma de Jordan de um operador linear sobre espagos vetoriais de dimensao finita.

Lema 2.14 Seja T um operador linear sobre um K—espaco vetorial V. Se T =T, & T,

entao pr(x) = pr,(z) - pr,(x).

Demonstragao: Pela definicao de soma direta de operadores, existem W7y, Wy subespagos
vetoriais de V' tais que Wi @ Wy =V, de tal forma que 77 é um operador sobre Wy, T5 é
um operador sobre W satisfazendo 77 = T'|w, e Ty = T'|w,. Considere B; uma base para

Wi e By, uma base para Ws. Como a soma é direta, B = B; U By é uma base para W. A
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matriz do operador 1" com respeito a base B é da forma

[T1] s, @
[T]p =
O [T2]BQ
O resultado segue diretamente de propriedade de determinante. ]

Teorema 2.15 Seja T : V. — V' um operador linear, em que V' € um espaco vetorial de

dimensao finita sobre K tal que

pr(z) = (2 — A)"™ (2 = A)™ -+ (. — A)™,

comm; > 1 e X # N\j, para i # j. Entao

V=bieU:& &,

em que para cada i € {1,2,--- 1}, temos
(i) dimU; = m;
(ii) O subespago U; € T-invariante
(i1i) A restri¢ao do operador (A1 —T') a U; € nilpotente.

Demonstracao: Para cada ¢ € {1,2,3,--- ,r}, considere o operador linear

T,=MN-T:V V.

Pelo Teorema 2.13, T; é soma direta de um operador nilpotente e um inversivel, ou seja,
podemos escrever V = U; @ W/, com U; e W/ subespacos T;-invariantes. Tais subespagos

também sao T-invariantes. De fato, seja u € U;. Assim,

Ti(u) = (NI — T)(u) € U
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Dai, T(u) € U;. Logo U; é T-invariante. De mesma forma, W/ é T-invariante. Sejam
T U — UeT : W — W! as restricoes de T a U; e W/

i !, respectivamente. Como
T=T &T”, do Lema 2.14

pr(z) = pr(x) - ppr(z)

Observe que \; é o tnico autovalor de 7" e \; nao é autovalor de T". Desta forma,
pr(z) = (x — \)™ e dimU; = m;. Entdo, para cada ¢ € {1,2,--- ,t}, encontramos um
subespacgo U; que é T-invariante, dim U; = m; e a restrigao (A1 —T')|y, € nilpotente, com

V=U+Uy+---+ U, Como \; é autovalor apenas de 1",
UnU +Us+- -+ Uy + U +---+ U,) = {0}.

POI‘taIltO,V:UZ'@UQ@U;;@"'@UT. n

Seja T': V — V um operador linear tal que
pr(z) = (= A)™ (@ = A)™ -+ (2 = A)™,

em que r > 1, m; > 1e )\ # \; para i # j. Pelo teorema anterior, existe uma decom-
posicao V =U;, @ Uy ® U3 ® - - - @ U, que satisfaz as propriedades do teorema para cada

i€{l1,2,---,r}. Considere o operador linear

O operador T' = (T; — A\il,,,) é nilpotente, uma vez que pg,(r) = (x — \;)™. Portanto,

existe uma base B; de U; e numero ¢;,m;; > m;s > --- > my, tais que
Jmi () 0 e 0
T = 0 szg(/\z) 0
0 0 s Img, ()

em que para cada i € {1,2,--- ,r}eje{1,2,-- ,;}
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A 00 0 0
1 A 0 0 0
Jo () = 0 1 A\ 0 0
000 0 -~ X O
00 0 -~ 1 X\

Como, V=U®dUs®---dU,, segue que B=B;UByU---UDB, é uma base de V e

[T1]8, 0 0
0 (T5] 5, 0
[T)s = .
0 0 [Tr] B,

A matriz [T]z acima é chamada forma de Jordan associado a 7.

Exemplo 2.16 Considere o operador linear T : V — V, em que pr(x) = (z —1)3(x — 2)?

edimV = 5. As possiveis formas de Jordan sao da forma

[Tl]Bl 0
[T]B = )
0 [T2]32

em que [T1]g, pode ser de uma das seguintes formas

Observacao 2.17 Seja T : V. — V um operador linear sobre um K-espaco vetorial de
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dimensao finita. Suponha que o polinomio minimal de T seja dado por

mr(A) = (A= A)™ (A = Ag)™ - (A= A)™,

em que \; # \;, para i # j.
(i) O nimero natural m; representa a ordem do maior bloco de Jordan J,.(\;);

(1) A multiplicidade geométrica de \; representa o nimero de blocos de Jordan J.(\;).

Exemplo 2.18 Seja T : R* — R* operador linear definida por

T(y1,y2, Y3, Ya) = (8y1 — Yo, 4y1 + 12y2, 9y3 + 2y4, 2ys + 6y4).

Seja C' a base canonica de R*. Dad,

8 —1 0 0

4 12 0 0
T)e =

0O 0 9 2

0O 0 2 6

O polinémio minimal é dado por mr(x) = (x — 10)"(x — 5), para algum i € {1,2,3}.
Uma vez que

([T)e = 10L) ([T]e — 514" # 0

([T)e = 1014)*([T]e — 514)" =0,
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seque que mr(x) = (x—10)%(x—>5). Assim, o maior bloco de Jordan referente ao autovalor

10 € de ordem 2. Logo eriste uma base B = {v1, vy, v3,v4} de R* tal que

10 0 0 O

1 10 0 O
[T)e =

0O 0 10 0

0O 0 0 b5

Para determinar ve,v3 e vy, determinar o autoespago correspondente a cada autova-
lor, pois T(ve) = 10ve, T(v3) = 10v3 e T'(vy) = Svy. Por meio de um cdlculo padrao,
encontramos

Aut1o(T) = Nue(T — 101,) = [(1, —2,0,0), (0,0,2,1)]

Auts(T) = Nue(T — 5I;) = [(0,0,1, -2)].

Assim, basta tomar vy = (1,—2,0,0), v3 = (0,0,2,1) e vy = (0,0,1, —2).

O vetor vy = (x1, T2, x3,x4) € de tal forma que

T(v1) = 1001 + 1(aqvg + agus).

(T — 10[4)(’01) = Vg + Q3.

(T — 10]4)(’01) = (Ozl, —2&1, 2&2, 042).

-2 -1 0 0 Ty Qaq
4 2 0 0 To B —20
0 0O -1 2 . T3 - 2009
o o0 2 -4 Ty Q2

Resolvendo o sistema, obtemos as = 0 e a qualquer. Uma vez que ag = 0 temos

T(v1) = 10v; + a4(1,-2,0,0).
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Escolha oy = 1. Vamos encontrar vy = (21, xe, T3, T4) € R* satisfazendo a equacdo
(T'—1014)(v1) = (1,-2,0,0).

Tal equacao nos leva ao sistema linear dado por

2 1 0 0 = 1
42 0 0 N

0 0 -1 2 s | | o |
0 0 2 —4 N 0

em que v1 = (1,-3,2,1) € uma solugdo. Assim,

B - {(L _37 27 1)7 (17 _270a0)7 (070727 1)a (0707 17 _2)}7

é uma base de R* e além disso,

10 0 0 O

1 10 0 O
Ts =

0O 0 10 O

0O 0 0 5

Exemplo 2.19 Seja T : R* — R um operador linear tal que pr(x) = (x — 2)* ¢
mr(x) = (z — 2)%. O maior bloco de Jordan correspondente ao autovalor —2 € 2. As

possivel Formas de Jordan sao dadas por

-2 0 0 0 -2 0 0 0

1 -2 0 0 1 -2 0 0
A= ou B =

0 0O -2 0 0 0 -2 0

0 0 1 -2 0 0 0 -2

Seja Autr(—2) = Nuc(T + 214) o auto espago relacionado ao autovalor A = —2. Temos

duas possibilidades.

(1) dim(Autr(—2)) = 2, entdo a matriz de T com respeito a base de Jordan terd 2

blocos. Neste caso, serd a matriz A.
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(ii) dim(Autr(—2)) = 3, entdo a matriz de T com respeito a base de Jordan terd 3

blocos. Neste caso, serd a matriz B.

Exemplo 2.20 Seja

3 -1 1 =7

9 -3 -7 -1
A=

0 0 4 =8

0o 0 2 -4

Eziste um 1inico operador linear T : R* — R* tal que [T)S = A, em que C é a base canénica
de RY. Temos pr(x) = z* e mp(x) = 22 O maior bloco de Jordan correspondente ao

autovalor A =0 € 2. Além disso,

Autr(0) = [(5,0,6,3), (0,5, —2, ~1)].

Como dim(Aut,(0)) = 2, temos dois blocos de Jordan relacionados ao autovalor A = 0.

Vamos determinar B = {vy, vy, v3,v4} base de R* tal que

o O = O
o o o O
- o O O
o o o o

ou seja,

T(v3) = vg € Nuce(T),
T('U4) =0.

Podemos tomar ve = (5,0,6,3) e vy = (0,5,—2,—1). O prozimo passo é encontrar

um vetor v, € R* tal que T'(vy) = v9, com vy Ve, Va|. Para isso € mecessdrio resolver o
9 Y



54

sistema
3 -1 1 =7 a )
9 -3 -7 -1 b 10
00 4 —s||lec| |6
0o 0 2 -4 d 3

Uma solucao do sistema nos permite tomar o vetor vy = (1, — ,%, O) . Além disso,

v ¢ 1[(5,0,6,3),(0,5,—2, —1)].

Vamos encontrar agora vy = (a, b, c,d) tal que T'(v3) = vy e vz & [v1, V2, v4]. Novamente

devemos resolver um sistema linear dado por

3 -1 1 -7 a 0
9 -3 -7 -1 b | | s
0 0 4 -8 A I
0 0 2 —4 d 1

Resolvendo o sistema, encontramos uma solucao que fornece vy = (1, g, —%, 0) . Além

disso, v3 # [v1, V9, v4], pois a combinagao linear

5 1 13
(1, 5,—5,0) = (1,—5,570) + as(5,0,6,3) + a4(0,5, -2, —1)

ndo € possivel. Logo, tomando B = {(2,-1,3,0), (5,0,6,3),(2,5,—1,0),(0,5,—-2,—1)} €
uma base de R* tal que
0 00

0 0
0 0
10

o o O

Exemplo 2.21 Seja a transformacao linear T : R* — R* definida por

T(z,y,2,t) = 2z +y+z+1t2y —z—1,32 —t,4t).

O polinémio caracteristico € dado por pr(x) = (z — 2)*(x — 3)(z — 4) e o polinomio

minimal mr(z) = (x —2)?(x — 3)(x —4). Seja B uma base de Jordan para T. Assim, pelas
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multiplicidades das raizes do polinémio minimal, temos a matriz [T|p € constituida por

um bloco de Jordan J5(2), um bloco de Jordan J1(3) e um bloco de Jordan Jy(4), ou seja,

20 00

1 2 0 0
Ts =

00 30

00 0 4

Exemplo 2.22 Seja T : R® — RS, tal que o polindmio caracteristico € pr(z) = (v — 2)°

e o polinomio minimal my(z) = (x — 2)3. O autoespago é dado por

Aut(2) = [(1,0,—1,—1,-1),(0,1,2,2,2)]

Seja B uma base de Jordan para T. Assim, a matriz [T|g possui 2 blocos de Jordan, um

deles de ordem 3 e o outro de ordem 2.

20000
12000
Tls=1012 0 0
00020
00012
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CAPITULO 3

SOLUCAO DE UM SISTEMA DE
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES
COM COEFICIENTES CONSTANTES

Neste capitulo estudaremos a exponencial de matrizes, com suas principais proprieda-
des e a partir destas propriedades sera possivel garantir a existéncia e unicidade de solu¢ao
para um sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares homogéneo com coeficientes
constantes, com uma condigao inicial. O capitulo baseia-se em (POLAC; BONFIM, 2008).

Nossa finalidade é encontrar solugdes do tipo t — (x1(t), xo(t), -+ ,z,(t)) para o sis-

tema )

2y (t) = annwy(t) + arpza(t) + - - - + a1, (t)

xh(t) = agw1(t) + ara(t) + - - - + agn,(t) (3.1)

[ Z0(t) = amz1(t) + angta(t) 4 - - - + annn(t)

em que a;; sdo constantes reais, para todos ¢, 7 € {1,2,--- ,n}. O sistema pode ser escrito
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na forma matricial 2/(t) = A - z(t), em que

T (t) xl(t) ai; Q2 -+ Qip

xh(t To(t o1 Qoy - Qop
() = 5(t) ot = 2(%) e A— 21 (22 2

xl (t) x(t) Ani Ana * +  Qnn

3.1 Exponencial de Matrizes

Para encontrar solucao do sistema 3.1, devemos antes de mais nada definir a expo-
nencial de matrizes e obter algumas propriedades a seu respeito. Sabemos que a equagao
diferencial ordindria /(t) = a - z(t) tem por solugao a funcao z(t) = e*z(0). Podemos
entdo pressupor que a solucao do sistema z'(t) = A - z(t) seja dada por e'tz(0). A expo-

nencial de um numero real x é dada por

1 1 1 £ g
L _2 _3... e e e — R
T AR L Zon!'

A definigao de exponencial de uma matriz quadrada é dada de maneira similar a expressao

de exponencial de um nimero real.

Definicao 3.1 Dada uma matriz quadrada M de ordem n, definimos

" 1 1 1 X MY
f— —_— 2 —_— 3..0 —_— n LI R — —
M =T M+ M MP e S M7 e = EO T (3.2)

em que, I € a matriz identidade de ordem n.

E possivel mostrar que a série (3.2) sempre converge, qualquer que seja a matriz M

de ordem n. Neste caso escrevemos

+oo M k n
E —' = hm —
! k—
=0 n 0 0 n

A prova deste fato foge do escopo deste trabalho e pode ser encontrada em (FUIGUEIREDO,
2008).

A exponencial de matrizes satisfaz algumas propriedades relevantes.
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Lema 3.2 Se I ¢ a matriz identidade de ordem n, entdo e = I, em que O é a matriz

nula de ordem n.

Demonstracao: E imediata uma vez que O™ = O, para todo n € N, n > 1.

s . - ~ -1 _
Lema 3.3 Se P ¢ inversivel, entio ePAT" = PeA. P71

Demonstragao: Esta propriedade segue do fato que

(PAP Y =pAF Pt

para todo nimero natural k. De fato,

-1
efbiP

Lema 3.4 Se X (t) = e, entdo X'(t) = AX(t), para todo mimero real t.

Demonstracao: A demonstracao deste lema é apresentado sem todo o rigor necessario,

mas podemos utilizar a derivacao termo a termo

X'(t)

d 2,
E{IH/H—EA +

A+tA2+ﬁA3+ﬁA4---+
2! 3!

2
A {I +tA+ %AQ +
Aett = AX(t).

t3

3

t3
3!

tTL
A3...+_A”+...}
! n!

tn—l

o T

T
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]

Para a demonstracao do préoximo lema é necessario um resultado da Regra de Leibniz

para matrizes. Desta forma, sejam A(t) = (a;;(t)) e B(t) = (b;;(t)) € M,(R). Definindo
A'(t) = (aj;(t)) e B'(t) = (bj;(t)), temos C(t) = A(t).B(t) = c;5(t) é tal que

Logo,
C'(t) = A'(t).B(t) + A(t).B'(t).

Lema 3.5 Para todo t € R, a matriz e € inversivel e (1)t = e~*4. Em particular

(1)1 = e,

Demonstragao: Utilizando a Regra de Leibniz e o Lema 3.4, obtemos
d ¢ 4a —tay _ AetAe—tA L otA(_ 4)e—tA
E{ee}—ee + e (=A)e

Como a matriz A comuta com toda poténcia natural de A, entdo A comuta com e'4, de

onde segue que

%{e“‘em} — AetAetA _ fetAa—tA
Desta maneira, ee™*4 é uma matriz constante. Como, em particular, para t = 0, vale
e9e04 = ] segue que ete ™ = I, para todo t € R. Logo, €' é inversivel para todo
teRe (e!A)"! = e~ Em particular, para t = 1, (e?)™t = e~ =

Lema 3.6 Dada uma matriz quadrada A de ordem n existe uma unica matriz quadrada

Y (t) de ordem n satisfazendo Y'(t) = AY (t) e Y(0) = I.
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Demonstragao: Vimos anteriormente que (') = Aett e €% = I, ou seja, Y (t) = 4
satisfaz as condigbes do lema anterior. Resta mostrar a unicidade. Para isso, seja Y;(t)

tal que Y{(t) = A.Yi(t) e Y1(0) = I. Entao

%{6_“‘5/1(15)} = —AeTYA(t) + e Y () = —AeTYA(t) + e AN (),

tA

e como A comuta com e~ ** obtemos ainda que

d
%{e_tAYl(t)} = —Ae7MY((t) + e M AY () = 0.
Logo e Y (t) = e7%1Y;(0) = I, e consequentemente Y;(t) = et = Y (t). L

Lema 3.7 Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Se AB = BA, entdo

(A+B) _ oAt Bt

para todo nimero real t. Em particular, se AB = BA, entdo et = e4eP.

Demonstragao: Seja X(t) = ee'B. Entao X'(t) = Aetet? + e BetP. Como, por
hipdtese, AB = BA, entao B comuta com todas as poténcias naturais de A, e portanto

comuta com e?. Logo,

X'(t) = Aee'P 1 Bele'P = (A + B)e' e’ = (A+ B)X(t).

A+B)t _ LAl Bt

Observe que X (0) = I. Pelo lema anterior, temos ¢ =

Ainda que a exponencial de matrizes produza uma resposta bem simples para o sistema
2'(t) = Az(t), pode ser complicado calcular a exponencial de uma matriz por meio da sua
definicao como soma de uma série infinita. Os dois casos a seguir serao suficientes para o

calculo da exponencial de qualquer matriz quadrada de ordem n.
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N O - 0
: . : 0 Ay -+ 0 -
(i) Se A é uma matriz diagonal, ou seja, A= |~~~ |, entao
0 0 An
A0 0
k
S 0 M - 0
0 0 Ak
para todo k € N. Logo
A0 0
Dotk | 00 N 0
tA _ v
o= 2
0 0 AE
[ lim Z AF 0 0 ]
m—+00
0 lim 30 L% 0
_ e 25
0 0 -+ lim Z
| m~>+ook 0 i
[ et 0 ... 0 ]
0 et 0
0 0 ... et

(ii) Se A é uma matriz nilpotente, entao existe um numero natural r tal que A" = O.
Para matrizes nilpotentes de indice r o calculo da exponencial se resume a uma soma

finita,

t
A=T4+tA+ |A2+ 'A3 4+ AL

2! 3!

e esta soma sempre pode ser efetuada.

Observagao 3.8 Vimos anteriormente que, uma vez fixadas as bases B e C para os
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espacos vetoriais Ve W, de dimensoes finitas, uma transformacao linear T .V — W
estd associada a uma tnica matriz denotada por [T)|B. Além disso, pelo Teorema 1.25,
[vle = [I)§ - [v]g. Podemos fazer esta associa¢io para operadores lineares T : V. — V,
considerando C = B. Vamos considerar, a partir de agora, que C € a base canodnica do

espaco vetorial V.

(i) Se T :' V. — V é um operador linear diagonalizdvel, em que dim(V') = n, entdo
existe uma base de autovetores de T, digamos B = {vy,ve, - ,v,} tal que [T]g €
uma matriz diagonal. Considere P a matriz de mudanca de base [I]G. Assim, se
A=1[T)¢ e D=[T|p, entdo

A=P'DP,

com D diagonal.

(ii)) Se T :V — V ndo é diagonalizdvel, vimos que existe uma base B de V' tal que [T|p
¢ uma matriz constituida por blocos de Jordan. Desta forma, analogamente ao caso

anterior, considerando P a matriz de mudanca de base [I|G e A = [T)c, temos

[JM]

PAP~! = ] -
= 5 T5.

[JA/@]

Um bloco de Jordan J,.(\) pode ser decomposto na soma

Jy = Dy + Ny,

em que D, é uma matriz diagonal de ordem r e N, é uma matriz nilpotente de ordem 7,
com indice de nilpoténcia r — 1.

Desta forma, dada qualquer matriz quadrada A, existem P inversivel, D diagonal e N
nilpotente tais que PAP™' = D + N, que equivale a escrever A = P71(D + N)P, e uma
vez que DN = N D, temos

tA P—letD—i-tNP

= P lePeNp.
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Vimos anteriormente como é efetuado o calculo da exponencial de uma matriz diagonal
e de uma matriz nilpotente. Desta forma, o calculo da exponencial de uma matriz pode
ser efetuado para qualquer matriz quadrada A.

Pelo Lema 3.6, o Problema de Valor Inicial

2/ (t) = Ax(t)
x(0) =z

tem solucao tinica dada por z(t) = e!zy.

Exemplo 3.9 Resolva o sistema

1 =3 1
em que A = e xg = . Como vimos anteriormente, a solu¢ao deste
-3 1 2

sistema € dada por x(t) = e"4x. Encontrando os autovalores e os autovetores da trans-
formacao linear associada a A, somos capazes de encontrar uma matriz P inversivel e

uma matriz D diagonal tal que A = PDP~. Um cdlculo simples nos fornece as matrizes

1 1
2 3
1 1 . -2 0
P = , P = e D=
1 -1 0 4
1 _1
2 2
Logo,
-1 _
etA — 6tPDP — PetDP 1
_ 1 1
_ 2 2
1 1 e 2t 0
1 -1 0 e*
L 1 _1
2 2
1.4t , 1_-2¢t 1.4t | 1 _-2¢
5€7 + 3¢ s€° + €
1 4t 1,-2t 1,4t | 1_-2¢
| —3¢ + € 5€7 + 3¢
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Portanto,
1 3
1 4t 1, -2t 1 4t 1 _—2t L4t <2t
56 +§€ —56 +§€ 1 26 +26
x(t) = —
Lodt 4 12t 1odt 1,2 2 Loy 3 o
€7 + 3¢ 5€ 5€ 5@ +§e
33“
T2
S~ .
0 -
T

Figura 3.1:

Solugao do Exemplo 3.9
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CAPITULO 4

ALGUMAS APLICACOES DE SISTEMAS
DE EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES

Neste capitulo apresentaremos trés problemas que podem ser resolvidos utilizando
as técnicas estudadas neste texto, ou seja, utilizaremos sistemas de equagoes diferenci-
ais ordinarias de primeira ordem, bem como o método de sua resolucao. As principais

referéncias sao (BOYCE; DIPRIMA, 2010) e (ZILL, 2003).

4.1 O Problema da Mistura I

Em uma industria, dois tanques se encontram conectados conforme a ilustracao a
seguir. Os tanques contém solugoes de sal e possuem um mecanismo de agitacao de forma
a deixar a mistura homogénea.

No instante de tempo ty = 0, o tanque 1 contém 10 litros de agua pura e o tanque
2 contém 20 litros de uma mistura de adgua com 12 Kg de sal. Agua pura esta sendo
constantemente bombeada para dentro do tanque 1 a uma taxa de 10 litros por minuto,
as misturas salinas sao trocadas entre os dois tanques como na Figura 4.1, e a mistura
escoa do tanque 2 a uma taxa de 10 litros por minuto. Queremos determinar a quantidade

de sal em cada tanque no instante de tempo t.
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10 [/min 6 [/min

— =

16 {/min

=)

10 I/min

Figura 4.1: Problema com dois tanques

Considere z;(t) a quantidade de sal no tanque 1 no instante ¢ e xo(t) a quantidade de
sal no tanque 2 no instante t.
As taxas de variacao instantanea da quantidade de sal em cada tanque sao respecti-

vamente

, dx , dx
7y (t) = d_tl e my(t) = d_tz

Cada uma destas taxas deve ser igual a diferenga entre a taxa a qual o sal esta entrando

e a taxa a qual o sal esta saindo do respectivo tanque, ou seja,

dill'z'
dt

= (taxa de entrada do sal)-(taxa de saida do sal) =T, — T5.

No tanque 1, a taxa a qual o sal estd entrando é igual a

L mWEKg_ 3 Ko
min 20 [ 1072 min

enquanto que a taxa a qual o sal estd saindo é igual a

I x(t)Kg 8 Kyg
16— T\ 2I_° nyBI
min 10 1 50

Portanto
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No Tanque 2, a taxa a qual o sal esta entrando é igual a

I x(t)Kg 8 Ky
16— . _ 9
Gmm 10 I 5 <t)mm’

enquanto que a taxa a qual o sal estd saindo é igual a

I x9(t) Kg
1 —. =
( 0+6)min 20 1

Logo,

Além disso, a quantidade de solucao em cada um dos tanques permanece sempre constante.

Como foram dados x1(0) = 0 Kg e 22(0) = 12 Kg segue que as quantidades desejadas

podem ser obtidas resolvendo-se o seguinte PVI

8
—~
—~

-
N—

Il

_8 3
5%’1 + 10.772
/ _ 8 4

Ty(t) = 571 — 379

;1:1(0) = O,.TQ(O) =12

Escrevendo o sistema na forma matricial, temos

v\ (-2 5\ (=0
0 A0

ails Sl

que estd associada a um operador linear 7' : R? — R2. Calculando o polinémio carac-
teristico e determinando seus autovalores, encontramos \; = —% e Ay = —2. Os auto-
espagos associados a esses autovalores sao Auta(A\1) = [(1,4)] e Auta(Xa) = [(—3,4)].

Sejam C = {(1,0),(0,1)} e B={(1,4),(—3,4)}, temos A= PDP~! em que



Assim,

2 1 3
_ |t 3 -5 0 i 16
11
_4 4 0 -2 -1 16
[ s 3
_ 5 10
8 _4
| 5 5
Logo,
x1(t
x(t) = 1) = e g
_$2<t>
i i 1 3
N e O Y R T I
11
_4 4 | —1 i 12
[ _2 1 3
_ 1 —3 (& 5t O 1 16 0
- 11
| 4 4: i 0 e 2t 1 16 12
_ %e_%t—%e_%
3673 + 3e~2

Portanto a solugao do sistema de equagoes diferenciais z/(t) = A.x(t) é

X2

Figura 4.2: Solucao do problema de dois tanques

A 4
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4.2 O Problema da Mistura 11

Considere agora trés tanques A, B e C, cada um com x1(0) = 0, 25(0) = 10 e 23(0) = 10
quilogramas de sal. Os liquidos bem misturados sao bombeados entre os tanques conforme
a figura a seguir.

4 1/min 2 1/min 2 [/min
—> < <

6 {/min 6 [/min

Figura 4.3: Problema com trés tanques

Sejam x1(t), z2(t) e x3(t) a quantidade de sal nos tanques A, B e C' no instante t,
respectivamente.

No tanque A, obtemos as seguintes equagoes diferenciais.

dry 1 x5(t) Kg 6 I x(t)
dt  “min 10 min min 10 ’
desta forma,
dx 1 3
d_tl = 5$2(t) — (1)
No tanque B, obtemos
dxs _s [ x(t) Kg +9 [ x3(t) Kg 5 [ xo(t) Kg [ xo(t) Kg
dt  min 10 min min 10 min min 10 min min 10 min’
assim,
dl?g 3 1
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No tanque C, temos

drg _ o 1 o) Kg 1 ws() 1 ws(l) Kg

dt min 10 min min 10 min 10 min’
portanto
d[L‘g 3 3
—= = —xo(t) — =x3(t).
o~ 100 5ml)

O sistema de equacoes diferenciais ordinarias que modela o problema proposto é dado

por
a 3 1
7 (t) = —5931(75) + 55’72@)
, 4 1
| 25(t) = 5»’6’1@) - 55172(?5) + 1—01’3@)
, 3 3
\ r3(t) = El’z(f) - 51‘3(75)
3 1 0
(1) 5 & x1(1)
3 4 1
zo(t) | = 5 "% 10 w9 (t)
24(t) 0 % _g z3(t)

Para achar as solugdes da equagao z'(t) = Ax(t) devemos primeiramente encontrar os au-

tovalores e autovetores.Calculando os autovalores e autovetores e encontramos

3 1
Al = ——, ) = ——,\3 = —— e um autovetor associado a cada autovalor é dado,
25 50 50
respectivamente, por
1 1 1
[Ul]C = _3 ) [U2}C = 2 ) [U3}C = 0
3 3 -3

Segue,

A=PD.P!



3 1 i - 1 [ 3 T 71
R N N 5 75
3 2 1 1 3 1
- - _— = | — 0 —— 0 = Z
50 25 50 320 50 10
3 3 3 1
= _= -3 3 =3 - = -
L 0 20 50 - - L 0 0 o0 1 L 2 .

Considerando x1(0) = 0, 22(0) = 10 e 23(0) = 10 temos como solugdo do PVI

- - 1 1 7
111 5 5 15
z1(0)
3 1 1
x(t):eAt.mo = -3 2 0 ePt o 5 10| 72(0)
[Eg(O)
1 1
3 3 -3 Iy 1
- - | 2 6 J
a - - 1
L1 1 7315 5 5 15
e 25 0 0
1
— | 32 0 |- oot g2 L
0 ed50 0 10 5 10
3
3 3 3| L VY 0 e % 0 -
[ —§e235t 1 3¢~ w0t — gefot ]
= de~ 35t + Ge~ 0!
—4e~ 3t + Qe ot + e~ ot
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€3
X2

Figura 4.4: Solucao do problema com trés tanques

4.3 O Circuito Elétrico

Considere o circuito elétrico contendo um indutor (L), um resistor (R) e capacitor

(C), conforme ilustrado na figura a seguir.

13

Figura 4.5: Circuito RLC

Utilizando a Segunda Lei de Kirchoff, conforme (HALLIDAY et al., 2009), e sob certas

condigoes, a saber F(t) = 0 e i; = iy + i3. Considerando a malha da esquerda , que

a voltagem aplicada F(t) em uma malha fechada deve ser igual a soma das quedas de

A 4
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voltagem, sendo assim obtemos a seguinte equacao diferencial

diy
E(t) = Ld—tl +iyR

Agora considere a malha da direita, temos a equagao

1 .
ol —i2R =0

qs — CRZ2 =0.

Derivando em funcao de ¢

dqs CR diz

—2—0.
dt dt

Como % =1 e 1 =19 + i3 temos:
‘ diz
—CR— =0
' dt
. . di
11 — 19 — CRd—; =0
dip . .
CRd_t2+Z2_Zl =0.

As correntes i1(t) e iy(t) satisfazem o seguinte sistema de equagoes diferenciais

: R.
at) = L
1 1 .

i5(t) = ==i1 — ==1

)= 2R ~ eR®

em que pelo Sistema Internacional de Unidades a resisténcia de um resistor R é medido
em ohm, simbolizada por 2. Um capacitor C' tem a capacitancia de um Faraday(F). E
o indutor L medida em Henry(H).

O sistema pode ser escrito na forma matricial como

R

0 i
i\ _ Lo am
i5(1) 1 ia(t)
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Considerando R=1Q, C'=2mF e L =4 H. O sistema toma a forma,

)

i (t) B (1)
io(t)

~
no
—~
~
~
—_
—_

2 2
1
0 —=
4
Associando a matriz A = a um operador linear sobre espaco vetorial de
1 1
2 2
. R 1 1. 1 1. , .
dimensao 2, encontramos como autovalores A\ = 1 ZZ e Ay = 1 + 12. Além disso,
um autovetor associado a A; é dado por v; = (1,1 + i) e um autovetor associado ao
1 1
autovalor \y é dado por vy = (1,1 — 7). Desta forma, tomando P = ,
147 1—2
1({ 1+2 —i
temos P~! = = e desta forma,
1—4 4

A=PDP™,

1 —1—1 0
em que D = -
4 0 —1+4i

i2(0) = 5. Sabemos que ¢ = cos() + isen(d). Logo,

. Consideremos como condigoes iniciais ;(0) = 10 e

Z(t) — 6At - T
e P . P
I Sy 1 cos (£) —isen (%) 0
2 147 1—1 0 Cos(£)+zsen(§)
1+¢ —2 10
1—12 4 5
by [ cos(§) Fsen(f)  —sen(f) 10
2 2 sen (i) cos (i) — sen (i) 5

ﬁ) + 5e M4 gen (i)
) + 15e~t/* gen (i)
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ir(0) 10
i(0) 5

t t
ir(t) = 10e % cos | = | + be *sen -

4 4
: —t/4 t —t/4 t
io(t) = be " cos 1) T 15¢7"% sen 1)

. Portanto,

uma vez que g =

10 1

Figura 4.6: Solucao do circuito RLC
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