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Resumo

BARBOSA, Eduardo Campana, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2015. CHOICE-BASED CONJOINT ANALYSIS: UM ENFOQUE BAYESIANO .
Orientador: Carlos Henrigue Osoério Silva. Coorientadores: Moysés Nascimento,
Fabyano Fonseca e Silva e Rosires Deliza.

A presente dissertacao teve como objetivo principal demonstrar um enfoque Bayesiano
para a metodologia Choice-Based Conjoint Analysis (CBCA). Apresenta-se no texto
uma ampla revisdo sobee CBCA (Capitulo 1), sobre o modelo Logit Multinomial
[desenvolvimento do modelo, procedimentos de estimacdo de parametros,
probabilidades e razdes de escolha (Capitulo 2)] e sobre o enfoque de estimacgéo
Bayesiano [distribuicdo a priori utilizada, aproximacdo de Laplace para a funcdo de
verossimilhanca, distribuicbes a posteriori e detalhes sobre o algoritmo MCMC
empregado (Capitulo 3)]. No Capitulo 4 apresenta-se um exemplo hipotético, no intuito
de demonstrar os resultados e inferéncias que podem ser obtidos por meio desta recente
abordagem (Bayesiana), sendo também apresentados os resultados do enfoque
Frequentista. O tratamento em estudo foi um tipo de refrigerante e avaliou-se o efeito de
trés fatores (A, B e C) na intencdo de compra de 96 consumidores, por meio de dados
simulados. As andlises estatisticas foram conduzidas no software livre R, cujos scripts
encontram-se disponibilizados nos apéndices desta dissertacdo. Concluiu-se que a
abordagem Bayesiana para CBCA apresentou resultados interessantes e satisfatérios
com estimativas similares as Frequentistas e mostrando-se uma alternativa
metodoldgica viavel para os estudos de CBCA. Adicionalmente, a abordagem proposta
possibilitou ainda ao pesquisador construir intervalos de credibilidade (percentis das
distribuicbes a posteriori) para as probabilidades e razdes de escolha, no intuito de
comparar estas quantidades ou testar hipéteses sobre estas. Quanto aos resultados
praticos, a maior probabilidade de escolha estava associada ao tratamento 4, composto

pelo nivela; do fator A, niveb, do fator Be nivel ¢, do fator C.



Abstract

BARBOSA, Eduardo Campana, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, February
2015. CHOICE-BASED CONJOINT ANALYSIS: A BAYESIAN APPROACH .
Advisor: Carlos Henrique Osorio Silv&o-Advisors: Moysés Nascimento, Fabyano
Fonseca e Silva and Rosires Deliza.

This dissertation main goal is to demonstrate the Bayesian appro&tiite-Based
Conjoint Analysis (CBCA). We present a comprehensive review of the CBCA
methodology (Chapter 1), on the Multinomial Logit model [model development,
parameter estimation procedures, probabilities of choice ratios (Chapter 2)] and on the
Bayesian estimation approach [prior distribution, Laplace approach to the likelihood
function, posterior distributions and details about the MCMC algorithm we applied
(Chapter 3)]. In Chapter 4 we present a hypothetical example, in order to demonstrate
the results and inferences that can be obtained through this recent approach (Bayesian),
and we also present the results of the frequentist approach. The treatment for the study
was a type of refrigerant (soda or soft drink) and we evaluated the effect of thoeg fac
(volume, type and color) on purchase intention of 96 consumers, using simulated data.
Statistical analyzes were conducted with the free software R, whose scripts are provided
in the appendices of this dissertation. It was concluded that the Bayesian approach to
CBCA presented interesting and satisfactory results, with estimates similae to th
frequentist ones, therefore proved to be a viable alternative methodology for CBCA
studies. Additionally, the proposed approach also allows the researcher to build
credibile intervals (percentiles of the posterior distribufids the probabilities and
choice ratios, in order to compare these quantities or test hypotheses about them. In
terms of practical or applied results, the highest estimated probability of choice was
obtained for treatment 4, witdy, level of factor A,b, level of factor B and; level of

factor C.



Introducéao

Diversos fatores contribuem para que a competitividade entre as empresas
aumente a cada dia, dentre estes peddtar a evolucdo tecnoldgica, a mudanca de
percepcdo dos consumidores em termos de qualidade de produtos, servi¢os, conceitos
etc. (aos quais denomirsg-de uma forma geral como um tratamento), além da busca
por satisfacdo pessoal. Nat@ainda que o nivel de exigéncia dos consumidores em
relacdo aos tratamentos aumenta continuamente, fato que reflete diretamente na
necessidade que as empresas possuem de estabelecer novas estratégias competitivas

mercadoldgicas para fidelizar os seus clientes.

Estudos sdo conduzidos na area de marketing no intuito de tentar entender a
valiosa relagéo entre empresa, consumidor e tratamentos. Segundo Kotler e Armstrong
(2008), a lucratividade e o sucesso de uma empresa sdo objetivos especificos que estédo
associados ao bom relacionamenta wma comunicacao eficiente com o seu cliente.

Isso pode ser explicado devido o consumidor ser considerado como o destino final do
tratamento, tornando evidente o quao importante e forte é a influéncia deste para que

uma empresa tenha sucesso perante a agressividade do mercado.

As empresas precisam oferecer a seus clientes (consumidores) o que estes
realmente desejam, com qualidade e eficiéncia, visando a sua satisfacdo (do cliente) e
também maior rentabilidade (da empresa). No entanto, a principal pergunta a ser feita é:
como descobrir que tipo de tratamento o cliente realmente deseja? Logo, o primeiro
ponto para responder esta questdo consiste em entender 0s gostos e consequentement:

as preferéncias dos clientes.

E neste contexto que a técnica estatistica denominada Conjoint Analysis (Analise
Conjunta de Fatores) mostra-se uma ferramenta de fundamental importancia para o
cenario empresarial, seja para auxiliar em tomadas de decisbes ou para o
desenvolvimento de novos tratamentos. Por meio deste método é possivel avaliar a
preferéncia dos consumidores em relacdo a diversos tratamentos. De uma forma
resumida, a Conjoint Analysis consiste em avaliar tratamentos que sédo formados pela
combinacdo de algumas caracteristicas especificas, busmadi@nder a importancia
de cada uma destas para o consumidor, no momento da compra (MOSKOWITZ et al.,
2004).



Vale ressaltar que o termo Conjoint (de Conjunta) se deve ao fato de que quando
as caracteristicas dos tratamentos sdo estudadas conjuntamente, seu valor relativo pode
ser mensurado com uma intensidade que ndo € possivel de ser obtida quando estas sac
avaliadas separadamente (CHURCHILL JR.; NIELSEN JR., 1996). Esta é uma das
principais caracteristicas da Conjoint Analysis e, portanto, em situacdes praticas é
adequado que os consumidores entendam que estdo avaliando um tratamento e n&do as

caracteristicas especificas que os compde separadamente.

Como tal método baseia-se na avaliacdo dos consumidores, o analista (aplicador
do estudo) precisa planejar os cenarios que serdo apresentados a estes, visando obtel
resultados confiaveis. Portanto, em estudos de Conjoint Analysis, uma etapa inicial é o
planejamento do experimento. A Conjoint Analysis é definida como um experimento,
em funcdo das ferramentas que utiliza em seu planejamento, e também como uma
pesquisa de marketing, em funcdo do objetivo de estimar a preferéncia do consumidor.
Gustafsson et al. (1999) definenConjoint Analysis como um experimento aplicado as
decisbes de marketing. Mais adiante no texto serdo descritos os aspectos relacionados
ao planejamento de um experimento em Conjoint Ana¢ydssua importancia para a

obtencéo dos resultados.

A Conjoint Analysis engloba um conjunto de técnicas estatisticas, visto que com
0 passar do tempo varias modificacbes foram propostas no intuito de melhor
compreender a complexa relacdo entre consumidor e tratamentos. Na abordagem inicial,
denominada como Ratings-Based Conjoint AnalyAnalise Conjunta Baseada em
Notas), cada consumidor avalia um determinado nimero de tratamentos e atribui a cada
um destes uma nota dentro de uma escala. Em uma alternativa similar, denominada
como Ranking-Based Conjoint Analysis (Analise Conjunta Baseada em Postos), os
consumidoes ordenam cada tratamento de acordo com o grau de preferéncia. Por
exemplo, se forem apresentados quatro tratamentos, cada consumidor ird atribuir o valor
1 para o tratamento de maior preferéncia, 2 e 3, para respectivamente, o segundo e o
terceiro, e 4 para o de menor preferéncia (LOCKSHIN et al., 2006 e HAIR JR., 2005).
A analise estatistica para estes dois casos consiste na utilizacdo de modelos usuais de
Regressdo Multipla. Maiores detalhes sobre essas duas metodologias podem ser
encontrados nos textos de Artes (1991), Siqueira (2000), Bastos (2010) e Silva e Bastos
(2010).

Neste trabalho focose em uma terceira abordagem de Conjoint Analysis
denominada como Choice-Based Conjoint Analysis (Andlise Conjunta de Fatores
2



Baseada em Escolhas, denotada aqui como CBCA), em que os consumidores informam
sua preferéncia por um ou mais tratamentos por meio de escolhas. Além disso, propde-
se um enfoque Bayesiano para a CBCA, no intuito de apresentar uma nova aberdagem
suas principais vantagens, como o0s intervalos de credibilidade para os fatores,
Probabilidades e Razdes de Escolhas (principais resultados interpretativos da CBCA).
No enfoque Bayesiano estes intervalos sao facilmente obtidos tomando-se os quantis de
2,5% e 97,5% da distribuicdo a posteriori associada a cada uma destas quantadades. N
abordagem Classica (Frequentista), obtém-se intervalos de confianca que sao
assintéticos, ou seja, validos para grandes amostras e confidveis somente se a
distribuicdo de interesse for aproximadamente normal. Vale ressaltar que na abordagem
Frequentista, tais intervalos s&o obtidos apenas para os fatores e Razbes de Escolhas.
Pelo enfoque Bayesiano € possivel acessar os intervalos de credibilidade para as
guantidades mencionadas anteriormente, inclusive para as Probabilidades de Escolha.
Tal fato permite testar hipoteses, por exemplo, sobre a igualdade entre Probabilidades
de Escolha de diferentes tratamentos, o que nao € possivel pela abordagem Frequentista.



Objetivos

Demonstrar como se procede a CBCA pela abordagem Frequentistaadesde
deducdo do modelo estatistico, estimacdo dos paranet@osbtencdo das

Probabilidades e Raz6es de Escolha;

Demonstrar o desenvolvimento do enfoque Bayesiano para CBCA, desde a
especificacao da distribuicdo a priori, funcdo de verossimilhanca e obtencédo da
distribuicdo a posteriori. Deduzir o funcionamento do algoritmo MCMC

Independence Metropolis Hasting, empregado nesta analise;

Desenvolver, por simulacdo de dados, um estudo de CBCA no intuito de
comparar ambos o0s enfoques propostos (Frequentista e Bayesiano), com o
objetivo de verificar se 0 enfoque Bayesiano pode ser empregado para estudos
de CBCA.



Estrutura do Trabalho

No Capitulo 1 apresentou-se uma revisao sobre a CBCA, em que foram descritas
as caracteristicas do método (fatores, nigéiatamentos), os principais delineamentos
de tratamentos (delineamentos fatorial fracionado e ortogonal) e como deve ocorrer a

apresentacao dos tratamentos aos consumidores, neste tipo de analise.

No Capitulo 2 dedua-se o modelo Logit Multinomial, empregado na CBCA,
suas principais propriedades, aplicacdes e método de estimacdo dos parametros. Além
disso, relatou-sesdbre a obtencédo e interpretacdo das probabilidades e razbes de

escolha.

O Capitulo 3 exibiu uma revisdo sobre o enfoque Bayesiano para a CBCA.
Apresentou-se a modelagem completa, desde a escolha da distribuicdo a priori, funcéo
de verossimilhanca, densidade a posteriori e o funcionamento do algoritmo MCMC

empregado.

No Capitulo 4 apresentou-se um estudo desenvolvido por simulacdo de dados
para ilustrar a aplicacdo de ambos os enfoques (Frequentista e Bayesiano) para a CBCA
Neste estudo, foram desenvolvidos hipoteticamente 12 tratamentos. Definiu-se o
namero de vezes que cada um destes tratamentos foi escolhido, para compor a variavel

resposta.

Nas consideracOes finais ressaltou-se as principais contribuicdes do enfoque
Bayesiano proposto para a CBCA, juntamente com recomendacdes para estudos

futuros.



Capitulo 1
Choice-Based Conjoint Analysis

1.1 Conceitos Introdutorios

A Choice-Based Conjoint Analysis (CBCA) é uma técnica estatistica aplicada
em estudos onde os tratamentos avaliados sdo formados por caracteristicas especificas
comumente conhecidas como fatores, por isso a tradu¢cdo como Analise Conjunta de
Fatores.Se em um estudo “r” fatores forem avaliados, cada um com “mg” niveis de
variacdo, quando combinados em um esquema fatorial completo resultardo em um total

deJ tratamentos distintos, ou seja:

=] ]m
s=1

Em outras palavras, se um dos fatores que compde o conjunto de tratamentos
for, por exemplo, o fator “marca” e dado que esta marca pode ser “conhecida” ou
“desconhecida”, entdo tal fator € composto por dois niveis. Mais especificamente,
Aaker, Kumar e Day (200HDefinem que os niveis sdo valores ou alternativas possiveis
para quantificar ou qualificar um fator, enquanto que os datsfio as variaveis
independentes e manipulaveis pelo pesquisador, que podem ser qualitativas ou

quantitativas.

Como um exemplo ilustrativo, suponha que seja de interesse avaliar a influencia
de quarto fatores (r = 4) na aceitacdo (ou na intencdo de compra) por um tipo de camisa.
Admita cada um dos fatores com dois niveis € m, = m; = m, = 2), conforme o

apresentado na Tabela 1.



Tabela 1 - Esquema com Fatores e Niveis do tratamento analisado (camisa)

2 3 4
Nivel/Fator
Cor llustragdo Preco Marca
1 Preta Sim 15,00 Conhecida
2 Branca Nao 20,00 Desconhecida

A combinagé&o dos niveis dos fatores quatro fatores em estudo resulthm2m
X 2 X 2 x 2 ou2* = 16 configuracGes diferentes de camisas, sob um delineamento
fatorial completo. Cada tratamento que compde o conjungoode ser também
denominado como urastimulo (MALHOTRA, 2012). Na Tabela 2 encontram-seJos

= 16 tratamentos que podem ser formados sob o referido delineamento:

Tabela 2 - Tratamentos segundo um delineamento Fatorial Completo

Tratamento Cor llustracdo Preco Marca
1 Preto Sim 15,00 Conhecida
2 Branco Sim 15,00 Conhecida
3 Preto N&o 15,00 Conhecida
4 Branco N&o 15,00 Conhecida
5 Preto Sim 20,00 Conhecida
6 Branco Sim 20,00 Conhecida
7 Preto N&o 20,00 Conhecida
8 Branco N&o 20,00 Conhecida
9 Preto Sim 15,00 Desconhecida
10 Branco Sim 15,00 Desconhecida
11 Preto N&o 15,00 Desconhecida
12 Branco N&o 15,00 Desconhecida
13 Preto Sim 20,00 Desconhecida
14 Branco Sim 20,00 Desconhecida
15 Preto N&o 20,00 Desconhecida
16 Branco N&o 20,00 Desconhecida

Repare que o aumento do nimero de fatores e ou de seus respectivds niveis

ocasiona o aumento do niumero de tratamentos, sendo este um ponto que se deve atentat

! Tradicionalmente, fatores com apenas dois niveis sdo codificados padengicaveis Dummy (0 e 1)
e fatores com mais de 2 niveis como 0, 1 e 2 ou 1, 2 e 3 e assisivauneste.
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ao utilizar a CBCA ou qualquer outra variagdo da metodologia Conjoint Analysis
Aaker, Kumar e Day (200Bxplicaram que o aumento do nimero de tratamentos torna

a avaliacdo dos consumidores complexa e cansativa, sobrecarregando-os de
informacfes, 0 que aumenta o risco de que esteseilgnas variacdes nos fatores
menos importantes. Neste sentido, Hair Junior et al. (1995) sugeriram que a escolha dos
fatores e niveis seja realizada com relevancia e que as caracteristicas escothidas par
compor os tratamentos realmente influenciem na opc¢éo de escolha do consumidor. A
metodologia Focus Group, conforme Deliza (1996) e Souza et al. (2Q04n boa

opcdo quando se desconhece completamente estes possiveis fatores e niveis. Uma
segunda alternativa seria utilizar o método da Soma Constante, conforme detalhado em
Dias (2010), para estudos pilotos ou preliminares. Uma terceira abordagem, e mais

frequentemente utilizada, seria a escolha de outros delineamentos de tratamentos.

Segundo Silva e Bastos (2010), os estudos de CBCA sado multidisciplinares e,
portanto, devem ser conduzidos com a participacdo de um grupo de profissionais
experientes e com conhecimentos técnicos e estatisticos, ndo apenas para a definicao
correta dos fatores e niveis do estudo, mas também para as realizacdes das etapas dc
planejamento experimental, amostragem e andlise dos dados, que normalmente ocorrem

com a utilizacdo de alguns softwares especificos.

A CBCA vem recebendo grande destaque no atual cenario académico e
empresarial, justamente devido ao fato do avaliador informar sua preferéncia por meio
de escolhas, o que é relativamente mais simples e pratico, ndo exigindo a avaliacdo de
cada um dos tratamentosaeatribuicdo de notas ou ordenacédo de acordo com a sua
preferéncia. Vale ressaltar que em algumas situacdes é permitido ao consumidor
escolher um ou mais tratamentos ou até mesmo nenhum destes (CARNEIRO et al.,
2004). Tal metodologia permite também avaliar a interacdo entre os fatores em estudo,
assim como nas abordagens citadas anteriormente (por notas e ranking). No entanto, tal
procedimento ndo é muito usual, visto que segundo Siqueira (2000), o percentual de
explicacdo da variabilidade total associada as interacdes € muito pezjuererca de 5

a 10% e, por isso, muitas vezes, elas sdo negligenciadas.

Os resultados da CBCA séo interpretados por meio de probabilidades de escolha
de cada tratamento, calculadas apd6s a estimacdo dos parametros do modelo Logit
Multinomial. Além disso, diferentemente das abordagens por notas e ranking, ndo é
analisado qual fator € o mais importante (como é feito por meio do indice denominado
como Importancia Relativa) ou quais niveis dos fatores irdo impactar de forma positiva
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(ajudar) ou negativa (atrapalhar) na decisdo de compra do consuriNdoreferida
abordagem, é possivel estimar e obter inferéncias a respeito da significancia estatistica
apenas de cada fator, o que é feito, respectivamente, pelo método da Méaxima
Verossimilhanca ou Maxima Verossimilhanca Parcial e pelo teste de Wald, cuja
estatisticaZ, assintoticamente, possui uma distribuicdo Normal Padrdo. Quanto aos
niveis dos fatores, sua interpretacdo € feita por meio de uma taxa denominada como
Razao de Escolhague permite avaliar o quanto o nivel de um fator € mais provavel de
ser escolhido em relacdo a outro (s) nivel (is) daquele mesmo fator, masgexlo-
demais constantes (DELLA LUCIA, 2008). Moore (2004) afirma que a avaliagdo por
meio de escolhas, embora um pouco menos informativa do que as demais citadas
anteriormente, expressa de forma mais realista a aceitacdo e consequentemente o

comportamento do consumidor no momento da compra.

Diversos trabalhos associados ao estudo da preferencia do consumidor séo
conduzidos utilizando a metodologia CBCA, seja para avaliar um novo tratamento que
se tem interesse em desenvolver (LOUVIERE; WOODWORTH, 1983), para
aperfeicoar/otimizar tratamentos ja existentes, adequando-os de acordo com a
preferéncia dos consumidores (GREEN; KRIEGER, 1993) ou ainda para o
estabelecimento de novas estratégias competitivas (por exemplo, promocdes) que
tenham por objetivo atender a alta demanda por um tratamento (MAHAJAN; GREEN;
GOLDBERG, 1992). Outras aplicacdes que envolvem o comportamento de compra do
consumidor podem ser verificadas em Lockshin et al. (2006), Enneking et al. (2007) e
Tempesta et al. (2010). No Brasil a CBCA ainda € uma metodologia pouco explorada.
Deliza et al. (2009) avaliaram a aceitacdo de consumidores por frutos de mamao que
tem seu amadurecimento retardado devido a exposi¢cao a radiacdo. Della Lucia et al.
(2010) avaliaram a influéncia de alguns fatores da embalagem de iogurte na intencdo de

compra do consumidor.

Como mencionado anteriormente, os softwares sao ferramentas de fundamental
importancia quando se trata de estudos que envolvem a aplicacdo da metodologia
CBCA. Diversos softwares podem ser utilizados, porém as suas necessidades ndo se

justificam apenas para o0 ajuste de modelos estatisticos, mas também para auxiliar em

> Uma abordagem que permite aumentar o nivel de informacdo na CBtbAyze recente e pouco
utilizada, pode ser realizada alterarsa forma de codificagdo dos niveis dos fasokogo, a andlise
torna-se similar a RBCA, sendo possivel avaliar os niveis maisrtampes e estimar Importancias
Relativas por meio das utilidades parciais, trabalhando-se também com as Probahiédgdeslha.
Mais detalhes no trabalho de Junior et al. (2013).
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etapas como a do planejamento experimental do estudo. Os principais softwares
estatisticos sdo 0: R, SAS, SPSS e o0 Sawtooth, este Ultimo especificamente
desenvolvido para Conjoint Analysis. Alguns softwares matematicos como o #&aple
Matlab também podem ser utilizados. No entanto, exigem maiores conhecimentos de
programacdo matematica. Neste trabalho foram descritos o0s procedimentos
computacionais apenas relacionados aos softwares R (planejamento experimental,
abordagem Frequentista e Bayesiana) e SAS (planejamento experimental e abordagem
Frequentista). Para maiores detalhes quanto ao uso de softwares como SPSS, Sawtooth
e Maple, devese verificar, respectivamente, o trabalho de Matos (2011), os diversos
technical papers disponiveis na pagina oficial da Sawt@o#m Bastos (2010), que

além de detalhar o ajuste do modelo Logit Multinomial pelo Maple, descreveu também

0s procedimentos para o ajuste no SAS.

* http://www.sawtoothsoftware.com/support/technical-papers
10



http://www.sawtoothsoftware.com/support/technical-papers

1.2 Delineamentos de Tratamentos

A coleta de dados para CBCA é um procedimento muito importante e que
determina diretamente a qualidade dos resultados obtidos. Neste sentido, o condutor do
estudo deve conhecer os principais tipos de delineamentos que podem ser aplicados, no
intuito de reduzir o nUmero de tratamentos a serem avaliados pelos consumidores. Os
tratamentos apresentados na Tabela 2 estdo dispostos de acordo com um delineamento
fatorial completo, que engloba todas as possiveis combinacdes entre os niveis dos
fatores. Cabe ressaltar que a principal vantagem deste delineamento é sua
permissividade em relacdo a estimacéo de todos os efeitos principais dos fatores, além
das interacdes de segunda ordem e de ordem superior, de modo que tais termos nao
sejam correlacionados. Mais especificamente, um delineamento fatorial completo é
denominado como ortogonal e balanceado. Entende-se que um delineamento é
ortogonal quando todos os efeitos principais sado estimados de forma independente dos
demais, e por balanceado, quando cada nivel ecmrr aparece com a mesma
frequéncia dentro de cada fator (KUHFELD et al., 1994). Devido a restricdo matemética
de ortogonalidade, os coeficientes estimados possuem variancia minima e

consequentemente, precisdo maxima (KUHFELD, 1997).

No entanto, se um estudo for composto por r = 5 fatores, cada ummgcon?
niveis, um delineamento fatorial completo resultarialen x 2x 2 x 2 x 2= 25 = 32
tratamentos, o0 que mesmo com a praticidade de avaliacdo oferecida pela CBCA, seria
uma tarefa tediosa (para os consumidores) e que poderia gerar altos custos para 0s
aplicadores (com a forma de apresentacdo dos tratamentos). Uma alternativa para
solucionar este problema é a utilizacdo de um delineamento fatorial fracionado, que

consiste na apresentacdo de apenas uma parte da totalidade dos tratamentos aos
consumidores, por exemplé),destes tratamentos, o que resultaria em oito tratamentos
(SILVA; BASTOS, 2010). O uso deste procedimento implica que alguns efeitos serdo
confundido$ e possuirdo uma estrutura de correlacdo, ndo respeitando a restricdo de

ortogonalidade (KUHFELD, 1997). Apesar desta desvantagem, o delineamento fatorial

fracionado € utilizado com muita frequéncia em estudos de CBCA.

Kuhfeld (1997) descreve ainda um tipo de delineamento fatorial fracionado

especial, denominado como matriz ortogonal ou simplesmente ortogonal. Como o

4 Enterde-se que dois efeitos serdo confundidos quando eles n&o se distinguiooutro.
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proprio nome sugere, este € um tipo de delineamento fatorial fracionado, em que o0s
efeitos principais séo estimados de forma independente um dos outros e, portanto, ndo
sdo correlacionados. No entanto, tem-se como uma desvantagem que nestes
delineamentos néo se escolhe o nimero de tratamentos e a selecéo destes é baseada el
alguma resolucdo, como por exemplo, a Resolucao lll, frequentemente utilizada em
estudos de marketing e, consequentemente, nos delineamentos ortogonais produzidos
por softwares estatisticos quando se trata de Conjoint Analysis. Nesta resolucdo, todos
os efeitos principais sdo estimados de forma independente dos outros. No entanto,
alguns destes s&@o confundidos com as interacbes de segunda ordem. E importante
ressaltar que os delineamentos fatoriais fracionados podem coincidir com o0s

delineamentos ortogonais, em determinadas situacoes.

A obtencdo dos referidos delineamentos fatoriais é realizada segundo algoritmos
computacionais disponiveis em softwares estatisticos, que buscam a criacdo de projetos
ou delineamentos eficientes. Alguns algoritmos sdo mais simples e rapidos, porém,
menos confidveis, como é o caso do algoritm®ykstra's (1971). Outros, como o0s de
Mitchell e Miller (1970) e Mitchell (1974) sdo mais confiaveis que o primeim. N
entanto, exigem maior tempo computacional. Kuhfeld (1997) explica que a
confiabilidade de um algoritmo esta associada a sua capacidade de gerar um
delineamento 6timo, 0 que pode ser feito segundo a maximizagdo de um determinado
tipo de critério, como por exemplo, o D-efficiency, A-efficiency ou G-efficiency [ver
detalhes sobre estes critérios em Kuhfeld (1997)]. Além disso, alguns algoritmos séo
mais confiaveis que outros, pois permitem a geracdo de repetidos e diferentes
delineamentos e posteriormente, selecionam o mais eficiente. Por isso, exigem um
maior tempo computacional. No algoritmo de Dykstra's (1971), apenas um Uunico
delineamento € gerado e por isso a baixa confiabilidade em relacdo aos demais. No
entanto, os dois algoritmos mais empregados em CBCA sé&o os de Federov (1972) e o
de Cook e Nachtsheim (1980), que é uma modificacdo do algoritmo de Federov
(modified Federov). O primeiro busca um delineamento 6timo realizando todas as
possiveis combinacdes de tratamehtem pares, adicionando-os e removendo-os,
simultaneamente, no intuito de aumentar a eficiéncia do delineamento. Devido a este
tipo de abordagem, tal algoritmo exige maior tempo computacional, porém, é muito
eficiente em encontrar delineamentos 6timos. O algoritmo de Federov modificado é

similar ao primeiro. No entanto, a modificagdo proposta consiste na ndo necessidade de

®> No contexto de delineamento de experimentos o tétratamentd pode ser encontrado na literatura
como um“‘pontd’ que compde o arranjo experimental.
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se realizar todas as possiveis combinacdes em pares de tratamentos, mas apenas as qu
irdo aumentar a eficiéncia do delineamento. Os dois Ultimos algoritmos citados
apresentam resultados similares em termos de eficiéncia, porém, o algoritmo
modificado executa o procedimento com aproximadamente metade do tempo gasto pelo
primeiro (KUHFELD, 1997).

Embora ndo se encontrem descritos neste trabalho, existem diversos outros tipos
de delineamentos de tratamentos que podem ser utilizados em estudos de CBCA, dentre
0S quais destacam-se 0s nao ortogonais e 0s quase ortogonais (KUHFELR, 1997
KUHFELD et al., 1994).

No software livre R € possivel obter delineamentos de tratamentos pelos pacotes
AlgDesign e Conjoint. Além dos manuais disponiveis na rede, maiores detalhes podem
ser verificados no artigo de Aizaki e Nishimura (2008). No software SAS, pode-se
utilizar o procedimentd®ROC OPTEX. Nos pacoteg\lgDesign e Conjoint do R, 0
algoritmo utilizado € o de Federov e no procedim&ROC OPTEX do SAS, pode-se
escolher entre o de Federov e de Federov Modificado, entre outros menos eficientes.

Para finalizar, € citado um trecho, que esclarece a importancia de tais
delineamentos dentro de um contexto mais amplo e real, respaldando a importancia do

conhecimento tedrico necessério para a correta aplicacdo da metodologia CBCA

Kuhfeld (1997),

“A good metaphor for discussing experimental designs is a raft. Araftis a
flat boat that you hope will support your weight and keep you from getting
wet. An experimental design forms the basis of a conjoint study, and you
hope it will provide you with good information to support your marlggtin
decisions. If your raft is not properly constructed, you will fall in the water
and get eaten by alligators. If your experimental design is honoptinal, yo
will have less information to use to make important decisions, andrif you
decisions are wrong, you will be eaten alive by your competitors.”
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1.3 Formas de Apresentacao dos Tratamentos

A etapa final para aplicagéo da CBCA consiste em definir como cada tratamento
sera apresentado aos consumidores, para que a avaliagdo seja realizada. Neste contexto
trés pontos devem ser entendidos: como os estimulos serdo apresentados, a ordem de

apresentacao e o numero de consumidores (tamanho da amostra).

Segundo Silva e Bastos (2010), o aplicador do estudo deve escolher a forma
mais adequada para apresentar os tratamentos aos consumidores, seja por meio de
instrucdes, questionarios, objetos reais, bens de consumo, protétipos de produtos ou
fotografias. Além disso, a avaliacdo devera ocorrer em um local que seja tranquilo e
confortdvel, com um intervalo de tempo adequado entre a apresentacdo de cada

tratamento aos consumidores.

A ordem de apresentacdo dos tratamentos é de extrema importancia, visto que
existem implicitos os efeitos da ordem de apresentacao e da influéncia de uma amostra
na avaliacdo subsequente (DELLA LUCIA et al., 2007). Em outras palavras, pode-se
pensar, por exemplo, que se 0s consumidores avaliarem inicialmente o melhor
tratamento, consequentemente o irdo escolher ou atribuir a maior nota, desfavorecendo
0os demais. Este comportamento esta associadpsiaologia do consumidor” e
consequentemente com a expectativa do mesmo em relagdo aos tratamentos. E esta
expectativa que influencia para que um consumidor melhore ou piore sua percepgédo em
relacdo a um dado tratamento, sem mesmo a este ter sido apresentado (tocado,
degustado etc.). Segundcel2a (1996), “uma alta expectativa geralmente leva a
escolha do produto, enquanto uma baixa expectativa certamente produz a rejeicdo do

mesmo”.

Por este motivo, uma alternativa adotada para minimizar estes problemas, é a
apresentacao dos tratamentos conforme os delineamentos experimentais (ndo confundir
com delineamentos de tratamentos) propostos por MacFIE et al. (1989). Nestes
delineamentos, a ordem de apresentacdo de cada tratamento é diferente para cada
consumidor. Além disso, cada tratamento aparece precedido e sucedido de todos os
outros tratamentos 0 mesmo numero de vezes. Este procedimento garante a eliminacdo
do efeito da ordem de apresentacdo e do efeito residual caracterizado pela influéncia de

uma amostra na avaliagdo da subsequente (DELLA AWEAI., 2007).
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O namero de consumidores deve ser suficiente no intuito de permitir que os
efeitos principais dos fatores em estudo possam ser estimados de modo ndo-viesado ou
nao tendencioso. Os delineamentos experimentais propostos por MacFIE et al. (1989)
oferecem esta informacédo, ou seja, 0 numero minimo de consumidores que sao
necessarios para se avaliar um totalf deatamentos. No artigo original é possivel
verificar os delineamentos para dt& 16 tratamentos. Por issese vem sendo uma
pratica muito comum em estudos de CBCA. Caso haja interesse do pesquisador em
aumentar o tamanho da amostra, além do sugerido, € possivel estabelecer repeticoes

para o delineamento.
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Capitulo 2

Modelo Logit Multinomial

2.1 Fundamentos Teodricos Introdutérios

Nos estudos em que a metodologia CBCA é empregada, o modelo estatistico
comumente utilizado é o Logit Multinomial (Multinomial Logit Model). Este é um dos
mais populares modelos probabilisticos que compde a classe dos modelos nédo
ordenadod de escolha discreta (discrete choice nME)déLOUVIERE, 1984 e
GOLDSTEIN, 1997). Seu desenvolvimento ocorreu entre o final da década de 1960 e o
inicio da década de 1970, com os estudos de Theil (1969). O referido autor foi o
responsavel pela generalizagdo do modelo de escolha binaria ou Logit Binomial, que é
caracterizado por apresentar varidvel dependente de natureza qualitativa e né&o
mensuravel, com apenas duas opc¢oes de escolha, em modelos de escolha mdltipla ou
Logit Multinomial, que € similar ao primeiro, porém, a variavel dependente exibe mais
de duas opc¢Oes de escolhas. No entanto, foi McFadden (1974) que atribuiu a devida
consisténcia tedrica ao modelo Logit Multinomial, demonstrando suas propriedades,
limitacbes e popularizando sua aplicacdo, principalmente no setor de transportes,

pesquisas de marketing e estudos econométricos.

Segundo Greene (2003), um dos motivos que contribuiram para a popularizacéo
do modelo Logit Multinomial e, consequentemente, para a sua ampla utilizagdo em
diversas areas do conhecimento, € a menor complexidade de estimacdo de seus

parametros, devido, principalmente, ao uso da distribuicdo Gumbel em sua formulacéo.

Os modelos probabilisticos de escolha discreta sdo baseados na teoria
econométrica de utilidade aleatéria, que consiste em uma funcdo para a utilidade de
cada alternativa (tratamento), conforme em (1). A definicdo de utilidade pode ser
entendida como o beneficio ou satisfacdo percebida por um consumidor em relacdo a
um determinado tratamento (VARIAN; REPCHECK, 2010).

® Um modelo de escolha discreta é nédo ordenado quando o entrevistadoragetirsioa escolha dentre
um conjunto de alternativas e ordenado quando o mesmo efetua uma ordenacdo fiHedia do
conjunto de escolhas (BASTOS, 2010).
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e U,; € autilidade atribuida pelo n-esimo consumidor ao j-€simo tratamento;

!
e X;=|[x{,xj,..,x]] €ovetor 1 x r com a codificacdo dos niveis dos r fatores

presentes no tratamento j, onde czalﬂaepresenta 0 nivel do fator i presente no

tratamento j, em que= 1,2, ...,rej €{1,2,...,/}.

e B*=|[B1,B5 -, Br] € 0vetor de parametros r x 1 a ser estimado. Destaca-se que
na metodologia CBCA o nimero de parametros € igual ao niumero de fatores em
estudo;

e &,; € 0 erro aleatério ndo observavel associado a utilidade atribuida pelo n-
ésimo consumidor ao j-ésimo tratamento.

Para o desenvolvimento do modelo Logit Multinomial, segundo Bem-Akiva e
Lerman (1985), o termo aleatdrig; assume uma distribuicdo de Valores Extremos
Tipo | (Extreme Value Type I) ou GumBeEm (2) e (3) tem-se, respectivamente, a
funcéo densidade de probabilidade (f.d.p) e a fungéo de distribuicdo acumulada (f.d.a)

de tal distribuicéo:

e<_€:z_u> e—e<sn{’_u> (2)

Q-

f(g:zj) =

559

O modelo conhecido como Logit Multinomial Padréo (ou Standard Multinomial

F(s;;j) =e ¢ 3

Logit), referido apenas como Logit Multinomial, € obtido assumindo-se que o

2
componente aleatério possui distribuicdo Gumbel com parametto8 e g% = % A

2
escolha do valo% para a variancia do termo aleatorio € por conveniéncia e segundo

Train (2002), de forma implicita, consiste em normalizar a escala da utilidade,
2
procedimento que é feito considerandd/gir (e;,;) = o2 ("?) e dividindo os termos

de (1) poro:

U*- X. * 8*' *
n]:]_ﬂ+ﬂ = Unj:Xj(%>+€nj = Unj:Xjﬁ‘FEnj

g g

7 Uma variavel aleatéria com distribuicdo Gumbel pode ser obtida a partir do lagadtoral de uma
variavel aleatéria com distribuicdo Weibull.
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Logo, a variancia do componente aleatério € obtida como:

*

Enj 1 1 2 2
VAR(en;) = VAR (%) =— VAR(e;;) = — 0° (F) ==

Portanto, em (4) e (5), tem-se respectivamente, a f.d.p. e f.d.a. reescritas, sendo
que a f.d.a. em (5) é uma forma fecfadae como mencionado anteriormente, re@mata

principal vantagem da utilizagdo do modelo Logit Multinomial:

flenj) =esnie=e ™ 4)

F(enj) =€ " (5)

Ao realizar tal procedimento e normalizar a escala da utilidade, os parametros
estimados referem-se na verdade aos parametros originais divididos pelo parametro de
escala, que é o desvio padrao da distribuicdo do componente aleatério. Devido a esta
padronizacdo, a intepretacdo de tais coeficientes estd associada ao impacto de cada
variavel observada em relacdo aos fatores ndo observados no estudo. Conforme Train
(2002:

“Alarger variance in unobserved factors leads to lower coefficients, even if
the observed factors have the same impact on utility (i.e., higineans
lower B even iff”* is the same.)”

E importante destacar que o erro aleatério é assumido como independente e
identicamente distribuido (i.i.d.) em relacdo as alternativas de escolha. Esta
pressuposicdo é fundamental para o cumprimento da propriedade citada na literatura
como Independence of Irrelevant Aternatives (ou apenas [IA) (JOHNSON; KOTZ,

1970e TRAIN, 2002), uma caracteristica especifica do modelo Logit Multinomial.

Cabe ressaltar que em meados da década de 1950, quando surgiram as primeiras
aplicagbes praticas no campo da econometria, os principais modelos de escolha discreta
utilizados eram o Logit Binomial e o Probit Multinomial. Para o segundo, admitia-se
gue o componente aleatorio da funcdo utilidade possuia distribuicdo normal (gaussiana),
sendo esta a principal vantagem de sua utilizacdo em relacdo ao Logit Binomial, que
exige a manipulacéo da distribuicdo acumulada logistica, 0 que naquela época ainda era
uma tarefa complexa e com menor confiabilidade, devido a inconsisténcia &orica
respeito desta distribuicdo (SILVA, 2004).

8 Diz-se que uma distribuicdo possui forma fechada quando asaistqge envolvem a obtencéo de seus
principais momentos (por exemplo, média e variancia) possuem solucao analitica
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No entanto, em pesquisas de marketing, mesmo com a flexibilidade da
distribuicdo normal, por permitir a existéncia de uma estrutura de autocorrelagao entre
0os erros aleatorios, o uso do modelo Probit Multinomial apresenta algumas
desvantagens quanto a estimacdo de seus parametros (complexidade e alto custo
computacional), principalmente se numero de alternativas do conjunto de escolhas for
elevado. A dificuldade de se trabalhar com este modelo esta associada a necessidade de
se avaliar integrais multiplas da distribuicdo normal, o que implica em algumas
limitag®es, visto que tal distribuicdo ndo possui uma forma fetif@#HANDUKAL et
al., 2007). Neste sentido, devido as vantagens do modelo Logit Multinomial, os

pesquisadores priorizaram sua utilizacdo em relacdo aos demais modelos concorrentes.

° A escolha da distribuicdo normal para os termos aleatérios da funcéadetilidrna a integral que

permite calcular as probabilidades de escolha para o modelo Probit Multinomial compiexereg

sem solucao analitica, possivel de solucéo apenas por métodos numéricasamas (TRAIN, 2002).
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2.2 Desenvolvimento do Modelo

No processo de modelagem das escolhas, de acordo com a teoria da utilidade
aleatoria, considera-se que em um conjunto datternativas (tratamentos), a j-ésima

alternativa sera escolhida pelo n-ésimo consumidor, se e somente se:
Unj > Ui, Vjzi € j,k €{1,2,..,]} (6)

Considere agora a probabilidade de que o n-ésimo consumidor escolha o j-ésimo
tratamento, dado o conjunto de tratamerfosP(Y,, = j|X). E comum na literatura
encontrar o termo market share ou share of preference para representar tais
probabilidades, cujo significado refere-se a participacado ou quota de mercado associada
a cada um dos j tratamentos. Escrevendo (6) em termos probabilisticos, tem-se:

P(Y, =j1X) = P(Upnj > Unk)
P(Y, =jlIX) = P(X;B + &,; > Xy B + &nk)
P(Y, =jlIX) = P(enk < &nj + X;B — Xi3)
P(Y, = jlX) = P(enk < Aji)

Em quedj,= &,; + X;B — X\B. Expandindo k para cada um dos j tratamentos

en consumidores, tém-se:
P(Yn :]|X) = P(Snl < A]l' En2 < A]Z; s Eng < A]]) Vkij

O que diferencia os modelos de escolha discreta é a especificacdo da distribuicao
de probabilidades para o componente aleatério da funcéo utilidade. Logo, diferentes
distribuicdes conduzem a diferentes modelos. No desenvolvimento do modetio Logi
Multinomial, os termos aleatérios assumem distribuicdo Gumbel e sdo independentes e

identicamente distribuidos. Portanto:
P(Y, =jIX) = P(en; < Aj1) P(enz < Aj2) .. P&y < Aj)

J
Py =10 = | | Plew < )
k=1

k+j

J
Py =j1X) = | [ Plew < &nj+ X8 — Xu)
k=1

k#j
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]
10P(Yn =]|X) = Egnj l_IP[gnk < (Snj + X]ﬁ - Xkﬁ)lgn]]
=1

#Jj

5

]
nFenk(SnJ + X;B — Xkﬁ)l

]
k=
k+j

[
mm=ﬂm=5%i

- R

f(n)) 1_[ Feoi(enj + X;B — XuB) den;

k;t]

Pl =10 = |

Qepj

See,; ~ Gumbel (O, %2) entéo o suporte dg,; € (—oo, ), logo:

o J
P(Yn :jlx) :f f(gnj) l_[Fenk(Enj + Xjﬁ - Xkﬁ) dgnj
—® k=1

k#j
Recorrendo a expressao (4), que é a f.d.p. da distribuicdo Gumbel:

J

P(Y, = j|X) :f o=t g=e 1_[ Fo (enj + X;B — XyB) dey,

k=1
k+j

Analisando a funcdo acumulada da distribuicdo Gumbel (5) verifica-se que o
segundo termo da f.d.p. (4) pode ser escrito como a funcdo acumulada quando k = j, ou
seja:

—&

e—e

nj

=P (Enk = gnj) Fe (Enj)

P(Yn =j|X) —J g F (Enj) 1_[ Enk(enj + Xiﬂ - Xkﬂ) den]'

k:t]

“para W e L, duas variaveis aleatérias, tem-se a seguinte propriedade estatistica:

P(W <L) =E,[Py(W < L|D]

Py(W<L)= f(OPy (W < t)dt

or

Py(W<L)= fi®Fy(®)dt
Qr

21



Devido a independéncia dos erros aleatorios, este termo pode ser incorporado

dentro da funcéo produtorio. Isso implica que a restricdo-¢ ndo mais existira:

- J
PO =i = [ e [ [Eolen + X8 = XuB) dewy
e k=1
o J
—(en i+ XiB—X
P(Yn :]|X) :f e~ Enj l_[e—e ( jt X kﬁ) dgnj

k=1

© v (enj+XiB-XyB)
PY,=jlX) = f e~ e[ Zi=a® HM ] dep;

0 _vJ  ¢nj ,—(XjB-XkB)
P(Y, = jIX) =f omenj ol There ™ €Y ]denj

(00 _ _gn. ] _(X‘ﬁ_xkﬁ)
p(yn=j|X)=f eeng el Bher I

Para resolver a integral, basta proceder a substituicdo e .
Consequentemente, derivando em relagde,a tem-se quedt = —e *Wde,;.

Automaticamente, quandg; » —c0 =t > ®eg,; >0 =t - 0.

0 [_. v -(x8-xyB)
PO%==ﬂX)='_f |7t B ]

o

© [ v —(x8-xB)
mn=ﬂm=J Jt&“e’ k]m
0
e[_t e e_(XiB_XkB)]
P(Y, =jIX) = -

Z{czl e~ (XiB — XiB)

Substituindo os limites da integral:

sl ) [, o)
. - e =
P(Yn = ]IX) = -

S _ e Cip-xB) 3] =08 - Xuh)

P( =jlIX) = _{Zizl o (B -XiB) > e~ (P~ Xub)

. RN 1
P(Y, =jlX) = {0 Z{<=1 e—(Xjﬁ—Xkﬁ)}
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1
o o~ (X;B — XiB)

P(Y, = j|X) =

1
e XiP oXiB

P(Y = JjIX) = =
Yi=1
1

P(Y, = jIX) =

eXiP

P(Y,=jlX) =—0——
(n ]l ) Z{c=1exk

(7)
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2.3 Aplicacdes Praticas

O modelo Logit Multinomial (7) permite calcular a probabilidade de que o n-
ésimo consumidor escolha o j-ésimo tratamento em fungdo das caracteristicas que
compdem cada um ddstratamentos, ou seja, condicionadas ao conjunto de fafores
[uma matriz com dimensdo (nJ x r]. A analise desenvolvida por (7) é também
conhecida como “Agregada” devido a estimagdo de um unico vetor de pardmetros e,
consequentementeadbtencdo de probabilidades que representam a preferéncia média
ou geral da amostra em estudo, ou seja, considera-se que esta € homogénea em termos

dos gostos e preferéncias.

As probabilidades de escolha estimadas com o modelo Logit Multinomial
podem também ser obtidas por meio de covariaveis especificas, referentes a cada
individuo e comumente denominadas como variaveis demograficas (demographics
variables). Como por exemplo: renda, idade, sexo, nivel de escolaridade etc. Neste caso
a andlise ndo é mais agregada, pois estima-se um vetor de parametros para cada
individuo e consequentemente probabilidades de escolhas a nivel individual (o que é
conhecido como uma andlise desagregada). Embora ainda ndo haja um consenso na
literatura, em alguns artigos cientificos e softwares estatisticos (como o0 R e 0 SAS) cita-
se uma distingdo entre os modelos como sendo do Lipgit Multinomial
(Multinomial Logit Model) ou do tipd_ogit Condicional (Conditional Logit Model),
onde a primeira refere-se a utilizacdo do modelo (7) com as covariaveis sendo variaveis
demograficas (andlise desagregada) e a segunda, quando as covariaveis sdo expressa:
pelas combinacfes dos niveis de cada tratamento (andlise agregada), que € o objetivo
deste trabalho. Uma revisdo sobre este assunto, que explica as principais diferencas
entre estes dois modelos, pode ser encontrada em Hoffman e Duncan (1988).
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2.4 Estimac&o dos Parametros

Considere uma amostra aleatéria que contem as escolhas de n consumidores em
relagdo a um conjunto dé tratamentos, definida comb = (Y; =i, Y, =j,..,¥, =
k){ij, .., k€1,2,..,J} Logo, a fungdo de verossimilhanga, que é a probabilidade
conjunta desta amostra, sobre a pressuposicao de independéncia entre as escolhas dos

individuos, é obtida como:

N

L(ﬂ)=1_[< - )

2{(_1 eXnkB

n=1

Train (2002) explica que pamaplicagdo do Modelo Logit Multinomial, trés
pressuposi¢cdes fundamentais sobre o conjunto de tratamentos precisam ser atendidas;
sendo que estes devem ser: i) mutuamente exclusivos, ii) exaustivos e iii) finitos. Os
tratamentos sdo mutuamente exclusivos quando a escolha de ymtrdtamentos
implicar que os demaip - 1 ndo poderdo ser escolhidos pelo mesmo consun@dor.
conjunto de tratamentos € exaustivo se pelo menos um trataénestolhido dentre o
conjunto finito deJ tratamentos. No entanto, conforme mencionado anteriormente, na
CBCA um consumidor pode escolher mais de um tratamento ou ndo escolher nenhum
deles. Para solucionar o problema de dois tratamentos A e B que ndo sdo mutuamente
exclusivos, podae estabelecer uma nova alternativa de escolha do tipo “Ambos A e B”

e para o problema de tratamentos exaustivos, uma op¢do de escolha do tipo “nenhum

dos tratamentos apresentados”. Note que o problema de tratamentos exaustivos &
facilmente resolvido. No entanto, para o primeiro (tratamentos mutuamente exclusivos),
conforme o numero de tratamentos aumenta, torna-se necessario estabelecer muitas

opcBes com as combinacdes entre eles, o que impossibilita 0 uso dessa abordagem.

Neste sentido, So e Kuhfeld (2010) apresentam uma solucdo simples e pratica
para este problema, que consiste em utilizar conceitos e métodos estatisticos de
estimacdo empregados em andlise de sobrevivéncia. Por isso, a estimacdo dos
parametros do modelo Logit Multinomial em softwares estatisticos como 0 R e 0 SAS
ocorre via fun¢cdes ou procedimentos aplicados a analise de sobrevivéncia. No R,
estima-sef8 por meio da funcao clogit (Conditional logistic regression) do pacote
survival e no SAS pelo procedimento PROC PHREG (Proportional Hazards
Regression). Segundo So e Kuhfeld (2010), isso pode ser explicado devido a funcao de

verossimilhanca do modelo Logit Multinomial ter aproximadamente a mesma forma da
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funcdo de verossimilhanca parcial de um modelo aplicado em anélise de sobrevivéncia
gue é o modelo de Cox. Neste contexto, faz-se a seguinte analogia: a escolha de um
determinado tratamento € codificada como uma falha (que recebe o valor 1) e as
alternativas ndo escolhidas sédo consideradas como nao observadas (censuras). Portanto,
censuras recebem o valor 0. Logo, se mais de um tratamento é escolhido por um mesmo
consumidor, repete-se a codificagdo de escolha (1) para os tratamentos selecionados. O
mesmo ocorre se nenhum tratamento € escolhido, codificando todos os tratamentos com

o valor zero (0).

Normalmente obtém-s@ = (fy,8,, ..., ;) por Maxima Verossimilhanca'
(TRAIN, 2002). No entanto, com o uso dos procedimentos de andlise de sobrevivéncia,
o método empregado é o de Maxima Verossimilhanca Parcial, que encontra os
estimadores maximizando a funcdo de verossimilhnanca parcial apresentada em (8)
(COLOSIMO; GIOLO, 2006). Admitd,,; como a variavel indicadora de escolha, onde
I,j =1 caso o j-ésimo tratamento tenha sido escolhido pelo n-ésimo consumidor e

I,; = 0 caso contrario.

J
LB = | [Pt =130
j=1

N
L) = [ L)
n=1

N ] oXiB Inj
L(B) = Hﬂ(m) (8)

n=1 j=1

No contexto da analise de sobrevivéncia, 0 método da Maxima Verossimilhanca
Parcial é utilizado para separar a componente nao paramétrica da componente
paramétrica do modelo de Cox, visto que € a presenca da primeira inviabiliza a
aplicacdo, por exemplo, do método tradicional da Méaxima Verossimilhanca para a

estimacgéao do vetor de parametfbs

1 As Estimativas de Maxima Verossimilhanca para os parametros do Modeldutiitomial podem

ser obtidas pelo pacote e fungatogit do software livre R. Retirando o termo intercepto da analise (ver
detalhes no Help do pacote) os EMV irdo convergir para os Estimadores @maMéerossimilhanca
Parcial APENASna situacdo padrdo, ou seja, em que cada consumidor escolhe apenagam (n
tratamento.
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Destaca-se que quando um consumidor escolhe mais de um tratamento, deve-se
empregar uma aproximagao para a funcado de Verossimilhangca Parcial, capaz de
suportar ou indicar o nimero de escolhas feitas por este individuo, o que no contexto da
analise de sobrevivéncia € conhecido como um empate. Em geral, a aproximacao de
Breslow para a funcdo de Verossimilhanca Parcial € a mais indicada, pois com uma
pequena modificac&d(a inclusdo do termd,,;), permite indicar o nimero de escolhas
feitas (ou falhas) por cada consumidor. Naturalmente, tal expressao se reduz a forma em
(8) quando ndo ocorrer empates. A aproximagdo também é valida quando nenhum
tratamento é escolhido. Existem outros tipos de aproximacdes, tais como a Exata
(Exact) e a de Efron. No entanto, conforme Kuhfeld (2010), a aproximacéo de Breslow
€ a mais apropriada para representar o modelo Logit Multinomial e ainda possui melhor
eficiéncia computacional no contexto da CBCA. Maiores detalhes sobre as
aproximacoes citadas podem ser visualizados em Kalbfleisch e Prentice (1980), para a
aproximacao exata, e Efron (1977) para a aproximacao de Efron. Em Colosimo e Giolo
(2006) é possivel encontrar detalhes sobre o procedimento de estimagéo e também sobre

estas aproximacgoesseas principais diferencas.

No contexto matematico, dado a situacdo basica da CBCA, em que cada
consumidor escolhe um dnico tratamento, para a estimacédo do vetor de parametros, o
procedimento inicial consiste em obter o logaritmo da funcéo de verossimillignca

Maximizar tal funcéo nao implica em perda de generalidades, como segue:
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n=1 j=1 k=1
N ] erI?
l(B)=ZZIn.ln< : )
n=1j=1 ! Yoy EX1P
N ] N ] ]
1(B) = z z I, In(eXiP) - z z Iy, In z e Xi
n=1j=1 n=1j=1 k=1
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I(B) = z z I, X;B — Z Z Iy, In Z e XiB
n=1j=1 n=1j=1 k=1
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Feito isso, para obtgB deve-se encontrar a derivada primeiralgg) em

relacdo ao vetor de parametpe iguald-la a zero:

N ]
LB =) D I X

9
B

(9)

Como a derivada def) apresenta-se como uma funcao do vetor de parametros,
isso implica qué.(B) é néo linear erg. Portanto, ndo é possivel obter solugcéo analitica
em (9) e para encontrar os valoresgigue maximizem a funcéo de verossimilhanca,
torna-se necessario a utilizacdo de métodos iterativos, como por exemplo, o método de

Newton-Raphsaon

A execucdo do método de Newton-Raphson pode ser realizada em softwares
matematicos ou estatisticos. Entretanto, uma exigéncia € que se determine os valores
iniciais Bo = (Bo1, Boz, > Bor) Para o vetor de parametros. Um importante detalhe &
que a convergéncia do método esta diretamente associada a escolha destes valores, oL
seja, valores iniciais mais proximos dos reais implicam em menor tempo computacional
e maior probabilidade de convergéncia (GALLANT, 1984). Defingzgg o vetor
gradiente ou vetor escore, que contém as derivadas parciais da funcdo de
verossimilhanga em relagao a cada parametro, avaliadg ePenomina-selg,, a
matriz Hessiana ou a matriz de derivadas parciais de segunda ordem da funcéo de

verossimilhanca, em relacéo a cada parametro e também avalida em

91o0]
alnL(PB)
9p, = [92°| onde g = (5—[31 ﬂo)
Jrol
/'6910 9910 09107 \
0B 0B B
H 09 | 0920 0920 9920
=3~ || 0B p ||Po|
kagro agrO agrO /
LdB, 0P, dp
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O método de Newton-Raphson consiste essencialmente em uma aproximacao

paragp por meio de uma séride Taylor de primeira ordem, que igualada a zero,

fornece o seguinte esquema iterativo:
Bi= Bo+ (_HE;) 9p,
Bm+1 = Bm + (_H[_}ol)gﬂm

Como todo método iterativo, para obter o valor final € necessario estabelecer a
priori um numero maximo de iteracbes ou um critério de paragem. Entende-se como
criterio de paragem uma medida que se refere ao erra tmlerdncia méxima
admissivel entre o valor & obtido na iteracdo m + 1 e na iteracdo m. Se tal diferenca
for inferior ao valor estabelecido (erro), o processo continua. Caso contrario, repete-se
novamente o passo m, porém, tomando-se como aproximag&o inicial o valor obtido no

passo m + 1. Ver possiveis critérios em Bastos (2010).

Uma observacao feita por McFadden (1974), é que a funcdo do log da
verossimilhanca do modelo Logit Multinomial é globalmente cdncava, o que implica na
existéncia de apenas um uUnico ponto de maximo (méximo relativo = méaximo global).

Portanto, garante-se uma rapida e eficiente otimizacdo computacional.

Note ainda que o algoritmo de Newton-Raphson trabalha com o negativo da
Matriz Hessiana—Hyg,), pois desta forma tem-se uma matriz positiva defifiéa
conseguentemente, 0 mesmo ocorre para sua |r(veHs§) Tal fato garante que o log
da funcdo de verossimilhanca aumente a cada iteracdo, conduzindo o processo de
estimacao para o Unico ponto de maximo global. Se a matriz Hessiana avaliada néao for
positiva definida, essa condi¢cao ndo sera assegurada (TRAIN, 2002).

® Por definicdo uma matriz simétrica M é positiva definida’séx > 0 para qualquer # 0.
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2.5 Razao de Escolhas

A Razéo de Escolhas (R.E.) fornece um resultado inferencial muito utilizado em
estudos de CBCA, pois permite comparar a probabilidade de escolha entre dois
tratamentos, por exemplp,e g, onde o tratamentq € obtido do tratamenio quando
sao fixados r 1 niveis dos r fatores que compdem a configuracdo do primeiro, ou seja,
alterando-se apenas o nivel de um fator (SILVA; BASTOS, 2010). Especificamente, no
numerador da Razdo de Escolhas tem-se a probabilidade de escolha do trggamento
com configuracdo composta por r - 1 niveis (fixos) e o nivel 1 do fator variavel. No
denominador tem-se a probabilidade de escolha do trataopecdon os mesmos rl-

niveis (fixos) e o nivel 2 do fator variavel, conforme em (10):

( o )
REGx,) = P =Pl \SL N/ oy,
PR (Y, = aX) ( X ) -
%I

eX kB

(10)

Em geral, pode-se concluir que B&(X, Xq) > 1, o tratamentop é mais
provavel de ser escolhido que o tratamemtd inverso ocorre sRE(Xp,Xq) <1
Automaticamente,RE(Xp,Xq) =1 implica que os dois tratamentos sdo igualmente

provaveis de serem escolhidos. Destaca-se que o numero de razdes de éscolha

definido como o nimero de niveis de um determinado fator combinados 2 a 2.

Uma informacdo importante é que a Razdo de Escolhas depende apenas das
caracteristicas dos tratamenios g. Isto pode ser explicado devido a propriedade 1A
(Independence of Irrelevant Aternatives), que € assegurada principalmente devido a
independéncia dos erros aleatérios do modelo Logit Multinomial. Essa propriedade
garante que tal proporcdo (R.E.) seja sempre constante, por isso é possivel retirar ou
incluir outros tratamentos do modelo sem alterar esta relacéo. Isso também é valido para
a mudanca de nivel de um determinado fator (TRAIN, 2002). Em outras pakavras,
probabilidade de escolha de um determinado tratamento néo é afetada por tais mudancas

ou inclusoes.

Pode-se ilustrar tal fato com um simples exemplo relativo a escolha de trés tipos
de meios de transportesarro, avido e trem. Neste exemplo, admita, respectivamente,
para carro, avido e trem, as seguintes probabilidades de escolha: 0,20; 0,20 e 0,60. Neste

caso, a Razdo de Escolhas entre o tratamento trem e o tratamento carro é de
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R.E. (Trem, Carro) = % = 3. Suponha que os fatores analisados para compor cada
um dos respectivos tratamentos sejam o pre¢co da passagem (R$50, R$150, R$80) e o
tempo de viagem (4 horas, 1 hora e 2 horas). Se devido a uma promog¢ao o preco da
passagem de avido diminuisse de R$150 para R$90 e sabendo-se que a viagem de aviaa
€ a mais rapida dentre as trés opcbes, possivelmente a probabilidade de escolha do
tratamento avido aumentaria. Portanto, as novas probabilidades estimadas de escolhas
poderiam ser, por exemplB,, s, = 0,60, Prgrro = 0,10, Prory, = 0,30. NO entanto, o

valor da Razao de Escolhas anteriormente mencionada permanece igual a trés, visto que

agora, a probabilidade de escolha do tratamento trem é de 0,30 e do tratamento carro é

de 0,10. LogoR.E. (Trem, Carro) = % =3
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2.6 LimitacOes do Modelo

Uma limitagdo do modelo Logit Multinomial € que ele ndo considera
heterogeneidade entre as escolhas dos consumidores, ou seja, pressupda-se que
amostra em estudo possui, em geral, a mesma preferéncia. Portanto, conforme
mencionado anteriormente, ao se estimar o vetor de parametros e as probabilidades de
escolha, as estimativas serdo Unicas e tenderdo a representar o comportamento médio de
escolha dos consumidores. Neste sentido, algumas abordagens ainda no contexto de
estimacdo Frequentista tem sido desenvolvidas, dentre as quais se destacam o modelo
Logit com Heterogeneidade Ajustada (Heterogeneity Adjusted Logit ou HAL),
conforme citado por Chesher e Santos Silva (2002), e o0 modelo Logit Misto (Mixed
Logit model) ou com coeficientes aleatérios, relatado por McFadden e Train (2000).
Além destas, em pesquisas recentes, tem sido abordada a modelagem da
heterogeneidade nao observavel na amostra por meio de métodos de estimacao
Bayesianos, que procedem a Conjoint Analysis via modelos hierarquicos, denotados
como Choice-Based Conjoint Hierarchical Bayes (CBC-HB), conforme apresentados
em Rossi et at. (2005). Neste tipo de abordagem, estsaasiparametros do modelo
Logit Multinonial em nivel individual (com variaveis demograficas) e admite-se a
incorporagéo de informagdes a priori sobre estes parametros, por meio de modelos de
probabilidade [ver também os trabalhos de Solgaard e Hansen (2003); Wellman e
Vidican (2008) e Sawtooth (20)%®ntre outros].
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Capitulo 3

Choice-Based Conjoint Analysis: Um enfoque Bayesiano

3.1 Uma abordagem Bayesiana para o Modelo Logit
Multinomial

Com o avanc¢o dos métodos computacionais e, consequentemente, com a maior
flexibilidade e rapidez dos softwares, uma érea da estatistica que vem recebendo grande
destaque (a partir da década de 1990) e apresentando alternativas praticas eakgaveis p
a solucdo de problemas complexos € a inferéncia Bayesiana, que emprega métodos
iterativos conhecidos como Monte Carlo via Cadeias de Markov (Markov Chain Monte
Carlo ou simplesmente MCMC). A aplicacdo da inferéncia Bayesiana na CBCA ainda é
recente e escassa. Rossi et al. (2005) sdo os propulsores desta nova tendéncia em
modelagem da preferéncia do consumidor e desenvolveram uma abordagem Bayesiana
para a estimagdo dos parametros do Modelo Logit Multinomial, conhecido como
Conditional Logit Model.

No contexto da inferéncia Bayesiana, os parametros ndo sao tratados como
guantidades fixas e desconhecidas, e sim como variaveis aleatorias associadas a
modelos de probabilidades. Esta é a principal diferenca entre tal abordagem e a
Frequentista (ou Classica), em que na segunda, o estimador do parametro € que possui
uma distribuicdo de probabilidades, denominada de distribuicdo amostral do estimador,
e as inferéncias sdo realizadas a partir do conhecimento desta distribuicdo, em geral

valida para grandes amostras.

Os métodos de inferéncia Bayesiana originam-se no Teorema de Bayes
(BAYES, 1763). Por este teorema a distribuicdo a posteriori conjunta dos parametros,
denominada porc(fB), € obtida combinandse distribuicdo a priori com informacdes

provenientes da amostra aleatdria, introduzidas por meio da funcéo de verossimilhanca.

A informacdo a priori, como o proprio nome sugere, € uma informagdo que
pesquisador possui antes da coleta dos dados e deve ser incorporada ao estudo por meia

de modelos de probabilidades, denotadospgf). A funcdo de verossimilhanca é a
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funcdo de probabilidade ou de densidade de probabilidade conjunta da ah{@Stra,

obtida apds se observar os dados. Pelo Teorema de Bayssdgeen-

P(BNy)
P(y)1

P(Bly) xP(BNnYy)
P(Bly) < P(yIB) p(B)

A expresséao final em (11), conforme a notagcdo mencionada anteriormente é a base das

P(Bly) =

inferéncias segundo o enfoque Bayesiano:

n(B) « L(B) p(B) (11)

Para uma revisdo sobre os respeito dos conceitos badécosferéncia
Bayesiana, sugerge ao leitor os textos de Gianola e Fernando (1986), Box e Tiao
(1992), Gamerman (1997), Ehlers (2003), Gamerman e Lopes (2006), Migon et al.
(2008).

4 ComoP(y) independe dg@ este termo atua como uma constante normalizadora e pode ser incorporado
a proporcao.
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3.2 Distribuicao a Priori

A metodologia Bayesiana exige que se atribua uma distribuicdo de
probabilidades a priori para o parametro (uma distribuicdo uni-variada) ou para o vetor
de parametros (distribuicdo multivariada). Na CBCA, para modelar a incerteza
associada aos verdadeiros valoresBddrossi et al. (2005) sugeriram o0 uso de uma
distribuicio normal r-variaga B~Normal,(B,A), cuja funcdo densidade de
probabilidade é dada em (12):

1 1 N —
r(B) = mexp{—i[(ﬁ -B)z7'(B —3)]}

1 1,
p(B) = \/(Z—T\/EGXP {—E[(ﬁ -B)z (B~ ﬁ)]}

1
——exp
VIZ]

p(B) m%/zexp{—é[(ﬁ -B)z (B~ E)]}

p(B) o {—%[(ﬁ -B)x(6-B)}

P(B) IEI‘l/Zexp{—%[(B -B)>(6-B)]]

p®) o (51 exp -5 [(8 - B) 2 (8- B)]]

Considerand@~! = A.
1 1 —\7 —
p(B) < a1z exp{~ = [(8 - B)'a (8- B)} (12)

Em queB é o vetor que contém os valores médas distribuicido dos
parametros & a matriz de variancias e covariancias do veRorEspecificase a
dispersé@o por meio do parametro A, denotado também como a precisdo dos valores da
distribuicdo. No caso uni-variado A é o inverso da variandia= 6~2) e, no
multivariado, a inversa da matriz de variancias e covariantas >71!). Os
parametrosB e A sdo mencionados na literatura Bayesiana como hiperparametros e
podem também assumir distribuicbes de probabilidade, constituindo uma hierarquia de

distribuicdes.

Para maiores esclarecimentos, em um estudo de CBCA no qual os tratamentos
sé@o compostos pela combinagéao dos niveis de r fatores, Rossi et al. (2005) sugeriram a
seguinte especificacéo para a distribuicéo a priori:
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B~Normal,

Com os seguintes valores:
Hp, 0
Pl 10
gt 0 0
[ 2 - ] 100 0 0
2
s=|0 % - 9|= 0 100 0 1, portanto,
: : ,ZJ .
l() 0 - 05 0 0 00
2
Ifl/ff , 0 0 1| 001 0 0
2
a=| 0 V% 0 |- O 0‘?1 0 , 0 que resulta em:
l 0 0 1/02J 0 0 0,01
011001 0 .. 0
B~Normal, [O‘, O 0'91 0
ol fo 0 0,01

Os valores anteriores, estipulados pira A na distribuicdo a priori normal r-
variada, equivalem a especificacdo de uma distribuicdo pouco informativg8 para
devido a escolha de um elevado valor para as variancias dos parametros (100), o que
implica em uma baixa precisdo (0)0INo entanto, esta é uma abordagem
frequentemente utilizada, visto que em muitas situacbes ndo ha informacdes a priori

sobre os parametros do modelo em estudo.

Outras sugestdes para os valores médios da distribuicdo a priori normal r-variada
poderiam ser as estimativas de Maxima Verossimilhanca ou de Maxima
Verossimilhanca ParciaB(= B) Frequentistas. Para o parAmetro de preciséo, pode-se
utilizar o negativo da matriz Hessiapfi= H* = —H]. Conforme sera explicado mais
adiante no texto, a medida que o tamanho da amostra (nimero de consdimidores
aumenta os resultados Bayesianos ndo irdo divergir em relacdo a diferentes

especificacdes para os parametros da distribuicdo a priori.

Um detalhe importante refere-se a utilizagéo de distribui¢cdes a priori conjugadas

naturais, uma pratica muito comum em estudos de inferéncia Bayesiana. Este
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procedimento permite obter solugcbes ou sumarizar 0s principais momentos das
distribuic6es a posteriori de forma analitica. A ideia central consiste em selecionar uma
distribuicdo a priori que seja conjugada ou proporcional a funcdo de verossimilhanca
dos dados. Se isso for possivel, a distribuicdo a posteriori pertencera a mesma classe d
distribuicdo da priori, com modificacbes (atualizacbes) nos parametros. No entanto,
para os estudos de CBCA, Koop e Poirier (1993) afamague ndo ha uma priori
conjugada para os parametros do modelo Logit Multinomial (ou Conditional Logit
Model). Por este motivo, Rossi et al. (2005) expéicaque o uso de uma priori normal

r-variada, como elucidado anteriormente, seria razoavel.

Note que o uso de uma distribuig&o a priori normal r-variada, quando combinada
com a funcéo de verossimilhanca dos dados mencibhama(8), ndo é garantia de que
a densidade a posteriori conjunta seja também uma normal ou que possua a forma de
uma distribuicdo conhecida. No entanto, com alguns artificios teo6ricos sob a funcéo de
verossimilhanca o uso desta distribuicdo a priori favorecera a solucdo dos problemas
Bayesianos envolvidos na analise da CBCA.

15 N ] XiP Inj
L(B) = [Tn=1 Hj:l (Ziﬂex"ﬂ )
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3.3 Funcao de Verossimilhanca

Devido ao fato de ndo existir uma conjugacéo natural para a andlise da CBCA,

Rossi et al. (2005) propuseram uma aproximacao de Laplace (LAPLACE, 1986) para a
funcdo de verossimilhanca do modelo Logit Multinomial ou, em outras palavras, uma
aproximacdo normal assintotica. Note que ao se utilizar uma priori normal r-variada
combinada com uma verossimilhanga aproximadamente normal, a densidade a
posteriori conjunta também possuira uma densidade normal r-variada. Em outras
palavras, o uso da aproximacéo de Laplace para a funcdo de verossimilhanca permite a
ocorréncia de uma conjugacao natural, ou seja, em que a verossimilhanca dos dados

ser& proporcional a priori empregada.

Tal procedimento pode ser realizado pela expansdo de seu logdfighes
Ln[L(B)], em uma série de Taylor de segunda ordem, avaliada no vetor de estimadores
de Méxima Verossimilhanga (ou Maxima Verossimilhanca Parcial), conforme a

modelagem apresentada a seguir:

v [9L(B) 1 _\[9%1(B) -

(B) = 1(B)lgp + (B —B) [W |t3(B-B) [aﬁaﬁ' _|B-B)

B=B B=B
Como %5) € um valor de maximovisto que maximiza a densidade
B=B
conjunta da amostra aleat6ria, por definicao:
al
# = 0, portanto
B lps

. 1, [e2 _

1 7 —
I(B) ~ (B)lgp+5 (B~ B)H (B~ B)
Se 0 objetivo € obter uma expanséao para a Funcao de Verossimilhanca, entéao:

L(B) ~ exp{l(B)}

1 N7 —~
LB ~ep{i®lpp+5(B-B)H (B-B)]

1 N7 —
L) = exp{l®lpg}exp 5 (B-B)H (B-B) }
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1 N7 —~
L) = L®)lpgp e}z (B-B)H (8- )]

Como L(B)|s-p € uma constate que representa o valor maximo da funcdo de

verossimilhanca, pode ser incorporada a propor¢ao, resultando)em (13
1 7 —~
L) ~exp{5(B-B)H (B-B)]

1 ~\! —~
L) ~exp{-5(8-B) (-1 (B-B)

Utilizando H* = —E [a;?;;{})
1 ~\/ —
L) ~exp (=5 (B-B)H (B—B) (13)

Note que o resultado acima se assemelha ao Kerbabe de uma distribuicéo
Normal Multivariada com vetor de médias igual aos estimadores de Maxima
Verossimilhanca (ou Méaxima Verossimilhanca Parcial) e matriz de preciséo igual ao

negativo do valor esperado da matriz Hessiana, oul$@a~ N, (u = B, A = H*).

O fato do logaritmo da fungéo de verossimilhanga do modelo Logit Multinomial
possuir uma forma globalmente céncava, apresentando apenas um Unico ponto de
maximo (maximo relativo = maximo global), garante que a utilizacdo de métodos
assintéticos (como o da aproximacdo de Laplace) funcione muito bem. Conforme
mencionado anteriormente, se o logaritmo da funcao de verossimilhanca é uma funcéo
cbncava,H € uma matriz negativa definida. Portantf, = —H se@a uma matriz
positiva definida e, consequentemente, sua inversa também. Por isso, novamente, todos
os resultados aqui apresentados serdo baseados no valor esperado do negativo da matriz

Hessiana.

® 0 Kernel é também conhecido como o nicleo de uma distribuicio e no cdBdgesiano, como
funcdo de importancia.
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3.4 Distribuicao a Posteriori

Ao combinar a informacdo dos dados via funcdo de verossimilhangca com a
informagéo que se possui a priori, tem-se a distribuicdo a posteriori conjunta dos
parametros do modelo Logit Multinomial. A seguir, apresseta modelagem

completa para a obtencao desta densidade e dos seus respectivos parametros:

w(B)  L(B) p()
1 N7 —~ 1 —\7 —
w(B) < exp{-5 (8~ B)'H" (8- B) | 141z exp -5 [(8 - B) 4 (8 - B)]]
1 1 -~/ —~ 1 —\/ [—
w(B) x |AIZ exp{-3 (8- B)'H" (8-B) | exo{-5[(B-B)'a (8- B)]]
1 1 N\ s 1 —\ —
w(B) x |4l exp {2 (B~ B)'H' (8- B) -5 (8- B)'4 (8- B)}
1 1 N7 — —\7 —
n(B) < |41z exp{~3 (8- B)H" (8- B)+ (8- B)'4a (8- B)|}
1 1 ~~\/ ~ —~ ~~\! —~ ~
7 () o |AIZ exp {218 (8- B) (" + 4) (8- B) + (B-B) 1" (B-F)
+ (B-B)a(B-B)]}
Para simplificar, tome ques = (B — B) H* (B —B) + (B—-B) A (B - B):
1 ~~\/ ~
w(B) o A2 exp{— = [(B— B) (" + 4) (B~ B) + 5]}
1 1 ~\7 ~
w(B) x 1417 exp{~555) exp{~5 (8- BY (1" + 4) (8- B)}
Multiplicando e dividindo a equac¢édo acima pbf + Ali, tem-se:

1

|H* + A2 1 1, .
exp]—=SSt exp]—=(B—B) (H +A) (B-B)

2 ) z

n(B) o A2

YB-BHB-B)+B-B)AB-B)=B-B)H+AB-B)+B-B)H'B-B)+
B-B)A(B-B)
BB =H+A)(H'B+AB)
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1
|A|2 1 Lot 1 o ~
() x —— exp{—ESS} |H* + A2 exp{—i(ﬁ -B)H +A) (B- p)}
|H* + A|2
Incorporando os dois primeiros termos (constantes) na propor¢cdo da equacao

anterior, tem-se uma densidade similar a de uma normal multivariada, que possui um

vetor de médiag e matriz de precisdH* + A) como parametros:
1 1 SN ~
n(B) < |H" + A7 exp{~3 (8~ B) (" +4) (8- )]

Ao avaliar a sugestdo de Rossi et al. (2005), descrita na secdo 3.2, para a

especificacio da distribuicapriori dos parametros, em qy&é um vetor nulo de
dimenséo r x £ A uma matriz identidade com dimens&ore diagonal igual a 0,01, a

seguinte concluséo pode ser obtida:
H*+A~H"

Visto que os valores presentes na diagonaHtleserdo somados a 0,01 e os

demais a 0, conclui-se que ndo havera alteracdes. Além disso:
B=H +A)T'(HB+AB)
B=H)(H B+0)
B=H)"H(B)
(H*)"H* = I = Identidade
F=1B=F

B=8B

Substituindo estes resultados, tem-se em (14) a expressao final para a distribuicdo a

posteriori:
1 1 —_7 ~
n(B) < |1 + A2 exp{~3 (8~ B) "+ 4) (8- )]
1, A
w(B) < 1H'TE exp {~5 (8- B)'H* (8- B)} (14)

Logo, a densidade conjunta a posteriori € uma normal r-variada com vetor de
meédias igual aos estimadores de Maxima Verossimilhanca (neste caso de Maxima

Verossimilhanca Parcial) e matriz de precisao igual ao negativo do valor esperado da
matriz Hessiana, ou seja() ~ N, (u = B,A = H").
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3.4.1 Distribuicdo a Posteriori Marginal

No enfoque Bayesiano todo procedimento inferencial é baseado na distribuicdo
marginal de cada elemenfh que compde o vetor paramétrifp ou seja, em cada
m(B;) e ndo en(B). Note que sob o enfoque inferencial Frequentista, deve-se obter a
estimativa pontual de cada uma dos r parametros (fatores), enquanto que pela
metodologia Bayesiana, € necessério encontrar a distribuicdo marginal de cada um

deles.

Pelos conceitos basicos da estatistica Classica, daddX que&” sdo duas
variaveis aleatorias continuas e que se conhece sua densidade ({qu(m,@/)], e

possivel escrever suas respectivas densidades maigjtaise f, (v) | como:

fx(x) = fX,Y(xr y) dy

QY

fry) = o fxy(x,y) dx

Adaptando estes conceitos a situacdo da CBCA, com o vetor de parametros
ﬂ = (ﬁli ﬁZJ "'Jﬁr)l, tem-Se que

)= [ @ dp
QB_;
Note que a distribuicdo a posteriori marginal de gadaobtida pela integracéo
da distribuicdo conjunta a posteriori em relacdo a todos os demais elementos do vetor
paramétrico, com excecdo de¢;, por isso a notacddp_;. Em (15) tem-se esta

explicacdo de forma matematica:

7= [ [ o [ [a®) dp dpoidpis dBinds, @5)
Qpr Qpyyy Oy Qpy Opy
A distribuicdo a posteriori marginal de cafla contém toda a informacéo
probabilistica referente a este elemento do vetor paramétrico. Apds o conhecimento
destas distribuicdes, € possivel sumarizar os seus principais momentos e fungfes. Sob
este aspecto existe uma analogia entre a estimacéao pontual Frequentista e a Bayesiana,

visto que na segunda, tende-se a tomar como estimativas, algumas medidas associadas
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as distribuicbes a posteriori marginais. Os principais estimadores Bayesianos séo a
média (16), moda (17) e mediana (18), a posteriori. Naturalmente, medidas que
descrevam a incerteza associada a estas distribuicdes devem ser calculadas, tais como &
variancia (19) ou o desvio-padrao (20), a posteriori. A escolha de qual medida tomar
para representar a estimativa Bayesiana ira depender da forma da distribuicdo e dos

objetivos ou pressuposicdes sobre o seu uso (EHLERS, 2007).

E[B] = f B, n(By) dp; (16)
QBi
méx {n(8)} = %ﬁ’@” 17)
1 1
P[B; = med(B;)] = 5 € P[B; < med(B;)] = 5 (18)
a%(By) = E[B#] — (E[B:]D? (19)

a(B) =~V a?(B) (20)

No entanto, a obtencdo de tais medidas pode ndo ser uma tarefa simples, visto
gue a solucdo da integral em (15) por métodos analiticos pode néo ser possivel. Isso
ocorre devido a complexidade da distribuicdo a posteriori conjurda, elevido ao
elevado numero de elementos que compde o vetor de parametros, 0 que aumenta
consideravelmente a dificuldade do procedimento matematico, por causa do niamero de
integrais multiplas (SORENSEN, 1996).

Para solucionar tais problemas, podem ser empregados meétodos aproximados
(aproximando a integral de interesse por uma integral que possua solucao analitica),
métodos de quadratura (aproximando a soma desconhecida representada pela integral
por uma soma conhecida) ou 0s mais recentes métodos que utilizam algoritmos MCMC.
Uma justificativa para a ultima é fornecida por Rossi et al. (2005), visto que como a
aproximacdo normal assintética para a funcao de verossimilhanca funciona muito bem,
a construcao de um algoritmo MCMC que utilize as vantagens desta aproximacao
poderia apresentar resultados também satisfatérios. Veja o seguinte trecho citado pelos

autores:
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“Experience with the Multinomial Logit likelihood is that the asymptotic
normal approximation is excellent. This suggests that Metropolis algorithms
based on the asymptotic approximation will perform extremely well. We also

note that the Multinomial Logit likelihood has exponential tails (even without
the normal prior) and this should provide very favorable theoretical
convergence properties”’
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3.5 Conceitos Iniciais sobre os Algoritmos MCMC

Os MCMCs sdo métodos de simulacao iterativos, originados sob os principios
de uma Cadeia de Markov. Segundo Gamerman e Lopes (2006), uma Cadeia de Markov
é definida como um conjunto de variaveis aleatoigsX, ..., X), que constituem um
processo estocastico, cujo proximo estado da cadgig,)( depende apenas e
exclusivamente do estado anteri@y ). Em termos probabilisticos, a distribuicdo ou a
probabilidade condicional dE,,,; dado todos os demais valores anteriores, depende

apenas dg,, ou seja:
P(Xk+1 € Ale,Xk_l, ""Xl'XO) = P(Xk+1 € AIXk)

Este tipo de processo estocéstico € conhecido como processo sem memoéria
(memoryless process), visto que o estado futuro depende apenas do estado presente,
sendo o passado desprezado. Mais especificamente, se a probabilidade de transicdo
independe do tempo, dado um espaco de estado (discreto) finito, definido como

A = {xq,x,, ..., X}, para qualquekX,,, pode-se escrever:
P(Xys1 = Xp41|Xy = ) = P(X1 = 211Xy = x0) = pyj

Ondei e j representam quaisquer estados pertencentes ao espaco de estado de A
Note que nestas situacdes € preciso especificar um valor para o estado inicial da cadeia.
Denota-se poP(i,j) a matriz de probabilidades de transi¢cdo entre quaisquer es&dos i
j, paraiej=1,2,3,..., k pertencentes ao espaco de estado A

Pi=1j=1 Pi=1j=2 -+ Pj=1j=k
P(i,)) = oo
Pi=k,j=1 Pi=kj=2 - D=y j=k
A matriz P(i, ) retrata as probabilidades de mudancga entre os estados da cadeia
apenas no primeiro passo (ou na primeira iteracdo), ou sefa,-deX, ;. No entanto,
pode haver o interesse no conhecimento de tais probabilidades a R passos no tempo, ou
seja, deXy = Xy4q,0u X = Xpy3,...,ouX, = X, r. Pelas equagbes de Chapman-

Kolmogorov e conforme pode ser provado por indugdo matematica, tem-se que:
P(i,))® =P, HR
Definindo =, como o vetor de probabilidades (ou a distribuicdo) associado ao

estado inicial da cadeia e baseado no resultado anterior, chega-se a seguinte associagao:
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Ty =Ty P(i'j)l

T, =Ty P(i'j)z

TTgp = Ty P(i'].)R

Note que a cada iteragdo a distribuicdo dos estados da cadeia passa por uma
transformacdo. Quando o numero de iteracdes é suficientemente grande (tendendo ao
infinito) a cadeia de Markov converge para uma distribuicdo estacionaria, invariante ou
de equilibrio. No contexto da inferéncia Bayesiana, a distribuicdo estacionaria
representa a distribuicdo de interesse. Para que isso ocorra, a cadeia deve ser ainda:
homogénea, irredutivel e aperiddica.

Uma cadeia € homogénea se as probabilidades de transicdo de um estado para
qualquer outro independe do tempo (probabilidades de transicdo constantes). Quando
em um movimento de qualquer estado para outro existir uma probabilidade de transicao
ndo nula, diz-se que a cadeia é irredutivel e que, portanto, havera comunicacao entre

todos os seus estados. A propriedade de irredutibilidade garante que:
lim 7, P, NER=mn
nP(i,j)=nm

Por estas notacfes, conclui-se porque a distribuicdo estacionaria € também
conhecida como invariante, visto que com o aumento do numero de iteracdes, a partir de
qualquer distribuicdo inicial chega-se a distribuicdo estacionaria. O mesmo acontece se
partir da distribuicdo estacionaria. Por fim, uma cadeia é dita aperidédica quando ela n&o
se prende a ciclos (TIERNEY, 1994).

Se uma cadeia de Markov atende a estas trés condicbes (sendo homogénea
irredutivel e aperiddica), € também denominada como ergddica. O conceito de
ergodicidade é muito importante para a solucdo dos problemas de integracao presentes
no contexto da inferéncia Bayesiana. Se uma cadeia € ergddica, é possivel, por exemplo,
utilizar sua média amostral para estimar o respectivo valor esperado da distribuicdo de
interesse, e assim sucessivamente para as demais funcbes (GAMERMAN; LOPES,

2006). Ou seja:

R
1
lim EZBU = En:[.Bi]ri = 1,2, v, T
=1

R—>o
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R

1
I%I—I;EIOE h(.Bl]) ~ En’[h(ﬁl)] A=12,.,r
j=1

Tais resultados, se uma cadeia é ergodica, podem ser provados de acordo com a

lei forte dos grandes numeros, e convergem quase certamente (isto €, com probabilidade
igual a 3 quando R tende ao infinito (FELLER, 1968).

Destaca-se ainda que a ergodicidade de uma cadeia de Markov pode ser
uniforme ou geométrica. Segundo Tierney (1994), uma cadeia é geometricamente
ergodica se existe um valor constante fegl A < 1 e também uma funcad (x), tal

que:
|P(i,)R — ()| < M(x)AR

SeM independe de, a ergodicidade é uniforme. O referido autor afirma que o
menor valor del que satisfaca a desigualdade, é conhecido como taxa de convergéncia.
Taxas de convergéncias geométricas implicam em rpida convergéncia, sem a
necessidade de muitas iteracdes, por isso, sao desejaveis. Ainda segundo Tierney

(1994),“Uniform ergodicity implies geometric ergodicity which impliega®&licity .
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3.5.1 Aspectos Computacionais sobre os Algoritmos MCMC

No aspecto computacional, a implementacdo de algoritmos MCMC em
softwares estatisticos exige o estabelecimento de alguns critérios. Naturalmente, &
preciso definir um ndimero de iteracbes R para que as propriedades das cadeias e,
conseguentemente, sua convergéncia seja alcangadarocesso de simulacdo, as
primeiras iteracdes sofrem a influéncia do estado inicial da cadeia e, portanto, devem
ser desprezadas. Isto € realizado por meio da especificagdo de um argumento
denominado Burrin, ou numero de iteracdes que precisam ser eliminadas para que

ocorra 0 aguecimento da cadeia.

Devido a dependéncia entre os estados de uma cadeia de Markov, as amostras
geradas por métodos MCMC néo serdo independentes e possuirdo uma estrutura de
autocorrelacdo. Para minimizar tal efeito, especifica-se o termo thinning (ou
simplesmente thin), que indica um espacamento entre as iteracfes armazenadas,
implicando que as amostras simuladas serdo selecionadas a cada thin iteragbes
(GAMERMAN, 1997). Este argumento visa reduzir o grau de autocorrelagdo da
amostra, no intuito de que esta seja a mais aleatdria possivel, pois muitas versdes da lei
forte dos grandes numeros assumem independéncia entre as observacfes. No entanto,

Rossi et al. (2005) afirmam:

“As long as the dependence is not pathologically
strong, then the intuition behind the law of large numbers still goes through.”
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3.5.2 Independence Metropolis Hasting

Os dois principais algoritmos MCMC utilizados em estudos de inferéncia
Bayesiana sdo o amostrador de Gibbs ou Gibbs sampler (GEMAN; GEMAN, 1984) e o
Metropolis Hasting, desenvolvido por Metropolis et al. (1953) e aprimorado por
Hastings (1970). A principal distingcdo entre os dois métodos € que o amostrador de
Gibbs é indicado para gerar uma amostra da distribuicdo a posteriori de interesse,
quando a distribuicdo condicional completa a posteriori dos parametros possui uma
forma conhecida, isto é, semelhante a algum modelo de probabilidades documentado na
literatura. Caso contrario, se a forma da condicional completa for desconhecida ou se 0
processo de amostragem a partir desta for muito complexo, o algoritmo mais indicado é
0 Metropolis Hasting, que utiliza distribuicbes candidatas para 0 processo de

amostragem.

Neste trabalho sera detalhado e utilizado o algoritmo Independence Metropolis
Hasting (um caso especialdo algoritmo de Metropolis), devido & estratégia
desenvolvida por Zellner e Rossi (1984), que envolve o emprego de uma distribuicdo

candidata t-Student multivariada.

Este algoritmo MCMC esta disponivel no pacote bayesm do software livre R, via
funcdo rmnlindepMetrop. A distribuicdo candidata utilizada é uma distribuicdo t-
Student k-variada (simétrica e pertencente a classe de distribui¢cdes elipticas), com v
graus de liberdade e parametros de locacdo e escala, respectivamente, ugeids a

Sua funcéo densidade pode ser escrita conforme (21):

v+k
p(ylv,wx) = F( 2 ) pe

r (%) V3 3 IZI% [1 +%(3’ Wy - ”)]T

1
p()’l”: " Z) X k+v

12[2 [1 + % -wrz - u)]T

1 O amostrador de Gibbs e o Independence Metropolis Hasting sdo easasigres do algoritmo
original de Metrolopolis Hasting. Além disso, um terceiro caso partiéutaalgoritmo conhecido como
Random-Walk Metropolis Hasting (ou passeio aleatorio).
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Analogamente, para os estudos de CBCA, Rossi et al. (2005) sugerem que o
vetor de parametros do modelo Logit Multinomial seja gerado de acordo com a seguinte
especificacdo d@ ~ MSt,.(v = 6,u = B,A = H"). Reescrevendo (21) e substituindo
0s parametros, tem-se:

r+6
p(Blv. B H) < |H'1Z[6+ (B B) H* (B—B)| *

Repare que o Independence Metropolis Hasting utiliza (implicitamente) a
densidade conjunta a posteriori em (14) como distribuicdo candidata ou como uma
funcdo de importancia. No entanto, sdo procedidas algumas modificacbes para
transforméa-la em uma t-Student r-variada, o que contempla a inclusdo do patgmetro
necessario para tornar a distribuicdo candidata mais densa ou com caudas mais pesadas
do que a distribuicdo de interesse. Esta é a estratégia proposta por Zellner e Rossi
(1984). Dado que X e Y sdo duas variaveis aleatorias, define-se uma terceira variavel Z

conforme o0 esquema a seguir:
X~N(0, A=H")
Y ~ x5

X X —
Ttu = Z= T+ B

&) (&)

Z~MSt(v=6u=pBA=H")

7 =
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Rossi et at. (2005) sugerem que a escolha ke entre 5 e 15. Valores muito
pequenos, como 4 ou menos, implicariam em uma distribuicAo com um pico ou com
“ombros” extremamente estreitos, o que resultaria em uma fun¢do de importancia ruim.

O valorv = 6, é 0 sugerido e implementado como default no pacote bayesm pelos

autores.

Como mencionado anteriormente, prova-se pela lei forte dos grandes numeros
gque a média da distribuicdo estacionaria converge quase certamente para o valor
esperado da distribuicdo de interesse, se a cadeia € ergddica (0 mesmo vale para as sua:
respectivas funcgdes). A confiabilidade destes resultados também estd associada a
escolha da distribuicdo candidata para o algoritmo MCMC. Em geral, estes resultados
sao validos apenas se a distribuicdo candidata possuir 0 mesmo suporte da distribuicao
de interesse. Um detalhe importante é que se a distribuicdo candidata deve possuir
caudas mais densas que a distribuicdo de interesse, caso contrario, os valores da cadeia
serdo rejeitados com maior frequéncia, diminuindo a eficiéncia do algoritmo e
aumentando a autocorrelacdo entre as amostras. Além disso, as estimativas obtidas pela
média amostral da distribuicdo estacionaria tenderdo a possuir variancia infinita (CHIB;
GREENBERG, 1995 GEWEKE, 1989). Portanto, deve-se atentar a escolha da
distribuicdo candidata, visando sempre que esta possua caudas mais densas do que a

distribuicao alvo.

Apresentaremos a seguir algumas observacbes a respeito da utilizacdo do
enfoque Bayesiano (priori, aproximacéo de Laplace, posteriori, algoritmo Independence
Metropolis Hastiny para a analise da CBCA, baseado nas condicdes mencionadas

anteriormente.

1 - Devido ao aumento do tamanho da amostra os valores simulados da
distribuicdo a posteriori dos parametros tendem a se concentrar em torno de seus
verdadeiros valores paramétricos, ou seja, assintoticamente a distribuicdo a priori nédo
possui influéncia no processo inferencial. Veja no trecho a seguir a explicacdo de Rossi
et al. (2005):

“As nincreases, the posterior concentrates more
and more mass in the vicinity of the ‘true’ value of . The likelihood term dominates
the prior and the prior becomes more and more uniformpearance in the region in
which the likelihood is concentrating. Thus, the prior has nmpyic influence and

the posterior starts to look MORE AND MORE NORMA(S)~ N,(B,% = [H*]™1)”

2 - Segundo Gamerman e Lopes (2006), ao tomar uma aproximacao de Laplace

para a funcao de verossimilhangaima priori pouco informativa (aproximadamente
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constante), a moda da densidade a posteriori, simulada via MCMC, ir4 convergir para
os estimadores de Maxima Verossimilhanca (neste caso de Maxima Verossimilhanca
Parcial). Naturalmente, com o aumento do tamanho da ammstraistribuicdo a
posteriori se aproximando mais e mais de uma Nommagdia, mediana e moda seréo

estimadores Bayesianos equivalentes.

3 - Rossi et al. (2005) informam que realizaram diversas simulagbes com o
Independence Metropolis Hasting baseado na aproximac¢ado normal assintética, inclusive
com pequenos tamanhos de amostra, e concluiram que os resultados ainda foram

satisfatorios. Veja o trecho citado por estes autores

“Even in this extreme case, the actual
posterior is only slightly skewed to the left from the asymptotic
approximation.”

4 — No que se refere as propriedades de convergéncia do MCMC Independence
Metropolis Hasting, o fato de utilizarmos uma priori normal facilita a obtencédo de

algumas propriedades desejaveis. Conforme Rossi et al. (2005):

“The theoretical properties of MCMC methods are quite appealing. For
many algorithms and problems, especially with normal priors, it is easy to
establish ergodicity and even stronger results such as geometric rates of
convergence and uniform ergodicity”

5 - O fato da distribuicdo a posteriori conjunta ser aproximadamente uma normal
r-variada (devido a aproximacado de Laplace para a funcdo de verossimilhanca e uma
priori normal), garante que sua densidade possua caudas exponenciais. Distribuicbes
com caudas exponenciais favorecem a obtencdo de excelentes propriedades de
convergéncia para a cadeia de Markov (ergodicidade geométrica), mesmo que
distribuicbes a priori normais nao sejam utilizadas. Jarner e Tweedie (2003aprova
que as caudas exponenciais para a distribuicdo a posteriori sdo restricdes necessarias
para a ergodicidade geométrica em alguns MCMCs. Flajolet e Soria (1993) explicam
gue esta caracteristica da distribuicao, além de influenciar para uma rapida convergéncia
(com taxas geométricas) do MCMC garante que valores muito diferentes dos que

seriam esperados ocorram com probabilidade extremamente baixa.

6 - Os resultados obtidos serdo validos apenas se a distribuicdo a posteriori dos
parametros for uni-modal (TIERNEY; KADAME, 1986).

7 - A abordagem descrita funciona muito bem se a funcéo de verossimilhanca

apresentar uma forma globalmente cbncava, como € o caso do modelo Logit
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Multinomial. Além disso, Rossi et al. (2005) aconselham o0 seu uso apenas para

problemas em que a dimensao do vetor de parametros varia entre 2 e 20.
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3.5.2.1Funcionamento do Independence Metropolis Hasting

Para explicar o funcionamento do algoritmo Independence Metropolis Hasting
consequentemente o procedimento de geracdo das amostras da distribuicdo a posteriori
de interesse, denotaremos a distribuicdo candidata t-Studey(33g8?). E importante
relatar que a distribuicdo candidata deve ser uma funcdo densidade de probabilidade, ou
seja.f q(B*1B) dB* = 1.

Suponha que a cadeia de Markov esteja no estado ificialB,, cujos valores
parafB, podem ser definid3% arbitrariamente. Gera-se uma amodgttapor meio da
distribuicdo candidatg(*|8"), que serd aceita com uma determinada probabilidade
a(Bt, B*), também conhecida como a probabilidade da cadeia se mover (probability of

move).

\ (. m(B) q(BY| B7)
@65 = min (1' =) q(ﬁ*wt))

Acima temos o célculo de (B, f*) para o algoritmo original de Metropolis
Hasting. No entanto, a principal diferenca deste para o Independence Metropolis
Hasting é que se considera que os valores geradag fdB’) séo independentes do
valor atual da cadeia, 0 que garante que a estrutura de autocorrelacdo entre as amostras
seja menor do que a exibida por outros algoritmos. Aplicando conceitos basicos de
probabilidade condicional, é possivel entdo escreggf, 5*) da seguinte forma:

q(B%. B9
(B | q(B")
n(BY) [4(B*,BY)

q(BY)

q(BY) 9(B")
(B) | q(B)
'm(BY) [q(B*) a(BY)

q(B%)
n(B*) q(ﬁt)>

a(Bt,B*) = min| 1,

a(Bt, B*) =min| 1

‘(B4 q(B*)

Apos calculara(Bt, *), um valor aleatério proveniente de uma distribuicéo

a(Bt, B*) = min <1

uniforme com suporte entre 0 e 1 é gerado, ou Bejal/nif (0,1). Se constatado que

% Geralmente os softwares estatisticos utilizam as estimativas de Maxima Vimassian dos
parédmetros como os valores iniciais.
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u < a(B,B*) entdopt*! = p*. Caso contrario, ocorre a rejeicdo ffee tem-se que
pttl = B,. Posteriormente, incrementa-se o tenpe t + 1 e repete-se o referido

procedimento R vezes.
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3.6 Critérios de Convergéncia

A primeira forma de se avaliar a convergéncia de uma cadeia de Markov,
embora ndo seja a mais recomendada, é por meio de métodos informais, como sugerem
os autores Gelfand e Smith (1990), via andlise grafica da trajetoria da cadeia durante o
processo iterativo. Neste sentido, a partir de um determinado nimero de iteracdes, se for
possivel observar que o comportamento da cadeia de Markov é similar ao
comportamento de um processo estacionario, entdo pode-se concluir sobre sua

convergéncia.

A segunda forma e a mais indicada na literatura envolve a utilizacéo de critérios
estatisticos para diagnosticar a convergéncia das cadeias. Dentre estes critérios
destacanseos de Heidelberg e Welch (198&eweke (1992), Gelman e Rubin (1992)

e Raftery e Lewis (1992). Além das referéncias citadas, em Cowles e Carlin €.996),
Nogueira et al. (2004), é possivel encontrar uma revis@dscussdes sobre estes
critérios. Descreve-se a seguir, sucintamente, os dois critérios empregados neste

trabalho, o critério de Raftery-Lewis e de Geweke.

O critério de Raftery-Lewis oferece cinco resultados interessantes: i) a
estimativa do numero total de iteracdes para que ocorra a convergéncia da cadeia na
distribuicdo estacionaria, ii) 0 numero de Bimniii) o nimero de thin, iv) o numero
minimo ou o tamanho da amostra piloto (Lower-Bound) e v) o fator de dependéncia,
calculado como o quociente entre a amostra de tamanho minimo e o namero total de
iteracOes estimadas. Se o fator de dependéncia for superior a 5, tem-se um indicativo de
que a cadeia nédo alcancou a convergéncia. O valor de Lower-Bound ou da amostra
piloto pode ser calculado conforme em (22) (RAFTERY; LEWIS, 1992):

o= [o1(552) 252

> " (22)

Em gque usualmente q = 0,025, r = 0,005, s = 0,95 & ¢é o inverso da fungdo de

distribuicdo acumulada da normal padréo.

O critério de Geweke, com uma determinada probabilidatiesta a hipotese de
gue a média da primeira parte da cadeia de Markov € estatisticamente igual a ultima
parte. Normalmente, tomam-se as primeiras 10% e as Ultimas 50% observactes

simuladas. O procedimento consiste em um teste de médias baseado na diferenca entre
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as médias amostrais da primeira e da ultima parte da cadeia, ou sejg, enige Por
métodos padrdes de analise espectral estimam-se variancias assi$j@ifasem que
5(_) € a densidade espectral estimada da série de cada parte da cadeia de Markov. Log

tem-se a seguinte estatistica (GEWEKE, 1992):

Xqg — Xp

~ N(0,1)

() - Ge)
Ng Ny

Tais procedimentos podem ser realizados em varios softwares estatisticos. Em
alguns destes é possivel obter estas conclusées em outputs (saida) de resultados, comc
ocorre nos PROCs (procedimentos) do software SAS (Statistical Analysis System, SAS
Institute Inc.). O software livre R possui pacotes especificos para a obtencdo destes
diagnésticos, dentre os quais destacamos o BOA (Bayesian Output Analysis) e o CODA

(Convergence Output Diagnostic Analysis) (BEE&fTal,, 1996). Em Albert (2009),
pode-se encontrar 0s scriptas explicacdes para a programacao em R.
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3.7 Medidas Adicionais

O Erro de Monte Carlo, segundo Sorensen et al. (1994), representa a variancia
de Monte Carlo para os estimadores Bayesianos ou, em outras palavras, a acuracia ou a
qualidade dos resultados aproximados (visto que os métodos MCMC oferecem
resultados aproximados para algumas integrais), informando o quanto as estimativas
Bayesianas podem variar de acordo com a dimenséo da cadeia de Markov (numero de
iteracdes). Conforme Van Tassel e Van Vleck (1996), o Erro de Monte Carlo é
considerado pequeno se o seu valor somado a estimativa Bayesiana dos coeficientes nédo
alterar o valor desta até a segunda casa decimal. Ainda segundo os referidos autores,
baixos valores para o Erro de Monte Carlo sdo bons indicadores de que houve a
convergéncia da cadeia de Markov. Este indicador pode ser calculado conforme

apresentado em (23):

S R=1 . _(—2 1 ZR=1 . _—2
E.M.C.=Var[g(p)] = [1 g(ﬁ;) gﬁ)] - 2 %] g(ﬁ,R) 9]

S 1
E.M.C.=Var[g(B)] = Eaz(ﬁ) = a(B) (23)

VR

Em ques(B) representa o desvio-padréo a posteridienumero de iteragdes.

A segunda medida, denominada como Fator de Ineficiéncia ou Tempo de
Autocorrelacdo Integrado (Integrated Autocorrelation Time), segundo Green e Han
(1992), indica o quanto a eficiéncia da cadeia de Markov é afetada pela autocorrelacao
presente entre as observacdes simuladas. Além disso, outra intepretacdo para essa
medida é a quantificagdo de quanto a variancia de uma estimativa (geralmente da média
a posteriori) aumenta devido ao fato da amostra ndo ser aleatoria. Logo, quanto menor o
valor defr mais precisa seréa a estimativa obtida. O célculo para o Fator de ineficiéncia
€ apresentado em (24):

- S m+1—j
fe=14 ) ()2, (2%
j=1
Em que m € o nimero de defasagens Jlatiizadas para o calculog € o coeficiente

de autocorrelacdo estimado na defasagem j.
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Normalmente o célculo d¢, é baseado no truncamento da soma em um
determinado valor de m, que deve ser no minimo 100. Rossi et al. (2005) explicam que
a estrutura de autocorrelacdo de uma cadeia pode apresentar lags significantes apos a
defasagem de ordem 100 e que, em contra partida, o uso de todas as R iteracdes pode
conduzir a estimativas tendenciosas e néo consistentgs Aeestimativa defy pode
ser obtida pela funcdo numEff do software R, disponivel no pacote bayesm. N

programacéao default, calcula-se m como:

m = min [dim(ﬁ), %,/dim(ﬁ)]

A escolha do numero de graus de liberdagepéra a distribuicdo candidata t-
Student multivariadé baseada na minimizacao do Fator de Ineficiéncia. Por isso, como
mencionado anteriormente, Rossi et al. (2005) afirmam que quwawdoa entre 5 e
15, tem-se os melhores resultados para o Independence Metropolis Hasting. Um fato
curioso é que escolher pardmetros que minimizem o fator de ineficiéncia € o mesmo que
maximizar a eficiéncia numérica relativa, um terceiro critério, porém similar, que

também pode ser encontrado na literatura de inferéncia Bayesiana.
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3.8 Principais Vantagens do Enfoque Bayesiano

A metodologia Bayesiana oferece algumas vantagens em relacdo a Frequentista,
sendo a mais notdria associada a possibilidade de se incluir na analise esttistica,
informac&o adquirida a priori a respeito dos parametros em estudo. Tal abordagem
apresenta ainda maior flexibilidade em relacdo ao numero de observacdes (tamanho da
amostra), uma vez que diferentemente de como ocorre em andlises estatisticas classicas,
na inferéncia Bayesiana ndo ha nenhuma restricdo ou conceito envolvido quanto aos
graus de liberdade, ou seja, 0 niumero de parametros a serem estimados nao precisa ser
necessariamente menor que o numero de observacdes. Além disso, o fato de
considerarmos 0s parametros envolvidos como variaveis aleatorias minimiza o viés
associado as estimativas (BARRETO; ANDRADE, 2004 e SILVA et al., 2006).

Outra vantagem desta metodologia é a possibilidade de se obter os chamados
intervalos de credibilidade. Eles sdo semelhantes aos intervalos de confianca (da anélise
convencional), porém, sao representados pelos quantis da distribuicdo a posteriori
marginal do parametro de interesse. Logo, ndo é necessario o uso de aproximacdes e,
ou, variancias assintoticas pa@asua construcdo, o que € comprovadamente uma
vantagem em relacdo aos intervalos classicos de confiad@AGAN, 1994
BARRETO; ANDRADE, 2004 e SILVA et al., 2006). Em outras palavras, os intervalos
de credibilidade sdo construidos especificamente para os parametros (que séo tratados

como variaveis aleatorias).

Um intervalo C = (L, U), com limite inferior L e limite superior U sera um
intervalo de credibilidadé00(1 — a)% paraB;, comi=1,2, ..., r, sB[f; € C] >

1 — «¢. Matematicamente:

U
f n(B)dpi=1—-«a
L

Em quer(pB;) € a funcéo densidade de probabilidade a posteriorgpara

Logo, com um mesmo grau de credibilidade, é possivel estabelecer infinitas
regibes para o parametro de interesse. E comum em trabalhos de inferéncia Bayesiana
apresentar os quantis de 2,5%, 50% e 97,5%. Uma alternativa também empregada sao
os intervalos HPD (Highest Probability Density), definidos por Bernardo e Smith

(1994) como os intervalos de maior densidade e mais curtos. Portanto, quanto mais
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estreito for o intervalo HPD, maior sera a credibilidade ou a certeza a resggito de
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Descricdo do Conjunto de Dados

Neste trabalho, optou-se por estabelecer tratamentos hipotéticosl2 Os
tratamentos foram constituidos pela combinagdo em um fatorial completo de trés
fatores, dois com dois niveis cada e o terceiro com trés niveis. Para os fatores com dois
niveis, a codificacdo ocorreu por meio de variaveis Dummy (0 e 1) e, para o fator com
trés niveis como 0, 1 e 2, conforme apresentado na Tabela 3. Para a variavel dependente
(escolhas), estabeleceu-se o0 numero de vezes que cada tratamento foi escolhido,
conforme apresentado na Tabela 4. Especificamente para esta situacéo, cossalerou-
abordagem basica da CBCA, em que cada avaliador escolhe apenas um Unico
tratamento (ndo mais de um ou nenhum destes). Definiu-se o tamanho amostral (niGmero
de avaliadores hipotéticos) como n = 96, que de acordo com MacFie et al. (1989), é
suficiente para estimar de modo n&o-viesado os efeitos principais dos trés fatores em
estudo (Ver no apéndice A que o referido delineamento para 12 tratamentos indica n =
48). Esta etapa foi desenvolvida com o auxilio do software livre R, utilizando @ pacot

Conjoint e a funcéo caFactorialDesign.

Tabela 3 - Fatores, niveis e codificacdo

Fatores A B C
vaeIS al az ag b1 bz C1 CZ
Codificagao 0 1 2 0 1 0 1

Tabela 4 - NUmero de vezes em gque cada tratamento foi escolhido.

Tratamento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| Total
NUmerode Escolha 10 5 2 16 7 13 9 3 4 14 7 6 96

Por ser um estudo hipotético n&o foi utilizado nenhum tipo de delineamento

fatorial para reduzir o numero de tratamentos. No entanto, vale ressaltar que em
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situacOes reais tal abordagem poderia ser utilizada no intuito de &Védiga dos
avaliadoresNa Tabela 5 sdo apresentadas todas as possiveis combina¢cdes entre os
niveis de cada fator e, consequentemente, as caracteristicas especificas que compdem

cada um dos 12 tratamentos avaliados.

Tabela 5 - Tratamentos avaliados em um Esquema Fatorial Completo

Tratamento A B C
1 a; b, C1
2 a, b, Cy
3 as b, C1
4 a; b, C1
5 a, b, Cy
6 as b, C1
7 a; b, Cy
8 a, b, Cy
9 as b, Cy

10 a; b, Cy
11 a, b, Cy
12 as b, Cy

Na Tabela 6, é apresentada a estrutura geral do conjunto de dados utilizado para
o ajuste do modelo Logit Multinomial, pelas abordagens Frequentista e Bayesiana da
CBCA. Apenas para recordar, o valor 1 na variavel Escolha implica que aquele

tratamento foi escolhido pelo avaliador. Os demais n&o escolhidos recebem o valor O.
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Tabela 6 - Organizacao do conjunto de dados para os estudos de CBCA

Escolha

C

A

Avaliador Tratamento

10
11
12

10
11
12

96
96
96
96
96
96
96
96
96
96
96
96

10
11
12
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4.2 Resultados Frequentistas para Choice-Based Conjoint
Analysis

Esta etapa foi realizada com o auxilio do software livre R por meio do pacote
survival, via funcéo clogit. Antes de analisar os resultados associados a estimacdo dos
parametros do modelo Logit Multinomial, avalisea adequacdo do modelo aos dados
Foram utilizadas algumas medidas de comparacdo e escolha de modelos, ou seja,
comparou-se por meio destas o modelo com a presenca das covariaveis (completo) com
um segundo modelo (reduzido), que apresentava apenas o intefgeptngo variavel
explicativa. As medidas utilizadas foram a estimativa do logaritmo da verossimilhanca
de cada modelo, avaliada em seu ponto de maximo, vezes -2 (-2log L), o Critério de
Informacédo de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974 AKAIKE, 1987) e o Critério Bayesiano
de Schwars (SBE) (SCHWARS, 197& SCLOVE, 1987), conforme apresentados na
Tabela 7.

Tabela 7 - Comparacao de modelos sem e com a presenca de covariaveis

o Modelo Sem Modelo Com
Critério o o
Covariaveis Covariaveis
-2Log L 1353,457 1333,711
AlIC 1355,457 1339,770
SBC 1360,506 1354,919

Notou-se que o modelo parametrizado (completo ou com a presenca das trés
covariaveis) apresentou menores valores de -2Log L, AIC e SBC. Isso implica que
mesmo com um maior numero de parametros, 0 que 0 torna menos parcimonioso, 0
modelo completo estd mais proximo de um modelo tedrico ideal, ou em outras palavras,
que representa satisfatoriamente o mecanismo da geracdo dos dados. Logo, encluiu-s

que a influéncia das covariaveis foi significativa.

Um segundo resultado oferecido foram os testes assintéticos da Razédo de
Verossimilhancas, Wald e Score. Nestes procedimentos, a estatistica do teste tem
distribuicdo qui-quadrado em grandes amostras e a hipdtese nula é de que os

coeficientes paramétricos sao iguais a zéfg §, = B, = f; = 0). Portanto, a sua

! Também conhecido como Critério de Informag&o Bayesiano (BIC yisian Information Criterion)
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rejeicdo implica que pelo menos um destes difere de zero ou é significativo. O nivel de
significancia &) adotado foi de 5%\a Tabela 8 estdo apresentados os resultados para

estes testes (graus de liberdade, valor da estatistica qui-quadrado e valor-p).

Tabela 8 - Testes de hipéteses globais para os trés coeficientes do modelo

Testes G.L Xo=3 valor-p
Razé&o de Verossimilhang: 3 19,69 0,000197

Wald 3 18,88 0,00029C

Score 3 19,42 0,000224

Como o valor-p associado aos trés testes foi inferior a 0,05, rejeitou-se a
hipétese nula a 5% de probabilidade. As estimativas pontuais Frequentistas para os
parametros do modelo Logit Multinomial e o teste de Wald para a significancia dos

coeficientes estimados estdo apresentados na Tabela 9.

Tabela 9 - Estimacado dos parametros do modelo pela abordagem Frequentista e o teste

de Wald.

Fator Estimativas dosf’'s Erro Padrdo Z valor-p
A -0,3842 0,1296 -2,964 0,00304*
B 0,6466 0,2149 3,009 0,00262*
C -0,2091 0,2052 -1,019 0,30832

* Significativo a 5% de probabilidade

Verificou-se pela Tabela 9 que os fatoré&” e “B” influenciam
significativamente a escolha do consumidor no momento da escolha do tratamento

(valor-p< 0,05) e que o fatotC” nao (valor-p > 0,05).

AplOs obter as estimativas pontuais dos parametros do modelo Logit
Multinomial, foram estimadas as probabilidades de escolha associadas a cadaJum dos
= 12 tratamentos avaliados. Novamente, ressalta-se que este € um estudo hipotético,
cujo delineamento fatorial utilizado foi o do tipo completo, no qual todos os tratamentos
sdo avaliados. No entanto, se este fosse um estudo real, e um delineamento fatorial
fracionado tivesse sido empregado utilizando-se, por exemplo, apenas 6 tratamentos
(1/2 dos tratamentos), ap0s o conhecimento das estimativas pontuais dos parametros

seria possivel estimar as probabilidades dos medmds2 tratamentos (inclusive dos 6
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tratamentos que nado tivessem sido avaliados), visto que as utlidades e
consequentemente, as probabilidades de escolha séo calculadas baseadas no modelo qut
define uma combinacéo linear dos par@metros. Esta € uma das principais vantagens da
metodologia CBCA em relacdo a uma analise, por exemplo, de frequéncias ré\&tivas.
Tabela 10 estdo apresentadas as probabilidades estimadas pelo modelo Logit
Multinomial (Prob. Est.) e também as probabilidades observadas (Prob. Obs.), obtidas
por meio das frequéncias relativas de escolhas.

Tabela 10 - Probabilidades observadas e estimadas pelo modelo Logit Multinomial

Tratamento A B C Prob. Obs. Prob. Est.
1 a, b, c, 0,1041 0,0884
2 a, b, Cy 0,0520 0,0602
3 as b, Cy 0,0208 0,0410
4 a, b, () 0,1666 0,1689
5 a, b, C 0,0729 0,1150
6 as b, cy 0,1354 0,0783
7 a b, c, 0,0937 0,0717
8 a, b, c, 0,0312 0,0488
9 as b, c, 0,0416 0,0332
10 a; b, Cy 0,1458 0,1370
11 a, b, c, 0,0729 0,0933
12 as b, c, 0,0625 0,0635

Verificou-se que para os tratamentos avaliados, as probabilidades estimadas e
observadas foram muito préximas, apresentando diferencas numéricas de ordem
decimal. Apenas para os tratament@tsconstataram-se diferencas um pouco maiores,
explicadas devido ao fato das probabilidades observadas estarem sujeitas a fatores

aleatdrios nao controlaveis no estudo.

Por fim, foram avaliadas as Razdes de Escolhas (R.E.), no intuito de verificar
quais os niveis de cada fator atrairam mais a atencado ou foram probabilisticamente

preferidos pelo consumidor na escolha do tratamento.
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Razao de Escolha para os niveis do fator A:

P(Y,=1) ~0,08848

RE(1,2) = = =
1.2) P(Y, =2) 0,06026

1,46

Mantendo-se fixos os niveis dos fatoBegh;) e C ¢,) e modificando apenas os
niveis do fator A ¢, paraa,), pode-se concluir que o tratamento 1, com niyelé
1,4683 vezes mais provavel de ser escolhido do que o tratamento 2, cujé mivel
Repare que o mesmo resultado poderia ser obtido se fossem comparados os tratamentos
4e5,7e8ou 10e11l.

P(Y,=1) 0,08848 _
P(Y, =3) 0,04104

RE(1,3) = 2,15

Mantendosefixos os niveis dos fatores B,| e C ¢;) e modificando apenas os
niveis do fatorA (a, paraas;), pode-se concluir que o tratamento 1, com niyelé
2,1559 vezes mais provavel de ser escolhido do que o tratamento 3, cujé mjvel
Repare que o mesmo resultado poderia ser obtido se fossem comparados os tratamentos
4e6,7e9ou 1l0el2.

Por meio destes dois resultados ja foi possivel concluir que o tratamento com
nivel a, (tratamento 1) foi probabilisticamente preferido pelo consumidor em relacao

aos demais (tratament@d), com niveis, respectivaments, e a;.

P(Y,=2) 006026

RE(2,3) = - _
23) P(Y,=3) 0,04104

1,46

Mantendosefixos os niveis dos fatores B,} e C ¢,) e modificando apenas os
niveis do fator A ¢, paraas), pode-se concluir que o tratamento 2, com niyelé
1,4683 vezes mais provavel de ser escolhido do que o tratamento 3, cujasnivel
Repare que o mesmo resultado poderia ser obtido se fossem comparados 0s tratamentos
5e6,890ullel?.
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Razao de Escolha para os niveis do fator B:

P(Y,=1) ~0,08848

RE(L4) = P(Y,=4) 0,16892

0,52

Como RE(1,4) foi menor do que 1, isso implica que a Probabilidade de se
escolher o tratamento 1 é menor do que a probabilidade de se escolher o tratamento 4,
neste sentido, torna-se mais interessante avaliar essa razado conforme apresentado

abaixo:

1 P(Y,=4) 016892 )
RE(41) P(Y,=1) 008848 '

RE(4,1) = 90

Logo, mantendae fixos os niveis dos fatore& (a,) e C ¢;) e modificando
apenas os niveis do fat®r(b, parab,), pode-se concluir que o tratamento 4, com nivel
b,, € 1,9091 vezes mais provavel de ser escolhido do que o tratamento 1, cam nivel
Repare que o mesmo resultado poderia ser obtido se fossem comparados os tratamentos
5e2,6e3,10e7,11e80ul2e 9.

Razdao de Escolha para os niveis do fator C:

Embora o fatorC ndo tenha sido significativo (o que torna este resultado
desprezivel, visto que a mudanca de niveis nédo ira influenciar para maior aceitacdo do
tratamento) também apresentaremos e interpretaremos a Razdo de Escolhas para este
fator.

P(Y,=1) 0,08848 _
P(Y,=7) 007179

RE(1,7) = 1,23

Mantendose fixos os niveis dos fatords (a,) e B ;) e modificando apenas 0s niveis
do fator C ¢, parac,), pode-se concluir que o tratamento 1, com néyeke 1,2324

vezes mais provavel de ser escolhido do que o tratamento 7, corm,nRepare que o
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mesmo resultado poderia ser obtido se fossem comparados os tratanes)t8 2, 4
e 10, 5e11 ou 6e 12.

70



4.3 Resultados Bayesianos para Choice-Based Conjoint
Analysis

Nesta secao, os resultados da abordagem Bayesiana para a CBCA, foram obtidos
com o pacote bayesm do software livre R e sua funcdo rmnlindepMetrop. Utilizou-se o
pacote BOA para estudar as cadeias de Markov e obter as inferéncias a respeito dos
parametros e das Probabilidades e Razbes de Escolhas dos tratamentos. Além disso, tal
pacote foi empregado para avaliar a convergéncia.

Para implementacdo do enfoque Bayesiano utilizou-se uma distribuicdo a priori
normal tri-variada pouco informativa, conforme mencionado no capitulo anterior.
Baseado em uma amostra piloto, calculada conforme em (22), sisrdsuesultados
iniciais com R = 3746 iteragdes, thin = 1 e burr= 0. Posteriormente, verificou-se o
critério de Raftery-Lewis. Os resultados deste critério estatistico estdo apresentados na
Tabela 11.

Tabela 11 - Resultados Iniciais do critério de Raftery-Lewis

Fator thin ~ Bum-in R Lower Bound Fator de Dependéncia
A 2 4 7.468 3746 1,9936
B 1 3 4.165 3746 1,1119
C 2 4 7.150 3746 1,9087

Nota-se que com poucas iteragcbes (menos de 10.000) as cadeias parecem
convergir para suas respectivas distribuicbes estaciondrias, visto que o Fator de
Dependéncia mostra-se menor do que 5. Isso pode ser explicado devido a ergodicidade
geomeétrica (que implicam em taxas geométricas de convergéncia) das cadeias geradas
pelo MCMC empregado, principalmente pelo uso de uma priori normal e das caudas
exponenciais presentes na densidade a posteriori, que surgem devido a aproximacédo de

Laplace para a funcdo de verossimilhanca.

Neste sentido, optou-se por trabalhar com os seguintes valores: R = 24.000
iteracdes, thin = 2 (amostras selecionadas 2 a 2) e umiBar@:000. Isso implica que
serdo selecionadas para compor a distribuicdo a posteriori marginal dos parédmetros
apenas as Ultimas 10.000 iteragdes. A superestimacdo do numero de iteracdes e de
Burn4n tem por finalidade eliminar quaisquer amostras indevidas no inicio da cadeia e

trabalhar com um conjunto de no minimo 10.000 observagdes simuladas.
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Na Tabela 12 estdo apresentados os resultados inicias da CBCA, obtidos pela
implementacdo do MCMC conforme a definicdo dos parametros mencionados acima.
Sao apresentados a média, a moda e o desvio padréo a posteriori, assim como o Erro de
Monte Carlo e intervalos com 95% de credibilidade para os betas (quantis 2,5% e

97,5%) e o valor do quantil 50% (mediana a posteriori).

Tabela 12 - Resultados da distribuicdo a posteriori dos betas para a CBCA via método
de estimacéo Bayesiano

Desvio Erro de

Padrdo M.C. Q250 Qo75%
A -0,3875 -0,3518 -0,3857 0,1307 0,0014 -0,6460 -0,1347
B 0,6552 0,5889 0,6529 0,2165 0,0019 0,2390 1,0889
C -0,2116 -0,1654 -0,2110 0,2052 0,0024 -0,6156 0,1933

Fatores Meédia Moda Mediana

Conclui-se que as estimativas Bayesianas de média, mediana e moda a posteriori
de cada fator foram muito semelhantes as Frequentistas. Tal fato ja era esperado, devido
a aproximacdo de Laplace para a funcdo de verossimilhanca e o uso de uma priori
normal pouco informativa, o que implica que a moda a posteriori converge para o
estimador de Maxima Verossimilhanca Parcial. Mais especificamente, nesta situagao,
quaisquer destas trés medidas podem ser tratadas como o estimador Bayesiano, pois o
tamanho da amostra utilizada foi suficientemente grande para tornar a distriuicao
posteriori marginal de cada parametro aproximadamente uma normal (simétrica e com
Média = Mediana = Moda). Logo, as marginais de cada fator serdo normais uni-variadas

e especificadas como:

n(f;) ~N (.Ui =P A = H;; ,;=[;)'

Por meio da funcdonlHess do pacote bayesmoi computado o negativo do
valor esperado da Matriz Hessi&haPosteriormente, foram plotadas as amostras
simuladas de cada pardmetro em um histograma de probabilidades e, construidos

sobrepostos a estes, as curvas das distribuicbes normais conforme a espeaificacdo

seguir. A Figura 1 ilustra os resultados.

B = (—0,3841; 0,6466; —0,2090)’

*? Destacamos ao leitor que para construir as curvas no software R, cogdi@ ¢unvea especificagéo
da dispersao da distribuicdo ocorre por meio do desvio-padrdo e n&ectsiqy portanto, € preciso
encontrar a inversa da matriZ* e tomar a raiz quadrada dos valores de sua diagonal (variancias),
conforme apresentado nos cédigos disponiveis no Apéndice D.
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64 0 0
H* =10 24 0
0 0 24
Portanto,
n(4) = n(B,) ~ N(—0,3841; 64)
n(B) = n(B,) ~ N(0,6466; 24)
7(C) = n(Bs) ~ N(=0,2090; 24)
Fator A FatorB Fator C
i ?_i. 'r:_HH % T II.
v i' T o I 1 ° Y
g AL g I E illl}
g 5 " g AL g /
A - m} L} B4 f ! A o ; &L
,: _.-‘1"'_JI 111 11 | Ff“'r-_ = __.4"’"“ 11l h—-_ ;__M:__
A E C

Figura 1- Histograma de Probabilidades e densidades esperadas

Observou-se ainda que o desvio-padrao a posteriori foi similar a estimativa do
erro padrdo de cada coeficiente, quando confrontado com a abordagem Frequentista.
Através do Erro de Monte Carlo, foi possivel concluir que os resultados Bayesianos
foram considerados satisfatorios e confidveis, visto que os valores obtidos foram
pequenos quando somados a estimativa Bayesiana (média, mediana ou moda a
posteriori), ndo alterando o seu resultado. Este fato gagre o nUmero de iteracdes

foi apropriado, sendo um bom indicativo da convergéncia das cadeias.

Na Figura 2 estdo apresentados os graficos que descrevem o comportamento das
cadeias de Markov simuladas para cada um dos fatores (apés a eliminacdo das 2.000
amostras iniciais), que auxiliam a verificar se houve a convergéncia. Além disso, foram
também apresentados os graficos das Funcdes de Autocorrelacdo (ACF), que sdo uteis

para verificar o grau de autocorrelagéo presente na amostra simulada.
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Figura 2 - Graficos para as distribuicfes a posteriori marginais dos parametros

Conforme observado na Figura 2, existiu forte evidéncia de que ambas as
cadeias alcancaram a convergéncia, visto que o conjunto de amostras pareceu constituir
distribuicbes estacionarias perante as iteracoes realizadas. Graficamente, entende-se que
uma distribuicdo é estacionaria se seus valores oscilam em torno de um valor médio
constante, refletindo alguma forma de equilibrio. Tal conclus&o foi corroborada pelos
resultados da Tabela 13, por meio da analise do valor-p para o critério de Geweke,

ambos superiores a 0,05, o que comprovou, estatisticamente, que houve a convergéncia.

Tabela 13 - Verificacdo da convergéncia das cadeias pelo critério de Geweke.

Fator A B C
Z-Score -0,7047 0,8895 -0,9675
valor-p 0,4809 0,3737 0,3332

Ainda conforme a Figura 2 not@&que as amostras simuladas apresamta
baixo grau de autocorrelacdo, visto que em cada ACF n&o houve a presenca de muitos
lags ou defasagens que ultrapassassem os limites de significancia propostos por Bartlett
(1946). Este foi um 6timo resultado, pois indicou que a amostra simulada se aproximou
de uma amostra aleatéria. No entanto, tal concluséo ja era esperada, visto que as cadeias
de Markov foram geradas pelo algoritmo Independence Metropolis Hasting, que
segundo Rossi et al. (2005), para este tipo de andlise, € mais eficiente em relacéo a
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outros algoritmos, como por exemplo, o Random-Walk Metropolis Hasting. Estes

autores apresentam a seguinte justificativa baseados em alguns de seus resultados
experimentais:

“In comparison to the Random-Walk, the independence Metropolis functions
perform much more efficiently with an acceptance rate of 0.70 and a
numerical efficiency of 1.44 or barely less than iid sampling. Differences
between the ACFs of the RW and independence chains result in a numerical
efficiency ratio of 3:1”

Nesta andlise, a taxa de aceitacdo para o algoritmo foi de 0,8548 e o fator de
ineficiénciaf para os fatores A e C, foram, respectivamente, de 1,2920, 1,0106 e
1,0611. Tais resultados foram calculados com 141 defasagens e deraongtra a
variancia da meédia a posteriori dos fatores ndo foi demasiadamente superior ao seu
valor pontual. Como a amostra simulada para cada fator pode ser considerada aleatéria
(devido ao baixo grau de autocorrelagéo), as estimativas de eficiéncia relativa foram

adequadas, visto que seriam esperados valores menores que 1,44.

Na Figura 3 foi demonstrado que apds poucas iteracdes, o comportamento das
médias ergddigas tornou-se assintotico e convergiu para 0s respectivos valores
esperados, fato explicado, principalmente, devido a ergodicidade geométrica da cadeia.
Notou-se ainda que o Buiin-utilizado (de 2.000) eliminou qualquer possibilidade de
gue a amostra tomada como base para a realizacdo de inferéncias contenha valores
inadequados ou obtidos antes do aquecimento da cadeia.
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Figura 3 - Comportamento de Convergéncia das cadeias de Markov
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No contexto da inferéncia Bayesiana, para verifise uma determinada
estimativa foi significativa ou ndo, pode-se recorrer aos intervalos de credibilidade e
realizar tal analise de forma similar a abordagem Frequentista, por meio de intervalos de
confianca. Em CBCAQ interesse consiste em testar a hipétese de que cada estimativa
Bayesiana, associada a um determinado fator, € igual a zero. Neste sentido, basta avaliar
se o valor de interesse (zero) encontra-se dentro dos respectivos intervalos com 95% de
credibilidade (determinado pelos quantis 2,5% e 97,5%).

De acordo com os resultados obtidos na Tabela 12, repare que o valor zero nédo
se encontrou presente dentro dos intervalos de credibilidade para os fatores A e B, o que
implica que suas estimativas Bayesianas (média, mediana ou moda a posteriori)
divergem estatisticamente de zero. Para o fator C, notou-se que o valor O encontrou-se
dentro dos intervalos de credibilidade. Logo, concluiu-se que a estimativa Bagesian
associada a este coeficiente foi igual a 0. Tais conclusdes foram similares as obtidas por
meio do teste de hipotese de Wald na abordagem Frequentista. A Figura 4 ilustra este
resultado. Nesta, tomou-se a média a posteriori (apenas para carater ilustrativo) como
valor central e os quantis de 2,5% e 97,5% como, respectivamente, os limites inferiores
e superiores dos intervalos de credibilidade. A linha continua indica o valor a ser

testado, equivalente a zero.

1.0
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_|

0.0

05

I I I
Fator A Fator B Fator C

Figura 4- Teste de Hip6tese Bayesiano para os fatores (Quantil de 2,5%, Média a

posteriori e Quantil de 97,5%)

Para avaliar as probabilidades de escolha, associadas a cada un¥ dds
tratamentos, foram estabelecidas doze novas variaveis aleatérias, uma para cada
probabilidade. Se ha uma variavel aleatéria referente a cada parametro e composta por
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10.000 observacoes (valores simulados das distribuicbes a posteriori marginais dos
fatores), dado que as utilidades e probabilidades de escolha s&o fungbes diretas ou
combinac@es lineares destes parametros, foi possivel construir distribuicbes para estas
quantidades procedendo a operacfes matematicas basicas sobre estas variaveis
aleatdrias. A Tabela 14 apresenta os resultados Bayesianos para as probabdidades d

escolha.

Tabela 14 - Resultados Bayesianos para as Probabilidades de Escolha.

. . Desvio Erro de
Tratamento Média Moda Mediana Padrio M.C. Q2540 Qo759

1 0,0885 0,0905 10,0873 0,0172 0,0001 0,0585 0,1257
2 0,0599 10,0588 0,0593 0,0103 0,0001 0,0414 0,0813
3 0,0412 0,0392 0,0403 0,0097 0,0001 0,0248 0,0626
4 0,1692 0,1680 0,168 0,0258 0,0002 0,1221 0,2231
5 0,1145 0,1122 0,1141 0,014 0,0001 0,0880 0,1429
6 0,0788 0,0711 0,0777 0,0158 0,0001 0,0511 0,1125
7 0,0718 0,0681 0,0708 0,0148 0,0001 0,0459 0,1036
8 0,0486 10,0474 0,0481 0,0089 0,0001 0,0325 0,0674
9 0,0334 0,0326 0,0327 0,0082 0,0001 0,0197 0,0516
10 0,1373 0,1298 0,1361 0,0229 0,0001 0,0963 0,1858
11 0,0929 0,0904 0,0925 0,0129 0,0001 0,0688 0,1190

12 0,0639 0,0621 0,063 0,0134 0,0001 0,0404 0,0932
Total 1,0000 0,9707 0,9899

De acordo com a Tabela 14, a soma dos valores da mediana e da moda a
posteriori ndo resultou na unidade, fato que violou um dos principais conceitos
axioméaticos de probabilidade. Neste sentido, optou-se por utilizar a média a posteriori
como estimador Bayesiano para as probabilidades de Escolha. Verificou-se que as
médias a posteriori assumem valores préximos aos obtidos no contexto Frequentista
para as probabilidades de escolha. Esta similaridade entre os resultados Frequentista e
Bayesiano permitiu concluir a respeito da eficiéncia do enfoque proposto para CBCA,
visto que um dos principais resultados associados a tal metodologia ndo divergiu ou
apresentou valores discrepantes, portanto, ndo comprometeram as intepretacdes da

analise. Notou-se ainda que a média, mediana e moda a posteriori S840 muito proximas, o
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que indicou que a distribuicdo das probabilidades de escolha parece ser simétrica,

conforme ilustrado na Figura 5.

Prob. 1 Prob. 2 Prob. 3
3 = 2
g 8 g = E g < ]
w w w
5 ° T T T 5 2 T T T T 5 = T T T T 1
] O ]
0.05 0.10 0.15 002 004 006 008 010 002 004 006 003 010
Valores Simulados ‘Valores Simulados “Valores Simulados
Prob. 4 Prob. 5 Prob. 6
S = 3
3 2 ] B & e 2 A ]
w w w
5 ° T T T T 1 5 277 T T T T T 5 ° T T T T T T
] O ]
010 015 020 025 030 0.08 0.10 014 0.0& n.02 012 0.16
Valores Simulados ‘Valores Simulados ‘Valores Simulados
Prob. 7 Prob. 8 Prob. 9
L @ @
= = =
Lo} L o o o
0o 3 g = 3 o @ a
w w w
F T T T T T 7 5 2 T T T T ® T T T T
=1 =] o
0.0z 0.06 010 0.14 n.0z2 0.04 0.06 n.08 0.0z 0.04 0.06 n.08
‘Valores Simulados ‘Valores Simulados “Valores Simulados
Prob. 10 Prob. 11 Prob. 12
5 = 2
s 2 3 8 g B
2 2 2
5 2T T T T T 5 =77 f T T T T T 5 = 7O T T T T T T
=1 =] &
0.0s 010 015 020 0.25 0.04 0.03 012 0.18 0.02 0.08 010 014
‘Valores Simulados ‘Valores Simulados “Valores Simulados

Figura 5 - Densidades a posteriori estimadas para cada uma das probabilidades de
escolha

Um aspecto interessante associado ao enfoque Bayesiano para CBCA, é que ele
disponibiliza sem grandes dificuldades o desvio-padrdo a posteriori e os intervalos de
credibilidade para cada probabilidade de escolha (Tabela 14). Pela abordagem
Frequentista ndo é uma tarefa simples obter estimativas de erros-padrao e intervalos de
confianca para as probabilidades de escolha, visto que a distribuicdo destas quantidades
ndo é conhecida. Uma alternativa seria por meio de métodos computacionais de

reamostragem, como jackknife e bootstrap.

Neste sentido, de um ponto de vista pratico, tais resultados poderiam ser
utilizados para testar a hipotese de que duas ou mais probabilidades de escolha sdo
estatisticamente iguais. Esta andlise pode ser realizada graficamente, plotando as
estimativas Bayesianas de probabilidade e seus respectivos intervalos de credibilidade.
Se houver sobreposi¢do dos limites de credibilidade é possivel concluir que ndo ha

divergéncia estatistica entre as probabilidades. Caso contrario, que ha.
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Baseado nos resultados deste trabalho imagine a seguinte situac&o hipotética.
Um empresario encontra-se em duavida sobre qual tratamento investir dentre os que
obtiveram as maiores probabilidades de escolha, ou seja, os tratamentesld, 5
(respectivamente: 0,1692; 0,1145 e 0,1373). Suponha ainda que cada um destes
tratamentos gere custos unitarios, respectivamente, iguais a R$7,00 (4), R$5,00 (5) e
R$3,00 (10). Repare que se for possivel concluir sobre a igualdade (estatistica) das
probabilidades de escolha, este empreséario poderia investir na producdo do tratamento
com preco unitario de producdo mais baixo, visto que ambos seriam igualmente
provaveis de serem escolhidos pelos consumidores. Em uma alta escala de producao,
esta decisao poderia lhe render uma grande economia financeira. A Figura 6 apresenta

os resultados gréaficos que permitem realizar esta comparacao.

025
l

Probabilidades

T T T
Tratamento 4 Tratamento 5 Tratamento 10

Figura 6 - Comparacéao entre as probabilidades de escolha para os tratameafds 4, 5

Logo, é possivel concluir que, estatisticamente, as probabilidades de escolha
associadas aos tratamentos 4, 5 e 10 sdo iguais, visto que existe sobreposicdo dos
limites de credibilidade, ou seja(Y,, = 4|X) = P(Y, = 5|X) = P(Y, = 10|X). Isso
implica que o empresario poderia investir no tratamento 10, que possui 0 menor preco
unitario de producdo e, também, em termos estatisticos, a mesma probabilidade de

escolha do tratamento 4, que esta associado ao maior valor de probabilidade.

Outro detalhe é que as Probabilidades e Razdes de escolha poderiam ser
calculadas utilizando apenas as estimativas Bayesianas dos parametros (média, mediana
ou moda a posteriori), ou seja, pelo produto matricial destas estimativas pela matriz de
delineamento do experimentq posteriormente, tomando-se 0s exponenciais, divisoes

etc.,como ocorre na abordagem Frequentista.
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Para finalizar esta secao, sao apresentados na Tabela 15 os resultados do enfoque
Bayesiano para as Razfes de Escolha. Ressalta-se que também foram construidas
distribuicbes para tais quantidades, procedendo a operacbes mateméaticas sobre as

variaveis aleatorias referentesprobabilidades de escolha.

Tabela 15 - Estimativas Bayesianas para as Raz6es de Escolhas.

Egiiﬁ]gse Média Moda Mediana E:;gg E'(;?Cd-e Q25% Qo759
RE(1,2) 1,4847 11,4842 1,4710 0,1949 0,0010 1,1436 1,9069
RE(1,3) 22424 20212 2,1638 0,5983 0,0029 1,3078 3,6361
RE(2,3) 1,4847 1,4842 1,4710 0,1949 0,0010 1,1436 1,9069
RE(4,1) 1,9723 1,7756 1,9191 0,4359 0,0026 1,2642 2,9684
RE(1,7) 1,2617 1,1614 1,2368 0,2627 0,0015 0,8251 1,8515

Avaliando os resultados da Tabela 15, notou-se que ao representar as estimativas
Bayesianas pela mediana a posteriori (quantil 0,5), ocorreram resultados mais
semelhantes com os obtidos no contexto Frequentista. A médiaoda a posteriori
nao apresentaram valores tdo diferentes dos valores medianos, ao ponto de
descaracterizar os resultados. No entanto, conforme visualizado na Figura 6, a
distribuicdo da Razao de Escolha tende a apresentar um comportamento assimétrico a
direita, ou seja, com o valor da Moda < Mediana < Média. Este comportamento fica
claramente evidenciado eR¥E(1,3), RE(4,1) e RE(1,7), conforme os valoresad

Tabela 15 e as densidades estimadas na Figura 7.
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Figura 7 - Densidades a posteriori estimadas para as razes de escolha.

Pelo enfoque Bayesiano, foi possivel obter o desvio-padrdo a posteriori da
distribuicdo de cada razdo de escolha e também o0s respectivos intervalos de
credibilidade. Note ainda que os valores da média, da mediana e da moda a posteriori
para RE(1,7) localizam-se entre os quantis de 2,5% e 97,5%. Pode-se cpncluir
portanto, que estatisticamentRE(1,7) = 1. Como RE(1,7) retrata a mudanca de

niveis do fator C, que néao foi significativo, este resultado ja era esperado.
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Consideracdes Finais

Foi deduzida e demonstrada a implementacdo do enfoque Bayesiano para a
Choice-Based Conjoint Analysis (CBCA). Os resultados indicaram que a metodologia
proposta, embora recente, apresentou resultados satisfatorios e muito proximos aos da
abordagem Classica (Frequentista), amplamente mencionada e empregada na literatura
da CBCA. Além disso, pelo enfoque Bayesiano foi possivel obter intervalos de
credibilidades para os parametros (fatores) de interesse, probabilidades e razdes de
escolha, permitindo ao pesquisador testar hipéteses sobre tais quantidades, o que € uma
vantagem em relacdo a abordagem Frequentista, principalmente no que se refere as

probabilidades de escolha.

Para futuros trabalhos, sugere-se que tal enfoque seja implementado de
diferentes formas, como por exemplo, verificando os resultados que seriam abtidos s
outras distribuicdes de probabilidades fossem utilizadas egwniori, além da funcéo
de verossimilhanca original do modelo Logit Multinomial (sem a aproximacgao de
Laplace). Tal procedimento poderia ser realizado em pacotes Bayesianos especificos,

como o WinBUGS ou OpenBUGS, disponiveis no softviRire

Um segundo ponto interessante seria o0 desenvolvimento de estudos por
simulacdo de dados que avaliassem a eficiéncia do enfoque Bayesiano em relacdo ao
Frequentista em diferentes situacdes praticas, visto que conforme explicado neste
trabalho, pela metodologia aqui proposta, os resultados Bayesianos tendem a convergir
para os Frequentistas, principalmente para grandes amostras. Neste sentido, simulacdes
poderiam ser conduzidas em situacdes hipotéticas, em que o tamanho da amostra é
pequeno, para diferentes numeros de fatores e niveis, presenca de interacdes,
experimentos com mais de um choice set (ou conjunto de escolhas, que utilizam

delineamentos ndo ortogonais), entre outras situacoes.

Destaca-se que em estudos de CBCA em que a metodologia Hierarquica
Bayesiana (CBC-HB) é empregada, estima-se um vetor de paradmetros para cada
individuo da amostra. Logo, trabalhos que wmigsecomparacao dos resultados em nivel
individual (por exemplo, a média das estimativas individuais) com os resultados
agregados poderiam auxiliar a verificar qual abordagem é mais interessante e

representativa no contexto de CBCA.
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Apéndice A

A coluna da EsquerdaConsumidor) representa a indicagdo de cada consumidor
(hipotético) que participou da pesquisa. As colunas de 1 @&rafafnentos) indicam
como seria a ordem de apresentacéo dos tratamentos para cada um destes consumidores

Tratamentos
Consumidor
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 6 7 5 3 2 8 10 4 1 9 12 11
2 1 10 12 2 11 5 9 6 4 7 8 3
3 3 8 7 4 6 9 5 11 2 12 10 1
4 4 9 8 11 3 12 7 1 6 10 5 2
5 8 4 3 9 7 11 6 12 5 1 2 10
6 9 11 4 12 8 1 3 10 7 2 6 5
7 2 5 10 6 1 7 12 3 11 8 9 4
8 7 3 6 8 5 4 2 9 10 11 1 12
9 5 6 2 7 10 3 1 8 12 4 11 9
10 11 12 9 1 4 10 8 2 3 5 7 6
11 10 2 1 5 12 6 11 7 9 3 4 8
12 12 1 11 10 2 4 5 8 6 3 7
13 9 5 11 7 3 10 2 8 6 12 4 1
14 12 1 8 4 10 6 7 2 5 3 9 11
15 3 11 2 9 6 5 4 7 1 10 12 8
16 11 9 3 5 2 7 6 10 4 8 1 12
17 8 12 10 1 7 4 5 6 9 2 11 3
18 1 4 12 6 8 2 10 3 7 11 5 9
19 2 3 6 11 4 9 1 5 12 7 8 10
20 6 2 4 3 1 11 12 9 8 5 10 7
21 4 6 1 2 12 3 8 11 10 9 7 5
22 5 7 9 10 11 8 3 12 2 1 6 4
23 7 10 5 8 9 12 11 1 3 4 2 6
24 10 8 7 12 5 1 9 4 11 6 3 2
25 6 1 11 4 7 9 12 8 3 2 10 5
26 1 4 6 9 11 8 7 2 12 5 3 10
27 7 11 12 6 3 1 10 4 5 9 8
28 3 12 10 7 5 11 2 6 8 1 9 4
29 8 2 9 5 4 10 1 3 5 12 11 7
30 9 8 4 2 1 5 6 10 11 3 7 12
31 11 6 7 1 12 4 3 9 10 8 5 2
32 2 5 8 10 9 3 4 12 1 7 6 11
33 10 3 5 12 2 7 8 11 9 6 4 1
34 5 10 2 3 8 12 9 7 4 11 1 6
35 4 9 1 8 6 2 11 5 7 10 12 3
36 12 7 3 11 10 6 5 1 2 4 8 9
37 9 5 7 1 8 11 4 12 3 6 2 10



11
12

12

11

10

11
12

12

10

11

12
10
11

11

11

12

12

11
10

12

12

11

10
11

11

12

12

38

39

40

41

42

43

44
45

46

47

48

95



Apéndice B

####H### Planejando o Experimento

install.packages(“conjoint")
library("conjoint")

# Definindo os tratamentos

experiment<-expand.grid(

A<-c("al","a2", "a3"),

B<-c("b1","b2"),

C<-c("cl1","c2")
design<-caFactorialDesign(data=experiment,type="full")
print(design)

code<-caEncodedDesign(design)

code

code[code==1]<-0
code[code==2]<-1
code[code==3]<-2
code

# Definindo o nUmero de tratamentos a serem avaliados
p=dim(code)[1]
p

# Definindo a variavel indicadora de individuos
n=96

ind=rep(1:n, each=p)

ind

# Definindo a variavel indicadora de tratamento
trat=rep(1:p, n)
trat

# Replicando a matriz de covariaveis (X) para cada individuo (n)
X=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n,code,simplify=F)))
X

# Definindo a variavel indicadora de escolha (1 se o p-ésimo produto foi escolhido e 0
caso contrario)

m=diag(p)
m

n1=10; c_l1=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n1,cbind(m[,1]),simplify=F)))
n2=5; c_2=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n2,cbind(m[,2]),simplify=F)))
n3=2; c_3=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n3,cbind(m[,3]),simplify=F)))
n4=16; c_4=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n4,cbind(m[,4]),simplify=F)))
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n5=7; ¢_5=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n5,cbind(m[,5]),simplify=F)))
n6=13; c_6=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n6,cbind(m[,6]),simplify=F)))
n7=9; c_7=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n7,cbind(m[,7]),simplify=F)))
n8=3; c_8=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n8,cbind(m[,8]),simplify=F)))
n9=4; c_9=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n9,cbind(ml[,9]),simplify=F)))
n10=14; c_10=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n10,cbind(m[,10]),simplify=F)))
n11=7; c_l1=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n11,cbind(m[,11]),simplify=F)))
n12=6; c_12=as.matrix(do.call("rbind", replicate(n12,cbind(m[,12]),simplify=F)))

Choice=rbind(c_1,c 2,c 3,c_4,c 5,c 6,c 7,c 8,c 9,c 10,c_11,c 12)
Choice

# Definindo o conjunto de dados final e o transformando em um data.frame
dados=as.data.frame(cbind(ind, trat, X, Choice))
colnames(dados)<-(c("ind","trat","A","B","C","Choice"))

dados

attach(dados)
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Apéndice C

###### Ajustando o Modelo Logit Multinomial pela abordagem Frequentista

install.packages("survival")
library("survival")

Logit<-clogit(Choice ~ A + B + C, data=dados, method=c("breslow"))
summary(Logit)

# Calculando as Utilidades

betas_freg=Logit$coef
betas_freq

X_calc=as.matrix(dados[1:p,c("A", "B", "C")])
X_calc

uti_freg=exp(X_calc%*%betas_freq)
uti_freq

prob_freq=uti_freg/sum(uti_freq)
prob_freq
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Apéndice D

###### Abordagem Bayesiana para o Modelo Logit Multinomial

install.packages("bayesm")
library("bayesm")

# Vetor com o numero de vezes que cada tratamento foi escolhido

n_escolhas=c(n1,n2,n3,n4,n5,n6,n7,n8,n9,n10,n11,n12)
n_escolhas

# No bayesm, o vetor y deve ser definido como uma sequencia de valores representando
0 numero de vezes

# que cada tratamento foi escolhido. Por exemplo, se o tratamento 1 foi escolhido 10
vezes

# temos que repetir o 1 10 vezes.

y=c(rep(seq(1:p),n_escolhas))
y

# Especificando a distribuicdo a Priori para os parametros

r=dim(X_calc)[2]
betabar=c(rep(0,r))
betabar

A=0.01*diag(r)
A

datal=list(y=y,X=X,p=p)

mcmcl=list(R=24000,keep=2)

priorl=list(A=A, betabar=betabar) # Neste caso s&o apenas 2 fatores e utilizei as
estimativas dos betas (frequentista) para valores de betabar da priori

priorl

out=rmnlindepMetrop(Data=datal, Prior=priorl, Mcmc=mcmc1l)
# Construindo uma matriz para cadeia de cada parametro

b1=cbind(out$betadraw[2001:12000,1])
b2=cbind(out$betadraw[2001:12000,2])
b3=chind(out$betadraw[2001:12000,3])

# Definindo as utilidades como fun¢éo dos betas

ul=rep(exp(0),length(bl))
u2=exp(bl)

u3=exp(2*b1l)

ud=exp(b2)
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us=exp(bl+b2)

ub=exp(2*b1l+b2)

u7=exp(b3)

u8=exp(b1+b3)

u9=exp(2*b1+b3)

ulO=exp(b2+b3)

ull=exp(bl+b2+b3)

ul2=exp(2*b1l+b2+b3)
ut=ul+u2+u3+u4+us5+u6+u7+u8+u9+ulO+ull+ul?2

# Definindo as Probabilidades de Escolha

pl=ul/ut
p2=u2/ut
p3=u3/ut
p4=ud/ut
p5=u5/ut
p6=u6/ut
p7=u7/ut
p8=u8/ut
p9=u9/ut
p10=ul0O/ut
pll=ull/ut
pl2=ul2/ut

# Definindo as Razdes de Escolhas
# RE para os niveis do Fator A
RE_A 1=pl/p2

RE_A 2=p1/p3

RE_A 3=p2/p3

# RE para os niveis do Fator B
RE_B=p4/pl

# RE para os niveis do Fator C

RE_C=pl/p7
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###### Resultados e Avaliagao da Convergéncia das cadeias
# Criando uma matriz com as distribui¢cdes criadas dos betas

b_bayes=cbind(b1,b2,b3)
datal=b_bayes
colnames(datal)=c("A","B","C")
datal

# Criando uma matriz com as distribuicdes criadas para as probabilidades

prob_bayes=(chind(p1,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11,p12))
data2=prob_bayes
Colnames(dataz):c(llplll’Ilp2ll’Ilp3II,Ilp4ll’llp5ll’llp6ll’Ilp7ll’llp8ll’llp9"'Ilplolllllpllll’llplzll)
data2

# Criando uma matriz com as distribuicdes para as RE

RE_bayes=cbind(RE_A_1,RE_A_2,RE_A_3,RE_B,RE_C)
data3=RE_bayes

colnames(data3)=c("RE_A_1""RE_A 2""RE_A_3""RE_B","RE_C")
data3

install.packages("boa")
library("boa")

boa.menu()
## Moda a Posteriori

install.package("MCMCglimm")
library("MCMCglmm")

posterior.mode(datal)
posterior.mode(data2)
posterior.mode(data3)

numEff(bl, m = as.integer(min(length(b1), (100/sqrt(5000)) * sqrt(length(b1)))))
numEff(b2, m = as.integer(min(length(b2), (100/sqrt(5000)) * sqrt(length(b2)))))
numEff(b3, m = as.integer(min(length(b3), (100/sqrt(5000)) * sqrt(length(b3)))))

H=round(mnlHess(betabar,y, X),4)
H

inv_H=round(solve(H),4)
inv_H

par(mfrow=c(1,3))

hist(b1, prob=TRUE, main="Fator A", xlab="A", ylab="Densidade")
curve(dnorm(x,Logit$coef[1],sqrt(inv_H[1,1])),-2,2,add=T)

hist(b2, prob=TRUE, main="Fator B", ylim=c(0,2), xlab="B", ylab="Densidade")
curve(dnorm(x,Logit$coef[2],sqrt(inv_H[2,2])),-2,2,add=T)
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hist(b3, prob=TRUE, main="Fator C", xlab="C", ylab="Densidade")
curve(dnorm(x,Logit$coef[3],sqrt(inv_H[3,3])),-2,2,add=T)

par(mfrow=c(2,3))

plot.ts(b1, main="A", xlab="lteracao", ylab="Valores Simulados")
plot.ts(b2, main="B", xlab="lteracdo", ylab="Valores Simulados")
plot.ts(b3, main="C", xlab="Iteracao", ylab="Valores Simulados")
acf(bl, main="A", xlab="Defasagem (Lag)", ylab="Autocorrelacdo")
acf(b2, main="B", xlab="Defasagem (Lag)", ylab="Autocorrelacéo")
acf(b3, main="C", xlab="Defasagem (Lag)", ylab="Autocorrelacao")

par(mfrow=c(4,3))

plot(density(pl), main="Prob. 1", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p2), main="Prob. 2", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p3), main="Prob. 3", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p4), main="Prob. 4", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p5), main="Prob. 5", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p6), main="Prob. 6", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p7), main="Prob. 7", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p8), main="Prob. 8", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p9), main="Prob. 9", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p10), main="Prob. 10", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p11), main="Prob. 11", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
plot(density(p12), main="Prob. 12", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")

par(mfrow=c(3,2))

plot(density(RE_A_1), main="RE (1,2)", xlab="Valores Simulados",
ylab="Densidade")

plot(density(RE_A_2), main="RE (1,3)", xlab="Valores Simulados",
ylab="Densidade")

plot(density(RE_A_3), main="RE (2,3)", xlab="Valores Simulados"”,
ylab="Densidade")

plot(density(RE_B), main="RE (4,1)", xlab="Valores Simulados", ylab="Densidade")
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