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Resumo

DOROTEIO, Paulo Henrique, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2021.
Teorema Pick e suas aplicagoes. Orientador: Mehran Sabeti.

A pesquisa explora as possibilidades e os limites da aplicacao do Teorema de Pick no Ensino
Fundamental. Essa proposicao permite calcular a area de poligonos simples, convexos ou
nao, utilizando para isso uma malha quadriculada e uma simples contagem de pontos. O
trabalho apresenta definicoes importantes da geometria plana como: poligonos, medida
de area e demonstracoes das férmulas de calculo de area dos poligonos mais conhecidos;
explora o calculo da area do circulo baseado no método de Arquimedes e no método de
exaustao de Eudoxo; utiliza os primeiros conceitos do Calculo Diferencial e Integral para
calcular a area de uma figura plana qualquer. Especificamente sobre o Teorema de Pick, a
pesquisa procura alinhar as ideias centrais e as definigoes importantes para que se tenha
argumentos suficientes para a demonstragao dessa proposicao. O trabalho demonstra ainda
a extensao do Teorema de Pick para poligonos com buracos e a relagao entre o Teorema
de Pick com o Teorema de Euler para poligonos. Por fim, é apresentado possibilidades
metodologicas para ensinar geometria no Ensino Fundamental a partir do Teorema de Pick,
tomando como base as orientagoes da Base Nacional Comum Curricular. E apresentado
ainda uma andlise de trés atividades desenvolvidas de forma remota com estudantes do 8°

ano do Ensino Fundamental de uma escola publica do municipio de Contagem/MG.

Palavras-chave: Area de Poligonos. Rede. Triangulo fundamental. Geometria. Ensino de

matematica.



Abstract

DOROTEIO, Paulo Henrique, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2021. Pick
Theorem and its applications. Adviser: Mehran Sabeti.

The research explores the possibilities and limits of applying Pick’s Theorem in Elementary
School. This proposition allows us to calculate the area of simple polygons, convex or
not, using a checkered mesh and a simple point count. The work presents important
definitions of plane geometry such as: polygons, area measurement and demonstrations of
the formulas for calculating the area of the most known polygons; explores the calculation
of the circle area based on Archimedes’ method and Eudoxo’s exhaustion method; uses
the first concepts of Differential and Integral Calculus to calculate the area of any plane
figure. Specifically about Pick’s Theorem, the research seeks to align the central ideas and
important definitions so that there are enough arguments to demonstrate this proposition.
The work also demonstrates the extension of Pick’s Theorem for polygons with holes
and the relationship between Pick’s Theorem and Euler’s Theorem for polygons. Finally,
it presents methodological possibilities for teaching geometry in elementary school from
Pick’s Theorem, based on the guidelines of the Common National Curriculum Base . It is
also presented an analysis of three activities developed remotely with students from the

8th year of Elementary School of a public school in the municipality of Contagem/MG.

Keywords: Polygon Area. Network. Fundamental triangle. Geometry. Mathematics

teaching.
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Introducao

A geometria, importante campo de conhecimento da matematica, envolve o estudo
de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos que permitem resolver diversos
problemas do mundo real. Embora seu desenvolvimento seja cada vez mais imprescindivel
as atividades humanas, ensiné-la, no entanto, apresenta-se como um grande desafio nas
escolas. Nao é dificil encontrar pessoas que mesmo apés estudarem essa disciplina por
muitos anos, ainda encontram, por exemplo, dificuldades no calculo da area de um terreno
qualquer.

Este trabalho apresenta um estudo sobre poligonos, especificamente sobre o célculo da
medida de areas de poligonos simples. Esse conteido, objeto do conhecimento da area da
matematica, encontra-se descrito na Base Nacional Comum Curricular - BNCC [1]. Tal
documento normativo considera que esse objeto do conhecimento deve ser desenvolvido
desde os anos iniciais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio. Geralmente, aprendemos
e ensinamos na escola esse tipo de calculo utilizando férmulas préprias, uma para cada
tipo de poligono. E, quando queremos determinar a area de uma figura diferente das que
ja possuem uma férmula especifica, recorremos a decomposicao ou composicao das figuras
em poligonos os quais sabemos calcular a area. No Ensino Fundamental, com excecao do
circulo, praticamente todas as figuras geométricas apresentadas sao poligonos regulares. O
calculo da area de figuras cujos contornos sao curvas, nem sempre apresentado nos livros
didaticos, praticamente nao é abordado neste nivel de escolaridade.

Nesse trabalho apresentamos o Teorema de Pick. Essa proposicao permite calcular a
area de poligonos simples, convexos ou nao, utilizando para isso uma malha quadriculada
e uma simples contagem de pontos.

O Teorema de Pick estabelece que a area de um poligono simples cujos vértices sao
pontos de uma rede é dada pela féormula:

B
A=T+2 -1
+ 5 ,

sendo B o numero de pontos da rede situados sobre o bordo do poligono e I o ntimero de
pontos da rede existentes no interior do poligono [9].

Esse teorema permite o calculo de areas de poligonos simples nao regulares, em que
nao hé férmulas pré-definidas. Acreditamos que o Teorema de Pick é simples o suficiente

15



Capitulo 1. Introducao 16

para ser compreendido e verificado pelos estudantes do Ensino Fundamental, e que as
provas dessa proposicao tém relevancia para os matematicos da pesquisa.

Neste sentido, propomos a responder a seguinte questao: Quais as possibilidades
e os limites da aplicagcao do Teorema de Pick no ensino de matematica do Ensino
Fundamental?

Utilizamos a pesquisa bibliografica como metodologia de investigacao. Consideramos
que a consulta aos referenciais tedricos que abordam a temédtica, como livros, teses,
monografias, artigos cientificos e a legislacao vigente, sao procedimentos mais adequados
aos objetivos pretendidos por este trabalho.

A pesquisa bibliografica é um apanhado geral sobre os principais
trabalhos ja realizados, revestidos de importancia, por serem capa-
zes de fornecer dados atuais e relevantes relacionados com o tema.
O estudo da literatura pertinente pode ajudar a planificacao do
trabalho, evitar publicagoes e certos erros, e representa uma fonte
indispensével de informagoes, podendo até orientar as indagacoes
(LAKATOS, 2003, p.158) [7].

Considerando que o estudo de poligonos e o calculo de areas de figuras planas sao
apresentados na BNCC ao longo do Ensino Fundamental, acreditamos que as potencialida-
des do Teorema de Pick podem ser exploradas desde o momento de insercao do ensino
de matemadtica pelo professor especialista, que ocorre a partir do 6° ano, permitindo a
exploragao desse teorema ao longo dos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio.

Construimos a argumentacao dividindo o texto em seis capitulos, incluindo essa intro-
ducgao. No capitulo seguinte, “Area de Poligonos”, apresento uma breve contextualizagao
histoérica, exploro as defini¢oes de poligonos e de medida de drea, demonstro as férmulas de
calculo de area dos poligonos mais conhecidos utilizando com maior énfase os resultados
mais basicos da Geometria Euclidiana.

No terceiro capitulo, “Area do circulo e de figuras planas quaisquer” abordo o célculo
da area do circulo baseado no método de Arquimedes e no método de exaustao de Eudoxo.
Para calcular a area de uma figura plana qualquer, utilizo os primeiros conceitos do Céalculo
Diferencial e Integral.

No quarto capitulo, “O Teorema de Pick”, apresento uma breve bibliografia de Georg
Alexander Pick, enuncio o Teorema de Pick e antes de demonstra-lo, esclareco algumas
defini¢oes importantes para a prova, tais como: triangulos e paralelogramos fundamentais,
e a decomposi¢ao de um poligono. Realizo duas demonstracoes diferentes do Teorema de
Pick. No final do capitulo, mostro a extensao do Teorema de Pick para poligonos com
buracos e a relacao entre o Teorema de Pick com o Teorema de Euler para poligonos.

No quinto capitulo, “Aporte Metodologico”, procuro explorar as possibilidades meto-
dolégicas do ensino de Geometria no Ensino Fundamental a partir do Teorema de Pick.
Baseado nas orientacoes da BNCC, justifico o estudo de poligonos e o cdlculo de &areas.
Descrevo o contexto escolar, o planejamento, a aplicacao e realizo a analise das atividades
desenvolvidas de forma remota.

Por fim, no sexto capitulo, “Consideracoes finais”, afirmo que o Teorema de Pick
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possibilita o desenvolvimento de atividades que favorecem o processo de aprendizagem do
calculo de areas de poligonos simples, podendo ser explorado de varias formas e niveis de
complexidade.



Area de Poligonos

Pretendemos neste capitulo demonstrar as formulas de cédlculo da area de algumas
regioes simples no plano. Utilizamos, com maior énfase, conceitos e resultados mais bésicos
da Geometria Euclidiana. Iniciamos com uma breve contextualizacao histérica com o
objetivo de facilitar o entendimento das defini¢coes de area e de poligonos.

2.1 Contextualizacao historica

O calculo da édrea de regioes planas se desenvolve ao longo do tempo, desde a Antiguidade.
Com a organizacao dos povos em cidades houve a necessidade do aperfeicoamento de
técnicas de administracao da vida comum. Nesse contexto, a aquisicao e utilizacao de
conhecimentos matematicos e geométricos fizeram-se necessarios, seja com a finalidade de
resolver problemas concretos do cotidiano ou como forma de pensamento erudito. Nao
é possivel afirmar com precisao uma data ou uma unica localidade na qual poderiamos
associar o surgimento da Matematica, ou especificamente da Geometria. Existe uma linha
de pensamento que defende a seguinte ideia: O surgimento da concepc¢ao de nimero e
do seu registro estd atrelado ao desenvolvimento da escrita. Segundo Roque [15]: “Os
primeiros testemunhos do que se pode ser concebido como um tipo de escrita, datam
aproximadamente do quarto milénio a.E.C.! e sao provenientes da Baixa Mesopotamia,
onde atualmente se situa o Iraque.”

Podemos entao inferir que o desenvolvimento da Matematica e consequentemente
da Geometria ocorre a partir desta época. Especificamente sobre a Geometria existem
registros histéricos em tabletes? achados em sitios arqueolégicos na Mesopotamia, um dos
mais famosos é o Y BC' 7289, que nos revela o desenvolvimento desse ramo da Matematica

3. como os de

na Babilonia. Nesse mesmo periodo histérico, existem registros em papiros
Moscou e de Rhind (ou Ahmes) que demonstram a utiliza¢ao de conhecimentos geométricos

no antigo Egito. Sobre o conhecimento geométrico destes povos, Roque [15] afirma que:

!Esta abreviacdo designa “antes da Era Comum” e é usada atualmente em substituicdo a “antes de
Cristo”.

20bjeto em argila de diversos formatos onde eram registrados vérios simbolos que hoje sdo interpretados
como numeros da época.

30 papel de Papiro era feito de uma planta de mesmo nome naturalmente comum préximo aos rios da
Africa e do Oriente Médio. O papiro foi usado principalmente entre os antigos egipcios como suporte para
a escrita.

18



Capitulo 2. Area de Poligonos 19

“A “geometria” dos babilonios e egipcios era essencialmente uma geometria métrica, isto é,
preocupada em calcular comprimentos, areas e volumes.”

A geometria que conhecemos hoje, com formas abstratas, para muitos historiadores, teve
um grande desenvolvimento na Grécia antiga, tendo como autores precursores, personagens
como: Tales de Mileto (624 a.E.C. — 546 a.E.C.), nascido em Mileto, antiga colonia grega,
na Asia Menor, atual Turquia; Aristételes (384 a.E.C. — 322 a.E.C.), de Atenas, fundador
da escola peripatética e do Liceu, aluno de Platao e professor de Alexandre o Grande;
Platao (428 a.E.C. — 348 a.E.C.), fundador da Academia em Atenas, a primeira institui¢ao
de educagao superior do mundo ocidental; Pitdgoras de Samos (570 a.E.C. — 495 a.E.C.)
nascido na ilha de Samos viajou para o Egito e para a Grécia, apds seu regresso a Samos
mudou-se para Crotona, sul da Italia, onde fundou a escola pitagorica; e Fuclides de
Alexandria, nascido no século III a.E.C. com data da morte desconhecida, considerado
por muitos como o “Pai da Geometria”, sua obra mais importante foi o livro Elementos*.
Percebemos que o surgimento da Geometria se deu a partir do desenvolvimento de varios
povos antigos, sejam eles os babilonios, os egipcios ou os gregos. Com o desenvolvimento
desses povos, dessas sociedades, surge a necessidade de se calcular medidas de areas de
terras, principalmente daquelas utilizadas na agricultura. Como podemos observar em
Roque [15], alguns historiadores afirmam que estes povos ja possuiam a capacidade de
calcular areas de varias figuras planas e o volume de sélidos geométricos:

Para isso, eram utilizadas algumas propriedades geométricas de
figuras planas e de sélidos geométricos, sem que saibamos como
chegaram a estes resultados. Como ainda hoje acontece na Mate-
matica escolar, os exemplos de problemas babilonios e egipcios as
vezes sao bem artificiais, modelos simplificados de situagoes reais,
propostos para exercitar ou verificar as habilidades de cédlculo dos
escribas (ROQUE, 2012, p.45).

O relato mais famoso de uma situagao real trata-se da necessidade de medir a area das
terras destinadas a agricultura, situadas a beira do rio Nilo no antigo Egito. Essas areas
de terra frequentemente eram inundadas devido as enchentes do rio. A histéria tradicional
nos revela que tais calculos eram necessarios ja que as pessoas pagavam impostos ao rei,
referentes a sua porcao de terra, e com as frequentes enchentes do rio Nilo era justo a
diminuicao proporcional dos impostos de acordo com a area afetada de cada proprietario.
Esta hipétese tem sua origem nos escritos de Herddoto:

[Quando das inundagoes do Nilo,] o rei Sésostris enviava pessoas
para inspecionar o terreno e medir a diminui¢ao dos mesmos para
atribuir ao homem uma redugao proporcional de impostos. Af esté,
creio eu, a origem da geometria que migrou, mais tarde, para a

Grécia (HEROTODO, apud, ROQUE, 2012, p.60) [15].

Assim, em algum momento da antiguidade, desenvolveu-se um procedimento, uma

40s Elementos é um tratado matemético e geométrico consistindo de 13 livros escrito pelo matemético
grego Euclides em Alexandria por volta de 300 a.E.C.. Ele engloba uma cole¢ao de defini¢oes, postulados,
proposigoes e provas matematicas das proposigoes. O texto completo dos Elementos encontra-se, atualmente,
disponivel de forma gratuita, no site www.dominiopublico.gov.br.
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comparagao, uma associagao, que permite transformar uma grandeza a ntimeros, este
procedimento é o que chamamos hoje de medida. De tal forma que, de um segmento
podemos medir seu comprimento, e de uma superficie bidimensional no plano podemos
obter a medida de sua area.

2.2 Poligonos

Definiremos o que é um poligono e mais adiante provaremos as féormulas que nos
permitem calcular a area de varios poligonos regulares. Consideramos neste trabalho que
o leitor ja possui uma ideia dos conceitos primitivos de geometria: ponto, reta e plano.
Sejam trés pontos A, B e C' no plano. Se C' estiver sobre a reta j@ , diremos que os pontos
A, B e C sao colineares; caso contrario, diremos que A, B e C' sao nao colineares, vide
Figura 2.1.

Figura 2.1: Trés pontos nao colineares.

Trés pontos nao colineares formam um triangulo. Nesse caso, sendo A, B e C' os pontos,
a regiao triangular correspondente é a regiao limitada do plano, delimitada pelos segmentos
AB, BC e AC'. Dizemos que os pontos A, B e C sao os vértices do triangulo ABC' e que
os segmentos AB, BC' e AC sao os lados desse triangulo, como mostra a Figura 2.2.

C

A

Figura 2.2: Triangulo de vértices A, B e C.

Um triangulo é um tipo particular de poligono convexo, conforme a defini¢ao a seguir.

Definigao 2.1 (Poligono): Sejam n > 3 um natural e Ay, As, ..., A, pontos distintos do

lano. Dizemos que A;A,... A, é um poligono (convexo) se, para 1 < i < n, a reta
A;A; 1 nao contém nenhum outro ponto A;, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano,
dentre os que ela determina (aqui e no que segue, Ag = A, A,i1 = Ay e Apo = Ay, Vide
Figura 2.3.
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A, A

Figura 2.3: Um poligono convexo de cinco vértices.

Os pontos Ay,As, ..., A, s@o os vértices do poligono.

Os segmentos A1 Ag, AsAs, ..., A, 1A,, A,A; sao os lados do poligono. A regiao
poligonal correspondente ao poligono Aj,As, ..., A, é aregiao limitada do plano, delimitada
pelos segmentos A Ay, AsAs, ..., A,_1A,,A, A, como pode ser visto na Figura 2.4.

A,

As

Az

A Ay

Figura 2.4: A regiao poligonal correspondente ao poligono da figura 2.3.

Uma diagonal de um poligono é qualquer um dos segmentos A;A; que nao seja um
lado do mesmo; por exemplo, o poligono A; A, ... As da Figura 2.3 possui exatamente
cinco diagonais: Ay Az, A1 Ay, AsAy, AsAs e A3As.

Os angulos convexos ZA; 1A;A;41 (ou simplesmente ZA;,1 < i < n) sdo os angulos
internos o poligono. Assim, todo poligono de n vértices possui exatamente n angulos
internos. Na Figura 2.3 marcamos os angulos internos do poligono A;As ... As.

Usualmente, dizemos que um poligono A; A, ... A, é um n-agono, em referéncia a seu
numero n de lados ou angulos. Contudo, sao destacados pelo uso os nomes triangulo para
n = 3, quadrilatero para n = 4, pentagono para n = 5, hexagono para n = 6, heptagono
para n = 7, octégono para n = 8 e decagono para n = 10.

A seguir, apresentamos exemplos de poligonos convexos os quais calcularemos a area
na se¢ao seguinte.

Definicao 2.2: Quadrilatero é um poligono de quatro lados. Vide Figura 2.5.
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B C

Figura 2.5: Quadrilatero.

Todo quadrilatero possui duas diagonais e a soma de seus angulos internos é igual a
360°.

Definigao 2.3: Paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos sao paralelos.
Vide Figura 2.6.

B C

Figura 2.6: Paralelogramo.

Em todo paralelogramo, a soma de dois angulos consecutivos é de 180°, as diagonais
cortam-se no ponto médio, os lados opostos sdo congruentes (mesma medida) e os angulos
opostos também sao congruentes.

Definicao 2.4: Retangulo é um quadrilatero que possui os quatro angulos internos con-
gruentes. Vide Figura 2.7.

E |
B D

Figura 2.7: Retangulo.

Além disso, seus lados opostos sao paralelos, por isso, o retangulo é um paralelogramo.

Definigao 2.5: Quadrado é um tipo especial de retangulo. O quadrado é um quadrilatero
que possui 4 lados iguais e 4 angulos retos. Vide Figura 2.8.
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[ []
B C

Figura 2.8: Quadrado.

2.3 Area de figuras planas

Os alunos, em geral, trabalham com o conceito de areas desde os primeiros anos do
Ensino Fundamental. Mas, afinal, o que significa calcular a area de uma figura?

Definigao 2.6: A area de uma regiao no plano é um nimero positivo que associamos a
mesma e que serve para quantificar o espaco por ela ocupado.

Segundo Wagner, [18] para medir uma grandeza devemos compara-la com outra de
mesma espécie tomada como unidade. Nessa secao vamos tratar de medir a porcao do
plano ocupada por uma figura. Essa medida é a sua area. Dessa forma, para encontrarmos
a area de uma figura plana F', devemos comparar sua superficie com a de outra figura
tomada como unidade. A quantidade de vezes que a unidade de medida couber na figura
F exprime a sua area.

Neste trabalho, adotaremos como unidade de area o quadrado cujo lado mede uma
unidade de comprimento. Ele sera chamado de quadrado unitdrio.

1 unidade de area

Figura 2.9: Quadrado unitario.

A medida do lado do quadrado unitério serda determinada de acordo com a conveniéncia
para a figura que se deseja medir a area. Por exemplo, se o lado do quadrado for de 1em,
a unidade de 4rea serd chamada de centimetro quadrado e representada por cm?. Para
cada unidade de comprimento, existe uma unidade de area correspondente. Desta forma,
o metro quadrado (m?), o milimetro quadrado (mm?), e o quiléometro quadrado (km?) sao
outras unidades de medida de area utilizadas com muita frequéncia e escolhidas de acordo
com a area da figura ou regiao que se pretende medir.

Para o célculo de areas de poligonos seguiremos as seguintes regras, ou postulados:

Postulado 2.7: Podemos associar a cada poligono P um nimero real positivo chamado
area de P.
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Postulado 2.8: A area de um quadrado unitario é igual a 1 u.a.
Postulado 2.9: Poligonos congruentes® tém 4reas iguais.

Postulado 2.10: Se um poligono P pode ser decomposto em outros poligonos menores de
forma que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta, entao a area
do poligono P é a soma das areas dos poligonos menores.

Mostraremos a seguir as formulas de cédlculo das areas dos poligonos mais estudados
no Ensino Fundamental. As demonstragoes que se seguem sao baseadas nos trabalhos de
Neto [12] e Wagner [18]. Pretendemos neste momento, lembrar o leitor de tais férmulas
para mais adiante comparar a sua utilizagao com a féormula apresentada no Teorema de
Pick, objeto central do nosso estudo.

2.3.1 Area do quadrado

Como ja definimos em 2.5, quadrado é um quadrildtero que possui 4 lados iguais e 4
angulos retos. Tomando como unidade de area, um quadrado cujo lado mede uma unidade
de comprimento, o quadrado unitario do postulado acima. Qualquer quadrado cujo lado
meca 1, tera por definicao, area igual a 1 u.a.

Um quadrado ) cujo lado tem medida o nimero inteiro n pode ser decomposto, por
meio de paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, cada um deles com lado
unitério e, portanto, de drea 1. Desta forma, o quadrado @ deve ter area n? u.a.
Exemplo 2.3.1: Seja o quadrado @), cujo lado tém medida inteira igual a 3. O quadrado
Q pode ser decomposto em 32 quadrados justapostos, ou seja, em 9 quadrados unitdrios.
Assim, a sua area é igual a 9 u.a, como pode ser visto na Figura 2.10.

Figura 2.10: Quadrado ) decomposto em 9 quadrados unitarios.

: o1
De maneira andaloga, se o lado de um quadrado ) tem como medida —, onde n ¢

inteiro, entao decompomos o quadrado unitario mediante paralelas aos seus lados, em
n? quadrados justapostos, todos congruentes a ) compondo um quadrado de &rea 1.
Utilizando o Postulado 2.10, segue-se que a 4rea de @) deve satisfazer a condi¢ao n?-(area

de Q)=1 e, portanto, drea de ) = — u.a.
n

1
Exemplo 2.3.2: Seja o quadrado @), cujo lado tem medida 3 O quadrado unitario pode

5Dois poligonos sdo congruentes se existir uma correspondéncia entre os vértices de um e do outro,
de modo que os angulos internos em vértices correspondentes sejam iguais, bem como o sejam os lados
opostos a vértices correspondentes.
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ser decomposto em 4 quadrados congruentes a (), como pode ser visto na Figura 2.11.

Assim, 4- (drea de Q) = 1, portanto a drea de Q = 1

Quadrado unitario

112

12 1

Figura 2.11: Quadrado unitario decomposto em 4 quadrados congruentes.

Considere agora, um quadrado () de lado racional ™ Ppodemos decompor o lado de ()
n

em m segmentos, cada um deles com comprimento —. Tracando paralelas aos lados de @,
n

a partir dos pontos de divisao, temos uma decomposicao de ) em m? quadrados, cada um
1

1
dos quais tem lado —. Portanto, a drea de cada um desses quadrados menores ¢ —, e a
n n

drea do quadrado ) é igual a soma desses m? quadrados de 4rea —-
n

. ) , 1 m? . my 2
Assim, a drea de (Q = m~ - — = —5, ouseja, areade @ = (—) .
n n n

4
Exemplo 2.3.3: Seja um quadrado @) de lado 3 Cada lado deste quadrado pode ser
1
dividido em 4 partes, decompondo assim o quadrado Q em 4% quadrados de lados 3 cada,
como pode ser visto na Figura 2.12. Cada um desses quadrados menores possui area 3

1 42 16 [4)\°
Desta forma, a 4rea de Q equivale a 42 - Eop =g = (§> .

Quadrado unitario

113

43 1

Figura 2.12: Quadrado de lado 4/3 dividido em 16 quadrados de lado 1/3.

Podemos entao concluir que a area S de um quadrado @) cujo lado tem como medida

um numero racional a = — é dada pela expressao:
n
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S = a2

Agora, para completar a demonstracao, consideremos um quadrado de lado incomen-
suravel, ou seja, um quadrado de lado irracional. O exemplo a seguir nos da uma ideia
informal de como podemos calcular a area de um quadrado de lado com medida irracional.

Exemplo 2.3.4: Seja um quadrado de lado 2a, sendo a um ntimero racional. Se dividirmos
este quadrado em 4 quadrados iguais de lado a e tragarmos as diagonais de cada quadrado
como mostrado na Figura 2.13, teremos um novo quadrado. O novo quadrado possui lado
igual a diagonal dos quadrados de lado a, ou seja, tem lados com medida av/2.

av2

Figura 2.13: Quadrado de lado 2a dividido em 4 quadrados de lado a.

Observe que ao tragarmos a diagonal de um quadrado, dividimos este quadrado em dois
triangulos de areas iguais a metade da area do quadrado que foi tracada a diagonal. Entao,
para calcular a drea do quadrado de lado av/2, basta somar 4 vezes a drea do triangulo
obtido a partir da diagonal do quadrado de lado a. Como a area de cada triangulo é
metade da drea do quadrado de lado a, temos entao que a area S do quadrado de lado
av/2 é dado por:

2

S:4-%:2a2:<a\/§>2.

O Exemplo 2.3.4 nos leva a acreditar que a area S de um quadrado com medida de
ladoa €1 é S = a2
De fato, considere um quadrado ) com medida do lado um ndmero irracional a.
Denotamos a area do quadrado @) de S.
Considere dois nimeros racionais by e ¢, com k € N, tais que:
1

b, < a < ¢ e cr — by <E.

Isso é possivel, pois todo intervalo nao-degenerado possui racionais e irracionais (LIMA,

1
2018, p. 20) [8]. O intervalo (a,a+ —), com k natural é um intervalo ndo-degenerado, logo

neste intervalo posso escolher um ¢ racional. De modo analogo, escolho um b, racional no

1
intervalo (a — —, a).

Sejam os quadrados de lados b e ¢, tais que, o quadrado de lado b, estd contido no
quadrado () e o quadrado de lado ¢, contém o quadrado Q).
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Sendo by e ¢, numeros racionais, sabemos calcular as areas desses dois quadrados e
temos a seguinte desigualdade:

(be)® < S < ()

2

Como by < a < ¢, temos, b2 < a® < ci, pois y = x? é crescente para todo z > 0.

Concluimos entao que a? e S devem pertencer ao intervalo (b7,c7) de maneira que temos:

|S—CL2} <Cz—b2 = (Ck—bk) (Ck+bk)
< —(Ck—i-bk)

< [(Ck — bk) + (bk + bk)]

1
— 42
(k+ bk;)
1 /1
<E(E+2a)

Essa desigualdade vale para todo k € N, logo, como podemos aumentar o valor de k

<

= = =

sucessivamente, teremos |S — a?| = 0, ou seja, S = a?.
Assim, podemos concluir que para qualquer medida a do lado do quadrado, a sua area
sera:

S = a2

2.3.2 Area do retangulo

Para demonstrar a area do retangulo, utilizaremos como recurso o nosso conhecimento
da area do quadrado.

Seja o retangulo R, de base b e altura h. Construimos um quadrado (), de lado b+ h,
o qual contém dois retangulos R, e dois quadrados, um de lado b e outro de lado h, como
pode ser visto na Figura 2.14.

R h R h

b ! b h
Figura 2.14: Construgao do quadrado () a partir do retangulo R.

A drea do quadrado Q, A(Q), é dada por A(Q) = (b+ h)* = b+ 2bh + h%. Por outro
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lado, observando a decomposi¢ao do quadrado @), temos que A(Q) é igual a soma das areas
dos quadrados menores com a rea dos dois retangulos R. Assim, A(Q) = b*> + h? +2A(R).
Desta forma, como as duas expressoes representam a mesma area, podemos escrever:

b2+ h? +2A(R) = b* + 2bh + h*
2A(R) = 2bh

A(R) = bh

Assim, podemos concluir que a area S de um retangulo R qualquer de base b e altura
h é:

2.3.3 Area do paralelogramo

Um paralelogramo é um poligono de quatro lados (quadrildtero) cujos lados opostos
sao paralelos. Conhecendo a drea do retangulo, podemos calcular a area do paralelogramo.
Observe o paralelogramo ABCD da Figura 2.15 com base AB = b e altura h.

b
»

*s
b

Figura 2.15: Paralelogramo ABCD

Na Figura 2.16 é apresentado o retangulo AEC'F que contém o paralelogramo ABCD.

b

Figura 2.16: Retangulo AECF

Seja BE = x. A area do paralelogramo ABC'D é igual a drea do retangulo subtraida
da area de dois triangulos iguais (BEC e DF A) que juntos, formam outro retangulo.

Assim, temos que: (b+ x)h —xh = bh

A area do paralelogramo é, portanto, o produto da base pela altura.

S = bh.

Tenhamos agora um olhar sob o prisma da Geometria Analitica. Antes de mostrarmos
a férmula do célculo da area do paralelogramo utilizando vetores, precisamos definir alguns
conceitos.
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b+x X

Figura 2.17: Area do paralelogramo

Seja AB um segmento orientado de origem A e extremidade B. Isto é, no segmento
AB estabelecemos o sentido de percurso de A para B. Dizemos, entao, que o segmento
BA tem sentido de percurso oposto ao do segmento AB.

Definicao 2.11: Dizemos que os segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes, e
escrevemos AB = CD, quando satisfazem as seguintes propriedades: tém o mesmo
comprimento, sao paralelos ou colineares e tém o mesmo sentido.

Definigao 2.12: Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = f@ ¢é o conjunto de todos
os segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é um
representante do vetor AB.

Considere o paralelogramo ABC' D da Figura 2.15. Sobre os lados AD e AB tome os
vetores @ e U, respectivamente, e marque o angulo 6 formado por eles como o mostrado
na Figura 2.18.

g1

A v B

Figura 2.18: Vetores u# e U sobre os lados AD e AB do paralelogramo
ABCD.

Queremos encontrar uma relacao entre os vetores u’ e ¥ que nos forneca um nimero
real que represente a area do paralelogramo ABC'D. Sabemos da Geometria plana que a
area deste paralelogramo pode ser obtida multiplicando a base pela altura. Observe que
nesse caso, a base é o comprimento do vetor v, ou seja, a distancia entre o ponto A e B.
Esta distancia recebe o nome de norma ou médulo do vetor ¥, representado por |9]. Para
determinar a altura h utilizaremos trigonometria, observe que:

senf = —

—

]

h = || sen 6
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Desta forma podemos concluir que a area do paralelogramo cujos lados sao os vetores
u e v é dada por:
S = || |v] sen 6.

Observe que o médulo do produto vetorial de @ e v é dado por:

|u x U] = |u||v]senb.

Segue-se que a drea do paralelogramo ABCD, sendo |u| = AD e |v] = AB é:
S=lu x 1.

Exemplo 2.3.5: Vamos calcular a drea de um paralelogramo determinado em R3, pelos
vetores @ = (—1,3,1) e ¥ = (1,4,4).
Inicialmente encontramos o vetor definido pelo produto vetorial 4 X ¥ :

—

~.

U XUv=|—1
1

= 8i+5] — Tk

=W S
=~ = 3

Calculando o médulo do produto vetorial « x v, temos:

@ x 7] = \/82 +52 4 (=7)* =138 = 11,75.

Desta forma, a area do paralelogramo determinado pelos vetores @ = (—1,3,1) e
7= (1,4,4) em R® ¢ /138 w.a.

2.3.4 Area do triangulo

Retornando a Geometria Plana, vamos demonstrar a férmula mais tradicional de calculo
da area do triangulo a partir da expressao que fornece a area do paralelogramo.

Seja o paralelogramo ABC' D, cujas medidas da base e da altura medem b e h, res-
pectivamente. Observe na Figura 2.19 que, tracando uma de suas diagonais, temos dois
triangulos congruentes, ou seja, existe uma correspondéncia entre os vértices de um e do
outro, de modo que os angulos internos em vértices correspondentes sao iguais, bem como
os lados opostos a vértices correspondentes. Ou seja, ao tragarmos a diagonal BD, temos
um lado comum aos triangulos ABD e BCD, e por definicao de paralelogramo, temos que
os segmentos AD e BC tém mesmo comprimento, o que também ocorre com os segmentos
AB e CD e, desta forma, temos que os triangulos ABD e BC'D sao congruentes pelo caso
LLLS, portanto possuem a mesma area.

Sendo assim, chamando a area dos triangulos de S, e sabendo que a drea do paralelo-
gramo € o produto da base b pela altura h, temos:

25 = bh.

5Um dos casos de congruéncia de tridngulos, caso Lado-Lado-Lado, se os trés lados de um triangulo
forem congruentes a trés lados de outro triangulo, entao esses dois triangulos sao congruentes.
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e b

Figura 2.19: Paralelogramo ABC'D dividido pela diagonal BD.

Dai, a area do triangulo é dada por:

Em um triangulo, temos trés escolhas para a base b, e consequentemente trés escolhas
para a altura h. Seja qual for a escolha, o produto bh serd o mesmo, pois em cada caso ele
fornece o dobro da area do triangulo.

Sejam 7 e s retas paralelas e b um nimero real positivo. Segue-se da férmula acima que
todos os triangulos ABC', com vértice A, sobre r, e base BC' = b sobre s, tém a mesma
area,pois possuem a mesma base b e a mesma altura h.

Figura 2.20: Triangulos com mesma area

A férmula acima é uma das maneiras de se calcular a area do triangulo e, a partir dela,
mostraremos outras expressoes bem interessantes. Vejamos algumas:

Seja um triangulo ABC' qualquer, no qual s6 conhecemos dois de seus lados a e b e o
angulo « formado por estes lados.

A E b C

Figura 2.21: Triangulo com a medida de dois lados e do angulo entre eles.

bh
Sabemos calcular a area do triangulo fazendo S = 5 Tracamos entao o segmento
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BE que é a altura h relativa ao lado b. Nao temos o valor de h, mas sabemos que h é
cateto oposto ao angulo « do triangulo retangulo AEB, e a é a hipotenusa deste triangulo
retangulo. Assim:

h
senq = —
a

h = asen«.

Dessa forma, substituindo A = asena em S = —, temos que a area de um triangulo

qualquer, conhecido dois de seus lados (a e b) e 0 angulo « formado por estes lados é dada
por:

absen
S=—-: (2.1)
2
Um outro resultado, trata-se do calculo da area do tridngulo inscrito em uma circun-
feréncia dados os valores do raio da circunferéncia e dos lados do triangulo.
Seja um triangulo ABC' de lados a, b e ¢, inscrito na circunferéncia de raio r, conforme

exposto na Figura 2.22.

Figura 2.22: Triangulo ABC' de lados a, b e ¢, inscrito numa circunferéncia
de raio 7.

Pela Lei dos Senos temos:

b
aA: - = ¢ :2’)”‘

sen(A)  sen(B)  sen(C)

sendo g, B\, C angulos internos do triangulo ABC'.

Assim, substituindo sen(C) = 2£ , na férmula de calculo de drea do triangulo 2.1
r
obtemos:
1 ¢ abe
S =—ab—=—.
2%or T

Logo, a area de um triangulo de lados com medida a, b e ¢ inscrito na circunferéncia
de raio r é dada por:
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abc
=T
Vejamos agora mais uma interessante maneira de se obter a adrea de um triangulo,
trata-se do calculo da area de um triangulo circunscrito.
Seja um triangulo ABC' de lados a, b e ¢, circunscrito na circunferéncia de raio r e

centro O, conforme a Figura 2.23.

g

Figura 2.23: Triangulo ABC circunscrito na circunferéncia de raio 7.

Como a circunferéncia ¢é inscrita ao triangulo ABC, os segmentos OP, OQ) e OR sao
as respectivas alturas dos triangulos AOB, BOC e AOC' e medem r.

A area S do triangulo ABC', corresponde a soma das dreas dos triangulos AOB, AOC
e BOC.

ar br cr

S=— —
2 + 2 + 2
b
S = rlatb+te (2.2)
2
No entanto, o semiperimetro p do triangulo é dado por:
a+b+c

Substituindo (2.3) em (2.2), temos:

S = pr.

Para finalizar essa secao de area de triangulos, mostraremos agora o calculo da area
do triangulo, utilizando a Geometria Analitica. Calcularemos a area do triangulo cujos
vértices sao: A (x1,y1), B (72,y2) e C (x3,y3) como mostrado na Figura 2.24.

Inicialmente, vamos relembrar a féormula mais utilizada para o célculo da area do
triangulo na Geometria Plana.

A area de um triangulo é metade do produto da sua base pela altura. No triangulo
representado na Figura 2.24, temos:

S = %BC’AH
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A(mla yl)

B(x,, y2)

C(w3a y3)

X

Figura 2.24: Triangulo de vérticesA (z1,y1), B (z2,y2) € C (x3,y3) .

Utilizando a férmula da distancia entre dois pontos:

dpc = \/(Iz —23)2 + (g2 — y3)°

Seja r a reta definida pelos pontos B e C. Se P(z,y) é um ponto que percorre r, entao
x e y sao variaveis. Como P, B e C sao colineares, temos necessariamente:

z y 1
Ty Y2 1| = (y2 —ys)x + (w3 — 22) y + (T2ys — 23y2) = 0.
r3 yz 1

Temos que a distancia do ponto A(z1,y;) a reta BC' 7, AH, é dada por:

1 N 1
To Yo 1
AH — (Y2 — y3) &1 + (T3 — 2) y1 + (T2y3 — T3Yy2) _ T3 ys 1

\/(y2 —y3)” + (w3 — 12)° \/($2 —23)* + (12 — v3)?

1
Substituindo os valores encontrados de BC' e AH em S = §BCAH , temos:

1 %
T2 Y2
T3 Y3

\/(% —w5)" + (y2 — y3)2‘

Realizando as devidas simplificacoes temos que a area de um triangulo qualquer, cujos

S = %\/@2 —23)" + (32 — y3)°

"A demonstracio da férmula da distancia de um ponto a reta e da equacdo geral da reta pode ser
encontrada em um bom livro de Geometria Analitica, sugerimos Dolce [5].
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vértices sao: A (x1,y1), B (x9,y2) e C (x3,y3) é dada por:

r1 oy 1
S = 5 T2 Y2 1].
r3 ys 1
Exemplo 2.3.6: Calcule a drea do triangulo cujos vértices sao A = (5,6), B = (1,3) e
C=(71):
Solugao:
1 Ta Ya 1 1 5 6 1 2
S=—lzg yg 1|==|1 3 1|= — =13 u.a.
2 2 2
o Yo 1 71 1

2.3.5 Area do trapézio

Com base no calculo das areas de figuras ja demonstradas, calcular a area de poligonos
convexos torna-se uma tarefa relativamente facil. Para calcular a area de um poligono
qualquer, podemos utilizar o processo de decomposicao em outras figuras quaisquer que ja
sabemos calcular a drea. A area da figura procurada, sera a soma das dreas das figuras
que obtemos na decomposi¢ao. Utilizando esse raciocinio, vamos determinar a formula de
calculo da area do trapézio.

Trapézio é um quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos. Considere o trapézio
ABCD com base maior AB = a, base menor C'D = b, e altura h como o da Figura 2.25.

D C

Figura 2.25: Trapézio ABCD.

Tragando o segmento C'E paralelo a AD, percebemos que o trapézio ABC D fica dividido
em duas figuras as quais ja conhecemos o cédlculo de suas areas. O paralelogramo AEC D
de base b e altura h e o triangulo CEB de base (a — b) e altura h. Somando essas areas
encontramos:

S~ bh (a—0b)h _ 2bh+ah—bh _ (a+b)h.
2 2 2
A drea S do trapézio ABC'D com base maior AB = a, base menor CD = b, e altura h

é portanto, a metade do produto da soma de suas bases pela altura.
Outra possibilidade de demonstrar a férmula de calculo da area do trapézio consiste
em dividir o trapézio em dois triangulos.
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Considere novamente o trapézio ABC'D com base maior AB = a, base menor C'D = b,
e altura h conforme a Figura 2.26.

Figura 2.26: Trapézio dividido em dois triangulos.

A diagonal AC' divide o trapézio em dois triangulos: ABC e AC'D, com bases a e b,
respectivamente. A area S do trapézio ABC'D é a soma das areas desses dois triangulos,
logo:

ah bh (a+b)h

S:——:
2+2 2

2.3.6 Area do losango

Losango ¢ todo paralelogramo que possui os quatro lados iguais. Considere o losango
ABCD da Figura 2.27. Em um losango qualquer, suas diagonais tém a propriedade de
serem perpendiculares entre si intersectando-se no ponto médio ja que ABC'D também é
um paralelogramo.

>

B

Figura 2.27: Losango ABCD.

Observamos que os triangulos ABC e ADC sao congruentes pelo caso LLL. E, além

disso, percebemos que a area S do losango ABCD é a soma das areas dos triangulos ABC'
e ADC'. Assim:

AC~BM+AC~MD

5= 9
— %AC(BM + MD)
_ Y40 BD.

2
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Area do circulo e de figuras planas quais-
quer

No capitulo anterior, discutimos a area de algumas figuras planas, especificamente dos
poligonos regulares mais conhecidos. Neste capitulo pretendemos estudar a area do circulo
baseada no método de Arquimedes e no método de exaustao de Eudoxo. Discutiremos
ainda o calculo da area de uma figura plana qualquer, utilizando para isso os primeiros
conceitos do Calculo Diferencial Integral.

3.1 O método de exaustao de Eudoxo

Eudoxo (408 a.C - 355 a.C) de Cnido, contemporaneo do filésofo Platao, tornou-se um
dos mais conhecidos matematicos de sua época por dominar as técnicas da Geometria
vigente. Utilizando técnicas de calculo de areas, que hoje chamamos de método da
“exaustao”’, Eudoxo articulou conceitos como o de Soma Superior (Supremo) e Soma
Inferior (fnﬁmo) que muito influenciaram os criadores do calculo integral.

A ideia principal do método da exaustao de Eudoxo consiste em inscrever e circunscrever
poligonos regulares no circulo. A medida que os lados dos poligonos aumentam, temos
uma convergencia para a area real do circulo. Um passo importante nessa demonstracao

consiste na utilizagdo de um resultado encontrado no Livro X, da obra Elementos [2], a
proposicao X.I, atualmente conhecida como Lema de Fuclides.

Roque [15] traz o Lema de Euclides, traduzido para a linguagem atual, da seguinte
forma:

Sejam a e b as medidas de duas grandezas, respectivamente AB e
CD, do mesmo tipo (isto é, por exemplo, dois comprimentos ou
duas dreas ou dois volumes). Se de AB tirarmos uma parte maior
do que ou igual a sua metade, do restante tirarmos uma parte
maior ou igual a metade do restante, e assim sucessivamente, entao,
apds um certo numero de repetigoes desse processo, obteremos
uma grandeza menor do que C'D. No exemplo da Figura 3.1 temos
AB = a e CD = b dois segmentos de reta, com a > b. (ROQUE,
2012, p.112)

37
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A E F G B
C D

Figura 3.1: O Lema de Euclides.

Vejamos agora uma aplicacao do Lema de Euclides, comparando a area de um circulo
com a area de um poligono inscrito na circunferéncia deste circulo.

Seja AB o lado de um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia e
M o ponto médio do arco AB, como na Figura 3.2. Seja C'D tangente a circunferéncia
por M. Sabemos que AM = BM é o lado do poligono regular de 2n lados inscrito na
circunferéncia.

Figura 3.2: Aplicacao do Lema de Euclides.

A érea do triangulo AM B é metade da area do retangulo ABCD, ou seja, é maior do
que a metade da area do segmento circular AM B. Sendo assim, subtraindo do segmento
circular AMB o triangulo AMB, retiramos uma figura com area maior do que a metade
do segmento circular. Repetindo o mesmo procedimento, por exemplo, para um triangulo
AN M, formado por dois lados de um poligono inscrito com 2n lados, podemos sempre
retirar da drea que resta uma area maior do que a metade da drea do segmento circular
original. Entao a diferenca entre a area do circulo e a area do poligono pode ser tomada
menor do que quantidade dada. Esse argumento nos possibilita encontrar uma maneira
de calcular o comprimento e a drea da circunferéncia utilizando o perimetro e a area de
poligonos inscritos e circunscritos na circunferéncia.

3.2 Area do circulo

O que é mesmo uma circunferéncia? E um circulo? Circunferéncia e circulo sao nomes
diferentes para um mesmo objeto?

Para responder a essas perguntas, recorremos a Geometria Analitica e encontramos em
Lima [10] a seguinte definigao:

A circunferéncia de centro A = (z,y) e raio r > 0 é o conjunto 7 formado pelos pontos
P = (x,y) tais que d (A,P) = r. Vide Figura 3.3.
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P=(z,y)

YR —

Figura 3.3: Circunferéncia de centro A e raio r.

Assim P = (z,y) pertence a 7 se, e somente se,

(x —a)*+ (y — b)* =2

Esta é, portanto, a equacao da circunferéncia.
No caso particular em que o centro da circunferéncia é a origem O = (0,0), a equagao
assume a forma simplificada:

2 +y? =1’

Assim, respondendo as primeiras perguntas, consideramos que a circunferéncia é um
lugar geométrico no plano, uma curva fechada, cujos pontos sao equidistantes de um ponto
fixo, o centro. E o circulo é a regiao no plano limitada pela circunferéncia.

Definiremos agora o ntimero 7. Consideramos o nimero 7 como a razao entre o
comprimento de uma circunferéncia e seu diametro. Essa razao é sempre a mesma porque
todas as circunferéncias sao semelhantes entre si.

Denotando por C' o comprimento da circunferéncia de raio R, entao por definicao
temos:

1o
2R

Dessa forma, o comprimento da circunferéncia é dado por:

=T

C =27R.

Mas, qual é o valor de w7 Hoje sabemos que 7 ¢ um ntmero irracional, transcendente!
e que o valor aproximado de m, com cinco casas decimais corretas, é:

7= 3,14159.

E como é possivel chegar a este valor? Inicialmente vamos pensar no comprimento
da circunferéncia. Sabemos o que é o comprimento de um segmento, mas temos apenas
uma ideia intuitiva do que seja o comprimento de uma circunferéncia. Uma experiéncia
bem simples — como passar um barbante fino em volta da circunferéncia, estica-lo e depois

10O niimero 7 ser transcendente significa que ndo pode ser obtido como raiz de um polinémio nao nulo
de coeficientes racionais.
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medir seu comprimento com uma régua — nos permite avaliar, sem muita precisao, essa
medida.

Com um pouco mais de rigor definimos que o comprimento da circunferéncia é o nimero
real cujas aproximagoes por falta sao os perimetros dos poligonos regulares inscritos e
cujas aproximacoes por excesso sao os perimetros dos poligonos regulares circunscritos.

Na Figura 3.4 temos a esquerda uma circunferéncia e dois hexdgonos (poligonos de seis
lados), um inscrito e outro circunscrito, e a direita, a mesma circunferéncia, agora com
dois dodecagonos (poligonos de doze lados), novamente um inscrito e outro circunscrito.

Figura 3.4: Hexagono e dodecigono inscritos e circunscritos.

Observe que aumentando a quantidade de lados dos poligonos inscritos e circunscritos
na circunferéncia, o perimetro dos poligonos se aproxima do comprimento da circunferéncia.
A Figura 3.4 nos fornece uma ideia de como o matemético grego Arquimedes de Siracusa
(288 a.E.C — 212 a.E.C), conseguiu uma aproximagao de 3% <7< 3% usando poligonos
de 96 lados, o que da duas casas decimais exatas de 7.

Utilizando o mesmo raciocinio de Arquimedes, outros matematicos que o sucederam,
fascinados com o nimero 7, continuaram a encontrar aproximacoes cada vez melhores para
o seu valor. No segundo século d.E.C., Ptolomeu, com um poligono de 720 lados, conseguiu
317 — 3141666666 . . ., a mais avancada até entdo. No século XV, os drabes

120
registraram o valor de m = 3,14159265 . .. com essas oito casas decimais exatas. Em 1596,

a fracao m =

o matematico alemao Ludolph van Ceulen publicou o valor de m com 20 casas decimais
exatas, usando um poligono de 2.061.584.326.080 lados, e mais tarde, uma aproximacao
ainda melhor com 35 casas decimais exatas.

Ao longo do tempo percebeu-se que o método dos poligonos possui algumas limitagoes.
Sobre essas limitacoes, Lima [10] afirma que:

O método dos poligonos tém sérias limitagoes. A convergéncia € lenta. Poligo-
nos de trilhoes de lados consequem apenas poucas dezenas de casas decimais
de m. Com a invengao e o desenvolvimento do Calculo, novos métodos foram
encontrados e os poligonos foram descartados. No século 17, Leibniz em uma
de suas primeiras descobertas matemdticas publicou a série

1 1

1
RN TI

n 1

1 3 5

que, apesar de ter também convergéncia lenta, € muito mais facil de computar
que os métodos antigos.
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Imagine agora, um poligono regular de n lados. Se C' é o comprimento da circunferéncia,
Pn 0 perimetro do poligono inscrito e P, o perimetro do circunscrito temos que:

pp < C < P,.

Quando n cresce, os valores de p,, aumentam, os de P,, diminuem e ambos se aproximam
cada vez mais de C. Usando a linguagem atual de limites, dizemos que quando o nimero
de lados de poligono regular inscrito ou circunscrito na circunferéncia aumenta muito, ou
seja, quando o numero de lados do poligono tende a infinito, o seu perimetro tende ao
comprimento da circunferéncia.

Utilizando este mesmo raciocinio, definimos que a area do circulo é o nimero real
cujas aproximagoes por falta sao as areas dos poligonos regulares inscritos e por excesso as
areas dos poligonos regulares circunscritos. Imaginemos entao um poligono regular com n
lados inscrito na circunferéncia de raio R, vide Figura 3.5. O raciocinio para poligonos
circunscritos é analogo.

Figura 3.5: Poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia.

Dividimos o poligono em n triangulos isosceles, todos iguais. Cada triangulo tem dois
360°
n

do poligono, e altura relativa a esse lado a apdtema a.

lados com medida do raio R, um angulo central de , um terceiro lado igual a L, lado

Denotando a area do poligono de S, e o perimetro do poligono de p,,, temos:

g La (nL)a pua

e
A area S do circulo é o nimero real cujas aproximacoes por falta sao as areas dos
poligonos regulares inscritos na circunferéncia. Quanto maior o valor de n, mais proximo
a area do poligono estard da area do circulo. Ou seja, quando n cresce indefinidamente, p,
tende ao comprimento da circunferéncia e a apétema a tende ao raio. Concluimos entao

que a area do circulo é:

B 2rRR B

5 TR2.

S
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3.3 Area de setores

O setor circular é uma regiao de um circulo limitada por dois raios e um arco. Observe
que a area de um setor circular é uma fracao da drea do circulo. Assim, podemos afirmar
que a area do setor circular é diretamente proporcional ao angulo central ou, ainda,
diretamente proporcional ao comprimento de seu arco. Como justificativa para isto, basta
observar que dobrando o angulo central, a area do setor dobra, triplicando o angulo central
a area do setor triplica, e assim por diante.

Figura 3.6: Setor circular.

Dessa forma, se o angulo central tem medida « em graus, a area S do setor circular é
dada por:

S = inQ.

Observe que a area do setor também é proporcional ao comprimento L do seu arco.
Assim, podemos escrever a area do setor circular em funcao do raio e do comprimento do
seu arco:

g L R LR
TR T 2

Esta ultima férmula é bastante interessante, pois nos da a ideia de um “triangulo” de

base de comprimento L e altura R.

3.4 Area de uma figura plana qualquer

Utilizando os mesmos postulados do célculo de area de poligonos, podemos associar um
ndimero real ndo negativo a drea de uma figura plana F' qualquer, indicada por A(F'). Esse
numero ficard bem determinado se conseguirmos determinar seus valores aproximados por
falta ou por excesso. Os valores aproximados por falta de A(F') serdo por defini¢ao a area
A(P) dos poligonos P, contidos em F'. E os valores aproximados por excesso, sao a area
A(P') dos poligonos P’ que contém F. Vide Figura 3.7.
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A F

Figura 3.7: Figura plana qualquer.

A medida que o contorno do poligono P, ou do poligono P’, se aproximam do contorno
da figura F', sua area se aproxima de A(F'). Considerando a area A(P) de quaisquer
poligonos P, contidos em F' e a drea A(P’) de quaisquer poligonos P’ que contém F, o
nimero A(F') satisfaz a seguinte desigualdade:

A(P) < A(F) < A(P').

Analisando o caso dos valores aproximados por falta, temos que:

A(P) < A(F).

E, para qualquer nimero K < A(F'), podemos encontrar um poligono P, contido em
F tal que:

K < A(P) < A(F).

De forma andloga, agora analisando a aproximagcao por excesso, se P’ é um poligono
que contém F', temos A(F) < A(P’). E, para qualquer nimero K’ > A(F'), existe um
poligono regular P’ que contém F', tal que:

A(F) < A(P') < K.

Dessa maneira, podemos escolher poligonos cujas areas se aproximam cada vez mais
da area da figura F', tanto por falta, quanto por excesso, tornando a diferenca entre as
areas tao pequena quanto se deseje, determinando assim a area da figura F'.

3.5 O calculo integral.

No inicio desse capitulo mostramos como os mateméaticos da Grécia antiga calculavam
a area do circulo utilizando o “método da exaustao” atribuido a Eudoxo de Cnido. Os
gregos nao utilizavam o conceito de limites que temos atualmente, contudo, por raciocinio
indireto também eram capazes de calcular a area de poligonos quaisquer, como mostramos
na secao anterior.

Mostraremos agora como o método da exaustao de Eudoxo foi primordial para o
desenvolvimento do Célculo Integral. Nosso objetivo é calcular area de figuras limitadas
pelo grafico de uma funcgao continua f e por duas retas a e b paralelas ao eixo das ordenadas
e pelo eixo das abscissas como exibido na Figura 3.8.
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NUMERO DE HOSPITALIZACOES POR SINDROME RESPIRATORIA AGUDA GRAVE (SRAG)
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Figura 3.8: Area de uma regiao abaixo de uma funcao continua.

Os anos de 2020 e 2021 estao sendo marcados pelo enfrentamento de uma pandemia
causada pelo virus SARS-CoV-2, também chamado de coronavirus. Os coronavirus sao
uma grande familia de virus que causam doencas que variam do resfriado comum a doencas
mais graves, como a Sindrome Respiratéria do Oriente Médio (MERS-CoV) e a Sindrome
Respiratoria Aguda Grave (SARS-CoV).

O Covid-19 é a doenca do coronavirus provocada por essa nova cepa, SARS-CoV-2,
descoberta em 2019, que nao havia sido identificada anteriormente em seres humanos. Essa
doenca afeta as pessoas de diferentes maneiras, sendo que a maioria das pessoas infectadas
apresenta sintomas leves a moderados. Os sintomas mais comuns sao: febre, tosse seca
e cansaco. Os sintomas mais graves sao a dificuldade de respirar ou falta de ar, dor ou
pressao no peito e a perda de fala ou movimento.

Conhecendo estes sintomas, uma das agoes da secretaria de saide de Minas Gerais,
consiste na divulgacao dos dados de pessoas hospitalizadas por sindrome respiratoria
aguda grave (SRAG). Estes dados, apds anélise, tornam-se mais uma das ferramentas que
auxiliam o governo mineiro na tomada de decisoes, seja no tocante a abertura de novos
leitos hospitalares ou no incremento de medidas que favorecam o isolamento social como
forma preventiva de contdgio da doenga. Na Figura 3.8, a curva y = f(x) foi criada pelo
autor a partir de dados obtidos do Boletim Epidemiolégico COVID-19? da Secretaria de
Saude do governo de Minas Gerais divulgado as 10:00 horas do dia 24 de fevereiro de 2021.

A drea da Figura 3.8 representa a quantidade total de pessoas hospitalizadas em
Minas Gerais por SRAG no ano de 2020. Podemos encontrar uma aproximacao da
area desejada utilizando um raciocinio analogo ao de Eudoxo para o calculo da area do
circulo. Procederemos da seguinte forma: desenhamos varios retangulos, com o objetivo
de preencher a regiao abaixo da curva y = f(z), e em seguida calculamos a drea de cada
um desses retangulos.

20s boletins sao atualizados diariamente em: <https://coronavirus.saude.mg.gov.br>
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Figura 3.9: Area de uma regiao dividida em retangulos.

Nao ¢ dificil perceber que, ao diminuir a largura dos retangulos, e somando suas areas,
temos uma aproximacao cada vez melhor da area da figura desejada. Dizemos entao, que
a area da figura desejada é o limite das somas das areas destes retangulos. O exemplo a
seguir ilustra bem esse procedimento.

Exemplo 3.5.1: Use retangulos para estimar a area S limitada superiormente pelo grafico
da pardbola f(z) = z? e inferiormente pelo eixo z no intervalo [0,2].

Y

Area S =77

BN

Figura 3.10: Area S limitada superiormente pelo grafico da parabola
f(z) = 2% e inferiormente pelo eixo z no intervalo [0,2].

Solugao:

Dividindo o intervalo [0,2] em quatro partes iguais, conseguimos aproximar a area S
procurada da soma das areas dos retangulos de base % e altura igual ao maior valor de
f(z) em cada subintervalo, vide Figura 3.11.
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Figura 3.11: Retangulos de base % e altura igual ao maior valor de f(x)
em cada subintervalo.

Sabemos que a soma S das areas desses retangulos é maior que a area de S a qual
queremos encontrar. Dessa forma, temos que:
Sl — 1 <1)2 + 1(1)2 + 1 (%)2 + 1(2)2 —=3.75
2\2 2 2\2 2 ’
Por outro lado, utilizando o mesmo raciocinio, construimos retangulos de base igual a
% e agora com alturas iguais ao menor valor de f(x) em cada subintervalo. Vide Figura
3.12.

BN

1
Figura 3.12: Retangulos de base igual a — e alturas iguais ao menor valor

de f(z) em cada subintervalo.

Definindo S; como a soma das areas desses retangulos é facil ver que o valor encontrado
sera menor que a area de S.
1 1/1\* 1 13\
Sy = (024 = ( = S+ (=) =175
? 2<)+2(2) +2()+2(2> ’
Dessa maneira podemos escrever que S, < S < 57 ou 1,75 < § < 3,75.
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Repetindo o mesmo procedimento, mas agora dividindo o intervalo de [0,2] em oito
partes iguais como a Figura 3.13.

BN

Figura 3.13: Melhorando a aproximacao do célculo da &rea S por excesso.

1
Temos agora a soma S; dos retangulos de base — e altura igual ao maior valor de f(x)

em cada subintervalo, denotada por (S7) é dada por:

O RO RO T O RO RO R

1/1 1 9 25 9 49
— (o S+ D S 4] =31
Sy 4(16+4+16+ +16+4+16+) 3,1875

> |

De maneira anéloga, podemos calcular a soma dos retangulos de base 711 e altura igual
ao menor valor de f(z) em cada subintervalo, mostrada na Figura 3.14.

Y

AN

Figura 3.14: Melhorando a aproximacao do calculo da érea S por falta.

Denotando por S; o valor dessa area, temos:
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1o TN 11N 13N\ 1, 1/5\° 13\
2= 710 *1(1) *1(5) ﬂz(z) 1 *z(z) +Z(§) *

1/7\> 1/1 1 9 25 9 49
) =2 =42+ F1+ 2 2 ) =21
+4<4> 4(16+4+16+ +16+4+16> 1875

Observando novamente que Sy < S < S, temos agora uma aproximacao melhor, ou
seja, sabemos que 2,1875 < S < 3,1875.

Dividindo o intervalo [0,2] em 16 partes e depois em 32 partes, aproximamos ainda
mais a soma das areas dos retangulos do valor da area de .S, como mostramos na tabela
abaixo.

n = numero de divisdes | So = soma inferior | S; = soma superior
16 24218 2,9218
32 2,5429 2,7929

Aumentando sucessivamente o valor de n, ou seja, dividindo o intervalo [0,2] em partes

cada vez menores, fazendo n tender a infinito, chegamos ao valor de S = 3

De maneira geral, podemos mostrar que a drea sob o grafico de f(z) = %, no intervalo
3

de [0,b] é dada por:=-.
Exemplo 3.5.2: Para a regiao S do exemplo anterior, mostre que a soma das areas dos
retangulos aproximantes superiores 5, tende a 3 isto é:

Jim Sp = 3.

Solugao:
Seja S, a soma das areas dos n retangulos na Figura 3.15.

Figura 3.15: Retangulos aproximantes superiores .5,.

Cada retangulo tem largura b/» e as alturas sao os valores da fungao f(z) = 22 nos
pONtos bfn, 2/n, 30/, -+ mbl ou seja, s80 (b/n)>,(20/n)” (3/n)%- - - (0/n). Logo,
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b /b\%2 b /20\® b (3b\? b [nb\?>
Sp==—(=) +=(=) +=|=) ++=|—
n n n n n n n n

b b ? 2 2 2 2
Sp=—=) (P+22+3+..-n)
n \n
b3 2 2 2 2
Snzﬁ(l +22 43+ +0n?) (3.1)

Observe que (1% + 22 + 3% + - - - n?) representa a soma dos quadrados dos n inteiros
positivos. Demonstraremos por inducao que para qualquer niimero natural n:

nn+1)2n+1)

PP4+22+3+- 40’ = :

Demonstragao (soma dos quadrados dos n inteiros positivos). Seja a proposigao P(n) :

1)(2n + 1
12po2 gy s D@L

Caso base: A proposicao é verdadeira para n = 1.

1(1+1)(2+1)

P(1):12 = :

1-2-3
6
Passo indutivo: Suponhamos que P(k), k € N seja verdadeiro.

=1= =1

k(k + 1)(2k + 1)
6

P(k):12+22 + 3%+ +k* =

Verificaremos que a proposicao é vélida para k + 1, ou seja, queremos mostrar que:

(k+1)(k+2)(2k + 3)
6

Pk+1):1P+22 43+ + P+ (k+1)° =

Sabemos pela hipétese de inducao que:

O U VEYCY | P

PP+22 43+ 4+ kP (k+ 1 ' )6'
(k+1)-(2k+1)  6(k+1)2
; -

(2k + 1)+6(/~::J(21)2
(k+1)- [k~(2k~6+ 1)+ 6(k+1)]
(k+1)-[2k2+2+6k+6]
(k+1)- (2k26+ 7k + 6)
(k+1)-(k6+2)-(2k:+3)‘

6

k
ke (k+1
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O que mostra que P(k + 1) é verdadeiro. Dessa forma,

. 1)-(2n+1
124924324 ... 422" (n+ )6(n+ ), Vn>l

]

Agora, podemos retomar o calculo da soma S,, das areas dos n retangulos da Figura

1)(2 1
3.15. Substituindo (12 + 2% + 32 + - - - 4+ n?) por nnt 1@n+1)

, na equagao (3.1) temos:

6
b? 2 02, 92 2
Su=g - (P 42243 4o )
b n-(n+1)-(2n41)
nd 6
P n on+1 2n+1
6 n n n

b 1 1

— (14 =)-(2+=

6 n n
Quando n for suficientemente grande, ou seja, quando n — 0o, temos:

s[5 (2) ()]

= .1-2
6

b3
3.5.1 A soma de Riemann e a Integral Definida
Na subsecao anterior, calculamos a area de uma regiao limitada superiormente pelo
grafico de uma funcio continua f(x) = z* e inferiormente pelo eixo z no intervalo de [0,2].

Agora, vamos utilizar a mesma ideia dos exemplos 3.5.1 e 3.5.2 para calcular a drea S
de regides mais gerais como a da Figura 3.16.

N
>

Figura 3.16: Area S sob y = f(z), acima do eixo z e entre as retas = a
ex =>b.
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Considere uma regiao limitada por uma func¢ao continua y = f(x) qualquer e por trés
retas x = a, = b e y = 0. Queremos determinar a drea S dessa regiao.

Iniciamos dividindo o intervalo [a,b] em n partes, todas de mesmo comprimento,
partindo a area S em respectivamente n faixas, 51,559,593, - -+ ,5,, de igual largura como
exibido na Figura 3.17.

Y

A~

a €Ty To Ty 0 Ty v Tpoi b

Figura 3.17: Divisao da area S sob y = f(z) acima do eixo x e entre as
retas © = a e x = b em n faixas.

Observe que a largura do intervalo [a,b] é b — a; dessa forma a largura de cada faixa é
b—a
Ax = )

n

Essas faixas dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos: [xg,z1], [x1,22] , [T2,23] ,
- [xp_1,2,) onde xg = a e x, = 0.

Tomando as extremidades direitas de cada subintervalo, temos:

r1=a+Ax, x9 =a+2Ax, x3=a+3Ax, -+, r;=a+iAx, ---, x, =0b.

Como y = f(x) é uma fungao continua no intervalo [a,b], ela também ¢ continua em cada
subintervalo fechado de [a,b], desta forma existe em cada subintervalo [x;_1,2;],i = 1,--- ,n,
um valor m; para qual a fungdo y = f(z) tem um valor minimo e um valor M; na qual a
funcao tem um valor maximo.

Considerando o valor minimo que a fungdo assume em cada subintervalo f(m;) e
construindo n retangulos de base Ax e alturas f(m;) de cada subintervalo, temos que a
soma das areas destes n retangulos, que chamaremos de retangulos aproximantes, é o valor
aproximado por falta da area da regiao S, como mostra a Figura 3.18.

> Ax

, —

fixi}

[ a x  x X Xi—1 X b *

Figura 3.18: Soma inferior.
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A medida que o valor n cresce, os subintervalos tornam-se cada vez menores, e a soma
das areas dos retangulos se aproxima cada vez mais da area da regiao S. Dizemos que
quando n tende a infinito, a soma das areas dos retangulos tende a area de S.

Dessa forma, podemos definir:

Definicao 3.1: A area da regiao S que estd sob o gréfico de uma fungao continua é o limite
da soma das areas dos retangulos aproximantes:

S = lim [f(m1)Az + f(me)Ax + -+ + f(m,)Az] = lim Zf m;)A

n—o0 n—oo

Considerando o valor méximo que a fungao assume em cada subintervalo f (M;) o
raciocinio é analogo. Nesse caso, continuamos a ter retangulos de mesma base, Az, mas as
alturas agora sao o f (M;) de cada subintervalo. Novamente, a medida que o valor de n
cresce, o valor da soma das areas dos retangulos se aproxima cada vez mais da area da
regiao S. Dessa forma, concluimos que a soma das areas destes n retangulos é o valor
aproximado por excesso da area da regiao S, como mostra a Figura 3.19.

a T T9 T3 e xT; cee Tp1 b

Figura 3.19: Soma superior.

Nesse Caso, escrevemos que:

S = lim [f(M)Az + f(Mz)Az + -+ + f(M,)Ax] = lim > f(M;)Az.

n—00 n—00 £

E dizemos que soma ¢é chamada de soma superior, pois usa retangulos circunscritos, e
aproxima a area da regiao por excesso.

De fato, podemos escolher um valor z; em cada subintervalo, de maneira que z;,_; <
x < x;, tomando a altura do i-ésimo retangulo como ao valor de f em qualquer nimero
x} no i-ésimo subintervalo [z;_1, z;]. Chamamos os pontos x},x3,25, -+ xf .2}, - 2k de
pontos amostrais. Dessa forma, a expressao mais geral para a area da regiao S é:

= lim Z flx (3.2)

n—o0
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Este somatério é chamado de Soma de Riemann, em homenagem ao matematico
alemao Georg Friedrich Bernhard Rimann (1826-1866).
Acabamos de ver que o limite na forma :

lim 3 f(a})Aw = lim [f(a})Ae + f@3)Aa+ - + f(a})Aa]
=1

aparece quando calculamos a area sob o grafico de uma funcao continua f. Resulta que
esse mesmo tipo de limite ocorre em uma grande variedade de situagoes, mesmo quando f
nao é uma fungao positiva. Limites dessa forma também surgem quando tentamos calcular
a distancia percorrida por um objeto, o comprimento de curvas, volumes de sélidos, centros
de massas, forcas por causa da pressao da dgua e trabalho, assim como outras quantidades.
Daremos a esse tipo de limite um nome e notagao especiais.

Definicao 3.2: Integral Definida. Se f é uma funcao continua definida em a < & < b,
dividimos o intervalo [a,b], em n subintervalos de comprimentos iguais Az = (¢ —a)/n. Sejam

*

Ty = a,T1,Toe, - ,T, = b as extremidades desses subintervalos, e sejam x7,25, - ,x)

pontos amostrais arbitrarios nesses subintervalos, de forma que z} esteja no i-ésimo
subintervalo [z;_1,7;]. Entdo a integral definida de f(x) de a a b é:

/bf(x)dx = lim if(xf)Ax
o n—00 P

desde que o limite exista. Se ele existir, dizemos que f é integravel em [a,b].

O significado exato do limite que define a integral é o seguinte:
Para todo ntimero € > 0 existe um ntmero inteiro N tal que:

/b f(z)dz — Jinoloi:f(xf)Aa: <e

para todo inteiro n > N e toda escolha de x} em [z;_1,2;],i =1, -+ n.

Embora tenhamos definido fab f(x)dx dividindo o intervalo [a,b] em subintervalos de
igual comprimento, isso nao é necessario. Ha situacoes nas quais é vantajoso trabalhar
com intervalos de comprimentos diferentes.

Se os comprimentos dos subintervalos forem diferentes, digamos Axy, Axs, -+, Ax,,
temos que garantir que todos esses comprimentos tendem a zero no processo de limite.
Isso acontece, se o maior comprimento , max{Az;},i = 1,---  n, tender a zero. Assim,
nesse caso a definicao de integral definida fica:

b n
/ f(x)dz = lim Z flaH)Az;. (3.3)

maz{Az;}—0

Em Stewart [16], encontramos a seguinte observagao a respeito do simbolo [:
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O sfmbolo [ foi introduzido por Leibniz e é denominado sinal de
integral. Ele é um S alongado e foi assim escolhido porque uma
integral é um limite de somas. Na notacao fff (z)dz, f(x) é
chamado integrando, e a e b sao ditos limites de integracao, a é o
limite inferior, b, o limite superior. Por enquanto, o simbolo dz nao
tem significado sozinho; é apenas um simbolo. O dx simplesmente
indica que a varidvel dependente é x. O procedimento de calcular
a integral é chamado integracao (STEWART, 2013, p.337).

Agora, retornando ao problema inicial dessa subsecao, que é o calculo da area da regiao
S que esta sob o grafico de uma fungao f continua, temos de (3.2) e (3.3) que:

b n
S:/a f(x)dz :hm;f(x;)m,.

Como a funcao f é continua, esse limite existe, assim dizemos que a funcao f é integravel
no intervalo [a,b].

3.5.2 Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece uma conexao entre dois ramos do
calculo: o Integral e o Diferencial. O Calculo Diferencial, que nao é objeto de estudo
deste trabalho, surgiu do problema da tangente a uma curva, ja o Calculo Integral esta
relacionado ao calculo de areas de regioes sobre curvas.

O matemético inglés Isaac Barrow (1630-1677), mentor de Newton em Cambrige,
percebeu que esses dois problemas estao ligados e que a derivagao e a integragao sao
processos inversos. O Teorema Fundamental do Calculo fornece a relagao inversa entre a
derivada e a integral. O inglés Isaac Newton (1643-1727) e o alemao Leibniz (1648-1716)
exploraram essa relagao e perceberam que o Teorema Fundamental do Calculo permitia
calcular areas e integrais com mais facilidade, sem a necessidade da utilizacao do calculo
do limite das somas.

Teorema 3.3 (Teorema Fundamental do Célculo): Suponha que f seja continua no inter-
valo [a,b].

1. Se g(x) = [T f(t)dt, entdo ¢'(z) = f(x).

2. fab f(z)dz = F(b) — F(a), onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcao tal
que F' = f.

A primeira parte do Teorema Fundamental lida com funcoes definidas por uma equacao
da forma

o(z) = / it (3.4)

onde f é uma fungao continua de [a,b] e x varia entre a e b. Observe que g depende
somente de x, que aparece como o limite superior variavel da integral. Se x for um nimero
fixado, entdo a integral [ f(t)dt ¢ um nimero definido. Se variamos x, o nimero [ f(t)dt
também varia e define uma fungao de x denotada por g(z).
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Se f for uma fungao positiva, entao g(x) pode ser interpretada como a drea sob o
grafico de f de a até x, onde x pode variar de a até b.

Demonstragao da Parte 1. Sejam x e x + h em (a,b), entao
z+h T
oot h)=gla)= [ e~ [ o

::(fo@yﬁ+-xﬁﬁf@yﬁ)—14$fuﬁh

z+h
= ft)dt
logo para h # 0, temos
gz +h) —g(z) 1 [
- _El F(t)dt. (3.5)

Assumimos h > 0, a demonstracao para h < 0 é analoga. Uma vez que f é continua
em [x,x + h], o Teorema dos Valores Extremos afirma que hd nimeros u e v em
[z, x + h] tais que f(u) =m e f(v) = M, onde m e M sao valores minimo e maximo
absolutos de f em [x,z + h|. Pelos conceitos introduzidos na segao 3.5.1, temos

x+h
mhé/ ft)dt < Mh
isto é,

f(u)h

/AN
h
+
>
—
=
oW
~
/AN
=
=
>

logo

z+h
fw<g [ fod< s,

Pela equagao (3.5) obtemos:

gle +h) —g(x)

fu) < :

< f(v). (3.6)

Agora, tomemos h — 0, e entdo u — = e v — x, uma vez que u e v estao entre x e
x + h. Portanto,
lim f(z + h) = lim f(u) = f(x) e lim f(x +h)=lim f(v) = f(z)
h—0 U—T h—0 V=T
porque f é continua em x. Concluimos de (3.6) e do Teorema do Confronto, que
h) —
¢ (x) = lim gz + })L 9(@) = f(z). (3.7)

h—0

]
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Usando a notacao de Leibniz para derivadas podemos escrever a primeira parte do
Teorema Fundamental do Calculo como:

= [ rwar = s (38)

quando f for continua em [a, b] A equagao (3.8) nos diz que se f é continua em [a,b] existe

uma fungao g, definida por g(z f f(t)dt, tal que a sua derivada é a fungao f, ou seja,
essa parte do Teorema garante a existéncia de uma primitiva, desde que a funcao seja
continua.

Demonstragao da Parte 2. Seja g(x f f(t)dt. Sabemos da Parte 1 que ¢'(x) =

f(z); isto é, g é uma primitiva de f . Se F for qualquer outra primitiva de f em [a,b],
entao F' e g diferem por uma constante:

F(x) =g(z)+C (3.9)

para a < x < b. No entanto, tanto F' quanto g sdo continuas em [a,b] e, portanto,
tomando limites em ambos os lados da equagao (3.9) (quando x — a™ e z — b7),
vemos que isso também ¢ valido quando x = a e © = .

Se fizermos x = a na férmula de g(z), obteremos

— [ seyan -

Portanto, usando a equagao (3.9) com x = b e x = a, temos

F(b) = Fa) = [g(b) + C] = [g(a) +

= 9(b) — g(a l/f

A parte 2 do Teorema Fundamental do Célculo afirma que se conhecermos uma primitiva

O

F de f, entao poderemos calcular f; f(z)dx simplesmente subtraindo os valores de F' nas
extremidades do intervalo [a,b].

Exemplo 3.5.3: Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo calcule novamente a drea
S da regiao limitada superiormente pela pardbola f(x) = 22 e inferiormente pelo eixo x
no intervalo [0,2].

Solucao:
3

Uma fungao primitiva de f(z) = 2% é F(x) = % Pelo Teorema Fundamental, temos:

2
2 3
/ 22dr = r
0 3

0

8
:——O:—‘
3 3

Confirmando o resultado encontrado anteriormente usando o cdlculo de limites de
somas parciais.
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Exemplo 3.5.4: Utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, determine a drea do
triangulo T, formado pelas retas y = ax, x = b e o eixo das abscissas.
Solugao:

Este triangulo possui base b e altura h como mostrado na Figura 3.20 .

Yy =axr

Figura 3.20: Triangulo T" formado pelas retas y = ax, x = b e o eixo das
abscissas.

Observe que as retas y = ax, © = b se interceptam no ponto (b,h). Dessa forma, temos
que o ponto (b,h) pertence a reta y = ax, assim:

h = ab = —
ab = a 2

h
Logo, podemos representar a reta y = ax como y = Em

Utilizando o Teorema Fundamental do Céalculo, temos que a area do triangulo T é
dada por:

b 2
h hx

E, como h e b sao respectivamente altura e base do triangulo T, o resultado encontrado

b
_hB® hb

2% 2

0

esta de acordo com a Secao 2.3.4, ou seja, a area de T é

bh
A(T) = —.
()=
Exemplo 3.5.5: A equacao da circunferéncia que limita um circulo, com centro na origem
e raio r é dada por 22 + y? = r2. Determine a 4rea desse circulo utilizando integral.
Solugao:

Resolvendo a equacao da circunferéncia para y, temos:

y=+tVr2— a2

Observando a Figura 3.21 vemos que a area da regiao delimitada pelo eixo horizontal e
pelo grafico de y = v/r2 — 22, ou seja, a area de um dos semi-circulos é dada por:

A= / Ve — 2%dx



Capitulo 3. Area do circulo e de figuras planas quaisquer 58

Y

Figura 3.21: Area delimitada pelo eixo horizontal e

pelo grafico de y = v/r? — 22

Analisando ainda a Figura 3.21 visualizamos que a area do circulo A, é quatro vezes a
area delimitada no primeiro quadrante. Dessa forma:

A, = 4/ Vr? — 22dx (3.10)
0

Fazendo a substituicao x = rsenf, temos:

dx = r cos 8dbf

Observe que:
Quando x = 0 temos senf = 0 entao, 6 = (7)T
Quando x = r temos senf = 1 entao, ¢ = —.

Retornando a equacao (3.10) apés a realizacao das substituigoes, temos:
A. =4 / ' V2 — 22dx
0
= 4/’5 V12 — 2 sen? 0r cos 0db
0
:4/3 P senZ)r cos 00
0

= 4o? /2 v cos? § cos 0dO
0

™

= 4r? /2 cos® 0df. (3.11)
0
Como

cos(20) = cos(6 + 0)
= cosfcosf — sen fsen b
= cos? 6 — sen’d

entdo, cos? f = cos(26) + sen? 6.

E pela Relacao Fundamental da Trigonometria
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sen”f + cos’0 =1 = sen?f = 1 — cos? 0
Assim,
cos? ) = cos(20) + 1 — cos? 0
= 2cos® ) = cos(20) + 1
= cos’f = %(1 + cos 26) (3.12)

Finalmente, substituindo (3.12) em (3.11), temos:

1 1
3 + 5 coS 26> do
311 1 2
- 47‘2/0 [50 + 2 Sen(20)} )
1



O Teorema de Pick

O objetivo desta secao é apresentar e demonstrar o Teorema de Pick. Esse teorema
merece destaque pois é simples o suficiente para ser compreendido e verificado pelos alunos
do Ensino Fundamental, enquanto as provas desta proposicao tém relevancia para os
matematicos da pesquisa.

4.1 Biografia de Georg Pick

Figura 4.1: Georg Alexander Pick.
Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pick/

Segundo MacTutor! [13], o matemdtico austriaco Georg Alexander Pick nasceu em 10
de agosto de 1859 em Viena, filho de pais judeus Josefa Schleisinger e Adolf Josef Pick.
Seu pai era diretor de uma escola particular e foi responsavel por sua educacgao até seus 11

10 MacTutor é um recurso on-line gratuito que contém biografias de quase 3000 mateméticos e mais
de 2000 péginas de ensaios e materiais de apoio. O MacTutor é criado e mantido por Edmund Robertson
e John O’Connor, da Escola de Matemaética e Estatistica da Universidade de St Andrews, e é hospedado
pela mesma Universidade. Suas contribui¢oes para a histéria da matemaética foram reconhecidas pela
medalha Comenius da Hungarian Comenius Society em 2012 e pelo Hirst Prize da London Mathematics
Society em 2015.

60
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anos, idade na qual ingressou no quarto ano do Ginésio Comunitario de Leopoldstaedter,
onde permaneceu até 1875, quando ingressou na Universidade de Viena.

Na universidade de Viena, estudou Matemética e Fisica, graduando-se em 1879, nas
duas disciplinas. Concluiu seu doutorado em 1880, com a dissertacdo Uber eine Klasse
abelscher Integrale (Sobre uma classe de integrais abelianas), tendo como orientador Leo
Konigsberger e Emil Weyr como co-orientador da tese. Apods a defesa do doutorado, Pick
foi nomeado assistente de Ernest Mach, considerado um dos maiores cientistas da Europa
na época, na Universidade Karl-Ferdinand, em Praga, onde permaneceu como professor
durante o restante de sua carreira.

Em 1888, Georg Pick foi promovido a professor e depois em 1892 foi nomeado professor
titular na Universidade Alema de Praga. Desenvolveu um amplo trabalho no campo
da Matemadtica, tendo 67 artigos publicados tratando de diversos assuntos, entre eles
algebra linear, teoria invariante, calculo integral, teoria potencial, analise funcional e
geometria. Destes trabalhos, mais da metade dos artigos tratavam de func¢oes de uma
variavel complexa, equagoes diferenciais e geometria diferencial. Alguns termos como
Matrizes Pick, Interpolacao Pick-Nevanlinna e o Lema Schwarz-Pick sao usados até hoje.
Contudo, o seu estudo mais lembrado é o Teorema de Pick que apareceu no seu artigo
de oito paginas Geometrisches zur Zahlenlehre (Geometria para a teoria dos niimeros)
publicado em Praga em 1899. Na época, o resultado de seu trabalho nao recebeu muita
atencao, sendo amplamente reconhecido s6 apds a sua citacao em 1969 pelo matematico
H. Steinhaus, que o incluiu em um de seus livros. Este resultado atraiu muita atencao e
admiracao por ser considerado simples e elegante.

Em 1901, Pick tornou-se reitor da Faculdade Alema de Praga, onde orientou cerca de
20 alunos em seus doutoramentos, sendo o mais famoso Charles Loewner, seu doutorado
sobre teoria de funcoes geométricas foi premiado em 1917.

Uma curiosidade na vida de Pick se deve ao fato dele estar presente em uma comissao
criada pela Universidade de Praga para nomear Albert Einstein para a cadeira de Fisica
em 1910. Pick foi o principal motivador por tras da nomeacao de Einstein que ocorreu em
1911. Einstein ocupou este cargo até 1913 e durante sua estadia na Universidade de Praga
os dois se tornaram amigos intimos, compartilhavam interesses cientificos assim como o
interesse pela musica.

Pick aposentou-se de suas atividades académicas em 1927 sendo nomeado professor
emérito da Universidade de Praga. Neste periodo retornou a sua cidade natal, Viena. Pick
tinha sido eleito membro da Academia Tcheca de Ciéncias e Artes, mas apds os nazistas
assumirem ele foi excluido da Academia. Georg Alexander Pick foi enviado para o campo
de concentragao nazista Theresienstadt em 13 de julho de 1942, morrendo duas semanas
mais tarde aos 82 anos.
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4.2 A formula de Pick

Qual estratégia vocé utilizaria para calcular a area deste poligono?

¥
L.

Figura 4.2: Area do heptagono.

Em 1899, Georg Pick publicou um de seus mais belos teoremas, o Teorema de Pick.
Esse teorema fornece uma férmula para calcular a drea de poligonos simples, convexos ou
nao, utilizando apenas uma malha quadriculada e a contagem de pontos.

Antes de apresentarmos a féormula de Pick precisamos definir o conceito de rede no
plano.

Definigao 4.1: Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regularmente
ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um deles aos
pontos mais proximos na horizontal ou na vertical seja igual a 1. Tomando um sistema de
coordenadas cartesianas, com origem num ponto da rede, um eixo na dire¢ao horizontal e
outro na vertical, a rede pode ser descrita como o conjunto de todos os pontos do plano
cujas coordenadas (m,n) sdo nimeros inteiros (positivos, negativos ou zero).[9]

Y 'Y ° Py PY Py P ° ° L ] ® ® ® ® ® ® ® ®
® Y ) ° ° ® ® ° Y ® ® ® ® L ] ® ® ] ®
e e o o ® ® [ ] ® @ ® ® L ] ® L ] ® ® ® ®
[ ] L L] L ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L L L ] ® ® ® ® ® ®
e o [ ] [ ] ® [ ] ® ® [ ] ® ® L ] ® ® ® ® ® ®
® ® ® L] [ ] L ] [ ] ® L] L ® ® ® ® L ® L ] ®
[ L ] L ) [ ] (] L ] [ ] ° ® L ] L ] L ® @ L ® ® ®

(a) Rede. (b) Rede e malha quadriculada.

Figura 4.3: Exemplo de rede e malha quadriculada.

Observando a Figura 4.3 (a) percebe-se que os pontos da rede sao os vértices de cada
quadradinho da malha quadriculada, vide Figura 4.3 (b).

A férmula de Pick, A =1+ 5 1, nos permite calcular a area de um poligono simples

cujos vértices sao pontos de uma rede. Nessa expressao, B é o numero de pontos da rede
situados sobre o contorno do poligono e I o numero de pontos da rede situados no interior
do poligono, chamados aqui, respectivamente, de pontos da borda e pontos do interior.
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Utilizando a féormula de Pick, o calculo da area do poligono da Figura 4.2 torna-se
tarefa facil, basta contar pontos na rede. Temos 9 pontos sobre a borda da figura que sao
pontos da rede (representados na cor azul) e 3 pontos internos (representados na cor
vermelha), logo a drea procurada é:

9
A:3—|—§—1:6,5u.a.

Neste momento é necessario enfatizar que a Férmula de Pick s6 se aplica a poligonos
simples.

Definicao 4.2: Um poligono é simples quando seu contorno é uma linha poligonal fechada
simples (que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes sobre o mesmo vértice)
e nao possui “buracos” em seu interior.

b, 7 [

Poligonos simples Poligonos néo simples

Figura 4.4: Poligonos simples e nao simples na rede.

Exemplo 4.2.1: Calcule a drea dos poligonos da Figura 4.4 utilizando a férmula de Pick.
Solugao:

Observe que os triangulos t1 e 2 possuem a mesma area, pois em cada um deles visualizamos
3 pontos na borda e nenhum ponto no interior. Assim a area desses triangulos é Ay, =

3 1 . o . L :

5~ 1= 5 u.a. Veremos adiante que estes triangulos sao ditos triangulos fundamentais e

provaremos que a area de um triangulo fundamental é sempre 3

Os paralelogramos ¢3 e ¢4 também possuem a mesma &area, pois temos 4 pontos na borda

e nenhum ponto no interior. Desse modo, a drea desses é A;3 = — — 1 =1 u.a. Também

veremos adiante que estes paralelogramos sao ditos paralelogramos fundamentais.

O quadrilatero ¢q1 possui 8 pontos na borda e 1 ponto em seu interior. A area de ql é
8

Aq1:1+§—1:4u.a.

O poligono poll possui 11 pontos na borda e 8 pontos em seu interior. Utilizando a fémula

11
de Pick, temos que a area de poll é A,,; = 8 + 5 1 =125 u.a.

Os poligonos pol2 e pol3 possuem area igual a 5 e 13 wu.a., respectivamente, contudo esses
nao sao poligonos simples, a férmula de Pick nao se aplica nesses casos.
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4.3 Triangulos fundamentais.

Conforme antecipamos na solucao do Exemplo 4.2.1, definiremos agora o conceito de
triangulo fundamental. Em seguida, provaremos (de duas formas diferentes) que a drea de
um triangulo fundamental é sempre /2 u.a. Essas informagdes nos permitirao dar passos
importantes em uma das demonstragoes do Teorema de Pick, na qual utilizaremos como
estratégia inicial a decomposicao de poligonos simples em triangulos fundamentais.

Defini¢ao 4.3: Um triangulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais
nenhum outro ponto (do bordo ou do interior) sobre a rede. [9]

bx/ h //\v

(a) Triangulos fundamentais. (b) Triangulos nao fundamentais.

Figura 4.5: Exemplos de triangulos fundamentais e nao fundamentais.

1
Proposicao 4.4: A area de um triangulo fundamental é 3

Demonstragao. Baseada em Liu [11]. Seja ABC um triangulo fundamental. Construi-
mos o retangulo DBEC de tal forma que este retangulo contenha ABC' e BC' é uma
diagonal de DBEC, como na Figura 4.6.

C E
G A
D F B

Figura 4.6: Retangulo DBEC.

Tracando os segmentos AF e AG perpendiculares a DB e DC|, respectivamente, e
fixando um sistema de coordenadas de tal forma em que o ponto D seja a origem, e
que os segmentos DB e DC' estejam sobre os eixos cartesianos. Assim, fixado o sistema
de coordenadas, escrevemos; F'(p,0), B(q,0), G(0,r) e C(0,s).

Vamos representar o ntimero de pontos interiores de um poligono por I(,). Assim,
o Ippecy = (¢ —1)(s —1). Como BC é lado de um triangulo fundamental, BC
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nao possui outros pontos de coordenadas inteiras além de B e C'. Dessa forma

1 ) 1

Iippe) = §](DBEC) = 5(61 —1)(s — 1). De modo andlogo, [(apr) = 5(@ —p—1)(r—1)

e liace) = z(p—1)(s —r —1). Observe que, ABC nao contém nenhum ponto interior,
pois é fundamental, entao

Itppey — Iiary — Liaca) = pr, (4.1)

numero de pontos em DF AG excluindo os pontos dos segmentos DF e DG.
Substituindo os valores e desenvolvendo a equagao (4.1), encontramos:

Sa=1 -1~ gla—p-1r—1) 5o~ —r—1)=pr
= S la- V-1~ (g—p=Dr 1~ (- V(s —r—1] =pr
1

:>§[qs—q7“—ps+2pr—1]:pr
=qs—qr—ps=1 (4.2)

Finalmente, considerando que S, representa a area de um poligono, entao:

Scapcy = Sppcy — SaBr) — Siaca) — S(praa)

1 1 1
=545 = 5l@=p)r = gp(s —r) —pr
1
= 5(615 —qr+pr—ps—+pr)—pr
1
= 5(as —qr —ps +2pr) —pr
1
= 5(as —qr —ps) (4.3)

Substituindo (4.2) em (4.3), temos:
1
SBc) = 3

1
Mostramos assim que a area do triangulo fundamental é 3

4.4 Paralelogramos fundamentais.

Defini¢ao 4.5: Um paralelogramo diz-se fundamental quando os quatro vértices sao os
tnicos dos seus pontos que pertencem a rede. [J]

Proposicao 4.6: Se ABC é um triangulo fundamental entao ABC'D é um paralelogramo
fundamental.

Demonstragao. Tendo como origem o ponto A(0,0), consideremos um sistema de
coordenadas cartesianas no plano, em relagao ao qual os pontos da rede tém coordenadas
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inteiras. Sejam B = (m,n) e C' = (s,t) as coordenadas dos outros dois vértices do
triangulo ABC. Entao o quarto vértice do paralelogramo tera coordenadas D(m +
s,;n+1t).

O triangulo AE'F', cujos vértices sao

A(0,0), E(—m, —n) e F(—s, —1)

¢é obtido trocando-se os sinais de ambas as coordenadas de cada ponto do triangulo
ABC. Logo AEF nao contém outro ponto com coordenadas inteiras além dos seus
vértices, isto é, AEF é fundamental. O triangulo BC'D é formado pelos pontos
P'(z+m+ s,y +n+t), obtidos somando-se m + s & abcissa e n+ ¢ a ordenada de um
ponto arbitrario P(x,y) do triangulo AEF. Se P’ tem coordenadas inteiras, P também
tem. Como AFEF é fundamental, o mesmo se dd com BC'D. Assim, os tinicos pontos
com coordenadas inteiras no paralelogramo ABC'D sao os vértices, ou seja, ABCD é
fundamental. Vide Figura 4.7.

D(m+ s,n+1t)
C(s,t)
B(m,n)
/l::, A(Oﬁ O)
E(—-m,—n ,
()
F(—s,—t)

Figura 4.7: Paralelogramo fundamental ABC'D.

Observamos, em seguida, que se o paralelogramo ABC' D é fundamental entao nao
ha pontos da rede entre as retas paralelas AB e C'D. Com efeito, a regiao compreendida
entre essas paralelas é uma reuniao de paralelogramos justapostos, congruentes a
ABCD. Cada um desses paralelogramos é fundamental porque resulta de ABC'D
somando-se inteiros fixados a abcissa e a ordenada de cada um dos seus pontos. [

Proposigao 4.7: A area de um paralelogramo fundamental é 1.

Intuitivamente, observamos que todo paralelogramo fundamental pode ser decomposto
em dois triangulos fundamentais. Por consequéncia, utilizando a Proposicao 4.4 temos que
a area de um paralelogramo fundamental resulta em 1.
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A seguir, temos uma demonstragdo na qual o autor Elon Lages Lima [9] constréi uma
grade de paralelogramos fundamentais e utiliza endomorfismo de grupos para provar esse
resultado.

Demonstracdo. Dado o paralelogramo fundamental ABC' D, tracando paralelas equi-
distantes a AB e C'D e, em seguida, a AC' e BD, obteremos uma decomposi¢ao do
plano por meio de paralelogramos adjacentes, todos congruentes a ABCD e todos
fundamentais pois cada um deles resulta de ABC'D somando-se inteiros fixados a abcisa
e & ordenada de cada um dos seus pontos. Mais explicitamente, se A'B’C'D’ é um
dos paralelogramos dessa grade GG que cobre o plano, entao existem m,n € Z tais que
os pontos de A'B'C'D’ sao todos da forma (z + m,y +n) onde (z,y) é um ponto de
ABCD.

7
7

Figura 4.8: Grade G.

Tomando A como a origem do sistema de coordenadas, sejam B = (a,b), C' = (c,d)
e, naturalmente, D = (a + ¢,b + d) as coordenadas dos vértices do paralelogramo
ABCD.

Definimos o operador linear 7' : R? — R? pondo T'(z,y) = (ax + cy,bx + dy).
Como a, b, ¢ e d sao inteiros, T' transforma todo ponto de coordenadas inteiras num
ponto que também tem coordenadas inteiras, ou seja, 1" determina, por restricao, um
endomorfismo de grupos T : Z? — Z?, que indicamos ainda com T'. Para todo ponto
(m,n) € Z?, isto ¢, da rede original, sua imagem T'(m,n) = (am + cn,bm + dn) é vértice
de um paralelogramo da grade GG que acabamos de definir no plano. Como AB e AC
nao sao colineares, o endomorfismo 7' : Z? — Z?2 é injetivo.

Além disso, ¢ também sobrejetivo. De fato, dado qualquer (p,q) € Z? como a grade
G cobre todo o plano, o ponto de coordenadas (p,q) pertence a algum paralelogramo
P da grade. Como P é fundamental, (p,q) tem que ser um vértice de P, logo (p,q) =
(am + cn,bm + dn) = T'(m,n) com (m,n) € Z*. Considerando o endomorfismo inverso
T—1:7? — 72 que é a restricao do operador T~ : R? — R?, temos det(T)- det(T!) =
det(TT~1) =det(I) = 1, por conseguinte, o niimero inteiro det(7T") possui o inverso
inteiro det(7~!) e daf det(T) = +1. Ora, o paralelogramo ABC'D é a imagem por
T :R* — R? do quadrado unitario, de vértices (0,0),(0,1),(1,0),(1,1). Portanto, a drea
de ABC'D é igual ao valor absoluto do determinante de T', ou seja, area(ABC'D) = 1.
Com isso, fica provado que todo paralelogramo fundamental tem &area igual a 1.

O
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4.5 Decomposicao de um poligono.

Um poligono convexo de n lados pode ser decomposto em (n — 2) triangulos justapostos.
Para que isso ocorra, basta selecionar um vértice do poligono e, a partir dele, tragar (n — 3)
diagonais que o ligam aos vértices nao adjacentes.

.____wG

"
-

°
D

Figura 4.9: Octégono decomposto em 6 triangulos por 5 diagonais.

Proposigao 4.8: Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reuniao de (n — 2)
triangulos justapostos, cujos vértices sao vértices do poligono dado.

Primeira demonstracdo. Nesta demonstracao utilizaremos o principio da indugao finita.
Caso base: Para construirmos um poligono, precisamos de no minimo 3 lados. Dessa
forma, nosso caso base é n = 3. Sendo n = 3, a proposicao é verdadeira, pois 3 —2 =1,
temos um triangulo. O mesmo ocorre para n = 4, pois tracando uma das diagonais, o
quadrilatero se divide em dois triangulos justapostos.
Hipotese de indugao: A Proposicao 4.8 é verdadeira para um poligono que tenha uma
quantidade de lados menor ou igual n .
Passo indutivo: Queremos provar que a proposicao vale para um poligono P com
(n+ 1) lados, ou seja, um poligono P com (n+ 1) lados pode ser decomposto em (n — 1)
triangulos justapostos.

Seja P um poligono com (n + 1) lados. Tomando dois vértices nao consecutivos de
P, de tal forma que eles sejam extremidades de um segmento contido em P, dividimos
este poligono P em outros dois poligonos simples A e B, como ilustrado na Figura 4.10.

Figura 4.10: Decomposigao do poligono P de (n + 1) lados.

Ao dividir o poligono P, temos que o numero de lados de cada um dos novos
poligonos A e B é menor do que ou igual a n. O poligono A possui n, lados e o poligono
B possui n; lados, sendo n, < n e n, < n.
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Por hipétese de indugao, A pode ser decomposto em (n, — 2) tridngulos justapostos
e B pode ser decomposto em (n, — 2) triangulos, sendo que todos os vértices dos
triangulos sao vértices do poligono P.

Observe que o poligono P possui n + 1 lados, sendo n +1 = ny, +n, — 2, 0
que implica dizer que n, + n, = n + 3. Utilizando novamente a hipétese, podemos
escrever que o poligono P pode ser decomposto em (n, — 2 + n, — 2) tridngulos
justapostos. E, como n, + n, = n + 3, temos que o poligono P pode ser decomposto
em (ng, +ny, —4) = (n+3—4) = (n— 1) tridngulos justapostos. Isso mostra que a
proposicao é verdadeira para (n + 1).

Logo, por indugao finita, todo poligono de n lados, pode ser decomposto em (n — 2)
triangulos justapostos, cujos vértices sao vértices do poligono dado. O

Sequnda demonstrag¢ao. Seguindo os passos de Lima [J] faremos essa demonstragao
utilizando a técnica de reducao ao absurdo.

Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os quais a Proposicao 4.8 nao é
verdadeira, seja n o menor numero natural tal que existe um poligono P, com n lados,
o qual nao pode ser decomposto como a reuniao de (n — 2) triangulos justapostos, cujos
vértices sao vértices do poligono P. Tomemos no plano um sistema de coordenadas
cartesianas de modo que nenhum lado do poligono P seja paralelo ao eixo das ordenadas.
Seja A o ponto de maior abscissa no bordo do poligono P. Como nenhum lado de P é
vertical, A deve ser um vértice. Sejam B e C' os vértices adjacentes a A. Existem duas
possibilidades:

Primeira: o triangulo ABC nao contém outros vértices de P, além de A, B e C. Nesse
caso, o poligono P’, obtido de P quando se substituem os lados AB e AC por BC, tem
(n — 1) lados. Como pode ser visto na Figura 4.11.

B

Poligono P

Figura 4.11: Primeira possibilidade.

Como n é o menor nimero de lados para o qual a Proposicao 4.8 é falsa, P’ pode

ser decomposto em (n — 3) triangulos na forma do enunciado. Juntando o triangulo
ABC' a essa decomposicao, vemos que a proposicao é verdadeira para P, o que é uma
contradicao.
Segunda: o triangulo ABC' contém, além de A, B e C, algum outro vértice do poligono
P. Dentre esses, seja D o mais distante do lado BC. Entao o segmento de reta AD
decompoe P em dois poligonos P’ e P”, o primeiro com n’ e o segundo com n” lados,
sendo n' + n” = n 4+ 2 como pode ser visto na Figura 4.12.

Comon' > 3en” > 3, vemos que n’ e n” sao ambos menores do que n. A proposicao
entao vale para P’ e P”, que podem ser decompostos, respectivamente, em (n’ — 2) e
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Figura 4.12: Segunda possibilidade.

(n” — 2) tridngulos, na forma do enunciado. Justapondo essas decomposigdes ao longo
de AD, obtemos uma decomposigdo de P em (n' —2)+ (n" —2)=n'+n"—4=n—2
triangulos, o que é uma contradicao. Isso completa a demonstracao da Proposicao
4.8. O]

Coroldrio 4.9: A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a (n—2)-180°.

Demonstracdo. Seja I um ponto no interior do poligono e seja S; a soma dos angulos
internos do poligono A;As---A,. A soma dos angulos internos dos n triangulos
IAlAQ, ]AQAg, tee ,]An_lAn € IAnAl é n-180°. Vide Figura 4.13.

Figura 4.13: Poligono A;As - -+ A, decomposto em n triangulos.

Mas podemos calcular essa soma da seguinte forma

360° + ;.

Portanto, n - 180° = 360° + S5; < S; = (n —2) - 180°.
[

Proposicao 4.10: Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decomposto
numa reuniao de triangulos fundamentais.

Demonstracdo. Considerando a Proposicao 4.8, basta considerarmos o caso em que o
poligono dado é um triangulo ABC' que contém n pontos da rede (no interior ou no
bordo), conforme Figura 4.14. Se existir algum ponto I da rede no interior do triangulo,
tracamos segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices A, B e C'. Desse modo
decompomos ABC' em trés triangulos, cada um deles contendo um nimero menor do
que n de pontos da rede.
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Figura 4.14: Triangulo ABC' com n pontos da rede.

Se houver pontos da rede sobre os lados de ABC', escolhemos um deles, por exemplo
sobre AB, e o ligamos ao vértice C'. Assim, decompomos ABC' em dois triangulos,
cada um contendo um ntimero menor do que n de pontos da rede. Repetindo este
processo, com um numero finito de etapas chegaremos a uma decomposicao de ABC'
em triangulos fundamentais. O

4.6 Demonstracoes da formula de Pick.

Teorema 4.11 (Férmula de Pick): A area de um poligono cujos vértices sao pontos de
uma rede é dada pela expressao

B
I+—-1
+2 ;

onde I é o nimero de pontos da rede existentes no interior do poligono e B é o niimero de
pontos da rede situados sobre o bordo do poligono .

Neste trabalho apresentamos duas provas diferentes desse teorema. Na primeira delas,
seguimos os passos de Hermes [0] e Lima [9], utilizamos a soma de angulos internos de
um poligono e a decomposicao de poligonos em triangulos fundamentais. Na segunda
demonstragao, observando as ideias de Pereira [1] e Tavares [17], recorremos ao principio
da Inducao finita, usamos justaposicao de poligonos e a propriedade de aditividade da
formula de Pick.

Primeira demonstragcao da formula de Pick. Seja P um poligono cujos vérti-
ces pertencem a uma rede. Como ja enunciado no Teorema 4.11, B e [ representam,
respectivamente, o numero de pontos da rede situados sobre o bordo e no interior do P.

Para provar que I + 5 1 é a area do poligono P, basta mostrar que o nimero 7T’

de tridngulos fundamentais da decomposi¢ao de P (dado pela Proposigao 4.10) é igual

a2l + B — 2, pois a area de P é igual a X em virtude da Proposicao 4.4.

Vamos calcular a soma dos angulos internos dos T' triangulos fundamentais que
compoem o poligono P. Podemos chegar ao resultado dessa soma por dois caminhos
diferentes. O primeiro deles é o mais evidente, se temos T" triangulos, a soma de seus
angulos internos é igual a 7" - 180°. O segundo consiste em calcular separadamente a
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soma S, dos angulos que tém vértice no bordo e a soma S; dos angulos cujos vértices
estao no interior de P.

Sejam B’ o numero de vértices de P e B” o nimero de pontos da rede que estao
sobre o bordo de P mas nao sao vértices. Entao B = B’ + B”. Perceba que, S, é igual
a soma (B’ — 2) - 180° dos angulos internos de P mais B” - 180° (pois os angulos dos
triangulos fundamentais, com vértice em cada um dos B” pontos do bordo de P que
nao sao vértices de P, somam um angulo raso, ou seja, 180°). Logo:

S, = (B’ —2)-180° + B” - 180°
= (B + B"—2)-180°

— (B—2)-180°
Poligono P
[ ] BH I [
B an A,

Figura 4.15: Decomposicao em triangulos fundamentais e soma de angulos
internos.

Por outro lado, em cada ponto da rede interior a P, os angulos que tém como
vértice somam 360°, logo S; = I - 360°. Assim:
Sp+S; = (B—2)-180° 4+ I - 360°
= (B —2)-180° + 21 - 180°
=(B—2+42I)-180°

Comparando os resultados das duas contagens, temos:

T-180° = (B — 2 + 2I) - 180°
T=2[+B-2

Lembrando que T representa o niimero de triangulos fundamentais no qual o
poligono foi decomposto, temos que a area do poligono, A(P), é T vezes a area de um
triangulo fundamental:

A(P)= (2 + B —2)-

B

DN | —
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provando assim o Teorema.

]

Antes de apresentarmos a segunda demonstracao do Teorema 4.11, que sera feita por
Inducao Finita, mostraremos que a férmula de Pick é aditiva. Isto é, considerando que a
formula vale para dois poligonos P; e P, justapostos, mostraremos que vale para a uniao,
o poligono P = P, U P,. A ideia central é dividir o poligono dado em dois outros com
um nuimero menor de lados. Seguindo este raciocinio, podemos decompor o poligono em
triangulos. Mostraremos que o resultado vale para triangulos (o que serd o passo base para
o processo de indugao) e entdao usaremos a aditividade mencionada acima para completar
o argumento de indugao.

Definigao 4.12: Um poligono simples P ¢ a justaposicao de poligonos simples Py, Ps, - -+ , P,
se tivermos P = PLU P, U--- U P,, em que, tomando dois poligonos distintos F; e P;,
com i # j € {1,2,--- ,n} seus interiores sao disjuntos.

Corolario 4.13: Dado um poligono simples P = P; U P, se P é a justaposi¢ao de dois
poligonos P; e P, ao longo de pelo menos uma aresta, entdao o nimero de Pick (a drea) do
poligono P é igual a soma dos ntimeros de Pick (das areas) dos poligonos P; e Ps.

Demonstracao. Considere dois poligonos P, e P, disjuntos. Conforme a Figura 4.16

(a).

Poligono P

(a) Poligonos P; e P, disjuntos. (b) Poligonos P; e P; justapostos.

Figura 4.16: Propriedade aditiva da férmula de Pick.

Sejam B; e By o nimero de pontos da borda dos poligonos P; e P,, respectivamente.
De forma andloga, sejam I; e I, o nimero de pontos do interior desses poligonos.
Considerando a uniao de P; e P, por justaposicao, obtemos o poligono P, com I pontos
interiores e B pontos na borda. Observando a Figura 4.16 (b), percebemos que a area
do poligono P é igual a soma das areas dos poligonos P; e P,.

Queremos mostrar que, se a formula de Pick vale para os poligonos P; e P, entao
ela vale para a uniao, o poligono P, ou seja, a formula de Pick possui a propriedade
aditiva. Mostraremos que:

B By By
I+——-1=(L+—-1 L+ —=-1
+2 <1+2 >+<2+2 )

Note que, depois de justapor os poligonos P; e P», os pontos que ficam sobre arestas
comuns tornam-se pontos do interior do poligono resultante P, exceto dois deles (pontos
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A e B) que continuam a ser pontos da borda, mas agora de P. Sendo k o nimero
destes pontos comuns de P; e P, e internos de P podemos escrever que:

I=L+L+k (4.4)

Agora, analisando os pontos da borda de P, percebemos que a quantidade k de
pontos da borda de B; e By nao deve ser contabilizadas, pois se tornaram pontos
internos de P. Além disso, veja que somando os pontos da borda de By e By, os pontos
A e B sao contados duas vezes. Dessa forma, o nimero de pontos da borda do poligono
P ¢é dado por:

B=(By—k)+(By—k)—2
=By + By — 2k —2. (4.5)

Substituindo (4.4) e (4.5) na férmula de Pick para determinar a drea do poligono

P, temos:
B B+ By — 2k —2
AP)=I+5 -1=h+DL+k+ Lt 22 -1
B B
:II+71+]2+72+I€—I<;—1—1
By By
=\L+—-1 L+—-1).
(1+ 5 )+(2+ 5 )
Mostramos assim que o Teorema de Pick é aditivo. O

Agora, verificaremos que o Teorema de Pick é vélido para triangulos.

Proposigao 4.14: O Teorema 4.11 é valido para triangulos retangulos com vértices em
uma rede.

Demonstracao. Seja T' o triangulo retangulo com vértices na rede e catetos paralelos
aos eixos coordenados e seja R o retangulo que tém os catetos de T' como dois de seus
lados. Sejam x e y os comprimentos dos catetos de T', I o nimero de pontos da rede
no interior de 7' e B o numero de pontos da rede no interior da hipotenusa de 7. O
numero de pontos da rede no interior de R é (z — 1)(y — 1). Dali, temos que :

x_1>(y_1)_bh.

(
= 2

O ntmero B de pontos da rede na borda de T é igual a x + y + b, + 1. Dessa forma,
pelo Teorema 4.11 a area de T' é:

B —1)(y—1)—0b by + 1
(o8 =Dy -D=b rtytbtl
2 2 2
y—rv—y+1-—b,+x+y+0h+1-2

2
Ty

5
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Y

Figura 4.17: Teorema de Pick para triangulos retangulos e retangulos.

Segue que o teorema de Pick é valido para triangulos retangulos, ja que podemos
tomar qualquer um dos catetos como base e o outro como altura do triangulo.

Sabendo que todo retangulo R pode ser formado pela justaposigao de dois triangulos
retangulos, pelo Corolario 4.13 a formula de Pick vale para retangulos.

Agora considere um triangulo 7' qualquer com vértices na rede. Podemos formar
um retangulo R com vértices na rede, tal que R =T UT; U Ty, U T3, onde T, Ty, T;
sejam triangulos retangulos convenientes com catetos paralelos aos eixos coordenados
(em alguns casos, menos de trés triangulos retangulos sdo necessarios, mas o argumento
é andlogo). Vide Figura 4.18.

L] L] L] L] L] ° L] L] L]

Figura 4.18: Retangulo R formado pela uniao dos triangulos T, T}, Ts, T5.

Como o Teorema 4.11 vale para R, 11, T e T3, pelo Corolério 4.13, ela vale também
para 1. O]

Segunda demonstracao da formula de Pick. Seja n o numero de lados de um
poligono simples com vértices inteiros em uma rede.

Caso base: Para construirmos um poligono sao necessarios no minimo trés lados. Para
n = 3, temos um triangulo qualquer. Logo, pela Proposicao 4.14 a férmula de Pick é
verdadeira.

Hipotese de indugao: O Teorema 4.11 é verdadeiro para um poligono simples qualquer
de coordenadas inteiras com t vértices, tal que t < n,comn,t € Nen > 3.

75
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Passo indutivo: Queremos provar que a formula de Pick é valida para qualquer poligono
com (n + 1) vértices com coordenadas inteiras na rede.

Seja P um poligono com vértices de coordenadas inteiras Aq, Ao, -+, A, Any1.
Podemos dividi-lo em dois poligonos P, e P, tracando um segmento que une dois vértices
nao consecutivos, de tal forma que esse segmento nao faga intersecao com nenhum lado
do poligono. Tomemos, sem perda de generalidade, o segmento A; Aj. Assim, temos os
poligonos P;, com vértices Ay, Ag, -+, Ay, e Py, com vértices Ay, A, A1, -+ 5 Anit,
como pode ser visto na Figura 4.19.

Akt

Figura 4.19: Poligono P dividido em P; e Ps.

Os poligonos P; e P, possuem, no maximo, n vértices. Por hipdtese de inducao,
a férmula de Pick vale para P; e P5. Observe que o poligono P é a justaposicao dos
poligonos P; e P, e pelo Corolario 4.13 a area de um poligono simples de n lados com

vértices com coordenadas inteiras na rede é I + — — 1.

]

4.7 Teorema Pick para poligonos com buracos.

Nesta subse¢ao, mostraremos uma extensao do Teorema de Pick que nos permite
calcular a area de uma regiao poligonal com buracos. Baseamos nossa demonstragao em
Davis [3] e Tavares [17].

Teorema 4.15 (Teorema de Pick com buracos): Se P é uma regiao poligonal com vértices
de coordenadas inteiras, em uma rede fixada, com n buracos Py, P, -- , P, de vértices
com coordenadas inteiras, entao a area do poligono é dada por:

B
A(P):I+§—1+n,

onde I e B sao, respectivamente, nimeros de pontos do interior e da borda de P.

Demonstracao. Seja P uma regiao poligonal de vértices com coordenadas inteiras em
uma rede e n buracos Py, Ps, -, P,, também com coordenadas inteiras em uma rede,
como pode ser visto na Figura 4.20.

Definimos P, como o poligono PU P, U P, U ---U P,, ou seja P sem buracos.
O Teorema de Pick pode ser aplicado em Fy e em Py,Ps,--- , P,, pois sao poligonos
simples com vértices de coordenadas inteiras na rede. Para encontrarmos a area de
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Figura 4.20: Regiao poligonal P com 3 buracos.

P, devemos calcular a area de P, e subtrair a area dos buracos P;, Ps,--- , P,. Dessa
forma, a drea A(P) que queremos é dada por:

A(P) = A(Py) = A(P) = A(Py) —--- — A(P,)
A(P) = A(Py) = Y A(P) (4.6)

Utilizando o Teorema de Pick em P, e em cada F;, obtemos:

B
A(P) =T + 70 —1 (4.7)

onde Iy e By sao, respectivamente, os pontos do interior e da bordo de Fj.

B;
AR) =1+ 5~ 1 (4.8)
comi € {1,2,--- n}, e I; e B;, respectivamente, pontos do interior e da bordo de P;.

Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.6), obtemos:

n

A(P):Io+@—1—2(fi+&—1)

2 ; 2
=1
By - B;
=+ ——-1 — I + —
ot 5 —1+n ;( + )
Observe que By, By, -+, B, representam todos os pontos da borda do poligono P,
assim:
B=DBy+» B
i=1
Por outro lado, (Ip — Iy —-+- —In) — (B; — By — - - - — B,,), sdo os pontos internos

do poligono P, pois ja retiramos do I os pontos internos dos buracos, e os pontos das
bordas dos buracos, restando os pontos internos do poligono P. Logo:
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n

I=I,-) (B;i+ 1)

=1

Dessa forma,

B By« B;
I+2 14n=I+ 22 -3 (h+ 2 —14n= AP
+2 +n o+2 i:1(1+2) +n (P),
que é exatamente o que queriamos demonstrar. O

4.8 Relacao entre o Teorema de Pick e o Teorema de
Euler para poligonos (“poliedros no plano”).

Nosso objetivo nesta subsecao é mostrar que o Teorema de Pick implica no Teorema
de Euler para poligonos e o Teorema de Euler para poligonos implica no Teorema de
Pick. Antes de mostrarmos essas relagoes, baseados em Dolce [1], apresentamos uma
demonstracao do Teorema de Euler para poligonos.

Teorema 4.16 (Teorema de Euler para poligonos): Dado um poligono (simples) P, de-
composto numa reuniao de poligonos menores, que chamaremos de faces de P, em analogia
com o caso de um poliedro. Cada lado de uma dessas faces sera chamado de “aresta”’. As
letras I, A e V indicarao, respectivamente, o numero de faces, o nimero de arestas e o
numero de vértices da decomposicao de P. A férmula de Euler para poligonos é dada pela
expressao FF — A+ V =1.

Demonstracao. Provaremos utilizando o principio de Inducao Finita referente ao nt-
mero de faces.
Caso base: Para F' = 1, temos um poligono com n arestas e n vértices. Dessa forma:

V—A+F=n—n+1=1,

portanto, para F' = 1, o Teorema 4.16 é valido.
Hipétese: Para um poligono (“poliedro plano”) P com F faces (F' > 1), V vértices e A
arestas, admitimos como verdadeira a férmula V — A+ F = 1.
Passo indutivo: Queremos provar que para um poliedro plano, com F; faces, V; vértices
e A; arestas, onde Fy = F+1,vale V, — A, + F, = 1.

Acrescentando ao poliedro plano P uma face com r arestas (lados) e considerando
que s dessas arestas (lados) coincidem com arestas ja existentes, obtemos uma nova
superficie com F; faces, V; vértices e A; arestas tais que:

F=F+1 (4.9)
Ay = A+r—s (s arestas coincidiram) (4.10)

Vi=V+r—(s+1) (sarestas coincidindo, (s + 1) vértices coincidem) (4.11)

Substituindo (4.9), (4.10) e (4.11) na expressao V; — A, + F}, obtemos:
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Vi— A+ F=V+r—(s+1)—(A+r—s)+ (F+1)
=V4+r—s—1—-A—-r+s+F+1
=V -A4+F

Pela hipétese, V — A+ F =1, o que implica V; — A, + F; = 1. Logo, por indugao finita,
todo poliedro plano de F faces, V' vértices e A arestas, satisfaz a relacao V — A+ F = 1.
O

Teorema 4.17: O Teorema de Pick implica o Teorema de Euler para poligonos simples.

Demonstragao. Seja P um poligono simples (poliedro no plano), com V' vértices (em
pontos de coordenadas inteiras na rede), A arestas e F' faces. Podemos decompor P
em triangulos fundamentais (Proposigao 4.10). Sabemos que a drea de cada triangulo

F
fundamental é 5 (Proposicao 4.4), logo a drea de P é 7

Pelo Teorema de Pick, temos:

B
A(P):I+§—1
F B
—=I+—=-1
73 3
= F=2[+B-2 (4.12)

Poligono P

Figura 4.21: Poligono P dividido em triangulos fundamentais.

Por outro lado, cada face de P (que é um tridngulo fundamental) tem 3 arestas.
Cada aresta interior (a;) pertence exatamente a duas faces, enquanto que cada aresta
da borda (ap) pertence somente a uma face. Dessa forma, triplicando o ntimero de
faces do poliedro plano, teremos contado o nimero total de arestas interiores (a;) e

de arestas da borda (ap), mas o niimero de arestas interiores serd contado duas vezes,
assim:

3F =2a;, + ap (4.13)

Observe que o nimero de pontos na borda B é igual ao nimero de arestas da borda
de (ap). Além disso, o nimero de arestas interiores (a;) é igual ao total de arestas A
menos o numero de arestas do bordo a;. Assim:
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B=a e a,=A-B (4.14)
Substituindo (4.14) em (4.13), obtemos:

3F =2(A—B)+ B
—24-B

logo
1
A= 5(3F + B). (4.15)

Note que, ao dividir o poligono P em triangulos fundamentais, geramos um poliedro
plano de V vértices, A arestas e F' faces, no qual o nimero de vértices é a soma dos
pontos da borda com os pontos do interior, portanto:

V=B+1 (4.16)

Substituindo (4.12), (4.15) e (4.16) na expressao V — A + F, temos:

1
V—A+F:B+J—k@F+myHy+B—m

1
:B+I—5[3(2I+B—2)+B]+(2]+B—2)

=B+1-31-2B+3+2]+B-2
=1

Mostramos, assim, que o Teorema de Pick implica o Teorema de Euler para
poligonos. O]

Teorema 4.18: O Teorema de Euler para poligonos simples implica o Teorema de Pick.

Demonstracdo. Seja um poligono P simples em uma rede, com vértices de coordenadas
inteiras. Considere a divisao deste poligono P em triangulos fundamentais, como na
Figura 4.21, gerando um poliedro plano de F faces, A arestas e V' vértices, no qual F’
¢ igual ao numero de triangulos fundamentais. Pelo Teorema 4.17, sabemos que a area

1
5(3F+B)eV:B+I,ondeBe

I sao os pontos da bordo e do interior de P, respectivamente, sao verdadeiras.

F
de P é dada por A(P) = 5 e que as relagoes A =

Utilizando as relagoes citadas acima e o Teorema de Euler para poligonos, temos:
V-—A+F=1
logo F=A-V+1

:%BF+B%%B+D+1

3F B
= 4 _B-I+1
> T3 *
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F
Dai, —
al, 3

Mostramos assim, que o Teorema de Euler para poligonos implica o Teorema de
Pick. O



Aporte Metodologico

Neste capitulo exploramos possibilidades metodolégicas do ensino de Geometria no
Ensino Fundamental a partir do Teorema de Pick. A partir das orientacoes da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), justifico o estudo de poligonos e o calculo de édreas.
Descrevo o contexto escolar, o planejamento e a aplicagao das atividades. No final da
secao, realizo a andlise das atividades desenvolvidas de forma remota com alunos de uma
escola publica do municipio de Contagem/MG.

5.1 Poligonos e o calculo de areas na BNCC

A BNCC [1] é um documento de cardater normativo que define o conjunto organico e
progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo
das etapas e modalidades da Educacao Basica. Esse documento adota uma concepcao
pedagogica baseada no desenvolvimento de competéncias e habilidades, com vistas a
construcao de uma educagao integral do ser humano.

A BNCC esta dividida em trés partes, correspondentes as trés etapas da Educacao
Béasica: Educagao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio. Na etapa de Ensino
Fundamental, a BNCC esta organizada em cinco areas do conhecimento: Linguagens,
Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso. As areas dos
conhecimentos, por sua vez, se dividem em componentes curriculares, que guardam as
especificidades dos saberes proprios que as constituem. Os componentes curriculares estao
divididos em unidades tematicas, de acordo com cada ano/ciclo de aprendizagem. Cada
unidade temética apresenta seu conjunto de objetos de conhecimentos, que se relacionam as
habilidades especificas daquele ano/ciclo. De forma geral e simplificada, podemos dizer que
as unidades teméticas organizam os contetidos (objetos do conhecimento) que, trabalhados
de forma apropriada pelo professor, levam a aquisicao de determinadas habilidades. Uma
vez mobilizadas, essas habilidades levam ao desenvolvimento das competéncias propostas
pela BNCC.

Realizando uma analise desse documento normativo, verificamos que na area de
conhecimento Matematica o estudo de figuras poligonais e o cédlculo de areas de figuras
planas devem ser ensinados ao longo do Ensino Fundamental, desde as séries iniciais.
Esses objetos de conhecimento sao apresentados nas unidades tematicas de “Geometria” e
“Grandezas e medidas”. A BNCC, orienta que os estudantes devem aprender o conceito de

82
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poligono no 22 ano do Ensino Fundamental com a finalidade de desenvolver a seguinte
habilidade:

(EF02MA16) Estimar, medir e comparar comprimentos de lados
de salas (incluindo contorno) e de poligonos, utilizando unidades
de medida nao padronizadas e padronizadas (metro, centimetro e
milimetro) e instrumentos adequados (BRASIL, 2017, p.285) [1].

Seguindo a determinac¢ao do mesmo documento, a partir do 4° ano os estudantes devem
ser estimulados a calcular areas de figuras construidas em malhas quadriculadas. Tal
objeto de conhecimento esta presente na unidade tematica “Grandezas e medidas” e visa
desenvolver a seguinte habilidade:

(EF04MA21) Medir, comparar e estimar area de figuras planas de-
senhadas em malha quadriculada, pela contagem dos quadradinhos
ou de metades de quadradinho, reconhecendo que duas figuras com
formatos diferentes podem ter a mesma medida de drea (BRASIL,
2017, p.293) [1].

J4 no 5° ano do ensino fundamental, o estudo de poligonos estd inserido na unidade
tematica “Geometria”, trazendo como objeto de conhecimento o estudo de figuras geomé-
tricas planas, suas caracteristicas, representacoes e angulos. O estudo desse conteido visa
o desenvolvimento da seguinte habilidade:

(EFO5MA17) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, conside-
rando lados, vértices e angulos, e desenhé-los, utilizando material
de desenho ou tecnologias digitais (BRASIL, 2017, p.297) [1].

A partir do 6° ano de escolaridade, o estudo de poligonos e o cédlculo da drea de
regioes poligonais devem ser efetivados em varios momentos e com diferentes enfoques,
até o Ensino Médio. Quando o objeto de conhecimento diz respeito a caracteristicas
dos poligonos regulares, tal objeto de conhecimento é abordado na unidade tematica de
“Geometria”, como se observa no desenvolvimento das seguintes habilidades do 6° ano:

(EF0O6MA18) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, conside-
rando lados, vértices e angulos, e classificd-los em regulares e nao
regulares, tanto em suas representacoes no plano como em faces de
poliedros.

(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos triangulos e classificé-
los em relacao as medidas dos lados e dos angulos.

(EFO06MA20) Identificar caracteristicas dos quadrildteros, classificé-
los em relagao a lados e a angulos e reconhecer a inclusao e a
intersecgao de classes entre eles.

(EFO6MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagoes de
ampliagao e de redugao, com o uso de malhas quadriculadas, plano
cartesiano ou tecnologias digitais.
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(EF06MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou
softwares para representacoes de retas paralelas e perpendiculares
e construcao de quadrilateros, entre outros (BRASIL, 2017, p.303)

[1]-

Agora, no momento em que o contetido esta relacionado ao calculo da area da figura
geomeétrica sendo ela poligonal ou nao, tal objeto de conhecimento é abordado na unidade
temdtica “Grandezas e medidas”, no 7° ano do Ensino Fundamental. Assim, temos o
seguinte objeto de conhecimento:

Equivaléncia de area de figuras planas: cédlculo de areas de figuras
que podem ser decompostas por outras, cujas areas podem ser
facilmente determinadas como tridngulos e quadrilateros (BRASIL,
2017, p.309) [1].

Espera-se que os estudantes desse ano, ao estudarem o objeto de conhecimento citado
acima, desenvolvam as seguintes habilidades:

(EF07MA31) Estabelecer expressoes de célculo de drea de triangulos
e de quadrildteros.

(EF07MA32) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida de
area de figuras planas que podem ser decompostas por quadrados,
retangulos e/ou tridngulos, utilizando a equivaléncia entre areas
(BRASIL, 2017, p.309) [1].

Acreditamos que o Teorema de Pick é simples o suficiente para ser compreendido e
verificado por estudantes do Ensino Fundamental. O estudo desse teorema pode levar
os estudantes a desenvolverem todas as habilidades citadas acima. Tal teorema permite
calcular a area de diferentes poligonos simples regulares e nao regulares com uma tnica
formula, bastando, para isso, fixar o poligono em uma malha quadriculada cujos vértices
coincidem com os encontros das retas dessa malha.

5.2 Contexto escolar

As atividades propostas por esta pesquisa foram desenvolvidas com trés turmas de
estudantes do 82 ano de uma Escola Municipal, localizada no centro de Contagem. Para
garantir o anonimato da institui¢ao, daqui em diante utilizaremos apenas o termo escola.
O bairro no qual a escola esta localizada conta com o sistema de dgua tratada, rede de
esgoto, coleta de lixo, energia elétrica, telefone publico, rede telefonica, comércio e é servido
por vérias linhas de 6nibus para transporte coletivo.

O perfil socioeconémico do bairro é de médio para alto, entretanto, a Escola recebe
estudantes provenientes de diversos bairros da circunvizinhanca que pertencem a classes
socioeconomicas diversificadas. Esses individuos, oriundos das mais diversificadas formas
de constituicao familiar, contribuem para uma educagao moral, religiosa e cultural rica na
pluralidade.

No ano de 2020, a maioria dos estudantes sujeitos da pesquisa estavam matriculados no
7° ano do Ensino Fundamental nessa instituicao de ensino e, devido medidas sanitdrias de
enfrentamento a Covid, tiveram as aulas presenciais suspensas em 18 de margo. Durante
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periodo de 18 de marco até 18 de junho de 2020, nao houve por parte da Secretaria de
Educacao de Contagem nenhuma orientagao formal a Rede de Ensino da cidade relacionada
a alguma forma de ensino remota. As orientagoes, portarias e comunicados da Secretaria
de Educagao em sua maioria tratavam apenas de prorrogacoes da suspensao das aulas
presenciais. Naquele momento, ainda existia a esperanga de um retorno breve as atividades
presenciais.

A comunicacao entre a Escola e as familias dos estudantes, ocorria exclusivamente via
telefone e postagens na rede social Facebook. Além destes dois canais, buscando uma maior
interacao com os estudantes e com as familias, foram criados grupos de WhatsApp ' para
cada turma, sendo a equipe pedagdgica e a equipe gestora as administradoras desses grupos.
Nesses espacos virtuais, o vinculo com as familias foi fortalecido e as familias receberam
orientagoes, repasses de portarias da Secretaria de Educacao e atividades elaboradas pelos
professores. Este processo comegou na ultima semana de marco de 2020 e se deu até 03 de
julho de 2020.

Em 18 de junho a Secretaria de Educacao de Contagem publicou uma portaria reade-
quando o calendario escolar, estabelecendo normas excepcionais e orientando as escolas
a realizarem atividades pedagdgicas nao presenciais. Segundo a portaria, as atividades
devem ser disponibilizadas por meio de diferentes midias digitais ou em material impresso,
tendo a finalidade de alcancar todos os estudantes matriculados em cada unidade escolar.

Em julho de 2020, percebendo a necessidade de maior interagao professor(a) e aluno(a),
os docentes comecaram a trabalhar com a plataforma Google Classroom 2. A escolha
dessa plataforma se deu por ser uma plataforma gratuita e por considerar que boa parte
das familias atendidas por essa escola tinham acesso a internet. As atividades que antes
eram enviadas via WhatsApp passaram a ser publicadas no Google Classroom. Ficou a
cargo da equipe gestora e pedagogica a realizagao do cadastro de todos os professores e
alunos na plataforma. Nao foi tarefa facil localizar todos os discentes. Nos dois turnos de
funcionamento, manha e tarde, a escola possui 26 turmas, 40 professores e 754 estudantes.
Para realizar os cadastros dos alunos foram necessarios telefonemas em diversos horarios do
dia, correspondéncias para os responsaveis, cartas registradas e até entregas de cartas via
motoboy. Mesmo apds todo este esforco, cerca de 5% dos estudantes nao foram localizados,
a equipe gestora acredita que estes, pertencem a familias que utilizaram enderecos de
outras pessoas para conseguirem a vaga na instituicao. Em 2020, aproximadamente 85%
dos alunos matriculados tiveram acesso a plataforma e 10% buscaram atividades impressas
na escola.

O trabalho no Google Classroom seguiu um cronograma mensal apresentado pela equipe
pedagdgica e discutido com os professores. De acordo com o cronograma, eram postados
materiais produzidos pelos educadores de duas disciplinas por dia. Contudo, as atividades
postadas nao eram avaliadas, visavam apenas fazer uma revisao de contetudos escolares e
consolidar as habilidades gerais de cada area do conhecimento, além de fortalecer o vinculo

"'WhatsApp é um aplicativo multiplataforma de mensagens instantineas e chamadas de voz para
smartphones. Além de mensagens de texto, os usudrios podem enviar imagens, videos e documentos em
PDF, além de fazer ligagoes gratis por meio de uma conexao com a internet.

20 Google Classroom é uma sala de aula online, que ajuda professores no gerenciamento de atividades
e criacdo de aulas interativas, ajudando o aluno a aumentar o aprendizado por meio de ferramentas
disponiveis na Internet.
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dos estudantes com a escola e com os estudos.

Alguns professores, além de postar as atividades na plataforma, organizaram aulas
ao vivo utilizando o Google Meet e outros gravaram videos na plataforma de videos
Youtube. Essas praticas nao eram um consenso entre todos os profissionais. Existia e ainda
existe o problema de materialidade, de acesso a internet com pacotes de dados suficientes
para o professor realizar esse trabalho. No fim do ano de 2020, todos os estudantes foram
aprovados, independentemente da realizacao ou nao das atividades propostas.

O ano letivo de 2021 iniciou-se de forma remota para os estudantes no mes de marco.
Durante o més de fevereiro, professores e equipe pedagdgica se reuniram varias vezes de
forma online a fim de planejar praticas mais eficazes e possiveis de serem realizadas no
periodo de ensino remoto emergencial.

No tocante a materialidade, ao acesso a internet, pacote de dados para professores
e alunos, até o momento nada mudou. A materialidade fica sob a responsabilidade dos
professores e das familias dos estudantes. No inicio do ano, devido o agravamento da
pandemia e a implementacao de medidas mais restritivas impostas pelo Governo de Minas
Gerais, a entrega de livros didaticos e de materiais impressos na escola ficou proibida.

A partir de marcgo de 2021 os professores voltaram a postar as atividades na plataforma
Google Classroom. Contudo, agora o estudante deve devolver a atividade realizada enviando
fotos ou arquivos em formato PDF' pela propria plataforma (no prazo estipulado), ficando
a cargo dos docentes a correcao e registro de notas.

Alguns professores se aventuram em aulas online utilizando o Google Meet. Apesar
da maioria dos estudantes ter acesso a internet, um levantamento realizado pela equipe
pedagogica da escola, com dados de acesso as atividades de todas as disciplinas escolares
postadas até o dia 10 de maio de 2021, aponta que: nas trés turmas escolhidas para a
aplicacao das atividades referentes ao Teorema de Pick, temos um total de 92 alunos
matriculados. Desses, 4 (aproximadamente 4,34%) nao tém acesso a internet, portanto nao
estao participando das atividades online; 6 estudantes (aproximadamente 6,52%) apesar
de estarem inscritos na plataforma nao realizaram nenhuma atividade; e 19 estudantes
(aproximadamente 20,65%) tem participagao insatisfatéria (realizaram menos de 40% das
atividades propostas). Com base nesses dados, apesar de atribuirmos as atividades a
todos os 92 estudantes, nossa perspectiva era de receber respostas de aproximadamente 50
alunos. Realizamos trés atividades referentes ao calculo de dreas e o Teorema de Pick. As
duas primeiras foram postadas no Google Classroom e realizadas por 44 estudantes. Ja a
terceira, realizada no Google Forms, foi respondida por 54 alunos.

5.3 Atividades realizadas

Ao longo do ano de 2019, atuando como professor da rede publica no Ensino Fundamen-
tal, tive a oportunidade de participar da escolha dos livros didédticos que seriam utilizados
em 2020 nas escolas publicas que leciono. Apds a analise de varias obras e resenhas das
colecoes do Componente Curricular Matematica aprovadas no Programa Nacional do Livro

3Google Meet é um servico de comunicacdo por video desenvolvido pelo Google. E um dos dois servigos
que substituem a versao anterior do Google Hangouts, o outro é o Google Chat.
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e do Material Didatico (PNLD)*, que, por conseguinte, estavam em consonancia com a
BNCC, percebi que o Teorema de Pick nao aparece em nenhuma das cole¢oes analisadas
como alternativa para o cdlculo de area de poligonos simples.

Perante a escassez de material didatico publicado sobre o Teorema de Pick, proponho
uma sequéncia didatica de trés aulas pensadas e realizadas de forma remota. Pretendo com
esta sequéncia introduzir o conceito de medida de drea de uma regiao poligonal, mostrar
as férmulas de cédlculo de area dos poligonos mais conhecidos, utilizar a decomposicao de
poligonos, apresentar o Teorema de Pick, calcular a area de poligonos simples utilizando a
formula de Pick, comparar o calculo do valor da area de um poligono utilizando o método
da decomposicao e a formula de Pick, calcular a area aproximada do Estado de Minas
Gerais, do Municipio de Contagem e do Lago da Pampulha utilizando o Geogebra e o
Teorema de Pick.

Na elaboracao das aulas, foram utilizados os seguintes recursos: um processador de
texto, um criador de PDF, os aplicativos Geogebra °, Google Forms ¢ e Microsoft Paint .
Para a interagao com os estudantes em forma remota utilizamos o Google Classroom, o
Google Meet e a lousa digital OpenBoard ®.

Tomamos como pressuposto que:

(...) a aprendizagem em Matemaética estd intrinsecamente relacio-
nada a compreensao, ou seja, a apreensao de significados dos objetos
matematicos, sem deixar de lado suas aplicagoes. Os significados
desses objetos resultam das conexoes que os alunos estabelecem
entre eles e os demais componentes, entre eles e seu cotidiano
e entre os diferentes temas matematicos. Desse modo, recursos
didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos, livros, videos,

calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dina-
mica tém um papel essencial para a compreensao e utilizacao das
nocoes matematicas. Entretanto, esses materiais precisam estar
integrados a situagoes que levem a reflexao e a sistematizagao, para
que se inicie um processo de formalizagao (BRASIL, 2017, p.276)

[1].

40 Programa Nacional do Livro e do Material Did4tico (PNLD) ¢ destinado a avaliar e a disponibilizar
obras didéticas, pedagogicas e literarias, entre outros materiais de apoio a pratica educativa, de forma
sistematica, regular e gratuita, as escolas publicas de educacao basica das redes federal, estaduais,
municipais e distrital e também as instituicoes de educacao infantil comunitarias, confessionais ou
filantrépicas sem fins lucrativos e conveniadas com o Poder Publico.

5GeoGebra é um aplicativo de matematica dindmica que combina conceitos de geometria e dlgebra
em uma unica GUI. Sua distribuigao é livre, nos termos da GNU General Public License, e é escrito em
linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas.

6Google Forms é um aplicativo de gerenciamento de pesquisas lancado pelo Google. Os usudrios podem
usar o Google Forms para pesquisar e coletar informacoes sobre outras pessoas e também podem ser
usados para questiondrios e formularios de registro.

"Microsoft Paint é um software utilizado para a criacdo de desenhos simples e também para a edicdo
de imagens. O programa ¢ incluso, como um acessério, no sistema operacional Windows, da Microsoft, e
em suas primeiras versoes era conhecido como Paintbrush.

80 OpenBoard ¢ um software de quadro interativo gratuito e de cédigo aberto compativel com qualquer
projetor e dispositivo apontador. Foi originalmente bifurcada da Open-Sankoré em 2013 com a intencao
de focar na simplicidade e estabilidade.




Capitulo 5. Aporte Metodolégico 88

Considerando que o estudo de poligonos e o calculo de areas de figuras planas sao apre-
sentados na BNCC ao longo do Ensino Fundamental, acreditamos que as potencialidades
do Teorema de Pick podem ser exploradas a partir do 6° ano escolar.

Como ja foi descrito nas secoes anteriores, as atividades a seguir foram realizadas de
forma remota. De acordo com a organizacao da Escola, ficou determinado que a postagem
de atividades de Matematica na plataforma Google Classroom deve acontecer as sextas-
feiras de cada semana. Apesar de nao haver obrigatoriedade, organizamos também aulas
online via Google Meet nesses mesmos dias. Seguindo o modelo de sala de aula invertida
(com adaptages). Uma semana antes da aula, postamos a atividade na plataforma Google
Classroom com uma breve orientacao. Durante a semana o estudante deve tentar resolver
os exercicios (a pesquisa em sites e a consulta a livros é liberada) e enviar sua resposta
para o professor. Se o estudante sentir a necessidade de se comunicar com o professor,
existe um espaco na plataforma, um chat, para que essa interagao ocorra. Finalizado
o prazo de realizacao da atividade, a aula online acontece. Durante a aula, o professor
explora os detalhes de cada exercicio na correcao, explica o conteido e tira as dividas que
eventualmente ainda persistirem.

A seguir, apresento as atividades desenvolvidas, que constituem o corpo de analise
nessa pesquisa.

5.3.1 Atividade: Areas de figuras planas

Objetivos: Compreender o conceito de area, encontrar a area de uma figura na malha
quadriculada, compreender como a composicao e a decomposicao podem ajudar a calcular
a area de figuras planas, resolver problemas utilizando expressoes de calculo de areas de
quadrados, retangulos, triangulos, paralelogramos, losangos e trapézios.

Habilidades descritas na BNCC:

(EF04MA21) Medir, comparar e estimar area de figuras planas desenhadas em malha qua-
driculada, pela contagem dos quadradinhos ou de metades de quadradinho, reconhecendo
que duas figuras com formatos diferentes podem ter a mesma medida de area.
(EFO6MA17) - Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices
e angulos, e classifica-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representagoes no
plano como em faces de poliedros

(EFO6MA26) Interpretar, descrever e desenhar plantas baixas simples de residéncias e
vistas aéreas.

(EF07TMA25) Estabelecer expressoes de calculo de area de triangulos e de quadrildteros.
(EFOTMA26) Resolver e elaborar problemas de calculo de medida de drea de figuras
planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou triangulos, utilizando
a equivaléncia entre areas.

(EFO8MA16) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de drea de figuras
geométricas, utilizando expressoes de calculo de drea (quadrildteros, triangulos e circulos),
em situagoes como determinar medida de terrenos.

Objetivos especificos:

- Desenvolver a compreensao do conceito de area;

- Encontrar a area de uma figura plana utilizando a malha quadriculada como recurso.
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- Analisar a importancia das decomposicoes de figuras planas no calculo de medidas de
superficie (drea).

- Reconhecer os poligonos como figuras planas com caracteristicas préprias.
Conceitos-chave:

. Area como medida de superficie.

- Composicao e decomposicao de figuras planas.

- Poligonos e suas caracteristicas.

- Célculo de area de figuras planas.

Recursos necessarios:

- Caderno, lapis e borracha.

- Computador/ tablet ou smartfone com acesso a internet.

- Atividade impressa (para estudantes que nao tém acesso a plataforma digital).
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Logo da ATIVIDADE DE MATEMATICA

escola

Professor(a): Paulo Henrique Dorotéio Data: 30/04/2021 ATIVIDADE
Aluno(a): REMOTA
Ne°: 07

Ano: 8° TURMAS: D, Ee F. | Segmento: Fundamental |l 1° TURNO

Medindo Areas

Assim como podemos medir o comprimento ou a largura de uma sala,
podemos medir também a superficie que ela ocupa, ou seja sua drea. Para medir
uma superficie, devemos compara-la com outra superficie, tomada como
unidade de medida.

Veja como podemos utilizar a malha quadriculada para determinar a medida
da area de uma figura plana.

Figura | Figura Il Figura|lil

t

unidade de medida de area

Considerando [ como unidade de medida de area, podemos determinar
a medida da area de cada figura anterior.

Para medir a area de uma figura plana em determinada unidade de medida,
verificamos quantas vezes a unidade de medida “cabe” na figura.

Veja que a dareada Figuraléiguala25 M , ou seja, 25 unidades de

medida de area.

1- Considere o M como unidade de medida de area e responda no seu
caderno.

a) Qual é a medida da area da Figura lI?
b) Qual é a medida da area da Figura llI?

Figura 5.1: Atividade: Areas de figuras planas (pagina 1).
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Area de alguns poligonos conhecidos

Area do retangulo.

Considere o retangulo ABCD com base de medida b e altura de medida h.

A

=l |
A medida da area de um retangulo é igual ao produto da medida
da base pela medida da altura. h
A = .
—00 D™ b e

Area do quadrado.
Sabemos que o quadrado € um retangulo cujos lados sdo congruentes (com
mesma medida) e, portanto, a medida de sua area pode ser obtida por meio da

multiplicacdo das medidas dos seus lados, ouseja, [ -1 .

T L]
A medida da drea de um quadrado é igual ao quadrado da medida
do comprimento do lado. ;
Aq-dlﬂlo o (Q .
o} o

Area do triangulo.

A medida da area de um triangulo é igual a metade do produto da medida da
base (b) pela medida da altura (h) relativa a essa base.

altura

Area do paralelogramo.

Calculamos a medida da drea de um
paralelogramo multiplicando as medidas do
comprimento de sua base (b) e de sua altura (h).

A=b-h

Figura 5.2: Atividade: Areas de figuras planas (pagina 2).
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2- (SEE-RJ) As normas de arquitetura recomendam que um quarto de uma
moradia tenha, no minimo, 9 m?. Qual das plantas abaixo representa um quarto

que satisfaz essa norma?

35m

3- (Saresp) Abaixo vemos a vista superior (também chamada planta baixa)
do apartamento de Marina. Qual a area deste imovel?

15m
[ B!
ﬁ;
6m 5
&l b ]
+
4m
SRR
im

4- Determine a medida da area de cada triangulo a seguir. Considere que
as medidas dos comprimentos estao em centimetro.

o Sy
K e
- 3 o -

6,5

20

Figura 5.3: Atividade: Areas de figuras planas (pagina 3).
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5- Por que os tridngulos ABC, DBC e EBC da figura tém a mesma area?

6- Calcule a area de cada paralelogramo.

a) b) \ c) d) ‘\
T B 8m 2
2
i‘l.Zrn &sm "E
E
] Bm B _%
am 76m b
- 28m[ lé‘

Area do Losango

| diagonal

E; LIJ .G | menor

H 1

diagonal maior

A medida da area de um losango ¢ igual a metade do produto da medida
do comprimento da diagonal maior (D) pela medida do comprimento da
diagonal menor (d).

medida da medida da
dhagonal mawor diagonal menor

D -
Q-

A = =5

oY

Figura 5.4: Atividade: Areas de figuras planas (pagina 4).
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Area do trapézio.

base menor
B . IR ;
|
I’ altura
ol |
A E D
base \ma ior

A medida de area de um trapézio é igual a metade do produto da medida
da altura (h) pela soma das medidas das bases maior (B) e menor (b).

medida da 1 medida da
base maior v l base menor
_ (B + b) - h «— medida da altura
A\- pero o T

7- Determine a medida da area de cada losango a seguir.

8- Determine a area de cada trapézio representado a seguir. Considere que
as medidas estdo em centimetro.

a) 12 b) 26
10 2.8
ol
_ S
18 44

Figura 5.5: Atividade: Areas de figuras planas (pagina 5).
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5.3.2 Atividade: Teorema de Pick

Objetivos: Compreender o conceito de drea, encontrar a area de poligonos simples utili-
zando o Teorema de Pick.

Habilidades descritas na BNCC:

(EF04MA21) Medir, comparar e estimar area de figuras planas desenhadas em malha qua-
driculada, pela contagem dos quadradinhos ou de metades de quadradinho, reconhecendo
que duas figuras com formatos diferentes podem ter a mesma medida de area.
(EFO6MA17) - Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices
e angulos, e classificd-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representagoes no
plano como em faces de poliedros

(EFO8MA16) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressoes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e circulos),
em situagoes como determinar medida de terrenos.

(EFO8MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do valor numérico de
expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacoes.

Objetivo especifico:

- Utilizar o Teorema de Pick para calcular a area de poligonos simples.

Conceitos-chave:

- Teorema de Pick.

. Area como medida de superficie.

- Poligonos e suas caracteristicas.

- Célculo de area de figuras planas.

Recursos necessarios:

- Caderno, lapis e borracha.

- Computador/ tablet ou smartfone com acesso a internet.

- Atividade impressa (para estudantes que nao tém acesso a plataforma digital).
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Logo da e
Eooca ATIVIDADE DE MATEMATICA
Professor(a): Paulo Henrique Dorotéio Data: 07/05/2021 ATIVIDADE
Aluno(a). REMOTA
' N°: 08
Ano: 8° TURMAS: D, E eF. | Segmento: Fundamental I 1° TURNO

Considerando o

Teorema de Pick

como unidade de area, qual estratégia voceé utilizaria

para calcular a area deste poligono?

Em 1899, o matematico tcheco Georg Alexander Pick publicou um de seus

mais belos teoremas, o Teorema de Pick. Este teorema fornece uma formula

para calcular a area de poligonos utilizando apenas uma malha quadriculada e

a contagem de pontos.

Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regularmente

ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um

deles aos pontos mais proximos na horizontal ou na vertical seja igual a 1.

Tomando um sistema de coordenadas cartesianas, com origem num ponto da

rede, um eixo na diregcdo horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita

como o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas (m,n) sao

numeros inteiros (positivos, negativos ou zero).

(a) Rede.

Figura 5.6: Atividade: Teorema de Pick (p.1).

e s
e o o *
" e *
. o @ .
e e @ .
e o @ .
e e 0 .
e e @ .
. e e .

L s e

L s e

(b) Rede e malha quadriculada.
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O Teorema de Pick estabelece que a area de um poligono simples cujos

vértices sdo pontos de uma rede é dada pela férmula:
A=1+ E |
2
sendo B o numero de pontos da rede situados sobre o contorno do poligono e /
0 numero de pontos da rede situados no interior do poligono, chamados aqui
respectivamente de pontos da borda e pontos do interior.
Por exemplo, para calcular a area do poligono da figura acima, basta contar

pontos na malha. Temos 9 pontos sobre a borda da figura que s&o pontos da

malha e 3 pontos internos, logo a area deste poligono é:

B
A=I+§—1
9
=3+§—1
= 6,5 u.a.

Observacdo: A Férmula de Pick sé se aplica a poligonos simples.

Um poligono é simples quando seu contorno é uma linha poligonal fechada
simples (que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes sobre o
mesmo vertice) e nao possui “buracos” em seu interior. Na figura abaixo, temaos

exemplos de seis poligonos simples e de dois poligonos nio simples.

S

Poligonos simples Poligonos ndo simples

Um poligono é convexo quando todos os pontos de um segmento de reta
que possui as extremidades no interior do poligono também estao dentro dele.
Sendo assim, se for possivel encontrar pelo menos um segmento de reta que
possui as extremidades dentro do poligono e, ao mesmo tempo, um ponto fora

dele, esse poligono nao sera convexo.

Figura 5.7: Atividade: Teorema de Pick (p.2).
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A imagem a seguir, & esquerda, mostra como s&o o0s poligonos convexos e,

a direita, como encontrar retas que estao fora do poligono, mesmo com suas
extremidades no interior dele.

D

como unidade de area, calcule a medida da area de cada
um destes poligonos utilizando o Teorema de Pick.

Exemplos:

Considerando o

Paligono A Poligone B Poligonoe ©

Area do Poligono A

O Poligono A, possui 20 pontos na borda (estdo na cor azul) e 23 pontos no

seu interior (estdo na cor vermelha), assim utilizando a formula de Pick, temos
que a area do Poligono A é:

B
A=I+§—1
20
:23+?—1
=234+ 10-1
= 32 u.a.

O Poligono A possui 32 unidades de area.

Atencao: Pontos como o destacado na cor amarela ndo entram na conta! Pois,
nao pertencem a rede de pontos.

Figura 5.8: Atividade: Teorema de Pick (p.3).
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Area do Poligono B

Area do Poligono C

A=1+ E 1 A=1+ P 1

B 7] B 2

= B+ uli 1 = 14 + = 1

B 2 B 2

= 04 B85~ 1 =14+ 6-1

= 16,5 u.a. = 19 u.a.
O Poligono B possui 16,5 unidades O Poligono C possui 19 unidades de
de area. area.

Agora € sua vez de calcular!

1- Conte e escreva a quantidade de pontos do interior (I) e a quantidade de

pontos da borda (B) de cada poligono. Em seguida, determine sua area

utilizando o Teorema de Pick.

a) I = B = A:I‘l‘g—l
b) I = B = A:I_l_g_l
c) I = B = A=1+=--1

Figura 5.9: Atividade: Teorema de Pick (p.4).
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d)

2- Agora, marque na malha os pontos da borda (B) e do interior (I) de cada

poligono. Em seguida, determine o valor da area de cada poligono utilizando o

Teorema de Pick. Considere o como unidade de area.
c)
a)
b)
d)

3- Use a férmula de Pick para determinar a medida da area das figuras abaixo.

Considere que cada quadradinho da malha possui lado medindo 1 cm.

a) b) c)

¢

Figura 5.10: Atividade: Teorema de Pick (p.5).
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4- Considere o poligono abaixo sobre a malha quadriculada, que tem o formato

de um avido.

£
<
N

a) Faca a decomposicdo da figura em poligonos menores como tridngulos,
quadrados, retangulos, paralelogramos e calcule a medida da area de
cada um destes poligonos menores. A area do “avido” sera a soma de

todas estas areas. Qual € a medida da area do “avidao"?

b) Agora, encontre o valor da medida da area desta figura utilizando o

Teorema de Pick.

c) Vocé encontrou o mesmo resultado nas letras (a) e (b)? Em qual delas

voceé teve maior facilidade nas contas? Por qué?

Figura 5.11: Atividade: Teorema de Pick (p.6).

5.3.3 Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o calculo de
areas de regioes representadas em mapas.

Objetivos: Reforcar o conceito de area, compreender o conceito de escala, utilizar o
Teorema de Pick para o calculo da area de poligonos simples e de regioes representadas
em mapas.

Habilidades descritas na BNCC:

(EF05MA12) Resolver problemas que envolvam variagao de proporcionalidade direta entre
duas grandezas, para associar a quantidade de um produto ao valor a pagar, alterar as
quantidades de ingredientes de receitas, ampliar ou reduzir escala em mapas, entre outros.
(EFO6MA17) - Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices
e angulos, e classifica-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representacoes no
plano como em faces de poliedros

(EFO8MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculo do valor numérico de



Capitulo 5. Aporte Metodolégico 102

expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacoes.

(EFO8MA16) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressoes de calculo de rea (quadrilateros, tridangulos e circulos),
em situagoes como determinar medida de terrenos.

(EF02GE09) Identificar objetos e lugares de vivéncia (escola e moradia) em imagens aéreas
e mapas (visdo vertical) e fotografias (visdo obliqua).

(EFO6GE08) Medir distancias na superficie pelas escalas gréficas e numéricas dos mapas.
Objetivo especifico:

- Utilizar o Teorema de Pick para calcular a area de poligonos simples e de regioes
representadas em mapas.

Conceitos-chave:

- Teorema de Pick.

. Area como medida de superficie.

- Escala em mapas.

- Célculo de area de figuras planas.

Recursos necessarios:

- Caderno, lapis e borracha.

- Computador/ tablet ou smartfone com acesso & internet.

- Atividade impressa (para estudantes que nao tém acesso a plataforma digital).

Teorema de Pick

Calculando dreas de poligonos simples

*0brigatdrio

Teorema de Pick

Escreva seu nome completo: * Tecrema de Pick

Sua resposta Em 1E39 o matemitico tchacs Gearg Alexandsr Sick publicou Lm de seus mais belos tearamas, o
Tearema Fick Exte tacrama fomece uma formula pars caleular fasilmants 2 drea de poligonas simples
comemxcs ou nic

Utifizands apenas uma rede de pontos n2 malha quadriculada e 2 contagem destes pontos no
ntesiar (] & na bards (3) e paligona, Pick estabelece gue 2 suz Srea & dada pela férmula:

Gual a sua turma? *

O se0 Formula de Pick
[: B
A=IT+—-1
O &= 2
g IS Figin: | Voltar Praxima I F2gina 2de 5
(a) Identificacao do estudante. (b) A férmula de Pick.

Figura 5.12: Teorema de Pick no Google Forms (p.1-2).
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Nas guestdes 1 e 2, temos poligonos desenhados na malha guadriculada. Os

i pontos no interior (I) destes poligonos estdo destacados na cor vermelha. Jd os
area de pontos na borda (B) dos poligonos estéo destacados na cor azul. Cada
poiigonos na quadradinho da malha equivale a uma unidade de area (u.a.).

malha
guadriculada.

Calculo da

1- Conte, separadamente, os pontos do interior (I) e da borda (B) do poligono.
Substitua os valores encontrados na Formula de Pick, e determine o valor da area do

poligono abaixo. O valor encontrado é: *

Marcar apenas uma oval.

( )8ua.

(_)15u.a.
( )16ua.

(" )20u.a

Figura 5.13: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 1).
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2-Utilizando a Formula de Pick, podemas afirmar que a area do poligono abaixo é: *

Marcar apenas uma oval.

( J8ua
(_J)1,5ua.

( )125u.a.

—

( D21ua.
Calculo da Nas questdes 3 e 4, os poligonos estdo desenhados em uma rede de pontos. A
: distancia entre os pontos da malha equivale a uma unidade de medida de
areade comprimento.
poligonos na
rede

Figura 5.14: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 2).
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3- Agora, os pontos da rede que estdo na borda e no interior dos poligonos nao estao
destacados. Conte separadamente estes pontos, e utilize a Férmula de Pick para
determinar a drea destes poligonos. Seguindo estes passos, podemos dizer que a
area do poligono abaixo &: *

Marcar apenas uma oval.

27 u.a.
26 u.a.
18 u.a.

9 u.a.

Figura 5.15: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 3).
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4-Utilizando a Férmula de Pick, podemos afirmar que a area do poligono abaixo é: *

Marcar apenas uma oval.

Figura 5.16: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 4).

[ ® ® L ] o o ®
- @ ® ® ® ® ®
® ® ® ® ® ® ®
o0 —0 ® ® o0
- ® - " L] ® @
L J ® L ® ® & ®
o L - ® ® o ®
® @ ® ® ® o ®
® ® o o o & ®

12 u.a
20 u.a.

28,5 u.a.
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5- Considerando que a distancia entre os pontos da rede (na horizontal e na vertical)
correspondem a 1 centimetro. Podemos dizer que a area deste paralelogramo é: *

Marcar apenas uma oval.

12.8m2.

) 15 cm2.

18 cm?.

) 20 cm2.

Figura 5.17: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 5).
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6- Em nossas ultimas aulas, estudamos o calculo de éreas de poligonos simples.
Relembramos as formulas do calculo de area das figuras mais conhecidas e
aprendemos a formula de Pick. Na sua opinido, a Formula de Pick € um conteudo
facil ou dificil de ser aplicado? Por qué? *

7- Em uma escala de 1a 5, como vocé classifica a utilizacdo do Teorema de Pick
para o calculo de areas de poligonos. Considere 1 como facil e 5 como dificil. *

Marcar apenas uma oval.
Facil Dificil

Nos préoximos exercicios vamos utilizar o Teorema Pick para calcular a area do

Calculando : , i
estado de Minas Gerais, do municipio de Contagem e da lagoa da Pampulha.

areas com
mapas

Foérmula de Pick

B
A=T+=-1
T3

Figura 5.18: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questoes 6 e
7).
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8- Na figura abaixo, temos o mapa do estado de Minas Gerais contornado por um
poligono simples. Considere cada quadradinho da malha quadriculada como uma
unidade de érea (u.a.). Utilizando a formula de Pick, a érea deste poligono é: *

o8 da ¥i21 G : Termos 2 | Enwiar faedback | 200 km

B e i e | s LS S e e

Fonte: https://www.google.com.br/maps/place/Minas+Gerais/. Acesso em 11/05/2021 - Adaptado no

aplicativo Geogebra.
Marcar apenas uma oval.

C) 24 u.a.
Q 48 u.a.
O 59 u.a.
( )60ua.

Figura 5.19: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 8).
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9- Observe novamente o mapa do estado de Minas Gerais contornado por um
poligono simples. Sabendo que cada quadradinho da malha quadriculada equivale a
10.000 km?, qual ¢ a area aproximada do estado de Minas Gerais? Dica: Basta
multiplicar a resposta do exercicio anterior por 10.000. *

e s e e e

Fonte: https://www.google.com.br/maps/place/Minas+Gerais/. Acesso em 11/05/2021 - Adaptado no
aplicativo Geogebra.

Marcar apenas uma oval.

() 240.000 km?.

(") 480.000 km?,

() 590.000 km2.
() 600.000 km2.

Figura 5.20: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 9).
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10- Agora temos o mapa do municipio de Contagem/MG contornado por um
poligono simples. Considere cada quadradinho da malha quadriculada como uma
unidade de érea (u.a.). Utilizando a férmula de Pick, a area deste poligono é: *

Fonte: http [[ w.google.com. br[m p_[pl E[Cont agem++MG. Acesso em 11/05/2021 - Adaptado no
aplicativo Geogebra.

Marcar apenas uma oval.

() 595u.a.
D 49 u.a.
( )48ua.
( D25u.a.

Figura 5.21: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 10).
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11- Observe novamente c mapa do municipio de Contagem/ MG contornado por um
poligono simples. Sabendo que cada quadradinho da malha quadriculada equivale a
3.250 km?, qual é a area aproximada do municipio de Contagem/MG ? *

A - 1 = r :-.L- Freandads &
Fonte: Fonte: https:/www.google.com. br[m p_[p ace[Cont agem+-+MG. Acesso em 11/05/2021 - Ar.iaptado
no aplicativo Geogebra.. Acesso em 11/05/2021 - Adaptado no aplicativo Geogebra.

Marcar apenas uma oval.

() 193.375 kmz.,
() 159.250 kmz.
() 156.000 km2.
() 81.250 Km2.

Figura 5.22: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 11).
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12- A Lagoa da Pampulha, de atmosfera tranquila, € conhecida pelo lago artificial

homoénimo que é cercado por constru¢des impressionantes projetadas por Oscar
Niemeyer, como a Capela Curial de Sao Francisco de Assis, que tem formato parecido
ao de uma tenda, o Museu de Arte da Pampulha, com exposi¢cdes de obras de arte
brasileiras, e a Casa do Baile, que recebe exposi¢cdes temporarias em uma ilha
pequena. Trilhas atravessam o Parque Ecolodgico, um espaco verde bem amplo com
areas ideais para eventos culturais e pratica de esportes. Na figura abaixo

observamos o mapa do Lago artificial da Pampulha em uma rede e um poligono
simples, contornando o mapa do lago. Cada quadradinho da malha quadriculada

equivale a 2,5 km? de area. Utilizando o Teorema de Pick, podemos encontrar a area
aproximada do Lago artificial da Pampulha. Qual é o valor desta area? *

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Mapa_lagoa_pampulha.jpg. Acesso em 12/05/2021- Adaptado

L ] ]
LAGOA 'I?A .‘-’z f‘.’i-’i..?'. Hz
L]

Marcar apenas uma oval.

) 39,5 kmz.

) 98,75 km?2.

) 57 km2.

) 142,5 km?.

Figura 5.23: Atividade: Teorema de Pick no Google Forms (Questao 12).

no aplicativo Geogebra.
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5.3.4 Analise das atividades desenvolvidas

A atividade “Area de figuras planas” foi realizada por 44 estudantes. Examinando as
respostas postadas foi possivel perceber que, para alguns, o conceito de area e perimetro
de figuras planas ainda nao estava bem consolidado. Além disso, apesar de nao ter sido
descrito como objetivo dessa atividade, foi perceptivel a dificuldade que os discentes
possuem ao realizar operagoes de adicao, multiplicagao e divisao com ntimeros racionais
na forma decimal. Durante a realizacao da aula online, outras dificuldades, que nao foram
perceptiveis a primeira vista com a leitura dos arquivos enviados, foram expostas pelos
estudantes sao descritas a seguir.

Na resolucao da questao 1 (Figura 5.1) explorando a malha quadriculada foi possivel
ensinar o conceito de area e mostrar a diferenca entre area e perimetro de figuras planas.
Alguns estudantes pediram esclarecimentos sobre a sigla “u.a.” (unidade de area) o que
nos possibilitou reforcar os conceitos de medida de comprimento e de medida de superficie.
Mostramos as medidas de comprimento mais utilizadas em nosso cotidiano (cm, m , km) e
as de superficie (cm?, m? |, km?). Ainda na resolucao dessa questao, um aluno questionou
se era necessario contar os quadrinhos que estavam coloridos pela metade e se era permitido
juntar duas metades para se formar uma unidade.

A questao 2 (Figura 5.3), que tinha o objetivo de fixar o conceito de drea de uma regiao
retangular, foi realizada pela maioria dos estudantes sem muita dificuldade. Observando
os célculos realizados por eles, percebe-se que nas letras (b), (¢) e (d), as quais exigiam
uma multiplicacao entre um nimero natural e um nimero decimal, a multiplicacao foi
realizada corretamente, sendo que alguns conseguiram realizd-la mentalmente. Ja na letra
(e), que demandava uma multiplica¢ao entre dois niimeros decimais, o posicionamento da
virgula no resultado precisou ser corrigido por alguns estudantes.

Na questao 3 (Figura 5.3), trabalhamos o conceito de planta baixa e o método da
decomposi¢ao de um poligono em poligonos menores. Alguns estudantes nao tinham
conseguido visualizar a decomposicao do poligono que representa a planta baixa do
apartamento. Na solucao, optamos por decompor em um retangulo de medidas 6 m
de altura e 15 m de base, e de um quadrado de lado 4 m. Mostramos também uma
segunda possibilidade de solugao, completando (compondo) a figura, formando assim um
retangulo de 15 m de base e 10 m de altura, calculamos a area desse poligono e retiramos
a area de um retangulo de medidas 11 m de base e 4 m de altura. Apos a explicacao, os
estudantes entenderam a composicao e a decomposi¢ao de poligonos, sendo que a maioria
deles considerou a primeira solugao mais facil.

As questoes 4 (Figura 5.3 e 5 (Figura 5.4) visavam explorar a férmula do célculo da
area de um triangulo, e a propriedade de que triangulos com a mesma base a mesma
altura possuem a mesma area. Os estudantes nao tiveram dificuldades nessas questoes.
Foi perceptivel que os poucos erros apresentados se tratavam da dificuldade ja relatada em
realizar a multiplicacao entre dois niimeros decimais.

Na sexta questao (Figura 5.4), realizamos o célculo da area de alguns paralelogramos.
Utilizamos a decomposicao de figuras para justificar a férmula e percebemos que os
estudantes tiveram facilidade em realizar essa questao. As questoes 7 e 8 (Figura 5.5)
foram as questoes que apresentaram mais erros nas postagens dos estudantes. Nesses
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exercicios trabalhamos as formulas do calculo da area de losangos e trapézios. Mostramos,
utilizando a decomposicao e a composicao de figuras, como essas férmulas surgiram. Ao
investigar as postagens e questionar os estudantes, ficou claro para o professor que para
alguns a aplicacao dessas férmulas foi um pouco mais dificil e outros apresentaram como
dificuldade a divisao de niimeros decimais.

4) (

Figura 5.24: Respostas do estudante 01.
Atividade: Area de figuras planas.

Apés a andlise das postagens e da interagao com os estudantes na aula online, acre-
ditamos que os objetivos especificos descritos no planejamento dessa atividade foram
alcancados.

Seguindo nossa analise, abordaremos agora os resultados da atividade “Teorema de Pick”.
Tinhamos como principal objetivo introduzir e utilizar o teorema como uma ferramenta de
calculo da area de poligonos simples. Nas primeiras paginas dessa atividade apresentamos
o teorema, destacamos os elementos da Férmula de Pick (pontos internos e da borda),
definimos poligonos simples e mostramos exemplos do cédlculo da drea de poligonos simples
utilizando o Teorema de Pick. Essa atividade foi realizada por 44 estudantes.

Na primeira questao (Figura 5.9), tentando familiarizar os estudantes com o Teorema
de Pick, apresentamos quatro poligonos simples em uma malha quadriculada com os
pontos internos e os pontos da borda desses poligonos destacados. Aos estudantes coube a
tarefa de contar esses pontos e utilizar o Teorema de Pick para determinar a area desses
poligonos. Essa questao foi realizada com sucesso pela maioria dos estudantes. Alguns,
poucos, contaram os pontos corretamente, mas substituiram na férmula de Pick de forma
errada trocando os valores da borda com o do interior, e outros contaram os pontos de
forma incorreta.

Na questao 2 (Figura 5.10), solicitamos novamente que os estudantes determinassem a
area dos poligonos desenhados na malha. Contudo, nessa questao, apesar dos poligonos
serem mais simples do que os da primeira questao, os pontos da borda e do interior nao
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(a) Respostas do estudante 02. (b) Respostas do estudante 03.

Figura 5.25: Respostas da questao 1.
Atividade: Teorema de Pick

estavam destacados. A maioria dos estudantes conseguiu realizar essa questao com sucesso,
mas foi possivel perceber um pequeno aumento na quantidade de estudantes que erraram
por nao conseguir contar corretamente os pontos da borda e do interior desses poligonos
ou por trocar estes valores na aplicagao da férmula.

a) Respostas corretas. b) Respostas com erros.
Estudante 04. Estudante 05.

Figura 5.26: Respostas da questao 2.
Atividade: Teorema de Pick

Na terceira questao (Figura 5.10), os poligonos apresentados eram um pouco mais
elaborados do que os das questoes anteriores e os pontos internos e da borda nao estavam
destacados. Nas postagens dos estudantes foi possivel perceber que alguns tentaram
reproduzir os desenhos em seus cadernos, sem utilizar a malha quadriculada, o que
acarretou erros. Além disso, uma parte dos estudantes (mesmo sem reproduzir os desenhos
no caderno) contou os pontos da borda do poligono da letra (b) de forma incorreta. Apesar
desse aumento da quantidade de erros, a maioria dos estudantes acertou essa questao.

Na questao 4 (Figura 5.11), solicitamos aos estudantes que determinassem a drea de
um poligono em forma de “aviao” de duas maneiras diferentes. Na letra (a) sugerimos que
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(a) Respostas corretas. (b) Respostas com erros.
Estudante 06. Estudante 07.

Figura 5.27: Respostas da questao 3.
Atividade: Teorema de Pick

os estudantes realizassem a decomposicao do “aviao” em poligonos menores que possuem
formulas de calculo da area ja conhecidas e que somassem esses valores para determinar
a area total. Na letra (b) propomos que utilizassem o Teorema de Pick para determinar
a area desejada. Por fim, na letra (c) perguntamos se encontraram o mesmo resultado
nas letras (a) e (b) e em qual delas sentiram mais facilidade em determinar a drea do
poligono. Considerando as respostas postadas pelos alunos, percebemos que parte dos
estudantes respondeu a questao de forma incompleta, deixaram a letra (a) ou a letra (b) em
branco, outros realizaram as contas de forma incorreta encontrando valores diferentes nos
célculos realizados nas letras (a) e (b), e 12 estudantes (aproximadamente 27%) realizaram
corretamente o calculo nas duas letras. Com relacao a letra (c), a maioria dos estudantes
respondeu ter mais facilidade em utilizar o Teorema de Pick para determinar a area do
poligono em questao, apenas uma estudante verbalizou ter preferéncia no método da
decomposi¢ao por ja dominar as férmulas e nao gostar de ficar contando os pontos.

Figura 5.28: Respostas da questao 4 - Estudante 08.
Atividade: Teorema de Pick

Examinaremos agora o questionario realizado no Google Forms “Teorema de Pick e o
calculo de areas de regies representadas em mapas”. Ao propor este formuldrio tinhamos
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como objetivos reforcar o conceito de area, introduzir e utilizar o conceito de escala, e
utilizar o Teorema de Pick no célculo de area de regioes planas, em especial as representadas
por mapas. Esse formulario foi respondido por 54 estudantes.

No inicio do formuldrio (Figura 5.12) reapresentamos a férmula de Pick deixando-a
destacada para futuras consultas. Na primeira (Figura: 5.13) e na segunda (Figura: 5.14)
questao, apresentamos desenhos de poligonos em uma malha quadriculada com os pontos
do interior destacados na cor vermelha e os pontos da borda destacados na cor azul.
Solicitamos aos educandos que utilizassem a férmula de Pick para determinar a drea destes
poligonos. Pouco mais de 74% dos estudantes responderam corretamente a questao 1, e
61,1% acertaram a questao 2. A maior parte dos discentes que respondeu a questao 2
de forma incorreta (20,4%), marcou a opgao que apresentava a quantidade de pontos da
borda. Acreditamos que o tragado do poligono possa ter interferido nesse resultado.

Teorema de Pick

Calculo da area de poligonos na malha quadriculada.

1- Conte, separadamente, os pontos do interior (1) e da borda (B) do poligono. Substitua os
valores encontrados na Férmula de Pick, e determine o valor da area do poligono abaixo. O
valor encontrado é:

40/ 54 respostas corretas

8ua 5(9,3%)

16ua |5 (148%)

20ua 1(1,9%)

Figura 5.29: Grafico com as respostas da questao 1.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

2-Utilizando a Formula de Pick, podemos afirmar que a area do poligono abaixo é:

33 / 54 respostas corretas

sua 1(1,9%)

12,5ua. —9 (16,7%)

21ua. 11 (20,4%)

Figura 5.30: Grafico com as respostas da questao 2.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Nas questoes 3 (Figura 5.15) e 4 (Figura 5.16), optamos por desenhar os poligonos
em uma rede de pontos. Dessa vez, nao destacamos os pontos internos e da borda dos
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poligonos. Novamente, pedimos aos estudantes que contassem os pontos internos e da
borda, e que aplicassem o Teorema de Pick para determinar a area destes poligonos. Nessas
questoes, contamos mais de 70% de respostas corretas.

Calculo da area de poligonos na rede

3- Agora, os pontos da rede que estdo na borda e no interior dos poligonos nédo estdo
destacados. Conte separadamente estes pontos, e utilize a Formula de Pick para determinar
a area destes poligonos. Seguindo estes passos, podemos dizer gue a area do poligono
abaixo e:

39 / 54 respostas corretas

27ua 4 (7.4%)
18ua. —11 (20,4%)
Sua 0 (0%)
0 10 20 30 40

Figura 5.31: Grafico com as respostas da questao 3.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

4-Utilizando a Férmula de Pick, podemos afirmar que a area do poligono abaixo &:

38/ 54 respostas corretas

9ua 5(9,3%)
12ua —3 (5,6%)
285ua -8 (14.8%)
0 10 20 30 40

Figura 5.32: Grafico com as respostas da questao 4.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Para analisar a quinta questao (Figura 5.17), faz-se necessério fazer um recorte temporal,
precisamos retornar ao inicio do ano letivo. Apds a terceira aula ministrada para as turmas
participantes deste estudo, realizamos uma avaliacao diagnéstica inicial. Nesta avaliacao
diagnoéstica, composta por 15 questoes, tentamos abordar os mais variados contetudos de
Matematica descritos na BNCC, os quais acreditamos ja terem sido trabalhados com os
estudantes em anos anteriores. Dos 92 alunos matriculados nessas turmas, 73 responderam
a avaliagao diagnostica por meio de um formulario do Google Forms. Ao analisar as
respostas, percebemos que a questao que apresentou a maior quantidade de erros foi
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exatamente a questao que envolvia o calculo da area de um paralelogramo desenhado em
uma malha quadriculada. Apenas 35 dos 73 estudantes (47,9%) responderam corretamente.
Nas aulas seguintes, ao indagar os estudantes, percebemos que muitos nao sabiam o
significado do conceito de medida de area de uma figura ou regiao, tampouco conheciam
as féormulas de calculo da area dos poligonos mais conhecidos. Dito isso, e sabendo desta
lacuna no ensino, trabalhamos o conceito de area e o Teorema de Pick como ja foi descrito
anteriormente.

Calcule a area do paralelogramo, representado na malha quadriculada abaixo, considerando
que cada quadradinho da malha mede 1 cm de lado.

35/ 73 respostas corretas

12 cm? 26 (35,6%)

18 cm? —8 (12,3%)

20 cm? 3 (41%)

Figura 5.33: Gréfico com as respostas da questao 5.
Atividade : Avaliacao diagndstica inicial.

Na questao 5 (Figura 5.17) da atividade “Teorema de Pick e o cdlculo de dreas de regioes
representadas em mapas”, repetimos a mesma questao descrita na avaliagao diagndstica,
com o mesmo comando, adaptando apenas a rede de pontos no lugar da malha quadriculada.
Nao solicitamos que os estudantes utilizassem o Teorema de Pick para resolver, apenas
pedimos que calculassem a area do paralelogramo. Dessa vez, 41 dos 54 respondentes
(75,9%) acertaram a questao. Durante a aula, na corre¢ao dessa questao, perguntamos aos
estudantes se eles utilizaram a férmula de Pick para encontrar o resultado e se recordavam
de ter realizado a mesma questdao na avaliacao diagnostica. A maioria respondeu ter
utilizado o Teorema de Pick e apenas um estudante relatou ter lembrado de ja ter resolvido
essa questao anteriormente. Comparando esses resultados, acreditamos que o Teorema de
Pick é uma boa estratégia metodolégica no processo de ensino e aprendizado do conceito
de area.
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5- Considerando que a distancia entre os pontos da rede (na horizontal e na vertical) LD
correspondem a 1 centimetro. Podemos dizer que a area deste paralelogramo é:

41/ 54 respostas corretas

12 cm? 6 (11,1%)
18 cm? —5(9,3%)
20 cm? 2 (3,7%)

0 10 20 30 40 50

Figura 5.34: Grafico com as respostas da questao 5.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Antes de entrarmos nas questoes que envolvem o calculo da area de regioes representadas
por mapas, questionamos os estudantes sobre a facilidade ou dificuldade de aplicagao do
Teorema de Pick no calculo da area de poligonos simples. Na sexta questao do formulario
(Figura 5.18) os alunos foram estimulados a escrever suas opinides a respeito do contetido
trabalhado nos tltimos encontros, em especial o Teorema de Pick. Observando os registros,
consideramos que para a maioria dos estudantes foi facil aprender e aplicar o Teorema de
Pick.

6- Em nossas Ultimas aulas, estudamos o calculo de areas de poligonos simples. Relembramos as
formulas do calculo de area das figuras mais conhecidas e aprendemos a formula de Pick. Na sua
opini&o, a Férmula de Pick é um conteudo facil ou dificil de ser compreendido? Por qué?

54 respostas

Facil, pois com a férmula de pick eu consigo calcular a area com mais praticidade e facilidade, eu
sinceramente ndo gostava muito de calcular a area de poligonos, mas com a férmula de pick eu comecei a
me interessar em calcular a area,por ser mais pratico

Eu achei facil, no comego eu confundi a ordem das operagdes mas depois de assistir as aulas eu entendi.
Percebi que o Teorema de Pick é uma forma muito facil e simples de calcular as areas.

F4cil. A partir do momento que aprendemos, n&o erramos mais! E uma conta simples e rapida de fazer, o
maior problema para mim € ficar contando os pontinhos.

Facil,pois ndo precisa de contas muito complexas para calcular uma drea.

nas aulas ndo tinha entendido muito bem, entdo estava tendo dificuldade com essa matéria, mas comecei
a pesquisar no YouTube etc e compreendi a matéria e agora se tornou bem mais fécil e legal fazer esses
exercicios

Figura 5.35: Algumas respostas da questao 6.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Ja na questao 7 (Figura 5.18), pedimos que os estudantes apenas marcassem em uma
escala linear o grau de facilidade ou dificuldade da utilizagao do Teorema de Pick no
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célculo da area de poligonos. Apenas 6 (11,1%) dos estudantes consideraram o Teorema
de Pick dificil de ser compreendido.

7- Em uma escala de 1a 5, como vocé classifica a utilizacdo do Teorema de Pick para o
calculo de areas de poligonos. Considere 1 como facil e 5 como dificil.

54 respostas

20

18 (33,3%)

13 (24,1%)

9 (16,7%
(16,7%) 8 (14,8%)

6 (11,1%)

Figura 5.36: Grafico com as respostas da questao 7.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Nas préximas questoes, exploramos o Teorema de Pick no calculo de areas de regioes
representadas em mapas. A questdo 8 (Figura 5.19), contém o mapa do Estado de
Minas Gerais em uma malha quadriculada contornado por um poligono simples. Cada
quadradinho da malha equivale a uma unidade de area. Destacamos os pontos da borda e
do interior do poligono e solicitamos aos estudantes que determinassem a area do poligono
utilizando o Teorema de Pick. Dos 54 alunos, 39 (72,2%) responderam corretamente.

Calculando areas com mapas

8- Na figura abaixo, temos o mapa do estado de Minas Gerais contornado por um poligono
simples. Considere cada quadradinho da malha quadriculada como uma unidade de area
(u.a.). Utilizando a férmula de Pick, a area deste poligono é:

39 / 54 respostas corretas

24ua 2 (3.7%)

48 u.a —10 (18,5%)

60ua 3 (5,6%)

Figura 5.37: Grafico com as respostas da questao 8.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

A nona questao (Figura 5.20) apresentou um conceito novo para os estudantes, a escala
em mapas. Neste exercicio que era uma continuacao do anterior, cada quadradinho da
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malha quadriculada equivale a 10.000 km?. Pedimos aos alunos que determinassem a
area aproximada do Estado de Minas Gerais utilizando o teorema de Pick. No comando
da questao ainda oferecemos uma “dica”, escrevemos: “Basta multiplicar a resposta do
exercicio anterior por 10.000”. A quantidade de acertos seguiu como o esperado, similar ao
da questao 8, dos 54 estudantes, 40 (74,1%) acertaram a resposta.

9- Observe novamente o mapa do estado de Minas Gerais contornado por um poligono
simples. Sabendo que cada quadradinho da malha quadriculada equivale a 10.000 km?, qual
€ a area aproximada do estado de Minas Gerais? Dica: Basta multiplicar a resposta do
exercicio anterior por 10.000.

40 / 54 respostas corretas

240.000 km? 3(56%)

480.000 km* —8 (14.8%)

600.000 km* 3 (5,6%)

Figura 5.38: Grafico com as respostas da questao 9.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Na décima questao (Figura 5.21), apresentamos o mapa do municipio de Contagem /MG
contornado por um poligono em uma malha quadriculada. Informamos que cada quadra-
dinho da malha equivale a uma unidade da area. Novamente, com os pontos da borda
e do interior ja destacados, solicitamos aos estudantes que determinassem o valor da
area do poligono utilizando o Teorema de Pick. Para nossa surpresa, a quantidade de
acertos diminuiu um pouco comparando com as respostas da questao 8. Dessa vez, 33
dos 54 alunos acertaram a questao, o que representa 61,1% de acertos. Interrogando os 6
estudantes que tinham acertado a questao 8 e erraram a questao 10, dois relataram ter
encontrado o valor correto, mas ao analisar os mapas da questao 8 e 10 acharam estranho
o valor da &rea do poligono que contorna o municipio de Contagem (59,5 w.a.) ser maior
que a drea do poligono que contorna o Estado de Minas Gerais (59 u.a.). Durante a aula
de correcao, explicamos que os mapas estavam em escalas diferentes, informacao que pode
ser explorada com maior énfase na préxima questao.

Na questao 11 (Figura 5.22) repetimos a representagdo do municipio de Contagem/MG
contornado por um poligono em uma malha quadriculada. Informamos que cada quadra-
dinho da malha equivale a 3.250 km?. Solicitamos aos estudantes que determinassem a
area aproximada do municipio de Contagem/MG utilizando o Teorema de Pick. Nessa
questao, nao demos “dicas”. Dos 54 estudantes, 28 (51,9%) responderam corretamente a
questao. Comparando a quantidade de respostas corretas apresentadas nas questoes 10 e
11, e conversando com os estudantes, percebemos que a maior quantidade de erros ocorreu
devido as dificuldades associadas a multiplicacao envolvendo niimeros decimais.
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10- Agora temos o mapa do municipio de Contagem/MG contornado por um poligono
simples. Considere cada quadradinho da malha guadriculada como uma unidade de area
(u.a.). Utilizando a férmula de Pick, a area deste poligono é:

33 / 54 respostas corretas

49 ua —9 (16,7%)

ry
]

48u.a L8 (14.8%

25ua 4 (7 4%)

Figura 5.39: Gréfico com as respostas da questao 10.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

11- Observe novamente o mapa do municipio de Contagem/ MG contornado por um
poligono simples. Sabendo que cada quadradinho da malha quadriculada equivale a 3.250
km?, qual é a area aproximada do municipio de Contagem/MG ?

28 / 54 respostas corretas

159.250 km? —12 (22,2%)
156.000 km? —9 (16,7%)

81.250 Km* 5 (9,.3%)

Figura 5.40: Gréfico com as respostas da questao 11.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Deixamos para a ultima questao (Figura 5.23) o maior desafio. Optamos por um
comando mais extenso, apresentamos a regiao da lagoa da Pampulha em Belo Horizonte, e
representamos o lago artificial da Pampulha em um mapa, contornado por um poligono em
uma rede de pontos. Nao desenhamos a malha quadriculada, mas informamos que cada
quadrinho da malha equivale a 2,5 km? de drea. Estimulamos os estudantes a calcular
a area aproximada desse lago utilizando o Teorema de Pick. Verificando as respostas,
percebemos que a maioria dos estudantes (42,6%) calculou a drea do poligono que contorna
o lago corretamente, mas nao observou a escala, errando a questao. Apenas 14 dos 54
estudantes responderam corretamente a questao, o que representa 25,9% das respostas.
Esperavamos uma quantidade maior de acertos, contudo, apés a discussao da questao com
os discentes, entendemos que grande parcela dos erros ocorreu devido a leitura rapida e
desatenta por parte dos alunos.
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12- A Lagoa da Pampulha, de atmosfera tranquila, € conhecida pelo lago artificial homoénimo
que & cercado por construcoes impressionantes projetadas por Oscar Niemeyer, como a
Capela Curial de Sao Francisco de Assis, que tem formato parecido ac de uma tenda, o
Museu de Arte da Pampulha, com exposicoes de obras de arte brasileiras, e a Casa do Baile,
que recebe exposicoes temporarias em uma ilha pequena. Trilhas atravessam o Parque
Ecologico, um espaco verde bem amplo com éreas ideais para eventos culturais e pratica de
esportes. Na figura abaixo observamos o mapa do Lago artificial da Pampulha em uma rede
e um poligono simples, contornando o mapa do lago. Cada guadradinho da malha
quadriculada equivale a 2,5 km? de area. Utilizando o Teorema de Pick, podemos encontrar a
area aproximada do Lago artificial da Pampulha. Qual € o valor desta area?

14/ 54 respostas corretas

39,5 km? 23 ::.42 B
57 km? 11 (20 4%)
1425 km* —6(11,1%)
] 5 10 15 20 25

Figura 5.41: Grafico com as respostas da questao 12.
Atividade no Google Forms: Teorema de Pick e o cédlculo de areas de
regioes representadas em mapas.

Diante as dificuldades ja apresentadas nas questoes anteriores, inferimos que o Teorema
de Pick foi bem assimilado e que outros contetidos como as operacoes com niimeros decimais
e a utilizacao de escalas devem ser mais trabalhados ao longo do ano letivo.



Consideracoes finais

O presente trabalho procurou contribuir para o aprimoramento da pratica pedagdgica
no processo de ensino-aprendizagem de geometria, especificamente no estudo de poligonos
e no calculo de suas areas. Ao iniciarmos essa pesquisa, com a revisao de literatura,
procuramos analisar os objetos norteadores dessa dissertacao, em especial o estudo de
poligonos, o calculo da medida de area de figuras planas e o Teorema de Pick. Acreditamos
que a construcao do referencial tedrico nos levou a formular ideias e argumentos de forma
clara e precisa, o que ¢ um dos objetivos no ensino da Matematica.

Retomando a questao de investigacao proposta na introducao: Quais as possibilidades
e os limites da aplicacao do Teorema de Pick no ensino de Matematica do Ensino
Fundamental? Pontuamos, antes de respondé-la, que muito do que foi pensado e planejado
no projeto inicial da pesquisa teve que ser adaptado devido as restrigoes impostas pela
pandemia de Covid, na qual ainda estamos inseridos.

Nosso trabalho ocorreu de forma remota tendo como sujeitos da pesquisa estudantes
de uma escola publica do Municipio de Contagem/MG. Assim, atividades que exigiam a
manipulacao de objetos concretos como Geoplano® e Tangram ? nao puderam ser realizadas.
Acreditamos que esses materiais possam contribuir com o processo de ensino-aprendizagem
do calculo da area de figuras planas e podem ser utilizados com sucesso nas escolas publicas,
a partir do retorno do ensino presencial.

Avaliamos que, existindo laboratério de informatica (com equipamentos em bom estado
de conservagao e uso) na escola, a utilizacao de softwares dinamicos de geometria como
o Geogebra também pode ser explorada pelos professores e estudantes nos processos de
ensino e aprendizagem desse conteudo. Antes da realizacao desse trabalho, acreditavamos
que todos os estudantes matriculados nas turmas que participaram da pesquisa tinham
acesso a recursos computacionais. Percebemos, contudo, que o acesso a esses recursos

1Um Geoplano é um manipulador matematico usado para explorar conceitos basicos em geometria
plana, como perimetro, area e as caracteristicas de triangulos e outros poligonos. Consiste em uma placa
fisica com um certo nimero de pregos meio cravados, em torno dos quais sao enroladas faixas geograficas
feitas de borracha.

20 Tangram é um quebra-cabecas geométrico chinés formado por 7 pecas, chamadas tans: sdo 2
triangulos grandes, 2 pequenos, 1 médio, 1 quadrado e 1 paralelogramo. Utilizando todas essas pecas sem
sobrepo-las, podemos formar varias figuras. Segundo a Enciclopédia do Tangram é possivel montar mais
de 5000 figuras.
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nao é uma realidade para todos os sujeitos da escola publica em questao. Dessa forma,
optamos por utilizar o software Geogebra apenas na criagao das figuras que pertencem as
atividades descritas e nas aulas expositivas que ocorreram de forma sincrona. Gostariamos
de ter explorado melhor as potencialidades do software, propondo aos estudantes que
criassem também suas proprias formas geométricas e que determinassem a drea dessas
figuras utilizando o Teorema de Pick e as ferramentas do software.

Diante desse cenario, a elaboracao das atividades considerou a possibilidade de aplicacao
em duas realidades: uma na qual os estudantes possuem acesso a internet e utilizaram
os aplicativos Google Classroom e Google Forms para receber e devolver as tarefas de
forma remota e outra em que os estudantes tém acesso apenas as atividades impressas
pela escola.

Avaliamos que o uso das ferramentas Google Classroom e Google Forms, possibilitou a
aplicagao que consideramos ideal para o momento de distanciamento social. A utilizacao de
tais instrumentos nao se limitou aos encontros sincronos ® para o acesso aos contetidos, mas
possibilitou que o aluno escolhesse o momento ideal para a realizacao das tarefas dentro do
prazo estabelecido. Considerando que a nossa expectativa era obter respostas apenas dos
estudantes que ativamente participam das aulas, aproximadamente 50, avaliamos de forma
positiva a participacao dos estudantes. Obtivemos 44 respostas nas atividades “Areas de
figuras planas” e “Teorema de Pick” e 54 no formuléario “Teorema de Pick e o célculo de
regioes representadas em mapas”.

Entendemos que a boa resposta as atividades propostas indica que os estudantes se
interessaram pelo contetido desenvolvido, sendo que o alto percentual de acertos pode ser
indicio de que os estudantes nao tiveram dificuldades no desenvolvimento das atividades
sugeridas

Assim, a andlise das atividades realizadas nos leva a concluir que o Teorema de Pick
contribuiu de forma significativa para o processo de aprendizagem do calculo de areas de
poligonos simples dos estudantes pesquisados. Percebemos que apesar de encontrarmos
lacunas no aprendizado matematico de alguns contetidos, como a realizacao de operagoes
com numeros racionais na forma decimal, essas dificuldades nao interferiram na consolidagao
do conceito de medida de area e das possibilidades do calculo dessa medida.

Considerando que o estudo de poligonos e o calculo de areas de figuras planas sao
apresentados na BNCC ao longo do Ensino Fundamental e Médio, acreditamos que as
potencialidades do Teorema de Pick podem ser exploradas desde o momento de insercao do
ensino de matemadtica pelo professor especialista, que ocorre a partir do 6° ano. Acreditamos
que o Teorema de Pick pode ser explorado de varias formas e niveis de complexidade.
Percebemos ainda que, se por um lado o teorema apresenta uma série de relagoes com
outros conteudos da matematica, por outro, a sua simplicidade também permite que o
tema seja trabalhado de forma ltidica, mesmo nas séries iniciais do Ensino Fundamental,
usando por exemplo, o geoplano em sala de aula.

Por fim, acreditamos que as ferramentas utilizadas no ensino remoto, como o Geogebra
podem ser aliadas ao ensino presencial representando novas possibilidades para a pratica
pedagdgica em sala de aula, naquilo que se relaciona ao ensino de matematica e o uso das

3 As aulas sincronas sao aquelas que acontecem em tempo real. Na educacdo a distancia, isso significa
que o professor e o aluno interagem, ao mesmo tempo, em um espago virtual.
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tecnologias digitais.
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