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Resumo

FARIA, Sabrina Ferreira Marciano, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2019.
Cddigos para Canais de Leitura de Pares de Simbolos e de 0-Simbolos. Orien-
tadora: Marinés Guerreiro.

Neste trabalho estudamos duas novas classes de c6digos, os codigos para canais de leitura
de pares de simbolos proposta por Cassuto e Blaum, em 2011, e os cddigos para canais
de leitura de b-simbolos proposto por Yaakobi, Bruck e Siegel, em 2012, nos quais a
leitura ¢ feita em blocos de simbolos consecutivos e nao simbolo a simbolo como na Teoria
Classica dos Codigos Corretores de Erros. O principal objetivo deste trabalho é fazer um
paralelo entre estas duas novas teorias e a teoria classica. Apresentamos as principais
definicoes e resultados e ressaltamos especialmente a relagao entre a distancia minima de
Hamming e as distancias minimas de pares e de b-simbolos. Além disso, apresentamos
alguns algoritmos de decodificacao para os codigos para canais de leituras de pares de

simbolos.
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Abstract

FARIA, Sabrina Ferreira Marciano, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2019
Codes for Symbol Pair and b-Symbols Read Channels. Adviser: Marinés Guer-
reiro.

In this paper we study two new groups of codes, the codes for symbol-pair read channels
presented by Cassuto and Blaum in 2011 and the codes for b-symbols read channels pre-
sented by Yaakobi, Bruck and Siegel in 2012, in which the reading is made in pairs or in
blocks of b consecutive symbols and not by single symbols as in the Classical Theory of
Error-Correcting Codes. The main goal of this work is to make a parallel between this two
new theories and the Classical Theory. We present the main definitions and results and
we highlight the relationship between the minimum Hamming distance and the minimum
distances of symbol-pair and b-symbol codes. We also discuss some decoding algorithms

to the codes for symbol-pair read channels .

viil



Introducao

No nosso cotidiano estamos sempre transmitindo informacoes, seja uma mensagem
de texto para um amigo, um e-mail de trabalho ou um recadinho na geladeira para um
familiar; recebendo informagoes, seja assistindo televisao, ouvindo uma musica ou rece-
bendo uma ligacao; e guardando informagoes, como por exemplo uma foto salva na nuvem,
ou um arquivo de texto salvo no computador. No entanto, durante essas transmissoes de
informacao podem ocorrer interferéncias, que chamamos de ruidos, como interferéncias
electromagnéticas ou um erro humano (por exemplo, erro de digitagao) e elas fazem com

que a mensagem recebida nao seja a mesma que a enviada.

O principal objetivo da Teoria de Cddigos Corretores de Erros é detectar e corrigir
o maior nimero de erros possiveis, mas também tem como finalidade transmitir a in-
formagao da melhor forma possivel para que se possa fazer tais procedimentos de forma

eficiente.

A Teoria de Cédigos Corretores de Erros foi iniciada pelo matematico C. E. Shannon,
no Laboratorio de Bell em 1948. Ela é desenvolvida principalmente pela Matematica, En-
genharia, Computacao e Estatistica. E uma teoria em constante desenvolvimento devido
a grande demanda da tecnologia atual para que a transmissao de informacoes seja cada

vez mais rapida e segura.

Tradicionalmente, na Teoria da Informagao, se analisam mensagens com ruidos em
unidades de informacao individual, chamadas de simbolos, isto é, o processo de escrita e
leitura é executado simbolo a simbolo. Contudo, em algumas tecnologias de armazena-
mento atuais, bem como em algumas propostas para o futuro, os simbolos podem nao
ser necessariamente escritos e lidos individualmente e sim em grupos sobrepostos. Isto
levou Cassuto e Blaum [3], em 2011, a estabelecerem uma nova estrutura de codificagao,
os codigos para canais de leitura de pares de simbolos e, em 2012, Yaakobi, Bruck e Siegel

[29, 28] generalizaram esta ideia definindo os cddigos de leitura de b-simbolos.

O objetivo deste trabalho é estudar os cddigos para canais de leitura de pares de
simbolos e de b-simbolos, fazendo um paralelo com a Teoria Classica dos Cddigos Corre-

tores de Erros, a partir de uma revisao de literatura sobre o tema.



No Capitulo 2, apresentamos a construcao desta nova classe de cédigos, os codigos
de pares de simbolos, como em [3]. Definimos o que é um vetor de pares, a distancia de
pares (ou métrica de pares) e, num primeiro resultado, comparamos a distancia de pares
com a distancia de Hamming. Para quaisquer dois vetores (ou palavras) z,y € A", com

0 <dy(z,y) <n, tem-se

ou seja, a distancia minima de pares dp é pelo menos uma unidade maior que a distancia

minima de Hamming dy e pode chegar até o dobro.

Verificamos também que, apesar de um erro em um vetor de pares poder significar
erro em uma ou em ambas coordenadas deste par, a capacidade de correcao deste tipo
de cédigo nao é prejudicada, ou seja, um codigo C pode corrigir até ¢ pares de erros se, e

somente se, dp(C) > 2t + 1, com dp(C) a distancia minima de pares do cédigo C.

Construimos dois tipos de cddigos ciclicos cuja distancia minima de pares é pelo menos
duas ou trés unidades maior do que a distancia de Hamming e verificamos que um codigo
intercalado C possui distancia minima de pares exatamente 2dy, com dy a distancia
minima de C. Além disso, um resultado ainda melhor para a distancia de pares é demons-

trado para cédigos ciclicos lineares binarios com dimensao maior do que 1, a saber,

dHQ(C)—‘ ‘

dp(C) > dy(C) + [

O numero de palavras de um codigo é um parametro importante e, assim como na
Teoria Cléssica, existem algumas cotas que exibimos neste trabalho ao final do Capitulo
2. Apresentamos limites inferiores e superiores nos tamanhos dos cédigos de pares de
simbolos e uma cota assintotica que se mostrou estritamente maior que a cota assintética
de Gilbert-Varshamov para o mesmo ntumero de erros cometidos. Definimos os codigos
de pares MDS (Mazimum Distance Separable) como apresentado em [5], por Chee et al.

e apresentamos alguns codigos de pares que satisfazem esta defini¢ao.

A decodificagao é uma etapa importante na transmissao de informagcoes. No Capitulo
3 descrevemos trés decodificadores para os codigos de pares. O primeiro proposto por
Cassuto e Blaum [3] reduz o problema de decodificacao de cédigos de pares a um problema
de decodificacao de erros e exclusoes na métrica de Hamming. O segundo, chamado
de algoritmo de decodifica¢io por sindrome, proposto em [14] por Hirotomo, Takita e
Morii, utiliza o que definimos como sindrome de pares e sindrome do simbolo vizinho para
criar um algoritmo de decodificacao para codigos de pares. E o terceiro, proposto por

Yaakobi, Bruck e Siegel em [29] e [28], usa decodificadores de cddigos ciclicos na métrica



de Hamming para corrigir até t, pares de erros, com t, = L%J edy(C)=2t+1.0
primeiro e o terceiro algoritmos de decodificacao possuem uma facilidade um pouco maior
para calculos que o segundo, pois reduzem a decodificagao de erros de pares a decodificagao
na métrica de Hamming, que ja é bem conhecida, entretanto nao conseguem corrigir todos
os pares de erros dentro da capacidade de correcao de um codigo de pares. Ja o segundo

algoritmo possui capacidade de correcao igual a capacidade do cédigo.

No Capitulo 4 é feita uma extensao desta teoria para cddigos para canais de leitura
de b-simbolos como proposto por Yaakobi, Bruck e Siegel em [29] e [28], com 3 < b < n.
Neste caso a leitura é feita em blocos de b-simbolos. Apresentamos as defini¢oes basicas e
dois resultados que comparam a b-distancia entre duas palavra de um cédigo binario com
a distancia de Hamming entre elas. O primeiro diz que se x é uma palavra de A", com

0 <wg(z)<n-—(b—1), entao
wp(z)+b—1<wy(z) <b wy(zx),

como wy o peso de Hamming e wy, 0 b-peso do vetor. Ja o segundo resultado diz que, para

quaisquer x € A" e um inteiro positivo b > 3,

Mostramos que a b-distancia de um cédigo intercalado C satisfaz d,(C) = b - dg(C)
e, ainda, descrevemos um algoritmo que corrige até ¢t = L%J erros para este cédigo.
Além disto, também definimos o cédigo de b-simbolos MDS (Mazimum Distance Sepa-
rable) como em [7] e fazemos um estudo da b-distancia de duas classes de cédigos com
distancia minima de Hamming pequena, sao elas o cédigo “completo” C = A" e o cédigo

de Hamming linear ciclico.

No primeiro capitulo fazemos uma breve revisao de topicos da Teoria Classica dos
Cédigos Corretores de Erros e incluimos alguns resultados que utilizamos com frequéncia

no desenvolvimento deste trabalho



Capitulo 1

Cddigos corretores de erros

Um artigo publicado pelo matematico C. E. Shannon em 1948, quando trabalhava nos
Laboratérios Bell, marca o inicio da Teoria dos Codigos Corretores de Erros no artigo

intitulado “A Mathematical Theory of Communication” [25].

Um exemplo pratico da Teoria de Cddigos Corretores de Erros no cotidiano atual é
quando utilizamos um computador e digitamos uma palavra errada. Ele tenta corrigir essa
palavra, nos indicando uma possibilidade de correcao, que nem sempre sera a palavra que
queriamos digitar, mas pode ocorrer que o seja. Outros exemplos da Teoria de Codigos
sao as informagoes digitalizadas, como assistir televisao, falar ao telefone ou ouvir um

CD.

A Figura 1 exemplifica como funciona a transmissao de informagoes.

Fonte

o sinal novo sinal A o e
de —_— — = decodificagao — destinatario

Informacao
T I 1

¢ =(c1,Ca,.0Cn) X = (X1, X, o0y Xk) y=cte 2
mensagem palavra-codigo

———

palavrarecebida mensagem estimada

e=(e1,€,...6n)
erro produzido pelo ruido

Esquema bésico de transmissao de informacao.

Iniciamos este capitulo com topicos da Teoria Cléssica dos Cddigos Corretores de
Erros. Apresentamos algumas defini¢coes basicas, mostramos a capacidade de deteccao e
correcao de erros de um cédigo. Definimos o que é um cédigo linear, verificamos algumas
propriedades béasicas e apresentamos um decodificador para coédigos lineares que utiliza a
sindrome de um vetor no processo de decodificacao, o que sera util no Capitulo 3. Em

seguida, definimos os cédigos ciclicos e os cédigos BCH e apresentamos algumas de suas
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propriedades. Destacamos algumas cotas superiores e inferiores para o nimero de palavras
de um cédigo, as quais servem de base para determinar limitantes para este parametro
também para os codigo de pares de simbolos, como veremos no final do Capitulo 2. Nas
trés ultimas secoes deste capitulo, apresentamos as defini¢oes e algumas propriedades da
transformada discreta de Fourier, dos codigos concatenados e das fungoes piso e teto, que
serao uteis no decorrer do trabalho. As principais referéncias para este capitulo sao [1],
[12], [13], [15], [19], [22] e [23]. Vamos denotar o vetor nulo como 0 e o vetor com todas

as coordenadas 1 como 1.

1.1 Definicoes Basicas

Podemos dizer que um cédigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organi-
zado de acrescentar algum dado adicional a cada informagao que se queira transmitir ou
armazenar, que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros.

Os ingredientes necessarios para a contrugao de um codigo corretor de erros sao:

e Um conjunto finito nao vazio A que sera chamado de alfabeto. O ntmero de
elementos de A sera denotado por ¢ =| A | . Quando o alfabeto possui g elementos,
dizemos que o cddigo é g-drio. Quando o alfabeto é Z, = {0,1}, dizemos que o

codigo ¢é bindrio.

e Para n um natural ndo nulo, uma palavra v de comprimento n (ou vetor) escrita
com o alfabeto A é uma sequéncia v = (ay,ay,...,a,) (ou v = ajay---a,), com

a; € A, para todo 1.

Definicao 1.1.1. Um codigo corretor de erros q-dario C de comprimento n com

palavras no alfabeto A € um subconjunto proprio de A" = Ax A x -+ x A.

Definicao 1.1.2. Dados dois elementos u = (uy,...,uy),v = (v1,...,v,) € A", a

distancia de Hamming entre u e v € dada por

dy(u,v) = |{i:u; #v;,1 <i<n}.

As demonstragoes dos resultados apresentados a seguir sao omitidos mas podem ser

encontrados em [13].

Proposicao 1.1.3. Dados u,v,w € A, valem as sequintes propriedades:

(i) Positividade: dg(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.

(i1) Simetria: dg(u,v) = dg(v,u).



(111) Desigualdade Triangular: dg(u,v) < dg(u,w) + dg(w,v).

Esse resultado mostra que a distancia de Hamming é uma métrica e, por esse motivo,

a distancia de Hamming também é chamada de métrica de Hamming.

Definigao 1.1.4. Seja C C A™ um cddigo. A distancia minima de C é o nimero

dy = dy(C) = min{dy(u,v); u,v € Ceu # v}.

Um codigo corretor de erros com comprimento n, nimero de palavras M e distancia

minima dg é chamado de (n, M, dy)-cédigo.

Definigao 1.1.5. Dados a € A™ et > 0 um nimero real, define-se disco e esfera de

centro a e raio t, respectivamente, por:
D(a,t) ={u e A"; dy(u,a) <t} e S(a,t)={ue A"; dy(u,a) =1t}.

Lema 1.1.6. Para todo a € A™ e todo niumero real v > 0, temos

D)= ( . ) (41"

1=0

Lema 1.1.7. Seja C um cdédigo com distancia minima dy. Se c e d sao palavras distintas

de C, entao

D(c, k) ﬂ D(c,k) =0,

dH—1J )

COmH:L D)

Teorema 1.1.8. Seja C um codigo q-drio de comprimento n com distancia minima dyy.

dg—1
2

Entao C pode detectar até dg — 1 erros e corrigir até k = L J erros.

Uma consequéncia do Teorema 1.1.8 é que um codigo terd capacidade de correcao de
erros maior quanto maior for a sua distancia minima.

Definicao 1.1.9. Sejam C C A" um cédigo q-ario com distancia minima dyg e Kk =

| L=t

5 J O codigo C serd dito perfeito se

U D(c,k) = A".

ceC

1.2 Cdbdigos Lineares

A classe de codigos mais utilizada na pratica sao os cddigos lineares, para os quais o

alfabeto ¢ I, um corpo finito com ¢ elementos. Para cada numero natural n, Fj é um



F,-espaco vetorial de dimensao n. As demonstracoes dos resultados desta secao podem

ser encontrados em [13].

Definicao 1.2.1. Um cddigo g-drio C C Ky serd chamado codigo linear se for um

subespago vetorial proprio de Fy.

Se C tem dimensao k sobre [F, e distancia minima dy, entao diremos que C é um

(n, k,dy)-cédigo linear.

Seja k a dimensao de um cédigo C e seja {vy, ..., vi} uma base. Todo elemento de C

se escreve como combinacao linear, de modo 1inico, na forma
>\1V1 + )\2V2 + ...+ )\ka,
com \; € F,, para todo i =1,...,k. Dai
M =C| =",

e, conseqiientemente, dimgC = k = log,q" = log,M.

Definigao 1.2.2. Dado x € Fy, define-se o peso de x como sendo o mimero inteiro

win(w) = |{i; @i # 0},

Em outras palavras, wy(z) = dg(z,0), com dy a métrica de Hamming.
Definicao 1.2.3. O peso de um codigo linear C € o inteiro
wi (C) = min{wy(x); = € C\{0}}.
Proposigao 1.2.4. Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima dg. Temos:
(i) para quaisquer v,y € By, du(z,y) = wu(r —y).
Sejam F, um corpo finito com ¢ elementos e C C Ty um cédigo linear. Seja

f = {vy,...,ur} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas sdo os

vetores v; = (b1, ..., bim), i =1,...,k, isto é,

bll b12 e bln

ber bk - bip



A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base 3. Note que C
é o subespaco gerado pelas linhas de G, assim, os elementos de C sao todas as palavras

n : _ k
y € F} tais que 2G = y, para x € F/.

Lembramos que G nao é univocamente determinada, pois depende da escolha da base
£ de C.

Definicao 1.2.5. Uma matriz geradora G de um codigo C estd na forma padrao se
G = (Id | A),

com 1dy, a matriz identidade de ordem k e A uma matriz k x (n — k).

Seja C C Fy um codigo linear. Define-se o conjunto ortogonal a C em F por
Ct = {veF}; (u,v) =0, para todos u € C}.
Sendo (.,.) o produto interno sobre F,,.
Lema 1.2.6. Se C C F} é um cddigo linear, com matriz geradora G, entao

(i) Ct é um subespago vetorial proprio de .
(ii) x € C* se, e somente se, GxT = 0.

Definicao 1.2.7. O subespaco vetorial C*+ de [y € também um cddigo linear e o chama-

remos codigo dual de C.
Sejam C um (n, k)-cédigo linear com matriz de codificacio G e y € Ct. Entao
(x,y) =0, para todo = € C.

Logo y é ortogonal a todos os elementos de uma base de C, o que equivale a G-y = 0,

ja que a matriz GG é formada pelos vetores de uma base de C em suas linhas.

Assim, podemos definir o cédigo dual C* da seguinte forma
Ct={yeF;; G-y" =0}

Proposicao 1.2.8. Seja C C Fy um cddigo de dimensao k < n com matriz geradora
G = (Idy | A) na forma padrao. Entao

(i) dimC*+ =n —k,



(ii) H = (—AT|Id,_}) €é uma matriz geradora de C* e
(iii) (Ct)+ =C.

Para identificar de um vetor v € F pertence ou nao a um cédigo C C [Fy basta utilizar

o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.9. Seja C C Fy um cddigo linear tal que Ct tem matriz geradora H.
Entao

veClC <« Hv' =0.

A matriz H geradora de C* é chamada matriz teste de paridade de C.

Defini¢ao 1.2.10. Dados um cddigo linear C C Fy com matriz teste de paridade H e

um vetor v € Iy, dizemos que Hv" € a sindrome de v.

A Proposigao 1.2.11 e o Teorema 1.2.12 apresentados a seguir fornecem uma relagao

entre a matriz teste de paridade e peso minimo de Hamming dy de um cédigo.

Proposigao 1.2.11. Dado um cddigo C C ;' com matriz teste de paridade H, o peso
de C é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente

independentes.

Teorema 1.2.12. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Entdo wy(C) = s
se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes e existem

s colunas de H linearmente dependentes.

No Capitulo 3 vamos abordar alguns algoritmos de decodificacao para codigos de pares
de simbolos, um deles é um algoritmo de decodificacao por sindrome, analogo ao algoritmo

de decodificagao para cédigos classicos que veremos a seguir.

1.3 Decodificacao

Uma etapa importante da transmissao de informagoes é a deteccao e correcao de
erros. Chama-se decodificagao este processo de detecgao e correcao de erros em um
determinado cédigo. Nesta secao vamos apresentar o algoritmo de decodificacao por

sindrome, as demonstracoes dos resultados serao omitidos e podem ser encontrados em

13].
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Suponha que um vetor ¢ transmitido sofreu algum tipo de interferéncia e foi recebido
como outro vetor r. O vetor erro e é definido como a diferenca entre o vetor recebido r
e o transmitido ¢, ou seja,

€E=T—°¢C.

O peso do vetor erro determina quantos erros foram cometidos desde a transmissao

até a recepcao.

Se H é a matriz teste de paridade de um cédigo C, entao Hc! = 0, para todo ¢ € C.
Com isso,
He' = H(r" — ") = Hr" — H" = Hr'.

Logo e e r tétm a mesma sindrome.

Para melhor entendimento do lema seguinte, denotemos por h* a i-ésima coluna de H.

Se e = (ay,...,q,), entao

Zaihi = He! = Hr7.
i=1

Lema 1.3.1. Seja C C F um cddigo linear com capacidade de corregao r. Ser € Fy
e ¢ € C sao tais que dg(c,r) < Kk, entdo existe um unico vetor e com wy(e) < Kk, cuja

sindrome € igual a sindrome der e c =1 — e.

Seja C C Fy um cédigo corretor de erros com matriz teste de paridade H, distancia

dy — 1
il J Seja v € F} e defina

minima dy e Kk = L

v+C={v+c ceC}

como a classe lateral de v segundo C.

Lema 1.3.2. Os vetores u e v de Fy tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+C.
A proposi¢ao a seguir nos diz que as diferentes classes laterais de C em Fy formam

uma partigao de Fy, cujas partes tém a mesma cardinalidade.

Proposigao 1.3.3. Seja C C Fy um cddigo linear de dimensao k. Temos:
(i) v+C=v+C < v—v€C(;
(ii)) (v+C)NW+C) # 0 = v+C=v+C;

(i) | ) (v+C) =Ty;

vely



11

(iv) [(v+C) = [C] =¢".

De (i) e (iv) da Proposi¢ao 1.3.3, segue que o niimero de classes laterais segundo C é

Definicao 1.3.4. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento

lider dessa classe.

Proposicao 1.3.5. Seja C um cddigo linear em ¥y com distancia minima dg. Seu € Fy

wp (u) < {?J = K,

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

€ tal que

Esta proposicao fornece informagoes importantes para a procura de elementos lideres

de classes, pois basta tomar aqueles elementos cujo peso é menor ou igual a .

Vamos agora apresentar um algoritmo de corregao de mensagens que tenham sofrido

um numero de erros menor ou igual a capacidade xk = L%J de correcao do codigo.

Preparacao: Determine todos os elementos u de Fy tais que wy(u) < . Em seguida

calcule suas sindromes e coloque esses dados em uma tabela. Seja r uma palavra recebida.

Algoritmo de Decodificacao por Sindrome

1. Calcule a sindrome HrT = sT.
2. Se s estd na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por s; troque r

porr - [.

3. Se s nao esta na tabela, entao foram cometidos mais do que k erros no envio dessa

mensagem e a palavra nao pode ser corrigida.

Justificativa: Dado r, sejam ¢ e e, respectivamente, a mensagem transmitida e o
vetor erro. Como o vetor erro e a mensagem recebida tém a mesma sindrome, entao a
classe lateral na qual e se encontra estd determinada pela sindrome de r. Se wy(e) < &,
entao e é o unico elemento lider [ de sua classe e, portanto, é conhecido e se encontra na

tabela. Conseqiientemente, pelo Lema 1.3.1, c =r — e = r — [ é determinado.
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Exemplo 1.3.6. Considere o (6,3)-cddigo linear definido sobre Fy com matriz teste de

paridade
100101
H=]1 010110
001011
dy—1

Neste caso, dg = 3 e k = [ ] = 1. Os vetores de peso < 1, com as suas respectivas

2
sindromes estao relacionados na tabela a sequir:

lider | sindrome
000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010
100000 100

Suponhamos agora que a palavra recebida seja

(a) r = (100011). Logo Hr™T = (010)T e, portanto, e = (010000). Consequentemente,
c=r—e=(110011).

(b) r = (111111). Logo Hr™ = (111)T, que ndo se encontra na tabela. Com isso, foi

cometido mais do que 1 erro na mensagem r.

1.4 Cébdigos Ciclicos

Os codigos ciclicos sao uma importante subclasse dos codigos lineares pois possuem

bons algoritmos de codificacao e decodificacao.
Seja F, um corpo finito. Representamos os vetores Fy por (T, 1y -y Ty1)-
Definicao 1.4.1. Um cddigo linear C C Fy € um cédigo ciclico se, para todo ¢ =

(co,---,Cn_1) pertencente a C, o vetor (¢,_1,Co,-..,Cn2) € C.

Defina a permutagao 7 de {0,1,...,n — 1} por

— 1 > 1
N(i):{z , se 1> '

n—1, se 1=0
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Assim, Tr(co, ..., ¢a1) = (Cn—1,C0, - - -, Cn—2), Para todo (cg,c1, ..., ¢1) € Fyy. Portanto,

e equivalentemente, dizemos que um codigo C é ciclico se, e somente se, T,.(C) C C.

Exemplo 1.4.2.

1. € = {(00000,10100,01010,00101, 10010,01001)} é um codigo ciclico.

2. Dado v € Fy, o subespago vetorial de Fy
vy =Fu+F, Lo+ +FT"
¢ um codigo ciclico. De fato, temos
To(Foo+F, v+ - BT ) = F, T (v) + FT2(0) + - -+ F, 10 (v) + Fpo
e assim Tr((v)) C (v).

A seguir vamos caracterizar os codigos ciclicos como ideais de um anel. As demons-

tracoes dos resultados apresentados a seguir sao omitidos mas podem ser encontrados em

[13].
Considere R,, o anel das classe residuais em F,[z] médulo 2" — 1, ou seja,

Fy[z]

Rn:m.

Um elemento de R,, é um conjunto da forma

[f(@)] = {f(x) + g(x)(z" = 1); g(x) € Fylz]};

e a adicao e multiplicacao em R,, sao definidas por

[[1(@)] + [fo(2)] = [fr(2) + fa()] (1.1)

e por

f1(@)] - [fa(2)] = [fr(2) - fal)],

respectivamente. Recorde também que R, munido da adi¢ao (1.1) e multiplicagdo por

escalares A € [Fy, definida por
Alf(@)] = [Af ()],

é um F,-espago vetorial de dimensao n, com base 1, [z],. .., [z" ]

e, assim, ¢é isomorfo a
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[y pelo isomorfismo

v F — R,
—

q
(Coy- vy Cn1) [co+ 1w+ + ™1

Aplicar T, em F} se traduz na multiplicagao por [r] em R,, pois

V(Tr(c)) = [en1 + o+ -+ + cpooz™ Y = [2][co + 1 + - + cur12™ Y] = [2]v(c) .

As demonstragoes do Lema 1.4.3 e do Teorema 1.4.4 decorrem diretamente destas

observagoes acima.

Lema 1.4.3. Seja V' um subespaco vetorial de R,. Entdo V é um ideal de R, se, e

somente se, V € fechado para a multiplica¢ao por [x].
Teorema 1.4.4. Um subespago vetorial C C Fy € um cddigo ciclico se, e somente se,
v(C) é um ideal de R,,.

Os resultados a seguir sao consequéncias do fato do anel F,[x] ser um dominio de ideais
principais.

Proposicao 1.4.5. Todo ideal de F,[x] € da forma I(f(x)) = {h(x)f(x); h(z) € F,[z]},
para algum f(x) € F,[z].

Corolario 1.4.6. Seja I # {0} um ideal de Fy[x]. Entdo existe um unico polinémio

monico em g(x) € I (de grau minimo) tal que I = (g(x)).
Proposicao 1.4.7. Todo ideal de R,, € da forma I([f(x)]), com f(x) um divisor ménico
de ™ — 1.

Assim, do Teorema 1.4.4 e da Proposicao 1.4.7 temos que um cédigo C de Fy ¢ um
c6digo ciclico se, e somente se, v(C) é da forma I([f(x)]), com f(z) um divisor de =" — 1.
O polinémio f(z) é dito polinémio gerador de C. Portanto, conhecendo a fatoragao de

z" — 1, conhecemos todos os cddigos ciclicos de Fy.

Vamos agora encontrar matrizes geradoras e matrizes teste de paridade para um cédigo

ciclico caracterizado por um polinémio gerador.

Teorema 1.4.8. Seja I = I([g(x)]), com g(x) um divisor de x™ — 1 de grau s. Entao

B = {[g(x)], [ZBg(:E)], [$29<x)]’ R [xn_s_lg(x)]}

¢ uma base de I como espago vetorial sobre .
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Corolario 1.4.9. Dado um cédigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).

Corolario 1.4.10. Seja g(x) = go + g1x + - - - + gsx® um divisor de " — 1 de grau s. Se
I =1([g(x)]), entao

dimp, [ =n — s,

e 0 cédigo C = v=1(I) tem matriz geradora

v ([g(x)]) g g o g5 O
o V‘l([fg(w)]) _ 0 o @ g
v [z g () 0 - 0 g - 9s

Definigao 1.4.11. Dado o polindmio h(x) = hg + hix + -+ - + hya' que divide 2™ — 1, o

polinémio reciproco de h(x), dado por
h*(z) = 2'h(z7t)
também divide x™ — 1 e €, portanto, gerador de algum cddigo ciclico em Fy.
Teorema 1.4.12. Seja C um cddigo ciclico, com I = I([g(x)]) e
g9(x) = go+ gz + - + gsa’

um divisor de " — 1 de grau s tal que " — 1 = g(x)h(zx), com

h(z) = ho +hix + - 4 hy_g " 51
Entao C* € ciclico e Ct = v=Y(J), com J = I([h*(x)]).

Como conseqiiéncia imediata temos o sequinte resultado:

Corolédrio 1.4.13. Uma matriz teste de paridade de C = v=(I), em que I = I([g(z)])

€ dada por

hn—s hn—s—l e hO 0
0 hnfs hnfsfl e hO
0 ce 0 hnfs ce hO
com
" —1

= ho—f—hll’—l- "'—|—hn_sl‘n_s .

g(z)
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1.5 Cddigos de Hamming

Um exemplo de cédigo muito comum sao os codigos de Hamming, eles sao uma familia
de cddigos importante pois sao fdceis de codificar e decodificar além de serem cddigos

perfeitos.

Definigao 1.5.1 (Cédigos de Hamming). Um cédigo de Hamming de ordem m sobre
Fy (corpo com 2 elementos) € um cédigo C com matriz teste de paridade H,,, de ordem

m X n, cujas colunas sao os elementos de F3'\{0} numa ordem qualquer.

Assim, seja C C F3 o codigo determinado pela matriz H,,. Temos n = 2™ — 1, pela
propria construcao de H,,. Com isso, sua dimensdo ¢ k =n—m =2" —m — 1. E facil

observar que a distancia minima de Hamming de um codigo de Hamming é dy = 3.

Exemplo 1.5.2. Considere a matriz

Hs =

O ==
— = O
_ o
—_ = =
o O
o = O
_ o O

Esta € a matriz de um codigo de Hamming correspondente a m = 3. Note que o compri-

mento deste cédigo é n =23 —1="7T e sua dimensio é k=7 — 3 = 4.

A demonstrag¢ao da proposi¢ao a sequir pode ser encontrada em [13].

Proposicao 1.5.3. Todo cédigo de Hamming é perfeito.

Existe outra forma de definirmos os codigos de Hamming, com uma ordem determi-
nada na disposicao dos vetores nas colunas da matriz H,,. Neste caso, diremos que o

codigo de Hamming é ciclico. Para isto precisamos da sequinte defini¢cao.

Definicao 1.5.4. Um elemento o de um corpo finito F, com q elementos é chamado de

elemento primitivo se

F, = {1,a,0?,..., 077},

ou seja, se orda = q — 1. Com orda a ordem do elemento o € Fy.

Como visto acima, os codigos de Hamming de ordem m possuem matriz teste de
paridade cujas colunas sdo todos os elementos de F5* \ {0}. Agora, se a é um elemento
primitivo de F,, um corpo com p™ elementos, entao 1,a,a?,...,a*" 2 sao distintos e

podem ser representados por distintos elementos de Fy'. Assim, os codigos binarios de
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Hamming Hs com parametros (n = 2™ — 1,k =n —m,dy = 3) tem uma matriz teste de

paridade que pode ser tomada como
H=(1,a,0%...,a° %),

em que cada entrada serd substituida por um vetor coluna com m 0’s e 1's.

O cédigo de Hamming bindrio definido desta forma é um cédigo ciclico (Cap. 7, [19]).

Exemplo 1.5.5. Para Hs,

H = (1,a,0% a3 a* o’ ab
0010
01 01
1001
com o € Fos satisfazendo o® +a +1 = 0.

A seguir definimos os codigos ciclicos encurtados, que serao utilizados no Exemplo
2.3.1, como descritos em [[19], Cap. T7].

Definigao 1.5.6 (Cdédigos ciclicos encurtados). Forme um conjunto com todas as palavras
de um codigo ciclico C de comprimento n e distancia minima dg que comeg¢am com i z2eros
consecutivos e delete estes zeros. O codigo resultante C* tem comprimento n — i e nao é
ciclico, entretanto, existe um polinomio f(x) tal que C* é um ideal no anel de polinémios

mod f(x), e reciprocamente, qualquer ideal neste anel é um cédigo ciclico encurtado.

1.6 Codbdigos BCH

Na Secao 1.4 vimos que os codigos ciclicos podem ser vistos como ideais numa algebra
de polinomios em uma indeterminada, o que pode facilitar alguns calculos. Entretanto,
determinar a distancia minima desses codigos nao é uma tarefa facil. Veremos nesta segao
uma familia de cédigos ciclicos, neste contexto polinomial, que possuem cotas inferiores

para a distancia minima.

Definicao 1.6.1. Seja IF, um corpo finito, K um subcorpo de F, e B € F,. O conjunto

Js = {p(x) € K[z]; p(B) =0} # {0}

¢ um ideal de Klz|, logo, Jz € da forma I(mg(x)) para wm unico polinémio monico
mg(z) € K|z]. Esse polinomio é chamado de polinémio minimo ou polinémio mi-

nimal de  sobre K, e é um polindmio irredutivel de menor grau em K|z| tal que p(f) = 0.
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Sejam L e I, corpos finitos tais que L ¢ uma extensao de F, e seja § € L. O conjunto

F,(8) = {q(ﬁ), p(z), () € F,la], 4(5) #o}

¢ um subcorpo de L contendo 3 e F, e contido em qualquer subcorpo de L que tem essa

propriedade.

As demonstragoes dos resultados a seguir sao omitidas e podem ser encontradas em
[13].

Proposicao 1.6.2. Sejam F, um corpo finito, L um subcorpo de F, e 5 € FF,.

(i) Sem = gr(mg(x)), entao 1,8,...,8™ ' é uma base de L(8) sobre L. Em particular,
dimy L(B) = gr{ms(2)).

(ii) Se q =| L |, entdo B = ¢ BY £ BY parai#j, 1,7 =0,...,m— 1. Além disso,
mp(a) = (¢ = B)(x = B7)... (x = B7"7).
(iii) Existe a € F, tal que F, = L(a).

Seja C C Fy um cé6digo ciclico com n e ¢ primos entre si. Da Secao 1.4, o cédigo C pode

ser considerado com um ideal v(C') = I([g(x)]) no anel R, = <f§[jc]1>, com g(x) € F,[z]

um divisor de ™ — 1.

Proposicao 1.6.3. Seja K um corpo finito que contém um corpo F, sobre o qual o
polinomio x™ — 1 se fatora em fatores lineares monicos distintos. Sejam aq,...,q, as

raizes de g(x) em K, que sio duas a duas distintas. Entao

v(C) = I(lg(z)]) = {lf(@)] € Rn; flen) = ... = flar) = 0}.

No resultado a seguir observa-se que, construindo um cédigo ciclico com uma conjunto
especifico de raizes n-ésimas da unidade, temos uma cota inferior para a sua distancia

minima de Hamming. Esses codigos sao chamados cédigos BCH.

Teorema 1.6.4 (Bose-Chaudhuri-Hocquenguem). Seja F, um corpo com q elementos e
n um inteiro maior do que 1 e primo com q. Seja F um corpo no qual ™ —1 se decompoe
em fatores lineares e seja vy € F uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja C um codigo
ciclico com polinomio gerador g(x) = mmc(maqe(x), ..., Myars—2(x)), coma >0 e d < n.
Entao a distancia minima de C é pelo menos 0 e sua dimensao € pelo menos n—m(0—1),

com m = dimg,[F.
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O nimero ¢ que aparece no enunciado do Teorema é chamado peso estimado do

coédigo BCH, pois representa uma estimativa para a distancia minima do codigo.

Fixamos um corpo F, e uma extensao F com uma raiz n-ésima primitiva da unidade

v € F definimos

n—1
Cr,(n,0) = {(ao,...,an_l) EFZ;ZCL,")/U =0,j = 1,...,5—1},

i=0
ou seja, o c6digo BCH definido pelo polinémio gerador g(z) = mmc(m. (), ..., ms-1(x)).

Definigao 1.6.5. Um cddigo BCH em F}, com I, um corpo com q elementos en = q™—1,

para algum m, serd chamado de cédigo primitivo.

Para cédigos primitivos, sempre ocorre que n e car(F,) sdo primos entre si, pois

mdc(gq,¢™ — 1) = 1. Com car(F,) a caracteristica do corpo F,.

Proposicao 1.6.6. Seja C = Cr, (n,d) um codigo BCH, com F, um corpo com q elemen-
tos. Suponha n = ¢™ — 1, para algum inteiro m, e § = ¢" — 1, para algum inteiro h com

h < m. Entao C tem peso dg = 6.

Teorema 1.6.7. Seja C = Cp,(n,d) um cédigo BCH primitivo, com Fy um corpo com q

elementos. Entao C tem peso dg < qd — 1.

Cdédigos BCH Generalizados

Hartman e Tzeng [12] mostraram que se existirem mais de um conjunto de poténcias
de raizes consecutivas como um espagamento especifico, o peso estimado do cédigo BCH

pode ser melhorado. Este resultado sera utilizado para demonstrar o Teorema 2.3.9.

Teorema 1.6.8. Seja g(x) € Fyz]/ < 2™ — 1 > o polinomio gerador de um codigo
ciclico C, de comprimento n, com F, um corpo com q elementos. Se g(a!theti2e) =
paraip = 0,1,2,...,dg —2 eiy =0,1,...,s, com mdc(n,a) =1 e mde(n,c) = 1, entdo
dy(C) > do + s.

1.7 Cotas Assintoticas

Um cédigo C sobre um alfabeto A com ¢ elementos (¢ > 2) possui trés parametros fun-
damentais (n, M, dy), que sdo o seu comprimento, seu nimero de palavras e sua distancia
minima, respectivamente. Na Teoria dos Codigos, um problema estudado é a depéncia en-

tre n, M e dy, pois interessam os coédigos que possuem M e dy grandes relativamente a n.
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Nessa secao vamos apresentar algumas limitantes dos tamanhos dos cédigos demonstrados
em [13] e [15].

Teorema 1.7.1 (Cota de Singleton). Seja C um cddigo com parametros (n, M,dg),

definido sobre um alfabeto A com q elementos. Entao
M < qnde+l.

Definicao 1.7.2. Quando tivermos um codigo em que dg = n—k+1, chamaremos esse
cddigo de MIDS (Mazimum Distance Separable).

Definicao 1.7.3. Para todos os niumeros naturais n, v e q¢ > 2, define-se

vq<n,r>=2<7><q—1>i.

i—0 \ !

Observe que pelo Lema 1.1.6, V,(n,r) =| B(a,n) |, com a € A",

Teorema 1.7.4 (Cota de Hamming). Se C é um cddigo com parametros (n, M,dy), e

dg—1
2

se K= , entao
[ ]

M - Vy(n, k) < q",
com a igualdade valendo se, e somente se, C é perfeito.
Considere a fungao:
A(n,dy) = max{M; existe um cédigo com parametros (n, M, dy)}.
Corolario 1.7.5. Para todos os nimeros naturais n e dg, temos

q
A < ——.
) S )

Note que a cota de Singleton (Teorema 1.7.1) fornece a seguinte desigualdade
A(n,dy) < g%+

Defini¢ao 1.7.6. Um cddigo C de comprimento n e distancia minima dg, tal que | C |=

A(n,dg), serd chamado de cédigo 6timo.

No préximo resultado apresentamos um limitante inferior para A(n,dy), que serd

utilizada para produzir uma cota assintética.
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Teorema 1.7.7 (Cota de Gilbert-Varshamov). Eziste um cddigo q-drio C de compri-

mento n, distancia minima dyg com

n

q
>
A(n,dH) = ‘/q(n7 dH — 1)

As demonstragoes dos Teoremas 1.7.4 e 1.7.7 foram omitidas, pois as demonstracoes

das Proposicoes 2.5.6 e 2.5.9 sao analogas.

Cotas Assintdticas

Nessa secao vamos estudar a cota de Gilbert-Varshamov quando o comprimento do

cédigo tende para o infinito. O resultado é chamado de cota assintotica.

Definicao 1.7.8. Dado um cdédigo C com parametros (n, M,dy) sobre um alfabeto A

com q elementos. Definimos a distancia relativa como sendo o nimero

Pt
n

e a taxa assintotica como sendo

log, A(n,d
R(0) = lim sup M.

n—0o0

A distancia relativa é a medida da capacidade de correcao de erros de um cédigo.
O valor exato de R(6) nao é conhecido. Vamos apresentar um limite superior para esta
funcao, mostrando que todas as familias com distancia relativa aproximando de § tem

taxa assintética aproximando desse limite.

Definicao 1.7.9. Define-se a fungao entropia H, no intervalo [O, %] como sendo
i { 0, se x=10
q = (g—1)* -1
logqm, se O<I’§ qT

Lema 1.7.10. Para 0 < < (q—1)/q e, para qualquer inteiro n, temos

(a) log,(Vy(n,dn)) < nH,(0);
. 0 q(n,[dn
(b) lim,, ., VD) _ p(5).

Teorema 1.7.11 (Cota Assintética de Gilbert-Varshamov). Para § € [O, %} , temos

R(§) > 1 — H,(5).
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1.8 Transformada Discreta de Fourier

Nesta secao definimos a transformada discreta de Fourier e fazemos duas observacoes

de acordo com [1, Cap. 1], e [2].

Definicao 1.8.1. Sejam F, um corpo com q elementos e K o corpo de fatoracao de 2" —1
sobre F,, isto €, o menor corpo no qual ™ — 1 se fatora em fatores lineares. Entio K

contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade o tal que 2" —1 = [/, (x —a'). Para um
polinomio f(z) € F,[z]/ < 2™ — 1 >, definimos a Transformada Discreta de Fourier

(DFT) do polinomio f com respeito a « por

—_

n—

Pas(z) = 3 Fle)a,

<
I
o

A transformada discreta de Fourier ¢, : Fy[z] — F,[z] é um isomorfismo de anéis

e a transformada inversa de Fourier ¢é definida por

n—1

fabf@) = =3 gl

Observe que a DFT pode ser vista como um polindmio ou como uma sequéncia
(Co, Ch,...,Cuy), com C’j = f(a?) o j™ coeficiente da DFT.

Observagao 1.8.2. O polinomio f(x) = ag+ a1z + ...+ a,_ 12" tem um zero em o’
se, e somente se, C; = 0. O polinémio @, () = Z;:é f(ad)z? tem um zero em o™ se,

e somente se, a; = 0.

Observacao 1.8.3. Como a Transformada da Discreta de Fourier é um isomoforfismo

que leva f(x) em @, (x), temos 90;,},9,1,/-(35) = f(x).

1.9 Cébdigos Concatenados

Nesta secao definimos os cdodigos concatenados e apresentamos um algoritmo de deco-

dificagao para esta classe de cédigos, como feito em [23].

Definicao 1.9.1. Sejam A um alfabeto finito, ® um conjunto finito. Considere C,
um (n,| @ |,dg)-cddigo interno sobre A, Cour um (N, M, Dy)-cédigo externo sobre ® e
Ein: ® — Ciyp uma aplicagao bijetora. O cédigo contatenado Ceoni = (€in, Cout) consiste

de todas as palavras em A" da forma

(ein(21) | €in(22) | - - | €inl2n)),
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com (z1 z2 ... zn) representando todas as palavras do codigo Coyy.

O ¢6digo Ceont é um (nN, M, > dy - Dp)-codigo sobre A.

1.9.1 Decodificacao de cédigos concatenados

Seja Ceont um (nN, M, > dy - Dp)-cédigo concatenado sobre A construido usando um
(N, M, Dy )-c6digo externo Coyy sobre ® e uma bijegao e;,, : ® — C;y, paraum (n, | @ |, dy)-
cédigo interno C;, sobre A. Apresentamos agora um algoritmo de decodificagao que corrige

até dy - Dy /2 erros.
Suponha que uma palavra
y=(lyal|. .. |yn) €A™

tenha sido recebida, com cada bloco y; em A" e dy(c,y) < dg - Du/2.

Passo 1. Para cada j = 1,2,..., N, seja ¢; a palavra mais préxima de y; em C;, e

seja Z; o valor de g, (¢;).

Passo 2. Defina a palavra
= (z1 72 ... zx) € (PU{?HY,
com
7, caso contrario

m—{ 2, se dy(y;, ) < |dm/2)
=

Passo 3. Utilize um decodificador de erros e exclusoes de C,,; em x, produzindo uma

palavra (21, 29,...,2n) € Cowr 0u um indicador de erro.

Passo 4. Se o decodificador do Passo 3 funcionar, tome

¢ = (€in(21) | €in(22) | - - [ €mn(zn))-

Passo 5:

(i) Se dy(y,c) < dy - Dy /2, entao c foi a palavra enviada.

(ii) Se nenhuma palavra foi produzida no Passo 3, entdo mais de dy - Dy /2 foram

cometidos e o decodificador indicara que houve falha na decodificacao.
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1.10 Funcao Piso e Teto

Nesta secao vamos revisar a definicao e as principais propriedades da func¢ao piso
(menor inteiro) e da fungao teto (maior inteiro) como feito em [22]. Estas fungoes sao

bastante utilizadas no Capitulo 3

Definicao 1.10.1. A fungao piso ou menor inteiro de um niumero real x € o maior
inteiro menor ou igual a . A fun¢do piso € denotada por |z|. E a funcao teto ou
maior inteiro de um niumero real x é o menor inteiro maior ou igual a x. O valor da

fungdo teto é denotada por [x].

Figura 1.1: Fungao Piso |z] Figura 1.2: Fungao Teto [x]

Propriedades: Sejam n € Z e x € R.

1. |x] =z se, e somente se, z € Z.

2. [z] = x se, e somente se, x € Z.

3. |x] =n se, e somente se, n <z <n+ 1.

4. [z] =n se, e somente se, n — 1 < x < n.

5. |x| = n se, e somente se,x — 1 <n < x.

6. [x] =n se, e somente se, z <n <z + 1.

7. Para todos z,y € R, se x < y entdo |x| < |y].
8. Para todos z,y € R, se © < y entdo [z]| < [y].
9. z—-1<|z|]<z<fzr]<z+1.
10. |-z = —[x].

11. [—z] = —|x].
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12. [z +n]| = [z|+n.

13. [z +n] = [z] +n.

14. Se a e n sao dois inteiros positivos, entao n - Ln



Capitulo 2

Cdédigos para Canais de Leitura de

Pares de Simbolos

Neste capitulo descrevemos a teoria basica dos codigos para canais de leitura de pares
de simbolos de acordo com (3], [4] [5], [8], [16] e [28]. Para isto, usamos como alfabeto,
um conjunto A finito com ¢ elementos. Iniciamos definindo vetor de pares de simbolos
e codigos de pares de simbolos. Determinamos a distancia de pares, o peso de pares, a
distancia minima e o peso minimo de um cédigo de pares de simbolos. Relacionamos a
distancia de Hamming de um cdédigo classico com a distancia de pares. Provamos uma
cota de Singleton para c6digos de pares, definimos os c6digos de pares MDS (Mazimum
Distance Separable) e mostramos uma relacao entre cédigos MDS cléssicos, com distancia
de Hamming estritamente menor que o comprimento do cédigo, e os codigos de pares
MDS. Mostramos a capacidade de correcao de cédigos de pares de simbolos. Fazemos
algumas contrucoes de cédigos de pares a partir da métrica de Hamming usando cédigos
intercalados e codigos ciclicos. Na tltima secao, mostramos alguns limitantes do tamanho

de cédigos de pares de simbolos.

2.1 Cddigos de Pares de Simbolos

Definigao 2.1.1. Seja x = (xg,...,2p—1) um vetor em A". O vetor de pares de

simbolos de x ¢ definido por

m(x) = [(xo, 21), (T1,22), .oy (Tn_2, Tn_1), (Tn_1,Z0)]

26
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Para todos z,y € A, temos

(z+y) =7(z)+ w(y).

Todo vetor z € A" tem uma representagao m(z) € (A, A)". Entretanto, nem todo
vetor u de pares em (A, A)" tem um vetor correspondente em A", porque u pode ter

simbolos diferentes em posicoes de dois pares consecutivos. Por exemplo, o vetor de pares

u:[(17 1) ) (07 2) 7(271)7<170)7(071)]G(F37F3)5
N S

nao tem um vetor correspondente em F3, pois x; = 1 na direita do primeiro par, mas

x1 = 0 na esquerda do segundo par.

Definigao 2.1.2. Um vetor de pares de simbolos y € (A, A)" para o qual existe um vetor

xz € A" tal que w(x) =y € dito consistente.

Definicao 2.1.3. O cédigo de pares de simbolos de um cddigo C € o codigo

7(C) = {n(c);c € C}.

Estamos interessados nos casos em que alguns pares lidos sejam versoes corrompidas
de pares de simbolos verdadeiros. O principal modelo de erro considerado para vetores
de pares de simbolos é quando o nimero de pares errados é limitado por um inteiro ¢,

definido como t-pares de erro a seguir.

Definicao  2.1.4. Seja = = (xg, -+ ,x,_1) um vetor em A". Um wvetor de pares
u = [(uo,0,u01)s (U1,0,u11) " 5 (Un—1,0,Un—11)] € 0 resultado de t-pares de erros a
partir de z se | {i : (us, uiy1) # (25, i11)} |< t. Os indices sao tomados mddulo n e

(a,b) = (c,d) se ambos a = c e b= d.

Ap6s definir o modelo de erro de pares de simbolos, o proximo passo naturalmente
é provar condicoes necessarias e suficientes no codigo para alcancar corretabilidade dos
erros de pares de simbolos. Para isto precisamos da definicao de distancia de pares que

descrevemos a seguir.

Definicao 2.1.5. Sejam u,v € A". A distancia de pares entre u e v € definida por

dp(u,v) = da(m(u), 7(0)) =] {i: (@5, 2i1) # (9 yisa) ei=0,...,n—1} |

com dy(.,.) denotando a distancia de Hamming entre dois vetores.
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Exemplo 2.1.6. A distincia de pares entre os vetores (12010) e (10112) sobre A =
{0,1,2} € dada por

dp(10102,10112) = dyy(7(10102), 7(10112)) =

du([(1,0),(0,1),(1,0),(0,2),(2,1)],[(1,0),(0,1), (1,1),(1,2), (2, 1)]) = 2.

Proposicao 2.1.7. Dados x,y,w € A", valem as sequintes propriedades:

i) Positividade: dp(x,y) >0, com dp(z,y) =0 se, e somente se, x = y.
it) Simetria: dp(x,y) = dp(y, x).

iii) Desigualdade Triangular: dp(z,y) < dp(z,w) + dp(w,y).

Demonstracao. Os dois primeiros itens sao 6bvios. Para provar a desigualdade triangular,
observe que se (x;,Zi11) # (Yi,Yir1), para algum ¢ = 0,...,n —1 e n = 0 (mddulo n),
entdo no minimo (z;, z;41) # (Wi, wir1) ou (wi, wiv1) # (Yi,yir1) deve ser satisfeito,
caso contrario terfamos (z;, x;11) = (w;, wir1) e (wi, wir1) = (Y, Yir1), 0 que implicaria

(i, i41) = (Yi, yir1), contradizendo a hipétese. Logo, dp(z,y) < dp(x,w)+dp(w,y). O

Assim, a distancia de pares é uma métrica em (A, .A)".

Definicao 2.1.8. Seja C C A" um cédigo. A distancia minima de pares de C € o
mteiro
dp = dp(C) = min{dp(u,v); u,v € C' eu # v}.

Exemplo 2.1.9. Seja A = {0,1}. Considere o cédigo bindrio
C = {0000,1010,1011,1001} C A%

Vamos calcular as distancias de pares entre os elementos de C.
dp(1010,1011) = dy(7(1010), 7(1011)) =
du([(1,0),(0,1),(1,0), (0, D], [(1,0), (0, 1), (1,1), (1, 1)]) = 2
dp(0000,1011) =4, dp(0000,1001) =3, dp(0000,1010) = 4,
dp(1010,1001) =3, dp(1011,1001) = 2.

Logo a distancia minima de pares de C € dp = 2.
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A relacao entre a distancia de pares e a distancia de Hamming é dada a seguir.

Proposicao 2.1.10. Para z,y € A", seja 0 < dy(x,y) < n a distancia de Hamming.
Entao

Para dg(x,y) = 0 oun, tem-se dp(x,y) = duy(z,y).

Demonstragao. Defina os conjuntos Sy = {j; ©; # y;} ¢ Sp = {t; (vi,xit1) # (Yi, Yit1) }
entdo | Sy |= du(z,y) e | Sp |= dp(z,y). Cada indice em Sy aparece em exatamente
dois pares de Sp, isto é, para cada contribui¢ao 1 & dy(x,y) temos uma contribui¢ao de

2 a dp(z,y). Logo,

Note que se dg(z,y) < n, existe no minimo um par com apenas um dos indices 7, i+ 1
em Sy, isto é, se dy(x,y) < n, existe 0 < i < n—1tal quei ¢ Sypei+ 1€ Sy,
entao (z;, 1) # (¥i, Y1) € © € Sp. Logo, existe uma coordenada que contribui com uma

unidade & dp(z,y) e ndo contribui com dy(z,y), portanto

Corolario 2.1.11. Se C € um cddigo tal que 0 < dy(C) < n, entdo

dir(C) +1 < dp(C) < 2d5 (C).

Demonstragao. Por defini¢ao, dy(C) < dy(z,y), para todo z,y € C com x # y. Assim,
pela Proposigao 2.1.10, dy(C) + 1 < dy(x,y) + 1 < dp(z,y), para todo x,y € C com
x # y, em particular, dg(C) +1 < dp(C). Além disso, dp(C) < dp(z,y) < 2dy(z,y), para
todo z,y € C, em particular, dp(C) < 2dy(C). O

Definigao 2.1.12. Seja u € A". O peso de pares de u € definido por
wP(U’) = WH(W(U)) :I {Za (xivxi+1) 7& (070) et=0,...,n— 1} | .
Definigao 2.1.13. Seja C C A™ um cddigo. O peso minimo de pares de C € o nimero

wp(C) = min{wp(u);u € C'\ {0}}.

De forma analoga a Proposicao 1.2.4 para cédigos lineares classicos, obtemos o seguinte

resultado.
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Proposicao 2.1.14. Seja C C A" um codigo linear, temos

(i) dp(x,y) = wp(x —y), para todos x,y € A".

(i) dp(C) = wp(C).
Demonstragao. O item (i) segue diretamente das definigdes de distancia e peso de pares

dp(z,y) = du(n(z),7(y)) = {i; (zs,zi41) # (Y, Yis1) }
= {4 (x4, 2i01) — (Y, yir1) # (0,0)}
= {4 (i — Yi, Tix1 — yir1) # (0,0)}
= wy(r(x —y)) =wp(z —y).

O item (7i) segue do fato que, para todos os vetores z,y € C com x # y, tem-se

z=x—y€C\ {0}, pois C é um cédigo linear. Assim,

dp(C) = min{dp(z,y); x,y €C ez #y} =min{wp(z —vy); x,y €Cex #y}
= min{wp(2); z€ C\{0}} = wp(C).

]

Observagao 2.1.15. Se A = {0,1}, entdo dp(z,y) = wp(x +y), pois —y =y para todo
y € A

L
Definicao 2.1.16. Sejam z,y € A". Defina Sy = {j;x; # y;} e seja Sy = U B; a
i=1
menor particao do conjunto Sy em subconjuntos de indices consecutivos, isto

€, se s e e sao tais que 1 < s < ¢, < n e todos os simbolos estao entre s; e e¢; estao
em Sy, entao B; = [s;,e)] = {s1, $121, Si42, -, €11, €1} €, sen, 1 € Sy, vamos considerar
0s indices consecutivos antes de n e depois de 1 que também estao em Sy e, neste caso,
teremos B; = [k, t)] = {ki, ki41,...,n — 1,0,1,2,....¢,_1,8;}. Os indices sao considerados

modulo n.
Exemplo 2.1.17. Considere os sequintes casos:

i) Sejam x = (0,1,2,1,2,0,0,1,1,2,2) ey = (1,2,2,0,1,0,1,1,1,2,1) em F}'. Temos
Sy = {0,1,3,4,6,10} = LBJ B;, com By = [10,1] = {0,1,10}, By = [3,4] = {3,4} e
By = [6,6] = {6} .

ii) Sejam x = (0,1,0,0,1,1,1,1,0,1,0,0,0,1,0) ey = (1,1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0, 1)
em Fy®. Temos Sy = {0,2,6,7,8,10,11,13,14} = CJ B;, com By = [13,0] = {0, 13,14},
By =1[2,2] = {3}, B3 =[6,8] = {6,7,8} ¢ By = [10;?1] = {10,11}.
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Teorema 2.1.18. Para duas palavras xz,y € A", com 0 < dg(x,y) < n, considere o
L

conjunto Sy = {j;x; # y;} e Sy = U Bi a menor particio de Sy em subconjuntos de
=1

indices consecutivos, conforme descrito na Definicdo 2.1.16. Entao

Demonstragao. O fato da particao ser minima garante que nao existem dois indices conse-
cutivos [, [+1 que pertencem a diferentes subconjuntos de Sy (se existisse tais subconjun-
tos poderiam ser unidos resultando em uma partigdo menor). Por esse motivo, a distancia
de pares entre x e y pode ser calculada como a soma dos tamanhos dos subconjuntos dos
pares 3; = {(s;_1, 81), (81, S141), (S121, S142), -+, (€121, €1), (€1, €141) }. Isto acontece pois o par
(s1-1, 1), por exemplo, se refere aos pares (zs,_,,Zs,), (Ys,_,»Ys,) que sdo diferentes, j& que
s; € Sy, ou seja, o par (s;_1,s;) contribui com uma unidade a dp(x,y). E isso acontece
com os demais elementos dos subconjuntos de pares ;. Note ainda que o nimero de pares

em cada subconjunto de pares (3, é igual a |B;| + 1, portanto a soma nos fornece

L
dp(z,y) = > Bl + L =du(z,y)+ L.

=1

[
Corolario 2.1.19. Para toda palavra ndao nula x € A,
wp(z) = wy(x) + L.
Demonstragao. wp(x) = dp(x,0) =dy(z,0)+ L = wy(z) + L. O

No Capitulo 1, definimos a cota de Singleton, que limita o tamanho de um cédigo
com distancia de Hamming e comprimento fixos, os cédigos MDS (Mazimum Distance
Separable). De forma andloga, demonstramos agora a cota de Singleton para codigo de

pares e definimos os cddigos de pares de simbolos MDS, como feito em [5].

Teorema 2.1.20 (Cota de Singleton). Se C é um cddigo de pares q-drio de comprimento

n e distancia minima de pares dp, com q > 2 e 2 < dp < n, entdao

| C|< ¢" P2,

Demonstragao. Seja C um (n, dp)-cédigo de pares g-ario, com ¢ > 2 e 2 < dp < n. Delete
as ultimas dp — 2 coordenadas de todas as palavras de C. Observe que qualquer dp — 2
coordenadas consecutivas contribuem a no maximo dp — 1 para a distancia de pares.

Como C tem distancia de pares dp, os vetores resultantes de comprimento n — dp + 2
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continuam distintos apods deletar as tltimas dp — 2 coordenadas de todas as palavras. O
nimero maximo de vetores distintos de comprimento n — dp + 2 sobre um alfabeto de
tamanho ¢ é ¢"~97*2. Logo, | C |< ¢"~9P*2, O

Definigao 2.1.21. Chamamos um (n,dp)-cédigo de pares q-drio de tamanho ¢~ r+2

de maximum distance separable (MDS).

No estudo dos codigos corretores de erros cldssicos, consideramos um cédigo como um
subconjunto préprio de A", com A o alfabeto do cédigo. A razao disto é que se C = A",
nao hé como detectar se uma palavra chega ao destinatario com erro, uma vez que dy(C)
neste caso é 1 (Teorema 1.1.8). No entanto, para cédigos de pares de simbolos, dp(C) = 2,

se C = A", entao podemos considerar este caso.

Exemplo 2.1.22. O cddigo C = A" € um (n,2)-cddigo de pares MDS, para todo n > 2
e q > 2. De fato, dada quaisquer duas palavras diferentes e nao nulas x,y € C, temos

dy(x,y) > 1. Assim, pela Proposi¢ao 2.1.10,
dp(z,y) >dg(z,y) +1>1+1=2.

Além disso, seja ¢ € C com apenas uma coordenada ndo nula, isto é, wy(c) = 1. Entdo
pelo Teorema 2.1.18, dp(c,0) = dy(c,0) + L = 1+ 1 = 2. Logo dp = 2. Claramente
| C|=| A" |= ¢" = ¢"~ %2 portanto, C é um cédigo de pares MDS.

Proposicao 2.1.23. Um (n,dy)-cédigo MDS, com dy < n, é um (n,dy + 1)-cédigo de
pares MDS.

n=dutl  Pela, Proposicao

Demonstrag¢ao. Seja C um (n,dy) cédigo g-ério de tamanho ¢
2.1.11, dp > dy + 1, que implican —dp+2 <n—dyg —1+4+2 =n—dyg + 1. Logo,
como f(r) = ¢® é uma fungao crescente, segue | C |= ¢"~ % +1 > ¢"=4r+2_ Portanto, pelo

n—dp—+2

Teorema 2.1.20, C tem exatamente g elementos. Além disso, | C |= ¢" T2 =

g4+l assim dp = dy + 1. Portanto, C é um (n, dy + 1)-cédigo de pares MDS. ]

A construcao de cédigos de pares MDS é interessante, pois sao os cddigos com melhor
capacidade de corregdo para comprimento e dimensao fixos. Em [5], Chee et al. cons-
truiram infinitas familias de cédigos de pares de simbolos MDS. Eles utilizaram codigos in-
tercalados, teoria de grafos e configuragoes combinatoriais para construir tais codigos. Kali,
Zhu e Li [16] construiram cédigos de pares de simbolos MDS a partir de cédigos ciclicos e
constaciclicos. Em [8] s@o feitas novas construgoes de cédigos de pares de simbolos MDS
a partir de cddigos lineares sobre o corpo F,. Zhang [30] também constréi alguns cédigos
de pares MDS com certos parametros fixos. Além disso, Li e Ge [18] construiram trés

novas classes de codigos de pares de simbolos MDS com distancia minima de pares cinco
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e seis, além de encontrar uma condicao necessaria e suficiente que garante que uma classe
de cddigos ciclicos sao cddigos de pares de simbolos MDS. Finalmente, Kai et al. [17]
construiram trés novos cédigos de pares MDS com distancia minima de pares seis e sete

a partir de codigos constaciclicos com raizes repetidas.

A distancia minima de um codigo estd relacionada com a sua capacidade de detecgao
e corregao de erros (Teorema 1.1.8). Nesta segdo, provamos os principais resultados a
respeito da capacidade de correcao de erros de um codigo de pares de simbolos, como

Cassuto e Blaum [3].

Proposicao 2.1.24. Um cddigo C pode corrigir até t pares de erros se, e somente se,
dp(C) > 2t + 1.

Demonstrac¢ao. Suponha que o coédigo contenha duas palavras u e v com distancia de
pares maxima 2t entre elas. Seja w um vetor de pares que coincide com 7(u) em todos
os lugares em que 7(u) coincida com 7(v). Além disso, deixe w coincidir com 7(u) nos ¢
primeiros lugares em que m(u) e 7(v) s@o diferentes e com m(v) nos lugares restantes (se
dp(u,v) < t, tome w = 7(u)). Assim, dy(m(u),w) <tedy(r(v),w) < t. Agora, suponha
que w é recebida junto com a informacao de que no maximo t pares de erros ocorreram.
Entao u e v podem ter sido transmitidos (ou até mesmo outra palavra do cédigo). Assim,
nao existe uma maneira simples de decidir qual palavra foi transmitida, logo existe uma

falha ao corrigir até t pares de erros.

Reciprocamente, suponha que dp(C) < 2t + 1 e uma palavra w foi recebida junto com
a informacao que um erro de pares de peso maximo t ocorreu. Se existem duas palavras u
e v com distancia entre 7(u), 7(v) e w de no méximo ¢, entao pela desigualdade triangular
dp(u,v) = dy(n(u),7(v)) < dy(n(u),w) + dg(w,7(v)) < 2t, contradizendo a hipStese.
Logo existe uma tunica palavra u com distancia no méximo ¢ entre m(u) e w e, portanto,

podemos deduzir que u foi transmitido. O

Teorema 2.1.25. Se um cddigo C pode corrigir todos os t pares de erros e as entradas

do decodificador sao vetores de pares consistentes entio dp(C) > 2t.

Note que para demonstrar a Proposicao 2.1.24 foi necessario construir um vetor de
pares w, a partir de duas palavras do cédigo u, v com dp(u,v) < 2t, de forma que
dp(m(u),w) < t e dyg(r(v),w) < t. Para demostrar o Teorema 2.1.25, serd necessario
contruir um vetor z, a partir de duas palavras do cédigo =, y com dp(z,y) < 2t — 1, de
forma que dp(x,z) <tedp(y,z) <t,ouseja, como uma das hipéteses do Teorema 2.1.25
diz que o vetor recebido pelo decodificador é um vetor de pares consistente, é necessario
encontrar um vetor z € A" e ndo mais um vetor de pares w € (A, A)". Por este motivo,

precisamos do seguinte Lema para a demonstracao do Teorema 2.1.25.
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Lema 2.1.26. Sedp(x,y) < 2t—1, entdo existe uma palavra z € A" tal que dp(x,z) <t
edp(z,y) <t.

Demonstragao. Se dp(x,y) < t, tome z = x. Dai dp(x,2z) =0 <tedp(z,y) <t

Para dp(z,z) > t, defina Sy = {j; x; # y,;} e seja Sy = ZZL:I B, a partigado minimal
de Sy em subconjuntos de indices consecutivos, como na Definicao 2.1.16. Para a selecao
de z, vamos precisar construir o conjunto Ty a partir de Sy. Defina o contador k e o

inicialize em k = t.

Se existe um subconjunto B; = [s;, €], com k — 1 ou menos elementos, acrescente-o
a Ty, subtraia seu tamanho mais um de k e assuma o resultado como o novo valor do
contador k. Repita o processo para o novo valor de k£ até que nao seja possivel encontrar
um subconjunto com tamanho menor que k. Note que, para o primeiro valor do contador
k = t, se nao existir um subconjunto com tamanho menor que k, passa-se direto para o

proximo passo.

Agora, se k = 0 ou 1, pare o processo. Se k > 2, pegue qualquer B; = [s;,¢] de

Sy \ Ty e adicione [s;, s; + k — 2] (de tamanho k — 1) a Ty e pare o processo. Tome

i =

L y;, sej €Ty
xj, caso contrario.

Denote o nimero de subconjuntos da particao minimal de Ty por L; e o nimero de
subconjuntos da partigado minimal de Sy \ Ty por L,. Cada subconjunto adicionado a Ty
contribui para o aumento da distancia de pares entre x e z seu tamanho mais um. Logo,

como o contador comeca em ¢, temos:

i) Se o contador terminar em 1, dp(x, z) =t — 1 e nenhum dos subconjuntos minimais
de Sy se dividem entre Ty e Sy \ Ty, pois foram incluidos apenas subconjuntos
inteiros a Ty, assim L; + Ly = L. Do Teorema 2.1.18, como dg(z,y) =| Sy |,

dp(z,z) =| Ty | e du(y,z) = Su | — | Tw |, temos
2t —1>dp(x,y)=|Su|+L e t—1=dp(z,2)=|Ty|+Ls.
Assim,

dp(y,2) = |Su|—|Tu|+La<(2t—1—L)—(t—1—1Ly)+ Ly
= t—L+L1+Ly=t—L+L=t.

Logo, dp(z,z) =t —1<tedp(y,z) <t.
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ii) Para todas as demais situagoes, se o contador terminar em zero ou k > 2, temos pelo
Teorema 2.1.18 dp(z, z) = t. Como no maximo um dos L subconjuntos minimais de
Sy se dividem entre Ty e Sy \ Ty, temos Ly + Ly < L + 1. Assim,

= t—-1—-L+L1+ Ly <t—1—L+L+1=t.

Portanto, dp(x,z) =t e dp(y, z) < t. O

Exemplo 2.1.27. Sejam x = (02212110100210211102), y = (10212121100210211101)
vetores de {0,1,2}?°. Entdo dp(x,y) =7 =2t — 1, com t = 4. Vamos construir o vetor
2 €{0,1,2}* tal que dp(z,2) <t e dp(y,2) <t usando a demonstragio do Lema 2.1.26.
Para isto, seja Sy = {0,1,6,7,19} = [19,1] U [6,7] o conjunto dos indices em que x ey
se diferem. Iniciamos o contador k =t = 4, podemos escolher qualquer um dos intervalos
[19,1] ou [6,7], pois ambos tem tamanho menor ou igual a k —1 = 3. Vamos analisar as

duas escolhas:

1. Coloque [19,1] C Ty. Subtraindo seu tamanho mais um, obtemos o novo valor de
k = 0. Entao paramos o processo e fazemos z = (10212110100210211101). Entao

dp(z,z) =4 =t edp(y,z) =3 <t, exatamente como queriamos.

2. Coloque [6,7] C Ty. Subtraindo seu tamanho mais um, obtemos o novo valor de
k = 1. Entdo paramos o processo e fazemos z = (02212121100210211102). Entado
dp(x,z) =3<tedp(y,z) =4=t.

Exemplo 2.1.28. Sejam x = (011101000011011110) e y = (010010111011011110) wveto-
res de {0,1}'®. Entao Sy = {2,3,4,5,6,7,8} = [2,8] edp(z,y) =8 <2t — 1, com t = 5.
Iniciando o contador em k =t =5, note que nao existe nenhum subcojunto de Sy com ta-
manho menor ou iqual a k—1 = 4, entdo fazemos Ty = [2,5] e z = (010010000011011110).
Assim, dp(z,z) =5 =t edp(y,z) =4 <t.

O Lema 2.1.26 aqui apresentado foi uma alteracao do [3, Lema 5] no qual alteramos as
hipéteses para o que precisamos na demonstracao do Teorema 2.1.25. O [3, Lema 5] diz
que se dp(z,y) = 2t — 1, entdo existe z € A" tal que dp(z,2) =t e dp(z,y) < t. Fizemos
esta alteracdo, pois o algoritmo proposto na demonstracao do [3, Lema 5] ndo chegava
ao resultado exato para todos os casos. O exemplo que apresentamos agora justifica esta

nossa consideragao.

Para z = (02212110100210211102) e y = (10212121100210211101) vetores de {0, 1,2},
temos dp(x,y) =7=2-4—1, Sy = {0,1,6,7,19} = [19,1] U [6, 7]. Pela demonstragao
proposta por [3], para construir a palavra z precisamos construir um conjunto Ty a partir
de Sp. Para isto, inicializamos o contador em k£ = 4 e tomamos um subconjunto com

tamanho £ — 1 = 3 ou menor e adicionamos a Ty. Neste exemplo, podemos utilizar
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qualquer um dos subconjuntos de indices consecutivos. Adicionamos [6,7] a Ty. Dal,
temos um novo valor do contador ¥/ = 4 —3 = 1. Como nao existe um subconjunto
com tamanho menor que £/, passamos para o tltimo passo do algoritmo que seria adi-
cionar um subconjunto de tamanho &' — 1 a partir de outro subconjunto qualquer, mas
K —1=0. Assim, Ty = {6, 7} e dai, pelo algoritmo, temos z = (02212121100210211102),
com dp(z,z) =3 <t=4edp(y,z) =4

Se, no ultimo passo do algoritmo, adicionamos o subconjunto [19,19+1—2] = [18, 19]
a Ty, tertamos Ty = {6,7,18,19} e z = (02212121100210211101). Dai, dp(z,2) =5 >t

e dp(y,z) = 3, 0 que também nao funcionaria.

Observamos que a maneira como Cassuto e Blaum, em [3], descrevem a finalizagao do
algoritmo, nao deixa claro qual deve ser o procedimento exato neste passo do algoritmo.
No exemplo acima, as duas possiveis interpretacoes levam a valores diferentes da distancia

de pares entre x e z que nao atingem os resultados descritos no Lema.

A prova do Teorema 2.1.25 segue do Lema 2.1.26.

Demonstra¢ao. (Demonstragao do Teorema 2.1.25) Suponha que o c¢6digo contenha
duas palavras x e y com distancia de pares maxima 2t — 1 entre elas. Pelo Lema 2.1.26,
existe z € A" tal que dp(x,z) < t e dp(y,z) < t. Suponha que um vetor de pares
consistentes 7(z) seja recebida junto com a mensagem de que no maximo t pares de erros
ocorreram. Entao x e y podem ter sido transmitidos (ou até mesmo outra palavra do
c6digo). Assim, nao existe uma maneira simples de decidir qual palavra foi transmitida,

logo existe uma falha ao corrigir até t-pares de erros. O]

2.2 Construcoes a partir da métrica de Hamming

Na Teoria de Cédigos, considerar simbolos adjacentes como pares provém do problema
de correcao de erros em grande quantidade (error bursts). Assim, ndo nos surpreende que
o procedimento de intercalar, classico nos métodos de correcao de error bursts, seja tutil

para o problema em cédigos de pares de simbolos.

Na Proposicao 2.1.10 provamos que a distancia de pares excede a distancia de Ham-
ming em pelo menos uma unidade. Como consequéncia, a corre¢ao dos pares de erros nao
¢ tao eficiente nos codigos de pares construidos a partir de cédigos lineares. Para melho-
rar o processo de corregao, utilizam-se coédigos intercalados que definimos nesta secao que

possuem dp(C) = 2dg(C), como demonstramos no Teorema 2.2.3.

Definicao 2.2.1. Sejam C; um (n, M, dy)-cédigo e Co um (n, My, dg)-cédigo. Um

cédigo intercalado ¢ obtido mesclando as palavras dos codigos C; e Co da sequinte
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maneira, para (To,x1,...,Tn-1) € C1 € (Yo,Y1,---,Yn-1) € Co uma palavra do cddigo

intercalado é

('7;07 Yo, T1,Y1y -+ -5 Tn—1, yn71>'
Exemplo 2.2.2. Sejam C; = {(0,0,0,0)} eCy = {(1,1,1,1),(2,2,2,2)}. Entdo o cddigo
intercalado obtido mesclando C; e Cy serd

{(0,1,0,1,0,1,0,1),(0,2,0,2,0,2,0,2)}.

Teorema 2.2.3. Um cddigo intercalado C obtido mesclando um (n, My, dy)-cddigo Cy e
um (n, Ms, dg)-cddigo Cy € um (2n, My My, dy)-cédigo com dp = 2dy.

Demonstracgao. E claro que o cédigo C tem comprimento 2n e MM, palavras.

Sejam v = (Zo,Y0,- -+, Tn-1,Yn-1) € v = (ag,bo,...,an_1,bp—1) palavras de C com

(an s 7xn—1); ((lo, s 7an—1> € Cl € (90; s ayn—1)7 (b07 B bn—l) € CQ- Entao

dy(u,v) = | {i; u; £viei=1,...,2n} |

ou seja,
dH(u7U) = dH(ZL',CL) +dH(y7b>7 (21)

logo a distancia minima de Hamming de C é

dy(C) = min{dy(u,v); u,v € C e u# v}
= min{dy(x,a) +dy(y,b); x,y € C1, a,b€Cse, © # aouy+#b}

Vamos calcular dp(C). Para isto, dadas duas palavras de C nao nulas

u = (T0,Y0,- -, Tn-1,Yn-1) € v = (ag,bo,-..,an_1,b0p—1) com (zg,...,Tpn_1),

(ag,...,an-1) €Cre (Yo,---,Yn-1), (bo,-..,bn_1) € Cq, considere dois casos.

i) Pelo menos um dos conjuntos de indices consecutivos descritos na Defini¢ao 2.1.16
tem 2 ou mais elementos. Isso significa que existe um indice j = 0,...,n — 1
tal que ou x; # a; e y; # bj, ou y; # b; e ;41 # ajy1, para ambos os casos,
temos © # a e y # b, logo dy(z,a) > dy e dy(y,b) > dy. Assim, por (2.1),
dy(u,v) = dy(x,a) + du(y,b) > 2dy. Entao, pelo Teorema 2.1.18,

dp(u,v) > dg(u,v) +1>2dy + 1.
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ii) Todos os subconjuntos de indices consecutivos descritos na Defini¢ao 2.1.16 possuem
apenas um elemento. Assim, como dy(C) = dy, temos L > dy, logo pelo Teorema
2.1.18

dp(u,v) =dy(u,v) + L > dg +dy = 2dy.

Portanto, para quaisquer u,v € C tais que 0 < dy(u,v) < n, temos dp(u,v) > 2dy.

Agora, sejam a = (ag,...,a,-1),b = (bo,...,bp_1) € C; e ¢ = (coy...,¢n1) € Co
tais que dy(a,b) = dy. Tome w = (ag, Co,...,an-1,cn—1) € W = (bo,Coy---,bn—1,Cn1)
palavras de C, entao por (2.1), dy(w,w") = dg(a,b) + du(c,c) = dy(a,b) = dg. Além
disso, para w e w’, o niimero de indices consecutivos é L = dp, pois todas as coordenadas
correspondentes ao codigo Cy sao iguais, e nenhuma das diferentes coordenadas de C; estao

em posigoes consecutivas. Logo, pelo Teorema 2.1.18
dp(w,w") = dg(w,w") + L = 2dg,

e, portanto, dp(C) = 2dy. O]

Observagao: No enunciado do Teorema 2.2.3, os cddigos C; e C, nao precisam necessari-
amente ter a mesma distancia minima de Hamming, pois pela demonstragao do Teorema
2.2.3, se as distancias minima de Hamming destes cddigos sao dy e ds, respectivamente,

entao dg(C) = min{d,, do}, resultado andlogo ao Teorema 4.2.2.

Exemplo 2.2.4. Considere os cddigos C; = {0000,1001,1100} C Z;3 e
Cy = {2010,0101} C Zs. Entao o cddigo intercalado C obtido mesclando os cddigos Cy

e Cy € 0 codigo
C = {02000100, 00010001, 12000110, 12100100, 10010011, 10110001}

com comprimento n = 8, nimero de palavras M =2-3 =6 e dg(C) = dg(C1) = dy(C2) =
2. Além disso, fazendo u; = 02000100, us = 00010001 ug = 12000110, uy = 12100100,
us = 10010011 e ug = 10110001, temos

dp(uy,us) =8 dp(ur,uz) =4 dp(uy,ug) =4
dp(ui,us) =8 dp(ur,ug) =8 dp(ug,us) =8
dp(ug,us) =8 dp(ug,us) =4 dp(us,ug) =4
dp(us,us) =4 dp(ug,us) =8 dp(us,ug) =8
dp(ug,us) =8 dp(ug,ug) =8 dp(us,ug) =4

ou seja, dp(C) = 2dy(C) = 4.
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2.3 Construcao a partir de um Cédigo Ciclico

Enquanto cédigos intercalados possuem 6timas distancias de pares em relagao a suas
distancias de Hamming (fator 2), eles sdo geralmente inferiores aos cddigos de pares cons-
truidos a partir de um cédigo qualquer, até mesmo se os codigos utilizados para construir
o codigo intercalado possuam boas distancia de Hamming. Esse fato é comprovado no

exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.1. Considere o (30,22)-cédigo ciclico encurtado (descrito na Se¢do 6 do
Capitulo 1) gerado pelo polinomio 1 + x* + x® + 28, cuja distancia minima de pares é
dp = 7. Pela Proposicao 2.1.24, esse codigo pode corrigir 3 pares de erros, um a mais
que o (30,22)-cddigo obtido mesclando o (15,11)-cédigo de Hamming (perfeito) com ele

mesmo, cuja distancia minima de pares € apenas dp = 6.

O problema com a abordagem de intercalacao é que ela otimiza a distancia de pares
dada a distancia de Hamming, sem nenhuma tentativa de otimizar a distancia de Ham-
ming em si (os c6digos intercalados sao conhecidos por terem uma distancia de Hamming
fraca em relagdo ao seu comprimento). Assim, no restante dessa se¢do adotamos uma
abordagem mais equilibrada de delimitacao da distancia de pares dada a distancia de
Hamming, usando inicialmente codigos que possuem melhores distancias de Hamming,
como os codigos lineares ciclicos. Para cédigos na métrica de Hamming, os cédigos mais
poderosos, flexiveis e praticos em uso sao os codigos ciclicos. Assim, o propdsito dos
proximos resultados é compreender como a estrutura dos cédigos ciclicos também pode

ser utilizada para a correcao de erros de pares.

Proposicao 2.3.2. Seja ¢(x) um polindmio em <£Z[f]1>, como Fy um corpo com q ele-
mentos, cujo DF'T satisfaz C’bH = C’Hz =...= C’Hg = 0, para algum wnteiro b. Entao o

niumero de coeficientes nao nulos em c(x) € no minimo 6 + 1.

Demonstracao. Como « é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, ¢ € C, com ¢ =

v(c(z)) e
n—1
C =Ck(n,9) = {(ao,...,anl) € K”;Zaio/j =0,j=b+ 1,...,b—|—6}
i=0

o cédigo BCH definido pelo polinémio gerador

g(x) = mme(mppii(x), ..., maprs (T)).
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Agora, se fizermos 0’ = + 1 e a = b+ 1 no Teorema 2.3, temos

g(x) = mme(maa(z), ..., Mars—2(x)).

Logo, dy < 0’ = § + 1 e, portanto, ¢(z) possui no minimo § + 1 coeficientes nao
nulos. O
Proposicao 2.3.3. Seja c(x) um polinémio em <£§[f}1> cujos coeficientes satisfazem
Cpr1 = Cpro = ... = Cprs = 0, para algum inteiro b. Entao o nimero de coeficientes nao

nulos na sequéncia da DFT {C’j}?;& € no minimo 0 + 1.

Demonstracao. Como visto na Se¢ao 1.8, temos

)= 15 geta,
=0
isto ¢, ¢; = La(a?) para todo i =0,1,...,n — 1. Assim,
%,C(Oé_(b“)) - sﬁa,c(a_(b+2)) - = wa,c(a_(b+5)) —0.
Logo, ¢q, ¢ um polinémio de <£§[f}l> que possui uma sequéncia de ¢ elementos conse-
cutivos nulos da DFT | isto é, CA'L(bH) = C’L(bH) = ... = CA’L(bM), com C’; = Qac(ad).

Portanto, pela Proposicao 2.3.2, ¢, . possui no minimo § 4 1 coeficientes nao nulos, ou

seja, a sequéncia {C} }?;01 possui no minimo § + 1 elementos nao nulos.
]

Lema 2.3.4. Seja {C'j}?;& uma sequéncia DF'T com no minimo d elementos nulos.

Entao c(x) nao tem um conjunto de n— d coeficientes consecutivos tais que cyrq = Cpro =

coo = Cpin—d — 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que ¢(x) tenha um conjunto com n — d coeficientes consecutivos
nulos ¢,11 = ... = ¢p1n_q = 0. Entao, pela Proposicao 2.3.3, o nimero de elementos nao
nulos em {C’j ;:é é no minimo n — d + 1, isto é, o nimero de elementos nulos em {C’ ;‘;01
é no maximo n — (n —d + 1) = d — 1, contradizendo a hipétese. Logo néao existe um tal

conjunto. O

Teorema 2.3.5. Seja g(x) um polindmio gerador de um cédigo ciclico C com distiancia
minima de Hamming dy. Se g(x) tem no minimo dy raizes em Fye, entao a distincia

minima de pares de C € no minimo dg + 2.
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Demonstra¢ao. Se g(x) tem no minimo dy raizes, entdo qualquer palavra do cédigo

c(x) = g(z) f(z) tem uma sequéncia de DFT com no minimo dy zeros. Pelo Lema 2.3.4,

¢(x) nao tem um conjunto de n — dy coeficientes nulos consecutivos. Vamos analisar dois
casos:

e Se ¢(x) tem peso exatamente dy, entdo seus coeficientes ndo nulos podem cair em

um unico conjunto de coeficientes consecutivos, pois assim terfamos um conjunto

de n — dy coeficientes nulos consecutivos, contradizendo a hipdtese. O que implica,

pelo Teorema 2.1.18, que o peso de pares é no minimo dg + 2.

e Agora, se 0 peso de c(z) é estritamente maior que dy, como cada coeficiente de
c(x) encontra-se em 2 coordenadas de vetores de pares e como ¢(x) nao possui um
conjunto de n — dy coeficientes nulos consecutivos, segue que o peso de pares de
¢(x) é no minimo dy + 2.

]

A importancia do Teorema 2.3.5 é que fornece um limitante inferior algébrico dg (C)+2
para a distancia de pares de um codigo que é melhor que o limite inferior combinatorial
dy(C)+1 apresentado na Proposi¢ao 2.1.10. Pela Proposigao 2.1.23, este limitante inferior
algébrico aplica-se a todos os codigos ciclicos lineares que nao sao MDS. O préximo
exemplo mostra como este limite inferior melhorado pode provar que cédigos de Hamming

ciclicos também sao perfeitos na métrica de pares.

Exemplo 2.3.6. Seja C um cddigo ciclico de Hamming com comprimento n = 2 — 1
gerado por g(x), como visto na Se¢do 1.6. Vamos analisar a correcao de erros de pares
neste codigo. Para qualquer t > 2, g(x) tem pelo menos dg = 3 raizes. Assim, pelo
Teorema 2.3.5, ele tem uma distancia minima de pares dp > 5. Portanto, codigos de
Hammang ciclicos de comprimento n > 7 podem corrigir 2 pares de erros. Mais adiante
no Teorema 2.5.8, wuma cota de Hamming para a métrica de pares serd usado para provar
que esses codigos de Hamming ciclicos sao perfeitos também para a métrica de pares.

Portanto, os codigos ciclicos de Hamming tem distancia minima de pares exatamente

dp =5.

Note que o limitante dp > 5 obtido com o Teorema 2.3.5 no Exemplo 2.3.6 é usado
exclusivamente para codigos de Hamming que sao ciclicos. Por exemplo, existem formas
equivalentes de construir cédigos de Hamming, nao ciclicos, com dp(C) = 4, como visto na
Secao 1.4. Claramente, o cédigo representado pela matriz teste de paridade Hjy 4 abaixo
¢ equivalente ao cédigo gerado por g(x) no Exemplo 2.3.6 (reordenando as coordenadas

do cé6digo) e, como (0001110) € C, dp(C) = 4.
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1001101
Hrg=|01010 11
00101171

No entanto, o fato de que os dois cédigos tenham distancias minimas de pares dife-
rentes demonstra a sensibilidade da correcao de erro de pares para esse reordenamento de

coordenadas.

A estrutura dlgebrica dos cédigos ciclicos serve a teoria da correcao de pares de er-
ros além do resultado do Teorema 2.3.5. Convenientemente, podemos aproveitar resul-
tados mais profundos (do que o peso do cédigo BCH) em cddigos ciclicos para obter
limites mais fortes na distancia minima de pares. Esta possibilidade sera provada no
Teorema 2.3.9.

Lema 2.3.7. Seja c(x) um polinémio em <£,‘{[f]1> cuja DFT satisfaca Cyyy = Chyo =
. = Chas1 = 0 e Coaprr = Coapro = ... = Couipis1 = 0, para inteiros b,a, com
mdc(a,n) = 1 e mde(b,n) = 1. Entdo o numero de coeficientes nao nulos em c(x) € no

minimo 0 + 1.

Demonstragao. Por hip6tese, temos que ¢(z) pertence ao c6digo

Fq[x]
<zgn—1>

C=1Ig(z)] = {f(x) € ; f(aPTeti2) = 0 paratodo 0 <iy <lel<iy<§— 1} :
com mdc(a,n) = 1 e mde(b,n) = 1. Logo, pela generalizacao do peso estimado do c6digo
BCH, demonstrado no Teorema 1.6.8, o peso minimo de Hamming do cddigo C é no

minimo ¢ + 1. Portanto, wy(c) > dy(C) > § + 1. O

Lema 2.3.8. Seja {C} ;L;(} uma sequéncia DFT com no minimo m elementos nu-

los. Entao c(x) nao tem dois conjuntos de n —m — 1 coeficientes consecutivos tais que

Choyl = Coy2 = ... = Chin—m—1 = 0 € Coqby1 = Catbt2 = ... = Catbin—m—1 = 0, para
qualquer b e qualquer a, com mdc(a,n) =1 e mdc(b,n) = 1.

Demonstra¢ao. Suponha que c(x) tenha dois conjuntos tais que cpy1 = Cpyo = ... =
Corn-m-1 = 0 € Carpr1 = Catprz = -+ = Catbin-m—1 = 0, com mdc(a,n) < n — m.
Como visto na Se¢ao 1.8, temos ¢; = L, (a™7), para todo i = 0,1,...,n — 1. Assim,

Pac(aF9+)) = 0 para todos i =0,1ec=0,1,...,n —m — 1.

Fy[a]
<x"—1>

consecutivos nulos da DFT | isto é, C”

Logo, ¢q,c ¢ um polinomio de que possui duas sequéncias de n—m—1 elementos

(b+iatc) 07 coin Cj = Spoc,c(aj) el = 0,1 e

c=0,1,...,n—m — 1. Assim, pela Proposigao 2.3.2, ¢, . possui no minimo n —m + 1
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coeficientes nao nulos, ou seja, a sequéncia {C); };‘:—01 possui no minimo n —m-+ 1 elementos
nao nulos. Dai, a sequéncia da DFT possui no maximo n— (n—m+1) = m —1 elementos

nulos, contradizendo a hipdétese, logo nao existem tais sequéncias nulas. O

Teorema 2.3.9. Seja g(x) um polinémio gerador de um cddigo ciclico C com compri-
mento primo n e distincia minima de Hamming dy. Se g(x) tem no minimo m raizes
em Fyp e dg < min(2m —n+2,m — 1), entdo a distancia minima de pares de C € no

minimo dg + 3.

Demonstracao. Se g(z) tem no minimo m raizes em F¢, entdo qualquer palavra do cédigo
c(x) = g(x)f(z) tem uma sequéncia DFT com no minimo m zeros. Pelo Lema 2.3.8,
¢(x) nao tem dois conjuntos de n —m — 1 coeficientes nulos consecutivos, para qualquer
espagamento a entre eles (para n primo, mdc(a,n) = 1 e mde(b,n) = 1, para qualquer

a<neb<n).

Denote Dg(c) o numero de coeficientes nao nulos em ¢(z) e D,(c) o numero de coefi-

cientes nulos. Para c(x) tal que 0 < wy(c) < n, uma das afirmagoes é verdadeira:

i) O numero de coeficientes nao nulos de ¢(x) cai em um tnico subconjunto de indices
consecutivos. Pelo Lema 2.3.4,
Dy(c)<n—m = wy(c)=n—Dy(c) >n—n+m=m
= wy(c) >m+ 1.
Como dy < m — 1, entdo m > dy + 1, o que implica wy(c) > dy + 2. Logo, pela
Proposicao 2.1.10, wp(c) > wy(c) +1 > (dy +2) + 1 = dg + 3.

ii) O numero de coeficientes nao nulos de ¢(z) cai em apenas 2 subconjuntos de indices
consecutivos. Como c¢(z) nao tem 2 conjuntos de n — m — 1 coeficientes nulos
consecutivos, temos D,(c) < 2(n —m — 1). Logo, wy(c) =n — D,(c) > n —2(n —
m—1)=2m—n+2>dg. Assim, wy(c) > dy + 1 e, pelo Teorema 2.1.18,

wp(c) =dp(c,0) =dy(c,0) + L = wy(c)+2 > dy + 3,

com L o nimero de subconjuntos de indices consecutivos.

iii) O ndmero de coeficientes nao nulos de ¢(x) cai em 3 ou mais subconjuntos conse-
cutivos. Entao, pelo Teorema 2.1.18, wp(c) = wy(c) + L > wy(c) +3 > dy + 3.

Portanto, a distancia minima de pares de C é no minimo dyg + 3.
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2.4 A distancia de pares de cdédigos ciclicos binarios

Nessa se¢ao sera demonstrado que codigos ciclicos lineares binarios fornecem uma
maior distancia minima de pares com relagao a distancia de Hamming. Para isso, primeiro
mostramos um método de determinar o peso de pares de um vetor z € A". Para os

resultados dessa sec¢ao utilizaremos o alfabeto A = {0, 1}.

A observagao chave é que se z; = 1, entao dois simbolos no vetor de pares 7(x), o (i—1)-
ésimo e i-ésimo simbolo de pares nao serao nulos. E claro que a condi¢ao x;_; = 1 também
causa o (i — 1)-ésimo par de simbolos ser nao nulo. Assim, a medida que incrementamos
o indice i, podemos pensar na condigao (x;_1,x;) = (0,1) contribuindo com dois novos
simbolos nao nulos a 7(z), enquanto que a condi¢ao (z;_1,x;) = (1,1) contribui com
apenas um. Assim, para determinar o peso de m(z), é necessario determinar o nimero
de ocorréncias da sequéncia (z;_1,x;) = (0,1) no vetor z, que mostraremos como fazer a

seguir.

Para x = (xg, 1, ..., Ty_1), definimos

v = (vg+ 21,01+ Ta, ..., Tn_1 + To). (2.2)

Por exemplo, se z = (00101101) entao 2’ = (01110111).

O préximo Lema fornece uma caracterizagao do peso de pares de um vetor x em fungao

de 2.

Lema 2.4.1. Para todo x € A", wp(z) = wy(z) +wy(z’)/2.

Demonstracao. Seja
So = {45 (25, 2i41) # (0,0) e x; = 1},

Sl = {Z, (.Ti,.flji_;,_l) 7& (0,0) e = O}

Assim, | Sy |=wu(z), SoNS1 =0, e wp(x) = Sy | + | S1]. Para todo 0 <i<n—1,

i € 51 se, e somente se, z; =0 e x;1; = 1. Neste caso, 2, = z; + x;1; = 1. Portanto,

| S1 =] {i; xi=0exl=1}].

Seja So = {i; x; = 1 e a, = 1}. Note que | Sy |=| S2 | . De fato, se i € S5, significa
que ¢ contribui em um a | Sy | e (z;, x41) = (1,0). Assim, (241, Zi42) = (0, %), com ;49
valendo 0 ou 1. Se ;45 = 1, entdo (x;41,z42) = (0,1) e i + 1 € Sy, isto é, i + 1 contribui

com um a | Sy | . Agora, se z;4,9 = 0, entdo (42, x;13) = (0,%), com x;43 = 0 ou 1.
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Continuando esse processo, encontraremos j = 0,...,n — 1 tal que z;4; = 1, pois x ¢ um
vetor finito de comprimento n e 4,j € {0,1,...,n —1}. Assim, mesmo que z;;; = 0, para
todo j =1,...,n — 1, temos (z;4j_1,%it;) = (0,1), com j = 0. Logo, i + j € Sy, isto é,

contribui com um a | S | . Portanto, | S [<| Sy | .

De forma anéloga, verifica-se que para cada i € Sj, somando 1 a | Sy |, existe

i—k €Sy somando 1 a| Sy |, assim | 57 |<| Sy | .
Agora, observe que wy(z') =| Sa |+ |51 |[=2-] 51 |, assim | S} |= “’HT(I/) Portanto,

wy(z') .

wp(z) =| So | + [ St = wa (@) + —

[]

Observacao 2.4.2. Uma consequéncia dessa demonstracio € que wy(x') é sempre um

inteiro positivo par, pois wy(z') =| S | + | S1|=2-]S51 ] .
Teorema 2.4.3. Seja C um codigo ciclico linear de dimensdo maior que 1. Entdo

dH(C)-‘ ‘

0p(C) > du(C) + [

2
Demonstragao. Seja x = (xg,...,T,_1) uma palavra em C. Suponha z # 1. Como o
codigo é ciclico, (x1,...,Zn_1,%9) € C e como C é linear
v = (xg,...,xn 1)+ (T1,...,Tn_1,70) €C.

Da Observacao 2.4.2, o peso de ' é par e como x # 1, temos 2’ # 0. Dai, como

/ d C /
wr(z') > dy(C), temos wn (@) > 1(C) e, como win(¥') ¢ um inteiro nao nulo, segue

wH2(l‘) > ’VdHQ(C)—‘ . Além disso, wy(z) > dy(C). Assim,

wp(r) = wy(z) + wy(2")/2 > du(C) + [dHT(CW :

Agora, se x = 1 é uma palavra do codigo C, entdo wp(z) = n. Afirmamos que se a
dimensao de C é maior que um, entao dy(C) < |2n/3]. Isto implica dy(C) < |2n/3] <

du(C)

n
2n/3, dai —5 < 3 e, como a fungao teto é crescente, temos

du(C)

e+ [

w§L2n/3j+fn/3]<2§+g+1:n+l,



46

n

pois [=] < g—i— 1. Logo,

2n
Para provar a afirmagao, suponha, por contradi¢ao, dy(C) > L?J, isto é, dy(C) >

2
LETLJ + 1. Como dim(C) > 2, existem u,v € C nao nulos e linearmente independentes,

portanto, distintos. Entao wy(u), wy(v) > dg(C) > [2n/3] +1 > 2n/3.

Seja wo(x) :=| {i; z; = 0} |, entao

wo(u),wo(v) <m—2n/3 =n/3.

O fato u;+v; # 0 implica u; # v;, isto é, u;+v; = 1 implicaouu; =0ewv; = 1, ouu; = 1
ev; = 0. Dal, wy(u+v) < wplu)+wy(v) < 2371 Como wy(u+v) € Z, wg(u+v) < [2n/3]
o que é uma contradigao, pois como C é linear, u + v € C e deveriamos ter wy(u + v) >
dy(C) > |2n/3]. Portanto, dy(C) < |2n/3], completando a demonstragao. O

2.5 Limitantes do Tamanho dos Cédigos

2.5.1 Limites Combinatoriais

A existéncia de condigbes necessarias e suficientes para a corregao dos erros de pares
permite a derivacao dos limitantes superior e inferior, respectivamente, do tamanho do
c6digo. Uma técnica bem conhecida, usada para ambos os tipos de limitantes, é contar o
nimero de palavras a distancia d de uma determinada palavra. Na métrica de Hamming,
essa tarefa de contagem é muito simples e é usada para derivar a cota de Hamming
(superior) e a cota de Gilbert-Varshamov (inferior), dentre muitos outros limitantes [13]
[19]. Dada uma palavra de A", na métrica de pares ha a complicacao de termos parte
dos vetores de pares com erros (os consistentes) resultando em palavras de A", enquanto
outros vetores de pares com erros corresponde a vetores de pares nao consistentes. Assim,

o desafio é contar apenas os vetores de pares consistentes a distancia dp de uma palavra

dada.

Pelo Teorema 2.1.18, temos h = dp(z,y) = S, | B; | +L. Fazendo £ = % | | B; |
temos L = h— (. Assim, esse problema pode ser reescrito como quantos dos subconjuntos
do conjunto de coordenadas [0,n — 1] tém tamanho total ¢ e particdo minima de sub-

conjuntos consecutivos L = h — ¢ (ciclicamente). Se este problema for resolvido, todas
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as palavras que diferem da palavra dada nestes subconjuntos de tamanho ¢ sao as que
estao a distancia de pares h desta palavra. Seja D(n, ¢, L) o numero de subconjuntos de

[0,n — 1] com tamanho total ¢ que ocupam L subconjuntos consecutivos ciclicamente.

Teorema 2.5.1. Para L </ < n,

D(n,z,L):%(é—_11> (n;il)

Demonstra¢ao. Um subconjunto que atende a especificagao (n, ¢, L) possui uma das for-
mas representados na Figura 2.1. Os retangulos escuros representam elementos no sub-
conjunto de tamanho ¢. Os retangulos brancos representam elementos que nao estao no

subconjunto.

Figura 2.1: Layouts de subconjuntos (n, ¢, L). (a)Layouts sem contorno. (b) Layouts com
contorno.

Os trés layouts em (a) sdo aqueles que nao tém nenhum contorno de n — 1 para
0. O layout em (b) tem um subconjunto consecutivo que contorna. Para qualquer L,
os retangulos escuros e brancos sao colocados alternadamente (a Figura 2.1 apresenta
um exemplo com L = 3). Cada retangulo representa um subconjunto com tamanho
estritamente maior que 0. Os tamanhos dos retangulos escuros em cada layout somam /.
Os tamanhos dos retangulos brancos somam n — ¢. Considere os indices brancos / escuros
como elementos idénticos e os retangulos brancos / escuros de indices consecutivos como
as caixas. Da contagem elementar, o nimero de maneiras de dividir m elementos idénticos
m-1 ) ([27], Cap. 13).

em k caixas numeradas nao vazias é (

Observamos que os elementos escuros e brancos podem ser agrupados de forma inde-
pendente em retangulos, e cada um desses agrupamentos fornece um subconjunto distinto
(n, ¢, L). Portanto, o nimero de subconjuntos (n, ¢, L) de cada layout é produto do niimero
de agrupamentos escuros pelo nimero de agrupamentos claros. Em particular, os 4 layouts

na Figura 2.1 tem os seguintes parametros m, k, listados de cima para baixo.

1. Escuros: m =/{, k= L. Brancos: m=n—/{, k=L+1
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2. Escuros: m = /¢, k = L. Brancos: m=n—{, k=1L
3. Escuros: m = /¢, k= L. Brancos: m=n—{, k=1L

4. Escuros: m =/, k= L+ 1. Brancos: m=n—/{, k=1L

Assim, somando o nimero de subconjuntos de cada layout, temos

D(n,0,L) = (5_1)(’“i”)m(i__i)(”;f—ll) (2.3)
. (n_g_1>(g;1> o
n /-1 n—4~0-—1
() () .

]

Observacao 2.5.2. Vale a pena notar casos especiais interessantes de D(n,{, L) do
Teorema 2.5.1.

e D(n,l,1) =n (um conjunto inico com deslocamento arbitrdrio).
e D(n,l,L)=0,se L>/0oulLl>n—2/.

e Para D(n,l, (), a contribuicao de (2.4) € zero, pois cada um dos { subconjuntos
possuem apenas um elemento cada, ou seja, as coordenadas 0 e n — 1 nao podem

pertencer ao mesmo subconjunto.

Com uma férmula aproximada para D(n, ¢, L) é possivel obter uma férmula aproxi-
mada para o nimero de palavras de A" a distancia de pares h de uma palavra dada. Para

isso, definimos Sy (x), a esfera de pares de raio h em torno de uma palavra z.

Definigao 2.5.3. Para uma palavra © € A", defina a esfera de pares Sy(x) como o
conjunto de todos y € A™ tais que dp(x,y) = h e o disco de pares ou bola de pares

By (x) consiste em todas as palavras com distancia de pares < h de x.

O tamanho da esfera de raio h é dada na seguinte proposicgao.

Proposicao 2.5.4. Para qualquer v € A" e 0 < h < n,

‘ Sh(x) |: Z D(nagvh_ f)(q - 1)£>

com q =| A| o tamanho do alfabeto A.
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Demonstracao. O nuimero de palavras a distancia de pares h de x é o niimero de possiveis
combinagdes dos vetores (cada vetor de pares tem h coordenadas nao nulas com n pos-
sibilidades de posigoes diferentes) multiplicado pelo niimero de possibilidades de  em A

(cada posi¢ao pode conter ¢ — 1 letras diferentes de A). Assim,

h
| Sh(z D(n,t,L)(q —1)* Zanh 0)(q— 1)
=1

|M3

Note que se £ = h, entdao L = 0, pois h = { + L, assim D(n,h,h —¢) =0. Se £ < h/2,
entdo 20 < h =+ L, ou seja, L > ¢, logo D(n,¢,L) = 0. Como ¢ € N, temos

h—1
| Su(x) |= Y D(n,t;h—0)(q—1)".
=[h/2]
[
Note que | Si(z) |= 0 e | So(z) |= n(q¢ — 1), que coincide com a esfera de Hamming
de raio 1. Os casos extremos h = 0 e h = n sao | So(z) |= 1 e | Sy(z) |= (¢ — 1),

respectivamente, idéntico a esfera da métrica de Hamming com o mesmo raio. Além

disso,

| By(z |_1+Z|5 (2.6)
Observe ainda que o nimero de elementos de Sy,(x) e de By (z) depende apenas de n,
q e h. Logo, | Su(z) |=[ Su(y) | e | Bu(x) |=| Br(y) |, para todos z,y € A™.

Lema 2.5.5. Seja C um codigo com distancia minima dp que corrige t-pares de erros.

Se ¢ e d sao palavras distintas de C, entdao

By(¢) N B,(c') = 0.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.1.24, C corrige t-pares de erros se, e somente se,
dp > 2t+1,isto 6, t < 921 Se existe x € By(c)NBy(c') entdo dp(c,x) < tedp(z,d) < t.

Assim, pela desigualdade triangular temos

dp(c,d) <dp(c,x) +dp(x,d) <2t <dp—1,

o que contradiz dp(c, ') > dp. Portanto, B,(c) N By(c') = 0. O
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Proposicao 2.5.6 (Cota de Hamming para Métrica de Pares). Se C C A" é um cddigo

com M palavras que corrige todos t pares de erros, entao
M | By(z) |< ¢".

Demonstracao. Se C é um cédigo que corrige t-pares de erros, entao, pelo Lema 2.5.5 se
¢,d €C,
Bi(e) N By(d) =10

€ como

| Bi(e) c A",

ceC
segue

"= | Bile) |= M| Bi(x) | .

ceC

]

Definicao 2.5.7. Os cddigos que satisfazem a Proposi¢cao 2.5.6 com igualdade sao cha-

mados de coédigos perfeitos na métrica de pares.

Esta cota inferior na métrica de pares pode ser usada para provar que os codigos
ciclicos de Hamming (Sec¢ao 1.5) analizados no Exemplo 2.3.6 também sao perfeitos na

métrica de pares.

Teorema 2.5.8. Se C € um cddigo perfeito na métrica de Hamming com dg = 3 e, além
disso, tem distancia minima de pares dp = 5, entao C também € perfeito na métrica de

pares.

dp—1

Demonstra¢ao. Como dp =5, t = L J = 2. Dado ¢ € [}, temos

| Ba(e) |= 1+ n(g —1) = |D(c, 1)),

ou seja, o numero de elementos em uma bola de raio 2 na métrica de pares é o mesmo
nimero de elementos em uma bola de raio 1 na métrica de Hamming (Lema 1.1.6). Por

hipétese, C é perfeito na métrica se Hamming, ou seja,

UD(e,1) =Ty,

ceC

assim,

" = {JD(e.1) = | Ba(o) |

ceC ceC
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Logo,

| Ba(c) =Fy.

ceC

]

O Teorema 2.5.8 implica que cédigos de Hamming com dp = 5 também sao perfeitos na
métrica de pares, assim nao podem ter distancia de pares dp = 6, mesmo essa distancia
satisfazendo dp < 2dy. E importante notar que esse Teorema é para o caso especifico
(dy,dp) = (3,5), em geral, cddigos perfeitos na métrica de Hamming podem nao ser

perfeitos na métrica de pares, o mesmo vale para o caso contrario.
Agora, descrevemos o limite inferior de Gilbert-Varshamov para cédigos de pares.

Proposicao 2.5.9 (Cota de Gilbert-Varshamov). Eziste um cddigo C € A" com M

palavras e distancia minima de pares dp com

M | By (x) [= ¢".

Demonstracao. Considere a seguinte funcao
A(n,dp) = max{M; existe um cédigo com parametros[n, M, dp]}. (2.7)

Seja C o c6digo com M = A(n,dp) palavras, comprimento n e distancia minima de pares

dp. Temos

U Bupi(c) = A",

pois se existisse ¢’ € A"\ U, Bap—1(c), teriamos que C' = CU{c} seria um cédigo com

parametros [n, M + 1,dp|, contradizendo (2.7). Logo,

¢" =l A" = | Bap-1(¢) IS ) | Bip-a(e) |= M | Bapr(2) | -

ceC ceC

2.5.2 Limites Assintdoticos

Os limites combinatérios da se¢ao anterior usam uma numeracao exata de esferas
de pares e sao portanto uma ferramenta 1til para limitar o tamanho dos codigos com
parametros determinados. No entanto, para obter uma visao geral sobre a viabilidade e

limites na codificacao no modelo de pares de erros, uma analise assintotica é necessaria.
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A principal tarefa em direcao a uma andlise assintética é derivar limites concisos nos
tamanhos das bolas de pares. Em seguida, as expressoes simples resultantes sao usadas
para ligar as taxas de cddigos com a distancia minima de pares fracionada 6 = dp/n (com

o comprimento do c6digo n tendendo para o infinito).

Nosso objetivo é obter limites assintéticos sobre o tamanho das bolas de pares que
serao o suficiente para mostrar uma vantagem na taxa de codificacao no esquema de
pares sobre codigo no esquema de Hamming. Observamos inicialmente que nao é claro
que tal vantagem exista. Considerando a desigualdade dy + 1 < dp < 2dy, se os codigos
de pares assintoticamente bons tiverem distancia de pares baixas mais proximas a dg + 1,
entao eles provavelmente nao terao qualquer vantagem sobre os cédigos na métrica de
Hamming. Por outro lado, se os cédigos de pares assintoticamente bons tiverem distancia
de pares altas, proximas a 2dy, entao uma vantagem significativa surgird a favor dos
cédigos de pares. Assim, o principal objetivo da anélise abaixo é ver se os cddigos de pares
assintoticamente bons caem na extremidade inferior, na superior ou em algum lugar entre

eles (possui uma vantagem assintética porém menor do que duplicar distancia relativa).

Comegamos por obter um limite superior simples para D(n, ¢, L) pela seguinte desi-

gualdade

(-1 —(—1 (-1 —(—-1
D(n,0,L) = " 42 "
L—-1 L L—-1 L—-1
(-1 —(—-1
" (2.8)
L L—-1
< af ! n=t)
L L
A desigualdade decorre da recursao binomial basica que fornece as seguintes desigualdades
a—1 a a—1 a
b b b—1 b
a—1 a a—1 a
= - <

(substitua b= L e a = [ ou a = n — { para conseguir (2.8)). O tamanho de uma esfera de

pares agora pode ser limitado usando (2.8), como segue.

Si) = X Dlnbh= 01 <4 3 (hfg) (Z:j)w—w.

t=[h/2] ¢=[h/2]



23

Substituindo em (2.6), temos

| By(x y_1+2|5 |<4ZZ<2_€><7_£>@—1)6.

i=1 ¢=[i/2]

(n—f) (n—é)
Como = , temos
1— 0 n—1

| By(x |<4Z Z ( )(Z:f)(q—nf. (2.10)
=1 ¢=[i/2]

Observe que, para u,v,w € N, se u > v, entdo u = v+ a, com a > 0, entdo por (2.9)

()2 ()-(2) e

Dai, como ¢ > [i/2], n—{¢ < n—[i/2], entdo podemos mover o segundo multiplicando
para fora da soma interna em (2.10), obtendo

525 (L) (o
=1 ¢=[i/2]

42( ) 'ZW> i (if€>(q—1)4. (2.12)

| t=[h/2]

(1) @)

Vamos limitar o somatério (1). Fazendo k = ¢ — |i/2], temos i —{ =1 — [i/2] — k =
+|—i/2]—k=|i/2|-kequando{ =i—1, k=i—1—[i/2] =i—1+|—i/2] = [i/2] -1,

Zi ( '£€>(q_1)€:”§:1< K ) (q — 1)+,

1=[i/2] lif2] =k

Como “ = ¢ , temos
b a—>b

li/2]-1 . li/2)—1 .
> (fz_/21fl;>(q_l>k%: 5 ( [§/2] + &

|i/2] — 2k 4 i(mod 2) ) (g =107,

pois se ¢ ¢é par, entdo [i/2] — [i/2] =i/2 —1i/2 =0 e, se i ¢ impar, entao i = 2s + 1, dai
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[i/2] — [i/2] = [&2] — |2 ] =s+1—s=1, logo [i/2] + [i/2] = i(mod 2).

Agora, como k < [i/2] — 1 temos, k + [i/2] < [i/2] + [i/2] —1=1i—1e por (2.11),

li/2) -1 . li/2]-1
Z [i/2] + k (g — 1)F+1/2) < Z i—1 (q—1)".
2k + i(mod 2) 2k + i(mod 2)

k=0 k=0

Note que, 0 = i(mod 2) ou 1 = i(mod 2), dai por (2.9) temos

1—1 1—1 i
= < ou
2k + i(mod 2) 2k +1 2k +1
1—1 1—1 i
= < , logo
2k + i(mod 2) 2k 2k +1

li/2]—1 i B li/2]—1 ; |
2 <2k+i(mod2) ) (-7 < 3 <2k+1 ) la=1)"

k=0 k=0

Fazendo j = 2k + 1, como 0 < k < |i/2] — 1, temos 1 < j < 2[i/2| —2+1<i—1,

isto é,

li/2)—1 . ‘ i .
> (%:1) (q—1) <Z< )q—l Z(?)(q—l)izqiﬁqh (2.13)

p j=0 \ J

Considerando o somatério (2), reescrevemos, usando

(n—u/zw>:< n—[i/2] >:<n—n/21 )I(n—u/m)
n—i n—[i/2] — (n —1) i+ [—i/2] 1i/2] ’

e continuamos com a seguinte cadeia de inequacoes

 (n—Tif2] | en n
Z( li/2) >< 1<Lz/2J>

i=1
fazendo t = |i/2]|, como 1 <i < h, 0= |1/2] <t < |h/2], assim

h n Lh/2] n [h/2] n
;<W2J><§<t><q§(t>

Mw

7
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Pelo Lema 1.7.10,

Lh/2]
-y (5 ) = 10w, (Vin, Lh/20) = 1og, 3 < " ) (g~ 1)

t=0

assim,

logo, como q > 2

LI LI "
q <gq (g— 1) < gt Halan
2 ( t) 2 ( t)

com H,(a) a fungao entropia (Definigao 1.7.9). Portanto,

(e

i=1
Combinando (2.13) e (2.14) temos

| By(x) [< 4- gt H (), (2.15)

Denotando 6 = h/n como a taxa de corre¢ao de erros, temos

| By(x) |< 4- gt tlH(5) 4],

Para obter a cota assintética na cota de um cédigo ¢ tutil limitar a relagao
q"/ | Bu(x) |

¢ L anlH(3)e]1

1
[Bu(z)| ~ 41

Assim, pela Cota de Gilber-Varshamov (Proposigao 2.5.9)

qn qn 1 n—n[H(é)—HS]—S
A n76n Z 2 > - 2 .
o) e Z By ]~ 1 ¢
Logo,
R,(8) = Tim sup  log, (Ay(n,6n)) > 1 — H, (g) s (2.16)
n—00 n

Finalmente podemos escrever a cota inferior assintética de Gilbert-Varshamov para
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pares de erros.

Corolario 2.5.10 (Cota Assintética de Gilbert-Varshamov). Ezistem cddigos com distancia

minima de pares fraciondria 6 e tazra

Figura 2.2: Comparacao entre a cota assintética de Gilbert-Varshamov para distancia de
pares (linha continua) e para distancia de Hamming (linha pontilhada), com ¢ = 2.

A Figura 2.2 implica que os cédigos de pares de erros existem com taxas assintéticas
que sao estritamente superiores as taxas de cédigos comprovadamente realizdveis para
erros de simbolos. Esta declaragao se aplica a todas as distancias fracionadas § < 0.27 (a

coordenada = do ponto de intersegao entre as duas curvas na figura).

A desigualdade em (2.16) nao pode ser usada para excluir a existéncia de c6digos com
taxa mais alta (uma desigualdade reversa é necessaria para isso). No entanto, é possivel
usar a cota assintética para obter um limite inferior na cota de Hamming para pares de

erros. A utilidade de tal limite inferior é expressa na seguinte proposicao.

Proposicao 2.5.11 (Cota no Tamanho de Cédigos Perfeitos). Se existem cddigos per-
feitos ma métrica de pares, com distancia minima de pares fraciondria d, entao suas taxas

assintoticas satisfazem

R(0)>1—H, <g> —g.

Demonstracao. Seja C um codigo perfeito na métrica de pares com distancia minima de

pares fraciondria 0, entao M- | Bsa—1(x) |= ¢". Substituindo este valor em (2.15),
2

Bsna () |< Lebn[Hy (254 )+ 25
| () |<4q )
2

assim
n

q

s gl
Sn—1\T
2
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Portanto,

Rq(é) =

1= Hq(%) -

- ~1
nhﬁrgo supn” log, B

N

n

q
o1 (2) |

> lim sup1 —



Capitulo 3

Decodificacao de Cdodigos de Pares

de Simbolos

Nesse Capitulo apresentamos trés algoritmos de decodificacao para os cddigos de pares
de simbolos. O primeiro, apresentado por Cassuto e Blaum [3], que reduz o problema de
decodificacao de pares de erros a um problema de decodificagao de erros e exclusoes na
métrica de Hamming. O segundo algoritmo usa o que definimos como sindrome de pares
e sindrome do simbolo vizinho para decodificar codigos bindrios. Este decodificador foi
proposto por Hirotomo, Takita e Morii [14]. O terceiro, proposto por Yaakobi, Bruck e

Siegel em [28] e [29], decodifica cédigos ciclicos binrios.

Vimos que na teoria classica de codigos corretores de erros, um decodificador é uma
aplicacao De : A" — CU{F'}, com F o conjunto das falhas do decodificador, no qual
as entradas sao vetores y € A". Na métrica de pares, um decodificador é uma aplicacao
Dy : (A, A" — CU{F} que recebe vetores de pares de (A, .A)" e tem como resultado

um vetor de C ou uma falha F'| caso sao seja possivel corrigir tal vetor recebido.

3.1 Algoritmo de Decodificacao de Cassuto-Blaum

Lembramos que se z € A", entao w(x) = [(zo,x1), (x1,22), ..., (Tn_1,T0)], isto é, a
i-ésima coordenada z; de x aparece em dois pares consecutivos de m(x), a saber, (z;_1, ;)

e (i, Tiy1).

Seja u = [(ug,0,u0.1)s (U1,0,U11)s -+ (Un—1,0, Un—11)] um vetor de pares recebido. Se,
para algum i, u;0 # u;—11 (isto ¢é, as entradas em pares consecutivos sao diferentes)

diremos que houve um apagamento na palavra recebida.

o8
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Definicao 3.1.1. Uma cadeia de [ pares consecutivos de erros em u é uma sequéncia
de pares (Wi, Ui1), (Wit1,0, Wit1,1)s -« -5 (Witi—1,0, Uiti—1,1) todos com erro e tal que u;q e
Uiy estao corretos. Isto €, todos os pares (Uitjo,Uivs1), com 0 < j <l —1, estdo com

erro e 0s pares (U;i—1,0,Ui—1,1) € (Ui+1,0, Wits,1) €stdo corretos.

Suponha que um vetor de pares u = [(uo0,%0.1), (U1,0,U1,1),- - (Un—1,0, Un—1,1)] fOl
recebido.
Algoritmo de Decodificagao 1:Defina um vetor z = (zg, 21, ..., 2,_1) com n simbolos

do seguinte modo
Ui, 0, S€ U0 = Ui—1,1
Zi =
*, caso contrario.

O simbolo * representa um apagamento. Para decodificar, basta aplicar um algoritmo

de decodificagao da métrica de Hamming no vetor z.

A questao a ser feita é se este algoritmo garante a Proposicao 2.1.24, isto é, quando ele
permite encontrar uma unica palavra (se existir) dentro de uma bola de raio
[(dp — 1)/2] ao redor da palavra recebida. A resposta é ndo em geral, e sim para cédigos

intercalados.

De fato, consideremos o c6digo corretor de pares de erros {00000,01100} com 2 pa-
lavras e dp = 3. Suponha que o vetor de pares u = [(0,0), (1,1), (0,0), (0,0), (0,0)] seja
recebido. Entao o Algoritmo 1 vai transformar u em z = (0, *,%,0,0) e o decodificador
da métrica de Hamming vai falhar em decodificé-la (pois ambas as palavras do cédigo sao
igualmente provaveis). Por outro lado, o decodificador de pares vai diferenciar que u esté
a uma distancia de pares 1 de 00000 e a distancia de pares 2 de 01100, escolhendo o vetor
00000 dentro da bola de raio 1.

Assim, transformar a decodificacao de vetores de pares em uma decodificacdo na
métrica de Hamming utilizando o Algoritmo 1 nao é uma boa escolha, em geral. En-
tretanto este algoritmo é capaz de corrigir os cédigos intercalados (Definigao 2.2.1) dentro
da capacidade de corre¢ao de um cédigo de pares (Proposi¢ao 2.1.24) como é demostrado

no proximo Teorema.

Teorema 3.1.2. Seja C um (2n, My M,, dy)-cédigo construido instercalando dois cédigos
Cy e Cy, cada um com distancia de Hamming dy. Entdo o decodificador do Algoritmo 1

pode corrigir até [(dp — 1)/2] pares de erros.

Demonstragao. Sejam ¢ = (xg,Yo,T1,Y1,---,Tn-1,Yn_1) O vetor enviado, no qual
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r=(20,21,...,Zn-1) €ECr ey = (Yo, Y1,.--,Yn-1) €Ca €
u = [(uo,0,u01)s (U1,0,U1,1)s -+ (U2n—1,05 U2n—1.1)] (3.1)

. d,—1 ~
o vetor recebido com ¢ pares de erros, t < [ %~ | (uma versao com erros de 7(c)). Observe

que se

(wi0, Win), (Wit1,0, Wit11), - - -5 (Witt,0, Witi1) (3.2)

¢ uma cadeia de [ pares de erros consecutivos, para [ impar, temos pelo menos uma
entrada correta em cada codigo C;, 1 = 1,2, e até l’Tl entradas erradas em cada um destes
codigos; para [ par, um dos codigos tera 2 entradas corretas e até % — 1 entradas erradas e
o outro nao tera entradas corretas e tera até % entradas erradas. Assim, para cada cadeia
(3.2), cada cédigo C;, i = 1,2, tem a soma 2 - fnimero de entradas erradas + fnimero de
entradas corretas no maximo [. Desta maneira, para cada palavra do tipo (3.1), a soma
dos nimeros 2-fnumero de entradas erradas + fnimero de entradas corretas, percorrendo
todas as possiveis cadeias do tipo (3.2) em (3.1), deve ser no méximo ¢ (para cada cédigo
Ci, i =1,2), ja que t é o numero de pares de erros do vetor u. Substituindo dp = 2dy do
Teorema 6 na Proposigao 3, temos t < |(dp—1)/2] = |(2dg—1)/2] =dg—[1/2] = dxg—1
e, pela teoria classica de codigos, o Algoritmo de decodificacao do cédigo de Hamming

podera corrigir erro/exclusées de soma dy — 1. ]

Exemplo 3.1.3. Para ezemplificar a demonstragdo do Teorema 3.1.2, suponha que ¢ =
(0, Y0, T1, Y1y - - - s Tn—1, Yn—1) S€ja o vetor armazenado, no qual x = (Tg, x1,...,Tn_1) € Cy

ey = (Yo, Y1, Yn-1) € Cy,
u = [(Uo,oy U0,1)7 (U1,07 U1,1), cey (u2n71,07 U2n71,1)]

seja o vetor de pares recebido pelo decodificador e

(wi0, %i1)s (Wit1,05 Wit1.1)s (Wit2,05 Wit21), (Wits,05 Wits 1), (Wita 0, Uitra1) (3.3)

(Uj,07 uj,l)a (Uj+1,0, Uj+1,1)7 (uj+2,01 Uj+2,1)7 (Uj+3,0; Uj+3,1) (3.4)

sejam duas cadeias de pares de erros de u.

Observe que a cadeia (3.3) possui 5 pares de erros (I um nimero impar). Se u;o re-
presentar uma coordenada de x € Cy entao Uiy1,1, Uit2,0, Wit3,1, Wirap também representam
coordenadas do vetor x e u; 1, Wit1,0, Uit2,1, Uit3,0, Uits,1 SAO TEPTESENtACOES de coordenadas
do vetor y € Cy. Como u;o e uita1 sao entradas corretas pela Definigao 3.1.1, dizemos
que ambos 0s codigos possuem uma coordenada correta. Além disso, Cy e Cy possuem até 2

entradas erradas cada (Z_Tl), POIS Uiy11 € Uirap SA0 Tepresentacoes da mesma coordenada,
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0 mesmo acontece para Uiy31 € Uita, Uil € Uir10 € Uizl € Uirso. O caso em que u;

representa uma coordenada de y € Co € andlogo.

Agora, a cadeia (3.4) possui 4 pares de erro (I par). Se w;o representar uma co-
ordenada de v € Cy entdo uji11,Uj12,0,Uj+3,1 também representam coordenadas de x e
U1, Uj+1,0, Uj+2,1, Ujt3,0 representam coordenadas do vetor y € Co. Como w;p € Ujpa,1 5G0
entradas corretas, C, possui 2 coordenada corretas em w e até 1 coordenada com erro
é — 1) pois ujia0 € ujis1 sao representago da mesma coordenada em x. E o cddigo Co
nao possui coordenadas corretas e possui até 2 entradas com erro (%) POIS Uj1 € Ujp10 SAO
representagoes da mesma coordenada de y, o mesmo acontece com ujia1 € Ujyszo. O caso
em que u;o representa uma coordenada de y € Co, Cy terd 2 coordenadas corretas em u e

até 1 erro e Cy mao terd coordenadas corretas e terd até 2 coordenadas erradas.

Exemplo 3.1.4. Sejam C; = {0000000, 1101010} e C, = {0000000, 1001111, 1111001,
0110110} cddigos sobre Fy com distancia minima de Hamming dy = 4. Entdao o cddigo

obtido intercalando C; e Cy €

C = {00000000000000,01000001010101,01010101000001,00010100010100,
10100010001000,11100011011101,11110111001001, 10110110011100}

com dy(C) =4, dp(C) = 8 e capacidade de correcao de até t = L&Z)AJ = 3.

Seja ¢ = (10100010001000) wma palavra armazenada e suponha que
y = [(10), (01), (01, (10), (00), (01), (10), (11), (00), (01, (10}, (00), (00), (01)] seja um ve-

tor de pares recebido, entao de acordo com o Algoritmo 1, temos
z = (10 % 1001 * x01000).

Note que o vetor mais préximo de z ¢ (10100010001000).

3.2 Algoritmo de decodificacao por sindrome

Para exibir o segundo decodificador definimos primeiramente a matriz teste de pari-

dade para pares de simbolos e a sindrome de pares.

Definigao 3.2.1. Seja H = [ho, h, ..., hy_p_1])7 a matriz teste de paridade de um cédigo
linear em blocos, com h; ai-ésima linha da matriz H. Representando cada linha da matriz

teste de paridade pelo seu vetor de pares de simbolos, obtemos
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m(ho) (ho,0, ho,1) e (hon-1,ho0)
h hig,h . .. Rin_1,h
7 (hn-k-1) (hn—k—1,05Pn—k-11) -+ (Pn—k—10-1, Pn—k-1,0)

A matriz m(H) € chamada de matriz teste de paridade de pares de simbolos.

Seja u um vetor de pares recebido. Calculamos a sindrome multiplicando u pela trans-

posta da matriz teste de paridade de pares de simbolos.
s =y w(H)T.

Chamamos s?) de sindrome de pares do vetor .
Para realizar este calculo precisamos do produto interno entre o vetor de pares e a
linha da matriz teste de paridade de pares de simbolos.

Definicao 3.2.2. O produto interno entre dois vetores de pares
U = [(U'O,Ov Uo,l), (ULO, U1,1), ooy (Un—10, Un—1,1)] e

v = [(Uo,(), UO,I); (U1,0, U1,1)7 ceey (Unfl,Oa Unfl,l)]

€ dado por

w-v = [(Uop V004Ut V1o+ - 4 Un—10Vn1,0,U01 Vo1 + U1 V11F-..F U171 Vp_11)]

Por exemplo, o produto de [(0,1),(0,0), (1,0)] e [(0,0),(1,0),(1,0)] é dado por

[(0,1), (0,0), (1,0)] - [(0,0), (1,0), (1,0 = [(0-04+0-1+1-1,1-0+0-0+0-0)] = [(1,0)].

No calculo da sindrome de pares, os simbolos da direita e da esquerda sao calculados
independentemente da mesma forma que a sindrome na métrica de Hamming. Entretanto,

diferentes pares de erros podem possuir a mesma sindrome de pares.

Exemplo 3.2.3. Considere o (3,2)-cddigo bindrio C; com matriz teste de paridade dada
por
H=11,1,1].

Note que dy(Cy) = 1, assim C pode detectar um erro e nao pode corrigir nenhum erro.
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Entretanto, seu codigo de pares é

m(C1) = {1(0,0),(0,0),(0,0)], [(1,1), (1,0), (0,1)], [(0, 1), (1, 1), (1, 0)], [(1,0), (0, 1), (1, )]},
e dp(C) = 3, isto €, Cy pode corrigir 1 par de erros. A matriz teste de paridade desse
codigo €

m(H) = [(1,1),(1,1), (1, 1)].

Logo, a sindrome de pares dos trés vetores

61:[(71)7 1Y)y ,O]
62:[ 70)7 y L)y Yy
es = [(0,0),(0,0),(0,1)]

¢ [(0,1)].

Lema 3.2.4. Sejam C wum codigo linear com matriz teste de paridade H e
y = |[(cro0,¢21),(c11,¢22)s -, (C1n-1,020)] € (A A)™ um vetor de pares com
Cc1 = (0170, 0171, N 7cl,n—1)> Cy = (0270, 02717 ey CQ,n—l) - An Em‘do Yy - W(H)T = 0 se,

e somente se, c1,co € C.

Demonstracao. Seja C um cdédigo com matriz teste de paridade

h0,0 hO,l s hO,n—l
hl 0 hl 1 hl
T 7 ) tte 7n_1
H =T[ho,h1,..., hpj1]" = ] ] .
hn—k—l,O hn—k—l,l s hn—k—l,n—l

Assim, a matriz teste de paridade de pares de simbolos é

(h0,07 hO,l) te (hO,TLfl? h0,0)
hioh hyn 1. h
w(H) = ( 1,0. 11) (ha, 1 10)
(hn—k‘—l,()a hn—k—l,l) e (hn—k’—l,n—la hn—k—l,O)

Sabemos que ¢ € C se, e somente se Hc! = 0, isto é,

ho,0co +...+ hon—1Cn—1 =0
ceCe( (3.5)

hpr-10c0 +...+ hp_p—1n-1Cn1 =0.
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Seja y = [(c10,¢21), (c11,€22), ..., (c1n-1,C20)] € (A, A)" um vetor de pares com
c1 = (€10,C11,++Cin-1),C2 = (C20,C21,-.,C2n-1) € A" Entdo y-7(H)T = 0 se, e
somente se,

sP) = y'W(H)T = [(c10h00+- - -FC1n—1hon-1,c20h01+. .. FCan-1ho0), -, (C10hn—k-10+
oot Cpe1hp— k11, C20hn—k—11+ ... F Con—1hn_k-10)] = [(0,0),...,(0,0)], isto é, se, e
somente se

;

ho,oc10 +...+ hop-1Cin-1 =0
\ hp—k—10c10 +...+ hp—k—1p-1C1p-1 =0
4

hoocao +...4+ hon-1€20-1 =0
| fn—k-10020 F-ot hnopinoicono =0

Por (3.5), isto acontece se, e somente se, ¢, cs € C.
O

Corolario 3.2.5. Seja C um codigo linear com matriz teste de paridade H. FEntao
m(c) - m(H)T =0, para todo c € C.

Demonstragao. Utilizando as notagoes do Lema 3.2.4, se ¢ = (co, ¢1,...,¢,-1) € C temos
7T(C) . W(H)T = [(Cohop 4+ ...+ Cn—lhO,n—la Clh071 + ...+ C()hop), ey (COhn—kz—l,O + ...+
Cn—lhn—k—l,n—la Clhn—k—l,l + ...+ Cghn_k_l’())]. Assim, por (35),

(e) - w(H)T = [(0,0),....(0,0)].

]

Como a sindrome de pares nao é unica para cada vetor erro (Exemplo 3.2.3), isto
nao nos permite determinar um algoritmo preciso para corrigir pares de erros dentro da

capacidade de corre¢ao de um codigo.

Precisamos definir uma nova sindrome que indica qual par de um vetor recebido tem
erro e, para isto, usaremos a definicao de disjuncao exclusiva de simbolos. Apesar desta
definicao valer para qualquer alfabeto, nem todas as propriedades que ela satisfaz para o

alfabeto binario sao validas, em geral para alfabeto nao binario.

A partir de agora consideramos A = {0,1}.
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Definicao 3.2.6. Sejam a,b € A, entdo

) 0, sea="»
a® b=
1, sea#b

Por exemplo, 21 =1e262=0.

Ll E=lE=]k]

q
0
1 1
0
1

Tabela 3.1: Tabela verdade.
Pela Tabela 3.1, podemos verificar as seguintes propriedades que serao tteis na de-
monstragao do Teorema 3.2.11
e (Comutatividade) a & b = b @ a, para todos a,b € A.
e (Associatividade) a ® (b @ ¢) = (a ® b) ® ¢, para todos a, b, c € A.

e (Elemento neutro) 0 & a = a, para todo a € A.

De forma anéloga, definimos a disjuncao exclusiva entre dois vetores de pares.

Definigao 3.2.7. Sejam u,v € (A, A)" com

u= [(Uo,oa Uo,l), (U1,0, U1,1)7 s (%-1,07 Un—1,1)]
e
v = [(UO,Oa Uo,l), (U1,0, U1,1), ceey (Un—1,o7 Un—1,1)]-
Defina
udv = [(1o,0D 0,0, U1 DBV01), (U1,0DV10, U1 BV, -+ (Un—1,0BVn—1,0, Un-11DBVn-11))].

De forma andloga a definicao para disjuncao exclusiva para simbolos, a disjuncao

exclusiva entre vetores de pares preservam as mesmas propriedades.

Para todos u,v,w € (A, A)", temos

IEste sfmbolo, comumente usado em Matemética para denotar soma direta, aqui é utilizado para
denotar a disjuncao exclusiva denotada comumente na légica por V.
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e (Comutatividade) u & v = v ® u, para todos u,v € (A, A)".
e (Associatividade) u @ (v ® w) = (u B v) ® w, para todos u,v,w € (A, A)".
e (Elemento neutro) 0 & u = u, para todo u € (A, .A)".

Exemplo 3.2.8. Sejam u = [(1,0), (1,1),(0,0), (0,1)] ¢ v = [(1,0), (0,1), (1,0), (1, 1)
vetores de pares de (A, A)*. Entao,

udv = [(181,090),(160,161), (061,060), (061,161)] = [(0,0), (1,0), (1,0), (1,0)].

Com a Definicao 3.2.6, podemos definir uma nova sindrome para que seja possivel

corrigir pares de erros dentro da capacidade de correcao de um cédigo.

Definicao 3.2.9. Dado um vetor de pares

u= [(Uo,m Uo,l), (U1,0, U1,1), s (Un—l,O; Un—1,1)]7

(n) . (n) (n)

definimos sua sindrome do simbolo vizinho s = (s;” s\, ... s")), tal que

S(n) . 0, se U0 = Ui—1,1
=
L, sewp - Uj—1,1-

Se o simbolo da esquerda do i-ésimo par e o simbolo da direita do (i — 1)-ésimo par
sao iguais, entao o i-ésimo simbolo da sindrome do simbolo vizinho é 0, caso contrario, o

1-ésimo simbolo da sindrome do simbolo vizinho é 1.

O i-ésimo termo da sindrome do simbolo vizinho também pode ser obtido pela dis-
juncao exclusiva

(n)
S; T = Uio D Ui—1,1,

isto é, a sindrome do simbolo vizinho de u pode ser obtida por
st = (ugo @ u U0 D u u D Up_21)
0,0 D Un—1,1,U1,0 0,15+ s Un—1,0 D Up—2,1)-

Exemplo 3.2.10. Se o vetor [(0,0),(1,1),(1,0),(0,0),(0,0)] é recebido, a sindrome do
stmbolo vizinho ¢ s™ = (01000). Isso significa que o simbolo da esquerda do sequndo par

e o simbolo da direita do primeiro par do vetor recebido sao diferentes.

No teorema a seguir determinamos condicoes necessarias para garantir que os vetores

de pares de classes distintas possuam sindromes distintas.

Teorema 3.2.11. Se um cddigo C pode corrigir t pares de erros, o par (s%), s™) ¢ ainico,

para cada vetor erro e com wp(e) < t.
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Demonstragao. Sejam e e € dois vetores de pares distintos com wp(e),wp(e’) < t. A

sindrome de pares e a sindrome do simbolo vizinho de e e €' sao dados por

s = e.x(H)T,

n J—
s = (€0,0 ® €n—1,1,€10 D €0,15---»En—1,0 D €n_21),
! o / T
s = ¢ p(H)T,
n) _ / / / / / /
s = (60,0 Den_1,1:€10DP €1 510D 6n72,1)'

Suponha que a sindrome de pares e a sindrome do simbolo vizinho de e e ¢’ sejam as

mesmas, isto é, s®) = ®) ¢ g(m = )" Logo

Note que
e e..=0 & e . .=e
2y 1,7 ,] 2y
!/ _ /
eij—¢€;=1 & e,#ey

Assim, e — e’ = e P €, logo

Dai, pelo Lema 3.2.4, existem ¢; = (¢10,¢1.1,---,C1n-1) € C2 = (Ca0,C21,--.,Con—1) Dala-

vras de C tais que

ede = [(cro,c1), (cric22), -+, (Crn-1,C20)] =
eD(ede) = ed [(01,07 02,1)7 (01,10272)7 s (et 02’0)] =
(e@e)@e = e®[(cr0,c21), (cr1c22),- -+, (CLn1,C20)] = (3.6)
0de = ed|[(cro 1), (crica2)s. -, (C1n-1,020)] =
e = e®|(cr0,21), (cr1¢22),- -+, (€101, C20)]
assim
¢ = [(e00 D cro, 01 D), (ero®err, e1,1®c22), - (€n1,0 D CLp—1, en11 D cag)]. (3.7)

Além disso, como a sindrome do simbolo vizinho de e e €’ sdo iguais, os pares com

erro de e sao correspondentes aos de e’. Dali:

i) se e;0 = €;_11, temos e, = e;_; ;. Segue de (3.7)

/ !/
€0 = €i,0DCii€e 1= €-11DC,
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assim e; 0 @ c1; = e;_1,1 @ cz; 0 que implica
eio@eiogDcr;=¢eoDe11Dc;=ei—11Dei 11D ca;. Logo
0 Cl; = 06 Coi = C1,; = Coj.

) _ (n)
;. =8, , segue

. , p

ii) se ejo # €j_1,1, temos €, # €, | e, como s
_ ! /

cjo®ejn=1=¢,De ;. (3.8)

De (3.7), temos €y = ejo @ cije e =ej 11D cyy, assim

, ., ‘ (38
€i_11D€o = €_11De oD =

_ / _
ejo®ej11 = €@ 1 Dery=e0® (e 11D ;) Dy

Da associatividade da operacao e por (3.8)

I = 1@q;da;=
1®c,; = 1De;dejde;j=10c;=
1®1®c; = 1610 c; =
0@ ey 0® oy =

C1,; = C2j

Logo, ¢1 e ¢y sdo as mesmas palavras nao nulas. Portanto, de (3.7), os vetores erro
satisfazem

¢ =e®[(cro,c11), (cr1,¢12), -5 (Crme1,c10)] = e D 7(er).

Como a distancia minima de pares de C é dp(C) = 2t + 1, entao

wp(e —e) =dp(€,e)
dp(€e’,0) + dp(e,0)
wp(€') +wp(e)
wp(cr) — wp(e)
2t4+1—-t
- t41,

wp(cy)

A

wp(€)

AVARLY,

contradizendo a hipodtese. Logo, o par (s(p),s(”)) ¢ Unico para cada vetor erro e com
wp(e) < t. O

Seja y € (A, A)". Defina
y+m(C) ={y +n(c); ceC}.

Proposicao 3.2.12. Seja C um (n, k)-cédigo linear. Temos
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(1) y+7(C) =y +7(C) & y—y €n(C);
(ii) (y+7(C) Ny +7(C) #0=y+n(C) =y +n(C);
(iit) Uye(aayn (v +7(C)) = (A, A
(iv) | (y+7(C)) |=| C |=¢".
Demonstragao. (i) y + 7(C) = ¢y + 7(C) & existem ¢, ¢ € C tais que y + 7(c) =
y+7(d) e y—y =n(d)—7(c) & y—y en)

(ii) Se (y + 7(C)) N (y + 7(C)) # 0, entdo existe z € (y + w(C)) N (v + «(C)), ou
seja, z € y+7(C) e z € y + w(C). Dal, existem ¢, ¢ € C tais que x = y + 7(c) e

r =y + (), assim

y+n(c)=y +n(d) = y—y =n()—7(c)
= y—y en(C)
i y+7(C) =y +7(C).

(iii) Dadoy € (A, A)", y € y+7(C), pois 0 € C (ja que C é espago vetorial) e 7(0) = 0 em

(A, A)". Logo (A, A" C U @ + =) Além  disso,
ye(A,A)"
lJ @+7(C) C (A4 A)" pois y + 7(C) C (A, A)", para todo y € (A, A)".
ye(A,A)"
Portanto,

U +7(0) ="

ye(AA)™

p: C—y+mn(C)

(iv) A funcao
cr— y+m(c)

é uma bijecao. Sejam ¢, € C tais que

0(0) = p(¢) = y+7(0) =y +7(¢) = w(e) = () = e = ¢,

entao ¢ ¢é injetiva. Além disso, dado z € y+7(C), existe ¢ € C tal que z = y+7(c) =

©(c), logo ¢ é sobrejetiva. Portanto, como ¢ é uma bijecao,

[y +m(C) =] C|=d".

]

Cada conjunto da forma y + 7(C) = {y + 7(c); ¢ € C} é chamado de classe lateral
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de y segundo 7(C). Note o seguinte

y+7(C)=7n(C) <=y en(C).

De (ii)-(iv), temos que o nimero de classes laterais segundo 7(C) é

ﬂ — q2nfk
qk

Exemplo 3.2.13. Seja C o (3,3)-cddigo linear gerado sobre Fy pela matriz

Assim, C = {000, 100,010,001, 110,101,011, 111},

m(€) = {[(00),(00), (00)], [(10), (00), (01)], [(01), (10), (00)], [(00), (O1), (10}],
[(11), (10), (O1)], [(10), (01), (L1)], [(01), (11), (10)], [(11), (11), (A1)}

e as classes laterais sequndo 7(C) sdo

[(00), (00), (00)] + (€)= {[(00),(00), (00)],[(10), (00), (01)}, [(01), (10), (00)],
00), (01), (10)], [(11), (10), (01)], [(10), (O1), (11)],

[(10), (00), (00)] +=(€) = {[(10),(00), (00)],[(00), (00), (01)}, [(11), (10}, (00)],
,(01), (10)},[(01), (10), (01)], [(00), (01), (11)],
, (11), (10)], [(01), (11), (11)]}

—_
(=}
—_ — O

[(01), (00), (00)] +=(C) = {[(01),(00), (00)], [(11), (00), (01)},(00), (10), (00)],
01), (01), (10)], [(10), (10), (01)], [(11), (O1), (11)],
(00), (11), (10)]; [(10), (11), (11)]}

[(11), (00), (00)] + =(€) = {[(11),(00), (00)], [(01), (00), (01)}, [(10), (10), (00)],
[(11), (01), (10)], [(00), (10), (01)], [(01), (01), (11)],
[(10), (11), (10)], [(00), (11), (11)]}
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[(00), (10), (00)] +=(€) = {[(00), (10), (00)], [(10), (10), (O1)], [(01), (00), (00)],
[(00), (11), (10)]; [(11), (00), (O1)], [(10), (11), (11)],
[(01), (01), (10)], [(11), (01), (A1)}

[(00), (01), (00)] +=(C) = {[(00), (01), (00)],[(10), (01), (01)}, [(01), (11), (00)],
[(00), (00), (10)], [(11), (11), (O1)], [(10), (00), (11)],
[(01), (10), (10)], [(11), (10), (11)]}

[(00), (11), (00)] +=(C) = {[(00), (11), (00)], [(10), (11), (01)], [(01), (01), (0O)],
[(00), (10), (10)], [(11), (01), (01)], [(10), (10), (11)],
) 11

10 01
[(01), (00), (10)], [(11), (00), (A1)}

[(00), (00), (11)] +=(C) = {[(00), (00), (11)],[(10), (00), (10)],{(01), (10), (11)],
[(00), (01), (01)], [(11), (10), (10)], [(10), (01), (00)],
]

[(01), (11), (01)], [(11), (11), (00)]}

Corolario 3.2.14. Sejam u,v € (A, A)" tais que u € v+ 7(C), entdo o par (s®,s™),

das sindromes de pares e da sindrome do simbolo vizinho, de u e v sao iguais.

Demonstra¢ao. Se u € v 4+ w(C), entdo existe ¢ € C tal que v = v + 7w(c). Dali,
w-m(H)' = (v+7(c) -7(H)" =v-7(H)" +7(c) - m(H)T, assim pelo Corolario 3.2.5,

uw-m(H) =v-7(H)T, isto é, as sindromes de pares de u e v sdo iguais.

Agora? Sejam c = (COJ Cly... JCTL—1>7 u = [(u0,07 u0,1)7 <u1,07 ul,l)a ceey (un—l,OJ un—l,l)] (S
v = [(Uo,oa Uo,l), (Ul,oa Ul,l)a cey (Unfl,()a Unfl,l)]a entao
u=uv+7(c) = [(voo+ co,v01+ 1), (V1o + 1,011+ ¢2), ..., (Un—1,0 + Cn—1,Un—11 + Co)].
Dai,

i) Se w; 0 = uj—11, temos v; o + ¢; = v;_11 + ¢;, OU S€ja, Vo = V;_11.

ii) Se u;o # wi—1,1, entdo v; g+ ¢; # vVi—11 + ¢, ist0 &, Vi F Vi1 1.

Logo, a sindrome do sfimbolo vizinho s™ de u e v sdo iguais.
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[]

Do Corolario 3.2.14 temos que todos os elementos de uma mesma classe lateral tém o

mesmo par de sindromes (s, s().

Definicao 3.2.15. Um vetor de pares de peso minimo numa classe lateral é chamado

de elemento lider dessa classe.
No Exemplo 3.2.13 temos

= [(00), (00), (00)] ¢ elemento lider de (C),

~ [(10), (00), (00)] & lider de [(10), (00), (00)] + 7(C),
~ [(01), (00), (00)] é lider de [(01), (00), (00)] + 7(C),
~ [(11), (00), (00)] & lider de [(11), (00), (00)] + 7(C),
= [(00), (10), (00)] ¢ lider de [(00), (10), (00)] + 7(C),
~ [(00), (01), (00)] & lider de [(00), (01), (00)] + 7(C),
= [(00), (11), (00)] ¢ lider de [(00), (11), (00)] + 7(C),

~ [(00), (00), (11)] & lider de [(00), (00), (11)] + 7(C).

Proposicao 3.2.16. Seja C um cddigo linear em A™ com distancia minima de pares

dp =dp(C). Seu e (A, A)" € tal que

wr(u) < tp,

dp—1
2

comtp = L J, entao u € o unico elemento lider de sua classe.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam u,v € y 4+ 7(C) tais que

wi (u),wy(v) < tp,

entao

dp—1
2

wi(u—v) =dg(u,v) <dg(u,0) +dy(v,0) = wg(u) +wy(v) <2- { J <dp-—1.

Além disso, como u,v € y+m(C), existem ¢, ¢ € C tais que u = y+7(c) e v = y+m(c).
Dai,

wir(u—v) = wi(y+7(0) ~ (y+7(¢)) = wir(m(c)~7()) = wa(x(c—c) = wple—¢) = dp,
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o que ¢ um absurdo. Logo u = v. ]

Apresentamos agora o algoritmo de decodificacao por sindromes para codigos de pares
de simbolos lineares binarios. Como preparacao para esse algoritmo, determine todos os
elementos y de (A, A)" tais que wy(y) < tp. Em seguida calcule a sindrome de pares e a

sindrome do simbolo vizinho desses elementos e coloque esses dados em uma tabela. Seja

u= [(Uo,(), Uo,l), (ULO, U1,1)7 cee (Un—1,07 Un—1,1)]

um vetor recebido.
Algoritmo de Decodificagao 2:

Passo 1. Calcule a sindrome de pares e a sindrome do simbolo vizinho do vetor de

pares u.
sP = y.x(H)T

s = (10,0 B Un—1,1,U1,0 B Uo 1, .-+, Un—1,0 P Un—271).

Passo 2. Localize o lider e da classe de elementos cujas sindrome de pares e sindrome

do sfmbolo vizinho sao iguais a s e s respectivamente.

Passo 3. Assuma que e é o vetor erro e decodifique o vetor de pares

m(w) =ude.

Passo 4. Transforme o vetor de pares w(w) na palavra
w = (Wo, Wy, ..., Wy_1).

Lembre que, para cddigos de pares de simbolos com distancia minima de pares dp(C) =
2t + 1, este algoritmo pode corrigir até ¢ pares de erros, com t < [(dp(C) — 1)/2], como
na Proposicao 2.1.24.

Exemplo 3.2.17. Considere o (3,2)-cddigo do Ezemplo (3.2.3), como dp(C) = 3, o

Algoritmo 2 pode corrigir até tp = L%J =1.

Os vetores de pares com peso < 1 e suas respectivas sindromes de pares e sindromes

do simbolo vizinho estao relacionados na tabela a sequir
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lider sindrome de pares (s)) | sindrome do simbolo vizinho (s™)
[(00).(00),(00)] [(00)] (000)
[(10),(00),(00)] [(10)] (100)
[(01),(00),(00)] [(01)] (010)
[(11),(00),(00)] [(11)] (110)
[(00),(10),(00)] [(10)] (010)
[(00),(01),(00)] [(01)] (001)
[(00),(11),(00)] [(11)] (011)
[(00),(00),(10)] [(10)] (001)
[(00),(00),(01)] [(01)] (100)
[(00),(00),(11)] [(11)] (101)

Suponha que o vetor de pares recebido seja u = [(01), (10), (10)].

Passo 1: s®) = -7(H)T = [(01)] e s™ = (001)

Passo 2: e = [(00), (01), (00)]

Passo 3: w(c) = u@ e = [(01), (10), (10)] & [(00), (01), (00)] = [(01), (11), (10)]
Passo 4: ¢; = (011).

Exemplo 3.2.18. Seja C o cdédigo ciclico linear gerado por g(z) = 1+ z + x3. A matriz
teste de paridade de C € dada por

1001011
H=10101110
0010111

A distancia minima de Hamming de C € 3, entao C pode corrigir ty = 1 erros de
simbolos. Além disso, dp(C) = 5 e o Algoritmo 2 pode corrigir até tp = L%J =2
pares de de erros. Sua matriz teste de paridade de pares de simbolos €

Os vetores de pares com peso < 2 e suas respectivas sindromes de pares e sindromes

do stmbolo vizinho estao relacionados na tabela abaizo
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‘ lider s®) ‘ s ‘ ‘ lider s ‘ 5™ ‘
[(00),(00),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(00),(00),(00)] | (0000000) | | [(10),(00).(00).(00).(11),(00),(00)] | [(11).(11).(11)] | (1000110)
[(10),(00),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(10).(00),(00)] | (1000000) | | [(01),(00).(00).(00).(10),(00),(00)] | [(00).(11).(10)] | (0100100)
[(01),(00),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(00).(01),(00)] | (0100000) | | [(01),(00).(00).(00).(01),(00),(00)] | [(01).(00).(01)] | (0100010)
[(11).(00),(00),(00).(00),(00).(00)] | [(10),(01),(00)] | (1100000) | | [(01).(00),(00).(00).(11),(00).(00)] | [(01),(10).(11)] | (0100110)
[(00).(10),(00),(00).(00).(00),(00)] | [(00).(10),(00)] | (0100000) | | [(11).(00).(00),(00).(10).(00).(00)] | [(10).(11).(10)] | (1100100)
[(00),(01),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(00),(00),(01)] | (0010000) | | [(11),(00),(00),(00),(01),(00),(00)] | [(11),(00),(01)] | (1100010)
[(00),(11),(00),(00),(00), (00),(00)] | [(00),(10),(01)] | (0110000) | | [(11),(00).(00),(00),(11),(00),(00)] | [(11),(10).(11)] | (1100110)
[(00),(00),(10),(00),(00), (00),(00)] | [(00),(00),(10)] | (0010000) | | [(10),(00).(00),(00),(00).(10),(00)] | [(00),(10).(10)] | (1000010)
[(00),(00),(01),(00),(00),(00),(00)] | [(01),(01),(00)] | (0001000) | | [(10),(00).(00).(00).(00),(01),(00)] | [(11),(00),(01)] | (1000001)
[(00),(00),(11),(00),(00),(00),(00)] | [(01),(01),(10)] | (0011000) | | [(10),(00).(00).(00).(00),(11),(00)] | [(01),(10),(11)] | (1000011)
[(00),(00),(00),(10),(00),(00),(00)] | [(10).(10).(00)] | (0001000) | | [(01),(00).(00),(00).(00),(10),(00)] | [(10).(11).(10)] | (0100010)
[(00),(00),(00),(01),(00),(00),(00)] | [(00).(01),(01)] | (0000100) | | [(01),(00).(00).(00).(00),(01),(00)] | [(01).(01).(01)] | (0100001)
[(00).(00),(00),(11).(00),(00),(00)] | [(10),(11).(01)] | (0001100) | | [(01).(00),(00).(00).(00),(11).(00)] | [(11),(11).(11)] | (0100011)
[(00).(00),(00),(00).(10),(00),(00)] | [(00).(10),(10)] | (0000100) | | [(11).(00).(00),(00).(00).(10).(00)] | [(00).(11),(10)] | (1100010)
[(00),(00),(00),(00).(01),(00),(00)] | [(01),(01),(01)] | (0000010) | | [(11).(00),(00).(00).(00),(01).(00)] | [(11),(01).(01)] | (1100001)
[(00),(00),(00),(00),(11),(00),(00)] | [(01),(11),(11)] | (0000110)| [ [(11),(00).(00),(00),(00),(11),(00)] | [(01),(11).(11)] | (1100011)
[(00),(00),(00),(00),(00),(10),(00)] | [(10),(10),(10)] | (0000010) | | [(10),(00).(00),(00),(00),(00),(10)] | [(00),(00).(10)] | (1000001)
[(00),(00),(00),(00),(00), (01),(00)] | [(01),(00),(01)] | (0000001) | | [(10),(00),(00),(00),(00),(00),(01)] | [(11),(00),(00)] | (0000000)
1(00),(00),(00),(00),(00),(11),(00)] | [(11),(10).(11)] | (0000011) | | [(10),(00).(00).(00).(00),(00),(11)] | [(01),(00),(10)] | (0000001)
[(00),(00),(00),(00),(00),(00),(10)] | [(10),(00).(10)] | (0000001) | | [(01),(00).(00),(00).(00),(00),(10)] | [(10).(01).(10)] | (0100001)
[(00),(00),(00),(00),(00),(00),(01)] | [(01),(00),(00)] | (1000000) | | [(01),(00).(00),(00).(00),(00),(01)] | [(01).(01).(00)] | (1100000)
[(00),(00),(00),(00),(00),(00).(11)] | [(11).(00).(10)] | (1000001) | | [(01),(00).(00).(00).(00),(00).(11)] | [(11).(01).(10)] | (1100001)
[(10).(10),(00),(00).(00).(00),(00)] | [(10).(10),(00)] | (1100000) | | [(11).(00).(00),(00).(00),(00).(10)] | [(00).(01),(10)] | (1100001)
[(10).(01),(00),(00).(00).(00),(00)] | [(10).(00),(01)] | (1010000) | | [(11).(00).(00),(00).(00).(00).(01)] | [(11).(01).(00)] | (0100000)
[(10),(11),(00),(00),(00), (00),(00)] | [(10),(10),(01)] | (1120000) | | [(11),(00).,(00),(00),(00),(00),(11)] | [(01),(01).(10)] | (0100001)
[(01),(10),(00),(00),(00), (00),(00)] | [(00),(11),(00)] | (0000000) | | [(00),(10),(10),(00),(00),(00),(00)] | [(00),(10).(10)] | (0110000,
[(01),(01),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(00),(01),(01)] | (0110000) | | [(00),(10),(01),(00),(00),(00),(00)] | [(01),(11),(00)] | (0101000,
[(01),(11),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(00),(11).(01)] | (0010000) | | [(00),(10).(11),(00).(00).(00),(00)] | [(01).(11).(10)] | (0111000)
[(11),(10),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(10),(11),(00)] | (1000000) | | [(00),(01).(10).(00).(00),(00),(00)] | [(00),(00),(11)] | (0000000)
[(11),(01),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(10).(01),(01)] | (1110000) | | [(00),(01).(01),(00).(00),(00),(00)] | [(01),(01).(01)] | (0011000)
[(11),(11),(00),(00),(00),(00),(00)] | [(10).(11),(01)] | (1010000) | | [(00),(01).(11).(00).(00),(00).(00)] | [(01).(01).(11)] | (0001000)
[(10).(00),(10),(00).(00),(00),(00)] | [(10),(00).(10)] | (1010000) | | [(00).(11),(10).(00).(00),(00).(00)] | [(00),(10).(11)] | (0100000)
[(10).(00),(01),(00).(00),(00).(00)] | [(11),(01),(00)] | (1001000) | | [(00).(11),(01).(00).(00),(00).(00)] | [(01),(11).(01)] | (0111000)
[(10).(00),(11),(00).(00),(00),(00)] | [(11),(01).(10)] | (1011000) | | [(00).(11),(11),(00).(00),(00).(00)] | [(01),(11).(11)] | (0101000)
[(01),(00),(10),(00),(00), (00),(00)] | [(00),(01),(10)] | (0110000) | | [(00),(10),(00),(10),(00),(00),(00)] | [(10),(00).(00)] | (0101000,
[(01),(00),(01),(00),(00), (00),(00)] | [(01),(00),(00)] | (0101000) | | [(00),(10),(00),(01),(00),(00),(00)] | [(00),(11),(01)] | (0100100)
[(01),(00),(11),(00),(00),(00),(00)] | [(01),(00),(10)] | (0112000) | | [(00),(10),(00),(11),(00),(00),(00)] | [(10),(01).(01)] | (0101100)
[(11),(00),(10),(00),(00),(00),(00)] | [(10),(01).(10)] | (1110000) | | [(00),(01).(00).(10).(00),(00),(00)] | [(10),(10),(01)] | (0011000)
[(11),(00),(01),(00),(00),(00),(00)] | [(11).(00),(00)] | (1101000) | | [(00),(01).(00).(01).(00),(00),(00)] | [(00).(01).(00)] | (0010100)
[(11),(00),(11),(00),(00),(00),(00)] | [(11).(00).(10)] | (1111000) | | [(00),(01).(00).(11).(00),(00),(00)] | [(10).(11).(00)] | (0011100)
[(10),(00),(00),(10),(00),(00),(00)] | [(00).(10).(00)] | (1001000) | | [(00),(11).(00).(10).(00),(00).(00)] | [(10).(00).(01)] | (0111000)
[(10).(00),(00),(01),(00),(00).(00)] | [(10),(01),(01)] | (1000100) | | [(00).(11),(00).(01).(00),(00).(00)] | [(00),(11).(00)] | (0110100)
[(10).(00),(00),(11).(00),(00),(00)] | [(00),(11),(01)] | (1001100) | | [(00).(11),(00).(11).(00),(00).(00)] | [(10),(01).(00)] | (0111100)
[(01),(00),(00),(10),(00),(00),(00)] | [(10),(11),(00)] | (0101000) | | [(00),(10),(00),(00),(10),(00),(00)] | [(00),(00).(10)] | (0100100)
[(01),(00),(00),(01),(00), (00),(00)] | [(00),(00),(01)] | (0100100) | | [(00),(10),(00),(00),(01),(00),(00)] | [(01),(11),(01)] | (0100010)
[(01),(00),(00),(11),(00),(00),(00)] | [(10),(10),(01)] | (0101100) | | [(00),(10),(00),(00),(11),(00),(00)] | [(01),(01).(11)] | (0100110)
[(11),(00),(00),(10),(00),(00).(00)] | [(00),(11).(00)] | (1101000) | | [(00),(01),(00),(00).(10).(00).(00)] | [(00).(10).(11)] | (0010100)
[(11),(00),(00),(01),(00),(00),(00)] | [(10),(00),(01)] | (1100100) | | [(00),(01).(00).(00).(01),(00),(00)] | [(01),(01),(00)] | (0010010)
[(11),(00),(00),(11),(00),(00),(00)] | [(00).(10).(01)] | (1101100) | | [(00),(01).(00).(00).(11),(00),(00)] | [(01).(11).(10)] | (0010110)
[(10),(00),(00),(00).(10),(00),(00)] | [(10).(10).(10)] | (1000100) | | [(00),(11).(00).(00).(10),(00).(00)] | [(00).(00).(11)] | (0110100)
[(10).(00),(00),(00).(01),(00),(00)] | [(11),(01),(01)] | (1000010) | | [(00).(11),(00).(00).(01),(00).(00)] | [(01),(11).(00)] | (0110010)
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‘ lider 5@ ‘ P ‘ ier X ‘ o) ‘
[(00).(11),(00),(00),(11),(00), (00)] | [{01),(01).(10)] | (0110110) ‘[(00).(00),(00),(10),(10),(00),(00)/ [(10),(00),(10)] | (0001100)
[(00),(10),(00), (00),(00),(10),(00)] | [{10),(90).(10)] | (0100010) /(00);(00),(00),(10),(01),(00),(00)/ [(11),(11),(01)] | (0001010)
[(00),(10),(00),(00),(00), (01),(00)] | [(01),(10),(0L)] | (0100001) /(00);(00).(00),(10),(11),(00),(00)/ [(11),(01),(11)] | (0001110)
[(00),(10),(00),(00),(00),(11),(00)] | [(12),(00).(11)] | (0100011) /(00),(00):(00),(01),(10),(00);(00)/ [(00),(11),(11)] | (0000000)
[(00),(01),(00),(00), (00),(10),(00)] | [(10),(10),(11)] | (0010010) /(00),(00);(00),(01),(01),(00)/.(00)/ [(01),(00),(00)] | (0000110)
[(09),(01),(00),(00),(00),(01), (00)] | I(01),(00),(00)] | (0010001) /(00),(00),(00).(01),(11),(00),(00)/ [(01),(10),(10)] | (0000010)
[(00),(01),(00),(00),(00),(11), (00)] | [(11),(19),(10)] | (0010011) /(00),(00),(00);(11),(10),(00),(00)/ [(10),(01),(11)] | (0001000)
[(09),(11),(00),(00),(00),(10), (00)] | I{10),(00),(11)] | (0110010) [(00),(00),(00),(11),(01),(00),(00)] | [(11),(10),(00)] | (0001110)
[(09).(11),(00),(00),(00), (01), (00)] | [{01),(19),(00)] | (0110001) [(00),(00),(00),(11),(11),(00),(00)] | [(11),(00),(10)] | (0001010)
[(00).(11),(00),(00),(00), (11), (00)] | [(11),(00).(10)] | (0110011) [(00),(00),(00),(10),(00),(10),(00)] | [(00),(00),(10)] | (0001010)
[(00).(10),(00),(00),(00),(00), (10)] | [(10),(10).(10)] | (0100001) /(00);(00),(00),(10),(00),(01),(00)/ [(11),(10),(01)] | (0001001)
[(00),(10),(09), (00),(00), (00),(01)] | [{01),(10).(00)] | (1100000) [(00);(00),(00),(10),(00),(11),(00)/ [(01),(00),(11)] | (0001011)
[(00),(19),(00),(00),(00), (00),(11)] | [(12),(10).(10)] | (1100001) [(00),(00),(00),(01),(00),(10),(00)] | [(10),(11),(11)] | (0000110)
[(00),(01),(00),(00),(00),(00),(10)] | [(10),(00).(11)] | (0010001) /(00),(00);(00),(01),(00),(01)/.(00)/ [(01),(01),(00)] | (0000101)
[(00),(01),(00),(00), (00),(00),(01)] | [(01),(00),(01)] | (1010000) /(00),(00),(00),(01),(00),(11),(00)/ [(11),(11),(10)] | (0000111)
[(09),(01),(00),(00),(00), (00), (11)] | [(11),(00),(11)] | (1010001) /(00),(00),(00),(11),(00),(10),(00)/ [(00),(01),(11)] | (0001110)
[(00),(11),(00),(00),(00),(00), (10)] | [{10),(10),(11)] | (0110001) [(00),(00),(00),(11),(00),(01),(00)] | [(11),(11),(00)] | (0001101)
[(09).(11),(00),(00),(00), (00), (01)] | I{01),(10),(0L)] | (1110000) [(00),(00),(00),(11),(00),(11),(00)] | [(01),(01),(10)] | (0001111)
[(09).(11),(00),(00),(00),(00), (11)] | [(11),(10).(11)] | (1110001) [(00),(00),(00),(10),(00),(00),(10)] | [(00),(10),(10)] | (0001001)
[(00).(60),(19),(10),(00), (00), (00)] | [{10),(19).(10)] | (0011000) [(00);(00),(00),(10),(00),(00),(01)/ [(11),(10),(00)] | (1001000)
[(00).(00),(19),(01),(00),(00), (00)] | [(00),(01).(11)] | (0010100) /(00);(00),(00),(10),(00),(00),(11)/ [(01),(10),(10)] | (1001001)
[(00),(00),(10),(11),(00),(00),(00)] | [(10),(11).(11)] | (0011160 /(00);(00).(00),(01),(00),(00),(10)/ [(10),(01),(11)] | (0000101)
[(00),(00),(01),(10),(00), (00),(00)] | [(12),(11),(00)] | (000000 /(00),(00):(00),(01),(00),(00);(01)/ [(01),(01),(01)] | (1000100)
[(00),(00),(01),(01),(00),(00),(00)] | [(01),(00),(01)] | (0001100) /(00),(00);(00),(01),(00),(00)/.(11)/ [(11),(01),(11)] | (1000101)
[(09),(00),(01),(11),(00),(00), (60)] | [(11),(19),(0L)] | (0000100) /(00),(00),(00).(11),(00),(00),(10)/ [(00),(11),(11)] | (0001101)
[(09).(00),(11),(19),(00),(00), (00)] | [(11),(11),(10)] | (0010000) /(00),(00),(00);(11),(00),(00),(01)/ [(11),(11),(01)] | (1001100)
[(09).(00),(11),(01),(00),(00), (00)] | I{01),(00),(1L)] | (0011100) [(00),(00),(00),(11),(00),(00),(11)] | [(01),(11),(11)] | (1001101)
[(09).(00),(11),(11),(00),(00), (00)] | [(11),(10),(11)] | (0010100) [(00),(00),(00),(00),(10),(10),(00)] | [(10),(00),(00)] | (0000110)
[(09).(60),(19),(00),(19),(00), (00)] | [{60),(19).(00)] | (0010100) [(00),(00),(00),(00),(10),(01),(00)] | [(01),(10),(11)] | (0000101)
[(00).(60),(19),(00),(01),(00), (00)] | [{01),(01).(11)] | (0010010) /(00);(00),(00),(00),(10),(11),(00)/ [(11),(00),(01)] | (0000111)
[(00),(00),(19), (00),(11),(00),(00)] | [{01),(11).(0L)] | (0010110) /(00);(00),(00),(00),(01),(10),(00)/ [(11),(11),(11)] | (0000000)
[(00),(00),(01),(00),(10),(00),(00)] | [(01),(11),(10)] | (0001160 [(00),(00),(00),(00),(01),(01),(00)] | [(00),(01),(00)] | (0000011)
[(00),(00),(01),(00),(01),(00),(00)] | [(00),(00),(01)] | (0001010) /(00),(00);(00),(00),(01),(11)/.(00)/ [(10),(11),(10)] | (0000001)
[(00),(00),(01),(00),(11),(00),(00)] | [(00),(10),(11)] | (0001110) /(00),(00),(00),(00),(11),(10),(00)/ [(11),(01),(01)] | (0000100)
[(00),(00),(11),(00),(10),(00),(00)] | [(01),(11),(00)] | (0011100) [(00)’(00)"(00)’(00)7(11)7(01)7(00)/ (00, (11).(10)] | (0000111)
[(00),(00),(11),(00),(01),(00),(00)] | [(00),(00),(11)] | (0011010) 1(00).(00).(00).(00).(11).(11).(00)] | [(10).(01).(60)] | (0600101)
[(00),(00),(11),(00),(11),(00),(00)] | [(00),(10),(01)] | (0011110) 1(00).(00).(00).{00).(10).(00),(10)] | [(10).(10).(60)] | (0000101)
[(00),(00),(10),(00),(00),(10),(00)] | [(10),(10),(00)] | (0010010) 1(06).(00).(00).(08).(16).(00).(01)] | {(21).(10).(10)] | (1600100)
[(00).(60),(19),(00),(00), (01), (00)] | [{01),(00).(11)] | (0010001) [(00);(00),(00),(00),(10),(00),(11)/ [(11),(10),(00)] | (1000101)
[(00).(60),(19),(00),(00), (11), (00)] | [(11),(10).(0L)] | (0010011) /(00);(00),(00),(00),(01),(00),(10)/ [(11),(01),(11)] | (0000011)
[(00),(00),(01),(00),(00),(10),(00)] | [(11),(11),(10)] | (0001010) i (00);(00).(00),(00),(01),(00),(01)/ 1(00),(01).(01)] | (1000010)
[(00),(00),(01),(00),(00), (01),(00)] | [(00),(01),(0L)] | (0001601) /(00),(00):(00),(00),(01),(00);(11)/ [(10),(01),(11)] | (1000011)
[(00),(00),(01),(00), (00),(11),(00)] | [(10),(11),(11)] | (0001011) [(00),(00);(00),(00),(11),(00)/.(10)/ [(11),(11),(01)] | (0000111)
[(09),(00),(11),(00),(00),(10), (00)] | [(11),(11),(00)] | (0011010) /(00),(00),(00).(00),(11),(00),(01)/ [(00),(11),(11)] | (1000110)
1009 0010 C00).C00). (00O LICO.CU.CT (ORI ) ), 00 000, 10)(00). (1) | [110)(11),(01) | (1000111
[(09).(00),(11),(00),(00),(11), (00)] | [{10),(11),(0L)] | (0011011) [(00),(00),(00),(00),(00),(10),(10)] | [(00),(10),(00)] | (0000011)
[(09).(00),(19),(00),(00),(00), (10)] | [{10),(00),(00)] | (0010001) [(00),(00),(00),(00),(00),(10),(01)] | [(11),(10),(10)] | (1000010)
[(09).(00),(19),(00),(00), (00), (01)] | [{01),(00).(10)] | (1010000) [(00),(00),(00),(00),(00),(10),(11)] | [(01),(10),(00)] | (1000011)
[(09).(60),(19),(00),(00), (00), (11)] | [{11),(00).(00)] | (1010001) /(00);(00),(00),(00),(00),(01),(10)/ [(11),(00),(11)] | (0000000)
[(00),(00),(01), (00),(00), (00), (10)] | [{11),(01).(10)] | (0001001) /(00);(00),(00),(00),(00),(01),(01)/ [(00),(00),(01)] | (1000001)
[(00),(00),(01),(00),(00), (00),(01)] | [(00),(01).(00)] | (1001660) [(00),(00),(00),(00),(00),(01),(11)] | [(10),(00),(11)] | (1000000)
[(00),(00),(01),(00),(00), (00),(11)] | [(10),(01).(10)] | (1001601) /(00),(00),(00),(00),(00),(11)/.(10)/ [(01),(10),(01)] | (0000010)
[(00),(00),(11),(00),(00),(00), (10)] | [(11),(01),(00)] | (0011001) /(00),(00),(00),(00),(00),(11),(01)/ [(10),(10),(11)] | (1000011)
[(09),(00),(11),(00),(00),(00), (01)] | [{00),(01),(10)] | (1011000) /(00),(00),(00),(00),(00),(11),(11)/ [(00),(10),(01)] | (1000010)
[(00),(00),(11),(00),(00),(00),(11)] | [(10),(01),(10)] | (1011001)
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Suponha que a palavra recebida seja

1.y =[(0,1),(1,0),(0,1),(1,0),(0,0), (0,0),( 1)]
Passo 1: s = [(10), (00), (00)] e s{™ = (1000000)
Passo 2: e; = [(10), (00), (00), (00), (00), (

00), (00)]
Passo % w(e1) = y1 @ er = [(11), (10), (01), (10), (00), (00), (01)]

Passo 4: ¢1(1101000).

2. y2 =1(0,0),(1,1),(0,1),(1,1),(1,1), (071) (1,0)]
Passo 1: s¥ = [(00), (10), (01)] e s = (0110000)
Passo 2: e3 = [(00), (11), (00), (00), (00), (00), (00)]
Passo 3: w(ca) = y2 @ ex = [(00), (00), (01), (11), (10), (01), (10)]
Passo 4: co = (0001101).

3. ys =(0,0),(0,1),(0,1),(1,1),(1,0), (0,0),( 0)]
Passo 1: s& = [(01), (00), (00)] e s = (0010001)
Passo 2: e3 = [(00), (01), (00), (00), (00), (01), (00)]
Passo 3: 7r(63) = y3 @ ez = [(00), (00), (01), (11), (10), (01), (10)]
Passo 4: c3 = (0001101).

Para codigos de pares lineares com distancia minima de pares dp, o algoritmo proposto

dp—1
2

a capacidade de corre¢ao de um codigo de pares como visto na Proposi¢ao 2.1.24.

nesta secao pode corrigir quaisquer tp-pares de erros com tp < L J , que é justamente

3.3 Algoritmo de decodificagcao de Yaakobi-Bruck-Siegel

Pelo Teorema 2.4.3, concluimos que os codigos de pares construidos a partir de cédigos
ciclicos lineares binarios téem uma distancia minima de pares maior, permitindo assim a
correcao de um nimero maior de erros. E, portanto, interessante construir decodificadores

eficientes para esses cddigos, o que é o tépico desta secao.

Observe que, como esses codigos sao lineares, foi mostrado na Secao 3.2 como uma
versao modificada da decodificacao por sindrome pode ser usada para corrigir erros de
pares de simbolos dentro da capacidade de correcao de erros dos cédigos. No entanto, a

decodificagao por sindrome tem compleridade exponencial, isto é, o nimero de sindromes
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de pares de simbolos e de sindromes do simbolo vizinho necesséarias cresce exponencial-
mente com relacao ao comprimento e a distancia minima de pares do cédigo. O objetivo
dessa secao, de acordo com [28], é fornecer decodificadores mais eficientes, cuja complexi-
dade seja da mesma ordem que os decodificadores classicos para cddigos ciclicos, visto que
os codigos ciclicos sao construidos sobre um anel de polinomios, o que torna a codificacao

e decodificagao mais rapida e eficiente.

Seja C um cédigo linear ciclico com distancia minima dg(C) = 2t + 1. Suponha que
haja um decodificador para C que possa corrigir até ¢t erros. Vamos mostrar como usar
esse decodificador no projeto de construir um decodificador para o c6digo 7(C) que corrige

até ty = L%J erros de pares de simbolos, ou seja, complexidade exponencial.

Assuma que a dimensao de C seja maior que um. Essa condicao implica, de acordo
com a prova do Teorema 2.4.3, dy(C) < [2n/3], ou seja, 2t + 1 < |2n/3]. Dai

ETES P

Observe que ty < n/2. De fato,

3t+1 gt+1 1 2n t 1 2n 1 n n

- < <8yl 2 22

=l s =g 5l 33373
Definimos o decodificador como uma aplicagao Dz : A" — CU{F}, com F

denotando as falhas do decodificador. Para uma palavra y € A", escrevemos D¢ (y) = ¢ €
CU{F}. Se ¢ € C é a palavra transmitida e dg(c,y) < t, entdo ¢ = ¢ e dizemos que o
decodificador foi bem sucedido. Entretanto, se dg(c,y) > t, entdo ou ¢ é uma palavra
do codigo diferente de ¢, cuja distancia de Hamming da palavra recebida y é no maximo
t,isto é, dy(¢,y) <t, ou ¢ = F, indicando que tal palavra nao existe. Neste caso, dizemos

que o decodificador falhou ou foi mal sucedido.

Agora introduzimos outro cédigo que sera usado no “algoritmo” de decodificacao de

pares de simbolos. O cddigo de dupla repeticao de C é o cdédigo definido por

Cy = {(c,c); c€C}.

Note que seu comprimento ¢é 2n e sua distancia de Hamming satisfaz dg (C2) = 2dy (C).
O codigo Cy pode corrigir até 2t erros e assumimos que ele tem um decodificador dado

pela composicao das funcoes f e g, a seguir.

De,: A" x A" L5 G U{F} % CU{F). (3.9)
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Quando ¢é recebida uma palavra (x,y), entao f retorna (¢,¢) € Co ou {F'}. Se ¢ foi a
palavra transmitida e dy((c, ¢), (z,y)) é no maximo 2t, entao g(¢,¢) = ¢ = ¢ € C, isto é,
De,(z,y) = c. Agora, se du((c,c), (z,y)) > t, entdo ou dg((¢, ¢), (x,y)) < t, isto é, (¢,¢) é
uma palavra de Cy diferente da enviada, ou D¢, (z,y) = g(F) = F.

Considere uma palavra do cédigo ¢ € C e seja 7m(c) € 7(C) seu vetor de pares de
simbolos correspondente. Seja y € w(c) + e a palavra recebida, com e € (A x A)"™ o vetor

erro com peso wp(e) < to = |23 ]. Vamos descrever um decodificador
Dr : (AA)" — {0,1}"

que pode corrigir o erro e.

O vetor recebido tem a forma

Yy = <<y0,07 y0,1>> (yl,Oa yl,l); ce (yn—l,O; yn—1,1))-

Definimos trés vetores relacionados:

yr = (Yo.0,-->Yn-10);
yr = (Yo1,--Yn-1,1),
Ys = YLt UYr
= (Yoo + Y015 Un-10+ Yn-1,1)-

Como o vetor y sofre no maximo ty pares de erros, cada um dos vetores yr e ygr

tem no maximo t, erros. Pode-se pensar em y; como uma versao com erros de ¢ =

(co,c1,-..,Cn1) € yg como a versdo com erros de um deslocamento ciclico a esquerda
de ¢, (¢1,...,¢n-1,¢0). Além disso, y;, e o deslocamento ciclico a direita de yg, ?/1(12) =
(Yn—115Y01s - - - Yn—2.1) podem ser vistos como duas versoes com erros da mesma palavra

c. Além disso, o vetor yg tem no maximo ¢y erros com respeito a palavra cédigo ¢ =
(co+c1,...,cn1 + co). No geral, a palavra ¢ nao determina unicamente o valor de c.
Entretanto, vamos mostrar agora que, nesta configuragao, isto acontece. Este resultado,
que usaremos no desenvolvimento do algoritmo de decodificacao D,, é demonstrado no

seguinte lema.

Lema 3.3.1. Na configuracao do canal de leitura de pares de simbolos descrita acima, se a
palavra do cédigo ¢ € C € recuperada com sucesso, entao podemos determinar unicamente

a palavra ¢ do codigo.
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Demonstracao. Como a palavra ¢ € C é decodificada com sucesso, sabemos o valor de

/ / / /
d=(ch ey Cpy).

Como ¢ = (¢o+ 1,61+ ¢2, ..., 1 + ¢o) € 0 alfabeto é {0, 1}, temos

06 = ¢+ = 01:CO+06

d = ¢+ = c=c+c+c

g = Chotcn1 = Cra=ct+cg++...+c o,
ou seja, a palavra c satisfaz ¢; = ¢o + Z;:o i, com i =0,...,n— 1. Assim, se definirmos
- - - - - i—1 . -
¢ =(Cy,--,Cn_1), com ¢y =0e¢ = 23:0 d;, para 1 < i < n — 1, entdo a palavra do

cédigo ¢ é igual a ¢ ou ¢ + 1, dependendo do valor de ¢y. A distancia entre y; e ¢ é no

maximo ty = |24 e dy(c,c+ 1) = n, pois estamos em Zs.

Se (yr); # cientaoou (yr);=lec;=0(;+1=1),0ou(yr)i=0ec;=1(c;+1=0).
Logo (yr); = ¢; + 1, ou seja, o nimero de coordenadas diferentes entre y, e ¢ é igual ao

numero de coordenadas iguais entre y;, e ¢ + 1. Recordando que ty < n/2, temos

du(yr,c+1) =n—dy(yp,c) >n—to >n—n/2=n/2 >t (3.10)

Logo, se dy(yr,¢) < dg(yr,¢ + 1), entdo ¢ = ¢, pois se ¢ = ¢ + 1, terfamos
dy(yr,c+ 1) < dy(yp,c) < ty, contradizendo (3.10). Caso contrario, se dg(yr,¢) >
dy(yr,é+1), entdo ¢ = ¢+ 1, pois se ¢ = ¢ entao terfamos dy (yr,c) > dy(yp,c+1) > to,
contradizendo a hipdétese. Em ambos os casos, podemos recuperar a palavra do coédigo
c. O

Por conveniéncia, denotamos a palavra do cédigo ¢ obtida da palavra ¢ pelo método

do Lema 3.3.1 como ¢, isto é, ¢* = c.

O numero de erros de pares no vetor y é no maximo ty,. Cada erro num vetor de pares
de simbolos corresponde a uma ou duas entradas erradas em um dos pares de simbolos.
Seja E7 o numero de erros de pares de simbolos em apenas uma das entradas e Fy o

nuamero de pares de erros de duas entradas, com E; + Ey < t;.

Observamos que, pelo fato de trabalharmos em 5, a soma do par de duas entradas
erradas consecutivas x; e x;11 ou € igual a 0, se z; = x;,1, ou igual a 1, se x; # x;41. No

entanto, isto também acontece, caso as entradas z; e x;,1 estejam ambas corretas. Assim,

, , , Dy « .
o numero de erros em yg é ) e o numero de erros em (yr,, y%)) é By + 2F5, pois os erros

~ 1 ~
de apenas uma entrada estao em yy, ou yz(?,) enquanto que os erros de duas entradas estao
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nos dois vetores, ou seja, sao contados duas vezes.

O seguinte resultado também serd ttil na validacao do algoritmo de decodificacao de

erros de pares de simbolos.

Lema 3.3.2. Sec € C, y = w(c)+ e e wyle) < ty, entio De(ys) = ¢ ou

De, ((y, y%))) = c.

Demonstracao. Se E; < t, entao o nimero de erros em ys é no maximo t, que é a
capacidade de correcao do decodificador De¢, logo D¢ decodifica yg corretamente. Caso
contrario, se F1 >t + 1, como Fj + FEy < ty, temos Fy <ty — (t + 1), entdo o nimero de
erros em (yr, yg)) satisfaz

Ei+2E, = (Bi+E)+E<tog+ty—(t+1)=2[3H] - (t+1)
< 203y —(t—-1)=2t.

Isso implica que o decodificador DCQ((yL,yg))) ¢ bem sucedido, isto &,

De,((yr, y)) = c. 0

Pelo Lema 3.3.2, pelo menos um dos decodificadores D¢ e D¢, é bem sucedido. En-
tretanto, nao é ébvio qual deles o é e a principal tarefa do algoritmo “subjascente”, a
aplicagao decodificadora D, que agora descrevemos, ¢ identificar qual dos decodificado-

res é bem sucedido.

Seja y um vetor recebido, a saida do decodificador D, (y) = ¢ é calculada do seguinte

modo:
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Algoritmo de Decodificacao 3 (D;) :

Passo 1: ¢; = D¢(ys), e1 = du(c1,ys).

Passo 2: ¢, = DCQ((yL,yg))), es = dg((ca, c2), (yL,yS)))-

Passo 3: Se ¢, = F entao ¢ = cj.

Passo 4: Se ¢; = F ou wy(cy) é fmpar, entdo ¢ = cy.

Passo 5: Se e; < 52, entéo ¢ = ¢}.

Passo 6: Se e; > [22], sejae; = [H2] +a, 1 <a <[] - 1)
a) Se ey <ty + a, entdo ¢ = cs.
b) Caso contrario, ¢ = ¢j.

A corretabilidade do decodificador é provada no proximo Teorema.

Teorema 3.3.3. As saidas do decodificador satisfazem Dy, (y) = ¢ = c.

Demonstracao. De acordo com o Lema 3.3.2, pelo menos um dos dois decodificadores nos
Passos 1 e 2 é bem sucedido. Passos 3-6 ajudam a determinar qual dos dois decodificadores

funciona.

Passo 3: Pelo Lema 3.3.2, se ¢ = F' entao ¢ = c}. Se passarmos para os proximos

passos significa que ¢y é uma palavra do codigo.

Passo 4: Como yg é uma versao com ruido da palavra ¢/, a operacao de decodificacao
no Passo 1 tenta decodificar ¢/, que tem peso par como visto na Observagao 2.4.2. Se
c1 = F ou o peso de Hamming de ¢; for impar, entao esta operacao de decodificacao
falhara, implicando que a operagao de decodificacao na Passo 2 foi bem sucedido. Se

chegarmos aos Passos 5 e 6, entdo wy(c1) deve ser par.

Passo 5: Se e¢; < L%J e a palavra ¢; obtida no Passo 1 tem dg(c1,c) > 1, entdo
a palavra ys sera decodificada incorretamente para uma palavra do cédigo de peso par.

Afirmamos que, como os pesos de ¢ e ¢; sdo pares, entao dg(c, ¢q) é par. De fato, sejam

A = {5 (a);=c =1},
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Noteque | A |+ | B|l=wu(c1) e | A|+ | C |=wn(cd),ouseja, | A|+ | Ble|A|+|C|
sdo numeros inteiros pares. Além disso, | B | + | C |= du(c, ¢1). Suponha que dy(c, ¢1)
seja fmpar. Entao | B | é impar ou | C' | é impar. Suponha, sem perda de generalidade,
que | B | seja impar. Como | A | + | B | é par, entéo | A | é impar. Dai, como | A |+ | C'|
é par, entdao | C' | é impar. Logo, dy(c/,c1) =| B |+ | C'| é par (pois a soma de ntimeros

impares é par), contradizendo a hipétese.

Se a palavra enviada foi ¢ e, lembrando que a distancia minima do cédigo C é 2t + 1,
entao, pela desigualdade triangular, o nimero de erros reais em yg, isto é, dg(c,ys),
satisfaz

dy(d,ys) +dg(ci,ys) > dg(d ) > 2t + 2.

Como E; = dy(d,ys) e ey = dy(cq,ys), temos

t+2 t+2

By > 2t+2—e >2t+2— %Jzzwz_(%)
3t 8t+]

2 2

+1> 3t+1 +1—t —|—1>t

2= 2 2 Y27
contradizendo o fato do ntimero de erros em yg ser no maximo ty. Assim, a condi¢cao em
e; implica que a operagao de decodificacao ¢; = De(ys) = ¢’ é bem sucedida e, pelo Lema

3.3.1, podemos concluir

(@
I
)

=%
I
o

Passo 6: Resta verificar o caso em que e; > [22]|. Como e; < ¢, podemos escrever
er =22 +a,coml<a<[i] -1

Assuma que o decodificador do Passo 2 falhe. Pelo Lema 3.3.2, a decodificacdo ¢; =

Dec(ys) é bem sucedida, implicando

t+2
El=e = {TJ +a

Assim, como Ey + Ey < tg, o valor de FE, satisfaz
t+2 3t+1 t
Ey, < to—E1=to—{%J—a§ ;- —{—J—l—a

3t+1 —t 3t+1 —t
= T‘I— 7 —l—-a<—+|—+1)—-1—-a

t—l—l
= — —a.
2
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Como FEs € Z, segue Fy <t —a,jadquet —a € Z.
O numero total de erros em (yy, yg)) é

3t+1 ot +1
E1+2E2:(E1+E2)+E2§to+t—a: \‘T—i_J +t—a: \‘T—i_J — Q. (3.11)

Como o decodificador De, ((yr, yg))) falha e a distancia minima de Cy é 2dy (C) = 4t+2,

se ¢ é a palavra enviada, pela desigualdade triangular, temos

dir((c2, 02), (Y, yi)) + du((c.c), (v y))) = du((c,0), (cavea)) > 48 +2. (3.12)

Dai, como ey = dy((co,ca), (yL,yg))) e By +2Fy = dy((c, c),(yL,yg))) segue que o

peso ey do vetor erro no Passo 2 deve satisfazer, por (3.11) e (3.12),

5t 41
ey > 4t+2—(E1+2E2)z4t+2—QT+J—a)

5t+1 3t+1
> 4t+2—<T+)+a:T++a+1

3t+1
LTJ+a+1:to+a+1.

v

Logo, se es <ty +a + 1, isto é, es < ty + a, entao o decodificador do Passo 2 deve

funcionar, dai ¢ = cs.

Agora, suponha que a decodificacao na Etapa 1 falhe. Como no Passo 4, isso significa

que o numeros de erros F; em yg é no minimo

t+2 t+2
Ey > 2t+2—61=2t+2—q%J+a)22t+2—(%)—a

3t+2 3t+1 1
= T—GZ \‘TJ—FE—O,ztO—G

Como FE; + Ey < ty, entdo E, deve satisfazer 0 < Ey < ty — (to — a) = a. Logo, a

operagao de decodificacdo De,((yr, yg))) é bem sucedida e E; 4+ 2F5, o numero total de

erros em (yr, yg)), deve satisfazer

E1+2E2:(E1+E2)—|—E2§t0+a.

Assim, se eo = Ey + 2FE5 > ty + a, entao o decodificador no Passo 1 deve ser bem

sucedido. Isso completa a explicacdo das atribui¢des em a) e b) no Passo 5. O
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Vamos aplicar o algoritmo de decodificagao no seguinte exemplo.

Exemplo 3.3.4. Seja C o codigo BCH ciclico, bindrio, de comprimento 15 e corretor
de 3 erros, entio dy(C) =7, dp(C) =T+ [1] =11, t =3 ety = 5. Logo o cédigo pode
corrigir até 5 pares de erros. Assuma a palavra armazenada como a palavra com todas as

coordenadas nulas 0.

Seja y o vetor recebido

y = (00, 11, 10, 00, 00, 00, 11, 00, 10, 00, 00, 11, 00, 00, 00).

Assim,
yL - <O7 ]‘? 17070707 1707]‘707071707070>7
yr = (0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0),
ys = (0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),
e

) =(0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0).
No Passo 1 do algoritmo de decodificagao, calculamos

c1 =De(ys), exr =du(c1,ys)-

Como ys sofre 2 erros e o decodificador D¢ pode decodificar no mdximo trés erros,

temos ¢c1 = 0 e e; = 2. No Passo 2, calculamos
-D 1) —d (1)
C2 Cz((yLayR ))7 €2 H((02702),(yL,yR ).

A palavra (yL,yg)) sofreu oito erros e como o decodificador Co tem distancia minima

14, o decodificador D¢, pode corrigir até seis erros. Logo, a saida co € igual a F', indicando
que ndo existe uma palavra de distancia no mdzimo seis de (yr,, yg)), ou ha alguma palavra
co tal que eo = 6. A condicdo no Passo /4 falha, mas a condi¢cao no Passo 5 € satisfeita, pois
ep =2= L%J = 2. Portanto, concluimos que o decodificador no Passo 1 € bem sucedido
e podemos decodificar a palavra com ¢ = 0* = 0. Note que a operacao 0F pode resultar em
0 ou 1, mas podemos eliminar a palavra 1 pois sua distancia da palavra recebida é muito

grande.
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Como outro exemplo, considere o vetor recebido y dado por
y = (10,00, 01, 00, 10, 00, 00, 00, 00, 10, 00, 00, 00, 10, 00),
com vetores associados

vy = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0),
yr = (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(1,0,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0),
(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Ys =

o

A palavra ys sofreu cinco erros, entdao no Passo 1 a palavra decodificada € ¢1 ou € o
simbolo falho F ou alguma palavra de peso sete ou oito com distancia iqual a dois ou trés
de yg, respectivamente. Vamos assumir para esse exemplo que c¢; € uma palavra de peso

oito e e; = 3.

A palavra de entrada (yL,yg)) sofreu cinco erros. Assim, no Passo 2, o decodificador

De, ((yr, yg))) serd bem sucedido, logo co =0 e ea = 5. Agora, as condigcoes dos Passos /
e 5 nao sao satisfeitas, entao o Passo 6 vai determinar qual decodificador vai funcionar.
Primeiramente, vemos que a = 1 e entao ea =5 < 5+ 1 =ty + a. Assim, a condi¢cdo no
Passo 6 a) € satisfeita e concluimos que o sequndo decodificador é bem sucedido, isto €,
¢=0.

Exemplo 3.3.5. Seja C o cédigo do Ezemplo (3.2.18), entao o Decodificador 3 pode

3t}§+1"

corrigir até ty = ’— = 2. Os vetores de peso < 1 com suas respectivas sindromes

estao relacionados na tabela abaizo

lider sindrome
(0000000) (000)
(1000000) (100)
(0100000) (010)
(0010000) (001)
(0001000) (110)
(0000100) (011)
(0000010) (111)
(0000001) (101)
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Temos ainda que o codigo de dupla repeticao Co = (C,C) tem matriz teste de paridade

10000O00O0O0OO0T1O0T1
01 0000O0O0OO0OO0O1TT1T1F®0
001000O0OO0OO0OO0OO0ODT1TT1T1
000100O0O0OO0OO0OT1TO0®O0O0
H, — 000010O0OO0OO0OO0OO0OT1O0®O 7
0000O0O1O0OO0OO0OO0OO0OO0T1PO0
0000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0®O0T1
0000O0OO0OO0O1O0O0OT1O0T171
0o0000O0OO0OO0O1O01T1T1O0
00000O0OO0OO0OO0OT1O0OT1TT1T1

distancia minima 6 e capacidade de correcao 2. Os vetores de peso < 2 e suas respectivas

sindromes estao relacionadas na tabela abaizo
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lider sindrome
(00000110000000) || (0000011000)
(00000101000000) || (0000010100)
(00000100100000) || (0000010010)
(00000100010000) || (0000010001)
(00000100001000) || (1101010110)
(00000100000100) || (0110110011)
(00000100000010) || (1110000111)
(00000100000001) || (1010011101)
(00000011000000) || (0000001100)
(00000010100000) || (0000001010)
(00000010010000) || (0000001001)
(00000010001000) || (1101001110)
(00000010000100) || (0110101011)
(00000010000010) || (1110011111)
(00000010000001) || (1010000101)
(00000001100000) || (0000000110)
(00000001010000) || (0000000101)
(00000001001000) || (1101000010)
(00000001000100) || (0110100111)
(00000001000010) || (1110010011)
(00000001000001) || (1010001001)
(00000000110000) || (0000000011)
(00000000101000) || (1101000100)
(00000000100100) || (0110100001)
(00000000100010) || (1110010101)
(00000000100001) || (1010001111)
(00000000011000) || (1101000111)
(00000000010100) || (0110100010)
(00000000010010) || (1110010110)
(00000000010001) || (1010001100)
(00000000001100) || (1011100101)
(00000000001010) || (0011010001)
(00000000001001) || (0111001011)
(00000000000110) || (1000110100)
(00000000000101) || (1100101110)
(00000000000011) || (0100011010)

lider sindrome lider sindrome
(00000000000000) || (0000000000) (01000000010000) | (0100000001)
(10000000000000) || (1000000000) (01000000001000) | (1001000110)
(01000000000000) || (0100000000) (01000000000100) | (0010100011)
(00100000000000) || (0010000000) (01000000000010) || (1010010111)
(00010000000000) || (0001000000) (01000000000001) | (1110001101)
(00001000000000) || (0000100000) (00110000000000) | (0011000000)
(00000100000000) || (0000010000) (00101000000000) | (0010100000)
(00000010000000) || (0000001000) (00100100000000) | (0010010000)
(00000001000000) || (0000000100) (00100010000000) | (0010001000)
(00000000100000) || (0000000010) (00100001000000) | (0010000100)
(00000000010000) || (0000000001) (00100000100000) | (0010000010)
(00000000001000) || (1101000110) (00100000010000) | (0010000001)
(00000000000100) || (0110100011) (00100000001000) | (1111000110)
(00000000000010) || (1110010111) (00100000000100) | (0100100011)
(00000000000001) || (1010001101) (00100000000010) | (1100010111)
(11000000000000) || (1100000000) (00100000000001) | (1000001101)
(10100000000000) || (1010000000) (00011000000000) | (0001100000)
(10010000000000) || (1001000000) (00010100000000) | (0001010000)
(10001000000000) || (1000100000) (00010010000000) | (0001001000)
(10000100000000) || (1000010000) (00010001000000) | (0001000100)
(10000010000000) || (1000001000) (00010000100000) | (0001000010)
(10000001000000) || (1000000100) (00010000010000) || (0001000001)
(10000000100000) || (1000000010) (00010000001000) | (1100000110)
(10000000010000) || (1000000001) (00010000000100) || (0111100011)
(10000000001000) || (0101000110) (00010000000010) | (1111010111)
(10000000000100) || (1110100011) (00010000000001) | (1011001101)
(10000000000010) || (0110010111) (00001100000000) | (0000110000)
(10000000000001) || (0010001101) (00001010000000) | (0000101000)
(01100000000000) || (0110000000) (00001001000000) | (0000100100)
(01010000000000) || (0101000000) (00001000100000) | (0000100010)
(01001000000000) || (0100100000) (00001000010000) | (0000100001)
(01000100000000) || (0100010000) (00001000001000) | (1101100110)
(01000010000000) || (0100001000) (00001000000100) | (0110000011)
(01000001000000) || (0100000100) (00001000000010) | (1110110111)
(01000000100000) || (0100000010) (00001000000001) | (1010101101)

Suponha que seja recebida a palavra

1.y = [(0,1),(1,0), (0, 1), (1,0), (0,0), (0,0), (0,1)]. Entdo

v = (0101000) ys = yr +yr = (1111001)
yr = (1010001) yt) = (1101000)

Passo 1: H - yL = (100), logo e; = (1000000) e, portanto, De(ys) = ¢1 = ys — €1 =
(0111001) e e; = dp(cr,ys) = 1.

Passo 2: Hy - (yo,y2)7 = (1000000000), logo ¢, = (10000000000000). Assim,
(€2, ¢2) = (11010001101000) e es = dg((c2, ca), (yL,y%1 ) = 1.

Passo 4: wy(c1) =4 € par, logo passamos para o prézimo passo.

Passo 5: e, =1< [%W =1, entao ¢ = cj.
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Além disso, ¢ = (0010111) e é¢4+1 = (1101000). Daidy(yr,¢) =6 edy(yr,é+1) =1,
logo dy(yr,¢) > du(yr, ¢+ 1) e, portanto, ¢ = ¢+ 1 = (1101000).

2.y = [(0,0), (1, 1), (0,1), (1, 1), (1, 1), (0, 1), (1,0)]. Entdo

yr = (0101101) ys = yr +yr = (0010011)
yr = (0111110) ) = (0011111)

Passo 1: H -yt = (011), logo e; = (0000100) e, portanto, De(ys) = ¢1 = ys — €1 =
(0010111) e e, = dy(cr, ys) = 1.

Passo 2: Hy - (yr, yg))T = (0010010110) nao se encontra na tabela, logo co = F'.

Passo 3: Como ¢ = F, ¢ = ¢;. Assim, ¢ = (0001101) e ¢ + 1 = (1110010) e
dai dy(yr,¢) =1 edy(yr, ¢+ 1) = 6. Logo dy(yr,¢) < du(yr,¢+ 1) e, portanto,
¢ = &= (0001101).

3. y3 =1[(0,0),(0,1),(0,1),(1,1),(1,0),(0,0), (1,0)], entao

yr, = (0001101) ys = yr +yr = (0110101)
yr = (0111000) y4) = (0011100)

Passo 1: H - yL = (101), logo €} = (0000001) e, portanto, De(ys) = ¢1 = ys — €1 =
(0110100) e e; = dg(c1,ys) = 1.

Passo 2: Hy - (yp,y5))T = (1010001100), logo ¢, = (00000000010001). Assim,
(¢2,¢2) = (00011010001101) e ¢y = (0001101).

Passo 4: Como wy(cy) = 3 € impar, temos ¢ = cs.

Para completar a apresentacao do decodificador, retornamos para a construcao do
decodificador (3.9) Esse decodificador recebe dois vetores, y1 = (Y1,0,---,Y1n-1) € Yo =
(Y2,05 - - - s Y2.n—1). Cada um deles é uma versao com erros de alguma palavra ¢ € C e o

objetivo é corrigir o total de 2t erros nos dois vetores.

Utilizamos no Exemplo 3.2.18 o algoritmo de decodificagao por sindrome, entretanto
existem outras formas de decodificar tais palavras. Por exemplo, defina o vetor § =
(Yo, - - -, Yn—1) tal que, paratodo 0 < i < n—1, y; = Y1, 8€ Y1, = Ya, €, caso contrario, y; =7
para indicar um apagamento. Se o nimero de erros em y é 7 e o nimero de apagamentos
é p, entao 27 + p < 2t = dy(C) — 1, que estd dentro da capacidade de correcao de erros
e exclusoes de C. Fica apenas com o problema de definir um decodificador que corrija
erros e exclusdes para cédigos ciclicos. Para isso, Yaacobi, Bruck e Siegel [28] referem a
[21],[24]. Alternativamente, podemos tratar o c6digo C2 como um cédigo “concatenado”,
no qual o coédigo interno ¢é simplesmente um codigo de repeticao de comprimento dois.

Uma técnica geral para decodificar cédigos concatenados é descrita na Secao 1.9
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Um erro de pares de simbolos pode alterar o valor de uma tnica coordenada ou de
ambas em um par de simbolos. No entanto, o conhecimento sobre o nimero maximo
de erros de pares de simbolos de cada tipo pode ser conhecido antecipadamente. Por
exemplo, um erro de pares de simbolos que corrompe apenas uma coordenada pode ser o
resultado de uma coordenada que foi gravada erroneamente na midia, enquanto um erro
de duas coordenadas pode ser resultado de um ruido de leitura. Assim, consideramos
cédigos que distinguem entre esses dois tipos de erros. Especificamente, dizemos que um
cédigo é um cddigo corretor de (t1,ts)-erros de pares de simbolos se puder corrigir até
t; erros de pares de simbolos de apenas uma coordenada e até ¢y erros de pares de duas

coordenadas.

Nossa discussao de cdédigo corretor de (t1,t2)-erros de pares de simbolos usa como
ponto de partida um cédigo linear ciclico C com distancia minima de Hamming dg(C) e
um decodificador De. O préximo teorema fornece uma condi¢ao em dy(C) que implica

que o c6digo C é um codigo corretor de (¢, to)-erros de pares de simbolos.

Teorema 3.3.6. Um cddigo ciclico linear C de comprimento n e distancia minima dy(C)

¢ um codigo corretor de (t1,ty)-erros de pares de simbolos, se

eti1 +ta<n / 2.
Demonstra¢ao. Examinaremos duas abordagens diferentes para corrigir tais erros.

1. A primeira abordagem usa o decodificador D¢, do cédigo de dupla repeticao de C

no vetor (yr,, yg)). Esse decodificador vai precisar corrigir t; + 2t5 erros e assim

2dg(C) = du(Co) > 2(t1 + 2ty) + 1,
ou
dp(C) >ty + 2ty + 1,
pois di(C) € Z.

2. A segunda abordagem usa o decodificador D¢ aplicado ao vetor yg. Esse decodifi-
cador deve corrigir t; erros e, assim, dy(C) = 2t; + 1. Pelo Lema 3.3.1, a condigao
t1 + 1t < tg < m/2 garante o recuperacao total da palavra armazenada ¢ baseada na

decodificacao de .

Concluimos que se a condicao na afirmacao do Teorema ¢ satisfeita, podemos escolher

qualquer uma destas abordagens como base para um decodificador bem sucedido. O



91

Do Teorema 3.3.6, concluimos que conhecer os valores t; e ty simplifica significante-
mente a operacao de decodificacao, desde que saibamos qual dos dois decodificadores usar
para corrigir os pares de erros. No entanto, este conhecimento pode reduzir o limite infe-
rior na distancia minima de Hamming necessaria do cédigo C e, portanto, a redundancia
de codigo necesséria. Para ver isto, assuma que construimos um cédigo corretor de (¢y, t5)-
erros de pares de simbolos usando um cédigo linear ciclico C que corrige t1 + to pares de
erros. Assim, de acordo com o Teorema 2.4.3 e a Proposicao 2.1.24, sua distancia minima

de Hamming dy(C) deve satisfazer

1> 2(t +to) + 1. (3.13)

Por outro lado, de acordo com o Teorema 3.3.6, dgy(C) > min{t; + 2ty + 1,2¢; + 1}.
Como 2(t; +t2) +1 >t +2to + 1 e 2(t; + t2) + 1 > 2¢; + 1, para quaisquer dois inteiros
nao negativos t; e ty, este limite inferior em dg(C) ndo é maior que o limite inferior em
dy(C) implicado por (3.13).

Para concluir a discussao dessa secao, notemos que o decodificador D, apresentado
usa dois decodificadores: o primeiro é D¢ para o codigo C e o segundo é D¢, para o codigo
Cy. Como nao ha nenhum requisito especifico para esses decodificadores, além da capa-
cidade de correcao de erros e eliminagao, podemos usar qualquer um dos decodificadores
existentes para codigos ciclicos. Portanto, a complexidade do decodificador D, sera da
mesma ordem que os melhores decodificadores para cédigos ciclicos. Yaakobi, Bruck e Si-
egel afirmam em [28] que isso significa uma melhora significativa no decodificador do tipo
sindrome com relagao ao complexidade do decodificador. Porém, o decodificador D,. pode
corrigir até to = [ (3t 4+ 1)/2] erros de pares, para um cédigo ciclico linear com distancia
minima de Hamming dy = 2t 4+ 1, que é menor que a capacidade de correcao do deco-
dificador do tipo sindrome para codigos lineares, como afirmado por Hirotomo, Takita e
Morii [14]. De fato, C corrige até tp erros de pares se, e somente se, dp(C) > 2tp + 1,

assim

tp < - -
P = 2 = 9 9

dp(C)—1 _2dy—1 4t+1 4t + 1 1
PO =1 2dg—1_dt+ :»tpg{ i J:QH—{—J:%.

Logo o algoritmo de decodificagao 2 pode corrigir até 2t erros de pares. Além disso,
parat =0oul, tg =2t e, parat > 2, ty < 2t, isto é, para t > 2 a capacidade de correcao

do decodificador D, é estritamente menor que o decodificador do tipo sindrome.



Capitulo 4

Cdédigos para canais de leitura de

b-simbolos

Sejam C um (n, d)-cédigo sobre o alfabeto F, e b € N, com 3 < b < n. Neste capitulo,
estudamos os canais de leitura de b-simbolos, nos quais b simbolos sao detectados em cada
operagao de leitura como apresentado por Yaakobi, Bruck e Siegel em [28] e [29]. Primei-
ramente, definimos formalmente o modelo de canal de leitura de b-simbolos. Provamos
alguma de suas propriedades basicas, de forma andloga a feita no modelo de canal de
leitura de pares de simbolos do Capitulo 2. Em seguida, nos voltamos para as construcoes
de codigos para o canal de leitura de b-simbolos. Provamos a cota de Singleton e defini-
mos os cddigos de b-simbolos MDS (Mazimum Distance Separable), como feito por Ding,
Zhang e Ge [7]. Generalizando os resultados do Capitulo 2, analisamos as propriedades
de distancia de b-simbolos dos cddigos obtidos pela intercalacao dos componentes de b
cédigos e apos descrevemos um algoritmo de decodificacao que decodifica até a capaci-
dade de correcao de um cédigo. Finalmente, estudamos as propriedades de duas familias
especificas de codigos de b-simbolos, os codigos correspondentes a todo espaco A", isto é,

C = A" e os codigos de Hamming ciclicos lineares de comprimento n = 2™ — 1, m > 3.

4.1 Propriedades Basicas

Definicao 4.1.1. Para b > 3, o vetor de b-simbolos correspondente ao vetor

r = (20, 21,...,2,_1) € A" € definido como

7Tb($> = [(.@0, Ce ,xb_l), ey (Z‘n_l, oy - .- ,.Z‘b_g)] € (.Ab)n .
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Nos referimos a cada coordenada de m,(x) como b-simbolos. Nos referimos a i-ésima co-
ordenada do vetor m,(x) com m,(x); = (2, Tiv1, .- ., Titp_1). Por conveniéncia de notagao,

se my(x); ndo é a b-upla nula, escrevemos m,(x); # 0.

Definicao 4.1.2. O cédigo de leitura de b-simbolos de um cddigo C é
m(C) = {m(c); c € C}.

Definicao 4.1.3. A distancia de b-simbolos entre z e y, denotada por dy(z,y), € o

numero inteiro

dyp(,y) = du(m(z), m(y)) =] {i; m(x): # m(y)i} | -

Por simplicidade, nos referimos a esta distancia como b-distancia.

Proposigao 4.1.4. Dados u,v,w € A", valem as sequintes propriedades:

i) Positividade: dy(z,y) > 0; com dp(z,y) =0 < x =y.

i) Simetria: dy(z,y) = dp(y, x).

iii) Desigualdade Triangular: dy(x,y) < dp(x,w) + dp(w,y).
Demonstracao. Os dois primeiros itens sao trivias. Para provar a desigualdade triangular
observe que se m,(x); # m(y)i, para algum i = 0,...,n — 1, entdo soma-se um a dy(x,y) e
pelo menos um a dy(x, w) 4+ dy(w, y), pois, caso contrario, se somassemos zero a dp(x, w) +
dy(w,y), terfamos my(x); = m(w); e m(w); = m(y):, 0 que implicaria m(x); = m(y);,
contradizendo a hipétese. Logo, dy(z,y) < dy(z, w) + dp(w, y). O

Pela Proposicao 4.1.4, tem-se que a b-distancia é uma métrica.

Definigao 4.1.5. A b-distancia minima de um cdédigo C, denotada por dy(C), é definida

como

dy = dp(C) = min{dp(z,y) | =,y € Cex # y}.

Em geral, um cédigo C sobre A" de comprimento n, tamanho M e b-distancia minima

dy é chamado de (n, M, d),-cédigo de b simbolos, com ¢ =| A" |.

Definigcao 4.1.6. Dado x € A", definimos o b-peso de um vetor x como

wp(®) = wi(m(x)) =[ {i; m(x); # 0} | .
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Em outras palavras, wy(z) = dp(z,0), para todo z € A",

Definicao 4.1.7. O b-peso de um codigo linear C € o inteiro
wy(C) = minfwy(x) | x € C\ {0}}.
Proposicao 4.1.8. Seja C C A™ um codigo linear, temos
(i) dp(z,y) = wp(x — y), para todos x,y € A".
(i) dp(C) = wy(C).
Demonstracao. Primeiramente, temos

()i +m(y)i = (26, Tigrs - Tivo—1) + Ui, Yit1s - - Yito—1)

(@5 + Yis Tig1 + Yir1, - -+ Tigoo1 + Yirv—1) = T(T + Y)s-

O item (i) segue diretamente das defini¢oes de b-distancia e de b-peso de vetores

dy(z,y) = du(m(z),m(y)) ={i | m(z): # m(y:)}
= {i| m(z); — m(y): # 0}
= {i| m(z—y) # 0}
= wy(m(r —y)) = wp(x —y).

O item (i) segue do fato que, para todos os vetores z,y € C com z # y, tem-se

z=x—y€C\ {0} pois C é um cbdigo linear. Assim,

dy(C) = min{dy(z,y) |z,y €Cex#y} =min{w(z—y)|x,y €Cex#y}
= min{wy(z) | z € C\ {0}} = wp(C).

m
Observagao: Se A = {0,1}, entao dp(z,y) = wp(x + y), pois —y = y, para todo
y € A.
A seguinte proposicao é uma generalizacao natural da Proposicao 2.1.10.

Proposicao 4.1.9. Seja x = (g, z1,...,2,-1) € A" tal que 0 < wy(x) < n—(b—1).
Entao
wp(z) +b—1<wy(z) <b wy(z).
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Demonstracao. Seja S = {i; z; # 0}, entao | S |= wy(z). Como todo simbolo z; aparece
em b coordenadas de m,(x), o nimero de b-simbolos nao nulos em 7,(z) é no méximo

| S| -b=wpy(x)-b, implicando no limite superior wy(z) < b-wy(x).

Para provar o limite inferior, consideramos dois casos. Primeiro, assuma que x nao
possua um conjunto com b ou mais zeros consecutivos. Entao, para cada indice 7, temos

mp(x); # 0 e, assim, wy(z) = n, o que implica

wp(@)+b—1<n—(b—=1)+(b—1) =n=wx).

Agora, considere o caso em que x contenha uma sequéncia de no minimo b zeros
consecutivos. Como, por hipétese wy(z) > 0, z possui pelo menos uma coordenada nao
nula, dai podemos encontrar um indice k tal que x, = 211 = ... = X1 = 0, €
Tpyp 7 0. Assim, para todo k+1 < i < k+b— 1, temos m(z); # 0. Além disso, para
todo i tal que x; # 0, temos também 7,(x); # 0. Logo

wy(z) > wg(z) +b—1.

O
O resultado a seguir é uma generalizacao do Corolario 2.1.11.
Corolario 4.1.10. Se C € um cddigo linear tal que 0 < dy(C) <n — (b— 1), entdo
dg(C)+b—1<dy(C) <b-dy(C).
Demonstragao. Existem z,y € C com x # y tais que dy(x,y) = du(C). Pela

Proposicao 4.1.8, wy(x —y) = dy(x,y) = dg(C). Como C é linear, z = z —y € C, logo
wp(z) = dg(C) o que implica 0 < wgy(z) < n — (b — 1). Assim, pela
Proposigao 4.1.9, wy(z) + b — 1 < wy(z) < b-wpy(z) e, portanto,

di(C) +b—1<dy(C) <b-du(C).

[
Proposicao 4.1.11. Para todo vetor nao nulo x = (xg,21,...,Tp_1) em A", com
0 < wp(z) < n, temos wpi1() > wp(x) + 1.
Demonstracio. E claro que wyyi(z) > wy(z), pois se m(x); = (24, Tiv1,- . Tisp_1) £ 0
entdo mp1(2); = (T, Tig1, -, Tigp) # 0, com 0 < i < n — 1. Além disso, como 0 <
wy(z) < m, existe 0 < j < n —1 tal que m(z); = (25, Tj41, .-, Tjrp-1) = 0 € 24 # 0.

Assim, 741 (2); = (24,541, ..., i) 7 0 €, portanto, wpi1(z) > wy(x) + 1. O
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Exemplo 4.1.12.

w(1110000) = 3,  ws(1110000) =5,  w,(1110000) = 6
w(1100001) = 3,  w3(1100001) =5,  w,(1100001) = 6
w(1101000) = 3,  ws(1101000) = 6,  w4(1101000) = 7
w(1010100) = 3,  w3(1010100) =7,  w,(1010100) = 7

Observe que, quanto mais proximas as coordenadas nao nulas de um vetor estao uma
das outras, menor é seu b-peso. Assim, para um peso de Hamming fixo, o menor b-
peso acontece quando todas as coordenadas nao nulas estao em posicoes consecutivas

ciclicamente.

De forma analoga a Teoria Cléssica de Codigos, o préximo resultado limita o nimero

de elementos de um codigo C com comprimento e b-distancia minima fixa.

Teorema 4.1.13 (Cota de Singleton). Sejam g > 2 eb < d, <n. SeC é um (n, M,dy),-

cédigo de b-simbolos, entdo M < ¢q"~+?,

Demonstra¢ao. Suponha que C é um (n, M, dy)-cédigo de b-simbolos, com g > 2e b < dj, <
n. Exclua as ultimas d, — b coordenadas de todas as palavras de C. Note que quaisquer
dy — b coordenadas consecutivas contribuem em no maximo d, — 1 a b-distancia. Assim,
os vetores resultantes de comprimento n — d, + b continuam distintos, pois a menor b-
distancia entre dois vetores de C é d;,. Como o niimero méaximo de vetores de comprimento
n —dy + b sobre F, é ¢"~%*° temos M < g"~%+b, ]

Definicao 4.1.14. Um (n, M, d,),-cddigo linear de b-simbolos C, com M = q"~®+tt ¢
chamado de cédigo de b-simbolos MDS (Mazimum Distance Separable).

Teorema 4.1.15. Um (n,dy),-codigo de b simbolos MDS, com d, < n, € também um
(n,dp + 1),-cddigo de b+ 1 simbolos MDS.

Demonstragao. Para todo ¢ € C, wy(c) > dy, pela Proposigao 4.1.11, wyi1(c) > dp + 1.
Assim, dyy > dy + 1. Dai | C |= ¢"~%*0 > gn=dnitb+l 000, pelo Teorema 4.1.13, C
¢ um cédigo de b-simbolos MDS. Além disso, como ¢"~ %0 = ¢n=d+1+0+1 temos dy,q =
dy + 1. L]

Do Teorema 4.1.15 é possivel encontrar novas familias de codigos de b-simbolos MDS
a partir de cada familia de cédigos MDS apresentados nos artigos [5], [7], [8] e [16].

No artigo [7], Ding, Zhang e Ge fazem construgoes de cdédigos MDS de b-simbolos a

partir da Geometria Projetiva e codigos constaciclicos.
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A partir de agora utilizaremos apenas o alfabeto A = {0, 1}.

Nosso préximo objetivo é generalizar adequadamente o Lema 2.4.1, dando uma carac-
terizagao util de wy(x), para b > 3 arbitrario. Para fazer isso, introduzimos, para todo
x € A" um vetor auxiliar £ € A", obtido do seguinte modo: em toda sequéncia de b—2, ou
menos, zeros consecutivos em x cada entrada sera trocada por 1. Formalmente, definimos
& como segue. Se (T, Tit1,y -y Tivks Titkt1) = (1,0,...,0,1), para algum 0 <i<mn—1le
E<b—2,entao &; =1 —x; =1, parat+1 < j < ¢+ k. Para todos os outros valores de

j, fj = $j.
Exemplo 4.1.16. Sejam b=4 e x = (0,1,1,0,0,0,1,0). Entao

#=(1,1,1,0,0,0,1,1).

Note que a sequéncia de zeros consecutivos comec¢a na posi¢ao 3 e tem comprimento
3>b—2=2, assim esses zeros nao mudam em T, enquanto que a Sequéncia de zeros Ci-
clicamente consecutivos, comec¢ando na posicao 7, tem comprimento 2 = b—2 e, portanto,
esses sao 0s zeros que mudam para 1.

Agora, nos afirmamos e provamos a generalizacao do Lema 2.4.1, para b > 3.

Lema 4.1.17. Para qualquer x € A" e inteiro b > 3,

wH(fv’) .

wp(z) =wg(T)+(b—1) -

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiro que wy(x) = wy(Z). As tinicas posigoes j para as
quais m,(x); e m(2); diferem sdo as que my(x); = (25, ..., T;4p—1) contém uma sequéncia

de comprimento k£ + 2 da forma

(xia Tit1y--- 7xi+k7xi+k+1) = (17 07 R 707 1)7

com k < b — 2. As entradas nulas x;,1, ..., 2y, aparecem no j-ésimo simbolo de m,(x)
para i —b+ 2 < j < i+ k. Entretanto, como x; = x;,;11 = 1, nessa faixa de valores de j,
vemos que ambos m,(z); # 0 e m(Z); # 0. Para todas as outras posigoes j, as coordenadas

correspondentes de m,(z); e m(Z); s@o as mesmas e assim m,(x); # O se, e somente se,
Wb(ff)j 7é 0.

Agora, vamos determinar o valor de w,(Z), fazendo uso do fato que qualquer sequéncia

de zeros consecutivos em Z tem comprimento no minimo b— 1, pois nas sequéncias menores
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os zeros de x se tornam um em Z. Seja

S() == {Z, 7Tb<i’>i 7é 0, .fz == 1},
S1o= {i; m(2); #0, 2, =0, 2511 = 1},

Sp—o = {6 m(2); 0, &= ... = Tijp—3 =0, Tippo = 1},

A

Sp—1 = {i; Wb(ff?)i 7& 0, z;=...= ii'z'+b—2 =0, fz‘+b—1 = 1}>

Claramente, wgy(Z) =| Sy | e, como S; N.S; = 0, para todo 0 < j <1 <b— 1, também

temos
b—1 b—1
w(@) =S =D 151
i=0 i=0
Agora, vamos mostrar que, para todo 2 < [ < b—1, | Sy |=] S; | . Sei € S

entdo (Z;,Zi+1) = (0,1). Como em & nao existe sequéncia com menos que b — 1 zeros
consecutivos, temos

(Fi—(pzys - 21sig1) = (0,...,0,1).

Note que m(x);—-1) # 0, pois como 2 < [ < b—1, temos i —(b—2) < i—(I—-1) <i—1.
Assim Z;_q_1y=...=2;=0e 241 = 1,dafl i — (I — 1) € S;. Logo, | Sy |[>| Sy | . Para a

inequacao oposta, note se ¢ € S;, [ > 1, entao

(Li'i, jji—l—l; .o 7£i+l—17 jji—{—l) == (0, e ,O, 1)

Assim, (Z;4y-1, %) = (0,1), entdo i +1—1 € Sy, implicando que | S; |> | S; | . Logo,
| S1|=| S; |, para todo 2 <1 < b—1. Como em (2.2), o vetor &’ é definido por

= (To+ F1,...,Tn1 + o),

e, assim, como na prova do Lema 2.4.1, | S} |= WHT(:”,) Logo

b—1 o
wp(z) = wy(@) = Z S 1= wn (@) + (b —1) - 2

Exemplo 4.1.18. Sejam b=4 ¢ x = (1,0,0,0,1,0,0,1). Entio wy(z) = 3,

m4(z) = (1000, 0001, 0010,0100, 1001, 0011,0110, 1100),
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e, assim, wy(x) = 8. Note que wy(x) +b—1=6 < wy(x) =8 <4 wg(z) = 12, ou seja,

a Proposi¢ao 4.1.9 € satisfeita. Temos ainda
#=(1,0,0,0,1,1,1,1) e ' = (1,0,0,1,0,0,0,0),

logo wy(T) =5 ewy (') = 2. Assim, wy(x) = wy(2) =8 =wy(2)+ (4 —-1) - WHT(QE/), ou

seja, a relagao no Lema 4.1.17 € claramente satisfeita.

Agora demonstramos a capacidade de correcao de um cdédigo de b-simbolos em um

alfabeto A qualquer.

Proposicao 4.1.19. Um codigo C pode corrigir até t erros de b-simbolos se, e somente
se, dy(C) > 2t + 1.

Demonstra¢ao. Suponha que o cédigo C contenha duas palavras u e v com b-distancia
de no maximo 2t entre elas, isto é, m,(u) difere em no maximo 2t b-simbolos de m;(v).
Seja w um vetor de b simbolos que coincida com m,(u) em todas as posigoes i tais que
mp(u); = mp(v); e nos t primeiros b-simbolos nos quais m,(u) difere de m,(v). Além disso,
deixe w coincidir com m,(v) nas posigoes restantes (se dp(u,v) < t, tome w = my(u)).
Assim dy(mp(u), w) <t e dy(m(v),w) <t.

Agora, suponha que w ¢é recebida junto com a informacao de que no maximo t erros
de b-simbolos ocorreram. Entdo u e v podem ter sido transmitidos (ou até mesmo outra
palavra do c6digo). Assim, ndo existe uma maneira de decidir qual palavra foi transmitida,

logo existe uma falha ao corrigir até t erros de b-simbolos.

Por outro lado, suponha que d,(C) < 2t + 1 e uma palavra w for recebida junto com
a informacao de que um erro de peso no maximo ¢ ocorreu. Se houvessem duas palavras

u e v com distancia no maximo t de w, entao, pela desigualdade triangular, teriamos
dy(u,v) < dy(u, w) + dp(w, v) < 2t,

contradizendo a hipotese. Logo, existe uma unica palavra u com distancia maxima ¢ de

w e, portanto, podemos deduzir que u foi transmitido. O

Na proxima secao, vamos estudar a b-distancia de um codigo “intercalado”. Notamos
que uma extensao do Teorema 2.4.3 nao ¢é direta de derivar neste caso, ou seja, se ¢ é uma
palavra de um cédigo linear ciclico C, entao os vetores ¢ e ¢ nao pertencem necessariamente
ao codigo C e assim nao € possivel usar o Lema 4.1.17 para chegar a um limite na b-distancia

minima de um cédigo ciclico binario.
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4.2 Construcao de cédigos por intercalacao

O esquema de intercalacao estudado em [3] gera c6digos C que satisfazem
dp(C) = 2dg(C). Vamos mostrar como essa construcao pode ser generalizada para b > 3
arbitrario e, assim, entao geramos cédigos que satisfazem d,(C) = b-dy(C). Este resultado
também mostra que o limite superior na b-distancia minima indicada no Corolario 4.1.10
é mantida. A notacao padrao de (n, M, d) sera usado para denotar os parametros de um

codigo binario de comprimento n, tamanho M e distancia minima de Hamming d.

Definicao 4.2.1. Dada uma cole¢ao de b codigos Cy, . ..,Cy_1, 0 codigo intercalado C

¢ definido como seque:

C = {(CO,Oa -3 Cp—10,C0,15---,C—1,1,---,C0n—-1y- - - 7Cb71,n71);
¢ = (Cioy. s Cin-1) €Csy para 0 <i <b—1}. (4.1)
Teorema 4.2.2. Seja {Co,...,Co1} um conjunto de b cddigos bindrios com respectivos

parametros (n, M;, d;), para 0 < i < b—1. Entdo o cddigo intercalado (Defini¢ao 4.2.1) é

um (bn, H?;é M;, ming<i<p—1{d;})-cddigo que satisfaz

db(C) = b . dH(C) = b . mingsl‘gb_l{di}.

Demonstracao. Claramente o comprimento de C é bn e M = H?;é M;, pois é o nimero de
combinagdes possiveis das palavras de Cy,...,Cy_1; como em (4.1). Note que se u,v € C,

entao

dy(u,v) =

{G,)) |uy =05, 0<i<b—1,0<j<n—1leu,v; €C}|
b—1 b—1
= | {j | uj =viy, 0< 5 <n—1} |:ZdH(Ui7Ui)a

— i=0

%

com u;, v; € C;. Dali,
dy(C) = min{dy(u,v) | u,v €Ceu#v}

b—1

= mm{ZdH(uz,vl)]ul,vlecz,nggb—leul#vl}
=0

= min{d; | 0<i<b—1}.

De fato, se ¢;, u; € C; sdo tais que dy(c;, u;) = d;, para

dH((O,...,C@(),O,...70,61"“_1,0,...,O),(0,...7Ui70,0,...,07ui7n_170,...,0)>

b—1
=d; < dp(u;,v;), para todos i = 0,...,b— 1.

@
Il
=)
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Logo, dg(C) = min{d;; 0 <i <b—1}.

Seja ¢ € C. Entao ¢ = (Co,0s---5Cb—1,05C01s--+5Cbo11s-->C0m—1s---5Cbh—1n—1), Obtido

intercalando palavras ¢; = (¢;0,...,¢in-1) € C;, 0 <7 <b—1.

Se ¢ # 0, entao ¢; # 0, para algum 0 < ¢ < b — 1. Os simbolos em ¢; sao separados
por b posicoes de um para o outro em c e, assim, para cada coordenada j de ¢; nao nula,
mp(c)j—; € ndo nulo, com 0 <[ < b— 1, isto é, existem no minimo b - wy(¢;) simbolos em

mp(¢) que ndo sao nulos. Assim,

wb(c) Z b . WH(Q') Z b . minogigb_l{di} = b . dH(C)

Em particular, dy(C) = wy(C) > b - du(C).

A inequacao contraria segue do fato de que existe um palavra ¢ € C tal que wgy(c) =
dy(C), como
wplc) <n<(b-1)(n—-1)+n=bn—(b—1),

lembrando que bn é o comprimento de C, podemos usar a Proposicao 4.1.9,

db(C) S wb(c) S b- CUH(C) =b- dH(C)

Portanto, d,(C) = b - dy(C), como afirmado.

]

De acordo com a Proposicao 4.1.19 e com o Teorema 4.2.2, o cédigo intercalado C
pode corrigir até |d,(C) — 1)/2] erros de b-simbolos. Agora, descrevemos um algoritmo

para C que alcanca o raio de decodificagao.

Um decodificador para cédigos intercalados

Para um vetor ¢ = (cg, . .., ¢,_1) definimos o vetor de comprimento bn

(C)b: (Co,...,Co,...,Cnfl,...,Cnfl)

obtido repetindo b vezes cada coordenada em c. Agora, para cada componente C;,

0 <i<b-—1,do cddigo intercalado C, seja (C;), 0 codigo de comprimento bn

(Ci)p = {(c)p; c €C;}.
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Se C; é um (n, M;, d;)-cédigo, entao (C;), é um (bn, M;, bd;)-codigo. Assumimos que,
para o codigo C;, exista um decodificador de distancia limitada D; que corrija erros de
peso até o raio de decodificagdo. Como o cddigo (C;), pode ser interpretado com uma
concatenagao de um cédigo externo C; e um cédigo interno de b repetigoes, como defi-

nido na Se¢ao 1.9, podemos também assumir que (C;), tem um decodificador (D;), que
bd;—1
2

pode corrigir até | | erros. Para mais detalhes deste decodificador (D;), a partir do

decodificador D;, verificar a Secao 1.9 e o Exemplo 4.2.4.

Considere uma palavra ¢ € C dada por

Cc = (6070, ceeyCp—10,C015---5Cb—1,15---,C0n—1y- - - 7Cb—1,n—1)a

com ¢; = (¢i0,City.--,Cin-1) € Ci, para todo 0 < i < b — 1. Sejam m,(c) o vetor de
b-simbolos de ¢ e y o vetor de b-simbolos recebido de comprimento bn. Representamos y

como

Y= (?/07 soe 7ylm—1)7

com y; = (?Jj,oa 3 Yjp-1), para 0 < j < bn — 1. Assumimos

du(y, m(c)) < [(dp(C) —1)/2].

Se indexarmos as posi¢oes das coordenadas em ¢ de 0 a bn — 1, a coordenada ¢;
em c fica na posi¢ao (jb+ 1), para 0 < i < b—1, 0 < j < n — 1. Cada coordenada
c;,j € lida b vezes, correspondendo aos componentes Yjpii—(b—1)b—1, - - - » Yjori—1,1, € Yjbti,05

respectivamente.

Em seguida, combinamos essas estimativas de ¢; ; em um vetor bindrio g, ; para 0 <
1<b—1,0<j5<n-—1,noqual

?i,j = (yijrif(bfl),bflv <o Yjbti—1,1, yijri,O)-

Finalmente, o vetor y, tratado como um vetor bindrio, é particionado nos seguintes b

vetores, cada um com comprimento bn:

Yy = (yi,O’yi,b s 7yi,n71)a
para 0 <i<b— 1.

Lema 4.2.3. Para 0 <1< b—1 edy a distancia minima de Hamming sobre o alfabeto

bindrio A, temos

du (Y, (ci)p) < [(do(C) = 1)/2].
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Demonstragao. Primeiro, para 0 < ¢ < b — 1, todo y; é uma versao com erros da palavra

(Ci)b = (Ci,(b e G0y Cin—1, - - 7Ci,n—1) S (Cz’)b-

Além disso, todo erro de b-simbolos em y pode mudar no maximo uma das entradas em

todo 7; e assim a distancia binaria de Hamming entre (¢;)p e §; ¢ no méximo | (d,(C)—1)/2],

A (Y, (ci)o) < {%J :

isto é,

Finalmente, do Teorema 4.2.2, temos

Vb((/g_lJ _ {b.dH(g’) ~ 1J . {b.dg— 1J |

para todo i, com 1 <4 <b. Assim, o decodificador (D;), pode decodificar com sucesso a

palavra 7,. Entao, para 0 < i < b—1, a palavra ¢; é decodificada com sucesso e, portanto,

a palavra ¢ também é.
Exemplo 4.2.4. Considere os codigos:

Co = {0000000,1101010}
C; = {0000000,0111111}
C, = {0000000,1001111,1111001,0110110}

com dy(Co) =4, dy(C1) =6 e dy(C2) = 4. Entdo o cddigo intercalado é

C = {000000000000000000000,001000000001001001001,001001001001000000001,
000001001000001001000, 000010010010010010010, 001010010011011011011,
001011011011010010011,000011011010011011010, 100100000100000100000,
101100000101001101001, 101101001101000100001, 100101001100001101000,
100110010110010110010,101110010111011111011,101111011111010110011,
100111011110011111010}.

E facil verificar que dg(C) = 4 e d3(C) = 12 = 3 - dy(C), como no Teorema 4.2.2.

Suponha que seja recebida a palavra

y = [(111),(011),(100), (111),(110), (001), (011), (111), (111), (101), (001), (101),
(010), (101), (011), (110), (100), (001), (011), (111), (111)].

Temos:

Too = (Yo-2.2,Yo-1,1,40,0) = (Yn—2.2,Yn—1,1, Yo,0) = (111)
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’ : (V10,2 Y111, Y12,0) = (100)
yO,Q = (y4,27 y5,17 yG,O) = (OOO) 50’5 = <y1372’ y1471’ y15,0) — (111)
Yos = (Wr2:¥s1,%00) = (111) Tog = (Y162, Y171, Y180) = (000).

Toa = W2, y21,y30) = (101) oy

Dai, y, = [(111), (101), (000), (111), (100), (111), (000)]. Pela Se¢io 1.9, para aplicar
o decodificador (D;),, primeiramente, decodificamos o cddigo interno de repeticio de cada
vetor Yo ;, com 0 <@ < 6. Por exemplo, o vetor ¥, 4 possui duas entradas nulas e uma nao
nula, logo a decodificagao de tal vetor é 0. Assim, obtemos ¢, = (1101010) que pertence a

_ A
Co, logo cy = c.

Y10 = (Y-1.2,Y0,1,Y1,0) = (Yn-12, Y01, Y1.0) = (110)

7 (011)
Yo = Ws2,¥61,070) = (111) 715 = (Ya2,¥151,%160) = (111)
Uiz = (Ys2,Y0,1,%100) = (100)

Uia = (Y2 %121,4130) = (111)

)

U1 = (Y2.2,Y31,Ya0)

Yig = (Y172, Y181, Y190) = (111).
Dai, 7, = [(110), (011), (111), (100), (111), (111), (111)]. Pela Se¢io 1.9, para aplicar

o decodificador (D;),, primeiramente, decodificamos o cdodigo interno de repetigcio de cada
vetor o, com 0 < i < 6. Assim, obtemos ¢i = (1110111) que ndo pertence ao cédigo.

Como dg(cy,0000000) =6 e dy(c},0111111) = 2, temos ¢; = (0111111).

Y20 (Y02, Y11, 920) = (111)  _

7 You = (Y122,¥131,5140) = (000)
You = (U32:¥11,950) = (110) _

_ Yos = (Y152,¥161,%170) = (000)
Y22 = (y6,27 Y1, ys,o) = (111) °~

- Yoo = (h182,%10.1,Y200) = (111).
Uos = (Yo2,Y101,%110) = (101)

)

Dai, y, = [(111), (110), (111), (101), (000), (000), (111)]. Pela Se¢io 1.9, para aplicar
o decodificador (D;),, primeiramente, decodificamos o cdodigo interno de repeticio de cada

vetor 7, ;, com 0 < i < 6. Assim, obtemos ¢y, = (1111001) que pertence a Cy, logo ¢y = c}.

Portanto, intercalando os vetores ¢y, ¢ e co, obtemos ¢ = (101111011111010110011).

4.3 Cbdigos com distancia minima de Hamming pe-

quena

Nesta segao estudamos a b-distancia minima de duas classes especiais de codigos de
b-simbolos. A primeira classe corresponde aos codigos “completos”, isto é, quando con-
sideramos C = A" (todo o espago ambiente) e a segunda, quando consideramos C um

coddigo de Hamming linear e ciclico.

Dado um vetor x de comprimento n em A", cada coordenada 0 < 7 < n, esta contida
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em b coordenadas do vetor m,(z), a saber,

7Tb(£)i-b+1 = (Ii—b+17 Ti—bt2y - - - ;951');
T(T)ibr2 = (Ticpr2, Ticpyss - Tis Tig1),
Wb(ﬁ)i = ($i7$¢+17~-,9€z‘+b—1)-
Seja y = (Yo, Y1, - - -, Yn—1) um vetor recebido. O decodificador majoritdrio gera, para cada

coordenada 0 <7 < n, o valor que mais se repete entre suas b coordenadas constituintes,
ou 7, se b é par e o numero de zeros e uns ¢ igual. O lema seguinte fornece a b-distancia
minima do cédigo C = A" e prova que o decodificador majoritario pode ser usado para

decodificar até a capacidade de correcao do b-cédigo de C.

Lema 4.3.1. Seja C = A". Para todo b > 3, a b-distancia minima satisfaz dy(C) = b e

o decodificador majoritdrio pode corrigir até Lb%lj b-simbolos de erros.

Demonstragao. Seja x € C um vetor nao nulo, se 0 < wy(z) < n—(b—1), entdo wy(x) > 1

e, pela Proposigao 4.1.9,
wp(z) > wg(r)+b—-1>14+b—1=0.

Se wy(z) >n — (b—1), isto é, wy(z) > n — (b — 2). Vamos mostrar que w,(x) = n. Seja
wo(z) ={i; 0<i<n—1lex; =0}, entdo | wo(z) |[=n—wg(z) <n—(n—(b—2)) = b—2,
isto é, x possui no maximo b — 2 entradas nulas. Como cada coordenada de m,(x) é uma

sequéncia de b-simbolos, nao ha como uma dessas entradas ser nula. Assim, w,(z) =n > b.
Portanto, para todo « € C nao nulo, wy(z) > b.

Agora observe que, para qualquer palavra ¢ € C, com wg(c) = 1, existei =0,...,n—1
tal que ¢; # 0. Dai, m(c)s, mp(€)iz1, . .., m(¢)i—(p—1) 580 coordenadas nao nulas de m(c).
Temos ainda m(c); = 0, para todo j € {0,...,n—1}\{i—(b—1),i—(b—2),... i}, pois
¢; =0, para todo j #14, j =0,...,n — 1. Logo, wy(x) = b e, portanto, d,(C) = b.

Suponha que existam ¢t < LI’_TlJ b-simbolos com erros em uma versao recebida de m,(z).
Entao, para cada i = 0,...,n — 1, x; pode estar errada em no maximo ¢ dos b-simbolos
. b—1 b—1 _

aos quais x; pertence, a saber, ()i, Tp(2)i-1, . . ., Tp(x)i—p—1). Como t < LTJ <5 =
§+§ < g, entao em pelo menos §+1 dos mp(x);, com 0 < j <n—1, a coordenada x; esta
correta (e sao iguais). Logo o decodificador majoritario corrige esta como x; e, portanto,

corrige o vetor x. O

Fizemos um pequena alteragao na demonstracao do Lema 4.3.1, proposta por Yaakobi,

Bruck and Siegel [28, Lemma 6], pois a afirmacao x # 0 e = # 1, ndo implica em
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wp(2') > 2, como ¢é afirmado no artigo. De fato, se # = (11011111), entao z = (11111111)
e &’ = (00000000), assim wg (") = 0.

Exemplo 4.3.2. Seja C ={0,1}* e b = 3, entao

C = {0000,1000,0100,0010,0001,1100,1010, 1001, 1110, 1011, 1101, 0110,
0101,0111,0011,1111}.

Dai wy(0000) = 0, wy(1000) = wy(0100) = wy(0010) = wy(0001) = 3 e wy(1100) =
wp(1010) = wy(1001) = wy(1110) = wy(1011) = wy(1101) = wy(0110) = w,(0101) =
wp(0111) = wp(0011) = wy(1111) = 4, logo w,(C) = 3.

Agora, suponha que recebemos o vetory = [(100), (001), (001), (010)]. Note que my(x) =
[(zo, 1, 22), (21, T2, x3), (T2, T3, o), (T3, To, x1)] entdo a primeira coordenada de y, (100)
corresponde a (g, x1,x2), a seqgunda (001) corresponde a (xy,x2,x3), € assim sucessiva-
mente. Dai, temos que xo vale 1, x1 vale 0 e x5 vale 0 em cada b-simbolo correspondente,
logo xg =1 e xy = x9 = 0. Além disso, x3 vale 1,0 e 0 em cada b-simbolo correspondente,

assim o decodificador majoritdrio gera x3 = 0, logo x = (1000).

O lema seguinte considera a b-distancia de um cddigo linear ciclico de Hamming,
dando uma generalizacao da observacao feita no Exemplo 2.3.6 de que cédigos de pares
de cédigos de Hamming ciclicos, com n = 2™ — 1 e m > 2, possuem distancia minima de

pares dp = 5.

Lema 4.3.3. SeC € um codigo de Hamming linear e ciclico, com comprimenton = 2™—1
eb+2<m, entio d,(C) = 2b+ 1.

Demonstracao. Seja r € C uma palavra nao nula. Para z, definido na pagina 97, mos-
traremos que wy(Z) > 2b + 1, dai como w,(Z) = wy(z), temos d,(C) > 2b + 1. Note que,
como z difere de x apenas nas sequéncias de no maximo b — 2 zeros consecutivos em
x, temos wy (Z) > wy(z) > dy(C) = 3. Assuma & # 1, entdo wy(#') é um inteiro par
positivo nao nulo (Observacao 2.4.2). Se wy (') > 4, entdo, de acordo com o Lema 4.1.17,
wy(z) >3+ (b—1)-3=2b+1.

Se wy (7') = 2, entao existem i, j € {0,...,n — 1}, com i # j tais que &} =1 e 2} =1,
e as demais coordenadas de 2’ todas nulas. Dai, Z; # Z;1+1 e ; # Z;41. Note que nao pode
acontecer ; = &; =1 e ;31 = Zj41 = 0 e nem mesmo &; # Z; = 0 e i1 = Tj411 = 1,
pois, como Z; = 0, para todo [ # 4,7, no primeiro caso teriamos #;1; = 0, para todo
1 <1< j—i—1 Assim terfamos 2 , = #; 1 +2; = 0+1 = 1, contradizendo a hipétese.
De forma andloga, verifica-se que nao pode acontecer &; # &, = 0 e T;41 = Z,41 = 1.

Logo,oufci:i‘jﬂ:1ei‘iﬂ::%j:()oui’i:a?jﬂ:(]e:iﬂl:ij:l.
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Se .ffl :i'j+1 =1le :i‘i—y—l :.f%j :O, entao

[%:(JA,’(),...,Zfi_l,.i‘i,ffi+1,...,i’j,JA,’j_H,...,JA?n_l):(]_,...,1,1,0,...,0,1...,1).
Se i’l :ijﬁ-l =0e ii—&-l :.QA?]' = 1, entao

[)Afz(JAI(),...,Zfi_l,.i‘i,ﬁfi+1,...,jfj,ffj+1,...,i‘n_1>:(O,...,0,0,1,...,1,0...,0).

Portanto, & contém um tnica sequéncia de uns consecutivos, cujo comprimento s deve
satisfazer s > m. Caso contrario, se s < m, as entradas nao nulas da palavra x serao
restritas a no maximo m — 1. Se ¢g(z) é um polinémio gerador de grau m do c6digo, isso
significaria que existe um polindmio nao nulo de grau no maximo m — 1 que é um multiplo

de g(z) (Corolario 1.4.9), o que é impossivel. Assim, pelo Lema 4.1.17,

=m+b—1>2b+1.

| DO

wb(:i")zm—l—(b—l)

Finalmente, notamos que se & = 1, entao wy(z) =n > 2b+ 1, para b >3 em > b+ 2.

Para mostrar que d,(C) = 2b+1, observe que C contém um palavra z tal que wy(z) = 3,

r9g=x1 =1, z,, =1 e, entre z; e z,, e entre xz,, e xo ha no minimo b — 1 coordenadas.
2 [z]

<zM+z+1>

a elemento primitivo de FJ* tal que o™ + o + 1 = 0. Assim, como visto na pagina 17,

Isso é possivel, pois f(z) = 2™ +x + 1 é irredutivel sobre Fy, dai Fom = e existe

Hxt=14+a+a™=0,isto é, x € C. Além disso, x possui m — 2 > b zeros entre z; e x,,

e 2™ — 2 —m > b zeros entre x,, e xo. Logo, wy(x) =20+ 1. O



Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento inicial de duas novas classes de codigos,
0s codigos para canais de leitura de pares de simbolos e os codigos para canais de leitura
de b-simbolos, fazendo um paralelo com a Teoria Cléassica dos Cédigos Corretores de Er-
ros. Além das defini¢oes e resultados discutidos no decorrer deste trabalho, recentemente
tomamos conhecimento de novas referéncias sobre o tema, as quais nos referimos sucinta-

mente a seguir.

Em [11], Elisshco, Gabrysy e Yaakobi mostram como estender a cota de Johnson e a
cota de programacao linear para cédigos de pares de simbolos e que estas novas cotas sao
melhores que as cotas apresentadas na Secao 2.5. Nesse artigo também sao apresentadas
construgoes de codigos com distancia minima relativa de pares pequena, a saber entre

quatro e dez.

Sun, Zhu e Wang [26] estudaram a exata distancia de pares de cédigos ciclicos de
comprimento p’ sobre FP". Dinh et al. [9] estabeleceram a distancia de pares de cédigos
A-constaciclicos de comprimento p® sobre F?™, com p primo. Além disso, todos os cédigos

constaciclicos de pares de stmbolos MDS de comprimento p® sao obtidos.

Chen, Lin e Liu [6] apresentaram trés limitantes inferiores para a distancia minima de
cédigos constaciclicos, os dois primeiros sao generalizagoes dos Teorema 2.3.5, Teorema
2.3.9 e [[16], Lemma 4.1]. O terceiro representa um limitante inferior para a distancia
minima de cédigos ciclicos com raizes repetidas. Além disso, eles fazem construcoes de
novos codigos de pares MDS com distancia minima de pares sete e oito usando codigos

ciclicos com raizes repetidas.

Dinh et al. [10] desenvolveram uma nova técnica para determinar a b-distancia de
todos os codigos constaciclicos de comprimento p*® sobre F,m para 1 < b < LgJ Como
uma aplicacao desse método, também estabeleceram todos os codigos constaciclicos de

b-simbolos MDS de comprimento p® sobre o corpo finito Fym.

Em [20], Mostafanasab e Sevim encontraram um novo método para calcular a b-

distancia entre dois vetores de comprimento n, com n natural. Eles também mostram
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. A . 7 . ’ . . 1
a b-distancia de alguns cédigos ciclicos de comprimento p’ sobre FP™.

Percebe-se desta maneira que as pesquisas sobre estes codigos ainda estao em anda-
mento e bastante atuais pela demanda de tecnologias de transmissao de informagoes cada

vez mais rapidas e eficientes.
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