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Resumo

TEIXEIRA, Allison Wagner, D.Sc, Universidade Federal de Vicosa, novembro de
2020. Estudo de Propriedades de Sistemas com Ordem Topolégica. Orien-
tador: Jakson Miranda Fonseca. Coorientador: Vagson Luiz de Carvalho Santos.

Nesse trabalho, estudamos sistemas supercondutores e magnéticos, ambos com orde-
namento topoldgico nao trivial. Supercondutores topolégicos apresentam condigoes
para emergéncia de férmions de Majorana, cujo potencial efetivo foi calculado. Com
tal potencial, algumas caracteristicas dos sistemas foram encontradas, como ntimero
de particulas, a equacao de gap supercondutor e as condi¢oes em que supercondutivi-
dade ¢é induzida em isolantes topolégicos por efeito de proximidade. A possibilidade
de emergeéncia de férmions de Majorana em cupratos supercondutores de alta tem-
peratura critica também foi estudada. Além disso, a massa de um skyrmion em
uma rede de spin com topologia nao trivial, em funcao da velocidade foi encontrada.
Nesse caso, encontramos ainda uma transicao de fase topoldgica devido ao aumento
do numero de skyrmions que ocorre acima de uma velocidade critica. Por fim, de-
terminamos estados de configuracoes magnéticas que minimizam a energia em uma
nanocasca toroidal, que apresenta geometria com topologia nao trivial. A partir do
calculo de energia de distintas configuragoes da magnetizacao pudemos construir um

diagrama de estados.

Palavras-Chave: Topologia. Supercondutividade. Magnetismo.



Abstract

TEIXEIRA, Allison Wagner, D.Sc, Universidade Federal de Vigosa, November, 2020.
Study of Properties of Systems with Topological Order. Adviser: Jakson
Miranda Fonseca. Co-Adviser: Vagson Luiz de Carvalho Santos.

In this work we studied superconductor and magnetic systems that have non trivial
topological order. Topological superconductors present conditions to the emergence
of Majorana fermions, whose the effective potential was calculated. With this po-
tential, some characteristics of these systems were obtained, as the particle number,
superconductor gap equation and the conditions of induced superconductivity in to-
pological insulators by proximity effect. The possibility of emergency of Majorana
fermions in High-T. cuprates was studied as well. Besides, the mass of a skyrmion
in a spin lattice with non-trivial topology, as a function of the velocity, was obtai-
ned. In this case, we found a topological phase transition due the increase of the
number of skyrmions that occur above a critical velocity. Finally, we studied states
of magnetic configurations that minimizes the energy of a toroidal nanoshell, which
geometry has non trivial topology. From the calculus of the energies for distinct

magnetization configurations we obtained a diagram of states.

Keywords: Topology. Superconductivity. Magnetism.
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Notacoes e Convencoes

Quando o sistema de unidades SI nao é utilizado, unidades naturais sao as-
sumidas, como, por exemplo, A = ¢ = 1, sem alteracao na compreensao da

fenomenologia;
e h corresponde a constante de Planck e i corresponde a h/2;
e EHQ = Efeito Hall Quantico
e [T = Isolante Topoldgico
e DM = Dzyaloshinskii-Moriya
e IDM = Interagoes Dzyaloshinskii-Moriya
e LLG = Landau-Lifshitz-Gilbert
e TK = Tipo-Tokamak
e VT = Vortice Toroidal
e VP = Voértice Poloidal

e Demais definigoes e termos sao esclarecidos ao longo do texto.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1980, um novo sistema cujas propriedades proporcionaram mais um desafio
e entendimento sobre a fisica de matéria condensada foi descoberto. Tal sistema
apresentava o entao chamado Efeito Hall Quantico (EHQ), podendo se referir ao
Efeito Hall Quéantico Inteiro [1] ou ao Efeito Hall Quantico Fraciondario [2,3]. O EHQ
Fracionario, por sua vez, nao podia ser explicado utilizando conceitos conhecidos
da teoria de muitos corpos tradicional, ou mais especificamente os paradigmas de
Landau, que dispoem sobre a teoria dos liquidos de Fermi e a teoria da quebra de
simetria.

Na teoria de liquidos de Fermi, elétrons sao tratados essencialmente como
particulas livres, o que nao se aplica a um sistema com EHQ Fracionario, que é
fortemente correlacionado. Ja segundo a teoria da quebra de simetria de Landau,
diferentes fases da matéria sao distinguidas por diferentes simetrias, associando a
transicao de fase a mudanca de simetria do sistema. Porém, o EHQ Fracionario
apresenta diferentes fases a temperatura zero, mas que possuem a mesma simetria.
Ou seja, como ambas as teorias de liquidos de Fermi e da quebra de simetria de
Landau falharam em descrever um sistema que apresenta EH(Q Fracionario, princi-
palmente quanto a inexisténcia de quebra de simetria, era necessario a introducao
de novos modelos tanto matematicos quanto fisicos capazes de, quando aplicados a

sistemas desse tipo, explicar como o fenomeno acontece e prever seu comportamento.
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O EHQ ocorre ao se aplicar um forte campo magnético e um campo elétrico,
transverso ao primeiro, em um sistema eletronico bidimensional. E observado que
ao variar o campo magnético, perpendicular ao plano, a condutividade Hall varia
gradualmente com platos em valores quantizados, enquanto a condutividade longi-
tudinal se anula precisamente nesses platos, o que sugere a auséncia de transporte
longitudinal. Nesse regime, enquanto o bulk do material possui um gap de energia,
caracterizando um estado isolante, ha uma corrente elétrica ao longo das bordas, que
persiste mesmo se houver impurezas e, diferente de como ocorre em condutores con-
vencionais, nao se dissipa. Apesar de nao haver quebra de simetria, esse novo estado
da matéria possui caracteristicas especiais e pode ser diferenciado de outros estados
quanto ao chamado ordenamento topolédgico, sendo o primeiro estado quantico que
difere topologicamente dos estados conhecidos até entao [4,5].

A topologia de um sistema, que independe de algumas de suas propriedades,
esta associada a um invariante chamado invariante topologico. Do ponto de vista
geométrico, dois sistemas sao topologicamente equivalentes se um puder ser defor-
mado suave e continuamente em outro, sem que o rasgue ou fure. Uma esfera pode
ser deformada, em tais condigdes, em um cubo ou cilindro, por exemplo. Também
existe o classico exemplo, descrito na Fig. 1.1, em que uma caneca é deformada
em uma figura geométrica chamada toro, que lembra um donut. Nesse contexto,
os detalhes geométricos dos objetos nao sao importantes, sendo seu invariante to-
polégico conhecido como genus e que identifica sua topologia através da quantidade
de buracos que as geometrias possuem [4].

Ja as classificagoes topoldgicas em fisica nao definem os estados somente pe-
rante deformacgoes geométricas suaves e continuas. Podemos, por exemplo, realizar
variacoes adiabaticas e continuas na Hamiltoniana de um sistema de muitos corpos
sem que o gap de energia se feche, mantendo o estado topologicamente invariante.
Porém, caso o gap se feche e em seguida se abra durante tal variacao adiabatica,

com alguma mudanca de sinal associada, diz-se que os dois estados (antes e depois



16

-®-0

Figura 1.1: Uma caneca pode ser deformada suave e continuamente em um toro,
que sao topologicamente equivalentes. Ambas sao formas geométricas de genus = 1.

do fechamento do gap) sdo topologicamente distintos. Isso implica uma mudanca
do invariante topoldgico e das propriedades do sistema que se mantém invariantes
durante a fase topoldgica [5].

Procuramos, entao, por materiais cujas propriedades levem a uma topologia
nao trivial e que podem ser estudados do ponto de vista fisico. Nesse trabalho,
abordaremos dois tipos de sistemas que apresentam topologia nao trivial. O primeiro
tipo compreende sistemas de matéria condensada com estados supercondutores em
que topologia é associado a emergéncia de particulas especificas, e serd abordado nos
Capitulos 2, 3 4. No outro, estao sistemas magnéticos, protegidos topologicamente
pela sua geometria ou pela sua propria configuracao magnética, que sera abordado
nos Capitulos 5 e 6.

Estados supercondutores podem ser capazes de possuir caracteristicas to-
polégicas que levam a emergeéncia de particulas conhecidas como férmions de Ma-
jorana [6,7]. Essas particulas sdo associadas a um invariante topolégico, o nimero
de Majorana, e permanecem no sistema sob deformacao continua da Hamiltoniana

até que o gap se feche. Sistemas que apresentam condigoes para o surgimento de



17

estados supercondutores topoldgicos tem sido estudado extensivamente [8-10] e tem
se mostrado promissores tanto em 1D quando em 2D, e sua emergéncia auxilia tanto
na criagao de sistemas de computagao quantica [11,12] quanto na construcao de um
sintonizador termoelétrico [13], por exemplo.

Em uma dimensao, a construcao mais simples possivel para um sistema super-
condutor que apresenta tal ordem topoldgica é conhecida como cadeia de Kitaev [9].
Nesse sistema, férmions de Majorana emergem espacialmente separados, em modo
zero de energia, nas extremidades da cadeia. Ha também o estudo da inducgao de
supercondutividade na superficie de isolantes topoldgicos 3D, que sao materiais que
possuem estados de borda condutores com protecao topoldgica assim como no EHQ,
tanto no contorno de isolantes bidimensionais como na superficie de isolantes tridi-
mensionais. Essa inducao produz um estado de supercondutividade topoldgica em
duas dimensoes, que estd associada a emergéncia de férmions de Majorana ligados
a um vortice. Tal vértice é relacionado ao parametro supercondutor induzido na
superficie do isolante topoldgico (IT) [8,10], como mostrado na Fig. 1.2, onde um
filme supercondutor de onda p é aproximado da superficie de um isolante topolégico
tridimensional. Nesse caso, tanto a supercondutividade quanto as caracteristicas
do parametro supercondutor no isolante topolégico sao herdadas do filme supercon-
dutor. Além disso, o estudo acima produz resultados que sugerem uma possivel
supercondutividade topoldgica em cupratos, que sao sistemas baseados em planos
de cobre e oxigénio e que apresentam estados de supercondutividade de alta tempe-
ratura critica. Cupratos supercondutores, portanto, se tornam fortes candidatos a
possuirem topologia nao trivial e emergeéncia de férmions de Majorana.

Para entender como férmions de Majorana se comportam nesses materiais é inte-
ressante conhecer seu potencial efetivo, que pode ser usado para o cdlculo de proprie-
dades termodinamicas, por exemplo. Com esse propdsito, no Capitulo 2 comecamos
a analise do modelo de Kitaev calculando o potencial efetivo dos férmions de Ma-

jorana. Em seu céalculo, usamos técnicas de integral funcional na representacao do
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Figura 1.2: Isolante topolégico 3D coberto com uma camada de filme supercondutor.
Sao esperados modos zero de Majorana ligados ao vértice dado por um parametro
supercondutor de onda p.

tempo complexo e encontramos o logaritmo natural da funcao de particao como
funcao dos parametros de hopping e supercondutor, da temperatura e do potencial
quimico. O minimo desse potencial efetivo, com respeito ao gap supercondutor,
A, mostra o comportamento qualitativo esperado de A em funcao da temperatura.
Além disso, através do calculo de niimero de particulas no sistema, foi possivel mos-
trar que no estado topoldgico deve existir uma densidade de particulas tanto positiva
quanto negativa, caracterizando estados eletronicos e de buracos, respectivamente.

Usando técnicas analogas, no Capitulo 3 calculamos o potencial efetivo para a
superficie de um isolante topolégico com supercondutividade induzida. Esse poten-
cial efetivo depende do tipo de gap herdado do material supercondutor. Para onda
s, a equacao de gap encontrada foi obtida anteriormente considerando um sistema
eletronico de Dirac quase-bidimensional, no calculo para descrever superconduti-
vidade de alta temperatura critica em cupratos supercondutores. Para onda p, o
potencial efetivo a temperatura nula mostra a existéncia de uma transicao de fase
quantica, separando os estados normal e supercondutor, como funcao da interacao

elétron-elétron. Como a fase supercondutora depende de parametros que descrevem
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o supercondutor e o IT, e nao ocorre para alguns valores especificos, o resultado
mostra condigoes para que apareca uma supercondutividade induzida, dependendo
de caracteristica dos materiais usados. Ja em temperatura nao nula, a equacao de
gap exibe o comportamento qualitativo esperado de A em funcao da temperatura.

A forma da equacao de gap do resultado acima sugere a existéncia de super-
condutividade topoldgica em supercondutores de alta temperatura critica do tipo
cupratos. Cupratos sao materiais que dispoe de uma estrutura em camadas, em que
supercondutividade ocorre naquelas respectivas aos planos de cobre e oxigénio, onde
seriam encontrados estados emergentes de férmions de Majorana. No Capitulo 4
pesquisamos a emergéncia de férmions de Majorana em modo zero de energia. Para
isso, partimos do conhecido modelo de spin férmion, que descreve como supercondu-
tividade emerge em uma rede de cobre e oxigénio bidimensionais. e que é um forte
candidato a explicar como supercondutividade de alta temperatura critica ocorre
em cupratos.

Por outro lado, configuracoes magnéticas, tais como voértices e skyrmions,
também podem exibir caracteristicas topoldgicas, sendo que a anélise tedrica de tais
padroes magnéticos pode ser realizada sob o ponto de vista da teoria de homoto-
pia [14]. Portanto, as propriedades estaticas e dinamicas desses sistemas magnéticos
topolodgicos podem apresentar uma relagao estrita com a geometria da estrutura.
Nesse contexto, um topico de pesquisa que se desenvolve rapidamente em nano-
magnetismo ¢ o estudo de propriedades magnéticas e topoldgicas de sistemas com
skyrmions magnéticos.

Os skyrmions magnéticos sao estruturas de spin, estdveis topologicamente, em
que a magnetizacao central se encontra na diregao oposta a sua fronteira. Sao for-
mados, especialmente, na presenca de um campo magnético e devido a competicao
das interagoes de troca e de Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [15,16]. De acordo com
direcao da interacao de DM, os skyrmions formados sao do tipo Bloch ou do tipo

Néel, que diferem quanto a sua helicidade, definida como o angulo da rotacao global
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em torno do eixo z. Para skyrmions de Néel, por exemplo, a helicidade é zero. A
Fig. 1.3 representa um skyrmion de Bloch em uma rede de spins hexagonal. A
Fig. 1.4 representa o campo vetorial dos dois tipos de skyrmions; A Fig. 1.4(a) é
relativa ao skyrmion de Bloch enquanto a Fig. 1.4(b) ao skyrmion de Néel. Além
do interesse em entender a formacao, estabilidade e propriedades de tal estrutura
fisica com protecao topoldgica, a possibilidade de aplicacao de skyrmions, como
bits de informagao, na construcao de dispositivos eletronicos, por exemplo disposi-
tivos de memoria racetrack, [17-19] tornam seu estudo foco de intensa investigagao.
H&a também um grande interesse em seu movimento, realizado por baixas densida-
des de correntes e gradientes de temperatura, o que permite manipular sua loca-
lizagao, tendo também potencial aplicabilidade em spintronica [17,20-32]. Além
disso, Skyrmions magnéticos tem sido observados em magnetos quirais [30,33-37],
no bulk de cristais nao centrossimétricos [33,38-40], em filmes finos de helimagnetos
cibicos [37,41,42] e filmes ultrafinos [43,44].

No Capitulo 5 realizamos simulacoes de Monte-Carlo a fim de obter a deformacao
do skyrmion enquanto se movimenta. A medida que o skyrmion se move é gerado
um auto-campo que depende de sua velocidade e que, adicionado ao campo externo,
o deforma. Com essa deformacao calculamos a contribuicao de forca dissipativa
da equacao de Thiele, D, em funcao da velocidade do skyrmion. Tal contribuigao
¢ diretamente relacionada a massa, tendo assim ambas o mesmo comportamento
a medida que a velocidade do skyrmion varia. Com isso, conseguimos calcular
a relagao da velocidade do skyrmion e sua massa. Também encontramos a energia
DM por sitio para cada velocidade, o que reforca o estudo do modo como se deforma
o skyrmion.

No mesmo capitulo também estudamos efeitos para velocidades altas. Acima de
uma velocidade critica surgem condigoes para o aumento da quantidade de skyrmions
na rede, além de causar sua deformacao simultaneamente. Esse aumento do nimero

de skyrmions claramente caracteriza uma transigao de fase topoldgica na rede. Com
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Figura 1.3: Representacao de um skyrmion em uma rede de spins hexagonal.

isso, é esperado que haja uma consequente mudanca dos termos de massa da nao
diagonal, além da mudanca de carga topoldgica total da rede. Por outro lado,
encontra-se um limite para a quantidade de skyrmions formados, que depende do
tamanho da rede.

Outro tépico de intensa pesquisa relacionado a sistemas magnéticos com carac-
teristicas topoldgicas sdo de sistemas magnéticos curvos [45]. De fato, a grande
proporc¢ao entre volume e superficie induz efeitos de superficie importantes nas pro-
priedades de nanoparticulas [46,47]. Nesse contexto, foi mostrado que a energia e
estabilidade de vortices magnéticos e skyrmions depende da geometria do nanomag-
neto [48-50]. Além disso, efeitos de curvatura induzida na energia, estados funda-
mentais magnéticos e excitagoes de nanoparticulas magnéticas tem sido analisadas

em varios trabalhos que descrevem as propriedades de magnetizacao em nanomag-
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Figura 1.4: (a) Representagao de um skyrmion de Bloch e (b) representacao de um
skyrmion de Néel.

netos curvos como a esfera [51,52], catenoide e hiperboloide [53-55] e cones [56].

Uma geometria curva em particular, bastante interessante, que por si s6 ¢ um
sistema com geometria topologica e que parece ser adequada, ¢ a de um toro. De
fato, a geometria toroidal é bastante apropriada para se estudar efeitos de curvatura
em sistemas magnéticos uma vez que engloba uma interpolacao entre curvaturas
gaussianas negativa (pseudoesfera ou plano hiperbdlico) e positiva (esfera). Essa
geometria tem recebido consideravel atencao na literatura e tem sido estudada te-
oricamente em diferentes contextos recentemente. Alguns exemplos sao armadilhas
toroidais para condensacao de Bose-Einstein [57], nanotubos de carbono fornecendo
sistemas de dimensao quase zero sempre que os anéis sao muito pequenos [58,59] e
transistores de efeito de campo em forma de toro para aplicagdes tecnolégicas [60].
Do ponto de vista tedrico, a geometria toroidal tem sido considerada na anélise de
propriedades de isolantes topolégicos [61], a fim de determinar a relagao de dispersao
e padrdes de campo de plasmons localizados na superficie [62,63], para descrever
excitagoes de spin topoldgicas 2D [64], e realizar simulagoes de dindmica molecular
dos movimentos ciclotron estaveis dos ions e moléculas de agua em estruturas de
carbono [65].

Particularmente em nanomagnetismo, tem sido mostrado que nanotoros ferro-
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manéticos podem suportar uma configuragao de vértice como uma magnetizacao
de estado fundamental para tamanhos menores que nanoanéis cilindricos [49, 66].
O trabalho analitico prévio considerou uma configuracao de vértice puramente na
superficie em uma nanoparticula toroidal [49], que leva a uma energia dipolar nula
associada ao estado de vértice. Ainda assim, simulacGes micromagnéticas tem re-
velado que pequenos desvios da direcao azimutal podem produzir cargas magne-
tostaticas e entdo o vértice apresenta energia dipolar nao nula [66]. O desvio do
estado puramente na superficie é associado com uma anisotropia efetiva e interacoes
Dzyaloshinskii-Moriya (IDM) induzidas por curvatura [67]. De fato, tem sido mos-
trado que devido a variacao da curvatura do toro, a IDM induzida por curvatura
gera dois pares vortice-antivortice como estados remanescentes em nanoparticulas

toroidais ocas com raio interno grande [68].

Figura 1.5: Representacao de uma configuracao magnética na superficie de uma
nanocasca toroidal correspondente a um vortice toroidal.

No Capitulo 6 estudamos a magnetizacao em uma casca toroidal rigida consi-

derando o efeito de curvatura na energia magnética. Analisamos solugoes estaticas
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considerando a interagao dipolar como uma anisotropia na superficie. Mais espe-
cificamente, olhamos para a solucao estatica geral e mostramos que a energia da
magnetizacao puramente tangencial é minimizada para um vortice azimutal, con-
figuracao esta chamada de vortice toroidal e que esta representada pela Fig. 1.5,
enquanto é maximizada para configuracoes do tipo vortice poloidal e tokamak. De
fato, a solucao analitica do modelo adotado preve a alta estabilidade de um vortice
azimutal na superficie. Contudo, simulacoes micromagnéticas tem mostrado a possi-
bilidade do desenvolvimento de uma componente da magnetizacao fora da superficie.
Portanto, partindo de um ansatz que descreve um modelo de nicleo de vortice, mos-
tramos que essa energia do vortice magnético pode decrescer pelo desenvolvimento
de um nucleo de vortice no nanotoro magnético, bem como ocorre em suas con-
trapartes cilindricas [69]. A regido na qual o nicleo de vértice aparece depende
do parametro geométrico do toro. Através de calculos analiticos e simulagoes mi-
cromagnéticas, obtemos o diagrama de fases que mostra regioes de estabilidade do

estado puramente na superficie e o vortice com ntcleo.



Capitulo 2

Férmions de Majorana e Cadeia
de Kitaev

2.1 Introducao

Férmions de Majorana [6,7] sdo particulas ex6ticas propostas em 1937 por Ettore
Majorana, preditas teoricamente e que estao associadas a solugoes reais da equagao
de Dirac, mas que ainda nao foram observadas como particulas livres [8]. A equacao
de Dirac, por sua vez, descreve férmions relativisticos de spin 1/2 e propoe, dentre
outros, o conceito de particula e antiparticula: férmions iguais com cargas opostas.
Porém, como a solugao para férmions de Majorana prevé que estes sao iguais as suas
préprias antiparticulas, sua carga deve ser nula.

O formalismo de segunda quantizacao pode ser usado para descrever sistemas
eletronicos de muitos corpos. Nesse formalismo, sistemas fisicos sao descritos usando
operadores que criam e aniquilam particulas, e que possuem informagoes fundamen-
tais. Do ponto de vista de teoria de campos, particulas tais como os elétrons sao
descritas pela sua energia, momento e spin. Em um sélido, um elétron é considerado
como uma particula que ocupa um nivel de energia, enquanto um buraco descreve
um nivel desocupado. Por analogia, como o elétron possui carga negativa e o buraco
é seu analogo com carga positiva, elétrons e buracos sao suas respectivas particulas e

antiparticulas, em um contexto de matéria condensada. Ja um férmion de Majorana
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nao possui carga, fazendo com que operadores de aniquilacao e criacao tenham o
mesmo efeito.

E possivel fazer uma descricao matematica em que operadores de férmions de
Majorana sao descritos através de operadores eletronicos. Cada férmion de Majo-

rana do sistema pode ser dado pela superposicao de particula e antiparticula como
= ae =il — e 2.1
Vit = €+ G, V42 _Z<Cj CJ)? (2.1)

em que cj- e ¢; sao operadores de criacao e aniquilacao de elétron, respectivamente,
com numeros quanticos denotados pelo indice j. Como condicao necessaria temos
que v aniquila ou cria um férmion de Majorana, uma vez que v/ = 7. Por esse
motivo, Férmions de Majorana podem emergir como superposi¢oes de um elétron
e um buraco que se movem livremente, cada um tendo a mesma dire¢ao e spin.
Nesse contexto, tais férmions emergem de uma superposicao entre graus de liberdade
eletronicos (particulas) e de buracos (antiparticulas). Seu spin pode interagir com
o spin do nicleo atomico de um material e, portanto, pode ser detectado usando-se
técnicas de ressonancia nuclear [8].

Da perspectiva de fisica de altas energias, férmions de Majorana sao essencial-
mente a metade de um férmion de Dirac ordinédrio. Devido a redundancia particula-
buraco, um tnico estado fermionico é associado com cada par de nivel de energia
+F, enquanto a presenga ou auséncia de um férmion de Majorana nesse estado
define um sistema de dois niveis com uma divisao de energia F. A existéncia de
férmions de Majorana pode ajudar a explicar porque o universo tem uma assimetria
final entre matéria e antimatéria, uma vez que neutrinos de Majorana obedecem aos
requerimentos de Sakharov e contribuiriam no estudo da leptogenese [70].

Ja do ponto de vista de fisica de matéria condensada, as relagoes na Eq.
(2.1) compreendem férmions de Majorana como superposicao de graus de liber-
dade eletronicos e de buracos. Procuramos entao sistemas que possuem tal carac-
teristica, que ocorre naturalmente nos conhecidos supercondutores, onde as quasi-

particulas emergentes sao, de fato, produto dessa superposicao [71]. Porém, o estudo
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de férmions de Majorana em sistemas supercondutores nao se restringe a supercon-
dutores do tipo BCS, que explica ordenamento supercondutor a baixas temperaturas
através da interagao entre elétrons e fonons. Sua emergéncia também pode ser es-
tudada em sistemas de muitos corpos cuja descricao efetiva mostra o aparecimento
de supercondutividade independente da natureza da formagao dos pares de cooper,
tal como em sistemas de férmions pesados e supercondutores de alta temperatura
critica [72].

Tanto a medicao quanto a utilizacao de férmions de Majorana emergentes em
sistemas de matéria condensada podem se tornar complexas, uma vez que dois destes
férmions descritos por um tnico elétron sao ligados e ocupam o mesmo sitio. Porém,
para supercondutores em determinadas condicoes, tais férmions podem ser desaco-
plados, formando pares espacialmente separados e em modo zero de energia [8]. Isso
proporciona um longo tempo de decoeréncia, uma vez que a informagao quantica
é armazenada nao localmente, protegendo tal informacao de efeitos de decoeréncia
do ambiente. Além disso, os estados de majorana em modo zero sao separados do
primeiro estado excitado por um minigap de energia, protegendo-os de excitacoes de
baixas energias no sistema. Ja o estudo da mudanca de um estado com modo zero e
férmions espacialmente separados para um estado sem os mesmos mostra que existe
uma transicao de fase caracterizada como transicao de fase topoldgica. Isso ocorre
devido a existéncia de dois estados supercondutores que nao podem ser conectados
adiabaticamente sem que o gap de energia se feche, distinguindo-os quanto a sua to-
pologia. Esses tipos de transi¢oes apresentam fases com mesmas simetrias continuas
mas que podem ser caracterizadas por um invariante topolégico. No nosso caso, o
invariante topologico ¢ denominado ntimero de Majorana e determina se um mate-
rial apresentara ordem topolégica ou nao no estado supercondutor, através de suas
caracteristicas no seu estado normal. Quando o sistema apresenta topologia nao
trivial, o modo zero é protegido de deformacgoes na Hamiltoniana, sendo destruido

somente quando o gap de energia se fecha através de uma deformagao adiabatica,
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ocorrendo a transigdo para um estado com topologia trivial [8,10].

As caracteristicas citadas, por serem necessarias para um 6timo armazenamento
de informacao quantica, tornam supercondutores topolédgicos, que sao aqueles que
apresentam alguma fase com topologia nao trivial, fortes candidatos para criacao de
robustos sistemas de computagao quantica, e tem sido alvo de estudos atuais [11,12].
Também se estuda a possibilidade de criacao de um sintonizador termoelétrico as-
sistido por férmions de Majorana, em que o transporte termoelétrico através de um
ponto quantico depende de seu acoplamento com férmions de Majorana [13]. Além
disso, é proposto teoricamente que supercondutividade possa ser induzida em uma
superficie de um isolante topoldgico, produzindo as condigoes necessarias para a
formacao de supercondutividade topoldgica [73]. De fato, foi observado experimen-
talmente um férmion de Majorana localizado no final de um fio de antimoneto de
indio, em contato com um metal normal, que possui supercondutividade induzida

por proximidade a um supercondutor [74].

2.2 Cadeia de Kitaev

Como mencionado, espera-se que férmions de Majorana espacialmente separa-
dos e em modo zero de energia emerjam em sistemas supercondutores. Podemos
entao trabalhar, inicialmente, com um sistema supercondutor mais simples possivel.
Suponha uma cadeia discreta unidimensional, com N sitios e condi¢oes de contorno
abertas. Elétrons ocupam os sitios dessa cadeia, possuem um potencial quimico u
que determina a ocupagao dos estados e nao possuem spin, além de poderem se
movimentar pela rede, movimento este descrito por um parametro de hopping t.
Por fim, o sistema deve oferecer um ordenamento supercondutor que pode ser repre-
sentado por um parametro supercondutor real A. Esse sistema é conhecido como

cadeia de Kitaev, e sua Hamiltoniana é [9]

2

1 A
H= Z [—t <c}cj+1 + H.c.) — (c;r-cj - 5) + (ACLIC} + H.c.> — ?] , (2.2)
J
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em que c} e ¢; sao operadores de criacao e aniquilagao de elétrons, respectivamente,

no sitio j e g a interagdo entre os elétrons. O tltimo termo na Eq. (2.2) é proveni-
ente de uma aproximagcao de campo médio no termo quartico original que descreve
sistemas supercondutores [75]. Para o estudo do comportamento de férmions de
Majorana emergentes, deseja-se obter a Hamiltoniana da Eq. (2.2) em termos dos

operadores de Majorana, reescrevendo os operadores fermionicos da forma

1 , 1 ,
Cj = B} (’Vj,1 + Wj,Q) ; C} =5 (%’,1 — Z’Yj,z) ) (2.3)
em que ;1 e Y2 sao operadores de Majorana que obedecem as seguintes relacoes no

espago real

{%,m %’,ﬁ} = 20;,j00,8: %’T,a = Yi,a- (2.4)

Usando (2.3) e (2.4), portanto, a Hamiltoniana fica

7 2

A
H= ) Z =152 + (E+ A) 2754100 + (=t + A) v, — > | (2.5)

J

A Eq. (2.5) mostra acoplamentos tanto de férmions de Majorana de mesmos
sitios eletronicos, quanto de sitios vizinhos. O objetivo, entao, é verificar se o sis-
tema, em determinadas condigoes, fornece a emergéncia de férmions de Majorana
espacialmente separados através do unico acoplamento de férmions de sitios vizi-
nhos, ficando desacoplados aqueles das extremidades. Para isso, vamos supor, inici-
almente, a condi¢ao em que A =t = 0. Nesse regime, a Hamiltoniana da Eq. (2.5)
mostra que todos os férmions de Majorana de mesmo sitio estao acoplados entre
si. Além disso, a Hamiltoniana da Eq. (2.2) mostra que esse estado é respectivo
a um simples sistema de niveis ocupados ou desocupados por elétrons. Porém, se
supormos um estado em que A =t e u =0, a Eq. (2.5), negligenciando o 1ltimo

termo que nao depende dos operadores de Majorana, fica

N-1
H =1t Z 7j,27j+1,17 (26)
j=1
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mostrando que somente férmions de Majorana de sitios vizinhos sao acoplados, nao
contribuindo para a Hamiltoniana os férmions das extremidades, 11 e yn2, que se
encontram espacialmente separados e em modo zero de energia. As Figs. 2.1(a) e
2.1(b) mostram tanto o acoplamento dos férmions de Majorana de mesmo sitio, sem
a existéncia de férmions desacoplados, quanto o acoplamento de férmions de sitios vi-
zinhos, evidenciando em vermelho aqueles das extremidades que estao desacoplados,

respectivamente.

Figura 2.1: (a) Cadeia para A =t = 0, em que férmions de Majorana de mesmo
sitio sdo acoplados. (b) Cadeia para A =t e u = 0, em que vizinhos sao acoplados,
restando dois férmions espacialmente separados e em modo zero de energia nas
extremidades.

Portanto, o estudo detalhado desse sistema é relevante uma vez que é possivel
obter dois férmions de Majorana espacialmente separados, ambos em modo zero
de energia. Faremos isso calculando o potencial efetivo dos férmions de Majorana
que pode auxiliar, por exemplo, na obtencao de propriedades termodinamicas do
sistema, para mostrar como a temperatura interfere na fase topoldgica, caso interfira,
e para estudar dinamica usando simulacoes computacionais, em que as particulas se
encontram na presenca de demais interacoes, bem como outras propriedades fisica

de sistemas de matéria condensada cuja estrutura seja similar a estudada. Além
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disso, também pode ser ttil na otimizacao e controle de computadores quanticos
que usam supercondutividade topolégica e férmions de Majorana.

Para a obtencao do potencial efetivo, mais adiante, e para o estudo das auto
energias do sistema, devemos realizar uma transformada de Fourier nos campos de

Majorana e levar a Hamiltoniana para o espago dos momentos, fazendo

’Y]T’m _ V_l% Zn Zp 6i(p~x_j+wn7');>«/3n7n7p

Vim = % Zn Zp ei(p.Xj—’—wnT)ﬁ/m,fn,*pa (27)

onde pode-se ver que, para que a Eq. (2.4) seja satisfeita, fy}’n’p = Yj—n,—p- Além
disso, w, correspondem as frequéncias de Matsubara que, para férmions, sao escritas
como wy, = (2n + 1) 7T [76].
No espago dos momentos, os campos de Majorana obedecem a relagoes
{C;Tw Cz} =1 {’ﬂk - Z':Y;kﬂl,l + 2':72,1} = Ok,
(e} + {ie i} + i {3l i} - i {Aleiu} =10 28)
Como o valor da relagao de anti-comutacao deve ser independente da ordem dos
indices 1 e 2 dos férmions, o terceiro e o quarto termos devem ser iguais. Porém,

como ambos possuem sinais opostos, a Unica solucao possivel ¢ um valor zero para

a relagao de anti-comutagao, isto é, para férmions de Majorana distintos
{(Alodu} =0 i#3, (2.9)

enquanto os dois primeiros termos tem o mesmo valor, o que leva a uma relacao de

anti-comutacao geral da forma

(Al Tt ar b = 201300y (2.10)

Usando também a propriedade

B .
/ dre'Cn=en)T = 85, ) (2.11)
0
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a transformada de Fourier da Hamiltoniana é dada por

ot s A?
H =) 527;4,“4%@—7, (2.12)
p,

em que ’WW = (:Yi,n,p :Y;,n,p) e a matriz A escrita como

A= ( o > . D=[u+2cos(p) +2Asin(p)] /4, (213)

cujo espectro de excitagao é

E(q) = :I:\/(Qt cos(q) + u)Q + (24 sin(q))Z. (2.14)

Como mencionado anteriormente, dois estados que nao podem ser ligados adi-
abaticamente sem que se feche o gap de energia possuem fases distintas. A Eq.
(2.14) mostra que, para A # 0, o gap se fecha quando p = +2¢t. A Fig. 2.2 mos-
tra a transi¢do entre as duas fases, quando |u| > |2t| e quando |u| < |2t], sendo
o ultimo representado pela regiao verde, e que é caracterizada por um tipo espe-
cial de transicao chamada transicao de fase topoldgica. A linha vermelha separa as
duas regides, quando p = £2t. Poderiamos induzir que o estado em que |pu| < |2t|
é topoldgico, uma vez que o estado em que |u| > |2¢| é bem conhecido, represen-
tando claramente uma fase com topologia trivial. Porém, apesar de as duas fases
apresentarem as mesmas simetrias, elas podem ser distinguidas por uma quantidade
denominada invariante topolégico.

Para o caso 1D acima, o invariante topoldgico é conhecido como nimero de
Majorana e, no limite em que A é muito menor que as outras escalas de energias

relevantes, pode ser calculado como
M= (=1)", (2.15)

onde v é a quantidade de pontos de Fermi do sistema no seu estado normal, no

intervalo de (0,7), representando a metade direita da zona de Brillouin. Quando
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TRIVIAL

TOPOLOGICA

Figura 2.2: Transicao de fases do estado trivial para o estado topoldgico para a
cadeia de Kitaev. A regiao verde representa a fase topoldgica, que ocorre quando
|| <|2t|. A linha vermelha, que representa p = 42¢, mostra quando o gap se fecha,
separando o estado trivial do estado topoldgico.

M =1, o estado é topologicamente trivial, enquanto é topoldgico para M = —1.
Isso implica que o estado em que|u| >|2¢t| é trivial. O critério acima para determinar
se o supercondutor é ou nao um supercondutor topoldgico é chamado de critério de
Kitaev.

Além disso, os férmions de Majorana espacialmente separados e localizados nas
extremidades da cadeia representam modo zero de energia. Isso pode ser visto a
partir da Eq. (2.5), na fase topoldgica quando A = ¢t e u = 0, em que nao héa
contribuigao dos operadores v;; e Yy 2 na energia.

Parte das andlises feitas até entao sao encontradas na literatura, mas ainda nao
oferecem um entendimento completo da emergéncia de férmions de Majorana, seu
controle e dependéncia de varidveis como a temperatura. A seguir, realizaremos

novos calculos que determinam o potencial efetivo dos férmions de Majorana, que
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pode ser usado para o estudo de propriedades termodinamicas do sistema, simulacoes

computacionais, dentre outros.

2.3 Potencial Efetivo

Nosso trabalho consiste em encontrar o potencial efetivo dos férmions de Majo-

rana emergentes no sistema, através da fungao de particao
1
V;ff = _BIDZ7 (216)

e obter resultados de algumas propriedades, como a equacao de gap supercondutora,
comparando-os a dados experimentais.
A estratégia usada sera o cdlculo da funcao de particao na representacao do

tempo complexo (para mais detalhes ver Apéndice A) [76]

2:/[@'617*] [dv] exp /Oﬁdrz,ﬁ , (2.17)

onde a densidade de Lagrangiana do sistema, £, é obtida por uma transformacao

da densidade de Hamiltoniana tal que
L =jid; —H = =0 — H, (2.18)

em que H é a densidade de Hamiltoniana escrita na base de Majorana, sendo H =
Zj H. Além disso, v; é o campo de Nambu jé definido na Eq. (2.12), que para o
caso atual é escrito em termos dos operadores de criagao e aniquilagao de férmions
de Majorana no espago real. Temos também que 8 = 1/kgT, sendo kp a constante
de Boltzmann e T' a temperatura, e 7 é uma representacao imaginaria do tempo,
T = it, cujos limites de integracao sao 0 e .

A transformacao entre as densidades de Hamiltoniana e Lagrangeana pode ser
realizada, sem alteracao do resultado, assumindo-as explicitamente tanto na base

eletronica quanto na base de Majorana. Com o propdsito de se obter o resultado
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da transformacao na base de Majorana, por exemplo, podemos realiza-la de duas
formas: a transformacao da Eq. (2.18) pode ser feita diretamente, reescrevendo
as densidades em termos dos operadores de Majorana; uma transformacao na base
eletronica também pode ser realizada pela simples substituicao dos operadores de
Majorana explicitos na Eq. (2.18) pelos operadores eletronicos, em que as densida-
des sao escritas também em termos de operadores eletronicos. No ltimo caso, apos
realizada uma mudanca de base do resultado para a base de Majorana, teremos a
equivaléncia entre as duas transformacoes. Isso ocorre pois, com respeito a contri-
buicao de derivada temporal, a mudanga de base eletronica para base de Majorana
produz termos cruzados do tipo v} 9:Yme, em que n,m = 1,2; n # m, mas que se
cancelam. Esse resultado pode ser mostrado realizando-se a transformada de Fourier
dos campos e resolvendo a subtracao entre os termos existentes que se anulam. No

espaco dos momentos, portanto, a funcao de particao pode ser reescrita como

z = (]] / idA} 0@y | exP Z(ijwp %,p+Bp> (2.19)

n,p,o P n

sendo D e B, obtidos de £, com D representando uma matriz e B, termos indepen-
dentes dos campos de Nambu 7, ,, mas podendo depender de p.

A Hamiltoniana H referente a Eq. (2.12), utilizada para se obter a Lagrangeana,
ja foi obtida no espaco dos momentos. Portanto, para se escrever a densidade de
Lagrangeana total no espaco dos momentos, basta calcularmos a transformada de

Fourier da contribuigao v,0-7;, que é
> [amjony = i3l (2.20)
J n,p

e do termo constante, A2, que é um impulso no espaco dos momentos, cuja amplitude

é o préprio valor da constante. Sendo assim, a Lagrangeana é escrita como

‘ A?
L==Y ipBv,Dymp— B (2.21)
p
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com a matriz D dada por

D= ( fg fn ) . (2.22)

O logaritmo natural da fun¢ao de partigao na representacao do tempo complexo,

com a Lagrangeana descrita acima €, portanto,

. ~ . A?
InZ = In H /Zdﬁl,n,pd%mm exp —25 W:rz,pD%,p - 57-
n,p,o P

(2.23)

A integral da Eq. (2.23) ¢ idéntica a da Eq. (2.19).
Para resolvermos a igualdade acima, vamos considerar inicialmente a integral
Gaussiana
/ dpldpy..del oy €A% = det A, (2.24)
em que A é uma matriz e ¢; uma variavel de Grassmann. A integral que queremos
resolver ¢ semelhante & integral da Eq. (2.24), cujo resultado é bem conhecido [76].
Porém, os resultados somente serao iguais se 4 se comportar como uma variavel de

Grassmann, obedecendo

{¢i,0,} =0, (2.25)

que é uma condi¢do necessaria para que a integral da Eq. (2.24) seja verdade, pois
implica como caso particular que (¢;)? = 0. De fato, usando (2.10), pode-se mostrar
que {’yl-,’yj} = 0, ou seja, (%;)* = 0, que é necessdria para se resolver a integral
da funcio de partigao andloga & (2.24). Além disso, as varidveis de integragao 71
e 7 sao variaveis independentes, que sao integradas individualmente, bem como as
variaveis de Grassmann o sao.

A integral em Eq. (2.23) pode, portanto, ser resolvida como uma integral Gaus-

siana que, no espaco continuo, fica

nz = /dem {ﬁQ <w2+|D|2>} —5%2. (2.26)
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A soma sobre as frequéncia de Matsubara pode se vista no Apéndice B, cujo

resultado mostra que

Zn:ln {52 (wi +|D|2>} —2 {@ +1n (1 + e_ﬂDl)} . (2.27)

Finalmente, de (2.27) em (2.26), obtemos o potencial efetivo em funcao dos

parametros relevantes, sendo

1 1 A2
Verr = _EIHZ: —— [ dp {5\D\+2ln <1+e@D'>] +? (2.28)

onde

|D| = i\/[ﬂ%- 2t cos (pﬂ2 + [2Asin (p)}Q. (2.29)

Do potencial efetivo podemos verificar algumas propriedades do sistema. E
possivel compara-lo, por exemplo, com o potencial efetivo para férmions livres, onde
existe um fator 2 multiplicativo, proveniente da natureza de Spin—% dos férmions.
Aqui o fator nao existe, uma vez que o sistema desconsidera spin, ou é spin-
polarizado. Além disso, nao vemos a contribuicao de particulas e antiparticulas,
individualmente e explicitamente. Isso porque o que é relevante para o estado ser
topologicamente trivial ou nao é o médulo de p com respeito a 2¢, como mencionado
anteriormente, o que explica o outro fator 2 multiplicativo no logaritmo, justamente
devido a essa auséncia de contribuicoes distintas entre particulas e antiparticulas.
Adiante veremos no calculo do nimero de elétrons que, como condicao necessaria
para o estado topolégico, deve existir uma mistura entre densidade eletronica e
de buracos no sistema, sendo que se houver somente densidade positiva (elétrons)
ou densidade negativa (buracos), o sistema deixa de ser topolégico e ndo ha mais
férmions de Majorana em modo zero e espacialmente separados. Isso também ex-
plica porque elétrons e buracos nao sao distintos no potencial efetivo para férmions

de Majorana.
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2.4 Diagrama de Fases Supercondutor e Niumero
de Particulas

Com o potencial efetivo podemos calcular propriedades termodinamicas do sis-
tema. A dependéncia do parametro supercondutor com respeito as demais variaveis,
por exemplo, pode ser obtido através do minimo do potencial efetivo com respeito

a A, isto é

9
oA

que corresponde ao equilibrio do sistema. Apds uma manipulacao algébrica do

Verr =0, (2.30)

resultado da equacao acima, é possivel obter a seguinte equagao de gap
%/dp%i(p) tanh (%D') =1 (2.31)
A integral acima pode ser resolvida introduzindo-se um cutoff de energia finito,
A, que para o caso pode ser determinado pela energia do limite da primeira zona
de Brillouin, cujo valor, a principio, nao precisa ser conhecido uma vez que as
grandezas relevantes serao redefinidas em funcao desse cutoff. Vamos analisar a
situacao particular em que a fase do sistema é topoldgica, que ocorre quando A =t

e 1 = 0. Nessa situagao
1
Dl = 3lA (232)

e a equacao de gap mostra a relacao entre a temperatura e A

1A

— — 2.33
arctanh (A])’ (2.33)

onde foram definidos 7' = T'A; /4 e A = A'Ay, em que Ay = g [dp sin(p)/4. O
comportamento do gap supercondutor é coerente com o esperado e pode ser visto na
Fig. 2.3: para um valor nulo de temperatura, o parametro supercondutor ¢ maximo,
e decresce a medida que a temperatura aumenta, até se tornar zero, o que mostra o

desaparecimento da supercondutividade.
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Figura 2.3: A’ em funcao de 7".

Podemos também mostrar que para qualquer valor de g positivo e nao nulo, nesse
regime e em temperatura nula, sempre existe um parametro supercondutor critico
finito e positivo, parametro esse que é respectivo ao parametro supercondutor na
condicao de equilibrio do sistema. Isso implica que, nessas condicoes, o sistema ¢é
sempre supercondutor. Retornando a Eq. (2.31), para temperatura nula, ou f — oo,
temos

1 gsin® (p) BIDIN| _ L [, gsin®(p)

Como assumimos para o estado topolégico |D| =|Al /2, temos entao que

1/ gsin®(p) _ g / .
— | dp————= == [ dpsin® (p), (2.35)
2 Dl A

que leva ao parametro supercondutor critico, Ay, quando a Eq. (2.31) satisfaz

w1 [ dpsin® (p) = 1
=|Ao| = g (A — 3sin(24)) /2, (2.36)
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que é sempre positivo e finito para A finito, o que é verdade pois, como ja men-
cionado, o mesmo ¢ restrito a primeira zona de Brillouin. Esse parametro é igual
a Ag definido anteriormente. Seu valor deve permanecer finito para uma interacao
eletronica g positiva e nao nula. A transicao da fase quantica para g = g. nao nulo,
abaixo da qual o sistema deixa de ser supercondutor, apenas ocorre se t # A.

Agora calcularemos o nimero de particulas como a derivada do potencial efetivo
em funcao do potencial quimico, em que [76]

_OVeys

N:
op

(2.37)

No caso, o nimero de particulas é relacionado ao nimero do elétrons, ou bura-
cos, uma vez que o potencial quimico corresponde aos mesmos. Derivando entao o
potencial efetivo com respeito ao potencial quimico, temos

N, = 1—16 / dp%ﬁos(m tanh (@) , (2.38)
cujo argumento da integragao pode ser interpretado como a densidade de nimero
de particulas no espago dos momentos.

A temperatura nula, ou f — oo, a tangente hiperbdlica tende a 1, e o niimero

de elétrons é

N, — 1 dp,u+2tcos(p).

il 2.39
16 D) (2:39)

Se |p| > |2t|, como ja foi discutido, o sistema se encontra no estado trivial.
Caso u > 2t, para u e t positivos, a densidade eletronica é sempre positiva e nao
hé densidade negativa de elétrons, como pode ser visto na Fig. 2.4, que mostra
quando a densidade passa a ter somente valores positivos, parat =1e = 2. Na
figura, todas as curvas assumem A = 1. Por outro lado, Caso u < 2t, para u e
t negativos, o argumento sera sempre negativo, que na figura se refere a t = —1 e
1= —2. Aqui, valores negativos de densidade eletronica significam uma densidade

positiva de buracos em relacao ao nivel de Fermi. Ou seja, para o estado trivial nao
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hé mistura entre elétrons e buracos no espaco dos momentos. Em contrapartida,
se |p| <|2t|, que implica o sistema no estado topoldgico, a densidade de particulas
oscila entre valores positivos e negativos ao longo do espaco dos momentos. Isso
sugere que, para emergéncia de modo zero de férmions de Majorana, devem haver
buracos e elétrons, simultaneamente, no sistema. Na Fig. 2.4, essa situacao estd
representada para = 0 e t = 1. Esse resultado é coerente uma vez que férmions
de Majorana sao provenientes de superposicao de estados eletronicos e de buracos,
como ja foi discutido, e mostra uma forma de determinar se o sistema se encontra,

ou nao, no estado topoldgico.

03 T b, i (Topolégie ——— ]
i p=-2, t=-1 (Trivial) — — - |

0'23_ ==~ p=2,t=1(Trivial) — - — ]

0.1F

c g:_

0.1}

0.2}

-0.3:‘ ! . o | | B
0 0.5 1 15 5 " 3

p

Figura 2.4: Densidade de niimero de particulas no espago dos momentos em fungao
de p para A = 1, e diferentes valores de p e t.

Nesse capitulo calculamos o potencial efetivo para Férmions de Majorana emer-
gentes na cadeia de Kitaev, sua equagao de gap e o nimero de particulas que mostra
a relacao da densidade do numeros de particulas com o estado topologicamente
nao trivial. Estes resultados foram desenvolvidos durante o curso de Doutorado em

Fisica Aplicada da Universidade Federal de Vigosa e publicados na revista Physics
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Letters A pelos autores A. W. Teixeira, V. L. Carvalho-Santos e J .M. Fonseca,

sendo partes deste capitulo tradugoes livres desse artigo [77].



Capitulo 3

Supercondutividade Induzida em
Isolantes Topoldgicos

3.1 Introducao

Isolantes topoldgicos sao materiais protegidos topologicamente, caracterizados
por um gap isolante no seu interior enquanto apresentam estados condutores em sua
superficie. Tais estados se mantém mesmo na presenca de defeitos e sao protegidos
por simetria de reversao temporal. Além disso, o forte acoplamento spin-orbita
de um isolante topolégico em duas dimensdes gera, em sua superficie, um par de
estados com propagacao de spins em direcoes opostas. Quando o potencial quimico
se encontra dentro do gap de energia do interior do material, o estado da borda
pode ser analisado como um sistema em uma dimensao que contém um ntimero
impar de pontos de Fermi no lado direito da primeira zona de Brillouin. A Fig.
3.1(b) mostra a relacao de dispersao para o I'T, e para o mesmo na presenca de dois
isolantes ferromagnéticos, com supercondutividade induzida, como na Fig. 3.1(a).
As linhas vermelha e amarela sao relativas ao par de estados de spins da borda
do IT, enquanto as curvas pretas representam um gap de energia produzido pela
presenca de dois materiais ferromagnéticos, que quebram a simetria de reversao
temporal no I'T. Quando o gap é aberto, caso o potencial quimico se encontre acima

da banda superior, préximo ao seu minimo, e A seja menor que as outras grandezas,

43
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o sistema ¢é descrito pelo modelo de Kitaev para um supercondutor de onda p 1D
sem spin, no limite de baixa densidade [78]. Isso faz com que sua borda, analisada
como se fosse um sistema 1D, obedeca ao critério de Kitaev. Sendo assim, se um
isolante topologico 2D apresentar ordem supercondutora em sua superficie, esta seria

caracterizada como supercondutividade topoldgica [79,80].

(b)

Figura 3.1: (a) IT bidimensional com supercondutividade induzida por efeito de
proximidade. A presenca dos materiais ferromagnéticos proporciona condigoes para
a emergéncia de férmions de Majorana. (b) Relagao de dispersao para o estado de
borda. As linhas vermelha e amarela representam os estados para o I'T. A presenca
do campo magnético abre um gap, representado pelas curvas pretas.

Fu e Kane propuseram que, ao se aproximar um filme supercondutor da su-
perficie de um isolante topoldgico 3D, supercondutividade é induzida nessa su-
perficie [73]. Assim como em um supercondutor 2D, espera-se que modos zero
de Majorana se formem espacialmente separados. As propriedades da supercon-
dutividade induzida, como a forma do parametro supercondutor, sao herdadas do
supercondutor original.

Esse sistema ¢é representado na Fig. 1.2, cuja Hamiltoniana simplista que

abrange propriedades essenciais do IT e do supercondutor, e que descreve a su-
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percondutividade induzida, é [8,10]

2

/ ‘A(r,r’)
H = /drdr —
g

+ C%A(r, rl)cL, — e A (ry T/)CM"/
S(r—r
Lo =)

2 Hr’m“ r o etepacl + ey + cpupocl,

—2) p (cj,cg - %)] . (3.1)

em que o operador py = p, +1ip, e o parametro supercondutor complexo, A, depen-
dem de r e r’, explicitamente. O parametro supercondutor pode ser representado
por um vértice, sendo que férmions de Majorana emergentes sao ligados ao mesmo.

Novamente, queremos entender como o sistema se comporta em funcao da tem-
peratura, e quais fenomenos estao envolvidos na indugao de supercondutividade no
IT. Para isso, usaremos técnicas andlogas as usadas no capitulo anterior a fim de

conhecer o potencial efetivo do sistema.

3.2 Potencial Efetivo

De forma analoga ao Capitulo 2, queremos calcular a funcao de particao dada
pela Eq. (2.19) e, entdo, encontrar o potencial efetivo. Com essa finalidade, re-

alizamos a transformacdo dos operadores eletronicos da Eq. (2.3) e escrevemos a
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Hamiltoniana em termos dos campos de Majorana

NEL
g )

H= [drdr v Hpaey —
o= (e dhe Mow A )
Ao =1 - (5(7“—1”')2'/? . A—i—&(r/—?“:)p 7
LNV A+ S(r—r)pt d(r—r)in
P 0 —p o1 Petr- i(p- —py)
po 0 )7 2\ ilp —p-) prtp- )7
A A(r,r)  —iA(r, ")
—\ =ia( ) =A(rr) )
(3.2)

em que definimos o campo de Majorana -, , no espago real.
Porém, pode-se perceber que nesse caso a Hamiltoniana depende tanto de r

quanto de r’. Logo, devemos fazer uma generalizagdo da fungao de partigao (2.19)

tal que
Z = 1T / id3) oy Pampy | €xp | (Z ALy Dinpy + Bp,,,,> :
n,pp’a p.p’ n
(3.3)
que agora depende tanto de p quanto de p’, e
- - - - - T
Tnpp = (’Ylmn,p V2, 0mp V14 724,7147’) . (3.4)

Posteriormente, realizamos a transformada de Fourier dos campos de Majorana,
seguindo (2.7). Aqui, temos dois pontos importantes: quando feita a transformada
de Fourier, os operadores p, atuam, e assim se tornam numeros; Como agora o
parametro supercondutor depende da posicao, sua transformada de Fourier também
deve ser realizada, e serd definida como

1 : / ! g
Alr,r') = D e ®TPTIA, . (3.5)

p;p’
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em que a transformada de Fourier de r e 7’ foram feitas individualmente, por se
tratarem de variaveis independentes.

Por 1ltimo, para obtermos a Lagrangeana e determinarmos tanto D’ quanto
> Bop ma Eq. (2.19), devemos considerar a contribuicao vf0-7, e sua transfor-

mada de Fourier

B
/ dT/dT‘ ngrgr/yjar - ZZ Z ’7;a,n,p 5p,p’5wn ’?ja,n,p’a (36)
0 n o pyp
o que leva & uma matriz D" que obedece

p_ Py [ WHn PL-AT)
St NP AT W )

W, 0 . i +/ + ’
W=2< ), Pi:%( (p++ps) (0= pi) )7

—(ps +py) —i(ps +py)

A 1 Z‘AN(Pa —p) AN(P, —p') — 0 —u
8T ( —Ap,—p) iA(p,—p) ) 8 (u 0 ) (3.7)

onde, como foi mencionado, p+ nao sao mais operadores e todas as variaveis de-

pendem dos momentos, e nao mais das posi¢oes. Ja para a contribuicao Zp’p, By,
temos
}2

Ap, —p
Z Bpy = - Z B’—(p P) . (3.8)
p,p’ p,p’ g

Ja o fator 2 multiplicando as componentes w, de VW surge pois particulas e anti-
particulas para férmions de Majorana sao equivalentes. A Eq. 2.18 descrita para
fémions livres leva em consideracao tanto a contribuicao de particulas quanto de an-
tiparticulas no termo de derivada temporal [76]. Porém, no caso atual, a combinagao
dos elementos das matrizes :sz,p,p/ e Ynpp Somente leva em consideragao contribuicoes
de particulas ou de antiparticulas. Como particulas de Majorana sao suas proprias
antiparticulas, eliminando a necessidade de escrever as duas contribuicoes explicita-

mente, ja que sao equivalentes, basta duplicar os termos ja existentes.
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Nesse contexto, o problema depende da forma do parametro supercondutor no
espaco dos momentos. Vamos considerar um caso geral, em que A(p, —p’) é generi-

camente escrito como

A(p, —p') = i(A‘ f(0)op, (3.9)
tal que A sem a dependéncia explicita de p e p’ é uma constante e f (p) é complexa.
Dessa forma, é possivel realizarmos a soma em p’, o que leva a uma nova matriz D

da Eq. (2.19) obedecendo

p_s| WHn P_.—A" .
Po+A" WHa )’

(—ipi pi) A" — _’A‘f(p) @'\A\f@ (3.10)
Are [alsw |7

?

> By Z—Zﬁlirlf(p)f- (3.11)

Com as Egs. (3.10) e (3.11) é possivel escrever a fungao de partigao (2.19) para o
sistema atual. Novamente, como os campos de Majorana, no espaco dos momentos,
se comportam como variaveis de Grasmmann, a integral pode ser resolvida como

uma integral Gaussiana, que depende do determinante da matriz D,

det D = (5)4 {(,uz + 4w?) (4]&\2]]”(1))\2 + i+ 4wi> —4p|? (u + inn)Q} (3.12)

Para o caso particular em que p = 0, por exemplo, temos

4
drp = it (5) (b +[a[ 100 +e2), (3.13)
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levando a um In da fun¢ao de particao da forma

Inz = Z Zln{ﬁigg}vLZln{BQ (|p|2+‘A’2‘f(p)|2+wi>}
sA| )
oy

(3.14)

A soma caracteristica sobre as frequéncias de Matsubara ja foi feita anterior-
mente para a cadeia de Kitaev e se encontra no Apéndice B, que resulta, a menos

~ n

Assim, para a primeira soma onde k = 0, o resultado é uma constante irrelevante

Aﬁf(p)ﬁ, e deve

, , . 2
para os calculos. Ja a segunda soma corresponde a k = \A "+
ser considerada.

Isto é, o potencial efetivo apds a soma em n, e levando a soma em p para o

continuo, fica

~ 12
Allre)f s
Vg = /dp |T’_Bln {1_,_65 pI*HA| |f(p)|}

_\Ap|2—|—‘A’2|f(p)‘2}. (3.16)

Introduzido um cutoff de energia A, que é considerado na primeira zona de

Brillouin, e escrevendo a integral em coordenadas polares, o potencial efetivo acima
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fica, finalmente,

12
A Allrmlf Nt
Veff _ 27T/ dp p p _Eln [1+6_’B p2+|A| |f(P)|}
0

_\/pz+(A]2\f(p)|2}. (3.17)

Esse resultado corresponde a um caso geral, para qualquer parametro supercon-
dutor que possa ser escrito como na Eq. (3.9) e u = 0. Observe que foi assumido
uma integral bidimensional em coordenadas polares, sobre a primeira zona de Bril-
louin, o que implica que esta deve ser aproximada a uma circunferéncia. De fato,
varios sistemas de isolantes topoldgicos obedecem a esse critério e podem sofrer tal
aproximacao [79,80]. Adiante, iremos calcular o potencial efetivo e algumas propri-
edades do sistema assumindo algumas formas de parametro supercondutor, como

onda s e onda p.

3.3 Onda s; A(r,7") =|A|d(r — 1)

Como foi definido, A(p, —p') é a transformada de Fourier do parametro A(r, 1),
sendo
~ 1 . 7o
A(p,—p) = V/drel(p'rp IA(r, ). (3.18)
Se supormos o parametro supercondutor respectivo a onda s, A(r,r") =|Ald(r—17),

entdo a transformada de Fourier de A(r, ") seria
Alp,—p) = Ay, (3.19)

o que implica, para onda s, f(p) = —i na Eq. (3.17), sendo o potencial efetivo nesse
caso

TA?|A

A 2
Vg = —27r/ dpp{—ln [1 + e‘ﬁk] + k:} +—, (3.20)
0 g 9

~‘2
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2 )
comk:\/p2+A | f(p)]".

Verificaremos se o potencial efetivo gera um resultado esperado calculando o

parametro supercondutor em funcao da temperatura. Para isso, devemos encontrar

o equilibrio do potencial efetivo como sendo

)
8—A‘/eff == O (321)
A derivada primeira do potencial efetivo com respeito ao parametro supercon-
dutor é
ol &
—V. = 27 dp p— |tanh + 2 3.22
YL L pos [ > J (3.22)
Porém, como
ok o [ p Al
A+
entao
9 = 2w’A‘A2 - / tanh \/A‘ -
oA eff P A2 * p? )
(3.24)
ou ainda, fazendo x = p?
i = 27T‘A’A2 - / tanh A’ +z
R g 2A? \/7
(3.25)

A equacao acima estda em bom acordo com resultados prévios que descrevem
o comportamento de A em um sistema eletronico de Dirac supercondutor quasi-

2D [81]. No minimo, a equagao leva a equagao de gap BCS, o que ocorre por termos
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tratado o caso de onda s [71]. Nessa situagao, o gap supercondutor é maximo em 7" =
0 e vai a zero a medida que a temperatura aumenta. Além disso, em T = 0, mostra
que ha uma transicao de fase do estado normal para o estado supercondutor em
funcao do parametro g, andlogo ao caso de onda p que sera deduzido adiante. Apesar
do potencial efetivo ser respectivo a férmions de Majorana, o resultado encontrado
para o gap supercondutor é esperado uma vez que o trabalho consiste na analise de
um sistema eletronico, com A sendo o mesmo parametro em ambos os potenciais
efetivos. Porém, os potenciais efetivos dos dois sistemas sao diferentes, justificando
os célculos.

A equivaléncia entre as equacoes de gap atual e aquela para sistemas eletronicos
de Dirac supercondutor quasi-2D é interessante, pois o termo de interacao supercon-
dutora obtida para o tdltimo também é obtida como uma interacao efetiva para redes
de elétrons de Dirac usando o modelo de Heisenberg-Kondo antiferromagnético, ou
modelo de spin-férmion. Esse modelo tem sido estudado como candidato para ex-
plicar o surgimento de uma fase supercondutora em cupratos supercondutores de
alta temperatura critica, a medida que o sistema é dopado com elétrons ou bura-
cos [82-84]. O fato de as equagdes de gap serem equivalentes e ambos os sistemas
serem (quasi-)bidimensionais sugere a emergéncia natural de férmions de Majorana
nos planos de C'uO nos cupratos. Além disso, o parametro supercondutor dos cu-
pratos possui uma forma caracteristica que também pode contribuir para a fenome-
nologia. O resultado acima, portanto, mostra um novo caminho a ser investigado,

que sera abordado no préoximo capitulo.

o " / . . N .
3.4 Onda p; A(p,—p') = Z‘A‘ (px + zpy) O/
Agora, assumiremos o caso em que A(p, —p) = i’A‘ (px + ipy) Opp, COM ‘A‘
constante, que deve representar um sistema com onda p . Nesse caso f(p) = (Pz—l—ipy)

e o potencial efetivo da Eq. (3.17) fica
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3.4.1 Analiseem T =0

Para T — 0, ou 8 — o0, 0 segundo termo da integral se anula, pois o termo 1/
tende a zero, enquanto a exponencial tende a 0, sendo que seu argumento vai a —oo,

fazendo com que o logaritmo natural seja constante. Assim, o potencial efetivo é

2
A Al p? 2

Verp = 27r/ dp p T—p\/l—l—‘A ) (3.27)
0

Como anteriormente, o minimo do potencial efetivo com respeito ao parametro

supercondutor nos da a equacao de gap. Com ela, podemos encontrar o valor res-
pectivo para o parametro ‘A‘ = ’A()’ que condiz a condicao de equilibrio do sistema

para temperatura nula. Derivando o potencial efetivo temos

0 ~ ] oAl A3
a_AmfthO’ i QW)AO’ %_3,/1+‘Ao‘2
= 0 (3.28)

que ¢é verdade se )A‘ =0 ou se

A3
20 5/14|A0f

:‘Ao — (%)2—1. (3.29)
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Encontramos entdo um valor critico de ¢ = g. = 3A/2 no qual ocorre uma

transicao de fase do estado normal para o estado supercondutor, sendo que

se g <3M\/2

‘AO‘ - (2_9>2 —1 se g>3A/2 (3:30)

3A

O parametro supercondutor ‘AO‘ determina se o sistema é ou nao supercondutor
em temperatura nula. Se o parametro for zero, o gap supercondutor é zero e o
sistema se encontra no estado normal. Caso contréario, o sistema é supercondutor.
Quando g < g., portanto, o sistema se encontra no estado normal e para g > g. no
estado supercondutor, caracterizando a transicao de fase citada em um valor critico
de g = g..

Além disso, esse é de fato um ponto de minimo. Para demonstrar, calcularemos
a derivada segunda do potencial efetivo com respeito ao parametro supercondutor,

que é

0? 27A3 | 3A 1
—V, = _— 3.31
oAz I 3 | 24 N2 (3.31)
(1+]a])
Se g < 3A/2, que ocorre quando A= 0, a expressao se torna
0? 2wA3 [ 3A
—— \Verrl a = ——1 , .32

que é concava para cima, ou um ponto de minimo. Por outro lado, se g > 3A/2, ou

seja, A = /(2¢/3A)% — 1, entdo

0 2rA® (3A  [(3A\°
T Wil e = o4 (22 , .
or Vel sy 3 (29 <2g) ) >0 (3.33)

que também é um ponto de minimo.
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Como discutido, esse resultado mostra que, a temperatura nula, se a interacao
atrativa ¢ for suficientemente grande em relacao a magnitude do produto de uma
constante com um cutoff de energia (g > ¢.), que estd relacionado com a primeira
zona de Brillouin do IT, o sistema sera supercondutor. Como o fenomeno depende
da comparacao entre a intensidade de g e A, que sao propriedades dos materiais en-
volvidos (supercondutor e IT), em que para determinados valores dos mesmos nao
hé supercondutividade, a Eq. (3.30) determina as condigdes em que superconduti-
vidade sera ou nao induzida. A constante g mede a interacao entre elétrons ligados
no supercondutor, que nao se mantém no I'T caso nao sejam fortes suficiente.

A fim de medir a magnitude de g., devemos multiplicar p; na Eq. 3.1 por hAvy,
em que vy corresponde a velocidade de Fermi dos portadores de carga na superficie
do IT. Desse modo, obtemos g. = 3hvsA/2, evidenciando que g. depende somente
de parametros do IT, uma vez que A = 7/a estd relacionado a primeira zona de
Brillouin. Para o material BiySes, por exemplo, temos que hvy = 2.87 eVA e o
maior pardmetro de rede é a = 30.5 A [80,85]. Obtemos, portanto, g. = 0.44 eV.

Por outro lado, podemos calcular g,. usando [86]
1

N(O)In (=) .

Gse = —
onde T, é a temperatura critica de transicao do supercondutor, ©p a temperatura
de Debye e N(0) a densidade de estados, também do supercondutor. Se conside-
rarmos, por exemplo, os parametros do P,, que sao T, = 7.19 K, ©p = 105 K
e N(0) = 0.49 estados/eV [86,87], obtemos gs. ~ 0.76 eV. Como para esse caso
Jse > ge, € esperado que P, induza supercondutividade em BisSes. De fato, esse
resultado corrobora com dados experimentais em que supercondutividade induzida

foi observada para o caso acima [88,89].
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3.4.2 Analise em Temperatura finita

Para temperatura nao nula, o segundo termo da integral da Eq. (3.26) deve ser
considerado. Sua derivada primeira, portanto, com respeito ao parametro supercon-

dutor é

2 9 {14_6510 /71+|A|2} _ 2 Bpe—ﬁp\/H-M‘ ‘A‘

20 ~ . (339)
B oA B i e—ﬂp\/1+]A\2 \/1 —i—‘A 2
o que leva a uma derivada do potencial efetivo, usando Eq. (3.28), da forma
1| AL 1 A 12
i eff = QW’A‘ ———/ dp p?* tanh @\/ljt‘A‘
O0A 2g 12 Jo 2
1+|A
(3.36)

No limite de 8 — oo, a tangente hiperbdlica vai a 1 e a derivada do potencial
efetivo, obviamente, é igual a calculada anteriormente, para 7' = 0. Como para o

minimo a derivada primeira deve ser igual a zero, obtemos a seguinte equacao de

gap

2 A E A7)
rim?/o dp p* tanh (7]’\/1+(A )—1. (3.37)

A integral em p pode ser resolvida analiticamente e graficos para a equagao de
gap, dados os valores de g e A, podem ser obtidos. A Fig. 3.2 mostra a curva
caracteristica do parametro supercondutor em fun¢ao da temperatura, para g = 2,
g =4eg =6, todos para A = 1. Com a Eq. (3.30) podemos encontrar os

valores de ‘A) em T = 0, usando diversos valores de g. Temos que g = 2 implica

’A‘ = /(29/30)2 —1 = \/(4/3)2—1 =088, g = 4 leva & ‘A‘ = /(832 -1 =
2.47 ¢ g = G implica ‘A’ = /(12/3)2 — 1 = 3.87, que sao exatamente os valores
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Figura 3.2: ‘A‘ em funcao da temperatura, para A = 1.

representados na Fig. 3.2 para T = 0. Além disso, a medida que a interacao
g diminui, a curva supercondutora se torna menos expressiva, assumindo valores
menores de parametro supercondutor maximo e temperatura critica, tendendo ao
desaparecimento completo em g = g. = 3/2.

Nesse capitulo calculamos o potencial efetivo para férmions de Majorana emer-
gentes na superficie de um IT com supercondutividade induzida, para diferentes
tipos de parametro supercondutor. Discutimos a possibilidade da emergeéncia de
férmions de Majorana em supercondutores de alta temperatura critica e encontra-
mos as condi¢oes necessarias para que supercondutividade possa ser induzida na
superficie de um IT. Estes resultados foram desenvolvidos durante o curso de Dou-
torado em Fisica Aplicada da Universidade Federal de Vigosa e publicados na revista
Physics Letters A pelos autores A. W. Teixeira, V. L. Carvalho-Santos e J .M. Fon-

seca, sendo partes deste capitulo tradugoes livres desse artigo [77].



Capitulo 4

Supercondutividade Topoldgica
em Cupratos

4.1 Introducao

No capitulo anterior, encontramos uma equacao de gap supercondutor equiva-
lente aquela encontrada para cupratos supercondutores. Cupratos sao materiais que
apresentam supercondutividade de alta temperatura critica, motivo pelo qual a te-
oria BCS falha ao explicar o surgimento do estado supercondutor. Esses materiais
sao constituidos por uma estrutura em camadas, contendo aquelas respectivas aos
ions de cobre e oxigénio, os planos de CuOs,, e as demais camadas que se comportam
como um reservatério de carga, o que torna possivel a dopagem dos planos de CuO,
com elétrons ou buracos. Dois exemplos de estrutura podem ser vistos na Figura
4.1, referentes aos cupratos Lay_,Sr,CuO4 e YBayCusOg .

Cupratos cujos planos de cobre e oxigénios nao sao dopados, que corresponde
a ;= 0, e abaixo de uma temperatura critica, ou temperatura de Néel, sao mate-
riais isolantes com ordem antiferromagnética. Porém, a medida que portadores de
carga sao adicionados ao sistema, sendo p > 0 para buracos e p < 0 para elétrons,
o ordenamento antiferromagnético é suprimido, enquanto o material se torna su-
percondutor. Caso este continue sendo dopado, a supercondutividade cessa, dando

origem a um diagrama de fases caracteristico [97]. Além disso, hd uma forte ligagao

o8
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(a) LSCO (b) YBCO

Figura 4.1: Estruturas cristalinas para os cupratos (a) Las_,Sr,CuO4 e (b)
YB&QCU306+1.

entre os fons de cobre e oxigénio nos planos, em que ions de cobre apresentam uma
banda eletronica d fortemente correlacionada na condicao de semi-preenchimento,
cujos spins localizados interagem entre si por uma interacao magnética de troca,
mediada pelos orbitais p dos fons de oxigénio. Essas caracteristicas principais desses
materiais indicam que a fenomenologia importante esta relacionada ao movimento
de elétrons nos planos de CuQ,, ocasionado pela interacao dos spins nos planos.
Um modelo completo que descreve o surgimento da supercondutividade de alta
temperatura critica presente nesses materiais deve levar em consideragao, portanto,
as interagoes entre os spins localizados, destes com os spins dos portadores de carga
e a interacao de repulsao Coulombiana entre os férmions itinerantes. Como forte
candidato para explicar tal fenomenologia, o conhecido modelo de trés bandas, que

pelo fato de descrever detalhadamente os planos de cobre e oxigénio levando mui-
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tos parametros em consideracao, tem uma analise complicada. Porém, é possivel
deduzir um novo modelo a partir dele, conhecido como modelo de spin-férmions,
capaz de descrever o sistema com uma quantidade menor de graus de liberdade.
Analises utilizando tal modelo levam a um diagrama de fases antiferromagnético
e supercondutor, em acordo com o esperado [83,84], e é justamente o modelo que
leva a equacao de gap equivalente a encontrada para supercondutividade induzida
na superficie de um IT.

Além da equivaléncia entre as equagoes de gap, os cupratos também se mostram
possiveis candidatos a apresentarem férmions de Majorana por outros motivos, como
discutido no capitulo anterior. O modelo tratado para supercondutividade induzida
e topoldgica em um IT assume um sistema bidimensional, assim como ocorre em
cupratos, que sao materiais constituidos por camadas, sendo supercondutividade
emergente nos planos (quasi-)bi-dimensionais de CuOs. Além disso, cupratos sao
materiais que possuem um gap supercondutor caracteristico, de onda d, que pode
contribuir para emergéncia natural de férmions de Majorana nos planos. Nessa
parte do trabalho, iremos investigar a possivel emergéncia de férmions de Majorana
nos planos de cobre e oxigénio de cupratos e verificar se estados topologicos podem,

entao, estar presentes nesse material.

4.2 Férmions de Majorana em Cupratos

Para estudar a possibilidade de estados topoldgicos associados a férmions de
Majorana, podemos partir da Hamiltoniana encontrada para Cupratos, seguindo
o modelo de spin-férmion. A partir dessa Hamiltoniana, é possivel procurar por
spinores que obedecam a condicao para que estejam relacionados aos férmions de
Majorana, e que produzem estados com modo zero de energia. A Hamiltoniana
proposta para supercondutividade nos planos de cobre e oxigénio em cupratos su-

percondutores de alta temperatura critica é, no espago dos momentos [83]
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d%k
Hyr. = / W@*(k)HBdG,HTc@(k), (4.1)

em que o campo de Nambu, ®T(k), é dado em funcgao dos campos fermionicos, Qﬂp(k‘)

e w;(,(k:), com o representando os spins {1, }, sendo

(k) = (0] (k) w4 (k) 1 (k) vay(~h)) (4.2)
€
gy + N_ —hosk_ 0 —A
Hpgure= | vt THo A u+_—AN+ hv?k+ .43

—A* 0 hvek— p_ — Ny

em que py = pxt M, Ny = N s, eky =k, +ik,. Na Eq. 4.3 p é o potencial
quimico que determina a dopagem dos planos de cobre e oxigénio, sendo 4 > 0 para
buracos e u < 0 para elétrons, e M, N e s, sao campos auxiliares de Hubbard-
Stratonovich relativos a um gap de carga isolante (M e N) e a uma interagao entre
spin-spin anisotrépica (s.).

A principio, assumiremos os demais termos, exceto o potencial quimico e M,
iguais a zero e hvy = 1. Dessa forma, o cédlculo é simplificado e assim podemos
realizar uma analise particular do sistema. A Hamiltoniana BdG nesse caso pode

ser escrita tal que

— MU —k_ 0 —A

HBdG7HTc = 0 —A* L k’+

-A* 0 k- -
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cujos autovalores sao, para pu = 0,

2

Elz\/k2+(|A|+M

)
B, = \/k2 +(|a] = M)?
)

2

Egz—\/k:2+ (|A]+ M

E, = —\/k2 + (|a] = M)

2, (4.5)

O espectro de energia encontrado é o mesmo para o caso de um IT em duas
dimensoes com um gap de energia adicionado nas bordas. A andlise desse caso
particular e sua relevancia para a emergéncia de férmions de Majorana foi feita
previamente, mostrando que tal sistema simula condi¢oes para o surgimento de
estados de férmions de Majorana desemparelhados [10].

Para que a Hamiltoniana (4.4) produza modos zero de Majorana precisamos que
atue em um autoestado ¥y, produzindo por consequéncia estados de energia nula,

tal que
Hpac,ure Vo = 0. (4.6)

Supondo a existéncia de ¥, este ird produzir um estado de modo zero de energia

®} que deve satisfazer
o) = /d%« vl ®. (4.7)

Por outro lado, para que @8 nao s6 esteja relacionado a energia nula, mas que
também caracterize Férmion de Majorana, deve ser tal que CID(T) = ®,. Escrevendo

Ul explicitando cada componente,
Wl = f(r) (ur uz us ), (4.8)

e reescrevendo a Eq. 4.7 em termos dessas mesmas componentes, temos

‘I)Z) = /dQTf(T) (Uﬂ/fm + ugtha r + Uslﬂh + U4"¢;7¢> . (4.9)
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Vemos na equagao acima que, se u; ¢ independente de 1); ,, a principio, nao existe
combinacgao possivel para que <I>$ = Py, nao sendo permitido obter um estado que
satisfaca a condicao para que compreenda Férmions de Majorana. O mesmo ocorre
para o estudo inicial do formalismo BdG para supercondutores de onda-s [10], em
que uma matriz 2 x 2 nao é suficiente para descrever a fenomenologia estudada, mas
com a introducao de um formalismo redundante, que escreve a Hamiltoniana 4 x 4,
foi possivel desenvolver a andlise, sem que a descricao do sistema fosse alterada. Esse
novo formalismo nao s6 modifica o tamanho da matriz Hamiltoniana como também
muda o tamanho e as componentes dos operadores de Nambu. Para o caso atual

podemos reescrever o operador de Nambu usando a mesma técnica, definindo

& = (] () 4 () 1, (0) 054(R) Ga4(=h) o, (—8) Dr(—K) Yas(h))
(4.10)

Esse novo operador é capaz de descrever o sistema com mais detalhes, em especial
porque explicita mais combinagoes dos dois operadores fermionicos distintos, cujos
indices sao 1 e 2 [84]. Com isso, ¢ necessério reescrever a Hamiltoniana BdG em
uma matriz 8 X 8, em acordo com o novo operador de Nambu, e que gera a mesma

forma das interacoes iniciais, que fica, a menos de uma constante,

itk 0 A 0
0 -k 0 “A
Hpac,ure = A 0 —fi—ky 0 ;
0 —A* 0 —ji + ky

(4.11)

em que

X 0 A 7 o 0 k?_7+ - jyas 0
A__<A 0>7k1’2__(k+7_ 0 )7/’L_ (O M—) (412)

E interessante mencionar que o sinal de alguns dos operadores de momento, k,

foram alterados apenas como uma manipulacao matematica. Isso pode ser feito,
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assim como no capitulo anterior, levando em consideragao a integral no espaco dos
momentos e fazendo k — —k, sem que haja qualquer perda, ou mudanca, na fisica
do problema.

Reescritos os operadores de Nambu e a Hamiltonana BdG, podemos agora definir

um ansats de modo zero
Ul = exp { / |A(r’)|dr’} (A* 0 B* 0 C* 0 D* 0), (4.13)
0
o que leva a

ol = /d27" exp [/ |A(T’)‘d7’/} (A*lﬁh + BWL + "y + D*wl,T) :
0
(4.14)

Para satisfazer a condicao de férmions de Majorana <1>(§ = ®y, o que implica

D* = A e C* = B, as expressoes acima ficam

Ul = exp V \A(ﬂ);dﬂ] (A*0B*0 B0 A0) (4.15)
0

(I)(]; = /d2r exp |:/ |A(7“/)|d7“/] <A*Q/J;T + B*T/Jii + By + A¢1,T> .
0
(4.16)

Nesse ponto, apesar de u = 0 nao representar um estado supercondutor nos
cupratos, por simplicidade, assumiremos p+ = 0, a fim de verificar se existe solugao
possivel para o problema proposto de forma simplificada, como caso particular.
Por outro lado, apesar do modelo ser aplicado aos cupratos, o mesmo descreve
quaisquer planos de cobre e oxigénio. Com isso, caso algum mecanismo produza
supercondutividade nesses planos sem que haja dopagem, sendo tais planos pre-
sentes ou nao nos cupratos, o calculo se torna fisicamente aceitavel. Além disso,

reescreveremos o parametro supercondutor, usando uma fase com sinal arbitrario,

A = |A(r)]e*) [8,10].
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Para encontrarmos os coeficientes A e B devemos atuar a Hamiltoniana (4.11)

em Wy, o que resulta em (escolhendo a transformagao de A com sinal negativo,

= |A(r)|e=™)

Atkyexp [[] |A( |dr} + B|A(r)|e ™ exp [ [o |A( |dr}

—B*k, exp [fo A |dr'] — AJA(r)|e= ’") exp [f |A(r)|dr']
—Bk_exp [ [ [A()|dr'] + A*|A(r) [T exp [ [; |A(r |d7"]
Ak_exp [ [T |A()]dr'] — B*|A(r)[eT exp [ [, |A(r)|dr]

=0. (4.17)

Agora é necessario atuar com os operadores de momento. Para isso, serd ne-
cessario reescrever ki tal que ky = k, + ik, = —i(0/0y) £ (0/0z). Além disso,
o problema necessita que tratemos os operadores em coordenadas polares, o que

corresponde a (ver Apéndice C)

ky =+ {005(9)2 + %2} —i [sin(&) 9 @3}

or Oz 00 or Oy 0o (4.18)

Isto é, os operadores de momento atuados nas exponenciais das equagoes em

(4.17) levam ao resultado

ks exp [ /0 ' ]A(r’)\dr’} = [Ecos(0) — isin(0)] | A exp { /0 ' \A(r')ydr'] .
(4.19)

E possivel agora resolver a Eq. (4.17) e encontrar a solu¢ao para os coeficientes

A e B, que satisfaz

A*+ B
—-B*— A
B4 A* = 0, (4.20)
—A— B*
e que tem solucgao real imediata A = —B = +1. Finalmente, escolhendo a solucao

positiva para A, CI% que produz modo zero de Majorana é

o) = / d?r exp [ /OT|A(7~’)\dr’} (v140) =01, = nslr) +vna(0).
(4.21)
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Apesar do resultado acima reproduzir estados de férmions de Majorana em modo
zero de energia, nao corresponde a um estado supercondutor em cupratos. Isso por-
que Cupratos sem dopagem, com i = (0, nao apresentam tal fase, como mencionado
anteriormente. Portanto, para que seja possivel verificar a existéncia desses modos
em cupratos, é necessario introduzir o potencial quimico diferente de zero.

Consideremos, entao, a Hamiltoniana (4.11) completa, que quando atua em W

leva as novas equagoes

A*
+
A*k, exp Uo |A(r! |dr} + BIA(r) e exp U |A(r! |dr}
pt B*
—B*ky exp [fo |A(r! |dr} Jz‘AB(TN —i0(r) eXp [f |A(r |d7ﬂ} =0, (4.22)
—H+
—Bk_exp Uo |A(r |d7“] + A*|A(r)]e?") exp Uo |A(r! |dr]
—pyA
Ak_exp [ [7 |A(r)|dr'] — B*|A(r)[eT exp [ [; |A(r)|dr]
que é satisfeita para A = —B = =+1, assim como no resultado encontrado ante-

riormente para o caso particular de u = 0, e que leva a Eq. 4.21, porém agora
satisfazendo também a condicao de pu, = 0= u=—M # 0.

Isto é, o sistema apresenta férmions de Majorana em modo zero de energia, no
seu estado supercondutor, desde que o potencial quimico esteja relacionado a —M,
com p = —M # 0. Esse resultado é muito interessante pois mostra como planos
de cobre e oxigénio podem fornecer condi¢bes para a emergéncia de férmions de
Majorana naturalmente.

Além disso, o resultado mostra que encontramos modos zero de Majorana para
11, mas nao s. E possivel calcular o mesmo para Pl = @872, que seria relacionado

a 1. Basta assumirmos como ansatz

Wl = exp [/ |A<r’)|dr'] (0 A* 0 B* 0 C* 0 D*), (4.23)
0
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que leva a

o) = /dQT exp {/ |A(7"')|d7"} (A*lﬁ% + B 4+ O + D*%,T) :
0
(4.24)

que por sua vez deve satisfazer a condigao de Majorana, em que (IJT ®, implicando

= A e C" = B, como anteriormente, ou ainda
Ul = exp [/ |A(r')|dr'] (0A*0B*0BO0D). (4.25)
0

Para encontrarmos os coeficientes A e B usaremos a mesma transformagao em A
que anteriormente, mas agora escolhendo A = |A(r)[e?(), e atuar a Hamiltoniana

(4.11) no novo ¥q, o que leva a equacao

A*k_exp [ [y |A()|dr'] +B|A*( )| exp [ [1[A()]dr]

—Bk_exp [ [ |A()|dr] uhj@é( )¢ exp [ [T 1AG)|dr]

By exp [[71AG)|dr] +51*|AB( e exp [ [ JA()]dr]

Ak exp [[71AG)]dr'] — 5*@3); =00 exp [ [ JA(r)|dr]
o

=0, (4.26)

\

ou ainda

—-A*+B
B*— A
—B + A*
A— B~

=0, (4.27)

que ¢ satisfeita quando A e Bsaoreaise A=Beu_ =0=pu=M #0.
O que torna essa situacao peculiar, e diferente da anterior, sao os fatos de que
agora esse estado esta relacionado a u_ = 0, e ndao u, e que o sinal da fase no

vértice no parametro supercondutor é diferente, além da condicao ser A = B, e nao
A=-B.
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A solugao para (ID(TJ nesse caso ¢é, portanto,

CI)(T) = /d2r exp {/Or ’A(r’)|dr’} (1&%(7‘) +¢;¢(7’) + 1oy (1) +1/’2,T(7’))-
(4.28)

Com clareza, obtivemos dois estados com modo zero de Majorana: pu = —M

e um vortice supercondutor |A(r)|e=*(")

, que gera estados de Majorana com 1y, e
p = M com um vértice supercondutor |A(r)[e?™) | que gera estados de Majorana
com 1. Os resultados trazem uma motivacao para que o sistema continue sendo
estudado, de forma promissora em se obter e controlar férmions de Majorana em
cupratos a altas temperaturas.

Nesse capitulo discutimos a possibilidade de supercondutores de alta tempera-
tura critica do tipo Cupratos apresentarem ordenamento topoldgico, o que preveée
condicoes para a emergéncia de férmions de Majorana. Mostramos que, em deter-
minadas condigoes, o sistema apresenta estados com modo zero de Majorana. Estes

resultados foram desenvolvidos durante o curso de Doutorado em Fisica Aplicada

da Universidade Federal de Vigosa e estao em fase de redagao [100].



Capitulo 5

Transicao de fase topoldgica no
transporte de skyrmion

5.1 Introducao

Buscamos por sistemas fisicos cujas propriedades oferecam ordenamento to-
polégico a fim de estudar suas propriedades. Como discutido, tal ordenamento
oferece protecao topoldgica e, por consequéncia, essas estruturas sao invariantes
e estaveis, em determinados aspectos, sob deformagao. Configuracoes magnéticas,
por exemplo, sao capazes de apresentar estruturas topologicamente estaveis e podem
possuir protecao topoldgica. Uma estrutura em particular que tem sido alvo de in-
vestigacao sao os skyrmions magnéticos, apresentados como configuragoes circulares,
simétricas e planares do tipo vortices, que ocorrem em redes de spin e que sao for-
mados, especialmente, na presenca de um campo magnético e devido a competicao
das interagoes de troca e de Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [15,16].

Enquanto estrutura magnética, a dinamica do Skyrmion deve obedecer a equagao
de Thiele [101], que lembra a equacdo de Newton para uma particula sem massa.
Essa equagao é derivada da equagao de Landau-Lifshitz-Gilbert (LLG) [102,103], e
descreve a dinamica de spin induzida por corrente para uma estrutura magnética
rigida com forgas independentes do tempo [14,23,104,105]. Porém, a adigdo de um

termo de massa na equacao de Thiele se faz necessaria pois, tanto um experimento

69



70

que assume trajetérias de um tnico skyrmion [106], quanto anélises de simetria
26, 108], propoem que o skyrmion seja uma configuragdo de massa nao nula. A
capacidade do sistema de armazenar energia inercial durante o movimento d& origem
a massa inercial do skyrmion [107,108], o que esté relacionado a deformacgao no seu
formato, que por sua vez depende da velocidade [25].

E possivel adicionar o termo de massa a equacao de Thiele através do produto da
massa efetiva do skyrmion, M, pela aceleracao, R. O termo de massa corresponde
a uma matriz de elementos M, ;, que compreende a soma de elementos que surgem
da dinamica conservativa e elementos de contribuicao dissipativa, que dependem da
configuracao de momento magnético do skyrmion e de sua velocidade. Além disso,
também ¢é possivel relacionar os termos da diagonal com a contribuicao de forca
dissipativa da equacao de Thiele, D, que depende da geometria do skyrmion [25,109].
Ja os demais termos sao relacionados com a forca de Magnus exercida pela textura
magnética do skyrmion em movimento, g = 47, onde () é a carga topoldgica do
skyrmion.

Nesse contexto, para um skyrmion em repouso, o que implica um skyrmion
simétrico, as componentes da diagonal sao equivalentes entre si e representam a
massa escalar usual, ou seja, M, , = M,,. Porém, como tais termos estao rela-
cionados a geometria do skyrmion, e existe uma deformacao do skyrmion quando
este se movimenta, nesse regime tais elementos de massa mudam de acordo com a
deformagao. Durante o movimento, um auto-campo é gerado pelo proprio skyrmion,
causando este efeito, o que gera uma assimetria em sua forma e a desigualdade dessas
massas, tornando os elementos da diagonal diferentes. Ha, desse modo, uma relagao
entre velocidade, deformacao e os termos da diagonal da matriz massa, M, , e M, ,
do skyrmion. Por outro lado, os demais termos de massa dependem do invariante
topoldgico ). Como ) é constante de acordo com a deformacao do skyrmion, a
menos que junto a deformacao ocorra uma transicao de fase topoldgica e a carga

total da rede mude, tais elementos de massa continuam invariantes com respeito a
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toda a rede. Isso implica que, caso efeitos dinamicos alterem o formato do skyr-
mion, nada acontece com esses termos de massa. Porém, se tais efeitos mudarem
a carga topoldgica total da rede, havera uma mudanca dos termos de massa a ela
relacionados.

Nessa parte do trabalho, realizamos simulacoes de Monte-Carlo a fim de obter
a deformacao do skyrmion a medida que ele se movimenta. Como mencionado,
existe uma relacao entre a deformacao do skyrmion e sua massa. A medida que
o skyrmion se move, é gerado o auto-campo, que depende da velocidade, e que
¢ adicionado ao campo externo, deformando o skyrmion. Com essa deformacao
calculamos a contribuicao de forca dissipativa da equacao de Thiele, D, em funcao
da velocidade do skyrmion. Tal contribuicao é diretamente relacionada a massa,
tendo assim o mesmo comportamento a medida que a velocidade do skyrmion varia.
Também encontramos a energia DM por sitio para cada velocidade, o que reforca o
estudo do modo como se deforma o skyrmion.

Além disso, estudamos efeitos para velocidades altas. Acima de uma veloci-
dade critica surgem condig¢oes para o aumento do nimero de skyrmions na rede,
além de causar sua deformagao. Esse aumento do niimero de skyrmions claramente
caracteriza uma transicao de fase topologica. Com isso, é esperado que haja uma
consequente mudanca dos termos de massa da nao diagonal, além da mudanca de
carga topologica total da rede. Por outro lado, encontra-se um limite para a quan-

tidade de skyrmions formados, que depende do tamanho da rede.

5.2 Modelo Teoérico

Como discutido, é esperado que configuragoes do tipo skyrmions, presentes em
redes magnéticas, deformem quando os mesmos se movimentam. Sua deformacgao
depende de sua velocidade, assim como sua massa.

Consideremos uma rede de spin triangular com condigoes de contorno hexago-

nais. A escolha desse tipo de rede se da pelo fato dessas condi¢oes melhor descreve-
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rem sistemas fisicos reais devido a simetria circular dos skyrmions [110]. Isso implica
que os momentos magnéticos dos sitios em arestas opostas tem o mesmo valor. Uma
configuragao de 15 sitios por aresta, por exemplo, possui um total de 631 sitios, que
sao classificados pelos indices 7, 7. O modelo assume, a principio, uma Hamiltoniana
que contenha uma interacao de troca, J, entre os momento magnético tridimensi-
onal de cada sitio, S;;, com seus primeiros vizinhos, uma interacao desse com um
campo magnético externo, B, um termo de anisotropia, K, e um acoplamento DM,
D;;y . Esse ultimo acoplamento pode ser um vetor tanto perpendicular quanto
paralelo ao vetor que conecta dois spins vizinhos i, j e 7/, j/, e se encontra no plano
da rede. Tal direcao determina se o skyrmion sera um skyrmion do tipo Bloch ou do
tipo Néel. Para um vetor perpendicular ao vetor que conecta dois spins vizinhos, a
configuracao esperada para o skyrmion é do tipo Néel, enquanto que para um vetor
que conecta dois spins vizinhos a configuracao esperada é do tipo Bloch. Além de
ser o principal responsavel pela formagao de um skyrmion na rede, esse acoplamento
determina a forma do campo vetorial do mesmo. Ja a interagao é feita assim como
na Fig. 5.1, em que um sitio particular, classificados pelos indices i, j, interage com
seus primeiros vizinhos, circulados em verde. A Hamiltoniana correspondente a esse
sistema, €

H = —J Z Sij - Sij — MZB "Sij — KZSEJ,Z
i,j i3

<(1,9),(#,5")>

— Z Di,j,i',j’ . (Sl,j X Si/,j/) . (51)

<(i,4),(#,3")>
O propdsito é realizar simulagoes de Monte Carlo utilizando a Hamiltoniana da
Eq. 5.1, que descreve a rede. A simulagao assume que o sistema esteja em uma dada
temperatura, T, suficientemente pequena para que se obtenha uma configuracao fi-
nal de skyrmion, dadas algumas condigoes, e que nao afete significativamente suas
caracteristicas fisicas. Quando o skyrmion se move a uma dada velocidade, v, um
auto-campo é gerado e entao é possivel observar sua deformacao. A medida que

a velocidade muda, a forma como o skyrmion se deforma também muda. Tal de-
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Figura 5.1: Representacao da rede de spin hexagonal considerada. O inset mos-
tra um sitio particular da rede, classificado pelos indices 7, 7, com seus primeiros
vizinhos, circulados em verde.

formacao é intimamente ligada ao termo de forga dissipativa da equacao de Thiele,
D, que por sua vez é relacionado a massa do Skyrmion.

Essa deformagao, que ocorre devido a um auto-campo, 0B, gerado pelo skyrmion
quando o mesmo se movimenta, é dada pela equagao [25]
27
va

em que vy é a razao giromagnética e a o parametro de rede. A equacao 5.2 mostra

B="8x(v-V)S, (5.2)

que um auto-campo é gerado dependente nao sé da velocidade, mas da configuragao
de momento magnético do skyrmion, S. Isso implica que a medida que o skyrmion
se movimenta e se deforma, o auto-campo gerado também muda, devido a tal de-
formagao. O campo efetivo responsavel por essa deformacao corresponde a soma de
0B, que se comporta como um campo externo atuante, com o proprio campo externo
aplicado, B. A configuracao de spin do sistema se deforma até que o mesmo entre
em equilibrio, cujo resultado é um skyrmion deformado, com uma configuracao S
conhecida, e um auto-campo também conhecido, ambos se movimentando na rede

com velocidade v.
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J& a matriz de massa, M, pode ser estudada através da equacao de Thiele
MV (t) 4+ gz x v(t) + aDv(t) = F + n(t), (5.3)

em que o segundo termo descreve uma forca de Magnus, que no caso para um
skyrmion isolado possui ¢ = 47(Q), a terceira contribuicao representa uma forca

dissipativa, onde

D= [ar (5o 5 ) (G} = L)) (5.4

e a é o fator de amortecimento, F = —0grU, sendo U o potencial magnetostatico
e n(t) um termo de ruido que, se negligenciado, converge a Eq. 5.3 a equagao de
Thiele generalizada [101].

Como mencionado, os elementos de massa sao relacionados a geometria do skyr-
mion. Quando o skyrmion se deforma, tais elementos sao alterados, de acordo com
a direcao do movimento. Os elementos da diagonal principal da matriz de massa

podem ser relacionados ao termo de forca dissipativa, tal que
M, = XDy, (5.5)

em que \ depende da forca com que o skyrmion é deformado e £ depende da constante
de troca, do parametro de rede e do tamanho caracteristico do skyrmion [25]. Para
um skyrmion isolado, e portanto simétrico, D, , = D, ,, = D, o que implica M, , =

M, = XD. Ja os elementos da diagonal secundaria podem ser obtidos por
Mij = ATAEaQiy; i # ], (5.6)

em que « é uma constante que vem da equagao de Thiele e |@Q; ;| = @ a carga do

skyrmion, calculada como

oS
Qij = —/d S- (é@l &Uﬂ)’ (5.7)

sendo ) = 1 para um unico skyrmion e M, ; = —M;,;. Como @) ¢ invariante sob a

deformacgao do skyrmion, a menos que o mesmo mude sua carga e sofra uma transigao
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topoldgica, os elementos da diagonal secundéria da matriz sao constantes, mesmo
quando o skyrmion se move. Tal transicao de fase nao ocorre até um determinado
limite de velocidade, acima do qual a quantidade de skyrmions na rede aumenta.
Acima desse limite, a carga topoldgica total da rede muda, devido a tal aumento da
quantidade de skyrmions, e pode ser calculada pela Eq. (5.7). H4, portanto, uma

relacao da massa do skyrmion com sua carga topologica.

5.2.1 Método

Para simular a rede de spin, a fim de obter uma configuracao de skyrmion, foi
usado o método de Monte Carlo, assumindo inicialmente as constantes de campo
magnético externo perpendicular a rede, uB = 0.1 J, D =0.32 J e K = 0.07 J,
todas referentes a Eq. (5.1), com 5 x 10° passos de Monte Carlo e kgT = 0.001 J.
Espera-se que, tanto tais valores de constantes quanto de temperatura sejam sufici-
entes para gerar um skyrmion estével [110]. Aqui, D; ;. é um vetor que conecta
dois spins vizinhos S; ; e Sy ;7. Assumimos ainda que cada lado da rede tem 15 sitios,
o que leva a um total de 631 sitios. A simulagao ocorre na rede calculando-se, sitio
por sitio, a probabilidade do momento magnético desse respectivo sitio mudar para
um momento magnético aleatorio, caso um critério pré estabelecido seja satisfeito.
Um passo de Monte Carlo significa que a simulagao percorreu todos os sitios da rede.

Partindo de uma condicao inicial aleatoria para os momentos magnéticos de cada
sitio e assumindo as condigoes acima, inicialmente com velocidade nula, espera-se
que o sistema evolva para uma configuracao final de skyrmion. Dada tal confi-
guragao, o proximo passo corresponde a encontrar a configuracao deformada do
skyrmion, em funcao de sua velocidade, segundo a Eq. (5.2). A velocidade sera as-
sumida como constante e na direcdo z, sendo v = v,i. Para essa andlise, partindo da
configuracao de skyrmion obtida inicialmente, serd adicionado o auto-campo gerado,
0B, ao campo externo, B, o que levara a uma nova configuracao de skyrmion, que

estard deformado. Essa nova configuragao, por sua vez, gera um novo auto-campo
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que substituira o anterior e gerara uma nova configuragao. Isso se repetira até que o

skyrmion efetivamente nao se deforme mais. A simulacao é feita da seguinte forma:

1. A simulacdo comeca com 5 x 10° passos de MC e as condicoes citadas acima,

produzindo um skyrmion;

2. A configuracao final possui um auto-campo efetivo, dependente da velocidade
e da configuracao de spin do skyrmion; o auto-campo dessa configuracao é

calculado;

3. Esse auto-campo é adicionado ao campo externo, caso seja o final da primeira

simulacao, ou substituido pelo auto-campo anterior, caso contrario;

4. Com o novo auto-campo adicionado/substituido a simulagao continua até que
uma nova configuragao de skyrmion, agora deformado, tenha sido obtida e seja

estavel,
5. Retorne ao passo 2.

Apbs obter o resultado final, é possivel calcular D e, por consequéncia, a massa
do skyrmion, para varias velocidades. Além disso, é possivel calcular a carga to-

polégica total da rede, (), e verificar se houve transicao topoldgica.

5.2.2 Resultados

Apo6s a primeira etapa da simulagao, em que o sistema evolui com uma velocidade
e auto-campo nulos, é obtida a configuracao inicial de skyrmion, que é estavel e pode
ser vista na Fig. 5.2(a), que mostra a configuracao S, na rede. A Fig. 5.2(b) mostra
o campo vetorial no plano, para S, e S, do skyrmion inicial, relativo a Fig. 5.2(a). A
forma desse campo depende se a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya é perpendicular
ou paralela ao vetor que conecta dois spins vizinhos.

Apo6s encontrada a configuragao inicial do skyrmion, conhecida sua configuracao

de spin, S, e definida sua velocidade, podemos calcular seu auto-campo gerado



77

30 F T T T T T = 1 30F -
: 14 0s : '

25 - 1 0.6 25 ]
C ] 04 L

20t 18 02 20 ]

15 10 S; 150 ]
L ] -0.2 r

10 £ 1M-04 10F ]
- 1@ -0.6 :

5 — — e -
E 1@ -0.8 g ]
gl gp Blae o P oy oo Py e 35 -1 0' L L 1 1 1 1 ]
10 20 30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50 60 70 80

(a) (b)

Figura 5.2: (a) Configuracao inicial de S, para um skyrmion com velocidade nula.
O skyrmion obtido é estavel no centro. (b) Campo vetorial no plano, para S, e .S,
do skyrmion inicial, relativo a Fig. 5.2(a).

devido a tal velocidade, usando a Eq. 5.2. Para velocidades muito baixas, é espe-
rado que o médulo do auto-campo também seja baixo, insuficiente para deformar o
skyrmion significativamente. Essa deformacao somente aconteceria para energia de
interagao e com campo externo da ordem das demais interagoes. A figura 5.3(a) mos-
tra o resultado do skyrmion para v = 0.005, onde v’ é uma constante adimensional

que depende da velocidade do skyrmion, v, da forma

v = %V, (5.8)
em que p = 3up, J = TmeV, a = 2.7 x 107%m [110] e v = g|un|/A, o que implica
v = 1.5bm/s. E possivel ver que a deformacao do skyrmion é insignificante comparado
ao skyrmion inicial. J& a Fig. 5.3(b) mostra o auto-campo gerado, referente ao
skyrmion da Fig. 5.3(a). Nessa figura é possivel ver que o autocampo gerado é da
ordem de 6B/J ~ 0.01, bem menor que as outras grandezas relevantes do sistema.
Esse valor de campo se deve a velocidade considerada, que é baixa e insuficiente
para deformar o skyrmion a ponto de gerar efeitos que variem sua massa de forma

significativa. Isso corrobora com a pouca deformacao do skyrmion, sendo esperado

que sua massa se mantenha constante pelo menos até essa velocidade. Esse efeito
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serd melhor visualizado posteriormente, quando o termo de forca dissipativa for

calculado.
1
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Figura 5.3: (a) skyrmion quase sem deformagao para a constante v/ = 0.005, que
corresponde a uma baixa velocidade de v = 1.5m/s. (b) auto-campo gerado para o
skyrmion da Fig. 5.3(a). O campo é pequeno o suficiente, em relagao a outras gran-
dezas competidoras, para gerar o skyrmion quase sem deformagao da Fig. 5.3(a).

Ja para v/ = 0.3, que corresponde a uma velocidade v ~ 91.3m/s, a deformacao
é visivel e estd representada na Fig. 5.4(a). Além disso, o auto-campo gerado
tem magnitude da ordem de grandeza das outras constantes competidoras, o que
proporciona a deformagao do skyrmion. Isso implica que, para velocidades préximas
a essa, haja significativa variacao da massa do skyrmion em relagao a sua massa de
repouso. Além disso, é esperado que para velocidades acima de v/ = 0.3 o skyrmion
se deforme mais e que sua massa tenha uma maior variagao.

Realizamos entao uma série de simulagoes para determinar o comportamento
do skyrmion em funcao da velocidade. Os valores de velocidade simulados estao
contidos no intervalo de v.= 0m/s a v = 91.3m/s. A partir das configuragoes dos
skyrmions com determinadas velocidades é possivel encontrar, dadas as respectivas
deformacoes, a diagonal do termo de forca dissipativa, D;;, que é equivalente a
massa exceto por uma constante [25]. A Fig. 5.5 mostra as relagoes entre D, , e

D, com v’ na dire¢do x. Nela é possivel ver que, como discutido anteriormente, o

parametro de forca dissipativa, e por consequéncia a massa, se mantém constante até
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Figura 5.4: (a) skyrmion deformado para a constante v/ = 0.3, respectiva a uma
velocidade de v = 91.3m/s. (b) auto-campo gerado para o skyrmion da Fig. 5.3(a).
Para essa velocidade, o campo é suficientemente grande, em relagao as demais gran-
dezas competidoras, para deformar o skyrmion.

v/ &~ 0.09, que corresponde & v &~ 27.4m/s. Apés esse valor, D, cresce enquanto
D, diminui. Isso mostra que ha uma maior resisténcia ao movimento em uma
direcao preferencial, perpendicular ao movimento do skyrmion.

Podemos ver na Fig. 5.5 que para velocidade igual a zero D ~ 15 ~ 4.78.
Para B << J e velocidade nula é esperado que D = 5.5777. Porém, a medida que
a relagdo B/J aumenta o raio do skyrmion muda, o que diminui o valor de D [23].
Para o nosso caso, em que B/J = 0.1, D encontrado é menor que o encontrado para
B << J, em acordo com o esperado.

O fenomeno de deformacgao somente ocorre enquanto o skyrmion possui velo-
cidade nao nula. O auto-campo gerado deve estar presente na rede para que o
skyrmion se mantenha deformado. Caso o mecanismo que possibilita o skyrmion
ter velocidade seja desligado, o que implica v/ = 0 a partir daquele momento e por
consequéncia um auto-campo também nulo, o skyrmion entao volta ao seu estado
original nao deformado e com os elementos de massa simétricos.

Também podemos realizar uma andlise da energia Dzyaloshinskii-Moriya por
sitio, em funcao da velocidade. Como essa energia depende da interacao do campo

magnético entre primeiros vizinhos, a medida que o skyrmion se deforma e de acordo
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Figura 5.5: Relagao de D,, e D,, em funcao de v. D,, e D,, estao diretamente
relacionados as massas M, e M,,, respectivamente. A curva representada, entao,
também representa o comportamento da massa do skyrmion, a menos de uma cons-
tante.

com a assimetria dessa nova forma, é esperado que a energia mude em relacao ao
skyrmion com velocidade nula. A Fig. 5.6 mostra como ¢é essa variagao, em fungao
também dos passos de Monte Carlo para distintos valores de velocidade. Enquanto
a velocidade aumenta também ha o aumento do médulo da energia. Além disso é
possivel ver que cada energia, para cada velocidade, possui variacoes nao bruscas em
torno de um valor médio. Isso mostra que o sistema de fato se encontra em equilibrio
e a deformagao do skyrmion encontrada é a configuracao estavel que minimiza a
energia.

As simulagbes também mostram que para velocidades até v/ = 0.5 o skyrmion
continua se deformando sem que haja uma transicao de fase topoldgica. Porém, para
velocidades entre 0.5 > v/ > 0.6, que correspondem & 152.2 m/s > v > 182.6 m/s, a
quantidade de skyrmions na rede aumenta. Esse efeito pode ser visto na Fig. 5.7(a),
em que para v/ = 0.6 (v = 182.6m/s) existem dois skyrmions, havendo assim uma
transicao de fase topoldgica em que a carga total da rede muda. Essa velocidade

determina uma configuracao de auto-campo critico, suficiente para mudar a carga
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Figura 5.6: Energia Dzyaloshinskii-Moriya em funcdo de v'. O médulo da ener-
gia aumenta com o aumento da velocidade, o que ocorre devido a deformacao do
skyrmion.

total de ) = 1 para Q = 2. Isso implica que os elementos da nao diagonal da massa
total do sistema sao dobrados, segundo a Eq. 5.6.

Ja as correntes necessarias para produzir as velocidades citadas podem ser cal-
culadas como [111]

j A Uiiiozm x 101 s A/m?, (5.9)
em que Ap ~ =3 x 107" Qm e Ap,, ~ 4 x 107" Qm. Portanto, a velocidade
critica para o aumento do nimero de skyrmions corresponde a 1.37 x 10?A m™2 <
j < 1.64 x 10"?A m™?, aproximadamente. O aumento do nimero de skyrmions na
rede para altos valores de densidade de corrente, bem como estimada acima, foi
observado previamente [112].

Como os skyrmions resultantes continuam se movimentando na rede, e por isso
devem ser deformados, também podemos fazer a analise dos elementos da diagonal
da massa total do sistema. Para v/ = 0.6 as simulagoes mostram o termo dissipativo
total da rede como D, , = 25.6 e D, ,, = 39.2. Assumindo que os dois skyrmions te-

nham mesma massa, cada skyrmion tem uma contribui¢ao de massa de M, , = 12.8
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Figura 5.7: (a) Componente S, dos skyrmions na rede para v/ = 0.6. A velocidade de
transigao esta entre 0.5 > v’ > 0.6. (b) Campo vetorial dos skyrmions deformados
para a constante v’ = 0.6.

e M,, = 19.6. Essa assimetria entre os dois elementos mostra que cada skyrmion
possui uma massa equivalente a de um skyrmion deformado. Ou seja, acima de
uma velocidade critica, além de haver o aumento da quantidade de skyrmions, re-
lacionada a uma transicao de fase topoldgica, ha também a deformacao de ambos.
Ja a Fig. 5.7(b) mostra o campo vetorial associado aos dois skyrmions formados.
Nela, podemos ver que o sentido de rotacao dos skyrmions sao iguais, e idéntico ao
sentido de rotagdo para um tnico skyrmion (Fig. 5.2(b)). Se apds a transicao de
fase topolégica os skyrmions passem a ter velocidade nula, v/ = 0, o sistema nao
volta ao estado original em que existia somente um skyrmion, nao havendo uma nova
transicao de fase. Porém, apesar de em maior quantidade, nesse regime os skyrmions
nao ficam mais deformados, possuindo os elementos de massa da diagonal principal
simétricos. Isso ocorre pois, como todos os skyrmions se movem a mesma veloci-
dade, cada um produz seu proprio auto-campo que € responsavel pela sua propria
deformagao. Quando a velocidade vai a zero, o auto-campo nao mais existe e o
skyrmion deixa de ficar deformado. Ja para velocidades muito altas (v = 2.0, por

exemplo) ha a destruigao do skyrmion.
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Podemos também estudar a influéncia do tamanho da rede na quantidade de
skyrmions apds a transicao de fase. As simulacoes mostram que o tamanho da
rede limita a quantidade de skyrmions, e quanto maior a rede maior a quantidade
de skyrmions. Para uma rede com 15 sitios por aresta hd um limite de nimero de
skyrmions, com um total de 2, bem como pode ser visto na Fig. 5.7(a). J& uma rede
com 30 sitios por aresta, e v/ = 0.8, hd uma limitacao na quantidade de skyrmions
bem como pode ser visto na Fig. 5.8. Cada skyrmion possui um préprio auto-campo
gerado, devido a sua velocidade, que é suficiente tanto para deformé-lo quanto para
multiplica-lo sucessivamente, até que a rede limite o processo. Em todos os casos, se
a velocidade for levada a zero os skyrmions formados nao se reagrupam, formando

um unico skyrmion. Os mesmos se mantém, mas sem deformacao.
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Figura 5.8: Rede com 30 sitios por aresta e v/ = 0.8. H4 o aumento do ntimero de
skyrmions em quantidade tanto quando a rede permite. Os skyrmions da rede se
mantém deformados enquanto houver velocidade nao nula.

Nesse capitulo encontramos a relacao entre a massa do skyrmion e sua veloci-
dade, através da sua deformagao devido ao seu movimento. Mostramos que, acima
de uma velocidade critica, a quantidade de skyrmions na rede aumenta, sendo que o
nimero de skyrmions depende do tamanho da rede. Estes resultados foram desen-
volvidos durante o curso de Doutorado em Fisica Aplicada da Universidade Federal
de Vicosa e estao em fase final de redacao, sendo partes deste capitulo tradugoes

livres desse texto [113].



Capitulo 6

Configuracao Magnética em
Nanocasca Toroidal

6.1 Introducao

Neste capitulo, nosso foco é o estudo de propriedades de uma casca magnética
toroidal. Como ja foi discutido, o mais simples toro de genus 1 é uma geometria em
forma de anel, que lembra um donut. Essa geometria é descrita usando um sistema

de coordenadas esféricas, definido como
x=2Z2cos(p), y=2Zsin(p), z=rcos(d), (6.1)

onde Z = R+ rsin(f), R e r sdo os raios externo e interno, respectivamente, e ¢ e
0 definem os angulos azimutal e polar, como mostrado na Fig. 6.1. O conjunto de
equagoes acima permite descrever trés diferentes tipos de toro: o toro anel (R > ),
o toro chifre (R = r) e o interessante toro do fuso (R < r). Além disso, podemos
notar que fazendo R = 0, o sistema de coordenadas descreve a geometria de uma
esfera com o raio igual a r.

Na perspectiva de um modelo micromagnético continuo, o perfil de magnetizacao
pode ser escrito como uma fungao continua em uma base local, (7, é, $), de tal forma

que M = M,m(0, p) = Mym, onde M é a magnetizacao de saturacao e
m = 7 cos © + 0sin O cos ® + Hsin Osin d . (6.2)

84
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Figura 6.1: Geometria toroidal e parametros que descrevem uma casca toroidal. R e
r 880 08 raios externos e internos, respectivamente, e ¢ e 6 (€ [0,27)) sao os angulos
azimutal e polar, respectivamente.

Aqui, © =0O(0, ) e = (0, ) descrevem os angulos esféricos polar e azimutal do
vetor de magnetizagao na base local.

Nesse trabalho, consideraremos que a energia magnética de qualquer estrutura ¢é
dada por E,, = E.. +&,, onde &, e &, sao as contribuicoes de troca e anisotropia na
superficie, respectivamente. A anisotropia na superficie pode ser visualizada como
uma simplificacao do calculo da energia magnetostatica, baseada no fato da energia
volumétrica magnetostatica poder ser negligenciada, no regime onde a espessura
do tubo é pequena, e a energia superficial magnetostatica pode ser capturada pela
inclusao de uma anisotropia superficial ad hoc [67,90]. A magnitude dessa penalidade
energética pode ser estimada pela energia associada a um capacitor com densidade
de carga proporcional a carga magnética local (0 = M-n). A energia global pode ser
calculada acumulando-se a contribuicao de capacitores infinitesimais, negligenciando
suas interacoes. Por outro lado, a energia de troca pode ser obtida do modelo
desenvolvido em um trabalho recente de Gaididei et al. [67], em que os autores
mostram que quando o vetor magnetizacao ¢ parametrizado na base de uma casca

magnética fina curvada, a densidade de energia de troca de uma superficie arbitraria
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pode ser escrita como

- > [ ar(®)1? >
Eeo = (Vm)? = [sinO(VP — Q) — cosO—F | + (Vo —T(®)]", (6.3)

onde I'(®) é uma matriz dependente das curvaturas de Gauss e média do nanomag-
neto e €2 é a conexao de spin modificada [67,91]. Usando a parametrizacao dada na
Eq. (6.1) e as defini¢oes de ['(®) e Q dadas em Ref. [67] (Veja o Apéndice C para

mais detalhes), temos que

~

0 in
(@) =T =—~cos®— @Slz sin @, (6.4)
€
cos
Q=275 6.5
= ¢ (6.5)

Baseado nisso, o funcional energia magnética de uma nanocasca ferromagnética

¢é bem descrita por
EM]=h / [*E.. + A(M - n)?] dS, (6.6)
S

onde ¢ = \/A/(47M?) é o comprimento de troca, h é a espessura da casca magnética,
pequena suficiente para garantir magnetizagoes uniformes ao longo da espessura,
i.e. m =m(6,p), dS é o elemento de superficie, A é a constante de troca e A é o

coeficiente normalizado de anisotropia.

6.2 Configuracoes de Minima Energia

Usando a expressao (6.3) para a energia de troca, iremos analisar as solugoes
estéticas para o caso de uma anisotropia na superficie (A > 0), forte o suficiente para
providenciar uma quasi-tangencial distribui¢ao de magnetizagao. Contudo, algumas
consideragoes sobre a configuracao puramente na superficie devem ser feitas. Uma

configuragao de magnetizagdo tangencial pode ser obtida assumindo © = 7/2 e
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Figura 6.2: Trés configuragoes representando estados na superficie. Figuras a, b e
¢ representam respectivamente um voértice toroidal (v = 7/2), um vértice poloidal
(v =0) e um estado tipo-tokamak com o = /4.

® = «, onde « é constante. O perfil de magnetizacao para um « arbitrario é
chamado configuragao tipo-tokamak (TK) enquanto configuragoes para oo = 7/2 e
a = 0 sdo chamadas voértice toroidal (VT) e vortice poloidal (VP), respectivamente.
Na Fig. 6.2 representamos os perfis de configuracao de VT, VP e TK para o« = 7/4.
Uma configuragao de magnetizacao puramente tangencial é entao escrita como m =
0 cos (o) 4+ ¢sin (@) e a densidade de energia de magnetizacio dada na Eq. (6.3) ¢

reduzida a £ = T? 4+ (VO — Q)?, e é calculada como

cos? N sin?asin®f  cos?6

ge$ = 2 Z2 + Z2 (67)
Assim a energia de troca do estado na superficie é dado por
292 p 1

E., =47°l° L sm a + ~ cos® (6.8)

1+ 1—p2 1—p? +\/

onde p = r/R é a varidvel que permite obter o diagrama de fases mostrando a
estabilidade dos estados de superficie em funcao de a. Nossos resultados para p
sao mostrados na Fig. 6.3, evidenciando que a energia de troca do estado TK é
maior que dos estados VT ou VP para qualquer p. De fato, podemos notar que
para p < 0.87, a energia de troca é minimizada para um estado VT. Contudo,

quando p =~ 0.87, qualquer valor de «, e consequentemente qualquer orientacao de
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Figura 6.3: A Figura mostra o grafico de densidade da energia de troca de um
estado na superficie em funcao de a e p. Cores escuras representam menores valores
de energia.

magnetizacao do estado na superficie, minimiza a energia de troca. Mesmo assim,
estados TK podem minizar a energia de troca somente nesta proporcao especifica
de nanotoro. A energia de troca do estado VP comega a ser menor que no estado
VT mesmo quando p = 0.87.

Contudo, a minimizacao da energia de troca nao garante a minimizacao da
energia total. De fato, diferente da configuragao VT, e apesar de nao haver cargas
magnéticas na superficie, o estado VP apresenta contribuicao dipolar na energia to-
tal devido as cargas magnéticas volumétricas, formalmente definido como o = V-m.
Portanto, essa contribuicao pode ser levada em consideragao a fim de determinar o
perfil da magnetizacao na superficie que minimiza a energia total. Nesse contexto,
realizamos calculos micromagnéticos para determinar a energia total de cada estado
no toro permalloy. Esses calculos consideram, explicitamente, a interacao magne-
tostatica ao invés de uma anisotropia na superficie, de tal forma que a energia total

¢ dada pela soma das energias de troca e dipolar. Para o permalloy usamos valores
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Figura 6.4: Energia total dos estados VT (azul) e VP (vermelho) para R = 200 nm
em funcao de r.

tipicos de A = 13 pJ/m, M, = 0.84 MA/m, e uma constante de amortecimento de
0.5.

Nossos resultados sao resumidos na Fig. 6.4. Pode-se notar que apesar da
configuracdo VP exibir a menor energia de troca para r/R 2 0.87, apresenta a
maior energia total devido a contribuicao dipolar. Nesse contexto, se considerarmos
puramente estados na superficie, o estado VT é a configuracao de menor energia

para qualquer razao em uma nanoparticula toroidal.

6.2.1 Nucleo de Vértice

As solucoes apresentadas acima nao consideram que existam componentes da
magnetizacao apontando ao longo da direcao para fora da superficie. Entao, visando
determinar possiveis desvios do estado puramente na superficie em um nanotoro
magnético, utilizamos teoria continua na qual a densidade de magnetizagao pode

ser escrita como

M(r) = M = M. (6, )2 + M, (6, ), (6.9)
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Figura 6.5: Energia magnética dos estados magnéticos considerados. Aqui, apresen-
tamos as energias para r/R = 0.50 (a), r/R = 0.70 (b), r/R =0.90 (c) er/R = 0.95

(d).

onde M? + M? = M2, com Mg sendo a magnetizaciao de saturacao.

Um possivel desvio do estado na superficie pode ser obtido em analogia a pontos

planos [93] ou curvados [50], nos quais a componente do estado de vértice fora do

plano aparece na forma de um nicleo (NV). Essa configuragao pode ser bem descrita

por m = Q.2 + Q¢, onde Q, = /1 — Q2. O perfil Q, = [1 — (p/pe)?]* descreve um

nicleo de vértice, onde p = Z e p. = R+ rsinf.. O parametro angular 6. descreve

um angulo poloidal critico do qual momentos magnéticos comecam a apontar ao

longo da diregao fora do plano.



91

Assumindo o campo de magnetizagao descrito pela Eq. (6.9), a energia de troca

o 1 9. \> 1-Q2
E“_M/[ﬂa—szg) 00 ) T2

A energia de anisotropia serd calculada numericamente assumindo A = 1/4 [49]. Na

¢é dada por

ds.. (6.10)

Fig. 6.5 apresentamos as energias magnéticas para cada estado magnético para dife-
rentes razoes. Nessa figura, observamos que para p < 0.7 (toro fino) a configuragao
VT minimiza a energia magnética para qualquer parametro geométrico da casca to-
roidal. Por outro lado, devido ao aumento na energia de troca na configuragao TV
quando p aumenta, configuragoes NV se tornam estados de menor energia quando
p > 0.75 nm (Figs. 6.5.b, 6.5.c e 6.5.d). Em particular, como o custo de energia
de troca para manter momentos magnéticos paralelos a superficie na regiao com
curvatura negativa do toro é muito alto, os estados NV sao altamente estaveis e 6,
aumenta com R (ver Figs. 6.5.c ¢ 6.5.d).

A fim de corroborar com nossos resultados analiticos, realizamos simulagoes
micromagnéticas usando software OOMMF [94] em um nanotoro de Py. Geometrias
simuladas consistem em um nanotoro com raios externo e interno variando de 20 a
200 nm, e a espessura da casca magnética de 0.2 vezes o raio interno. Na Fig. 6.6,
observamos o estado NV, e a regiao de nucleo em detalhes para um nanotoro com
R =100 nm e r =99 nm.

A simulacao micromagnética realizada, bem como os céalculos analiticos, nos
permitem construir um diagrama de estados que mostra o estados de menor energia
em uma casca magnética toroidal como fungao dos parametros geométricos r e R. A
partir de analises da Fig. 6.7, é possivel notar que existe uma linha reta que divide
as regioes em que VT e NV sao estaveis. Calculos analiticos sao representados
por regioes continuas, enquanto simulagoes micromagnéticas sao representadas por
pontos. A regiao preta indentifica os parametros geométricos do toro permitindo um

estado magnético do tipo VT, enquanto a regiao amarela representa o estado NV que
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minimiza a energia magnética em determinadas condigoes. O surgimento do estado
NV como estado fundamental para /R > 0.8 é um resultado do aumento na energia
de troca do estado NV quando r — R. Vale mencionar que, apesar de termos obtido
um bom acordo entre calculos analiticos e simulagoes micromagnéticas, efeitos de
discretizacao e espessura da geometria simulada leva ao aparecimento de pequenos
desvios na inclinacao da linha que define a transicao entre os estados NV e VT.
De fato, a linha obtida entre a transicao entre os estados VT e NV por simulagoes
micromagnéticas é representada por pontos vermelhos. Além disso, no diagrama de
estados obtido nao consideramos parametros geométricos de nanoparticulas toroidais
que permitem estados de cebola como configuragao de minima energia [49, 66].
Nesse capitulo encontramos as configuracoes magnéticas estaveis de uma nano-
casca toroidal, através de calculos analiticos e simulagoes micromagnéticas. Mos-
tramos as energias magnéticas dos estados considerados em funcao da razao en-
tre os raios externo e interno da nanocasca, bem como o diagrama de fases em
funcao dos mesmos parametros. Estes resultados foram desenvolvidos durante o
curso de Doutorado em Fisica Aplicada da Universidade Federal de Vigosa e publi-
cados na revista Journal of Magnetism and Magnetic Materials pelos autores A.W.
Teixeira, S. Castillo-Sepilveda, S. Vojkovic, J.M. Fonseca, D. Altbir, A.S. Nuiiez e

V.L. Carvalho-Santos, sendo este capitulo uma traducao livre desse artigo [114].
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Figura 6.6: Fig. (a) mostra o campo de magnetizacao obtido através de simulagoes
micromagnéticas para um nanotoro com R = 100 nm e r = 99 nm, vistos de cima.
Fig. (b) apresenta a segao transversal no centro do nanotoro a fim de mostrar as
componentes da magnetizacao apontando ao longo da direcao fora do plano.
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Figura 6.7: Diagrama de fases mostrando a configuracao do estado fundamental em
funcao dos parametros geométricos que descrevem o nanotoro magnético. Preto e
amarelo sao regioes que representam, respectivamente, configuracoes VI e NV. Pon-
tos vermelhos mostram a linha de transicao entre estados VT e NV obtido através
de simulacoes micromagnéticas. Pontos azuis ilustram resultados de simulagoes mi-
cromagnéticas para a auto-interse¢cao do toro.



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

7.1 Conclusoes

Um novo estado da matéria, diferente de outros estados entao conhecidos, pro-
porcionou um maior entendimento sobre sistemas fisicos e matematicos. Aqueles
chamados estados topoldgicos compreendem sistemas que ferem os paradigmas de
Landau, principalmente ao apresentarem diferentes fases com mesmas simetrias. Su-
percondutores topoldgicos, que apresentam a emergéncia de férmions de Majorana,
isolantes topologicos, em que supercondutividade pode ser induzida, produzindo
estados de supercondutividade topoldgica, e algumas estruturas magnéticas, sao
exemplos de materiais com tal ordenamento.

Férmions de Majorana sao particulas que sao suas proprias antiparticulas, que
foram previstas teoricamente, cuja deteccao experimental se da através de sua
emergeéncia em sistemas supercondutores. Essas particulas emergem devido a su-
perposicao entre os graus de liberdade dos estados eletronicos e de buracos. Sua
utilizagao em computacao quantica e transporte termoelétrico tem se mostrado pro-
missora e estudada intensivamente nos tltimos anos.

Esses sistemas, nas condigoes de surgimento de férmions de Majorana espacial-
mente separados e em modo zero de energia, apresentam uma fase topologicamente

nao trivial. Para que isso ocorra, um sistema unidimensional deve obedecer ao
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critério de Kitaev, que determina o invariante topolégico associado, o nimero de
Majorana.

O sistema mais simples conhecido, que obedece ao critério de Kitaev e favorece
a emergencia de férmions de Majorana, é chamado de cadeia de Kitaev. Além desse,
isolantes topoldgicos 2D também fornecem as condigoes necessarias para emergencia
de férmions de Majorana, uma vez que obedecem ao critério de Kitaev e supercon-
dutividade pode ser induzida nos mesmos.

No Capitulo 2, partindo da Hamiltoniana respectiva a cadeia de Kitaev, cal-
culamos o potencial efetivo para os férmions de Majorana através de técnicas de
teoria de campos, em que foi realizada uma integral Gaussiana na representacao do
tempo complexo para se encontrar a funcao de particao dos férmions de Majorana.
Através do potencial efetivo, mostramos que seu minimo, com respeito ao parametro
supercondutor, descreve o diagrama de fases qualitativo para a supercondutividade,
em que A possui valor finito para temperatura nula e decresce a zero a medida que
a temperatura aumenta. Também calculamos o ntimero de particulas do sistema,
em que foi possivel ver como uma densidade eletronica e de buracos devem coexistir
no espago dos momentos para favorecer o surgimento de modo zero de férmions de
Majorana espacialmente separados.

Usando técnicas andlogas, mas partindo da Hamiltoniana para supercondutivi-
dade induzida na superficie de um isolante topoldgico tridimensional, no Capitulo
3 calculamos o potencial efetivo dos férmions de Majorana que depende, principal-
mente, da forma do parametro supercondutor. No caso de um parametro de onda s,
mostramos que a equagao de gap ¢ igual aquela encontrada para sistemas eletronicos
de Dirac supercondutores quasi-2D. Ja para um parametro de onda p, mostramos que
o potencial efetivo leva a uma transicao quantica em temperatura nula dependente
da interacao eletronica supercondutora e de parametros do IT. Isso caracteriza em
quais condic¢oes supercondutividade serda induzida na superficie do I'T. Além disso,

encontramos o diagrama de fases caracteristico mostrando o desaparecimento da
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supercondutividade & medida que a temperatura aumenta [77]

Como os resultados para onda s sao equivalentes aos para sistemas eletronicos de
Dirac supercondutores quasi-2D, é possivel que tais sistemas também apresentem
a emergeéncia de férmions de Majorana. Supercondutividade de alta temperatura
critica em cupratos, por exemplo, pode ser explicada assumido o sistema descrito
acima, que pode ser tratado com o conhecido modelo de spin-férmion, candidato a
explicar supercondutividade de alta temperatura. Sob essa motivacao, no Capitulo
4 mostramos como férmions de Majorana emergem nos planos de CuQOy de cupratos
supercondutores, e em quais condigoes isso ocorre. A emergéncia ocorre quando o
material apresenta estado supercondutor, que ocorre quando o mesmo é dopado com
elétrons ou buracos, em que p deve depender do gap de carga isolante [100].

Sistemas magnéticos também sao capazes de produzir configuracoes com carac-
teristicas topoldgicas nao triviais. Um exemplo de sistema promissor sao redes de
spin que possuem, principalmente, interacao de Dzyaloshinskii-Moriya e sao capazes
de gerar configuragoes do tipo skyrmions, que sao configuragoes circulares, simétricas
e planares do tipo vértices.

No Capitulo 5, através de simulagoes de Monte Carlo, encontramos configuragoes
do tipo skyrmion se deslocando em diferentes velocidades. De acordo com essa
velocidade, um auto-campo ¢é gerado e, somado ao campo externo aplicado, gera um
campo efetivo que deforma o skyrmion. Segundo a equacao de Thiele, o skyrmion
possui uma matriz de massa associada, que depende da sua propria velocidade e
deformacao.

Para velocidade nula, o skyrmion formado é simétrico e as componentes da dia-
gonal da matriz massa sao equivalentes, tal que M, , = M, , =~ 4.787, em acordo
com o esperado. Para velocidades muito baixas, menores que v = 27.4m/s, o auto-
campo ¢é pequeno em relacao as interagoes competidoras e a massa do skyrmion se
mantém praticamente constante, devido a sua insignificante deformacao. Para velo-

cidades superiores a v = 27.4m/s, o auto-campo gerado possui médulo comparavel
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as demais interacoes competidoras e a deformacao do skyrmion se torna relevante.
Com isso, as componentes da massa se tornam diferentes, sendo que M, , diminui
com o aumento da velocidade, enquanto M, , aumenta. Caso o mecanismo que pos-
sibilita o skyrmion ter velocidade seja desligado, o mesmo volta ao estado original
nao deformado.

Ja a parte nao diagonal da massa total na rede, que depende da carga topoldgica
do skyrmion, se mantém constante independentemente da deformacao, mas sofre
mudanga para velocidades acima de uma velocidade critica, que esta entre 152.2 m/s
> v > 182.6 m/s. Acima dessa velocidade, o skyrmion se multiplica em quantidade
dependente do tamanho da rede, alterando assim a carga topoldgica total da rede.
Enquanto a velocidade se mantém nao nula, todos os skyrmions sao deformados.
Caso a velocidade va a zero, o sistema nao retorna ao estado original de um skyrmion,
mas nessas condigoes os skyrmions ndo sdo mais deformados [113].

Além disso, estudamos a interacao Dzyaloshinskii-Moriya por sitio em funcao
da velocidade. Com a deformacao do skyrmion, de acordo com o aumento da ve-
locidade, é esperado que a interacao Dzyaloshinskii-Moriya mude. De fato, ha o
aumento do médulo dessa energia a medida que a velocidade aumenta.

Também analisamos propriedades magnéticas estaticas de uma nanocasca toroi-
dal através de cédlculos analiticos e simulagdes micromagnéticas no Capitulo 6. A
comparacgao entre a energia de troca e diferentes estados na superficie tem mostrado
que a configuragao de magnetizagao com momentos magnéticos, apontando ao longo
da diregao azimutal (VT), é altamente estdvel. A configuragdo com os momentos
magnéticos apontando ao longo da diregdo do tipo polar (VP) é estdvel somente
quando a razao p = r/R 2 0.87. Mesmo assim, a grande energia dipolar do estado
VP faz esse estado instavel e o estado VT é aquele na superficie que minimiza a
energia magnética para qualquer parametro geométrico da casca toroidal magnética.

Também consideramos configuracoes magnéticas em que os momentos

magnéticos apontam ao longo da direcao fora da superficie. Nossos resultados mos-
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tram que nanoparticulas magnéticas toroidais podem apresentar uma configuracao
magnética que lembra um vértice com um nticleo (NV). Foi mostrado que o estado
NV aparece como o estado magnético fundamental para p = 0.75. Também foi
mostrado que a componente da magnetizacao apontando ao longo da direcao fora

da superficie aumenta com p [114].

7.2 Perspectivas

Os estudos de sistemas topoldgicos supercondutores, bem como a deteccao de
férmions de Majorana, sao recentes. Os potenciais efetivos calculados auxiliam
em sua consolidacao e entendimento, uma vez que descrevem corretamente a feno-
menologia experimental dos supercondutores. Podem ser usados para o calculo de
outras propriedades termodinamicas e em simulagoes computacionais, que proporci-
onam o estudo, uso e criacao de novas tecnologias. As técnicas usadas se mostraram
eficientes e podem ser estendidas a outros sistemas.

A pesquisa de supercondutividade topoldgica de alta temperatura critica, de
fato, é recente e pode tornar a manipulacao de férmions de Majorana mais simples
e efetiva. Nesse trabalho mostramos os estados de modo zero de Majorana. A
partir disso, deve-se entender de que modo férmions de Majorana surgem nos planos,
como realizar sua deteccao experimental e como podem ser usados em computagao
quantica, por exemplo.

Por outro lado, os resultados para skyrmions mostram como as componentes
de massa variam de acordo com sua velocidade. Esse efeito possivelmente afeta a
dinamica do skyrmion, em que o efeito Hall é presente. Estudos futuros sobre sua
dinamica, portanto, podem ser feitos.

Ja a possibilidade de obter um estado NV em nanoparticulas toroidais é um
resultado muito interessante. De fato, a presenca de tal componente pode permitir a
manipulacao de nanoparticulas toroidais através do campo magnético externo. Logo,

tal sistema pode ser usado como um recipiente para entrega de medicamentos [95]
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e tratamento de cancer por hipertermia intracelular [96].



Apeéendice A

A funcao de particao para
sistemas quanticos

Em mecanica estatistica, a funcao de particao é definida como a soma sobre todos

os estados microscépicos acessiveis, j, de um sistema [115], tal que
Z=) e, (A1)
J

que possui dependéncia da temperatura, 5 = 1/T, e dos niveis de energia £;. Com
a funcao de particao, é possivel realizar a conexao entre tais estados com a energia

livre do sistema, ou “potencial efetivo”, através da expressao

1
‘/eff: EIDZ, <A2)

além de possibilitar a obtencao de propriedades importantes, tais como entropia e
numero de particulas.

Para sistemas quanticos, a matriz densidade de estados pode ser definida como

p=e M (A.3)

Y

em que H é o operador correspondente a Hamiltoniana do sistema associada ao
potencial termodinamico adotado. Assim, a funcao de particao pode ser definida

como a soma sobre os valores esperados da forma
Z = Trp = Tre P, (A.4)
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Podemos ainda reescrever o trago matriz densidade, usando o formalismo de Dirac,

tal que

2=Tip= [ doy (onlelon). (A5)

em que |¢g) denota o estado do sistema.
Por outro lado, a amplitude de probabilidade de um sistema que esta no estado
no tempo |@g) e no tempo tq ser encontrado no estado |¢;) e no tempo t1, em que ¢

é a variavel de campo, pode ser escrita como a integral funcional

(dole™ ) / Dé S, (A.6)

em que A é uma constante de normalizacao, t = t; — ty € S é a agdo, que depende

da densidade de Lagrangiana £ da forma

= /: dt/dx L. (A.7)

Podemos agora relacionar a Eq.(A.5) com a soma sobre todos os caminhos da
Eq.(A.6), a fim de se obter a formulagao da funcao de partigao no contexto quantico.
Se assumirmos o sistema em equilibrio termodinamico, podemos identificar a variavel
de tempo com a varidvel de temperatura, fazendo ¢t = —if3 [116]. Essa identificac¢ao

pode ser feita assumindo-se que

¢ (x,0) = ¢ (x,5), (A.8)

em que o sinal positivo é respectivo a bdésons e o negativo a férmions. A correlacao
entre tempo e temperatura também pode ser visualizada através de uma rotacao de
Wick, que substitui 8 pelo tempo imaginario 7 = it, ou ainda pela verificacao da
periodicidade da funcao de Green do sistema [76].

Dessa forma, a funcao de particao de um sistema quantico pode ser escrita como

uma integral funcional na representacao do tempo complexo da forma

Z= / déo (dole"™|g) = / Dé e, (A.9)
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em que

Sq:/oﬁdr/dxﬁz/oﬁdr/dx (qﬂz’a@—?{). (A.10)



Apeéendice B

Soma sobre as frequéncias de
Matsubara

Pretendemos realizar a soma sobre as frequéncias de Matsubara, w,, da Equacao

(2.26), que é
S In {52 <w3 +|D|2>} . (B.1)

Com esse propdsito, reescrevemos o logaritmo natural acima como uma integral

genérica, em que w, ¢ reescrito, explicitando n,

;m {52 ( +‘D|2>} =2 {/I‘@D' 22 + (222 7

n

+1In [1 +(2n+ 1)%2] } (B.2)
O termo do integrando ¢ resultado de um conhecido somatoério sobre n
- 1 1/1 1
> = = 3 (3-757)" (B.3)
S ot (2n 1) w2 T \2 e +1

que, substituido na Equagao (B.2) leva a

S In {52 <w2+|D|Q>] - 2/1_ﬂD| (é . ele) dx

+ In [1 +(2n+ 1)%2}. (B.4)
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Termos constantes, independentes de 3, p e A sdo irrelevantes para as andlises e
podem ser desconsiderados. Resolvendo a integral acima e eliminando tais termos,

temos o resultado para a soma sobre as frequéncias de Matsubara

Zn:ln {52 (wi+|D|2>} —9 {@Hn <1+e_ﬂD|>] (B.5)



Apeéendice C

Operadores momento em
coordenadas polares

No Capitulo 4 tratamos dos operadores momento ky = k, + ik, em que k; =
—i (8/0x;) com z; = {xz,y}.
g oro 000
9~ 0zdr 000
g ord 000
by~ dyor " oyaw

O objetivo aqui € reescrever os operadores em coordenadas polares. Para isso,

(C.1)

usamos
r=+/z?+y? 6 = tan (g) , (C.2)
T
que implica nas relacoes
or x _rcos(d) .
i NG =— = cos(0);
or y rsin(6) .
= = = sin(4§,.3
= T (453)
ou seja,
0 o 000
P COS(@)E + 9290
0 o 000
— - = 4
9 sm(@)ar + By 90 (C4)



107

Por fim, os operadores sao escritos como

g 0600 g 000
ky =+ 008(9)3_7“ + %%} —i {sin(@)

or Toyan|



Apeéendice D

Propriedades Geomeétricas do Toro

Nesse apéndice apresentamos alguns aspectos da geometria toroidal que foi usada
no texto principal. Geometricamente, um toro de genus-1 (um buraco central, des-
crito pela Fig. 6.1) é uma superficie compacta cuja curvatura Gaussiana varia sua-
vemente de 1/r(R—r) a +1/r(R+r) ao longo de seu angulo polar, entao interpola
entre curvaturas pseudoesférica e esférica sempre que R > r. Do ponto de vista
topoldgico, o toro mais simples de genus-1 é obtido pelo produto topolégico de dois
circulos, T' = S' A S'. Em geral, um toro de genus-n é obtido de forma similar.
Um toro de genus-2, por exemplo, é obtido por 7% = T A T*. Um toro ordindrio é
a mais simples variedade fechada bi-dimensional que tem genus-1, um tinico buraco,
como retratado na 6.1. Dependendo do tamanho relativo entre os raios interno, r, e
externo, R, trés tipos distintos de padroes sao obtidos: anel (R > r), chifre (R =),
ou toro do fuso (R < r). O mais comum ¢ o toro anel, que lembra um donut, que
¢é do tipo estudado aqui, uma vez que os outros, apesar de serem matematicamente
interessantes, parecem ser raros na natureza. Para descrever essa geometria existem
dois sistemas de coordenadas frequentemente usados: as coordenadas toroidais e do
tipo esféricas. A tltima relaciona o sistema Cartesiano aos angulos toroidais polar
e azimutal de forma similar a coordenadas esféricas.

Nossas convengoes sao baseadas na Ref. [67]. Nés consideramos uma superficie

bidimensional, S, imersa no espaco Euclidiano tridimensional, R3, com a repre-
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sentagao paramétrica na forma

Jo €é a coordenada curvilinea local na superficie S e 7 é o vetor posicao tridimensi-
onal, na base cartesiana ¥ = xZT + yy + zZ. Indices em latin, ¢, j, k,... =1, 2, 3,
descrevem coordenadas cartesianas e indices gregos, «, 3, v, ... = 1, 2, coordena-
das curvilineas. A convencao de Einstein para soma é usada onde indices repetidos
sao somados. Qualquer toro ordinario pode ser parametrizado, por exemplo, pelas

coordenadas peripolares (6, ¢), sendo entao

(R— /22 +92)* + 2° =12, (D.2)

que ¢ relacionado ao sistema Cartesiano por

xr = Zcosyp,
y=Zsinp, (D.3)
z=rcosf,

onde R ¢ raio de rotacdo (externo), r o raio axial (interno) e os angulos polar e
azimutal sdo 6 (0 < 0 < 27) e ¢ (0 < ¢ < 2m) (ver Fig. 6.1). A defini¢ao (D.3) gera
as seguintes propriedades geométricas da superficie ((«a, 3) = (6, ¢) = (1, 2)).

Base local curvilinea normalizada:

a= 757 = , h=¢ Xeéy, (D4)
|Gal 0T
gop = arcosfcosp+ yrcosfsing — Zrsinf,
g, = —2Zsinp+yZcosyp, (D.5)
g = zcosbhcosy+ycoshsinp — Zsind,
é, = —isinp+ycosy, (D.6)

é, = xsinfcosy + ysinfsiny + Zcosh.
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Métrica gog = Ga - G3:

r2 0
Gop = ( 0 =2 ) ) (D7)

sendo /g = rZ. a conexao de spin Z, = g - GOCQAS, /oo também chamada primeira

forma fundamental:

cosO |

Q=- = P (D.8)

A segunda forma fundamental b,z = 7 - 937,

- 0
bas = ( 0 —sin@Z) ’ (D-9)

o |

Curvatura de Gauss K = det(has) = 222 e a curvatura média H = Tr(hag)/2.

e a matriz Hessiana é

O3 =

Z

o ) | (D.10)

Quando a densidade de energia de troca é parametrizada na base de uma casca fina
magnética de curvatura arbitréria, veja eq. (6.3), I'(®) aparece, um vetor depen-
dendo das curvaturas de Gauss e média do nanomagneto. Usando a parametrizacao
na Eq. (D.3) e as definigoes de I'(®) and 2, dados na Ref. [67], Egs. (4) e (5) podem

ser obtidas.

0 sin 0
I'®)=—- D —
(D) rCOS ng

sin @ . (D.11)

Finalmente, os operadores diferenciais (gradiente, divergente e laplaciano) em

coordenadas toroidais, sao:

00 50
_vor ¢9of
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19 1 0A,

A= =2 - D.1
VoA = gl 2, (D-13)
2
vy L0 0f 15 Do)

P2Z00°00 " 2200
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