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ras amarelas referentes a sub-rede B, assim como os vetores que ligam os
atomos a sub-rede vizinha e a mesma sub-rede. b) Pontos independentes
da primeira zona de Brillouin K e K'. Fonte: Referéncia [7]. . . . . . . ..
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Fonte: Referéncia [7]. . . . . . . . . .. .

v



10

11

12

13

14

15
16

17

18

19

Comparacao entre uma xicara e uma rosquinha como sendo iguais em lin-
guagem topoldgica. Fonte: Referéncia [8]. . . . . . ... .. .. ... ...
Comparacgao entre as bandas de energia do isolante, semicondutor e metal.
No isolante e no semicondutor existe um gap de energia que separa a banda
de valéncia e de conducao porém, o gap do semicondutor é pequeno. Ja no
metal nao existe esse gap e os elétrons da banda de valéncia podem ir para
a de condugao sem impedimentos. Fonte: Referéncia [9]. . . . . . . .. ..
Grafico da variacao da resisténcia em relacao ao campo magnético externo
mostrando as planicies de condutividade no MOSFET. Fonte: Referéncia
[10]. . .
Orbita dos elétrons é quebrada na superficie dando origem a corrente na
borda. Fonte: Referéncia [11]. . . . . ... .. ... ... .. ... ...
a) Comparagao entre um isolante comum e o efeito hall quantico, protegao
topoldgica dos estados de borda devido a mudanca do invariante. b) Es-
pectro de energia do efeito hall quantico. Fonte: Referéncia [12]. . . . ..
Pares de Kramers de uma rede quadrada . Fonte: Referéncia [13]. . . . . .
Dispersao eletronica entre dois pontos na borda do isolante topolégico que
possuem degenerescéncia de Krammers. a) O nimero de estados de su-
perficie cruzando a energia de Fermi entre os pontos I'y, =0 e I', = w/a é
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Estados de borda do EHQS. Em (a) interface entre um EHQS que possui
v =1 e o isolante convencional ¥ = 0. Existem estados de borda metélicos
que sao spins polarizados, isto é, particulas com diferentes componentes
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up e down do spin se propagam em sentidos opostos sendo os dois “ canais
” de propagacao conectados pela simetria de reversao temporal. Em (b)
um esquema da estrutura de bandas onde o gap do bulk do material e
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denotam as energias e gap no bulk respectivamente. Fonte: Referéncia [11]
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A densidade de energia V' em fungao do campo escalar ¢. O ponto simétrico
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Brillouin, a zona em vermelho é a banda de valéncia e a zona transparente
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pontos de Dirac d)Espectro de energia de b), existem gaps entre a banda

de valéncia e de conducdo. Fonte: Referéncia [18]. . . . . . . ... ... ..
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Resumo

BARRETO, Rafael dos Reis, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, junho de 2019.
Fracionalizacao em Grafeno e Isolantes Topolégicos. Orientador: Jakson Miranda

Fonseca. Coorientador: Daniel Heber Theodoro Franco.

Nesta dissertacao sera estudado o fenomeno de fracionalizagao no grafeno, nos estados
de borda do isolante topolégico bidimensional (IT-2D) e nos estados de superficie dos
isolantes topolégicos tridimensionais (IT-3D). Inicialmente serd feita uma revisao sobre o
grafeno de forma analitica para posteriormente discutir sobre a fracionalizagao nesse ma-
terial. Em seguida sera feito um estudo sobre isolantes topoldogicos bidimensionais e tri-
dimensionais. Discutiremos inicialmente sobre isolantes comuns e o Efeito Hall Quantico,
pois, através destes podemos ter um entendimento melhor sobre os isolantes topoldgicos.
Apoés essa primeira parte de revisao do grafeno e isolantes topolégicos, serd discutido sobre
o fendmeno de fracionalizacao. Entender o que é este fenomeno, quais suas consequéncias
e requisitos para que um sistema possa exibir a fracionalizagdo. Posteriormente discu-
tiremos sobre o primeiro material a exibir esse fenomeno, o poliacetileno. Por meio da
instabilidade de Peierls no poliacetileno é possivel a existéncia de estados fundamentais
degenerados com energia nula que carregam uma fragao da carga do elétron. Antes de dis-
cutir sobre a fracionalizacao no grafeno, vamos discutir um pouco sobre a fracionalizacao
em um sistema bidimensional de atomos de carbono com célula unitaria quadrada, onde
cada atomo ocupa um vértice. Esse sistema é uma evolugao natural do poliacetileno para
duas dimensoes e através dele entenderemos um pouco o fenomeno de fracionalizacao em
sistemas bidimensionais. Como uma extensao disso, o grafeno também é uma rede bidi-
mensional de a&tomos de carbono, entretanto, em formato hexagonal e através da distor¢ao
de Kekulé pode-se obter estados fundamentais degenerados com energia nula que compor-
tam vértices e estes podem ter carga ligada fracionaria. Posteriormente vamos discutir
sobre a fracionalizacao nos isolantes topoldgicos. No caso da fracionalizagao dos estados
de borda do IT-2D, os estados de borda opostos podem ser acoplados por meio de um
tunelamento e a acao de um campo magnético externo, desta forma é possivel a existéncia
de estados ligados e isolados no meio do gap com energia nula que podem carregar carga
fraciondria. Em seguida mostraremos que a fracionalizagao nos estados de superficie do
IT-3D pode ocorrer quando acoplamos duas superficies de um mesmo I'T-3D. Utilizaremos
a ideia do acoplamento feito no caso do isolante topoldgico bidimensional e a distorcao de
Kekulé no grafeno como base para descrever de forma analitica este fenomeno no isolante

topoldgico tridimensional.
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Abstract

BARRETO, Rafael dos Reis, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, June, 2019. Fra-
cionalization in Graphene and Topological Insulators. Adviser: Jakson Miranda

Fonseca. Co-adviser: Daniel Heber Theodoro Franco.

In this dissertation will be studied the phenomenon of fractionalization in the graphene,
in the edge states of the two-dimensional topological insulation (IT-2D) and in the surface
states of the insulation three-dimensional topologies (IT-3D). Initially a graphene review
will be done analytically for graphene to discuss later on the fractionalisation in this mate-
rial. Next, a study on topological insulation two-dimensional and three-dimensional. We
will initially discuss common insulation and the Hall Effect Quantum, therefore, through
these we can have a better understanding about the topological insulators. After this first
part of the review of graphene and topological insulators, it will be discussed phenomena
of fractionalisation. Understand what this phenomenon is, what its consequences and
requirements for that a system can exhibit fractionalization.Later we will discuss about
the first material to exhibit this phenomenon, polyacetylene. Through Peierls instability
in polyacetylene it is the existence of degenerate fundamental states with zero energy
that carry a fraction of the charge of the electron. Before discussing the fractionalisation
in graphene, let’s discuss a little about the fractionation in a two-dimensional system of
carbon atoms with square unit cell, where each atom occupies a vertex. This system is a
natural evolution of polyacetylene for two dimensions and through it we will understand
the phenomena of fractionalization in two-dimensional. As an extension of this, graphene
is also a two-dimensional network of carbon atoms, however, in hexagonal format and
through the distortion of Kekulé one can obtain fundamental states degenerate molecules
with null energy that contain vortices and these can have fractional bound charge. Later
we will discuss about the fractionalisation in topological insulators. In case of the IT-2D
edge states, the opposite edge states can be coupled by of a tunneling and the action of
an external magnetic field, in this way it is possible the existence of connected states and
isolated in the middle of the gap with zero energy that can carry fractional load. Next we
show that the fractionalisation in the surface states of I'T-3D can occur when we couple
two surfaces of the same I'T-3D. We will use the idea made in the case of two-dimensional
topological insulation and the Kekulé distortion in graphene as a basis for analytic this

phenomenon in the topological three-dimensional insulator.



1 Introducao

Nesta dissertacao iremos discutir sobre a fracionalizacao em grafeno e isolantes to-
polégicos, mas por queé isto € interessante? O grafeno é um material revolucionario e forte
candidato a ser o principal material usado no futuro, mas porqué? Ele possui alta con-
dutividade elétrica, os elétrons se movem através do grafeno com praticamente nenhuma
resisténcia e aparentemente sem massa, isso faz com ele transporte eletricidade de forma
mais rapida, eficiente e precisa do que qualquer outro material. Apesar de ser fino e leve,
o grafeno é um material extremamente forte, é duzentas vezes mais forte que o aco, sendo
o elemento mais rigido que ja se conheceu, superando até mesmo o diamante. Para se ter
uma ideia, uma folha de grafeno de 1 metro quadrado pesa apenas 0,0077 gramas, porém,
pode suportar o peso de até 4 kg. Mesmo sendo muito rigido, o grafeno é um material
com grande elasticidade, se esticando até 25 por cento a mais do seu comprimento. O
grafeno também é o material mais impermeavel ja descoberto, e mesmo os atomos de
hélio nao podem passar por ele. Ele é o primeiro material 2D do mundo e em 2004 os
pesquisadores Prof. Andre Geim e o Prof. Konstantin conseguiram extrair o grafeno a
partir do grafite dando a eles o prémio Nobel. Por ser um material bidimensional, deve
abrir as portas para novos campos experimentais que antes nao poderiam ser utilizados.
Mais adiante iremos discutir de forma analitica o grafeno [26], [27], [28], [29].

De forma surpreendente, logo apds a obtencao do grafeno, fisicos tedricos da Universi-
dade da Pensilvania, Kane e Mele, estudando as propriedades eletronicas deste material,
descobriram que poderia haver outra classe de estrutura eletronica de materiais, os deno-
minados Isolantes Topoldgicos [30], mas o que eles tém de especial?

Para simplificar, tomemos o caso de duas grandes classes de materiais do ponto de
vista eletronico. Conhecemos os isolantes, que sao materiais que nao conduzem eletri-
cidade, como a borracha e os metais condutores de eletricidade, como o cobre. Estes
sao estados eletronicos da matéria bem compreendidos pela comunidade cientifica e bem
fundamentados pela mecanica quantica. Kane e Mele mostraram que ha outra ordem nao
trivial da matéria, diferente dos ja conhecidos metais e isolantes, os fascinantes Isolantes
Topoldgicos. Esses sdo materiais que apresentam o bulk (a parte central ou interna do
material) isolante e a superficie (ou borda) metdlica, mas por que topolégicos? Topologia
¢ um ramo da matematica que estuda a estrutura dos objetos sem se preocupar com seu
tamanho ou formato. Considere um donut o qual podemos lentamente ir deformando-o
até ficar em outro formato, por exemplo, um cubo com o furo no meio, podemos até
modelar em uma caneca. Também podemos pegar uma bola de futebol e deformé-la e
transformé-la em um cubo. Entretanto, nunca poderemos fazer nosso donut virar uma
bola e vice-versa. Dizemos que eles apresentam diferentes classes topoldgicas. O mesmo
acontece com nossos materiais isolantes, existem os materiais que sao isolantes normais e

os isolantes topoldgicos, ou seja, podemos perturbéd-lo com campo elétrico, pressao (etc),



e nunca um isolante topolégico se transformard em um isolante convencional [30], [31].

E qual a consequéncia dessa invariancia quando um isolante topolégico fica em contato
com um isolante convencional? Para bola de futebol virar um donut teriamos que destrui-
la fazendo um buraco. No caso dos isolantes haverda na regiao de contato um estado
metalico. E pode-se mostrar que esse estado metédlico nao pode ser destruido e nem
modificado [31]. Se considerarmos, por exemplo, um isolante topoldgico bidimensional, a
sua borda sera metalica e os elétrons conduzem sem serem importunados por perturbacgoes
(exceto magnéticas) podendo a corrente elétrica fluir sem dissipagdo. Ou seja, podemos
dizer que isolantes topoldgicos sao materiais que apresentam suas superficies metélicas
protegidas e sao isolantes no bulk. FEsses isolantes sao a grande coqueluche na fisica e
ciéncia de materiais e tem atraido grande atencao da comunidade devido seu potencial
para aplicacoes em nano-dispositivos, spintronica e computacao quantica. Certamente
esses materiais promoverao grandes mudancas em novos nanodispositivos, portanto, o
impacto do conhecimento cientifico e tecnoldgico de novos materiais é determinante para
o desenvolvimento de novos dispositivos. Assim como o grafeno, os isolantes topolégicos
também renderam um prémio Nobel, em 2016 foi conferido a David Thouless (University
of Washington), Duncan Haldane (Princeton University) e Michael Kosterlitz (Brown
University) por suas vérias e importantes contribui¢oes no estudo de transigoes de fase
topoldgicas e, mais genericamente, na descoberta de fases topoldgicas da matéria [32].

Por que estudar fracionalizacao? Em 1887 o fisico Joseph John Thomson descobre o
elétron, um dos minusculos componentes do atomo. Nos cem anos seguintes, numerosos
experimentos convencem a maioria dos cientistas de que o elétron nao é formado por par-
tes menores nem possui nenhuma estrutura interna. O homem parecia ter chegado a uma
particula realmente elementar, uma fronteira final na divisao e subdivisao da matéria.
O americano Robert Laughlin (Stanford University), o alemao Horst Stérmer (Columbia
University) e o chinés Daniel Tsui (Princeton University), mostraram que, em tempera-
turas proximas do zero absoluto (cerca de —273°C') e na presenga de campos magnéticos
extremamente poderosos, os elétrons deixam de atuar como particulas individuais e pas-
sam a ter um comportamento coletivo, formando um fluido quantico que apresenta as mais
estranhas caracteristicas. Uma delas é a aparente presenca de ”quase-particulas”, como
fragmentos de elétrons com cargas iguais a um tergo (1/3), um quinto (1/5) ou fragoes
ainda menores da carga do elétron. Graca a essa descoberta, em 1998 forem premiados
com o prémio Nobel [33], [34], [35].

Outra motivagao interessante é que através da fracionalizacao podemos tentar veri-
ficar pela primeira vez a existéncia de férmions de majorana. Férmions de majorana ¢é
uma quasiparticula que também é sua prépria antiparticula. Quando um elétron (carga
negativa) encontra um pésitron (sua antiparticula, com carga positiva), eles se aniquilam
mutuamente com a emissao de um flash de raios gama. Tudo no nosso universo é feito

de matéria, estrelas, planetas, nés. Desde o inicio do século 20, no entanto, os fisicos



sabem que cada particula de matéria tem a sua antiparticula, que é idéntica a sua con-
traparte, mas tem uma carga oposta. Em 1937, o fisico Ettore Majorana pensou: “E se
uma particula tivesse carga nula?” e a resposta que ele encontrou foi que esta particula
seria sua propria anti-particula, e elas nao se aniquilariam ao contato, porque qualquer
uma delas seria a0 mesmo tempo, a particula e a anti- particula [36], [37].

Muitos fisicos acreditam que os férmions de majorana podem ser encontrados em sis-
temas de estado sélido, pois, nos materiais condutores de eletricidade, existe um analogo
da antimatéria: os elétrons (negativos) e as lacunas (positivas), um desaparecendo ao se
encontrar com o outro, ou seja, assim como particulas e antiparticulas nao podem coe-
xistir, elétrons e lacunas também nao. Veremos que a fracionalizagdo pode gerar estados
localizados e isolados fundamentais com energia nula, o que da um background favoravel
para a existéncia de férmions de majorana nesses estados. Além do interesse da fisica
fundamental, os férmions de Majorana tém grande utilidade na computagao quantica,
pois, quando dois férmions de Majorana sao movimentados um em relagao ao outro, cada
um deles mantém a meméria da sua posicao anterior e isto permitiria a construcao de
computadores quanticos extraordinariamente estaveis e praticamente imunes a influéncia
externa [36], [37]. Outros cientistas apontam para a importancia dos férmions de Majo-
rana na escala cosmoldgica: eles acreditam que eles possam ser o constituinte fundamental
da matéria escura, uma matéria que é detectada apenas por seus efeitos gravitacionais,
mas que ninguém sabe ainda do que se trata. A observacgao agora relatada dos férmions
de Majorana foi indireta e, portanto, nao totalmente conclusiva, embora otimizagoes no
experimento - como a reducao da temperatura do semicondutor - possam gerar resulta-
dos mais precisos e praticos no futuro. Assim, estudar fracionalizagao pode ser a chave
para tentar desvendar o mistério por tras dos férmions de majorana. Das trés partes
que compoe essa dissertacao, todas elas: grafeno, isolantes topoldgicos e fracionalizacao,
resultaram em prémios Nobel e todas fazem parte de um futuro promissor tanto para a
area tedrica, quanto experimental e aplicagdes [37].

Vamos agora a uma andlise mais aprofundada sobre as discussoes feitas anteriormente.
No ano de 1879, Edwin Hall mostrou que um campo magnético altera a distribuicao de
carga em um condutor, ou seja, o campo magnético atua sobre os portadores de carga
que trafegam no condutor e, além disso foi possivel determinar o sinal dos portadores de
carga [38]. Mais de 100 anos depois, em 1980, von Klitzing e colaboradores, estudando
em baixas temperaturas a interface entre dois semicondutores sob a influéncia de um forte
campo magnético, descobriu-se o Efeito Hall Quantico [39].

Neste efeito, o campo magnético faz com que os elétrons sintam uma forca de Lorentz
perpendicular ao seu movimento provocando um movimento circular dos elétrons. Este
movimento é visto pela mecanica quantica como Orbitas com energias quantizadas ou
niveis de Landau. Se houver n niveis preenchidos e o resto vazio, obtemos um anélogo a

bandas de energia com um gap, ou seja, os estados eletronicos no bulk tornam-se locali-



zados e idénticos ao de um isolante, porém, na borda existem estados de conducao que

formam um canal unidimensional. Este efeito leva a condutancia Hall quantizada [40]:

TZ62

Oy = ——M = 1,2,3, ..., (1)
onde, e = 1,6 x 1079C, h = 6,626 x 10734 Js.

A maioria dos estados quanticos da matéria condensada sao classificados por uma
quebra de simetria espontanea. Os diferentes estados da matéria podiam ser entendidos
pela quebra de simetria continua, por exemplo, sélidos cristalinos e magnetos, os quais
apresentam uma quebra de simetria translacional e de rotagao de spin, respectivamente.
No Efeito Hall Quantico, nao se tém quebra de simetria continua, mas sim quebra de
uma simetria discreta, a simetria sob reversao temporal. Assim o Efeito Hall Quantico
foi atribuido a topologia do sistema e nao aos seus detalhes geométricos, fazendo com que
ele fosse ser o primeiro exemplo de estado quantico da matéria que é topologicamente
distinto de todos os outros estados conhecidos da matéria anteriormente [41], [42].

Dois anos apés a descoberta do Efeito Hall Quantico, os pesquisadores Thouless, Koh-
moto, Nightingale e den Nijs, mostraram que a diferenga entre um isolante trivial e o
Efeito Hall Quantico era uma questao de topologia. Usando a formula de Kubo, notaram
que o mesmo n da condutividade Hall é um invariante topolédgico, sendo este chamado de
primeiro nimero de Chern [43]. Este ntmero pode ser entendido fisicamente em termos
da fase de Berry associadas as fun¢oes de Bloch. Em uma dimensao o invariante pode ser

escrito como [44]:

1 [ -
— — [ A, (B)dk, 2
n=sr [ A 2)
onde An(l;) = —1 < Upg|Vi|tunk > € uy, sdo as fungdes de Bloch no espago reciproco.

No final da década de 1980, Haldane propos um modelo para uma rede hexagonal sem
spin, para o Efeito Hall Quantico Inteiro sem que aja a quebra da simetria de reversao
temporal. Ele propos que o Efeito Hall Quantico seria possivel ser nulo sem uma quebra
na simetria de reversao temporal com um fluxo total na célula unitaria, mas com dois
fluxos em sentidos opostos, de forma que cada sub-rede sente um campo magnético em
um sentido [45].

A partir desta descoberta, os pesquisadores se questionaram se haveriam outros estados
topolégicos da matéria a serem descobertos. Entao em 2005, Kane e Mele publicaram um
artigo a partir do modelo de Haldane para o grafeno, em que se considera o spin do elétron
e substitui os fluxos magnéticos do modelo de Haldane pelo acoplamento spin-érbita
(interagao de particulas de spin com seu préprio movimento). O resultado que se obteve
foi uma cépia do Efeito Hall Quantico, mas com os estados topoldgicos localizados nas
bordas separados por componentes de spin, como se cada componente de spin sentir-se um

campo magnético em sentido contrario, acarretando em correntes de spin polarizadas nas



bordas. Este estado é chamado de Efeito Hall Quantico de Spin ou Isolantes Topoldgicos
Bidimensionais [45].

Em um material isolante, hd um gap de energia finito na estrutura de bandas. No
Efeito Hall Quantico, que ocorre na presenca de um forte campo magnético e baixas
temperaturas, os elétrons da borda se movem em canais unidimensionais, enquanto que
no bulk da amostra se comporta como um isolante. Ja no Efeito Hall Quantico de Spin,
temos dois canais em cada borda da amostra que sao separados por componentes de spin,
enquanto que no bulk da amostra se comporta como isolante e esse efeito acontece na
auséncia de um campo magnético externo [43], [45]. Podemos ver este comportamento na

figura 1.
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Figura 1: Representagao dos diferentes estados isolantes. Em a) elétrons confinados em
um isolante (esquerda) devido a um gap de energia (direita) separando a banda de valéncia
(ocupada) da banda de condugao (vazia). Em b) estado Hall Quantico sobre a acdo de
um campo magnético B, possui um gap de energia no interior mas permite conducao de
corrente elétrica unidimensional nas bordas. Em c) o efeito Hall Quantico de Spin com
um gap de energia no interior, mas permite condugao em estados controlados pelo spin
nas bordas. Fonte: Referéncia [1].

O fato do acoplamento spin-érbita fazer o papel andlogo ao do campo magnético
externo no Efeito Hall Quantico, faz com que o sistema agora possua simetria de reversao
temporal [45]. Em sistemas com simetria de reversao temporal, devido ao teorema de
Krammers, os estados sao degenerados e o nimero de Chern é zero, portanto, é necessario
outro parametro invariante para caracterizar o Efeito Hall Quantico de Spin [46]. Como
consequencia da simetria de reversao temporal, as fungoes de Bloch sao bidegeneradas em
certos pontos I" na zona de Brillouin, ou seja, 1/1n(E) = wn(—lg). Através destes pontos
podemos definir um novo invariante topolégico Z,, que contém dois elementos, 0 ou 1,
onde 1 correspondente ao isolante topolégico bidimensional e 0 ao isolante trivial [47].

Como o grafeno possui um baixo acoplamento spin-érbita, este efeito é dificil de se
verificar, entao em 2006, Bernevig, Hughes e Zang [48], previram teoricamente o mesmo

efeito que Kane e Mele propuseram, o Efeito Hall Quantico de Spin, mas desta vez eles



utilizaram materiais com forte acoplamento spin-6rbita afim que fosse possivel observar
experimentalmente este efeito. Eles usaram pogos quanticos de HgTe/CdTe, onde a
variacao da largura do pocgo leva a uma inversao de bandas, que promove uma transi¢ao
topoldgica [49]. A figura 2 ilustra o material e os estados de borda exibidos em sua fase

topologica.
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Figura 2: As camadas superiores e inferiores sao de C'dTe, enquanto que a camada do
meio é de HgTe. Os estados de borda spin polarizados se propagam nas extremidades
das interfaces HgTe/CdTe. Fonte: Referéncia [2]

A intensa interacao spin-Orbita existentes nos pogos quanticos de HgTe/CdTe separa
espacialmente os canais de conducao, além disso, preserva a simetria de reversao tem-
poral dos estados de borda de maneira que esses sejam helicais, ou seja, tém direcao de
propagacao correlacionada com a polarizacao de spin, figura 2. Esse grau de liberdade
adicional potencializa o uso de I'T-2D para armazenamento e processamento de dados ao
nivel quantico [50].

No ano de 2007 foi verificado experimentalmente que ligas do tipo Biy_,Sb,, com
0,07 < x < 0,22, se comportam como Isolantes Topolégicos Tridimensionais (ITs-
3D) [51]. Devido a intensa interagao spin-orbita dessas ligas as bandas de valéncia e
de condugao dos componentes do Bi;_,Sb, exibem um colapso para determinados pon-
tos da zona de Brillouin [52]. Tais caracteristicas permitem a existéncia de estados de
superficie sem gap de energia e protegidos por simetria de reversao temporal. Nesses
materiais, estados metdlicos com caracteristicas topoldgicas foram mapeados através da
técnica ARPES (Angle Resolve Photonemission Spectroscopy) [53], figura 3.

No ano de 2009, estados de superficie foram encontrados nos compostos estequiométricos
BiySes, BisTes e SbyT'es, cuja os quais foram conhecidos como I'Ts-3D de segunda geragao
[54]. Em um IT-3D, a correlagdo entre momento e spin manifesta-se em qualquer dire¢ao
na superficie do material, ou seja, os estados de borda propagam-se arbitrariamente com

a polarizacao de spin sendo perpendicular ao movimento. Com isso, esses estados nao
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Figura 3: A figura mostra a dispersao de energia, através do ARPES, do primeiro I'T-3D.
A liga Big9Sbg.1 descoberta em 2008 por D. Hsieh, seria um isolante topoldgico devido aos
cincos cones de Dirac que aparecem na medicao ARPES. Isto indica uma superficie topo-

logicamente protegida, porém esta liga apresenta um gap de energia pequeno ~ 30meV .
Fonte: Referéncia [3].

podem ser medidos por experimentos de transporte eletronico, pois, a superficie do IT-
3D nao apresenta bordas, figura 4-a. Os estados de superficie de um IT-3D sao do tipo
férmions de Dirac sem massa e podem ser sondados quando a simetria de reversao tem-
poral é violada na superficie do material. Isso pode ser feito por meio da abertura de
um gap através de um campo magnético aplicado ou cobrindo-a com um filme magnético.
Dessa forma, os cones de Dirac sao separados na dispersao da energia, figura 4-b, e os

estados de borda podem ser detectados via canais de conducao estabelecidos [55], [11].
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Figura 4: (a) Estados de borda em um IT-3D. Os spins dos estados metalicos sao polari-
zados perpendicularmente a diregdo do momento. (b) Gap (A) aberto na superficie por
uma impureza magnética. Os cones de Dirac sao separados pela impureza, o que permite
a sondagem por transporte eletronico dos estados de borda. Fonte: Referéncia [4].



Nas condicoes descritas acima e na presenca de campos eletromagnéticos, as superficies
dos I'T’s-3D exibem respostas eletromagnéticas quantizadas em termos da constante de
estrutura fina, a = e2/ch, onde ¢ é a velocidade da luz. Essas respostas sido caracte-
rizadas pelo efeito magneto-elétrico topolégico (EMT), no qual um campo elétrico gera
uma magnetizagao e um campo magnético gera uma polarizacao. Tal efeito incorpora a
ordem topoldgica que vigora no bulk do material e propriedades eletromagnéticas exoticas
emergem desses materiais [55], [11].

Fisicamente falando, fracionalizacao é o fenomeno em que as quasiparticulas do sistema
nao podem ser descritas pela combinacao das particulas elementares que constituem o
sistema. Exemplos disso sao a fracionalizacao da carga, onde as quasiparticulas carregam
fracao da carga do elétron, também temos a separacao spin-carga, onde o elétron é visto
como estado ligado entre uma quasiparticula chamada chargeon que carrega a carga do
elétron e outra quasiparticula o spinon que carrega o spin do elétron [56].

O conceito de carga fracionada emerge da teoria quantica de campos em 1976 onde
Jackiw e Rebbi mostraram que campos bosonicos podem induzir um nimero fermionico
1/2 para férmions relativisticos com os quais acoplam com o campo [57]. O primeiro
material em matéria condensada a exibir este fenomeno de fracionalizacao foi o poliaceti-
leno. O poliacetileno é um arranjo de dtomos de carbono separados por cerca de 1A. A

dispersao que conecta a energia e o momento sao mostrados na figura 5 [17].
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Figura 5: Cadeia de carbono e a dispersao de energia linearizada préximo a energia de
Fermi. Fonte: Referéncia [5].

A curva de energia intercepta o nivel de Fermi em dois pontos, chamados de pontos de
Dirac, figura 5, pois, perto destes pontos a dispersao é linear. E conhecido que a cadeia
de carbono do poliacetileno é instavel [5], [58], o equilibrio é atingido quando deslocamos
o dtomo 0.4A para a esquerda ou direita do ponto inicial. A probabilidade de deslocar
para a direita é a mesma que deslocar para a esquerda, isto nos da duas estruturas de
dominios equivalentes, isto é chamado de instabilidade de Peierls [59]. Essa instabilidade
gera um termo de massa na hamiltoniana que pode variar com a distancia, este termo é
chamado de campo de fonon (¢) [5], [59].
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Figura 6: Perfil do fonon variando com a posicao. O ponto simétrico estacionario, ¢ = 0,
¢ instdvel. Configuragoes estéveis estao localizadas em ¢ = |m| (A) e ¢ = —|m| (B).
Fonte: Referéncia [5].

A solucao da hamiltoniana agora passa a ser um sélition, em uma dimensao é chamado
de kink. A fungao que descreve o kink interpola os dois dominios, figura 6, entre os termos
de massa positiva e negativa, que sao os dois dominios equivalentes do poliacetileno [58].
Um simples cédlculo mostra que nao importa os detalhes da forma que o kink possui, a
equacao de Dirac na presenca do kink sempre suporta estado normalizavel com energia
nula, também chamado de modo zero [17], [5], [60].

A pergunta que resulta agora é, como tratar este estado modo zero na construgao do
estado fundamental do material. Este estado esta vazio, com energias positivas, ou cheio
com energias negativas?

Jackiw e Rebbi deram a resposta [57]. Nao existe diferenca de energia entre as duas
possibilidades, cheio e vazio, entao ambas tém que ser contabilizadas. A hamiltoniana
efetiva possui simetria de conjugacao, logo o espectro de energia dos estados ocupados é
o mesmo dos vazios, mas a carga é oposta [57], [17], [58], por causa desta simetria o modo
zero se encontra no meio do gap e a diferenca de carga entre os estados vazios e cheios é
um. Logo é como se o estado modo zero fosse uma mistura entre a possibilidade de estar
cheio e vazio, o que gera a carga (Q = 1/2 se estiver preenchido e () = —1/2 se estiver
vazio [57].

Com este resultado, os fisicos abriram sua mente para a ocorréncia de carga fracionada.
Apos estas descobertas é feito outra pergunta, isto pode ocorrer em sistemas além de uma
dimensao? A resposta veio com o grafeno.

O grafeno é um arranjo planar de atomos de carbono ligados em forma hexagonal

(figura 7) [20]. Este hexdgono é uma superposicao de dois arranjos triangulares, cada um



responsavel por um cone de Dirac no espectro de energia.
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Figura 7: Os arranjos triangulares A e B que compoem a rede hexagonal do grafeno.
Fonte: Referéncia [6].

Wallace mostrou em 1947 que a dispersao de energia devido a estrutura de bandas,
pode ser linearizada préximo aos dois cones de Dirac, como no poliacetileno [7]. Assim
como a instabilidade de Peierls, Chamon e colaboradores identificaram um efeito parecido,
chamado de Distorgao de Kekulé [61]. Esta distor¢ao pode ser vista como um desloca-
mento dos cones de Dirac no espago reciproco, isto gera um termo de massa que assume
um valor constante de forma a abir um gap de energia no cone de Dirac e um valor nao
constante que gera um andalogo ao kink, chamado de vértice, cuja sua forma conecta os
estados de energia negativa e positiva [57], [61]. A corpo da Hamiltoniana do grafeno,
considerando a distorcao de Kekulé é:

g

a7l
A >

>
|

onde ¢ sao as matrizes de Dirac [62] e A é um séliton, também chamado de vértice, que
pode ser constante gerando um gap ou A = ¢(z,y) gerando um estado modo zero no

interior do gap. A hamiltoniana de superficie de um isolante topoldgico tridimensional é:
Hsup = —ih?&ﬂ? : Vx,y, (4)

onde vp ~ 6.2 x 10°m/s é a velocidade de Férmi e ﬁw,y = (0y,0y). Logo, considerando

ambos os estados de spin up e down, a hamiltoniana (4) do isolante topoldgico se torna:

hopd -V, 0
nere Y - \Ijsup = qusupa (5)
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onde 14 e 1, sao as funcoes de onda que descrevem os férmions com spin up e down,
respectivamente, na superficie do IT. Observe a semelhanca estrutural da hamiltoniana
entre o grafeno e o isolante topoldgico e note que os estados de superficie do I'T tridimen-
sional sao bidimensionais assim como o grafeno, logo um ponto de partida para verificar
a existéncia de fracionalizacao no IT ¢é a distor¢ao de Kekulé no grafeno.

Nossa proposta entao serd tentar encontrar se existe essa fracionalizagao em isolantes
topoldgicos tridimensionais, vamos adotar como norte a distor¢ao de Kekulé pois, a se-
melhanca na hamiltoniana entre o grafeno e dos estados de superficie do I'T-3D fornece

um background favoravel para isto ocorrer.
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2 Grafeno

O grafeno é o primeiro material bidimensional produzido em laboratério. Ele é cons-
tituido de atomos de carbono e possui propriedades de transporte distintas daquelas ob-
servadas em outros materiais e isto faz com que o grafeno seja um material onde a fisica
da matéria condensada e a fisica de altas energias se conectam.

O grafeno é uma cadeia planar de atomos de carbono construida a partir de uma célula
unitdria formada por 6 carbonos em um formato hexagonal, figura 8 [20], [7].

A estrutura hexagonal do grafeno pode ser descrita por duas sub-redes triangulares

superpostas, chamados de sub-rede A e B. Os vetores da rede podem ser descritos por [20]:

i =53, V3), = 503 —V3). (7)

Esses dois vetores geram as sub-redes. Outro fato interessante do grafeno é que a

primeira zona de Brillouin também ¢é hexagonal e os vetores da rede reciproca sao descritos
por [20]:

h= 2 (0VE), b= (1, -VE), ®)
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Figura 8: a) Rede hexagonal do grafeno, esferas azuis referentes a sub-rede A e esferas
amarelas referentes a sub-rede B, assim como os vetores que ligam os dtomos a sub-rede
vizinha e a mesma sub-rede. b) Pontos independentes da primeira zona de Brillouin K e
K'. Fonte: Referéncia [7].

Esta zona de Brillouin possui seis pontos onde a banda de valéncia toca a banda
de condugao, pontos estes chamados de ponto de Dirac. Entretanto, apenas dois destes
pontos sao independentes, os pontos K e K. As coordenadas destes pontos no espaco

reciproco sao [7], [63].
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K=—(1, , K'=—(1,——%). 9

(1, ) ) 0

A descrigao dos elétrons do grafeno é feita por meio de uma Hamiltoniana que descreve

as fortes ligagoes quimicas existentes no grafeno. Considerando que o elétron interage

entre os primeiros atomos vizinhos, tém-se, em unidades naturais:

H=-t Z (a:rr,iba,j + bl’,iaazj)7 (10)

<t,j>,0

onde a;i e a,,; sao os operadores de criagao e aniquilacao, o = :I:% é o spin do elétron que
se encontra em R,; da sub-rede A. Analogamente vale para a sub-rede B. O parametrot é a
energia de “salto” entre os primeiros vizinhos. A hamiltoniana (10) pode ser diagonalizada

no espaco dos momentos como:

H =" ¢ralby, (11)
k

3
de=—t) ™, (12)
j=1

onde s; com ¢ = 1,2, 3 conecta qualquer atomo da sub-rede B aos seus vizinhos proximos

da sub-rede A, figura 8, e ¢y €é a auto funcao no espago dos momentos.

ENERGY

Figura 9: Estrutura de bandas de energia do grafeno mostrando as bandas de valéncia e
conducao. A ampliacao em torno de um dos pontos onde as bandas se tocam mostram o
espectro conico linear sem gap em torno dessa regido. Fonte: Referéncia [7].
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A estrutura de bandas, figura 9, é obtida através do espectro de energia que é dado
por [7]:
EL(k) = xtv/3 + f(k), (13)

f(k) = 2cos (W) + 4 cos (?k@a) oS (gkxa) : (14)

O sinal +(—) se refere a banda de condu¢ao (valéncia).
A dispersao linear da estrutura de bandas pode ser obtida expandindo-se o espectro
E. (k) em torno dos pontos de Dirac K e K'. Considerando k = K + q, onde ‘%{ < 1,

tém-se:

Ee(k) = +upq + O {(%)2} , (15)

onde q ¢ o momento medido em torno do ponto de Dirac e vg ¢ a velocidade de Fermi dada
por vp = 3%“ =~ 10%n/s. Esta ¢ a velocidade com que os portadores que se encontram na
borda da superficie de Fermi se deslocam.

O grafeno é um material muito peculiar que possui propriedades distintas dos demais
sistemas de matéria condensada. Em geral, a relacao entre energia e momento eletronico
em cristais é dada pela relacao cldssica E(q) = ¢*>/2m*, onde m* é a massa efetiva dos
portadores de carga. Esta relacao quadratica entre energia e momento leva a uma ve-
locidade de Fermi dependente da energia dos portadores de carga, vp = k/m = \/fnE ,
portanto, a velocidade dos elétrons muda consideravelmente com a energia, mas isso é
bem diferente do que encontramos no grafeno onde a velocidade de Fermi é constante e
independe da energia dos portadores.

Considere a hamiltoniana do grafeno descrita pela equacao (10). A transformada de

Fourier dos operadores de aniquilacao é dada por:

-,

R k), (16)

_— 1
v, DI
i
onde N, é o numero de células unitarias, R, a posicao dos atomos da sub-rede A e n indica
a posicao dos atomos na rede. Existem dois pontos onde estao localizados os estados de
mais baixa energia, esses pontos sao os pontos de Dirac K e K Quando expandimos
o somatério da equacdo (16), é possivel escrever o operador a, como uma soma de dois

termos em torno desses pontos de Dirac. Logo podemos escrever este operador como:

a, ~ e%(lﬂzj}-ﬁnaln((j) 1 e*i([_(‘/Jrljl)'ﬁnaQn(q_‘/)’ (17)

onde os indices 1 e 2 se referem aos pontos de Dirac K e K’, respectivamente, e 0s momen-

tos ¢ e ¢’ sao medidos em relacao aos pontos K e K', respectivamente. Analogamente,

14



podemos fazer a mesma transformacao para o operador aniquilacao da sub-rede B, assim:

b, ~ efi(l_('thf)-ﬁnbln(@ + efi(l?/+§l)'ﬁna2n(q_’/)7 (18)

Vamos considerar apenas termos de ordem linear, para isto, considere um atomo da
sub-rede n localizado na posicao R,. Os termos de ordem linear iram surgir devido a
interagao entre os primeiros vizinhos, que no caso sao 3, figura 8. Logo a posicao desses
atomos vizinhos com relagao ao atomo em R, é an + §;, onde i = 1,2,3 e os vetores §;

sao dados por, figura 8:

si=351V3), &=3(1,-v3), &=-a(10). (19)

Substituindo os operadores definidos nas equagoes (17) e (18) na hamiltoniana (10) e

considerando termos de ordem linear e usando que,

Z eil?-s”i _ Zeif“é‘i —0. (20)

Temos que a hamiltoniana (10) fica na forma:

H = —ihwp / drdy (¢1 ()G - Vi (F) + b (7)&* - wgw)) , (21)

onde & = (0,,0,), @ = (04, —0,) sio as matrizes de Pauli, v; = (a;, b;)T e ! = (al,b])”

1774
com i = 1,2. Observe que a Hamiltoniana (21) é constituida de duas cépias da Hamil-
toniana de Dirac em (2+41) dimensoes com massa nula, uma descrevendo a dinamica dos
portadores de carga préoximos ao ponto K e a outra préxima ao ponto K'.

Portando, podemos descrever os portadores de carga que se encontram proximos ao

ponto K através da funcao de onda ¢ i que satisfaz:

.0 oL
Hygg = Zha%{ = BYg = vp0 - ¥k, (22)

onde ¢ = —ihV. Resolvendo esta equacao matricial, a funcao de onda com auto energia

E = H+vpq que representam os portadores de carga com momento ¢ tém a forma:

1 o—i0(d)/2 i
Vig = E Lib@e | T us (e, (23)

onde 6 = arctan(g,/q,) e o sinal 4+ é para a banda de conducao elétrons),e — se refere a

banda de valéncia (buracos). Para os elétrons préximos ao ponto K’ temos:

.0 e o
Hypgr = Zhaiﬂw = EYgr = vp0" - QK (24)

onde ¢ = —ihV. Resolvendo esta equacao matricial, a funcao de onda com auto energia
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E = +vpq que representam os portadores de carga com momento ¢’ tém a forma:

1 i0(d)/2 i
wiK' = E j:eiie(d;)/Q = ui<q )e . (25)
Observe que as Hamiltonianas (22) e (24) podem ser escritas da forma:

Hyg gy = vp(o¥q, £ 0%,), (26)

onde o sinal +(—) se aplica ao vale K (K'). Veremos no préximo capitulo a semelhanca
dessa Hamiltoniana com a Hamiltoniana que descreve os estados de superficie do isolante

topologico tridimensional.
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3 Isolantes Topolégicos

3.1 Topologia

O conceito de topologia e seus invariantes foram introduzido pelos matematicos para
classificar diferentes objetos em classes onde os detalhes geométricos dos objetos nao sao
importantes. Isto quer dizer que, se dois objetos diferentes puderem ser modificados te
tal forma que um se transforme no outro e vice-versa, dizemos que estes objetos sao
topologicamente equivalentes, desde que a transformacao que leve um objeto no outro
seja suave, ou seja, sem rasgar ou quebrar o objeto [31].

Por exemplo, dizemos que uma xicara e uma rosquinha sao topologicamente equivalen-
tes pois, podemos transformar uma, na outra. Imagine que ambas sao feitas de massinha,

conseguimos modelar uma, na outra como na figura 10.

Figura 10: Comparacao entre uma xicara e uma rosquinha como sendo iguais em lingua-
gem topoldgica. Fonte: Referéncia [8].

Existe uma informacao importante sobre esta modelagem, ambos possuem um furo e
este se mantém em todo o processo. A partir dessa observacao, definimos o que chamamos
de invariante topoldgico. Definimos o invariante topolégico como sendo a quantidade que
¢ conservada quando modelamos um objeto em outro, no nosso exemplo acima, esta
quantidade é o nimero de buracos ou génus que cada um dos objetos possui, cada um
deles possui um buraco, logo podemos classificar varias classes topoldgicas através de seus
invariantes topolégicos [31].

Na matematica esse conceito de topologia esta associado a geometria, o que importa
para classificar os objetos s@o seus invariantes topolégicos (buracos ou génus). Na fisica,
podemos estender o conceito de topologia, fazendo analogia com a matemaética portanto,

em vez de geometria, analisamos a hamiltoniana do sistema.
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3.2 Isolantes

A estrutura atomica dos materiais determina se eles sao isolantes ou condutores
elétricos. Os estados isolantes sao os estados mais simples da matéria pois, sao eletri-
camente inertes, ou seja, as camadas eletronicas desses materiais estao completamente
preenchidas de forma que para mover um elétron deste material requer altas energias [64].

Podemos descrever esses estados através da teoria de bandas de sélidos. Considere
o s6lido como sendo um cristal (um estado cristalino se caracteriza por uma repetigao
espacial de uma estrutura basica que pode conter um ou mais atomos ligados entre si),
os fons da rede cristalina geram um potencial U(r) que atua sobre um elétron na posigao
r, que se move em um cristal. Os auto estados deste elétron sao obtidos resolvendo a

equagao de Schrodinger:

< —%V2 + U(I‘) ) wn,k - Enl/}n,k‘ (27)

O teorema de Bloch determina que a fungao de onda 1, é em geral escrita como:

Une = €ty (28)

onde 1)y, esta definido em uma tnica célula unitaria do cristal e uy sao fungoes que possuem
a periodicidade da rede cristalina. As bandas de energia sao definidas pelos autovalores
E,, que juntos formam a estrutura de bandas do cristal, onde o indice n caracteriza a

banda de energia [64].

Isolante, condutor, semicondutor

Empty Almost Full
Conduction Almost Empty dmo?tt d
Bﬂ’ ERRURHE conduction ban

Insulator Semiconductor Metal

Figura 11: Comparagao entre as bandas de energia do isolante, semicondutor e metal. No
isolante e no semicondutor existe um gap de energia que separa a banda de valéncia e de
conducao porém, o gap do semicondutor é pequeno. J4 no metal nao existe esse gap e os
elétrons da banda de valéncia podem ir para a de condugao sem impedimentos. Fonte:
Referéncia [9].

Cada estado eletronico possivel que o elétron pode ocupar é caracterizado por n e k,
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sendo que cada estado deste suporta dois elétrons, um com spin up e outro down. Pelo
principio da exclusao de Pauli , os niveis de energia devem ser preenchidos do nivel mais
baixo até o mais alto, onde o nivel mais alto é chamado de nivel de Fermi [64].

Dentro de um sélido as energias possiveis dos elétrons estao agrupadas em bandas
permitidas separadas por bandas proibidas devido a periodicidade do potencial criado
por ions em solidos, figura 11. As bandas de energia mais profundas completamente
ocupadas por elétrons sao chamadas de bandas de valéncia, essas sao inertes do ponto
de vista elétrico e térmico. A banda parcialmente preenchida é chamada de banda de
conducao [64], [65].

Para um sélido, o nivel de energia mais alto ocupado, nivel de Fermi (Er), esté lo-
calizado dentro de uma banda permitida onde os elétrons podem entao ser acelerados
livremente desde que os niveis de energia mais altos sejam acessiveis a esses, esse é um
condutor. Em um condutor os elétrons com mais altas energias se comportam, aproxima-
damente, como particulas livres [64], [65].

Em um soélido em que o estado fundamental é constituido por bandas permitidas
inteiramente ocupadas, Er serd entao igual ao limite superior de uma banda permitida.
Assim os elétrons nao podem ser acelerados pois, os niveis de energia imediatamente
superiores sao proibidos, esse é um isolante, também chamado de vdcuo [64], [65].

Em um isolante os elétrons podem ser excitados apenas atravessando a banda proi-
bida. Um bom isolante em uma temperatura T qualquer deve ter AE > kgT, ou seja,
em temperatura ambiente, AE > 2eV [66]. Se AE ¢é igual ou da ordem de kgT', certo
namero de elétrons pode deixar a banda de valéncia para ocupar estados imediatamente
superiores desocupados das bandas permitidas (niveis que estariam completamente de-
socupados no zero absoluto). O cristal possui entao elétrons de condugdo, porém, em
namero restrito, este é um semicondutor intrinseco. Portanto, a condutividade de um

semicondutor intrinseco cresce rapidamente com a temperatura [64], [65].

3.3 Efeito Hall Quantico (EHQ)

O Efeito Hall Quantico (EHQ) foi descoberto em 1980 [67] e foi o primeiro estado
da matéria a ter um gap de energia no interior, como em um isolante, mas que nao é
topologicamente igual ao vacuo [45], [67].

A diferenca entre um isolante comum e o EHQ é uma propriedade topoldgica do
manifold (um espaco matematico abstrato que se parece com os espagos descritos pela
geometria euclidiana) dos estados eletronicos ocupados. A func¢ao de onda wnk(E) que
descreve os portadores de carga faz um mapeamento da zona de Brillouin, que em duas
dimensoes possui a topologia de um toro, devido a periodicidade do momento eletronico k
no espaco de Hilbert, diferentemente do vacuo que possui uma topologia trivial [67], [68].

Em 1980, Klaus von Klitizing, exibiu resultados experimentais mostrando que para
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temperaturas baixas (em torno de 4K') e campos magnéticos muito intensos (da ordem de
1,5T) a condutividade Hall, equagao (1), medida em uma amostra de MOSFET apresenta
valores quantizados, independente da geometria da amostra. Além disso, a quantizacao
ocorre em planicies, figura 12, que sdo miltiplos inteiros de €?/2, um resultado totalmente

inesperado e nao previsto teoricamente [10].

ko 8 i=2

10 ]
- i=3

PSRN | S

: 70T

Figura 12: Grafico da variacao da resisténcia em relacao ao campo magnético externo
mostrando as planicies de condutividade no MOSFET. Fonte: Referéncia [10].

Para campos magnéticos menores (B < 17'), percebemos uma proporcionalidade entre
a resisténcia Hall e campo magnético como era de se esperar por Ry = —n%, mas quando
o campo ultrapassa 27", aparece uma estrutura estranha na curva, que para campos mais
extremos, esta estrutura se revela como uma escada com degraus de crescente altura [10].
Fazendo um modelo tedrico em que o elétron sem spin com carga e massa m confinado
em um filme fino onde espessura se encontra no eixo-z e ¢ infinitesimal, os niveis de energia

do elétron sao dados por:

(o) s
E=|n+-|hw+ —Fk; (29)

2 2m
com n € N e w ¢ a frequéncia ciclotron do movimento dos elétrons. Os estados corres-
pondentes aos diferentes n sdo chamados niveis de Landau [10], [69].

Os niveis de Landau podem ser vistos como bandas de energia para os elétrons e,
se N niveis de Landau sao preenchidos e os restantes desocupados, um gap de energia
separa os estados ocupados dos vazios, como em um isolante, porém, nas bordas do
material os elétrons possuem um movimento diferente daqueles do interior, porque as

4

orbitas encontram a borda do material e nao se fecham, assim o elétron “ pula ” de uma
érbita para a outra na superficie do material, figura 13 [11], [10], [69].

Estes saltos na borda levam a estados eletronicos que se propagam pela borda do
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A = R Conduction band
. — "
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Figura 13: Orbita dos elétrons é quebrada na superficie dando origem a corrente na borda.
Fonte: Referéncia [11].

sistema em apenas uma direcao, sendo quirais e nao possuem energia quantizada. Dado
que estes estados nao possuem gap de energia no espectro, sao metalicos e quirais, eles
podem conduzir corrente elétrica sem serem espalhados por impurezas, pois, nao ha esta-
dos se propagando em sentido contrario, a inica opc¢ao para os elétrons sao propagarem
no mesmo sentido e sem perda de energia na forma de calor, pois, nao podem ser espa-
lhados. Estes efeitos sao responsaveis pela quantizacao da condutividade Hall, equacao
(1) [11], [70]. Esta quantizagao foi medida com uma precisao de uma parte em 10 e é uma

manifestacao da natureza topolégica de o,, que é um invariante topolégico do sistema.

Conduction Band

Insulator n=0

Quantum Hall
State n=1

Valence Band
1

—Tt/a 0 kK -mn/a

Figura 14: a) Comparacao entre um isolante comum e o efeito hall quéantico, protegao
topolégica dos estados de borda devido a mudanga do invariante. b) Espectro de energia
do efeito hall quantico. Fonte: Referéncia [12].

Vamos supor que a energia de Fermi se encontra em um gap enquanto a condutividade
0y ¢ constante, concluimos que o estado Hall quantico ¢ equivalente a um isolante comum.

Porém, o EHQ ¢ caracterizado por um nimero topolégico n que ¢ finito para este estado,
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mas é zero para o isolante comum. Portanto, na borda da amostra o gap de energia
deve desaparecer para que o invariante topoldgico possa mudar, pois, para o Efeito Hall

Quantico, o invariante topoldgico é o,, <> n # 0, figura 14 [11], [70].

3.4 Efeito Hall Quantico de Spin ou Isolantes Topoldégicos Bidi-
mensionais (EHQS)

Em 2004, um novo estado da matéria, assim como o Efeito Hall Quéantico que também
exibe ordem topoldgica foi descoberto e chamado de Efeito Hall Quantico de Spin (EHQS)
ou também chamado de Isolante Topolégico Bidimensional. Este novo estado da matéria
foi primeiramente previsto para ocorrer em pogos quanticos bidimensionais [1], [48]. Pos-
teriormente, em 2006 e 2007 ele foi observado experimentalmente em pocos quanticos de
HgTe/CdTe [2].

Todos os estados isolantes encontrados na natureza, que preservam a simetria de re-
versao temporal e possuem um estado fundamental nao degenerado podem ser classifica-
dos em duas fases topologicamente distintas. O EHQS possui uma classificacao topoldgica
que o diferencia de um isolante de bandas comum. Esta fase é associada a um invariante
topoldgico que possui uma classificagdo Z, (grupo de dois elementos inteiros 0 e 1, onde
0 representa classificacdo trivial e 1 nao trivial) [71]. Esta classificagdo Z, definida para
materiais que possuem sua dinamica descrita por Hamiltonianas que sao invariantes sob
reversdo temporal é andloga a classificacao topolégica do EHQ [72].

No Efeito Hall Quantico a condutividade Hall viola a simetria de reversao temporal,
assim o invariante TKNN que caracteriza o estado Hall do sistema deve anular-se em
sistemas que sao invariantes sob reversao temporal. Entretanto, a interacao spin-orbita
no grafeno, leva a um efeito Hall Quantico de Spin que é invariante sob reversao temporal,
possui um gap de energia no bulk e estados metélicos na borda, que sao spins polarizados
[45]. A interagao spin-érbita possibilita a existéncia de fases topologicamente nao triviais
que preservam a simetria de reversao temporal [73].

Para entender melhor esse novo estado topoldgico considere a simetria de reversao
temporal 7" para sistemas com particulas de spin 1/2. Denotamos (TR) para reversao
temporal e (TRS) para simetria de reversao temporal. O operador de reversao temporal

© possui as seguintes propriedades [13]:

ofe =1, (30)
offe =7, (31)
dr dr
750 —OTme— @ — — 9 — 7
O =06 mdt@ m— D, (32)
OlLe =0l(Fx )0 = (Fx —p) = —L, (33)



onde 7, p, L sao respectivamente a posicao, momento e momento angular. Trivialmente
propriedade do momento angular se expande ao spin. Desconsiderando o spin, o operador
TR é simplesmente o operador conjugacao, K. Dessa forma, se W(r,t) é uma funcao de

onda, temos:

0N (r,t)0 = U*(r, —t). (34)
Considerando o spin 1/2, o operador TR tém que ser capaz de inverter o spin por isso

ele tem a forma:

A

0 = —io; K, (35)

onde o; é a matriz de Pauli correspondente. Desta forma as matrizes de Pauli (que

correspondem ao spzn) se transformam como:

Ter uma simetria de reversao temporal é ser invariante pelo operador O([H,©]) = 0.

Desta forma, para uma hamiltoniana de bandas [13]:
H(—k)=0©H(k)©™ " (37)
Se em algum ponto (I';) da zona de Brillouin tem-se:
=i =T + niGy, (38)

onde n é 0 ou 1 e GG; é um vetor da rede reciproca, entao o sistema satisfaz a condicao
H(-T;) = H(I';) e ,portanto, tem simetria de reversao temporal, além disso, estes pontos

sempre serao degenerados, pois, compartilham a mesma auto energia [13].

Figura 15: Pares de Kramers de uma rede quadrada . Fonte: Referéncia [13].

No caso de uma rede quadrada, figura 15, existem um total de 4 pontos que satisfazem

essa condigao. Para um sistema de spin 1/2 essa invariancia implica que existe um nimero
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par de estados degenerados. Numa estrutura de banda isso significa que as bandas se
cruzam, um par destas bandas ¢ chamado de par de Kramers. Sempre que existirem
estes pares e eles forem separados por gaps de outros pares, pode-se definir um invariante
topoldgico associado [13].

Considere uma estrutura de bandas da borda de um isolante topoldgico bidimensional
em funcao do momento cristalino ao longo da borda. Como a hamiltoniana do sistema
¢é invariante sobre reversao temporal devido ao acoplamento spin-orbita, o teorema de
Kramer garante que para certos pontos da zona de Brillouin, existira estados que sao
degenerados. Como existem estados de borda, existirao pontos onde estes estados serao
degenerados, ou seja, os estados referentes aos spins up e down serao iguais nestes pontos,
chamados de pontos de Dirac [45], [13].

E|(@)  Conduction Band E| () Conduction Band

E Er

Valence Band Valence Band

il . i e
- - - L

l"a k — Fb l"a K — Fb

Figura 16: Dispersao eletronica entre dois pontos na borda do isolante topolégico que
possuem degenerescéncia de Krammers. a) O nimero de estados de superficie cruzando
a energia de Fermi entre os pontos I'y = 0 e I', = w/a é par e em b) é impar. Fonte:
Referéncia [14].

Considere que os pontos I'y(k, = 0), [',(k, = 7/a) sao pontos de Dirac. Os estados
que sao referentes a estes pontos podem se conectar de duas maneiras diferentes. Na
figura 16-a, a banda de energia intercepta o nivel de Fermi um nimero par de vezes, neste
caso, os estados de bordas podem ser eliminados por perturbacoes. Por outro lado, figura
16-b, isto ocorre um nimero impar de vezes, e quando isto ocorre, os estados de borda
nao podem ser eliminados [14].

O Efeito Hall Quantico de Spin pode ser visto como duas cépias do EHQ, onde os
estados com spins opostos se contra propagam na borda do material. Como no EHQ em
regides onde o invariante topolégico muda, como na interface entre o EHQS e o vacuo
existe estados metalicos figura 17.

Tais estados sdo chamados de helicais [74], em analogia com a correlagao entre spin e

momento de particulas com massa nula chamada de helicidade [75], formam um condu-
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Figura 17: Estados de borda do EHQS. Em (a) interface entre um EHQS que possui
v = 1 e o isolante convencional v = (. Existem estados de borda metélicos que sao
spins polarizados, isto €, particulas com diferentes componentes up e down do spin se
propagam em sentidos opostos sendo os dois “ canais ” de propagacao conectados pela
simetria de reversao temporal. Em (b) um esquema da estrutura de bandas onde o gap do

bulk do material e os estados metédlicos da borda spins polarizados sao mostrados. Fonte:
Referéncia [14].

tor unidimensional que é essencialmente metade de um condutor ordinario. Condutores
ordindrios possuem elétrons com spin up e down propagando em ambas as direcoes e sao
frageis, pois, os estados sao susceptiveis a localizacdo de Anderson mesmo na presenca
de desordem fraca. Em contraste com isso, no EHQS os estados de borda nao podem
ser localizados na presenca de desordem forte devido a simetria de reversao temporal do
sistema, desde que essa impureza nao tenha cardter magnético [71], [14].

A simetria de reversao temporal previne que os estados de borda helicoidais se espa-
lhem, evitando assim a dissipagao. Para compreender como isto ocorre, consideremos um
estado helicoidal no qual uma impureza ndo magnética (impurezas magnéticas quebram
a TRS e o material deixa de ser um isolante topolégico) estd presente na borda. Em
principio, ela poderia causar um retro espalhamento. No caso de um estado com spin up,
por exemplo, movendo-se para a direita, o inico estado possivel em que ele poderia retro
espalhar seria o estado de spin down que se move para a esquerda [46], [11], [73].

O modo como o elétron contorna a impureza pode ser horario ou anti horario, figura
18. Quando o elétron contorna a impureza no sentindo horério, é equivalente a uma
rotacao de 7, quando no sentido anti-horario, é equivalente a uma rotagao de —m. Os dois
caminhos para o espalhamento difere de uma rotagao do spin do elétron de 71— (—m) = 2,
mas a funcao de onda de uma particula de spin 1/2 ganha um sinal negativo sob rotagao

de 27 [73], o elétron espalhado tem func¢ao de onda —1, enquanto os elétrons incidentes
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no espalhamento tém funcao de onda 1, o que por consequéncia gera uma interferéncia

destrutiva, logo nenhum elétron é espalhado o que torna uma transmissao perfeita [46],

11].
Y {;

9

Figura 18: Espalhamento dos elétrons na borda do EHQS. O espalhamento pode ocorrer
de duas formas distintas fazendo o spin dos portadores girar no sentido horario —m ou no
sentido anti horario . Os dois caminhos diferem por uma rotacao do spin do elétron por
27 e interferem destrutivamente. Fonte: Referéncia [11].

Note que esta situagao so é possivel quando temos um ntmero fmpar de estados que
possuem degenerescéncia, pois, se houvessem dois estados se movendo para frente e para
tras, um elétron poderia ser retro espalhado sem reverter seu spin, o que impede que haja
interferéncia destrutiva [76].

A primeira proposta teérica de I'T bidimensional foi filmes ultrafinos de bismuto [77],
devido ao forte acoplamento spin-érbita nesse material. Posteriormente foi proposto que
pocos quanticos de HgTe comprimidos entre CdTe deveria ser um IT desde que a camada
de HgTe fosse superior a um valor critico d. ~ 6.5 nm [48]. Esta iltima proposta teérica foi

verificada experimentalmente e constitui o primeiro exemplo de IT bidimensional [2], [78].
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3.5 Isolantes Topoldégicos Tridimensionais

Podemos generalizar os isolantes topoldgicos bidimensionais para trés dimensoes [79].
Os isolantes topoldgicos tridimensionais (IT’s-3D) também apresentam estados de su-
perficie metalicos protegidos pela simetria de reversao temporal com uma ordem to-
polégica descrita de maneira semelhante aos I'T’s-2D, mesmo sendo estruturalmente dis-
tintos. A liga Bi;_,Sb, foi o primeiro material exibir uma ordem topoldgica condizente
com um IT-3D. Posteriormente, compostos como BisSes, BisTes, SesTes, se mostraram
ser excelentes IT’s-3D, pois, devido ao seus fortes acoplamentos spin-orbita, possuem
ordem topoldgica a temperatura ambiente, alto grau de pureza e descricao através de

modelos efetivos, estes compostos formam a segunda geracgao de IT’s-3D [51], [54].
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Figura 19: Dispersao da energia nas proximidades do ponto I', polarizacao e textura helical
dos spins na superficie dos IT’s-3D. (a): Dispersao de um composto isolante trivial para
fins de comparacao. (b)-(d): Espectro de energia dos I'T’s-3D da segunda geracao. Apenas
um cone de Dirac. (e): Polarizagao dos spins no topo da superficie de um IT-3D As cores
vermelha e azul denotam as energias e gap no bulk respectivamente. Fonte: Referéncia [11]

Similarmente ao que acontece em pogos quanticos de Hgte/CdTe, a forte interagao
spin-Orbita nos compostos acima, por exemplo, BisSes induz uma transicao de fase
quantica provocando a inversao de bandas nos pontos I' da zona de Brillouin. Isso ocorre
quando o parametro A no termo associado a interacao spin-érbita da Hamiltoniana (Afg ,
onde L e S sdo os momentos angulares orbital e de spin respectivamente) é maior que o
valor critico, A > A.. Este processo de inversao de paridade dos niveis eletronicos, leva a
formacao de estados de superficie do tipo férmions de Dirac sem massa nos compostos da
segunda geragao [51], [11], [80].

A figura 19-(a-d) mostra resultados de célculo de ab initio evidenciando a densidade de
estados de superficie existentes nesses I'T’s-3D de segunda geracao [55], [11]. Os estados
mostrados na figura 19 estao localizados na superficie 2D dos IT’s-3D. Estes estados

sao helicais, no sentido de que os spins dos elétrons sao perpendiculares as direcoes de
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movimento, figura 19-e, formando uma textura de spins no espaco dos momentos, além
disso, no estado de superficie k e —k, possuem spins opostos devido a simetria de reversao

temporal como exigido pelo teorema de Krammers, figura 19-f.
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Figura 20: Em (a) é mostrada a superficie de um IT-3D no espago real e em (b) no espago
reciproco onde os quatro pontos I'y 2 34 que possuem degenerescéncia de Krammers, sao
mostrados. Note que em (b) a superficie de Fermi engloba apenas um desses pontos e o
respectivo cone de Dirac também ¢é mostrado. Em (c) e (d) sdo mostrados a estrutura de
bandas entre os dois pontos que apresentam degenerescéncia de Krammers, em (¢) um
isolante trivial e em (d) um IT-3D. Fonte: Referéncia [15].

Os invariantes topoldgicos dos IT’s-3D, podem ser descritos através de uma gene-
ralizagdo do invariante topolégico do EHQS no pogo quantico de HgTe/CdTe, IT-2D.
A formulacao para IT’s-3D é descrita por quatro invariantes topoldgicos: vy, 1y, Vs, U3
(V01,23 = mod2) sendo que, cada um desses equivale a um ponto na zona de Brillouin
que preserva a simetria de reversao temporal [51], [55], [11], [80]. Somente v é robusto
na presenca de desordem, o que leva a apenas duas fases topoldgicas distintas, possiveis
de serem observadas, a vy = 0 que corresponde ao isolante ordinario, também chamada
de isolante topoldgico fraco e a vy = 1 chamada de isolante topoldgico forte ou apenas
isolante topoldgico [81]. Ambas as situagoes podem ser vistas na figura 20-(c-d).

Utilizando-se as simetrias dos cristais que sao IT, como BiySes, é possivel construir
hamiltonianas efetivas, vélidas em longos comprimentos de onda (ou baixas energias) que
descrevem estes materiais. Calculos de ab initio entao podem ser utilizados para ajustar

os parametros destes modelos efetivos que fornecem uma boa descrigao analitica [11], [82].
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Todos os trés isolantes topoldgicos da segunda geracao podem descritos por uma

mesma Hamiltoniana efetiva dada por [54], [11], [82]:

M (k) Ak, 0 Ay (ky — ik,)
. . Ak, —M(k Aok, — ik 0
Hep(F) = (k) Lixat L ( ) 2k — iky) . (39)
0 Ay (ky + iky) M(K) Ak,
Ay (ky + ik,) 0 — Ak, — M (k)

onde €(k) = C'+ Dyk2+ Dok? , M(K) = M + Byk® + Byk?, Iyys 6 a matriz identidade 4 x 4
e k? =k2+ ki Aj 5, Bia, C e Dj5 sdo parametros determinados pelo ajuste do espectro
de energia de Hgp(k) e k; = —i0; [54], [11], [80]. M, B; 2 > 0 caracteriza o regime isolante
topoldgico.

Considerando a superficie do IT-3D no plano zy e o bulk na regiao z < 0 e projetando
a hamiltoniana efetiva na superficie, isso nos leva a uma hamiltoniana efetiva atuando

sobre os estados de superficie dada por [54], [11]:

HSUP = C - ihUF5 . 6%?;, (40)

onde vp = Ay/h ~ 10°m/s. H, SUP(E) descreve os estados de superficie com um numero
impar de cones de Dirac com degenerescéncia de Krammers, topologicamente no regime
vy = 1 e protegidos pela simetria de reversao temporal [54], [11].

Estes estados superficiais possuem muitas propriedades interessantes. Por exemplo,
um gap nao pode ser aberto por impurezas nao magnéticas, isto é, por aquelas que nao
conduzem a violacao da simetria de reversao temporal, ja que o teorema de Krammers
garante a existéncia de pontos de Dirac. Por outro lado, impurezas de cardater magnético
que quebram a simetria de reversao temporal, podem abrir um gap nos estados superficiais
do material [54]. Esses estados suportam um movimento eletronico em qualquer diregao
ao longo da superficie do IT tridimensional. Os spins dos elétrons confinados a superficie
do material é correlacionado com seu momento eletronico de tal forma que seu momento
angular de spin é sempre perpendicular a k e fica contido na superficie do IT. A reversao
temporal obriga estados com vetores de onda opostos —k e k terem orientagoes de spins
opostas [55], [11], [4].

IT’s-3D exibem propriedades eletromagnéticas exoticas quando a simetria de reversao
temporal é mantida no bulk e, ao mesmo tempo, violada em sua superficie. Nessa situacao,
os estados de superficie adquirem gap de energia, o que leva a um EHQ na superficie do
IT-3D. Isso implica em manifestagoes macroscopicamente mensuraveis através da resposta
eletromagnética dos I'T’s-3D. Tais respostas carregam as caracteristicas topoldgicas dos
estados de superficie, conduzindo ao efeito magnetoelétrico topolégico e introduzindo uma

série de modificagoes no comportamento da luz ao interagir com os I'T’s-3D [55], [11], [83].
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4 Fracionalizacao no Poliacetileno e Grafeno

Recentemente foi descoberto que alguns estados da matéria exibiam caracteristicas
incomuns referente aos férmions que constituem estes estados [57], [17], [84]. Por exemplo,
em certos estados, os férmions podem se comportar de tal maneira que sua carga seja
fracionada, ou seja, uma fracdo da carga do elétron (elétrons com carga e/2), também
pode existir a separagao da carga e do spin, cada uma delas associadas a outras novas “
particulas ” uma contendo somente a carga (chamado chargeon) e outra contendo somente
o spin (chamado spinon) [57], [17], [85]. Esses fenomenos foram previstos para acontecer
em sistemas cuja dispersao da banda energética tem carater linear proximo a energia de
Fermi e com surgimento de estados localizados e isolados no meio do gap aberto por um
campo de interacao no sistema, estes estados podem abrigar carga fracionaria.

O primeiro material que exibiu estados que possuem este comportamento incomum foi
o poliacetileno e posteriormente em outros materiais como o grafeno e isolantes topolégicos
[57], [17], [86]. Nesta sec@o iremos falar sobre a fracionalizacdo de uma maneira geral,
em seguida discutir sobre esse fendomeno no poliacetileno, em um sistema bidimensional

formado por uma rede quadrada e no grafeno.

4.1 Fracionalizacao de elétrons

Dirac prop6s uma equagao para descrever elétrons relativisticos com spin 1/2:

Hp = (a-p+ pm)¥ = ey (41)
i 0 0 1 .
onde o; = “ ,com i = x,y,2, = , P = —tV e m é o parametro
0 —o; 10

relativo a massa e o; sdo as matrizes de Pauli e considerando unidades naturais (h = 1)
[60], [87].
O espectro de energia do autovalor E é obtido através da equacao de autovalor com

as autofuncoes ¥p da seguinte maneira:

Isto é interpretado da seguinte maneira, considerando o vacuo, para E > 0 os estados
estao vazios, pois, como o elétron tem energia positiva ele pode ocupar estes estados, para
E < 0 os estados estao ocupados, pois, como estes estados possuem energia negativa, eles
sao inacessiveis para o elétron com energia positiva, logo tem-se essa interpretacao de que
todos os estados ja estao ocupados e se m # 0 entao m produz um gap de energia entre os
estados vazios e os preenchidos, portanto, m nos diz os quao separados estao essas duas
possibilidades [57], [86], [88].
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E se agora o parametro de massa nao for mais constante, mas sim variar com a
posigao, m — m(r), o que acontece com o espectro de energia? Rebbi e Rossi estudaram
este problema e encontram que além dos estados com energia positiva e negativa, também
surge um estado isolado com energia nula, também chamado de modo zero [57], [86].

Qual a importancia desse estado modo zero? Como visto, estados com energia positiva
sao associados a estados vazios e energia negativa a estados ocupados, ou seja, os estados
com energias positivas carregam carga —(), pois, estao em deficit por estarem vazios e 0s
estados com energia negativa carregam carga (), pois, estao completamente preenchidos.
O espectro de energia em torno do modo zero é simétrico, portanto, a quantidade de
estados com energia positiva é a mesma com energia negativa, ou seja, a probabilidade do
estado modo zero estar ocupado é a mesma dele estar vazio. Se ambas as possibilidades
sao igualmente provaveis é como se metade de um férmion que estd no modo zero ocupar-
se um estado e a outra metade tivesse “ desaparecido ”. Isto implica que sé restaria
metade da carga de um férmion, pois, s6 metade dele é possivel de ocupar o estado (ja
que a outra metade “ desapareceu "), assim a carga no modo zero seria —()/2 caso este

estado esteja vazio ou )/2 caso esteja preenchido [86], [87], [88].

4.2 Poliacetileno e a instabilidade de Peierls

O poliacetileno ¢ um material que consiste em um arranjo linear de atomos de carbono,
figura 21, onde cada atomo esta distante cerca de 14 do outro. Ele foi o primeiro material

estudado que demonstrou ser possivel encontrar estados de modo zero [17], [58], [16].
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Figura 21: Arranjo linear de carbono (poliacetileno). Fonte: Referéncia [16].

Normalmente os atomos estao estacionarios e rigidos no arranjo, ou seja, o arranjo €
bem rigido e os elétrons que percorrem a cadeia nao sofrem nenhum fendémeno estrutural
do arranjo, entretanto, os atomos podem oscilar em torno da posicao em que ele se
encontra no arranjo rigido, por exemplo, por agitagao térmica [57], [17], [58], [86], [87].

E conhecido que no poliacetileno o arranjo dos atomos de carbono é instavel, entao os
atomos devem oscilar em torno da posicao inicial na configuracao rigida inicial. Toda via,
Rudof Peierls previu que em vez de oscilar em torno do ponto inicial do arranjo rigido, os
4tomos primeiro se deslocam 0.4A para a esquerda ou direita e posteriormente comecam a

oscilar em torno de uma nova posicao, ligeiramente diferente da posicao inicial do arranjo
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rigido, isto é chamado de instabilidade de Peierls, figura 22 [59], [16].

Devido a simetria de reflexao do arranjo, nao a preferéncia entre direita e esquerda
no deslocamento dos atomos, o material escolhe uma das duas configuracées quebrando
a simetria de reflexao do arranjo e dando origem a estados fundamentais duplamente

degenerados, denotaremos estes estados de A e B.

Instavel 0 e L] "F L L .
o !
J4A
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equilibrio Y

Figura 22: Em 0 os 4tomos estao igualmente espacados por 14 entre eles, esta configuracéo
¢ instdvel. A e B mostra a instabilidade de Peierls ajustando a distancia entre os dtomos
vizinhos em 0.4A, estas configuragoes sao estaveis. Fonte: Referéncia [17].

Supondo que este deslocamento é descrito por um campo escalar ¢ = ¢(x), que de-
pende da posicao ao longo do arranjo, também chamado de campo de fonon, devido a
instabilidade de Peierls e apds cédlculos dinamicos, a densidade de energia em funcao de

¢ tem a forma de um duplo poco, figura 23.

*v{tﬁ)

YT Y

Figura 23: A densidade de energia V em fungao do campo escalar ¢. O ponto simétrico

estacionario ¢ = 0 é instavel. Estados estacionarios estaveis sao encontrados nos pontos
¢ = |do| € p = —|¢o|. Fonte: Referéncia [17].

O ponto simétrico ¢ = 0 é instavel, o sistema em seu estado fundamental deve escolher
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entre os dois estados fundamentais equivalentes ¢ = +|¢y|. Neste estado fundamental, o
campo do fonon tem valores uniformes e independentes da posicao e leva a um gap no
espectro de excitacao dos elétrons [17], [16].

Sempre que o estado fundamental é degenerado, existem estados adicionais do sistema
para os quais o campo de fonon nao é constante. Neste caso, ele é uma funcao da
posicao x, ele interpola, quando = passa de negativo ao infinito positivo, entre os estados
fundamentais permitidos, figura 6. Os kinks (¢5) sdo os famosos sélitons que fazem a
ligacao entre os dois estados degenerados fundamentais A e B, figura 6. Um representa
uma ligacao quimica padrao por uma ligagao quimica dupla conectando atomos que estao
mais préximos e a ligacao simples conectando aqueles que estao mais distantes, figura
24 [17], [16].

B
(o)
A
(b)
2S
(c)
S S

Figura 24: a) e b) Padroes de ligagao quimica dos estados B e A ¢) Dois sélitons inseridos
no estado A. Fonte: Referéncia [16].

Considere agora uma amostra de poliacetileno no estado A e com dois sélitons ao
longo do arranjo. Vamos contar o nimero de links onde os sélitons estao presentes,
para isso basta examinar as duas cadeias somente nas regioes que estao diferentes. O
estado fundamental A exibe 5 links, figura 24-b, enquanto a adicao de dois sélitons o
numero de links é 4, figura 24-c, assim estado de séliton exibe um déficit de um link. Se
agora imaginarmos separar os dois sélitons a uma grande distancia, de modo que um aja
independente do outro, entao cada soliton carrega um deficit de metade de um link, e com
isso metade dos nimeros quanticos do link, por exemplo, a carga ¢é dividida entre os dois
estados. Esta ¢ a esséncia da fracionalizagao do férmion [16].

Deve-se enfatizar que estamos descrevendo a situagao de um elétron se movendo em
torno de uma molécula de dois centros, gastando “ metade ” do tempo com um nicleo e
metade ” com o outro. Pode-se dizer que o elétron é dividido ao meio na média, no entanto,

qualquer flutuacao pode ser considerada grande. No nosso exemplo, a fracionalizacao é

33



sem flutuacoes no limite em que os sélitons estao infinitamente separados, assim eles
alcangam auto estados com autovalores fraciondarios [16].

Note que nao foi feito mencao a topologia, apenas foi feita uma contagem de links
no arranjo. KEsse conceito matematico sé surge quando uma descricao analitica é feita.
Devido a dispersao de energia do poliacetileno ser linear proximo ao nivel de Fermi,
podemos descrever o termo cinético do sistema como uma equacao matricial do tipo
Dirac [57], [17], [58]. A instabilidade de Peierls perturba o movimento dos férmios e dtomos
representado pelo campo de fonon. A equacao de Dirac, equagao (42), é unidimensional

e envolve duas componentes correspondentes aos dois pontos de Dirac:

H(¢) = (0.p + 0yd)p = Ep. (43)
O campo de fonon satisfaz a equagao,

2
() =V (), (14)
onde V é o potencial com duplo pogo figura 23.

Note que o, anti comuta com as matrizes na hamiltoniana de Dirac, portanto, se ¥ g é
uma autofuncao com autovalor E, 0,1g carrega autovalor —FE e um estado isolado deve
corresponder a um auto valor nulo. As solucoes de energia positiva correspondem a banda
de conducao e as solugoes de energia negativa correspondem a banda de valéncia, que no

estado fundamental estao completamente preenchidos [17], [58], [16]. Em resumo, temos:

Hp = ¢ (o p)y + o' 5y, (45)

onde o primeiro termo da equagao (45) é um termo cinético referente a linearizagdo no
nivel de Fermi e o segundo termo se refere a instabilidade de Peierls, quando ¢ = ¢, for
um valor constante dard origem a uma massa efetiva que gera um gap |¢pg| no espectro
de energia e quando ¢ = ¢4(r), existird um séliton ¢, que suporta um estado localizado
e isolado com um auto valor de energia nula que é solucao da hamiltoniana. Este estado
isolado é um auto estado de o, e ele carrega o nimero de elétrons 1/2 quando esté cheio
e —1/2 quando esta vazio [57], [17], [58], [16].

4.3 Fracionalizacao em uma rede quadrada

O grafeno é um material bidimensional, mas antes de discutirmos sobre sua fraciona-
lizacao vamos analisar um sistema simples que também é bidimensional, a extensao do
poliacetileno em duas dimensoes que ¢ uma rede quadrada de dtomos de carbono igual-

mente espacados com célula unitaria contendo quatro atomos de carbono, figura 25-a.
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Podemos escrever a hamiltoniana desse sistema como [18], [89]:

H="3"ty(cle;+ he). (46)

<i,j>

Figura 25: a) Exemplo de um rede quadrada onde os 4tomos de carbono estao igualmente
espacados nos vértices do quadrado. O termo t é relativo ao acoplamento entre os atomos.
b) Espectro de energia na primeira zona de Brillouin, a zona em vermelho é a banda de
valéncia e a zona transparente ¢ a banda de condugao. Fonte: Referéncia [18].

Note que nao existe gap de energia entre as bandas de valéncia e condugao, portanto,
essa estrutura é um metal bidimensional. Vamos considerar agora um efeito andlogo a
instabilidade de Peierls, ou seja, vamos considerar que os atomos podem se acoplar de

forma diferente com seu vizinho, figura 26:

Figura 26: a) Rede quadrada com acoplamento diferente entre os primeiros vizinhos
caracterizados pelos termos t e . b) Espectro de energia na primeira zona de Brillouin,
a zona em vermelho é a banda de valéncia e a zona transparente ¢ a banda de conducao.
Note que existem gaps de energias em ambas as bandas devido aos acoplamentos serem
diferentes. Fonte: Referéncia [18].
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Observe que devido ao termo de acoplamento ser diferente em relacao a cada vizi-
nho, surge gaps de energia na banda de valéncia e na banda de conducao, entretanto,
existem regioes onde essas duas bandas se tocam, portanto, essa estrutura ainda é um
metal. Vamos considerar agora que o sistema estd sujeito a agao de um campo magnético
transversal e o termo de acoplamento entre os atomos vizinhos é constante, portanto, a

hamiltoniana do sistema é dada por [18]:
H— Z tis (eiaijcjcj' + h.c) , (47)
<iyj>

onde 0;; = 3)—7(: fij A - di é o fator de Peierls relativo ao fluxo magnético em cada célula de
modo que ) 6;; = 7, figura 27-a [18].
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Figura 27: a) Rede quadrada sujeita a um campo magnético transversal gerando um fluxo
magnético 7 em cada célula unitdria. b) Rede quadrada sujeita a um campo magnético
transversal gerando um fluxo magnético m em cada célula unitaria e acoplamentos distintos
entre os atomos vizinhos. c) Espectro de energia na primeira zona de Brillouin de a), a
zona em vermelho é a banda de valéncia e a zona transparente é a banda de conducao,
existem quatro pontos de Dirac d)Espectro de energia de b), existem gaps entre a banda
de valéncia e de conducao. Fonte: Referéncia [18].

Observe que o a estrutura apresenta uma banda de energia de um semi-metal contendo

quatro pontos de Dirac 27-¢ [18]. Considerando que o acoplamento entre os primeiros vi-
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zinhos nao é constante, similar a instabilidade de Peierls, os atomos de carbono podem
acoplar com seus vizinhos de maneira forte ou fraca, figura 27-b. Devido a este acopla-
mento diferente, ird surgir gaps de energia nos quatro pontos de Dirac na banda de energia
27-d [18].

Assim como no poliacetileno, é possivel existir um estado no meio do gap com ener-
gia nula que carrega carga fracionaria. Esse estado de meio de gap ¢é resultado de um
defeito topolégico [18]. Considere um dtomo de carbono da rede quadrada, ele pode ligar
fortemente com seu vizinho de quatro maneiras distintas (esquerda, direita, cima, baixo)
figura 28. Cada uma dessas maneiras representa um dominio distinto, ou seja, um estado

fundamental diferente [18].

?

b)

B |

Figura 28: Diferentes formas de acoplamento. a) O acoplamento ocorre com o vizinho
da direita. b) O acoplamento ocorre com o vizinho de baixo ¢) O acoplamento ocorre
com o vizinho de cima. d) O acoplamento ocorre com o vizinho da esquerda. Fonte:
Referéncia [18].

Se juntarmos todos esses quatro dominios distintos, resultara em um defeito topolégico

no modelo chamado de vértice [18], como podemos ver na figura 29.

Figura 29: O conjunto dos quatro dominios foram um vértice em torno de uma regiao
central referente ao estado isolado no meio do gap. Fonte: Referéncia [18].
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Na presenca deste vortice, podera existir um estado ligado com energia nula e este
podera carregar carga fraciondria. Na figura 30 temos o perfil da densidade de carga e
da carga que o estado carrega [18], [89], [19]. Este mesmo efeito acontece no sistema
bidimensional em que temos uma célula unitaria na forma de hexagono, caso este do

grafeno.

" g ] . TR |
107 107 10°

Ug(o2)/A(ee)

Figura 30: a) O perfil da densidade fermionica de um vértice com carga 1 em uma rede
quadrada de tamanho 144x144 sitios. b) O numero fermiénico como fungao da varidvel
ps(00)/A(00) na presenga de um vértice com carga 1 ou com a adigao de um vértice com
carga 1/2. O potencial quimico p, toma valores: 0.01¢ (Preto), 0.03t (vermelho), 0.06¢
(verde) e 0.1t (azul) Fonte: Referéncia [19].

4.4 Distorcao de Kekulé no grafeno

Assim como na instabilidade de Peierls onde o atomo de carbono tinha duas possibili-
dades de acoplamento com seus vizinhos da direita e da esquerda, temos no grafeno algo
semelhante, chamado de distor¢ao de Kekulé, figura 31 [17], [20]. A distor¢ao de Kekulé
consiste em variar o parametro de energia ¢t que mede a for¢a do acoplamento entre os
primeiros vizinhos, ou seja, vamos variar a distancia dos atomos de carbono.

Através do modelo de tight-binding e desconsiderando o spin, a hamiltoniana no gra-

feno é [90], [91]:

3

H==Y " (t+0t;)albess, + He, (48)

rcAy i=1
onde A 4 se refere a sub-rede A. Note que para dt,; = 0, retornamos para a hamiltoniana do
grafeno, equacao (10), portanto, a hamiltoniana (48) nada mais é do que a hamiltoniana
do grafeno com um termo de pertubacao no parametro de energia, ou seja, esta pertubacao
¢ uma variagao do parametro de energia relativo aos primeiros vizinhos, um dtomo da sub-

rede A e o outro da sub-rede B (distor¢do de Kekulé). Podemos interpretar isto como
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Figura 31: Esquematizacao da distorcao de Kekulé, as linhas grossas e finas representam
o forte e fraco acoplamento entre os dtomos, respectivamente. Fonte: Referéncia [20].

.

uma variacao da distancia entre os dois cones de Dirac, assim fixando um deles e variando

o outro temos a seguinte modulagao [92]:
1 iK-s; iGr
Oty = gA(r)e e (49)

onde G = K — K' ¢é o vetor que acopla os cones de Dirac, A(r) é um parametro com-
plexo que controla a for¢ca do acoplamento. Esta variagao abre um gap de energia entre
as camadas de valéncia e conducao, figura 32. Os vetores de estados que representam

individualmente as sub-redes A e B sao representados, respectivamente, por:
Uk = (ua(r), va(r)), (50)

Up = (up(r), vp(r)) . (51)

Podemos escrever o vetor de estado completo que contém as duas sub-redes como uma

mistura entre os vetores de estados (50) e (51) da seguinte maneira [21]:

TP = (up(r), ue (1), va(r), vp(r)) . (52)

Desta maneira, podemos reescrever a hamiltoniana (48) em termos desse vetor de

estado completo como [21]:

H = / d*r¥T(r)Kp¥(r), (53)
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Figura 32: A primeira zona de Brillouin é mostrada com os cones de Dirac nos pontos
K e K' desta zona, o vetor G conecta os pontos e o termo de massa A(r) = Ay(r) da
distorgao de Kekulé abre o gap de energia. Fonte: Referéncia [21].

0 —29. Alr) 0
KD _ —_22(92 0 0 A(I') ’ (54)
Aty 0 0 2.

onde Kp é o kernel de Dirac, z = v + 1y e 0, = @. Se A(r) = 0, recuperamos a
hamiltoniana do grafeno, se A(r) = Ay(r), onde Ag € R, entdo a dispersao de energia
assume a forma Ex(p) = +£+/|p|> + A2, ou seja, abrimos um gap de massa no espectro
de energia.

O kernel de Dirac é simétrico sobre reversao temporal, esta simetria origina no fato
dos termos de acoplamento do modelo tight-bind serem reais [21]. Além disso, a lei de
transformacao a, — —a, € byys, = +brys, de uma unica particula garante que quaisquer
auto estados do kernel de Dirac com energia positiva pode ser associado a auto estados
com energia negativa, enquanto estados de modo zero nao pode ser associado a outros
auto estados. Esta propriedade é chamada de propriedade de simetria de sub-rede (SLS)
[21], [93], [94].

Como visto anteriormente, uma maneira possivel de encontrar estados que suportam

carga fracionada é verificar a existéncia de estados que satisfazem a equacao de autovalor

nulo, logo:
H¥, =0, (55)
0 —22'82 A(I‘) 0 Up
—2i0; 0 0o A a
! (r) R -} (56)
A(r) 0 0 20, Vg
0 A(r) 2i0: 0 Up
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Assim, temos um conjunto de quatro equacoes, duas associadas a sub-rede A e duas

a sub-rede B. Utilizando coordenadas polares (z = re?), o conjunto de equacoes para a
sub-rede A sao [21]:

(& - z%) g (r) + iA(r)e®v,(r) = 0, (57)
AT —i0 .86
iA(r)e "ug(r) — | O + i va(r) = 0. (58)
E o conjunto de equagoes associadas a sub-rede B sao:
.80 . —i0

Oy — i up(r) + iA(r)e Y uy(r) = 0, (59)
AT 0 .89

iA(r)euy(r) — (@ + 27) vp(r) = 0. (60)

Como A(r) é complexo, vamos escreve da seguinte maneira, A(r) = Ay(r)e!0+Y),
onde Ayg(r) € R en € [ estd associado a quantas maneiras distintas podemo fazer
o acoplamento e A é um parametro de fase. Logo existem |n| solu¢oes independentes,
vamos encontrar uma relativa a sub-rede A e outra para a sub-rede B. Assumindo n = —1

para as equacoes da sub-rede A tém-se:

(ar — z%) g (1) 4 1A (r)e v, (r) = 0, (61)

iAo(r)ePug(r) — (ar + z%) va(r) = 0. (62)

Esse par de equagoes tem como solugao [93], [94]:

N N o o
Ug T, =
Qﬁ \/fOOO dre—2 Jo dr'Ao(r)
Va(r,0) = Uqa(r,0) (64)

Para a sub-rede B, vamos considerar n = 1. Encontramos as mesmas solucoes apenas
substituindo wu,(r, 0) — wvy(r,0) € vy (r,8) — uy(r, 0). Portanto, encontramos dois estados
que possuem energia nula, cada um associado a uma sub-rede. O gerador desses estados
¢é o parametro de energia que acopla os dtomos A(r), também chamado de vértice [21].

Para obter a carga ligada ao vortice, vamos analisar qual foi a variacao da densidade
local de estados (0v(r, E) = vjy|=1(r, E) — Vjn=o(r, E)) do kernel de Dirac com (|n| = 1)
e sem (|n| = 0) a distor¢ao de Kekulé. A densidade local de estados e a densidade total

de estados sdo, respectivamente [21]:
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(v, B) = [ B (0001, (6)5(E - E)), (65)

VT|n\ = /d2r1/|n(r,E). (66)

Por causa da SLS, qualquer auto estado com energia negativa, 1¥_g(r), corresponde
a um auto estado com energia positiva, ¥p(r), através de uma transformagao unitéria.
Por conta disso, a densidade local de estados é simétrica com respeito ao zero de energia,
porém, quando consideramos o efeito da distorcao de Kekulé, surge um estado de modo
zero que nao pode ser associado a nenhum outro auto estado. Assim podemos reescrever as

densidades locais de estado com e sem a distor¢ao de Kekulé como sendo, respectivamente
[21]:

0
Vipj=1(r, E) = 2/ dE,@bfmzLE/(r)¢|n\:1,E/(I‘)5(E — E') + [o(r)?, (67)

0_

Ynlo(r, E) = 2 / AEY o (1) (0)O(E — ), (63)

onde 1y € o estado modo zero que é normalizavel. Portanto, a variacao da densidade local

de estados é:

0_
su(r, E) =2 / 4B [0,y o ()i, () = U g, (T o, (1) | (= E) [t ()2
- (69)

Vamos denotar o primeiro termo do lado direito da equagao (69) por 26v(r, E < 0)
que nada mais é do que a diferenca da densidade de estados locais com e sem a distor¢ao
de Kekulé. A distorcao de Kekulé muda a densidade local de estados, porém, ela nao

muda o nimero total de estados, desta forma, temos [21]:

OVr = Vpjnj=1 — VDjn|=0 = /er(Sy(r, E)=0
/eréy(r,E) = 2/d2réy(r,E < 0) + /d2r]1po(r)]2 =0
2/d2r5y(r, E <0)+ /d2r|¢0(r)\2 =0. (70)
Como vy é normalizdvel, entdao [ d’r|yo(r)[* = 1, assim:
/ Prou(r, E < 0) = —%. (71)

Note que existe uma diferenca entre a densidade de estados na banda de valéncia
devido a existéncia do estado modo zero, metade dos estados desta banda sao “ perdidos

7

para compensar a existéncia do estado com energia nula. A diferenca de carga da
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camada de valéncia totalmente ocupada com e sem o vértice A(r) é —5. Temos um
par de vértice, n = 1 associado a sub-rede A e n = —1 associado a sub-rede B, se eles
estiverem desocupados, entao sua carga ¢ —3, se eles estiverem ocupados, entao sua carga
¢ —5 +e=5 [21], [93], [94].

Se considerarmos o spin do elétron, as pseudo-particulas que correspondem aos estados
modo zero irao mudar. Note que no caso sem spin tém-se duas solugoes, cada uma
associada a um cone de Dirac com carga +e/2 que depende do estado estar ou nao
ocupado. Se agora temos o spin, entdo o déficit de estados da equagao (71) nao é mais
—1/2 mas sim —1, pois, temos duas possibilidades de spin.

O primeiro caso acontece quando o estado estd completamente desocupado, portanto,
a carga desse estado é —e, pois, o deficit de estados agora é —1. Como temos duas pseudo-
particulas que compoe este estado, uma carrega spin up e a outra, devido a exclusao de
Pauli, carregam spin down. Logo, este estado possui carga —e e spin nulo, pois, o spin
total sera S =1/2—-1/2=0.

O segundo caso acontece quando o estado modo zero estda parcialmente preenchido,
ou seja, uma pseudo-particula carrega carga —e/2 e a outra carrega carga e/2, logo este
estado tera duas possibilidades finais, carga 0 e spin S = +1/2.

A terceira possibilidade acontece quando o estado estd completamente preenchido, ou
seja, a carga é e/2 4+ ¢/2 = e. Devido a exclusao de Pauli, uma pseudo-particula tem
spin up e a outra down, logo o spin total do estado serd S = —1/2+ 1/2 = 0. Portanto,
quando consideramos o spin do elétron, a fracionalizacao agora nao é mais da carga, mas

sim ocorre uma separacao Spin-carga.

Q(e)
0.50 AT
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Figura 33: Fracionalizacao da carga () em unidade da carga do elétron e em funcao da
varidvel que relaciona o potencial quimico ps(00) e 0 gap de energia A, da distor¢ao de
Kekulé na presenca de um campo magnético B = 207". Os circulos fechados representam
um unico vértice n € Z e os circulos abertos representam semi inteiros n € ). Este
modelo de rede consiste em 113x80 sitios. As linhas sélidas sao resultados analiticos para
quando B = 0. Fonte: Referéncia [22].

o

Um forte campo magnético nao remove o estado modo zero figura 33. A existéncia
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desse estado modo zero para um vortice n = 1 ou antivortice n = —1, implica que
esses defeitos topoldgicos ligam metade da carga dos elétrons £1/2. Se considerarmos o
potencial quimico, os estados de meio de gap sao movidos para longe de = 0. A carga
fracionaria ligada a um vortice adquire uma dependéncia do valor do potencial quimico
figura 33. Pode-se encaixar essa dependéncia na presenca de um campo magnético forte
e na auséncia do mesmo [22] .

Considere uma dupla camada de grafeno separada por uma barreira dielétrica figura
34-a. Sobre a acao de um campo magnético externo é possivel criar condicoes ideais
da formacao de um liquido coerente de estados ligados de elétrons em uma camada e
de buracos na outra camada. Devido a isso existirao estados modo zero com vortices
associados que carregam carga fraciondria [23]. Nesse sistema temos dois vales associados
as duas camadas de grafeno, portanto, é esperado que tenha dois modos zero para n
impar, ou seja, a fracionalizacao da carga nao deve ocorrer.

Entretanto, os modo zero sao divididos ligeiramente devido a uma mistura dos vales, o
que por consequéncia gera uma carga axial fracionaria ligada ao vértice. Essa carga axial
é experimentalmente mensuravel e também dota o vortice com estatisticas de troca fra-
ciondria [23]. A carga axial é a diferenga de carga entre as camadas 6@ e ela é proporcional

ao dipolo elétrico entre as camadas.
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Figura 34: a)Esquematizagao do sistema composto por duas camadas de grafeno separadas
por uma barreira dielétrica sobre a agao de um campo magnético. b) O espectro perto
do ponto de Dirac onde a linha tracejada (verde) é referente ao sistema sem interagao e
a linha sélida (vermelho) alinha o caso de intera¢do com os pontos deslocados devido ao
potencial externo (V') e o gap de energia A. ¢) Densidade de um sistema uniforme. d) A
carga axial ligada a um tnico vortice em funcao de V e Ay. O correspondente perfil da
densidade para V/T = 0.4 e Ay/t = 0.3 no (e) sistema uniforme e (f) sistema com um
vortice no centro. Em todos os plots, cada camada tem 39222 sitios. A grade (e) e (f)
estdo no centro dos triangulos. Fonte: Referéncia [23].
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5 Fracionalizacao em Isolantes Toplégicos

Nessa secao vamos discutir sobre o fenomeno de fracionalizacao nos isolantes to-
poldgicos. Primeiramente vamos analisar o efeito da fracionalizacao nos estados de borda
de um I'T-2D. Quando esses estados de borda estao sujeitos a acdo de um campo magnético
transversal ou a um tunelamento que gera uma interacao entre os estados das duas bordas
opostas, surgird estados modo zero localizados no interior do gap em cada borda. Estes
estados possuem um kink associado a ele uma carga fracionaria.

O mesmo mecanismo da fracionalizacao no grafeno, via distor¢ao de Kekulé, pode ser
estendido ao IT-3D, visto que a hamiltoniana do grafeno é muito similar a hamiltoniana
dos estados de superficie do IT-3D, porém, o gerador da fracionalizacao no grafeno vem
do acoplamento entre os cones de Dirac independentes, no entanto, os ['T’s-3D de segunda
geracao possuem apenas um cone de Dirac em cada superficie. Portanto, um modo de fazer
este acoplamento ¢é interagir, via um potencial externo, dois cones de Dirac de superficies
diferentes do mesmo I'T-3D. Vamos demonstrar que isso gera estados de meio de gap que
quando consideramos o potencial quimico nulo, estes estados de meio de gap possuem
energia nula, mas quando consideramos o potencial quimico nao nulo, estes estados de
meio de gap possuem energia nao nula. Estes estados de meio de gap possuem carga
fracionada.

Veremos que um meio de gerar esse acoplamento é considerando o I'T-3D como sendo
um dielétrico dentro de um capacitor de placas paralelas. Quando as superficies do capaci-
tor possuirem potenciais contrarios, mas de igual médulo, o nivel de Fermi das superficies
do IT-3D irda mudar gerando buracos e elétrons carregados em cada superficie separada-
mente. Dependendo da distancia entre as duas superficies, estes buracos e elétrons podem
interagir formando um estado ligado chamado de exciton. Estes estados ligados fazem o
papel de conectar os cones de Dirac entre as duas superficies fazendo assim a conexao

necessaria para poder encontrar estados de meio de gap que exibem fracionalizacao.

5.1 Fracionalizacao em Isolantes Topologicos Bidimensionais

Considere um I'T-2D com espessura (distancia entre as duas bordas) pequena no centro
e maior nas extremidades, figura 35. Ambas as bordas desse sistema possuem estados que
sao spin polarizados se propagando em sentidos contrarios devido a topologia do IT-
2D. Devido ao tunelamento na regiao central, os estados helicais de cada borda podem
interagir entre si.

Considerando que os estados de borda se encontram no eixo-x, o hamiltoniano que

descreve estes estados é [11]:

HBorda - _ZhUF Z @Z);[aaco-zﬂ)s,l - _1th Z (w%laLﬂbT,l - ¢I7lax1/}¢,l> P (72)

1=1,2 1=1,2
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onde o indice [ se refere as bordas 1 (acima) e 2 (abaixo), o indice s se refere ao spin up e
down e vg ¢ a velocidade de Fermi. Vamos considerar que o tunelamento conserva o spin,
portanto, os estados com spin up de um superficie iram interagir com os estados de spin
up da outra superficie e 0 mesmo para o spin down. Supondo que na borda 1 o estado
com spin up se propaga pra direita, entao ele ird interagir com o estado com spin up que

se propaga para a esquerda na borda 2, figura 35.

**K;t* *
/ r

Figura 35: Esquema de um IT-2D que possui em sua regiao mais central uma espessura
menor do que nos extremos. Os estados com spin up estao em vermelho e os estados com

spin down estao em azul. Os pares de spin dos estados de borda sao acoplados com os
da outra borda via tunelamento. Fonte: Referéncia [24].

O parametro t é relativo a forca dessa interacao entre as bordas, portanto, podemos

escrever o hamiltoniano de intera¢ao devido ao tunelamento da seguinte forma [24]:

Hyy =13 1 then = (] 11hro + 0] 1) (73)

A borda do IT pode ser submetida a um campo magnético ou dopada com impu-
rezas magnéticas produzindo no local um campo magnético efetivo. A hamiltoniana de

interagao devido a este campo magnético é [24]:

Hy =Y Al (7 8)awtbe 2, (74)

onde n é um versor que aponta na direcao do campo magnético e s é o vetor que da
dire¢ao do spin up e down referente ao eixo-y. Considerando que o campo magnético estd
no eixo-z, a equagao (74) corresponde ao efeito Zeeman e podemos escrever da seguinte
forma [24]:

H. = A, (vl = 6] 00— 0] ata + 0lptna) (75)

onde A, é o termo de acoplamento determinado pela energia de Zeeman ou pela forca

de interagao. Se A, é gerado por um campo magnético B = B2 com potencial vetor
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A= yBx aplicado perpendicularmente ao plano que contéem o IT-2D, entao o vetor de
onda se transforma em k — k — (e/hc)A,, o que conta para efeitos de 6rbita do campo
magnético [95]. No espago das posi¢oes também temos uma transformacao, supondo que
inicialmente a borda 1 estd localizada em y = d e a borda 2 em y = —d, a transformacao
é dada por (—1)'(e/hc)d.

O campo magnético aplicado perpendicularmente ao eixo de polarizacao do spin, por

exemplo, no eixo-x resulta na seguinte hamiltoniana [24]:

Hy = A, (01001 + 0] 012) (76)
onde A, ¢é a forca do acoplamento no eixo-x. Logo a hamiltoniana completa do sistema é:

H = Hedge+Htun+Hz+Hz- (77)

Observe que temos quatro fungoes de onda que descrevem o sistema, portanto, pode-

mos criar um vetor de onda completo que contenha essas fungoes de onda, seja:

Ul = (y1, Y1, Yra, ¥)2). (78)

Logo podemos escrever a hamiltoniana (77) com base no vetor de onda (78) como
UTH, assim temos [24]:

FI = —Z'h’UFaxp,?] + Ampl + Az + tplTh (79)

onde p; sao os operadores de Pauli. O espectro de energia é dado por:

E? = (hwpk)? + 12 + A2 + A2 + 24 /A2¢2 4 [(hopk)? + t2] A2, (80)

Este espectro de energia prevée estados ligados e localizados na interface entre o tune-
lamento e as regioes com dominio do campo magnético, enquanto para F, sempre existira
um gap, para E_ o gap pode ser nulo quando t* = A%+ A2, Para outros valores E_ possui
gap a nao ser que A, = 0. Note que a interface separa duas regices que sao caracterizadas
pelo sinal da expressao t> — A? — A2 que carregam estados modo zero.

Considere a interface entre a regiao da esquerda com z < 0 e t = 0 e a outra regiao

sendo z > 0 com t > A, e A, = 0. Esta interface carrega estados modo zero com fungao
de onda [24]:

Vo = (f, —if, f.if),  fla) =iO(z)e /% +iO(—x)e™=Te /5, (81)

onde & = hvp/(t — A,) e & = hvp/A,. Estes estados ligados modo zero sao exemplos de
da fracionalizagao do férmion de tipo Jackiw e Rebbi [57].

Alternativamente, estados ligados degenerados podem ocorrer para t = A, = 0, na
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presenga de uma parede de dominio magnético separando em dois dominios com A, (z) =
O(x)A,—0(—x)A,. Tal interface carrega estados ligados modo zero para cada dois estados

de borda do IT-2D. Para este caso a fungao de onda correspondente é [24]:
Ty = (i,1) e "/¢5 (82)

onde g = hvp/A,. Note que o gap fecha duas vezes, uma vez para cada superficie, a dupla
degenerescéncia nao é protegida e os estados dividem a partir do zero se o tunelamento é
incluido. Se a magnetizagao roda, nao por 7, mas por um angulo finito x, o estado ligado

se move sempre da energia nula para a energia F' = —A,cos(x/2) com 0 < y < 27 [24].

p=0:0/2%

Figura 36: Esquematizacao da carga fracionaria com a parede de dominio energética.
As flechas azuis mostram a configuracao da parede de dominio magnético e a linha roxa
mostra o perfil do kink (note a semelhanga com o fracionalizagao do poliacetileno). A curva
vermelha mostra a distribuigao da densidade de carga. Fonte: Adaptado da referéncia [11].

A densidade de carga é dada por [11], [57], [24]:

1
= —0,0(x). 83
p=5-0:0(z) (83)
Considere a regiao entre os pontos [z, s, a carga seré:

Q = 5-(0(z:) ~ O(). (34)

Note que quando x = £, temos que E = 0, entdao quando #(x2) —0(x;) = £7 a carga
serd +e/2, figura 36. Assim, a carga localizada em uma parede de dominio magnético é
sempre e/2 mod e, o que é uma manifestagdo direta do niimero quantico topoldégico Z5 do
estado isolante topolégico bidimensional [11].

O campo magnético gira o momento de dipolo magnético do elétron e quando este
momento fica paralelo ao eixo de propagacao, exatamente quando y = =4m, tém-se o
pico da densidade de carga que resulta em uma carga igual & £e/2. O movimento do
elétron é perpendicular ao seu spin, portanto, podemos interpretar que o elétron nessa
situagao nao se propaga, ou seja, existe um actimulo de elétrons nessa regiao que parecem
estar parados, esse aglomerado exibe o comportamento de um tnico elétron com carga

fracionéria.
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5.2 Fracionalizagcao em Isolantes Topoldgicos Tridimensionais

Até aqui vimos que os requisitos para um sistema exibir o efeito de fracionalizacao
sao: o espectro de energia possui uma dispersao linear proximo ao nivel de Fermi, os
portadores de carga serem descritos pela hamiltoniana de Dirac e esses sistemas possuirem
um acoplamento que da origem a um termo de massa. Assim é possivel encontrar estados
modo zero localizados no meio do gap que contém carga fracionaria ou separagao spin-
carga.

A hamiltoniana dos estados de superficie do I'T-3D é semelhante a hamiltoniana do
grafeno, mas com uma diferenca crucial no espectro de energia dos dois. Nos [T’s-3D de
segunda geracao, existe apenas um cone de Dirac independente na superficie, enquanto no
grafeno temos dois. Na distorcao de Kekulé no grafeno, o gerador da fracionalizacao é o
acoplamento entre estes dois cones de Dirac, onde este acoplamento gera estados de modo
zero que possuem fracionalizacao, seja fracionalizacao da carga quando desconsideramos o
spin ou a separacao spin-carga quando consideramos o spin. Como o I'T-3D s6 possui um
cone de Dirac na superficie, aplicar o mesmo raciocinio feito na segao parece impossivel,
mas como o proprio nome ja diz, o I'T-3D é tridimensional, logo em cada superficie dele
possui um cone de Dirac independente, ou seja, para usarmos o mesmo mecanismo feito
no grafeno basta acoplar dois cones de Dirac de superficies distintas do mesmo I'T-3D via
uma interagao gerida por um potencial externo. Com isso em mente, vamos construir um
modelo para verificar a fracionalizagao em I'T’s-3D.

A hamiltoniana de superficie do IT-3D dada no capitulo 3, equagao (40), inclui um
parametro C', este parametro é o potencial quimico u, portanto, substituindo k; — —i0;

a hamiltoniana que descreve os estados de superficie é:

H,qge = —ihopd -V + 0%y, (85)

-

onde ¢ = (0%,0Y,0%), V = (04, 0,,0) [33]. Os estados de superficie possuem spin up e
down e sdo descritos pela hamiltoniana (85) que é uma matriz 2x2. Como visto no grafeno,
a distor¢ao de Kekulé gera uma conexao entre os dois cones de Dirac independentes do
grafeno devido a variacao da distancia entre esses dois cones. No IT-3D de segunda
geracao, temos apenas um cone de Dirac em cada superficie, portanto, para termos o
mesmo efeito do grafeno precisamos que duas superficies de um mesmo IT interajam de
forma a acoplar os dois cones de Dirac. Como isto nao acontece naturalmente, vamos
supor potencial externo faca esse papel, logo a hamiltoniana que descreve a dinamica

desse sistema é:

H=Y lHa;+U(p), (86)

i=1,2

onde H; é a hamiltoniana de superficie (85), 1; sdo as fungoes de onda que representam
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os estados de superficie, i = 1,2 representa as duas superficies do I'T e U(p) é o termo de
interacao entre ambas superficies devido a potencial externo ¢. O termo de interagao é
complexo e faz a conexao entre as duas superficies, portanto, podemos escreve-lo de uma
maneira geral como U (@) =< 9l|@I|ty > + < ¢3|@I[1hy >, onde I é a matriz identidade
2 x 2. Devido a este acoplamento entre as superficies, podemos escrever um 4-vetor da

seguinte maneira, U7 = (11,1,). Logo a equagao (86) se torna:

H:\I/T<]él ; )‘I/+U(g0), (87)

2

H=( o)) ( _ih”F15;0V+”Z“ 1 ? ) ( v ) . (s9)

—ihvp o0 - vV + O U2 (2
o i —thvpy (0,0, + 0,0y) + 02111 (0o + ipp) Iaxo (00
H - <¢1 ¢2) . . )
(Soa - ZSOb) IQ><2 _ZhUFQ (Uxaz + Uyay) + Oz 2 7?2
(89)

onde ¢ = ¢, + ipp. Substituindo as matrizes de Pauli, obtemos entao a hamiltoniana

4 x 4 com seus 16 elementos:

11 —ihvpy (0p — 10y) Va + 10 0
H_ gt —ihvpy (0y + i0y) — 0 Ya + 10
Vo — 10y 0 L2 —thvpg (0, — 10,)
0 — g — 1P ihvpo (0y + 10y) — o

(90)

5.2.1 Estados meio do gap para potencial quimico nulo

Primeiramente vamos considerar que o potencial quimico é nulo. Vamos complexificar
. . . . ~ Oy —10 .
nosso espaco da seguinte maneira, seja z = x + iy, entao d, = ”T“’ € COMO Y = Y, + 1Py

a hamiltoniana (90) se torna:

0 —2ihUF 162 (2 0
—2ihvp10s 0 0
H =t e e . (91)
(ﬁ 0 0 —22th28Z
0 —@ 27:h'UF285 0

Observe que a hamiltoniana (91) é idéntica a hamiltoniana da distor¢ao de Kekulé
no grafeno, equacao (56). No caso do grafeno temos que o campo escalar complexo esté
associado a variacao da distancia entre os primeiros vizinhos do grafeno, ou seja, uma

interacao entre os dois cones de Dirac independentes, porém, no caso do I'T-3D este campo
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escalar complexo pode ser visto, por exemplo, como uma interacao do tipo coulombiana
entre duas superficies do I'T-3D que estao préximas o suficiente para interagirem entre
si [25].

O gerador do termo relativo a distor¢ao de Kekulé (A(r)) é andlogo ao potencial
externo (¢(r)) que gera a interacao entre as superficies do IT-3D. Vamos buscar solugoes

com auto valor da energia nula, temos que:

HU, = 0, (92)
0 _QZhUFlaz (2 O a
—2ithvp 105 0 0
e e “ =0 (93
© 0 0 —QZHUFQaZ as
0 (,5 —Qihvpgag 0 ay

A equac@o (93) nos fornece 4 equagdes com dois pares de equagoes acopladas. O

primeiro par de equagoes envolve as componentes as € as:

—QihUF 182&2 + Yag = 0, (94)

95(12 — 22’th282@3 =0. (95)

O outro par de equacgoes associados as componentes a; e a4 Sao:

—Q’LhUF 1650,1 + Yay = 07 (96)

@al - QihvpgazCM = 0. (97)

Utilizando coordenadas polares, o par de equagao (94) e (95) se tornam:

hvpq (& — z%) as + ip(r)eas(r) =0, (98)

ig(r)e Pay(r) 4+ hvpy (& + 2%) as(r) =0. (99)

nf+w

Escrevendo o potencial na notacio de euler, ¢(r) = o(r)e?™*<) onde ¢y € R e w é

um parametro de fase, temos:

hvpy (ar — z%) ag + i (r)elm Il (v) = 0, (100)
. 0,
io(r) el TVl g (1) + g, (ar + 279) as(r) = 0. (101)
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Considerando que as superficies 1 e 2 estao diametralmente opostas a velocidade de
Fermi é vp = vp1 = —vpq. Observe o seguinte, para n = —1, as equagoes (100) e (101)
ficam exatamente iguais as equagoes (61) e (62), onde u, — ag, v, — az € A — w.
Portanto, as solugoes das equagoes (100) e (101) sao:

62(%4-%) e for dr’' Ag(r')

as(r,0) = ) (102)
2 QHUFﬁ \/fOOO dT‘GfoOT dr' Ao (1)

az(r,0) = ax(r,0). (103)

O mesmo procedimento pode ser feito para o outro par, as equagoes (96) e (97) ficam
exatamente iguais as equagoes (59) e (60) para n = 1.

Portando quando duas superficies de um IT-3D interagem entre si via um potencial,
considerando o potencial quimico nulo, passa a existir estados localizados e isolados com

energia nula em cada uma das superficies.

5.2.2 Carga fracionaria para y =10

Vamos calcular a carga associada ao estado com energia nula. Como o estado modo
zero surgiu devido a interacao entre ambas superficies, um meio de encontrar a carga é

analisar a diferenca da densidade de estados antes e depois da interacao, logo:

0

p(r) = / dE[Estados(com int) — Estados(sem int)], (104)
0

o) = [ BN, - U0 (105)

Pela simetria dos niveis de energia temos,

1 o0
pr) =5 [ dENwLYE - W) (106)
Independente do acoplamento os estados sao ortonormais, logo sem acoplamento te-
mos:
S(r—1') = / dEWY (r) WY (). (107)
Com o acoplamento:
S(r—1') = / AEUL (r) U 5 (r"), (108)
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5(r —r') = lim { / _edE\IJTE(r)\I/E(r’)qL / h dEUL (r)Tg(r') + / E dEUY (r)Tg(r')

e—0 oo ¢ e

S(r—1') = / " AEU(r) W () + / N AEUL(r) U g (r') + / AEVY(r) U 5 (r')§(E)

—o0 04

S(r—r1') = /_ N AEU!(r) U () + U (r)To(r'). (109)

o0

Igualando a equagao (107) com a (109) temos que:

/ dEWY (r) WY (r) — / AEUL(r) W (r) = Ul (r)To(r). (110)
Substituindo a equagao (110) na equagao (106) obtemos:

() = — WY)W r). (111)

Portando a carga no estado de energia nula é:

1 1
Q= /d27’p(r) =5 /d2r\112)(r)\1!0(r) =-3 (112)
Conclusao, quando consideramos que as superficies diametralmente opostas de um
IT-3D com potencial quimico nulo interagem entre si, surge estados localizados e isolados

com energia nula em cada uma das superficies e esses estados carregam carga fracionada.

5.2.3 Estados meio do gap para potencial quimico nao nulo

Vamos considerar agora um potencial quimico nao nulo, p # 0. Nossa hamiltoniana
volta a ser a da equagao (90). Vamos mostrar que £ = 0 nao é mais autovalor de H. A

equacao de autovalor é:

det|H — EI] = 0, (113)
wm—E  —2ihvgpd, © 0
—%ihwpds ——E 0
(2 M1 ‘ ¥ _ 0’ (114)
@ 0 —po — E 2ihvp0,
0 Q(_? 22'th85 Mo — E

(13— E*) (pa+ E?) +o[* + o (11 — E) (2 + E) + 0> (11 + E) (12 — E) — 16h*0v3(9:0,)* = 0.
(115)
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Observe que E = 0 néo satisfaz a equacdo (115), logo F = 0 ndo é um auto valor
da hamiltoniana (90). Quando tinhamos ¢ = 0, a energia de Fermi estava exatamente
no ponto de Dirac e existia uma simetria entre os estados com energia positiva (estados
vazios) e negativa (estados ocupados) e portanto, se existissem estados que satisfaziam
HU = 0, eles s6 poderiam ter E = 0. Por outro lado, se £ = £p;, entao temos devido a
(115), considerando uma fungao f € C?(R):

168" V2 f = lel*. (116)

A equagao (116) é uma equagao de Poisson, como ¢(z,y) = ¢1(x,y) + ips(z,y), para
que F = +p; sejam auto valores da hamiltoniana (90) o campo escalar complexo tem que
satisfazer a equagao (103) de forma que exista uma func¢do f que satisfaga (116).

E natural esperar que F = +; sejam auto valores da hamiltoniana (90), pois, quando
i = 0, a energia de Fermi era exatamente 0, porém, como agora pu # 0 e o potencial
quimico muda a energia de Fermi, é de se esperar que seus autovalores sejam F = +y;.
Voltamos agora as atengoes para a hamiltoniana (90), escrevendo essa hamiltoniana em

termo das matrizes de Pauli obtemos:

H =yt —ihvp (055890 + Uyay) + oz (Qpa + Z.Qpb) Iy
(Pa — tp) Iaxo ihvp (0,04 + 0,0y) + 04112

) UL (117)

Separando em uma soma de matrizes temos:

H=wii) || % 0 )OO R I R
0 —0.0, 0 —o,0, 0 o u

gt 0 (Pativn)loxz | o
(¢a — ip) Iax2 0

Observe que podemos escrever o segundo e o terceiro termo como uma multiplicacao

(118)

de matrizes, portanto:

. 0 0
H =9 (—ivph) || 0, + | 9,
0 —o, 0 —oy
—F\I/T (0 0 M1 0 N
0 —0 0 — 2
—|—\IIT 0 Iyyo (<,0a - iSOb)I2x2 0 g (119)
Iryo 0O 0 (Yo + ipp) Laxo
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Na secao 4.1 definimos as matrizes o, ., 3. Observe que o primeiro termo ¢é a de-
finicao de um produto escalar entre os operadores & e V,,, portanto, podemos escrever

a hamiltoniana (119) da seguinte maneira:

H = \I]T [,UF& : ﬁx,y + Q12 + ﬁ(@a - 2’759017)] \Ila (120)
onde

- 0
p=—thV,y, 5= —togoya, e [i1g= a )
0 —pe
A hamiltoniana (120) é a mesma hamiltoniana da equagao (90), dessa maneira é possivel

fazer a seguinte transformacao [33]:

H=THT™, (121)

onde

1o 1

T=( "7 T, T=T, o.=-(1+0.).
—i0y O_ 2

Devido a esta transformacao, H e H sao semelhantes, logo compartilham dos mesmos

autovalores. A hamiltoniana H é:

_(Sw—m) D 1 0. 0

onde D = ilwp (0,0, + 0,0,) + ia + 0.0 € D' = ihvg(0,0, + 0,0,) — ipa + 0.0
Nesse ponto temos que discutir sobre o potencial quimico. Os indices 1 e 2 indicam
as superficies 1 e 2 do IT-3D, como estamos analisando o mesmo material e o potencial
quimico é um parametro intrinseco do material, o potencial quimico tem que ser o mesmo
em ambas as superficies. Entretanto, o potencial quimico esta associado a energia de
Fermi, logo como o material esta sujeito a um potencial externo, a energia de Fermi
pode mudar dependendo da forma com que esse potencial atua nas superficies. Portanto,
vamos definir que gy — pus = 2V e py + pe = 2p onde p é o potencial quimico intrinseco
do material e V' é um parametro relativo a mudanca do nivel de Férmi em cada superficie

devido & acdo do potencial . Assim a equacao (122) se torna:

. (-v D o 0
= + | 123
(o) (5 ) =

Considere o vetor de estado WL = (ug,vg), temos que:

HYp = E'Vp = HVp + po. IV, (124)
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-V D Ug o, 0 Uy,
+ =EVgp+ uv,. 125

O vetor de estado associado ao termo do potencial quimico é \IJZ = (1,0,1,0). Vamos
encontrar os auto estados do operador H’ associados a auto energia E. A equacao de

auto valor para H' é:

VvV D
HVp=EV, v B N B (126)
DtV Vg (5

A equagao (126) nos fornece as seguintes equagoes:

Diup = (E —V)ug. (128)

Considere primeiramente que F = V e U, = (uy,vy) o vetor de estado associado,

entao pelas equagoes (129) e (130) temos:
DUV = QVUV, (129)

Duy = 0. (130)

Aplicando o operador D' na equacao (127) e utilizando a equacio (128) obtemos:

D'(Dvy) = 2V D' (uy) = 0 (131)

€ Comao:

/d2r|va|2 = /dZT’U;r/DTva. (132)

Temos que, combinando equagoes (131) e (132) encontramos:

Duy = 0. (133)

Conhecemos o operador D, portanto, podemos determinar vy. Seja vl = (v{,,v%),

substituindo o operador D e utilizando z = x + iy temos:

1 —2h 1
i ¥y vrd ol 2o, (134)
2hvp0; © v

onde ¢ = ¢, + ipy,. Utilizando coordenadas polares temos o seguinte par de equacoes:

26



0,
@efvl, — hop (8 179) v =0, (135)

0,
—hvp <3r + i—9> vy + v = 0. (136)
r
Considere a seguinte mudanga de variavel:

v =a, v =ib, (137)

onde a, b : C? — C?. Escrevendo novamente o potencial escalar na notacao de euler e

multiplicando a equagao (135) por i, o par de equagoes se torna:

‘ 0

igoo(r)e_Z[("_l)9+w]a — hog (8 — 170) b=0, (138)

—hvp (ar + z@) a + iy (r)ellm=Do+ely — (139)
T

Observe que para n = 1, obtemos o mesmo conjunto de equagoes (59) e (60), portanto,
sabemos qual ¢ a solucao de (138) e (139). Em resumo, para a auto energia F =V, temos

o seguinte auto estado associado:

| li(5+3)-f5 arpoe]  _[-i(3+3)-J5 ar'eolr)
vh=—— o, 0, i (140)
2hopy/T \/fooo rdre=2Jo dr'eo(r’) \/fo rdre=2Jo dr'eo(r)
Considerando agora a energia sendo E = —V e U, = (u_y,v_y) e substituindo nas
equagdes (127) e (128) obtemos:
Dv_y =0, (141)
Dlu_y = —2Vu_y. (142)

As equagoes (141) e (142) combinadas implicam que v_y = 0 e DTu_y = 0. Sejau’, =
(uly,,u?y), as equagoes associadas ao auto valor E = —V sao, utilizando coordenadas

polares e notacao de euler para o campo escalar:

0,
900( ) z[(n+l)9+w} v+ hop (a _ Z%) u2—V = 0’ (143)

0 ,
hvg (& - 2'—9) uly + po(r)e Mntol2 (144)
r
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Multiplicando a equagao (143) por i e fazendo a seguinte mudanca de varidvel, u! |, =

ia' e u?y = b obtém-se:

. 0
io(r) eIl 4y (éh — i—e) V=0, (145)

r

g / . —i[(n+1)0+w]p/
—hvp | O +i— | ' + ipp(r)e b =0. (146)
r
Note que as equagoes (145) e (146) para n = —1 sdo idénticas as equagoes (98) e (99),
portanto, para a auto energia £/ = —V, temos o seguinte auto estado associado:
1 [_i<%+g>_for dT’@O(T,)] . [i(%-&-g)—for dr'tpo(r’)]

o7, = ‘ ‘ 0, 0f. (147

= 7 , )
2hvrm \/fooo rdre=2Jo dr'eo(r’) \/fooo rdre—2Jo dr'eo(r’)

5.2.4 Carga fracionaria para p # 0

Novamente, vamos analisar a diferenca da densidade de estados com e sem a interacao

que gera os estados de meio de gap, temos que:

0

p(r) = / dE[Estados(com int) — Estados(sem int)], (148)
0_

pr) = [ dEwLYE - W) (149)

Nesse ponto, vamos fazer uma discussao sobre o efeito do potencial V' no espectro de
energia. Este potencial V' nao é o causador da interagao entre as superficies que gera
os estados de meio de gap, mas sim pode ser entendido como o gerador que cria estados
ligados entre as superficies e estes estados ligados é que sao responsaveis pelo potencial de
interacao entre as superficies. Portanto, o potencial V' muda o nivel de Fermi deslocando-
o do 0, figura 37, porém, o 0 do sistema nao é alterado de forma que a simetria entre
estados com £ > 0 e E' < 0 continua existindo, pois, o que muda ¢é que estados que antes
estavam ocupados, agora estao vazios e vice-versa figura 37.

Pela simetria dos niveis de energia temos,

1 o
o) =5 [ dEL - iy (150)
Independente do acoplamento os estados sao ortonormais, logo sem acoplamento te-
mos:
S(r—1') = / AETY ()00 (1), (151)
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Figura 37: Espectro de energia das superficies do I'T-3D com alteracao no nivel de Fermi
devido ao potencial externo.

Com o acoplamento:

S(r—r') = / h dEUL (r) W 5 (r"), (152)

o0

Considere para efeito de caleulo que Wi (r)Ug(r') = f, entéo:

S(e—r') = lim, U_:dEf+/:+dEf+/_i dEf+/06_dEf+/:+dEf+/€oodEf},

5(1‘—1"):/0 dEf+/OoodEf+/dEf5(E—|V|)+/dEf5(E+|V|).

—00

Substituindo f temos que:

S(r—1') = / T ABUL W) + 0 00 () — U @), (159

Igualando a equagao (152) com a (153) e substituindo em (150) temos que:

ple) = =0Ty (W3 () 30 ()W (), (154)

Como vimos anteriormente, W)y e W_jy| sdo descritos pelas equacoes (140) e (147),
respectivamente, quando consideramos n = +1. Esses vetores de estados sao auto estados
da hamiltoniana H’, equagao (126), mas nao temos apenas solugdes com n = +1, temos
n solucgoes para energia £/ = —V e n solugoes para energia £ = V. Essas solucoes tém
em comum as equagoes (133) para F =V e (141) para E = —V, onde independe o valor

de n. Portanto, temos que temos n < 0 solucoes que satisfazem:
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v p\[( o0 0
H'Uy = VT, — —V , 155

/d%\lﬁvqfv = /d27’|vv|2 =1 (156)

e n > 0 solugoes que satisfazem,

y -V D U_y U_y
HY _y=VU_y < =V , 157

/d%qﬁ_vqf_v = /d2r|u_v|2 = 1. (158)

Portando a carga devido a densidade de carga (154) é:

onde

onde

sinal(V)

Q= [ drptr) = - (159)

Observe que se em uma superficie o nivel de Fermi estd em 2 =V e o elétron esta no
estado descrito pelo vetor de estado (140) que corresponde a n = —1, entao a carga serd
Q) = ¢/2. O mesmo ocorre na outra superficie, note que a carga serd sempre uma fracao
da carga do elétron se n for impar, isto quer dizer que quando n for par, sempre podemos
fazer uma mistura de solugoes de forma que no final enxergamos um estado com carga

completa e nao quebrada.

5.3 Capacitor de placas paralelas com um dielétrico de IT-3D

Pensando em um meio de tentar verificar nossa discussao da segao anterior, o caso
mais simples seria colocar um filme de I'T-3D dentro de um capacitor de placas paralelas.
Vamos considerar que este IT-3D possua um cone de Dirac em cada superficie. Quando o
capacitor é carregado, as energias de Fermi das superficies se alteram, uma aumenta por
+V em uma superficie e a outra diminui por —V/, figura 38. Essa mudanca nas energias
de Fermi de cada superficie faz com que os elétrons afetados por ela possa se acoplar
fazendo com que ambas superficies interajam entre si.

Devido a isso o sistema ird formar um conjunto de pares de elétron-buraco que pode ser
visto como um liquido coerente de pares de elétron-buraco que residem nas superficies [25].
Estes pares de elétron-buraco serao nossos geradores do parametro de massa.

Um jeito de moldar analiticamente estes pares ligados sao via interagao Coulombiana
entre as superficies [25], [23]. Podemos escrever esse termo de interacdo da seguinte

maneira:

i = U () (whv2) (160)
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E=ztados de
superficis

Potencial na placa

Figura 38: Esquematizacao do capacitor de placas paralelas com dielétrico sendo um filme
fino de IT-3D. Fonte: Referéncia [25].

onde ] = (cipepy) e I = 1,2 sdo as fungdes de onda que representam os estados em cada
superficie e Hy, Hs sao as hamiltonianas de superficies do IT-3D. A hamiltoniana do

sistema é:

H = Hy + Hy + Hypn, (161)

2
H= Z —ihopp] [0V — o) + U (wwl) <¢;¢2) ) (162)
=1

onde y; = p+ (—1)'V é o potencial total que contém o potencial quimico e o externo e
v; = (=1)*1vp representa a velocidade de Fermi em cada superficie. Para descrever o
termo de interacao, vamos adotar o parametro M = U < 9, 1&; >. Vamos escrever agora
um vetor de estado completo que contenha os dois estados associados as duas superficies
da seguinte maneira, U7 = (11, 1)). Podemos reescrever a hamiltoniana (162) com base

nesse vetor de estado completo como:

- 1
H,, = UTHi + ﬁTr(MT M), (163)

onde a matriz semelhante H é definida como:

. —thvo -V — o, M
i thvio -V — o,y . (164)
Mt thvo -V — 0,9

Existem vdrias formas diferentes de descrever a matriz M. Podemos escrever M como

M = mlyyo, m € C, desde que a parte de H que é proporcional a m anti comute com
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o termo cinético [25], [23]. Logo, assumindo m = m; + imsg, my,ms € R, temos que a

hamiltoniana (164) se torna:

. —ihvo -V — o, M
- thvo -V — o, | 7 (165)
Mt thvo -V — 0,19
M1 —ih’l]p (ar — Zay) my + img 0
o —ithvp ((91,. +i0y) — 0 | my + im? (166)
my — 1Mo 0 — o ihvp (0 — 10y)
0 mp — ims ihvp (05 + 10)) Lo

Note que essa hamiltoniana é igual a hamiltoniana (90), portanto, podemos utilizar
nossos resultados obtidos e aplicar a este problema. Logo quando a energia for £ = V|
teremos um estado de meio de gap bem localizado com vetor de estado ¥ _ ., este estado
corresponde a superficie 1 do dielétrico de IT-3D. Quando a energia for E = —V, teremos
um estado de meio de gap bem localizado com vetor de estado Vg _, correspondente a
superficie 2. De acordo com nosso modelo feito na secao anterior, a carga nesses estados
serd dada pela equagao (159). Considere o capacitor carregado, o campo elétrico resultante

no capacitor é:

E = Ey+ Eqr, (167)

onde Ey é o campo elétrico no interior do capacitor sem dielétrico. Logo:

p=20_ar (168)
€0 €rr
orr = €Ir (@ - E) s (169)
€o

onde €g, €77 sao as constantes dielétricas do vacuo e do IT-3D, respectivamente. Logo:

Q= / orrdS = Q1 — Qul. (170)
S

Portanto, deve ser possivel montar um circuito com um capacitor deste tipo e verificar

a fracionalizacao da carga através da medicao do campo elétrico no interior do capacitor.
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6 Conclusao

O fenomeno de fracionalizagao ocorre no poliacetileno via instabilidade de Peierl onde
a oscilagao dos atomos em torno do ponto de equilibrio gera um estado fundamental
degenerado que contém um estado modo zero. A solucao que liga os dois estados degene-
rados sao chamados de solitons, no caso de uma dimensao, chamado de kink. Estes kinks
carregam carga fracionada.

No caso da fracionalizagao dos estados de borda do I'T-2D, é possivel existir um aco-
plamento entre os estados de borda opostos por meio de um tunelamento fazendo com
que estados de modo zero existam na borda, assim como acao de um campo magnético
externo (desde que nao quebre os estados de superficie). A parede de dominio ocorre na
interface entre as regides de abertura do gap. Por exemplo, o gap pode ser aberto por
um campo magnético e tunelamento entre os estados de borda. Na regiao entre esses
dominios existe o perfil de um kink que possui energia nula e carrega carga fracionaria.
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Uma “ evolucao ” do poliacetileno em duas dimensoes é o grafeno, pois, sua confi-
guracao estrutural também é composta por arranjos de atomos de carbono, entretanto,
possui um arranjo cuja célula unitaria é um hexagono onde em cada ponta do hexagono
se encontra um 4tomo de carbono. E de se esperar que o grafeno também possa exibir a
fracionalizacao da carga, pois, os cones de Dirac situados no espectro de energia sao uma
“evolucao” dos pontos de Dirac do poliacetileno. Assim como temos a instabilidade de
Peierls que gera os estados com energia nula no poliacetileno, no grafeno temos a chamada
distorcao de Kekulé. Esta distorcao é vista como uma oscilacao entre os dois cones de
Dirac independentes da rede reciproca, que produzem como solugao da hamiltoniana de
interacao um sélition, s6 que agora este soliton é chamado de vértice. Assim como o kink,
o vortice também carrega carga fracionada quando nao consideramos o spin do elétron,
quando é considerado acontece a separacao da carga-spin.

Como o IT-3D de segunda geracao possui apenas um cone de Dirac em cada su-
perficie, utilizar o mesmo mecanismo feito no grafeno de acoplar os cones de Dirac parece
impossivel. Porém, temos mais de uma superficie no IT-3D, assim é possivel acoplar os
cones de Dirac de duas superficies de um I'T-3D através de um campo externo. Quando
acopladas, ha um novo potencial que atua no sistema devido a este acoplamento que de-
notamos como @ = @ — iy, assim temos um cendrio analogo ao do grafeno. Quando
consideramos o potencial quimico nulo, verificamos que a hamiltoniana do sistema com-
posto pelas duas superficies do I'T-3D e um campo externo que gera a interagao entre
elas tétm o mesmo corpo da hamiltoniana do grafeno com distor¢ao de Kekulé. Quando
buscamos estados modo zero para esse sistema, encontramos duas solucoes independentes,
onde ambos os estados possuem energia nula. Estes estados carregam carga fracionada
—ns caso o estado esteja desocupado e ng caso esteja ocupado.

Considerando agora o potencial quimico diferente de zero, entretanto, o intrinseco do
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material igual a 0, encontramos novamente solucoes que estao no meio do gap, porém,
agora a energia destes estados nao ¢ mais nula e sim um estado com energia £ = V e outro
com ' = —V onde V se deve a mudanga nos niveis de Fermi de cada superficie devido
ao potencial externo. Cada um desses estados esta localizado em uma das superficies
respectivamente. Esses estados também possuem carga fracionada, porém, ela leva em
conta o valor do potencial quimico do I'T-3D. Este modelo pode ser aplicado no caso do
IT-3D ser um dielétrico dentro de um capacitor de placas paralelas. A interagao entra as
superficies, devido ao potencial das placas, faz com que existam pares de elétron-buraco
ligados, estes pares geram um potencial coulombiano que interagem com os elétrons na
superficie do I'T-3D. Quando construimos a hamiltoniana para esse sistema, verifica-se
que esse potencial faz o papel do potencial escalar complexo no nosso modelo descrito na
secao 5.2, portanto, nos permite aplicar todo célculo desenvolvido nesse problema.

A partir dessas ideias e propostas serd interessante procurar de quais outras maneiras
podemos fazer com que duas superficies de um IT-3D interajam entre si e como podemos
montar experimentos a fim de verificar se de fato ocorre a fracionalizacao da carga nesses
sistemas. Os portadores de carga no grafeno e na superficie do I'T-3D possuem dinamicas
muito semelhantes, entao se encontrarmos outro material cuja seus portadores de carga sao
descritos por hamiltonianas semelhantes, podemos tentar encontrar estados que exibem

fracionalizagao.
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