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RESUMO

VEIGA, Leonardo Gomides, D.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2025.
Efeitos de curvatura em nanoparticulas de isolantes topoldgicos. Orientador:
Winder Alexander de Moura Melo.

Neste trabalho, investigamos a dindmica dos estados de borda em isolantes
topolégicos com geometrias nado triviais, especificamente a geometria cbnica e
toroidal. Para o isolante topolégico conico, encontramos o operador de Dirac efetivo
que descreve os férmions de massa nula na superficie, incluindo termos de conexao
de spin e corregbes de velocidade dependentes do angulo de abertura. Resolvemos
as equacoes e caracterizamos completamente os estados. Os estados de baixa
energia se localizam na ponta do cone e a curvatura singular quebra o \textit{spin-to-
surface locking}, induzindo componentes de spin fora do plano. No caso toroidal,
resolvemos numericamente as equacoes tipo-Dirac e caracterizamos completamente
os estados de superficie. Também estudamos sua resposta 6ptica, encontrando uma
resposta plasménica topolégica nova que amplifica a absorcdo de luz por uma
ordem de grandeza.

Palavras-chave: pontos quénticos; confinamento quantico; isolantes topol6gicos;
espagos curvos



ABSTRACT

VEIGA, Leonardo Gomides, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2025.
Curvature effects in topological insulator nanoparticles. Adviser: Winder
Alexander de Moura Melo.

In this work, we investigate the dynamics of edge states in topological insulators with
nontrivial geometries, specifically the conical and toroidal geometry. For the conical
topological insulator, we find the effective Dirac operator that describes the massless
fermions at the surface, including spin-connection terms and velocity corrections
dependent on the opening angle. We solve the equations and fully characterize the
states. The low-energy states are located at the tip of the cone and the singular
curvature breaks the \textit{spin-to-surface locking}, inducing out-of-plane spin
components. In the toroidal case, we solve numerically the Dirac-type equations and
fully characterize the surface states. We also study its optical response, finding a
novel topological plasmonic response that amplifies the light absorption by an order
of magnitude.

Keywords: quantum dots; quantum confinement; topological insulator; curved spaces
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Capitulo 1

Introducao

Durante boa parte do século XX, os estados da matéria em geral eram descritos de acordo
com suas fases ordenadas, dentro do contexto da teoria de Ginzburg e Landau [1]. Esta teoria
estabelece que cada fase tem um parametro de ordem local, que é ndo-nulo na fase ordenada
e zero na fase desordenada, e que as transi¢Oes de fase ocorrem quando héd quebra de simetria.
Por exemplo, o congelamento da d4gua quebra a simetria translacional, a transicdo entre as fases
paramagnética e ferromagnética a temperatura de Curie corresponde a quebra de uma simetria
rotacional de spins, enquanto a transicdo supercondutora estd associada a quebra da simetria de
calibre. No entanto, esta descricao dos materiais baseada nas quebras espontaneas de simetrias
teve que ser reavaliada apds a descoberta do efeito Hall quantico (EHQ), em sua versdao EHQ
inteiro (trabalho de von Klitzing et al. de 1980 [2]). A partir dai, havia um novo estado da ma-
téria que nao estava dentro da teoria de Landau-Ginzburg. Esse estado ndo depende de quebras
espontaneas de simetria e a transicao de fase que ai ocorre € de natureza topoldgica. Este traba-
lho representa o inicio de outro ramo da fisica chamado de Estados Topoldégicos da Matéria,
que sdo caracterizados por certas quantidades chamadas de invariantes topolégicos. Abaixo,
apresentaremos brevemente o conceito de invariantes topoldgicos e como isso € estendido para

o contexto da fisica.

1.1 Invariantes topologicos

Em geral, invariantes topoldgicos sido construidos como integrais de uma propriedade local
sobre uma variedade de parametros fechada. Do ponto de vista da topologia como uma édrea da
Matematica, podemos discutir sobre a relagdo entre propriedades globais e locais aplicando o
teorema de Gauss-Bonnet para a esfera e para o toro, por exemplo. A curvatura local de uma
superficie pode ser medida via

((VaV1i—=ViVa)ei | e2)

K= 1.1
detg ; (1.1)
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onde e; e e sdo vetores unitdrios na superficie e g € a métrica. Para a esfera, temos Kegfera = 1%

. _ sin®

(com R sendo o raio da esfera), enquanto que, para o toro temos Kioro = "(Rirsin®) (com r sendo
o raio menor, R o raio maior do toro e 6 € o angulo poloidal). A curvatura € positiva ou negativa
dependendo se ela € convexa ou concava em relacdo a um ponto fixo. Para a esfera a curvatura
€ sempre positiva, enquanto para um toro a curvatura € positiva, zero ou negativa em diferentes

pontos da superficie.

Esfera, g=0 Toro, g =1
i X % E
deS:4n deS:O
E E

Figura 1.1: Tlustragdo da aplicagéo do teorema de Gauss-Bonnet para a esfera e para o toro.

Podemos mudar a curvatura em um ponto sob deformacdo continua, mas, se a integrarmos
sobre toda a superficie fechada sempre temos o mesmo valor, de acordo com o teorema de
Gauss-Bonnet [3]:

/KdS:4Tc(1—g), (12)
E

onde g representa um numero inteiro ndo-negativo e é chamado de genus. Para a esfera, a
integral vale 47, enquanto para o toro obtemos 0. O genus é associado com a quantidade de
“buracos” presentes na superficie, de modo que g = 0 para a esfera e g = 1 para o toro. Essa
quantidade € um invariante topoldgico da superficie e ndo pode ser determinado estudando ape-
nas as propriedades locais; seu cdlculo sé pode ser realizado através da integracdo sobre toda a
superficie. Superficies que possuem o mesmo valor de genus sdo topologicamente equivalentes
e podem ser continuamente deformadas uma na outra. Do mesmo modo, nenhuma transfor-
macao suave conseguird conectar superficies com valores distintos de genus, como no caso
da esfera e do toro. A tnica maneira de transformarmos uma esfera num toro é fazendo uma
transformacdo abrupta (um furo ou um “rasgo” na esfera).

A possibilidade ou ndo de deformar continuamente objetos uns nos outros, e o fato dos sis-
temas serem classificados por parametros que necessitam de uma medicdo global ao invés de
uma avaliacao local sdo o cerne da Topologia. Trazendo essas ideias para a fisica, podemos

pensar, por exemplo em Hamiltonianos descrevendo sistemas de muitas particulas com um gap
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de energia entre os estados fundamental e excitado. Aqui, o conceito de deformacdo suave é
definido como uma mudanca adiabdtica (por operagdes denominadas difeomorfismos) de al-
gum parametro (ou do proprio Hamiltoniano) que ndo fecha esse gap de energia. Portanto, se
pudermos conectar dois Hamiltonianos por uma transformacgdo adiabdtica, eles sdao topologi-
camente equivalentes. Por outro lado, se temos dois Hamiltonianos que sdo topologicamente
distintos, ndo conseguimos conectd-los via uma transformagdo suave e a coexisténcia entre eles
leva ao fechamento do gap [4]. Para entender essa afirmacao, consideremos um sistema iso-
lante descrito pelo Hamiltoniano H. Podemos suavemente deforma-lo num novo Hamiltoniano
H' variando lentamente os paridmetros sistema. Se 0 gap permanece aberto durante a transfor-
magdo, o nimero de estados na banda de valéncia é necessariamente conservado, pois embora
estes estados possam se misturar durante a transformacdo, a Unica maneira do nimero total
mudar € fechando o gap e permitindo que estados entrem ou saiam para a banda de condugdo.
Nesse contexto, invariantes topoldgicos do Hamiltoniano geralmente sdo calculados integrando
a curvatura ou uma propriedade anédloga sobre as bandas ocupadas do material (ou seja, estdo
relacionadas com o nimero de estados na banda de valéncia) e, portanto, s6 mudardo de valor
se 0 gap se fechar durante uma transformacao.

De forma andloga a curvatura Gaussiana descrita anteriormente, podemos definir a chamada
curvatura de Berry do espago dos autoestados. Em uma estrutura cristalina, podemos explorar
a natureza periddica do potencial e escrever as funcdes de onda como estados de Bloch [5],

levando a formacao de bandas de energia associadas aos autoestados do sistema:

Wk (r) = € Tupi(r),

onde v € um indice de banda, k € um vetor de onda no espago reciproco (convencionalmente
escolhido para estar na zona de Brillouin) e u,x(r) é uma fungdo periédica. Podemos entdo
calcular a curvatura de Berry no espaco reciproco. O teorema de Bloch também implica que a
propria zona de Brillouin € fechada, e assim podemos integrar a curvatura e outras quantidades
sobre uma superficie fechada, como fizemos com a curvatura Gaussiana.

Nesse sentido, vamos considerar um Hamiltoniano de Bloch e definir um invariante topolo-

gico C, chamada nimero de Chern [6]:

czi/F-ds (1.3)
21 Js

onde a superficie S € um espaco 2D fechado (como a zona de Brillouin bidimensional) e F é
a curvatura de Berry. Note a semelhancga desse integral com a equacdo 1.2. De fato, o nimero
de Chern é um inteiro quantizado (assim como o genus), € permanece invariante sob transfor-
macodes continuas, podendo ser usado para identificar diferentes fases topoldgicas: dizemos que
um sistema com nimero de Chern C = 0 estd numa fase trivial, e que um sistema com C # 0 estd

numa fase topoldgica. Bandas com C # 0 sdo chamadas bandas de Chern. S6 € possivel obter
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um nimero de Chern nao-nulo se a simetria de reversao temporal (simetria 7)) for quebrada [6].

1.2 O Efeito Hall quantico, estrutura de bandas topologicas

e estados de superficie

O efeito Hall quantico inteiro, descoberto em 1980 por von Klitzing et al., foi o primeiro
estado da matéria a apresentar um gap de energia (como um isolante) e ndo ser topologica-
mente equivalente ao vacuo, exibindo propriedades de transporte ndo triviais. Um sistema Hall
quantico € criado aplicando-se um campo magnético intenso num gés de eletrons confinados
a 2D (2DEG) a baixissimas temperaturas. Imersos no campo magnético, os elétrons formam
niveis de Landau quantizados com dispersdo plana (ou seja, a energia de cada nivel de Landau
¢ praticamente independente do momento). Na borda, a presenca da fronteira empurra os niveis
de Landau através da energia de Fermi. Para N niveis de Landau preenchidos, obtém-se uma

condutiancia de Hall de )

ny:N%, N=01,23,... (1.4)

Os niveis de Landau podem ser vistos como bandas de energia para os elétrons, e, se N
niveis de Landau estiverem preenchidos, um gap de energia separa os estados ocupados dos
ndo ocupados — como ocorre em um isolante. No entanto, nas bordas do material, os elétrons
apresentam uma dinamica diferente daquela no interior (bulk). Como suas Orbitas ndo podem
se fechar, os elétrons se movem em 6rbitas descontinuas ao longo da borda (veja a figura 1.2).
Esses “saltos” na borda levam a estados eletronicos que chamamos de estados de borda. Como
o campo magnético determina a dire¢do do movimento dos elétrons, esses estados de borda
sdo quirais (no sentido de que se propagam em uma unica dire¢do ao longo da fronteira do
material). Nao ha retroespalhamento, pois o estado de borda que se propaga na dire¢do oposta
estd localizado no lado oposto da amostra.

A existéncia desses estados de borda “unidirecionais” (que caracteriza a diferenca funda-
mental entre o estado de Hall quéntico e um isolante comum) é um fendmeno topolégico.
Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs (TKNN), mostraram que o niimero inteiro N na
equacdo 1.4 estd, na verdade, profundamente conectado com o nimero de Chern [7]. Usando a

férmula de Kubo, foi obtido:

e el
A, (K)  0A,(K)
Foy=———
Xy akx aky ’ (1.5)

d
Aj=1i) (upk|=—|unk)-
I ; ’ akj

Nas equagdes acima, A j(k) é o chamado potencial de Berry para cada uma das N bandas,
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Quantum Hall state

Q Q Q @ Conduction band
B i Gap /dgestates
Q Q Q Valence band

YT Y YV Y VY

Energy

Momentum

Figura 1.2: Tlustracdo do efeito Hall quantico. A esquerda, vemos as Grbitas eletronicas que sdo
interrompidas nas bordas. A direita, vemos sua estrutura de banda com um estado metélico
de borda dentro do gap de energia. Figura retirada de [7].

F,y(K) ¢ a curvatura de Berry, e o niimero inteiro N corresponde a soma dos nimeros de Chern
das bandas de energia preenchidas, de acordo com a equagdo 1.3. Na figura 1.3, vemos a jun¢do
de um material topologicamente ndo-trivial com nimero de Chern finito € um trivial com n = 0.
Como discutimos, para que o invariante topolégica mude, vocé precisa fechar o gap na interface.

Embora fases topoldgicas possam ocorrer de modos bastante distintos (a depender do sis-
tema de fisica da matéria condensada em questdo), nesta tese estamos interessados apenas em
modelos de isolantes topoldgicos (ITs) fortes (boas referéncias sobre isolantes topolégicos e
suas classificacdes sdo encontradas em [9, 8]). Assumiremos uma estrutura de bandas onde o
nivel de Fermi reside no gap. Noutras palavras, as bandas estdo preenchidas até o gap, e as-
sim os autoestados ocupados do sistema sdo simplesmente a banda de valéncia. Na préxima
secdo introduziremos brevemente isolantes topoldgicos e o0 modelo BHZ que os descreve nesse

contexto que colocamos acima.
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Conduction Band

Insulator n=0
(a)
AT A Br

Quantum Hall
State n

I
—h

Valence Band
]

—Tt/a 0 k -m/a

Figura 1.3: A esquerda, vemos a interface entre duas fases topologicamente distintas. A direita, vemos
sua estrutura de banda com um estado metdlico de borda dentro do gap de energia. Figura
retirada de [8]

1.3 Isolantes topologicos e 0 modelo BHZ

Os isolantes topoldgicos sdo um estado quantico da matéria que surge da impossibilidade de
uma conexao adiabatica entre eles e os isolantes/semicondutores convencionais € t€m peculiari-
dade unica de serem isolantes no bulk e condutores na superficie [9]. Estes estados de superficie
sdo distintos, pois sdo quirais, contra-propagantes (no sentido de que particulas com estados de
spin opostos viajam em dire¢des opostas) e altamente protegidos pela simetria 7 contra impu-
rezas ndo-magnéticas e outras perturbagdes suficiente suaves que preservem 7. Além disso, o
forte acoplamento spin-Orbita nestes sistemas produz o chamado spin-momentum locking (os
portadores nos estados de superficie tém seu spin travado em angulo reto com seu momento).
Dito isso tudo, € natural esperar que os isolantes topoldgicos sejam bons candidatos para spin-
tronica: na spintronica, utiliza-se a diferenca de populagdes de elétrons com spin up e down
para codificar, transportar e processar informacgdo; além de variar apenas a densidade de carga,
como na eletronica convencional, controla-se também o fluxo e os torques de spin [10].

Ha muitos outros efeitos que emergem destes sistemas topolégicos, como o efeito magneto-
elétrico topoldgico (EMET), que consiste em uma resposta magnética (elétrica) a um estimulo
elétrico (magnético), e também o surgimento de férmions de Majorana em sistemas supercon-
dutores topoldgicos, que sdo bons candidatos para computacao quantica [11]. Aqui, apresen-
taremos de modo sucinto o modelo desenvolvido por Bernevig, Hughes e Zhang que descreve
isolantes topolégicos. Para mais detalhes acerca do desenvolvimento do modelo, cito a referén-
cia [4].

Como a condutividade de Hall (e, portanto, o invariante TKNN) ndo € simétrica sob T,

os estados topologicamente ndo triviais descritos na se¢@o anterior sé podem ocorrer quando a
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simetria de reversao temporal é quebrada, seja por um campo magnético externo, seja por ou-
tra atuacdo de ordem magnética. Contudo, Em 2005, um novo fendmeno topoldégico conhecido
como efeito Hall quantico de spin (EHQS) foi previsto por Kane e Mele para ocorrer no grafeno
[12]. O EHQS assemelha-se ao seu precursor, mas possui uma origem fisica distinta: enquanto
o EHQ exige a quebra da simetria de reversdao temporal para acontecer, o EHQS surge natural-
mente a partir do acoplamento spin—Orbita (ASO) no bulk do material [9]. O ASO manifesta-se
de tal modo que os elétrons experienciam uma “for¢a de Lorentz efetiva” e, por isso, costuma-se
dizer que o ASO desempenha o papel do campo magnético [11]. A dire¢do dessa forca depende
do spin do elétron, de modo que elétrons com spins opostos propagam-se em direcdes opos-
tas ao longo de canais de borda nas fronteiras do material (a figura ilustra 1.4 esse efeito). Dai
surge o spin-momentum locking que comentamos anteriormente. Devido a essa correlacio entre
spin e momento, esses estados de borda costumam ser chamados de estados de borda helicais.
Em termos gerais, o EHQS corresponde a soma de dois EHQ independentes e de quiralidades
opostas, fazendo com que o sistema seja invariante sob 7. Como resultado, a condutincia de

Hall total € zero, mas a condutancia de spin Hall é ndo-nula.

Conduction Band

Conventional | _,
Insulator

(@) (b)
Quantum spin& l \ T

Hall insulator V=1

s

Valence Band
]

—T/a 0 k —m/a

Figura 1.4: Estados de borda no EHQS. A imagem a esquerda mostra a interface entre um EHQS que
estd em uma fase topolégica diferente do vacuo. Surgem estados de borda metalicos
spin-polarizados, com os estados orientados a esquerda e a direita conectados pela simetria
de reversdo temporal. Na imagem a direita, hd um esquema de estrutura de banda onde o
gap de energia do bulk e os estados de borda sdo exibidos. Figura retirada de
kane201 Itopological.

O EHQS é comumente chamado de isolante topoldgico. A Hamiltoniana que descreve esse
sistema em baixas energias (em sua versdao 3D) € chamada de Hamiltoniana BHZ [13, 14] e é

dada por (aqui, estamos considerando um material isotropico):
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MKk) Ak, 0  Ak_

Ak, -M(k) Ak_ 0
H(K) = €(K) Lyxs+ : (1.6)
0 Ak, M) -—Ak

Ak, 0 —Ak, —M(K)

onde M (k) = mo+my (k)% + kg + kg) Os parametros podem ser obtidos ajustando o espectro de
energia do Hamiltoniano efetivo ao resultado de calculos ab initio para cada material especifico
[14]. O invariante topoldgico estd relacionado ao termo de massa no Hamiltoniano BHZ [4]: ele
tem valor 1 se "mi‘z’ > () (observamos que m; € tipicamente negativo, e estamos na fase topoldgica),
e vale zero se Z—g < 0 (esse € um caso de fase trivial). Na figura 1.5, mantemos todos os

parametros constantes, exceto my, e ilustramos a transicao de fase topoldgica. Na tabela 1.1

mostramos alguns valores tipicos dos parametros para diferentes materiais.

Figura 1.5: A esquerda: mo = —1, hd um gap e esta é uma fase isolante topoldgica. No centro: mg = 0,
ocorre o fechamento do gap, e este € o ponto de transicao de fase. A direita: my = —1, ha
um gap e esta é uma fase isolante topolégica.

Podemos estudar os estados de borda dessa Hamiltoniana projetando-a na superficie. No
caso de um isolante topoldgico forte, obtemos uma Hamiltoniana de borda tipo-Dirac para
férmions sem massa (se quebrdssemos a simetria de reversao temporal, terfamos uma equagao
para férmions massivos) [9]:

Hp = —iAG-V,

onde a matriz de Pauli 6 = (6,,0y,0;) é proporcional ao spin fisico, e o pardmetro A é pro-
porcional a velocidade de Fermi dos portadores de carga. Os estados de superficie do isolante

topoldgico tridimensional possuem um espectro linear.
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A(eV A) my <eVA2> mo(eVA)
Bi,Se; 2.26—-3.33 6.86—44.5 0.28

Bi;Tes 0.30—2.87 2.79—-57.38 0.30
SbyTes 0.84 —3.40 19.64 —48.51 0.22

Tabela 1.1: Valores tipicos dos parAmetros fisicos para alguns cristais na fase isolante topolégico [9, 8].

1.4 Nanoparticulas de Isolantes Topol6gicos

Efeitos interessantes podem aparecer quando confinamos isolantes topoldgicos espacial-
mente. O estudo de sistemas quanticamente confinados leva a uma nova classe de objetos
chamados pontos quanticos (PQs). A caracteristica marcante desses objetos € a discretizacdo
de suas energias (veja Fig 1.6), que emerge naturalmente do confinamento espacial nas trés di-
mensoes, e por causa disso eles sdo chamados de “4dtomos artificiais”. Pontos quanticos feitos
de semicondutores, por exemplo, sdo de grande interesse, ja que o gap de energia (e, portanto,
o espectro de emissdo/absor¢do) pode ser controlado ajustando o tamanho do material (ver fig
1.7). Pontos quanticos sdo aplicados em uma gama de sistemas, incluindo diodos emissores de
luz feitos de pontos quanticos (QLEDs), sistemas fotovoltaicos, marcadores fluorescentes para
aplicagdes em imageamento bioldgico, etc [15].

A assinatura tnica dos pontos quanticos (niveis de energia discretos) pode ser reproduzida
em isolantes topoldgicos por um processo de miniaturizagdo. Deste processo surgem os pontos
quanticos de isolante topolégico (PQIT) ou as nanoparticulas de isolante topolégico (NPIT).
Esta é uma drea da fisica relativamente nova, mas ja se sabe que os isolantes topoldgicos podem
ser miniaturizados até cerca de 10 nm sem a abertura de um gap na superficie [16, 17] (ou seja,
sem a destrui¢do da natureza topoldgica dos estados).

Na referéncia [18], Imura et al. investigaram um isolante topoldgico esférico e o modelo
que foi utilizado € aplicdvel a nanoparticulas de isolantes topoldgicos. Eles demonstraram que
para essas nanoparticulas, o espectro dos estados de superficie € discreto, de modo que a carac-
teristica dos pontos quanticos fica impressa nas nanoparticulas, além de estados de superficie
protegidos, que sdo resistentes a perturbacdes ndo magnéticas (caracteristicas de ITs).

Além disso, Siroki et al. mostraram na referéncia [19] que para uma NPIT esférica sob a
influéncia da luz, um tnico elétron em um estado de superficie topologicamente protegido gera
uma densidade de carga superficial semelhante a um pldsmon que pode atuar como uma camada
protetora, que aumenta/diminui a absor¢do 6ptica dependendo da frequéncia da luz incidente
(na prética, esse pldsmon aparece como um pico extra no coeficiente de absor¢cao). Além disso,

esse sistema pode acoplar fonons e luz, dando origem a uma espécie de poldriton topolégico.
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Bulk Quantum well  Quantum wire  Quantum dot

semiconductor

oD
w ; i B
(o} O =2 i (s}
Energy Energy Energy Energy

Figura 1.6: Tlustracdo dos niveis de energia de um semicondutor 3D e de nanoestruturas
semicondutoras com reducio na dimensionalidade, sendo a 2D denominada “pogo
quantico”, a 1D denominada “fio quantico” e a 0D “ponto quantico”. A curva de densidade
de estados por energia indica o niimero de estados disponiveis por nivel de energia. Note
que conforme reduzimos a dimensionalidade, a continuidade desses estados disponiveis
fica comprometida, ou seja, apenas alguns estados de energia sdo permitidos. Fonte:
https://link.springer.com/article/10.1007/s41061-016-0060-0/figures/2.
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Structure Dots
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Figura 1.7: Niveis de energia para um semicondutor sob o efeito do confinamento quéntico. O gap
aumenta com a diminuicao do tamanho do e, portanto, temos um deslocamento para o
azul. Além disso, notamos a discretizag@o nas energias dos pontos quanticos quando
comparados ao semicondutor fora do regime de confinamento. Fonte:
https://www.sigmaaldrich.com/technicaldocuments/articles/materials-
science/nanomaterials /quantum-dots.html.
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1.5 Motivacoes para os trabalhos

Como vimos, os estados de superficie em um isolante topolégico com simetria de reversao
temporal preservada sdo descritos por uma equacdo tipo-Dirac para férmions sem massa. Se
estamos lidando com uma geometria curva, devemos acoplar a equagdo de Dirac ao sistema
de coordenadas e isso pode levar a fenOmenos interessantes. Neste contexto, pode-se pensar
na geometria conica, pois € uma escolha peculiar devido a ndo-trivialidade de sua ponta. Do
ponto de vista da geometria diferencial, o cone tem uma curvatura Gaussiana nula em todos
0s pontos, exceto na ponta onde a curvatura cresce indefinidamente. Essa peculiaridade da
geometria conica (que é uma propriedade local) pode gerar efeitos globais. Por exemplo, no
trabalho da Ref. [20], foi mostrado que de para um IT conico com quebra de simetria 7, a
singularidade da ponta induz uma polarizacdo elétrica geométrica, que dependende apenas do
angulo do abertura do cone. Inspirado nesse trabalho, investigamos o impacto da geometria
conica nos estados de superficie e no espectro, bem como as consequéncias na distribuicdo das
particulas pelo cone e possiveis aplicagdes. Os resultados e discussdes sdo apresentados no
Capitulo 2.

Outra geometria que nos chama muita atencdo € a geometria toroidal, onde temos uma
curvatura varidvel, assumindo valores positivos na regido externa que vai diminuindo continua-
mente passando por zero até chegar a valores negativos na regido interna. Esta variacdo continua
da curvatura Gaussiana ao longo da superficie toroidal oferece um laboratdrio tnico para inves-
tigar como a curvatura local afeta os estados topolégicos de superficie. Na Ref. [21] foram
estudados os modos de zero energia num IT toroidal. Além disso, a geometria toroidal oferece
um ambiente interessante para investigar os pldsmons de natureza topoldgica que comentamos
na secdo anterior. Dado que no caso esférico (com curvatura constante) o pldsmon induzido
se manifesta na adicdo de um pico no coeficiente de absor¢do, podemos intuir que a curvatura
variavel do toro geraria mais picos (associados as diferentes regides de curvatura). Discussdes

e resultados sobre essas questdes sdo apresentados no Capitulo 3.
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Capitulo 2

Nanoparticula conica de isolante

topologico

O desenvolvimento e alguns dos principais resultados deste capitulo foram publicados em
(Veiga, L.G., Moura-Melo, W.A. Surface states and breaking down of spin-to-surface locking
on a conical topological insulator quantum dot. Eur. Phys. J. B 95, 178 (2022). https:
//doi.org/10.1140/epjb/s10051-022-00424-8) [22].

2.1 A geometria do cone

O cone tem curvatura e tor¢ao nulas em todos os pontos de sua superficie, exceto na ponta,
onde possui uma singularidade. Assim, com excec¢do de sua ponta, a superficie de um cone
pode ser descrita por coordenadas esféricas, onde identificamos que um angulo polar constante
leva a uma superficie conica, como ilustrado na Figura 2.1.

Identificando as coordenadas x; = r,x, = ¢,x3 = 0, 0s vetores tangentes a superficie sao

definidos como

ox
e,=—ondei=1,2, (2.1
ax,'
e o vetor normal a superficie é:
e X e
ez = (2.2)
|e1 X e2|

Usando o vetor posi¢do em coordenadas esféricas x = (rsin@cos 0, rsin0sin@, rcos0), onde
0 = constante, obtemos
e; = (sinBcosd,sinOsind,cos )

e, = (—rsinBsin@, rsinBcosd,0) (2.3)

e3 = (—cosBcosd,cosBsind,sinO)

Para simplificar a notagdo, adotaremos as identificagdes sin® = o, cos 8 = 3. Para encontrar

o tensor métrico, definimos €' tal que e; - e/ = 9; j» €ntdo o tensor métrico, g;; = €; - €, € lido
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abaixo:

1
g = [ 0 ] (2.4)

-

X

Figura 2.1: Um cone é gerado fixando-se o dngulo polar em coordenadas esféricas, 8 = 0, enquanto a
linha geratriz do cone € a coordenada radial. No texto, definimos sin® = Q, e escreveremos
as propriedades do nosso sistema de isolante topolégico em termos desta quantidade.

2.2 Os estados de superficie e suas energias

Sabemos que a projecdo do Hamiltoniano dado pela equacao 1.6 na superficie do material
leva a uma equagao tipo-Dirac. Também sabemos que, quando estamos trabalhando em espacos
curvos, precisamos acoplar a equagdo de Dirac a geometria do espago. Na referéncia [23],
os autores desenvolveram uma abordagem generalizada para o modelo BHZ em coordenadas
curvilineas arbitrdrias. Seguindo esse procedimento, obtivemos o operador de Dirac efetivo
para um isolante topoldgico conico (detalhes no Apéndice A).

Qualquer estado de borda nesse sistema |y) pode ser representado como uma combinagio

linear de |+) e |—) (veja a equagdo A.5), onde esses autoestados formam uma base de autoes-
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tados para o Hamiltoaniano do bulk. Temos
W) =ayl+)+a|-). (2.5)

O operador de borda efetivo para o espinor a = [a+] , ¢ dado por:

[ O D+]
flsur — 5 (26)
D_ 0
onde 3 | 4 3
I
Di=7FA (gﬂ—l-;)—l—a% 2.7)

Algumas observac¢des sdo pertinentes: primeiro, o acoplamento d, — d, + 2ir surge natu-
ralmente para operadores de Dirac em um espacgo curvo [24]. Esse termo estd relacionado a
conexdo de spin, que acopla adequadamente a equagdo de Dirac ao espaco onde estamos tra-
balhando. Além disso, o termo multiplicando o operador d¢ pode ser visto como um potencial
efetivo induzido pela curvatura ndo trivial do cone. Isso é semelhante ao efeito Aharanov-Bohm
gravitacional descrito em sistemas de cosmologia e fisica de particulas [25, 20].

Para encontrar os estados de superficie e suas energias, devemos resolver

H|a) = E|a), (2.8)

[ 0 D+] [a+(r,¢)] L [a+(n¢>] ' (2.9)
D_ 0 a_(r,¢) a_(l’,(b) |

Como o hamiltoniano acima comuta com o momento angular total de um sistema Dirac 2D

que € equivalente a

0 1
J = —i%—i‘icm (2.10)

escrevemos os estados de superficie como autofuncdes de J com autovalores j + %, e eles

a) = [u(r)]ei¢(j+;+;cz):[ u(r)e't’ ] (2.11)

v(r) iv(r)e Ut

Aplicando o operador de Dirac a este estado, obtém-se:

assumem a forma:

» 1 CAGHD oy
iA (9, + 5;) v(r) = =LE(r) = Eu(r) 2.12)

A(0r+ 2 u(r) — & u(r) = iEv(r)
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As equagdes acima podem ser desacopladas como abaixo:

2

2a’dr(2 r) Ly (1 N é) d\;(rr) + (PR =22, v(r) =0, (2.13)
2

2cz’dr(2 r) Ly <1 N é) db:l(rr) + (PR =22 ) u(r) = 0, (2.14)

2 _ _ (J+1) i
onde k zek]i— + im+4
Temos uma solugdo espmorlal de dois componentes para energias positivas e negativas cada,
mas como as solucdes —FE sao as solugdes espelho de E (mais detalhes no Apéndice A), focamos
apenas nas energias positivas aqui. As duas equagdes tipo Bessel acima podem ser transforma-

das na equacgdo de Bessel com a seguinte identificacdo:

[ZEQ] % [ZEQ] . (2.15)

Com esta identificacdo, as solu¢des do componente radial do espinor de superficie sdo:

Jv. (k
u(r)| _ cpo |- tkr) , (2.16)
v(r) Sy, (kr)
onde C ¢ uma constante de normalizagdo, p = —5 € VJi = lzi + 4a2 = [é(j + %) + %] g

Para garantir a normalizabilidade em para pequenos valores da fun¢ao de Bessel para ener-
gias positivas, i.e, Vj+ = + [l( Jj+ l) + l] devemos impor uma condi¢@o sobre os valores de
j. Como J,,(z) — e quando z — 0 para v < 0 se v ndo ¢ inteiro (que é o caso aqui), deve-
mos escolher apenas valores nao negativos de j. Por outro lado, para as energias negativas,
Vit =— [é( Jj+ %) + %} devemos escolher apenas valores negativos para j.

Numa primeira andlise, vamos estudar o comportamento dos estados para pontos proximos

a ponta do cone. Para isso, expandimos a Eq. 7 em pequenos argumentos da fun¢do de Bessel:

(2.17)

EVi+pPTVij+

EVi- ,,p+v,~]

A equacdo acima implica uma rica textura de spin ao redor da ponta do cone. Por exem-
plo, para estados com j = 0, a componente up do spin domina para pequenos valores de r e

temos u(r) ~ r—1/0-1/2,

Esse comportamento se assemelha ao resultado cldssico para den-
sidades de carga elétrica em regides agudas (o chamado “poder das pontas”). Para estados
excitados com j > 0, a distribuicao de spin dependera naturalmente do angulo de abertura com
u(r) &= r~Voti=12 ¢ y(p) 2 p1/0Hi+1/2 - A amplitude para j=0 é consideravelmente maior,
pois particulas com menor momento angular tendem a se acumular mais ao redor da ponta.

Além disso, a medida que aumentamos o angulo de abertura, a amplitude das componentes
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diminui, o que significa que os efeitos da curvatura sdo maiores em cones mais estreitos.

Agora, para trabalharmos no regime de ponto quantico, devemos fixar um raio finito ao
cone. Fazer isso € equivalente a impor que nao ha fluxo fermionico para fora do ponto conico,
ie,a; (R,0)+ie ®a_(R,0) =0, quelevaa

Jv;_(kR) = Jy, (kR) = 0. (2.18)
Da condic¢do de contorno acima encontramos a restricao k = % onde ; , é o n-ésimo zero

de Jy;_(z) —Jv,, (z). Assim, as energias positivas permitidas tornam-se:

Ej,n:A%: onde j€Z ,neN. (2.19)

A identificacdo da finitude do cone naturalmente produziu energias discretas, imprimindo
a assinatura do confinamento quantico. Além disso, o parametro geométrico € intrinseco nas
energias, pois estd presente nos termos v 4. E instrutivo comparar as energias para diferentes
angulos do cone. Na figura 2.2 comparamos as energias dos dois estados mais baixos para
cones de 15°, 30°, 45° e 60°. Intuitivamente, a energia deve ser maior quanto menor o angulo
de abertura para o mesmo R, pois isso representa, sob a luz da secdo 1.4, um confinamento mais
forte.

Eo,1 (V)
E11(eV)

0.0 T T T T T T T T 0.0 T T T T T T T T
1 2 3 4 = (5] 7 8 9 10 4 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R {nm) R {nm)
Figura 2.2: Energia do estado fundamental e do primeiro estado excitado, respectivamente, em fungio
do raio geratriz do cone para diferentes dngulos de abertura. Angulos mais baixos

correspondem a energias mais altas.

A solucdo completa para os estados de superficie € entdo:

(2.20)

A constante de normalizagdo para cada estado pode ser encontrada com:

/(]u(r)]2+ v(r)P)ardrdo = 1, 221
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e a substituicdo da equacgdo (7) leva a

R ¢ ¢
2 2p+1 VY Jn N2 _
2Cj7n0m/0 rP {JVH( R r) +Jy;_( B r)”{dr=1. (2.22)

Abaixo, plotamos a densidade de probabilidade para diferentes angulos de abertura e dife-
rentes estados como um mapa de calor na superficie do cone. Ao variar o angulo de abertura
do cone, observamos diretamente como a curvatura modifica os estados. Esses mapas de calor

permitem comparar, de forma intuitiva, a intensidade e o alcance do "campo"geométrico para
diferentes modos (j,n):

a=1/6, n=1, j=0 lwl2 o=n/3, n=1, j=0 ME

y (nm)
¥ (nm)

‘o

o

o
10 10

& % Anm) 2 % {nm)

Figura 2.3: Comparagio de |y|? para cones de 30° e 60° no estado fundamental. Para valores baixos
de momento angular, em ambos os casos os estados se concentram ao redor da ponta. Esse
comportamento € andlogo ao actimulo de cargas em regides pontiagudas no contexto de
eletromagnetismo cldssico.
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Figura 2.4: Comparacio de |y|? para cones de 30° e 60° no primeiro estado excitado. A fungio de
onda tende a se espalhar pelo cone conforme o momento angular das particulas aumenta.
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a=n/6, n=1, j=2 N lyl? a=1/3, n=1, j=2 lyl?
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Figura 2.5: Comparagio de |y|? para cones de 30° e 60° para n = 1 e j = 2. Para maiores valores de
momento angular, a fung@o de onda tende a se se concentrar na base do cone. Se
aumentamos 0 momento angular, mas mantemos o momento radial constante, a “forca
centrifuga” vence a tendéncia dos estados de se concentrarem na ponta.

a=1/6, n=2, j=2 lyl2 a=1/3, n=2, j=2 g2

0.35
B 15
0.3
a
0.25
: 1
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Figura 2.6: Comparagio de |y|? para cones de 30° e 60° paran =2 e j = 2. Aumentar o valor de n
cria uma competicao entre os efeitos e faz a fung@o de onda tende a se se concentrar em
outros valores de r. Comecamos a ver “franjas de interferéncia” sendo formadas.

(wu) 2
(wu) 2

¥ (nm)
¥ (nm)

Nesse sistema, os estados de superficie sdo “atraidos” em dire¢do a ponta do cone, devido
ao fator 7P com p = —1/(2a) < 0. Quanto mais agudo o cone (menor o), maior |p| e mais
intensa a concentragio de |y|? na regido de curvatura maxima. Para estados com j = 0, essa
atracdo geométrica ndo encontra oposi¢do e garante localizagdo quase exclusiva na ponta. Ja
para j > 0, a “barreira centrifuga” efetiva X?i / 7> afasta o maximo da densidade para longe
da ponta. As ordens das fun¢des de Bessel crescem com j, deslocando os picos para valores
maiores de r. Além disso, devido ao confinamento radial, observamos o surgimento de (n— 1)
nés quando aumentamos o nimero quantico n (podemos imaginar que os estados “refletem”
nas extremidades radiais do cone). Com isso, temos a formacao de anéis concéntricos onde a
soma incoerente |Jy_|*>+|Jy, |* gera uma espécie de padrdo de interferéncia, como observamos

na figura abaixo onde temos um estado bastante energético com n = 6, j = 6. O comportamento
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rico dos estados de superficie € o resultado da competicao a geometria nao trivial da superficie

cOnica e o confinamento.

a=n/4,j=6,n=6

[yl2

0.025

0.02

(wu) Z

0.015

0.005

Figura 2.7: Distribui¢do da densidade de probabilidade para n = 6, j = 6. Aqui, vemos claramente
uma estrutura similar a franjas de interferéncia, resultado da competi¢c@o entre a tendéncia
dos estados de se localizar na ponta do cone e a repulsdo criada para grandes valores de
momento angular.

Agora, com os estados ja caracterizados, estudemos como o componente de spin para fora da
superficie se comporta. Sabe-se que geralmente o spin estd preso na superficie de um isolante
topoldgico, devido ao spin-momentum locking. No entanto, nas Refs [26, 27] foi mostrado
que a curvatura induz uma magnetizagao efetiva cujo torque tende a induzir projecao de spin
fora da superficie. De fato, este € precisamente o efeito estudado na Ref [20], em que este
fluxo tipo-“Aharonov-Bohm” leva a um descompasso entre os componentes spin up € down
apos um transporte paralelo ao redor da ponta do cone, produzindo uma polariza¢do geométrica
que depende apenas do angulo de abertura conica (para um isolante topolégico coberto com
um filme magnético fino). Calculamos o valor esperado para o componente de spin fora da

superficie para um estado arbitrdrio | j,n) para obter:

(o) =], Jv,(%rf—m(c,’;”r)z (2.23)

Dai, nota-se que, de modo geral, v # v;_, entdo tal valor é ndo-nulo, indicando que ha

componentes de spin fora do plano da superficie cOnica. Esse efeito € a chamada quebra do
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spin-to-surface locking, que também ocorre para um ponto quantico de IT cilindrico [28]. Vale
notar que, na literatura, existe um certo desalinhamento nessa nomenclatura. Nas referéncias
[28, 18], os autores se referem ao spin-to-surface locking como sindnimo do spin-momentum
locking. Aqui, uso essa nomenclatura para deixar claro que o spin e o momento dos portadores
de carga ainda s@o ortogonais, porém agora podemos ter uma proje¢do para fora do plano onde
os portadores de carga se movimentam.

Calculamos explicitamente (6°>) para os dois primeiros niveis e diferentes angulos de aber-
tura nas Figuras 2.8 € 2.9. Em ambas as imagens ha componente de spin fora da superficie
quebrando o spin-to-surface locking. Observamos na Eq. 2.23 que a diferenca de fase entre os
componentes do espinor aumenta com o angulo de abertura. Os graficos abaixo mostram isso,
onde a amplitude do componente de spin projetado fora do plano aumenta muito do cone de
30° para o cone de 60°. A magnitude do componente de spin projetado € significativamente
maior para o estado fundamental comparado ao estado excitado. Podemos atribuir isso ao fato
de que no estado fundamental os portadores de carga sdo mais provaveis de serem encontrados

ao redor da ponta, portanto a intensidade do “torque” exercido pelo campo efetivo é maior.

(j=0, a=30°) x10-5 (j=1, a=30°)

0.020 A

0.015 A

(0%)
(@)

0.010 A

0.005 -

0.000 A 0

2 a 6 8 10 0 2 a 6 8 10
r (nm) r (nm)

Figura 2.8: Valor esperado para o componente de spin normal & superficie do cone para os estados
fundamental e excitado, respectivamente, com o = 30°. Note que para préximo a ponta do
cone, a amplitude da projecdo do spin para fora do plano cresce muito no estado
fundamental, em que os estados se concentram ali. Para o estado excitado, a magnitude é
muito baixa, porém ndo-nula.
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(j=0, 0=60°) (j=1, a=60°)
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Figura 2.9: Valor esperado para o componente de spin normal & superficie do cone para os estados
fundamental e excitado, respectivamente, com 0. = 60°. Observamos um comportamento
andlogo ao caso anterior, mas com amplitudes maiores.
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Capitulo 3

O isolante topologico toroidal

3.1 Aspectos basicos da geometria toroidal

Como discutimos no primeiro capitulo, no caso do toro temos uma curvatura varidvel que
assume valores positivos (na regido externa) e valores negativos (na regido interna). Essas carac-
teristicas despertam o interesse nessas geometrias tanto do ponto de vista do desenvolvimento
de fisica bdsica quanto em possiveis aplicagdes. Podemos classificar o toro de diferentes ma-
neiras de acordo com a relacdo entre seus raios interno (r) e externo (R): se r > R, temos um
toro que contém auto-interse¢do no €ixo z; se r = R, temos um toro chamado de horn forus,
que € tangente a si mesmo na origem; se r < R, temos um ring forus, que € 0 que estamos
interessados.

Uma parametrizacdo cldssica para o toro consiste em estender as coordenadas esféricas do
seguinte modo, conforme ilustrado na Figura 3.1 (note que existem muitas parametrizacoes

diferentes, e usaremos outra mais a frente):

x=(R+rsinB)cosd,
y=(R+rsin0)sind, (3.1)

zZ=rcos0.
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D

Figura 3.1: Um corte mostrando as coordenadas do toro, (8,9) € [0,27), e os raios interno e
externo, r € R.

A curvatura Gaussiana do toro é dada por

sin©

r(R+rsin®)’ G2

Kioro =
e podemos identificar as linhas de curvatura nula em 6 = 0 e T, a regido de curvatura maxima

em 0 = 1/2 e a regido de curvatura minima em 6 = 371/2.

3.2 Sobre a dinamica na superficie do toro

Através de um desenvolvimento andlogo ao descrito no Apéndice A, o Hamiltoniano efetivo
de Dirac que atua nos portadores de carga na superficie de um isolante topoldgico toroidal
foi encontrado na referéncia [20]. A Hamiltoniana que descreve a dindmica das particulas na

superficie € dada por:

0 Dy
H,=A| . , 3.3
s [D 0] 63
onde
- 0 1 0 ]
Di:$—e$— cos n i 5 (3.4)

r "2R+rsin®  R+rsing
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1 cos®
2 R+rsin®”

99, gerada por uma distribuigo efetiva de carga magnética devido a curvatura do toro. De fato,

Note que a conexdo de spin, I'g = aparece como um potencial vetor efetivo, A=
essa distribuicdo seria andloga a um anel de cargas magnéticas, situado no plano xy com raio R.
No caso do isolante topoldgico esférico, o potencial efetivo que surge devido a curvatura pode
ser pensado como um potencial de um monopolo magnético centrado na origem [18]. Logo,
resolver a equacdo de Dirac efetiva nesses casos € andlogo a descrever a dindmica de férmions
de massa nula na presen¢a de campos magnéticos devido a distribui¢des de cargas magnéticas.
Na referéncia [21], os autores discutem ainda sobre modos de energia nula que aparecem no
toro induzidos por esse potencial efetivo.

Como extensao desse trabalho, comecamos por resolver os estados de superficie e o espectro
de energia desse sistema, caracterizando os estados de superficie por completo. Nosso objetivo

€ resolver o problema de autovalores:

Hsw(6,0) = E(6,9), (3.5

com condig¢des de contorno periddicas na fun¢do de onda total:

V(6,0) = y(6+27,0) = (6,0 +2). (3.6)

Novamente, expressamos o espinor em termos das componentes:
Y=o |+)+a_|-). (3.7)

Na equag@o acima, os 0, (6) atuam na componente de spin up e 0s O, (0) atuam na compo-

nente de spin down. Aqui, temos condicdes de contorno anti-periddicas:
0+(6,0+27) = 0+ (6 +27,9) = —0(6,9). (3.8)

Sempre que um portador de carga cujo spin “mora” na superficie completa um caminho fechado
ao longo de um dos angulos do toro uma fase é acumulada. Ao tentarmos girar o spin em 27,
acumula uma fase 7. Dai surge a anti-periodicidade nas condi¢des de contorno.

Assumindo-se separagdo de varidveis, as solugdes serdo da forma:

am-i—(e)

- eim¢
(0.0) ="

, (3.9
onde m representa a componente azimutal do momento angular assumindo valores semi-inteiros,
m= i%’ com N impar.

ApOs a separacdo das varidveis, o sistema de equacgdes diferenciais se desacopla em uma
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equacgdo de segunda ordem para cada componente. Obtemos

;i( +sin9)i— sinb___ ! m+gcos9 2—|—82 O =0
(p+sin6)doP 48 2(p+sin®) (p+sn02\" "2 mo =%

(3.10)
onde definimos 6 =+, e=rE/A,e p=R/r.
Essa equacdo, em geral, ndo tem resolu¢do analitica, mas podemos reescrevé-la de maneira

mais conveniente e estudar diferentes regimes de solu¢ao. Comecamos fazendo a transformacado

Oo(8) = ————1(6) 3.11)

\/p+sinO

para obter uma equacao de Sturm-Liouville:

[ d*> , m?+omcosH

e } +(8) 0. (3.12)

Podemos reescrever a equacio acima como

d2 2
- = 1
[a’62 +€ +Vi(9)} v(0) =0, (3.13)
onde 5
+
Vi(e) m mcos0 (3.14)

(p+sinB)2
¢ um potencial efetivo, com V. atuando na componente up e V_ atuando na componente down.

A seguir, vemos alguns comportamentos desse potencial efetivo para diferentes configuracgoes.

V., (6) para m=0.5 V_(6) para m=0.5

0 2 3n/2 2n 0 w2 3n/2 2n

s n
6 (rad) 6 (rad)

Figura 3.2: Potenciais efetivos para ambas componentes para m = 0.5, p = 1.5. Para pequenos valores
de m e p, o potencial é fortemente modulado pelas fungdes trigonométricas. Note que o
minimo do potencial em ambas as componentes estd em torno da regido de menor
curvatura do toro.
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V. (6) para m=0.5

— p=10
0.002 4

0.000 +

—0.002 +

V(6)

—0.004 +

—0.006 +

—0.008 1

w2 3n/2 2n

o4

m
6 (rad)

V(8)

V_(6) para m=0.5

0.002

0.000 +

—0.002 4

—0.004 +

—0.006 +

—0.008 4

— p=10

/2 3n/2 2n

o4

™
6 (rad)

Figura 3.3: Potenciais efetivos para ambas componentes para m = 0.5, p = 10. Para maiores valores de
p, o denominador tem menor impacto na modulagio do potencial e ele fica mais sensivel

ao termo oscilatério do numerador.

V. (0) para m=10.5

—100 1

—200 4

V(6)

—300 1

~400

n 311‘/2 2n
6 (rad)

o4
2
N

V. (6) para m=10.5

0.9 — p=10

-1.0

-1.1+

V(8)

-1.2 1

-1.34

~1.4 1

2 n 3r;/2 2n
0 (rad)

o 4

V(6)

V(0)

V_(6) para m=10.5

—100 +

—200 +

—300 4

-400 -

0 2 m 3n/2 2n

6 (rad)

V_(6) para m=10.5

—0.9

~1.0

—-1.1

—1.2 1

—1.3

-1.4

— p=10

o 4

w2 n 3n|/2 2n
6 (rad)

Figura 3.4: Potenciais efetivos para ambas componentes para m = 10.5,p = 1.5,p = 10. Para
valores grandes de m, o termo oscilatério do numerador perde forca e o potencial
deixa de ser assimétrico para as diferentes componentes.
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Em regides onde V (0) é menor, o “poco” efetivo é mais profundo e a fungdo de onda tende a
se localizar ali. Os valores de m controlam a amplitude do termo cos 0, mudando profundidade
e posicdo dos pocos. Para grandes valores de m, o termo m? domina o numerador da equacio

2
~ __ m
3.14, € Vi(e) ~ —(p+sin6)2’

componentes. Se p cresce indefinidamente (no limite de um anel muito fino) e m tem um valor

removendo a assimetria entre o potencial efetivo para as diferentes

pequeno, o potencial efetivo torna-se muito pequeno e as particulas basicamente oscilam ao

redor do toro livremente. Porém, se temos p ~ % >> 1 (no limite de um toro fino, mas ainda

mantendo as propriedades da geometria), entdo V4 (0) ~ —W € a equacdo se torna
d? m*> _mcos®
Fazendo a mudanca de varidvel
0 =2x, v(0) = y(x), (3.16)
e multiplicando a equagdo original por 4 obtém-se:
d? 4m? 4om
d—xﬁ+4e2 Ty cos(2x)y =0. (3.17)
Identificando-se os parametros:
2 m2 2om
a:4(8 —F), Q_F, (318)
chegamos a forma padrao da equacdo de Mathieu [29]:
dZ
Wy(x) + (a—2gcos2x)y =0. (3.19)

Essa equacg@o aparece em muitos sistemas quanticos oscilatérios. Por exemplo, o “péndulo

quantico” tem sua dinamica regida por uma equacdo de Mathieu [30]:

d2
WW(V) +(a—2qcos2v)y(v), (3.20)
_ _ 4F . 2mgl o . ~ e A . p . N
onde 6 =2v, p = o q9=—5 ol Nesse limite, entdo, a dindmica no toro € andloga a

de um péndulo sujeito & um “campo gravitacional” g’ = #, que atrai ou repele dependendo do

valor de ©.
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3.2.1 Estados de superficie e espectro para o caso geral

Retornando para o caso geral dado pela equacao 3.13, resolvemos o problema numerica-
mente para caracterizar os estados. Aqui, utilizamos uma discretizacao por diferengas finitas na
varidvel 6 € [0,2m), repartindo esse intervalo em N pontos com passo & = 2n/N. A segunda

d2

derivada d—eg € aproximada em

&y
de?

~ Vitl —2Vj+Vj_1
Y h? ’

com condi¢des de contorno antiperiddicas. O potencial efetivo

mzj:mcosej

Vi(8)) =—
:l:( ]) (p+Sin9j)2

entra como termo diagonal. Montamos uma matriz H € RN XN que, no limite continuo, cor-
responderia ao operador —8% +V(0). Em seguida, usamos a fun¢@o eigsh do SciPy [31] para

extrair os autovalores A, de H. Esses satisfazem

d*v,m
d6?

Hvin = MoV —> + (SZm — V(G))vnm =0,

onde €., = \/|Anm|- Assim obtemos numericamente o espectro de energias {€,,} e, a partir
dos autovetores vy, reconstruimos e normalizamos as fun¢des o, +(0). Note que, diferente-
mente do cone, aqui ndo precisamos discutir sobre o tamanho do toro para quantizar os estados:
como as coordenadas do toro sdo ciclicas (em outras palavras, sdo compactas), o espectro €
naturalmente discreto. A seguir mostraremos algumas fungdes Q.+ (0) e da distribuicdo de

probabilidade |y(8)|? em fungio do 4ngulo O, para diferentes valores de 1, p e n.
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Ot () e |w(8)|? com m = 0.5 e p = 1.5 para diferentes valores de n. Como discutimos
anteriormente, para pequenos valores de m e p, o potencial é fortemente modulado pelas
fungdes trigonométricas. Note que os portadores de carga tendem a se acumular na regido
de menor curvatura do toro nesse caso, que € onde o minimo do potencial efetivo se
encontra. Além disso, a densidade de probabilidade atinge um minimo na regifo de
maxima curvatura 6 = /2.

Na figura acima, temos m pequeno e p pequeno. Nesse caso, o denominador do potencial

efetivo tem bastante influéncia: a distribuicdo de particulas tende a se concentrar em torno de

8 = 32, onde o denominador (e consequentemente o potencial efetivo) tem valor minimo. Do

2

mesmo modo, temos um minimo na distribui¢io de particulas na regido ao redor de 8 = 7, onde

o denominador atinge seu mdximo e o potencial também.
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m=0.5 p=10, n=1 m=0.5, p=10, n=2 m=0.5, p=10, n=3
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Figura 3.6: a,,-(0) e |y(8)|> com m = 0.5 e p = 10 para diferentes valores de n. O potencial ainda
mantém as particulas ao redor de 6 = 37“ e longe de 6 = 7.

m=5.5, p=1.5,n=1 m=5.5, p=15, n=2 m=5.5, p=1.5, n=3
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Figura 3.7: o, (0) e |y(0)|> com m = 5.5 e p = 1.5 para diferentes valores de .
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Olhemos para o estado fundamental na figura acima. Aqui, m ja assume um valor grande

o suficiente para o termo m?

no numerador da equagdo 3.14 dominar. O potencial efetivo é
quase o mesmo para as duas componentes, e a ortogonalidade entre (ot+,0) e (0,0_) acaba, na
prética, impondo que, a_(0) seja proporcional a —a4 (0). Para valores maiores de n temos a
adi¢do de nds (sob a luz do teorema da oscilacido de Sturm [32]) e a estrutura dos estados fica
mais complexa. Abaixo, mostramos mapas de calor que ilustram essa estrutura de estados e a

competicdo entre os diferentes parametros.

p=1.1, m=0.5, n=1

p=5.0, m=0.5, n=1

p=10.0, m=0.5, n=1

p=2.5, m=0.5, n=1 p=2.5, m=1.5, n=1 p=2.5, m=5.5, n=1

<
“M,. — _g‘s,‘,
Figura 3.8: Distribuicd@o de estados na superficie toroidal. Na linha superior, mantemos m e n
constantes e variamos p. Na linha inferior, mantemos p constante e variamos o
momento angular.

Na linha superior, mantemos m e n constantes e variamos p. Para torus espessos e com
baixas energias, os estados se acumulam na linha central, onde temos um minimo de potencial.
No limite de torus fino, os estados tendem a se uniformizar na superficie (pois ndo ha mais
curvatura gerando potencial geométrico). Na linha inferior, mantemos p constante e variamos
o momento angular. Vemos uma espécie de forca centrifuga, assim como no caso conico,

tendendo a espalhar os estados para a regido de maior raio.
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p=3.0, m=0.5, n=1 p=3.0, m=1.5, n=2

p=3.0, m=1.5, n=1

p=3.0, m=2.5, n=2 p=3.0, m=2.5, n=3 p=3.0, m=5.5, n=7

Figura 3.9: Miscelanea de efeitos na distribui¢do de estados na superficie toroidal. Variamos
os parametros de energia simultineamente. O momento angular azimutal tende a
expulsar os estados para a regiao de maior raio e a energia associada ao angulo 6
tende a confinar os estados na regido central. O resultado é um padrao tipo
interferéncia, andlogo também ao caso conico.

Abaixo, temos alguns valores de energia E, = €,m2 (A =3x10"1%V -m, r = 10 nm)

para uma nanoparticula toroidal, usando valores de A tipicos para BiySes:

n E[eV] n E[eV]

1 0.026730 1 0.015441
2 0.043143 2 0.01589%4
3 0.058785 3 0.045227
4 0.071123 4 0.045228
5 0.087439 5 0.075136
6 0.093195 6 0.075136
7 0.115111 7 0.105096
8 0.116373 8 0.105096
9 0.143090 9 0.135072
10 0.143288 10 0.135072

Tabela 3.1: Energias parap=1.5m=1.5 Tabela 3.2: Energias para p = 10,m = 1.5

Diferentemente do caso esférico, onde as energias de cada nivel sdo igualmente espacadas
[18], percebemos que, a partir de um certo nivel, os autovalores de energia para pares de niveis
sucessivos sao muito proximos. Em um primeiro momento, podemos refletir se isso ndo € um
erro numérico ou alguma flutuacdo de precisido no cédigo. Porém, vemos que o mesmo efeito
ocorre ao se resolver a equacdo de Pauli para uma particula carregada de spin 1/2 forcada a

se mover ao longo de uma superficie toroidal [33]. A geometria toroidal e consequentemente
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o potencial que € induzido na equagdo de movimento gera esse comportamento andomalo nos

niveis de energia. Quando aumentamos o valor de p, a diferenca de energia desses pares fica

muito pequena e € imperceptivel com a quantidade de nimeros decimais que estamos usando.
Na figura abaixo, plotamos as energias E, | 5 em fung¢io de p, e vemos claramente os pares

que ficam cada vez mais proximos conforme p cresce.

Energias E, m(p) para m=1.5

0.18 A
—— n=1
0.16 n=2
—e— nN=3
0.14 +
—e— n=4
— 0.12 4 "=
E —e— n=6
S 0101 n=7
: —e— n=8
S 0.08 ~ n=9
0.06 el
0.04 -
002 _ Mv::::---,,:;;,;;: ,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3.10: Energias E, ; 5 em funcdo de p, para diversos valores de n. Note que as energias vém em
pares, e 0 gap entre esses pares diminui conforme aumentamos # e p.

3.3 Sobre a interacdo de nanoparticulas de isolante topolo-

gico toroidal com a luz

Nareferéncia [19], os autores estudaram a resposta de uma nanoparticula esférica de isolante
topoldgico a luz. Estudando as propriedades Opticas, mais especificamente o coeficiente de
absorcdo, eles concluiram que o acoplamento entre os estados de superficie e os fonons do
bulk do material d4 origem a um modo coletivo que denominaram SToP (Surface Topological
Farticle). Esse modo aparece como uma forte ressonancia no coeficiente de absorcao, seguido
por um modo de absor¢do nula. Em outras palavras, o SToP atua tanto como um intensificador
de absorcao de luz quanto como uma ferramenta de blindagem.

Com inspiracdo nisso, vamos atacar o problema do isolante toplégico toroidal sujeito a luz

(vamos tratar do BirSe3). Para simplificar, vamos considerar um unico estado de superficie
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Figura 3.11: Representagio da célula unitdria do BiSes, mostrando o arranjo em camada quintupla e a
direcdo do eixo c. Imagem retirada de [34].

sujeito a luz. Vamos considerar uma onda viajando ao longo do eixo z (k||z) que assumiremos
que coincide com o eixo ¢ (veja a figura 3.11) do material (o BiSe3 € construido em camadas,
sendo o eixo ¢ a dire¢do em que luz incidente ndo sofre refracdo dupla). Esta configuracio foi
escolhida porque luz se propagando paralelamente ao eixo c¢ cria regras de selecdo simples para
as transi¢des eletrOnicas.

Aqui, trataremos a luz classicamente e os portadores de carga da superficie quanticamente,
usando o resultado da secdo anterior para os autestados. Para o bulk do toro, usaremos a fun-
cdo dielétrica (para mais detalhes sobre modos vibracionais de isolantes topoldgicos indico a

referéncia [35, 36]):
2

L (3.21)
g, — @ — iy

(V)

&in(0) = )

J=ouB.f
onde os dois termos de Lorentz sdo devidos aos fonons transversais o e B e o termo de Drude
(wpf = 0) € devido aos portadores de carga livres (rotulados como f) que surgem dos defeitos
do bulk. Os parametros para os trés termos sao obtidos de um ajuste aos dados experimentais

do BiySes e estio apresentados abaixo [9]:

Wp;  Wo; Y
o 192 20 0.15
B 23 372 0.06
f 115 0 0.24

Tabela 3.3: Parametros para a fun¢do dielétrica volumétrica do BipSes. Os valores dados estdo
em THz.

Vamos trabalhar com particulas da ordem de nandmetros € vamos assumir que os estados

se concentram na superficie do material (o que faz sentido pois a penetragdo no bulk € minima
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Permissividade Relativa
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Figura 3.12: Permissividade para o bulk de BiySe;. Na imagem, vemos as contribui¢cdes dos fonons
opticos o e B, e dos portadores de carga livres (denotados por f) provenientes de defeitos
no bulk. A parte real da permissividade dielétrica estd relacionada a polarizacio e a
dispersao andmala, enquanto a parte imagindria estd associada a dissipagdo de energia.
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para isolantes topoldgicos), de modo que estamos num ambiente onde faz sentido aplicar a
aproximacio dipolar [37, 38]. De fato, se a onda plana incidente tem amplitude Ege’*" e se o
toro possui dimensdes muito pequenas em relagdo ao comprimento de onda (R << A), entdo o

campo na regido da particula se escreve:
E (r <R) ~ Ege'*Rint e, ~ Eyee,.

Em um instante ¢ dado, o campo no interior da nanoparticula pode ser considerado como uni-
forme. Nesse contexto, podemos ter as seguintes situacdes num escopo de teoria de perturbacdo:
se a frequéncia da luz incidente € ressonante com a diferenca de energia entre niveis, temos a
regra de ouro de Fermi para as transi¢des energéticas; caso as as frequéncias ndo estejam na con-
di¢do de ressonancia, entdo a perturbacao induz uma densidade de probabilidade dependente do
tempo e, portanto, uma densidade de carga.

O acoplamento resultante entre os estados de superficie e o campo externo induz uma den-
sidade de carga superficial. Nesse regime de grandes comprimentos de onda, podemos escrever

a densidade de carga induzida como uma resposta ao préprio potencial da luz incidente:
6(q, ®) = x(q, ®)inc(q, ©), (3.22)

onde %(q, ®) € a funcdo resposta (uma susceptibilidade efetiva, digamos) e dinc(q, ®) € o poten-
cial incidente/estimulo. Calculamos uma susceptibilidade efetiva usando a expressao tipo-Kubo

[39]:
2

2 (®) = e’ ‘ /Wdzr\vi(r)wm(r)

- ) (3.23)
Atoro n,m ho+E, — Ep

onde usamos as funcdes de onda calculadas na se¢do anterior para computar os termos. Aqui,
assumimos que o nivel de Fermi EFr estd no estado fundamental. As transi¢des permitidas sao
tais que As = 0,Am =+ 1 e consideramos apenas transi¢des que sejam da ordem de EF.
Podemos estudar as propriedades Opticas deste nosso isolante topoldgico toroidal analisando
como sua resposta modifica o campo externo incidente, e podemos fazer isso resolvendo as
equacgdes de Maxwell com as condicdes de contorno adequadas. Infelizmente, o sistema de
coordenadas que estamos utilizando até agora ndo é adequado para realizar esse passo pois a
equacdo de Laplace ndo é separdvel nesse sistema. Para tanto, a utilizacdo de coordenadas

toroidais se faz conveniente [40]:

asinht cosd
X=——09—6#.2¢o0S
cosht—cos0
asinh<t
= ——————5sin 3.24
Y cosht—cos0 0 ( )
B asin®
\Z_ coshT—cos©
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A superficie do toro € descrita por uma constante Tg. A regido interna (externa) do toroide é

caracterizada por T > Tp (T < Tp). Temos as identificacdes
coshtg=—, a=+\VR?>—r
r

A equacdo de Laplace é separdvel nesse sistema e podemos resolvé-la para o potencial

elétrico. A solugdo geral de V2® = 0 pode ser escrita como

= f(7,6) Z [ jkPk coshr)—i—Bij _(cosht) | /%'7®

J,k=0

I\)

onde P, Oy sdo funcdes de Legendre de indice meio-inteiro, chamadas de harmdnicos toroidais
e f(t,8) = v/cosht—cosB. As fun¢des Q) sdo irregulares em T = 0, que corresponde ao eixo
z ou pontos distantes da superficie do toro. Por outro lado, as fun¢des P’ sdo irregulares no
interior do toro.

Assumindo que o campo elétrico incidente é E = EyX, entdo o potencial aplicado € ¢j,c =

—Eopx. Em coordenadas toroidais, podemos expandir x em termos dos harmonicos toroidais [40]

para obter:
~+oo
Dipe = @ V(1,0) ) (2—8u0) Q::ll (cosh) cos(nB) cosg.
n=0 2

As simetrias impostas por este campo aplicado fazem com que os potenciais interno e ex-

terno do toro dependam apenas de cos ¢ e de cos(n0). Assim:

~+oo
r)=+/f(1.0) ) Dan_zll/z(cosh’c) cos(n@) cos ¢ (3.25)
n=0
+oc0
DPout(r) =/ f(1,0) ) [An P’" ! (cosht) +B,Q"=| (cosht)] cos (n8) cos (3.26)
n=0 ) =3

Mais detalhes sobre a estrutura e o calculo desses potenciais se encontram no Apéndice B.

Podemos escrever o potencial no exterior como

q)out - ¢inc + ¢tor07 (3.27)

onde

Otoro = 1/ f(7,08) |AgP! | (cosht) + AP} (coshT)cosO | cosd, (3.28)
2 2

com os coeficientes dados pelas equacdes B.4 e B.S5.
Para pontos distantes do toro, podemos usar o comportamento assintético dos harmoénicos
toroidais [41] para encontrar a resposta dipolar e usa-la para discutir as propriedades Opticas

[42]. Nesse limite, a resposta do sistema toma a forma de um momento de dipolo:
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p = €og(w)aE, (3.29)

com o = a(A; —Ap)/(4) sendo a polarizabilidade, de modo que temos, por exemplo, o co-
. ~ 2ma(A;—A ‘o

eficiente de absor¢do dado por G, = Im (%&)OU Para comparar com o caso esférico

que citamos no inicio do capitulo, resolvemos as expressdes do Apéndice B numericamente e

plotamos algumas curvas de Gaps em funcdo de .

] <=SToP p=1.5

301

251

SToP =

10 A

| Lsp B

Frequéncia (THz)

Figura 3.13: o, normalizado pela drea do toro em fungdo da frequéncia incidente, parap = 1.5. A
ressonancia dos SToP nesse regime € muito maior que a dos fonons e ndo conseguimos
visualizar os picos advindos da permissividade do bulk. Vemos dois picos bastante
pronunciados de natureza topoldgica.

Vemos o surgimento de dois modos topoldgicos, diferentemente da esfera onde aparecia
apenas um. Podemos atribuir isso ao fato do toro ser constituido efetivamente de duas regides
distintas, uma com curvatura negativa e outra com curvatura positiva. Na figura acima, para um
toro relativamente “grosso”, a amplitude da ressonancia dos dois modos é grande o suficiente
para suprimir a visualiza¢do dos picos devido aos fonons. Em geral, sempre teremos os dois
picos menores ¢ eles ndo variam com p: um relacionado aos fonons B, e outro devido aos
portadores de carga do bulk (chamados de plasmons de superficie localizados, ou LSP). Nao

vemos picos devido aos fonons o pois ele esta em regime superamortecido [19].
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N «SToP p=>

2.5

N
=
!

Oabs(W)/Atoro

g
o
L

0.5

LSP

0.0 +

Frequéncia (THz)

Figura 3.14: o,,s normalizado pela drea do toro em funcdo da frequéncia incidente, para p = 5. Agora,
apesar de muito pequenos, conseguimos visualizar os picos devido ao bulk. Conforme
aproximamos o toro de um anel, os modos SToP comecam a interagir mais fortemente, se
aproximando energeticamente e diminuindo suas amplitudes.

o] «SToP p=10

0.8

«=SToP

Frequéncia (THz)

Figura 3.15: 6,45 normalizado pela drea do toro em fungio da frequéncia incidente, para p = 10.
Agora, as ressonancias dos SToP comecam a ficar da ordem dos picos devido ao bulk.
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SToP= p=15

0.4

o
w
|

<=SToP

Oabs(W)/Atoro

0.1

0.0 +

Frequéncia (THz)

Figura 3.16: o, normalizado pela drea do toro em funcdo da frequéncia incidente, para p = 15. Aqui,
héd uma sobreposi¢ao dos modos SToP e dos fonons . A amplitude da ressonincia dos
SToP é bem préxima dos fonons do bulk, e os dois modos se aproximam energeticamente.

Notamos pelo comportamento das curvas que os pldsmons de origem topoldgica tendem a
se aproximar conforme afinamos o toro, numa espécie de hibridizacao (que também ocorre no
andlogo metélico [43]). Além disso, as ressonancias perdem amplitude devido a interacdo entre
eles. Uma diferenca importante em relacdo a esfera € a auséncia de um modo de absorcao nula
nas zonas vizinhas do SToP. No toro, portanto, os modos ndo sdo capazes de blindar o bulk,
provavelmente devido a esse efeito de hibridizacgao.

Um artigo estd sendo preparado com os resultados desse capitulo, bem como uma andlise

mais cuidadosa dos estados no limite da equacdo de Mathieu, e serd submetido em breve.
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Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas

Primeiramente, estudamos um isolante topolégico conico e encontramos o operador de Di-
rac que age efetivamente sobre as particulas na superficie do material. De fato, elas sdo descritas
por uma equacdo do tipo-Dirac para férmions de massa nula, e essa equacio acopla-se a geo-
metria ndo trivial da superficie por meio de termos de conexdo de spin e termos de corre¢ao
de velocidade que dependem do angulo de abertura do cone. As equacdes foram resolvidas
e os estados de superficie foram obtidos analiticamente. O comportamento geral consiste em
fungdes que tendem a se localizar na ponta do cone para estados de baixa energia. Para esta-
dos excitados, as componentes do espinor oscilam de tal modo que a distribui¢io espacial dos
portadores de carga consiste em um padrio de franjas de interferéncia.

A caracterizacdo que obtivemos pode ser util para possiveis aplicacdes. Por exemplo, sabe-
se que sistemas de constri¢do podem ser tteis para filtragem de estados [44, 45]. Do ponto de
vista da equac@o de Schrodinger, se acoplarmos dois cones pela ponta, essa constricdo atuara
como um filtro de particulas, selecionando particulas com certo momento angular. Se isso
também valer para a equacdo de Dirac, pode-se imaginar um dispositivo composto por dois
isolantes topoldgicos conicos conectados pela ponta atuando como filtro de spin. Além disso,
como a densidade local de estados € sensivel a geometria, € podemos manipular as energias
controlando o angulo de abertura do cone, poderiamos acoplar cones completamente diferentes
para obter um conjunto diversificado de estados ao redor da ponta. Por fim, mostramos que a
curvatura nao trivial induziu um componente de spin fora do plano, quebrando o spin-to-surface
locking.

Depois, estudamos o isolante topoldgico toroidal, caracterizando os estados de superficie e
seu espectro, bem como a resposta desse material a luz. A dindmica dos portadores de carga é
rica devido ao potencial efetivo induzido pela curvatura varidvel, que cria pogos e cristas que
localizam as particulas em determinadas regides da superficie do toro. Um comportamento
andmalo (que estd de acordo com as solucdes da equacdo de Pauli no toro) nas energias foi
observado: a partir de determinado limiar, os estados se tornam degenerados em pares.

Vimos que ao incidirmos luz numa nanoparticula toroidal, dois modos plasmonicos surgem

como resposta, diferente da esfera onde € observado apenas um modo. Novamente, a geometria
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do toro € central: o toro € dividido em duas regides de sinais de curvaturas opostos, € um
plasmon € excitado para cada regido. Esses modos criam fortes ressonancias que amplificam
em uma ordem de grandeza a absor¢cdo de luz no material. Nesse contexto, imaginamos que
essas propriedades podem ser tteis para aplicacdes em nanofotdnica em geral.

Como perspectiva, pensamos em estender o trabalho do nanocone topolégico e estudar tam-
bém como ele se comporta sob influéncia da luz. A tendéncia de acimulo de estados na ponta
do cone pode levar a uma forte localizacao de plasmons [46], que poderia ser interessante para

aplicacdes em microscopia (onde temos uma regido muito pontiaguda na ponta), por exemplo.
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Apéndice A

Operador de Dirac para estados de borda

no isolante topoldgico conico

Seguindo o método geral desenvolvido na referéncia [23], comegamos pela Hamiltoniana
descrita na Eq. 1.6. Por simplicidade, escolhemos €(k) como nulo para que o espectro seja
simétrico em relacdo a E = (. Retirar este termo deixa inalterada a distin¢c@o entre fases to-
pologicamente triviais ("mig > 0) e ndo triviais ("mig < 0). A condicdo isotrépica junto com o
desaparecimento de €(k) leva a um modelo com apenas trés parametros (A, mg,m;).

Agora, projetamos o hamiltoniano de bulk na superficie e para fazer isso o reescrevemos
em termos das coordenadas curvilineas, e entdo o dividimos em dois componentes, um sendo
perpendicular e o outro tangente a superficie. A primeira parte descreve a penetragdo das fun-
coes de onda de superficie no bulk, e a segunda parte determina as propriedades energéticas da

superficie. Temos H = H, + H, com

H = mo — mQVi —iA(5383
o —iAG393 —mgy+ szi
- , (A.1)
—m2V2 —iA 22: 0'0;
Hy= . v =
—iAY2 | 6'0; my Vi

onde os operadores laplacianos acoplados a geometria conica sao lidos como

1 1 & .
2 . 2 ) . ijy .
Vi = —Smeae (sinBdg) , Vi = —rsineijz_lal (rsin6g/9;),

com dj = % [23]. Além disso, as matrizes de spin acopladas 2s coordenadas sio 6' = ¢'- G, e
1
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para a geometria cOnica elas sdo lidas como:
—i
ol = [3 oe
ae®  —B
1] 0 —iee]
2
"= — . A2
or [ ie' 0 (A4-2)
—Be~i0 |
o
o’ = . be
—Be® —a
No problema de autovalores normal, temos
Hi|ly)=E||y), (A.3)

para o qual podemos assumir que os estados sdo exponencialmente localizados préximos aos

estados de superficie:

) = O (1)) — (00

ut(r,9)) - (A.4)

A condi¢do de contorno |y (8 =8y)) = 0 estabelece que todas as quatro componentes da

func¢ao de onda se anulam na superficie do cone (em 0 = ) e entdo ndo ha portadores de carga
fora da superficie do TI. Isso leva a uma condi¢do de energia zero e encontramos os autoestados
base de H | :

1] [6y)

V2 |Fil6-)

com p(0) sendo uma combinacdo linear das exponenciais e os vetores |0 ), |0_) sdo autovetores

&) =p(0) , (A.5)

de 63, satisfazendo

G3|0L) = +(0.). (A.6)
Se exigirmos que |0.) estejam conectados por reversdo temporal como |0.) = —iG,|0_)%,
entdo temos para a geometria conica
1 [—(o+1)e
04) = NaEST Beft ] : (A7)
1 e”g
0= s <aﬁ+1>ei3]' (A9

Qualquer estado de superficie |y) pode ser representado como uma combinag@o linear de

|+) e |—) como
W) =ap[+)+a|-).

(A9)
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a

+] , € dado por
a_

O Hamiltoniano superficial efetivo para o spinor a = [

(A.10)

Hyy = | I <+|H|||—>]

(=[Hyl+) (=[Hj|-)

A abordagem aqui € paralela a da teoria de perturbacdo degenerada, como discutido em
[13]. Aqui, Hy = H, é um Hamiltoniano ndo perturbado e |+) sdo seus autoestados degenera-
dos. Para encontrar o espectro do Hamiltoniano perturbado H,,; = Hy+ H', no qual H' = H |e
H;or = Hpyi, temos que calcular primeiro os elementos de matriz (ot|H'[B), (o, B = +), e entdo

diagonaliza-lo. A avaliagdo dos elementos de matriz leva a

o0 P+ (A.11)
sup — D 0 ’ .

onde

:an Eams) ( %wmm)

1
+§3i(ﬂiA —&imy),

(A.12)

2

D~ ¥ ~(na—&m)* (ar+ 3ain( G

i=1 (A.13)

1
_EaimiA —&imy)*.

Nas expressdes acima,

= (VGol o)
(VG) ’

2 (VGbiel o)
-2

Todas as médias aqui sdo tomadas com respeito a coordenada normal, 6. Temos b;- =dj(e3)-

e’. Assim, podemos calcular todos os termos necessarios:

bi=by=b7=0 o=
1 ) 1 , enquanto or

Tl _
0l 6’0 =
or
Como todas as médias sdo sobre a componente normal, e € razodvel assumir que a coorde-

nada 0 serd praticamente constante na superficie, podemos descartar as médias e obtemos:
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n]: 1 9
B I
=5
Ei=0 ,
Bi
§2:a2r2

Substituindo essas quantidades no operador de Dirac efetivo, chegamos ao operador de Di-

rac cOnico para um isolante topoldgico:
0 1 iA i3 0
Di=FA| —+— — 4+ — —. A.14
T (ar+2r) i (ar+a2r2m2> el0] (A-19)
Como vemos na tabela 1.1, o parametro A € da ordem de eV - A, enquanto o parametro my €

g2 . o . ~
da ordem de eV - A". Logo, numa primeira aproximacao, podemos ignorar o termo de correcao

de velocidade %mz.
o“r
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Apéndice B

Potencial elétrico do isolante topologico
toroidal sob a influéncia de uma onda

eletromagnética

Partimos das equacdes para dentro e fora do toro:

~+oo
Din(r) =/ f(1,0) ) Danjl/z(cosh’c) cos(nB) cos (B.1)
n=0
4o
Pou(r) =1/ f(1,0) Y [A,P" (cosht) + B,Q"7| (cosht)] cos(n6) cos¢  (B.2)
n=0 "2 "2

A condi¢ao no infinito, ® — ;. quando T — 0, determina

2v/2a

—

B,=B=E, (B.3)

As condi¢des de contorno sdo, assumindo que o meio externo € vicuo:

q)in (10767(1)) = Doy (130797(1))

acI)in

a(I)ou
e(w) o ¢

T=To aT

+o0.

T=T0

com G = (6, ®)dinc. No contexto de aproximagdo dipolar, podemos nos restringir a apenas os
dois primeiros termos da soma, de modo que a resolu¢ao das condi¢des de contorno nos leva as
seguintes expressoes para os coeficientes do potencial externo:

(e(w) —&9)Wo — 2;[—/5 (z§ —2k] )axPl]/z(cosh‘co) - axQLl/Z(cosh‘co)C]' +azszLl/z(coshro)Pll/z(cosh T) + G{axQ}/z(coshro))

Ay = aE
0= R0 (e} 7axPll/2(cosh‘co))(C1] 7axPl'/2(coshTo)) —2G)G!

(B.4)
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e também

N uE (e(0) —e0)Wi — 22(2(2! —Kg)axP!, ,(coshto) —axQj ,(coshto)Cy +a*x*Qj (coshto) P!, ), (coshto) +GgaxQ' | j» (cosho))
1 = aEp

(Ch—axP!, /z(cosh'co))(Cll —ayP} 15 (coshTo)) — 2G)G!
(B.5)

com
Ky = [e(®) —g] Q' | (coshTo)’,
T2
Kl = () — & Qll (coshty)’,
2
em que erz—l /2(cosh Tp)’ indica a derivada

d
d_qu _12(q1)

avaliada em ¢g; = coshtp. Além disso,

74 =2coshT () — & Q' | (cosh1g) — [e(w) — €] sinhTy Q' | (coshty)’,
2 2

Z{ =2cosh1 [e(®) —&] Q] (coshtp)’ — [e(w) —&o] sinhTy Q' (coshTy)’.
2

B[ — =

Também,

(coshtg) — () P!

Gy =¢00" | (coshtp) P!
-3 _

(coshtg) Q' | (coshTp),
)

B[ —
=

Gl =&y Q! (coshty) P (coshtg)’ — €(w) P} (coshtg) Q) (coshTy)'.
2 2 2 2

Por fim,

Cl= [ (e(w) — o) sinhty P! 1 (cosh1) Q' | (coshtg) — 2G} coshTy],

5 _

o=

Ci = [ (e(w) — &) sinhto P (coshtg) O} (coshtg) — 2Gj coshTg].
2 2

Se fizermos ¥, — 0, obtemos o resultado para a nanoparticula toroidal metdlica, sem a res-
posta dos estados de superficie [42]. Para computar os harmonicos toroidais numericamente,

utilizamos o algoritmo desenvolvido por Gil e Segura [47].



