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Resumo

SANTOS, Cintia Coelho dos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2022.
Teoria de Melnikov para sistemas de equagoes diferenciais suaves por partes. Orienta-
dor: Oscar Alexander Ramirez Cespedes.

Neste trabalho, o objetivo principal é estudar o nimero méximo de ciclos limite, H(m,n),
de um sistema diferencial linear por partes planar com duas zonas separadas pela curva
y" = 2™, com m,n sendo inteiros positivos. Mais precisamente, fornecemos uma estima-
tiva inferior de H(m,n) para perturbagoes lineares por partes de um centro linear usando
alguns resultados recentes sobre sistemas de Chebyshev com acurédcia positiva e sobre a

Teoria de Melnikov.

Palavras-chave: Ciclos limites. Teoria de Melnikov. Sistemas lineares por partes.



Abstract

SANTOS, Cintia Coelho dos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2022.
Melnikov’s theory of piecewise smooth differential equation. Adviser: Oscar Alexander
Ramirez Cespedes.

The main objective of this work is to study the maximum number of limit cycles, H(m,n),
of a planar piecewise linear differential system with two zones separated by the curve
y" = 2™, where m,n are positive integers. More precisely, we provide a lower estimate
of H(m,n) for piecewise linear perturbations of a linear center using some recent results

about Chebyshev systems with positive accuracy and Melnikov Theory.

Keywords: Limit cycles. Melnikov Theory. Piecewise linear systems.
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Introducao

Segundo [12], a nocao de ciclo limite surgiu pela primeira vez através de Henri Poincaré
entre os anos de 1880 e 1890, por meio da definicao de orbita peridédica. Um ciclo limite de
um sistema diferencial é uma solugao periddica isolada. O estudo de ciclos limites ganhou
importancia com o desenvolvimento da teoria qualitativa de equacoes diferenciais. Porém,
apesar dos grandes avancos e ferramentas para determinar a quantidade de ciclos limites,
devido a sua complexidade, ainda possuem varios problemas em aberto.

Em 1900, na Conferéncia Internacional de Matematica, o matematico alemao David
Hilbert apresentou uma lista com 23 problemas mateméticos, conhecidos como “Problemas
de Hilbert”, para serem resolvidos durante o século XX. Dentre esses 23 problemas, o
16° problema de Hilbert, que ainda estd em aberto, se trata de conhecer o nimero e a
distribuicao de ciclos limites em sistemas diferenciais planares.

O problema acima mencionado foi dividido em duas partes, sendo a primeira de in-
teresse da geometria algébrica e a segunda que questiona sobre a quantidade maxima e

localizacoes dos ciclos limites de sistemas polinomiais no plano, ou seja, sistemas da forma

{ S )

Yy = Q(l’,y),

onde P e () sao polindmios nas variaveis x e y com graus menores ou iguais a n.

Devido a dificuldade da resolucao do 16° problema de Hilbert, varios mateméaticos
foram dando novos enunciados ao problema. Por exemplo, existem diversos estudos sobre
ciclos limites algébricos, ou seja, curvas algébricas f(z,y) = 0 que s@o solugoes particulares
de (1), como pode ser visto em [32, 24]. Além disso, tem-se estudado sistemas suaves por
partes para explicar alguns fenomenos levando a reformulacao do 16° problema de Hilbert
para esse tipo de sistemas. Ha um grande ntimero de artigos que abordam este problema
assumindo que a curva de descontinuidade é uma linha reta, veja [2, 5, 4, 9, 10, 11, 13,
14, 15, 18, 21, 22, 23, 25, 26]. Recentemente, o caso nao linear foi estudado considerando
que a curva de descontinuidade é da forma y — ™ = 0, com m sendo um nuimero inteiro
positivo, veja [1, 6, 20, 29, 30].

Em particular, o objetivo deste trabalho é estudar o 162 problema de Hilbert para uma

classe de sistemas diferenciais suaves por partes com curva de descontinuidade nao-linear.



Para isso, sejam D um conjunto aberto de R?, St = R/T para algum periodo 7" > 0, N
um nimero inteiro positivo e um conjunto finito de funcées 6, : D — S* parai=1,.... M
de classe €" (r > N +1). Para todo xz € D,

0= 90(27) < 91([13) < 92(1‘) < ... < QM([E) < 0]\/[.,.1(23) =T.

Consideramos o seguinte sistema diferencial suave por partes

N
T = ZsiFi(t,x) + eNTIR(t, 2 €), (2)
i=1
com
([ F'(t,z), 0<t< (),
Fl(t,z), 6.(z) <t < b(x),
firay ) PO, 0 < <0
F;-M(t,.flj’), QM(:E) <t< T7
e
[ R(t,z,e), 0<t<6(x),
RY(t,z,e), 0i(z) <t < by(x),
Rty = | BEm2: 0@ <t <o)
| RM(t,z,e), Ou(z)<t<T,

onde Fij S x D = RY R S x D x (—ep,60) = R gy € R, parai =1,..,N e
j=1,..., M, sao fungdes €, r > N + 1, e T-periddicas na variavel t. Onde a curva de
descontinuidade desse sistema é definida por ¥ = {(0;(z),z);x € D,j =0,1,..., M }.

Neste trabalho apresentamos uma das técnicas utilizadas no estudo de ciclos limites
que bifurcam de um centro em sistemas planos, conhecida como Teoria de Melnikov, veja
[3]. Esta teoria, que é de nosso interesse, ¢ uma ferramenta cléssica para atacar problemas
sobre a determinacao de solugoes periddicas, pois ela nos indica a existéncia e a quantidade
de ciclos limites de (2), como pode ser visto em [1, §].

No Capitulo 1 sao apresentados os conceitos preliminares e alguns resultados que sao
fundamentais para o entendimento do restante do trabalho. Iniciamos com o estudo
da Convencao de Filippov que é necessaria para estabelecer as solugoes dos sistemas
estudados. Apresentamos, entao, o Teorema de Descartes que foi utilizado junto com a
Teoria de Chebyshev para a determinacao do niimero maximo de ciclos limites de sistemas
diferenciais lineares por partes planares.

No Capitulo 2 é estudado a Teoria de Melnikov de primeira e segunda ordem. Nele
apresentamos o Teorema 2.1, que visa determinar uma relagao entre os zeros das funcoes de
Melnikov de primeira e segunda ordens do sistema (2) e a existéncia de érbitas periddicas
isoladas, ou seja, a existéncia de ciclos limites, e sua demonstracao.

Por dltimo, no Capitulo 3, aplicamos a Teoria de Melnikov a fim de determinar uma
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cota inferior para o nimero maximo de ciclos limites que o seguinte sistema possui:

2
y+ Y ' PH(z,y)
X(CC,y): i:% ) yn_xm>0’
—z+ Y £Qf (z,y)
=1
Z(z,y) = (3)
2
y+> &P (z,y)
Y(J,’7 y) = i:% ) yn - :L,m < 07
—z+ Y £Qr (z,y)
i=1

\

onde m,n sao inteiros positivos, e PZ-i e Q;t sao funcoes polinomiais de grau 1 dadas por

P (x,y) = ag+ au& + agy,
P (r,y) = aoi+ aur + ayy,
QF (z,y) = boi + bux + byy,

Qi (r,y) = Poi+ Buz + By,

com aj;, i, by, B € R, para ¢ € {1,2}, j € {0,1,2} e ¢ € R suficientemente pequeno. A

n

curva de descontinuidade do sistema (3) é dada por ¥ = {(z,y) € R* : y"* = 2™} com
m,n € N. Desta maneira, determinamos um limite inferior para H(m,n), sendo H(m,n)
o numero maximo de ciclos limites que estes sistemas podem ter e m,n € N.

Os valores my(m,n), para ¢ € {1,2}, fornecem limites inferiores para H(m,n), ou
seja, H(m,n) > my(m,n) para cada ¢ € {1,2} e m,n € N. Os resultados conhecidos
na literatura abordam o caso em que n = 1 e m € N e estao apresentados na Tabela 1,

retirada de [1].

Ordem ¢

Grau m

B R o =

=>4 par
5 impar

wof x| ol Lof |
EN{IENTIEN |

m
m

Tabela 1: Valores conhecidos na literatura. Em particular, H(2,1) > 4, H(3,1) > 8,
H(m,1) > 7, paran > 4 par e H(m,1) > 9, para n > 5 fmpar.

Os principais resultados encontrados no Capitulo 3 fornecem os valores de my(m,n),
para ¢ € {1,2} e m,n € N. Assim, nossa contribui¢do é apresentada nas Tabelas 2, 3 e 4

que estendem os valores de n considerando n € N.
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Quociente m/n

Ordem /¢
1 2
3 7
2 8
2 7
1 1

Tabela 2: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m,n sdo nimeros inteiros

positivos fmpares.

Quociente m/n

(0

%) U (%%) U(2,3) U (5, 00)

|

Tt
53] |2

1) U (1,2] U [3, 5]

{1}

Ordem /¢
1 2
2 5
2 4
0 1

Tabela 3: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m,n sdo ndimeros inteiros

positivos pares.
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Ordem /¢
1 2
(07 kO) U (k()a kl) 316< mo <11
1 11 3 4 4 3
bz Uz 5V {32V s 3 7
(5)u(32)u (35)0 (53)
2 3 4 4 3
=k - = —1Juf(1,=-|uU k 3 6
(50 u (G3) o ) o (3] (B0)
N 1
= (k%g U (k3,2) 31 7<my<8
&
o
RS 1 2
=
c
2 3 5
3
{2} 3 4
(2,3) 4] 7<my <8
(3, ka) 416<my<l11
(ka, ks) 41 7<my <9

Tabela 4: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m é inteiro positivo par e n é
inteiro positivo impar.
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Capitulo 1

Preliminares

No desenvolvimento deste capitulo, abordamos alguns conceitos basicos que serao ne-
cessarios para a compreensao dos capitulos seguintes. Entre eles encontram-se a Con-
vencao de Filippov e o Teorema da Funcao Implicita serao fundamentais na Teoria de
Melnikov. Além disso, o estudo da Teoria de Chebyshev e da Regra de Sinais de Descar-

tes que serao essenciais para adquirirmos os resultados apresentados neste trabalho.

1.1 Convencao de Filippov

Nesta secao, apresentamos conceitos basicos em Sistemas de Equagoes Diferenciais Su-
aves por Partes, conhecidos como Sistemas de Filippov, que serao utilizados no desenvol-
vimento deste trabalho. Estes conceitos nao podem ser transferidos da Teoria Qualitativa
classica de sistemas suaves devido a presenca de uma superficie de descontinuidade. Desta
maneira, iremos reformulé-los afim de preservar algumas caracteristicas dos sistemas su-
aves. Os resultados a seguir tém como referéncias [17] e [28].

Com esse objetivo, consideremos um subconjunto aberto e conexo U C R? e subvari-
edades de dimensao 1 (regices de descontinuidade) que dividam essa regiao em “partes”,
de forma que, em cada “parte” podemos definir diferentes campos suaves.

Sejam X e Y campos vetoriais suaves definidos em um aberto U C R? contendo a
origem e f um germe de uma fungao €”, r > 1, (¢" denota o conjunto das fungoes
continuamente diferencidveis de ordem r) para o qual 0 é valor regular. Entdo, a curva
¥ = f71(0) N U é uma subvariedade diferenciavel de dimensdo um e divide o conjunto

aberto U em duas regioes abertas:

5T = {(z,y) € Ulf(z,y) > 0} e ¥~ = {(z,y) € Ul|f(x,y) <0},

Um sistema planar de Filippov é um campo vetorial suave por partes no plano definido
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da seguinte forma:
X(z,y), se(z,y)€X™,
wa:{ (@3] ) (L.1)

Y(z,y), se(z,y)€x .

Denota-se Z = (X,Y) a fim de esclarecer quais sdo as componentes do campo vetorial.
Além disso, assumimos que X e Y sio de classe €7, com r > 1, em L+ e ¥, respectiva-
mente, onde ©F denota o fecho de 2F.

Chamaremos de Q" o espago dos campos vetoriais desse tipo. Este pode ser tomado
como " = X" x X", onde X" denota o conjunto dos campos de classe €" em L+ e X
Consideremos (2" com a topologia produto.

A fim de estabelecer a dinamica dada por um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y) €
Q" em U, precisamos definir a trajetéria local por um ponto p € U. Se p pertence a X+
ou X~ definimos a trajetoria local desse ponto como a trajetéria dada, respectivamente,
pelos campos X e Y da maneira usual.

Se p pertence a Y devemos ter um pouco mais de cuidado ao definir a trajetéria local
e para isso comecamos observando que Y pode ser dividido como o fecho das 3 regioes

dadas a seguir, que dependem da forma como apontam os campos X e Y
1. Regiao de costura: X ={pe X: Xf(p)-Yf(p) >0}
2. Regiao de deslize estavel (ou deslize): ¥° = {p e X : X f(p) <0,Y f(p) > 0};
3. Regiao de deslize instével (ou escape): £ ={p € X : X f(p) >0,Y f(p) < 0}.

onde X f(p) = (X (p),Vf(p)) e Y f(p) = (Y(p), Vf(p)) sdo, respectivamente, as derivadas
de Lie de f com respeito aos campos de vetores X e Y no ponto p. As Figuras 1.1, 1.2,

1.3 ilustram cada uma dessas regioes.

Figura 1.1: Regioes de costura

Para este trabalho, utilizamos somente as regioes de costura, por isso, a partir daqui,
nos restringimos a elas. Dado um campo vetorial suave por partes autonomo X definido

em um conjunto aberto U, denotamos seu fluxo ¢x(t, p) estabelecendo:

Sox(t.p) = X(ox(t.p))

ox(0,p) = p.
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Figura 1.2: Regiao de deslize Figura 1.3: Regiao de escape

O fluxo x(t, p) esté definido para t € I C R, onde I = I(p) é um intervalo que depende
de p € U e do campo vetorial X.

De maneira nao rigorosa, para definirmos trajetéria em um ponto p € X¢, basta
sobrepormos as trajetérias de X e Y em p. A seguir, damos uma definicao formal de

trajetoria:

Definigao 1.1. A trajetéria local de um Sistema de Filippov como (1.1) por um ponto

p € definida da sequinte maneira:

1. Parap € X% oup € X7, tais que X(p) # 0 e Y (p) # 0, respectivamente, a trajetéria

por p € dada por pz(t,p) = ¢x(t,p) ou pz(t,p) = ¢y(l,p), parat € I C R,
respectivamente.

2. Para p € X°, temos dois casos:

(a) Se X f(p),Y f(p) >0, definimos a trajetoria por:

SOX(tvp)v teln [07 —|—OO),
@Y(tup% teln (_0070]

wz(t,p) = {

(b) Se Xf(p),Y f(p) <0, definimos a trajetéria por:

(PY(t;p>7 teln [07 +OO)7
@X(tvp)a teln (—O0,0]-

QOZ(t’p) = {

3. Para p € ¥°UX° tal que Z°(p) # 0, definimos @ z(t,p) = @zs(t,p) parat € I, onde

Z% € o campo vetorial deslizante dado pela equacgao

Y f(p)X(p) — Xf(p)Y(p)
Y f(p) — X f(p) '

Z%(p) =

4. Para p € 0X°U 0X° U 0X° tal que as trajetérias para os pontos em X em ambos
0s lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetoria por p € essa

trajetoria estendida. Nesse caso dizemos que p é um ponto de tangéncia regular.
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5. Para pontos p que ndo se enquadram nos itens acima, definimos pz(t,p) = p,
vVt € R. Esse é o caso dos pontos criticos de X eY em ¥, e dos pontos criticos do
campo deslizante Z° em ¥° U X°. Também estao incluidos os pontos de tangéncia

em Y que nao sao requlares, chamados pontos de tangéncia singulares.

Definicao 1.2. A orbita local de um ponto p € U, € o conjunto

v(p) = {pz(t,p);t € I}.

Definicio 1.3. Dados um ponto p € ¥ e uma trajetéria 4 (t,q) € X+ U X, dizemos que
p € um ponto de partida de ©z(t,q) se eziste to < 0 tal que lirr}r vz(t,q) = p e diremos
t—td

que € um ponto de chegada de pz(t,q) se existe ty > 0 tal que im @z(t,q) = p.

t—ty

p p
Figura 1.4: Ponto de chegada Figura 1.5: Ponto de partida

Note que, de acordo com a definicao de fluxo, se p € X°, entao p é o ponto de partida
de pz(t,q) para qualquer ponto q pertencente a érbita v* (p) = {@z(t,p) : t € IN[0,00)}
e ¢ um ponto de chegada de py(t,q) para qualquer ¢ pertencendo a drbita v~ (p) =
{@z(t,p) : t € I N(—00,0]}. Assim, a 6rbita por um ponto p € ¥¢ é a unido do ponto

com suas orbitas de partida e chegada, isto é,

v(p) = {p} U~yT(p) Uy (p).

1.2 Alguns teoremas importantes

A seguir apresentamos alguns teoremas que serao necessarios nos capitulos seguintes.

Em particular, utilizamos o Teorema da Funcao Implicita, exclusivamente, no Capitulo 2.

Teorema 1.1 (Teorema da Funcao Implicita). [19/ Dada a funcao f : U — R de classe
0
€ (k> 1) no aberto U C R™™, seja (zo,y0) € U tal que f(xo,y0) = ¢ e a—f(mo,yo) # 0.
Y

Existem uma bola B = B(xo;d) C R™ e um intervalo J = (yo —&,y0+¢) com as sequintes

propriedades:

(i) BxJcCUe g—g(x,y) # 0 para todo (z,y) € B x J;
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(i7) Para todo x € B existe um unico y = ((x) € J tal que f(x,y) = f(z,{(z)) = c.

A funcdo ¢ : B — J, assim definida, € de classe C* e suas derivadas parciais em cada

ponto x € B sao dadas por

of
¢ (@) — a—%(%f(iﬂ))
Ox; B of .
a—y(l‘, ¢(x))

O seguinte teorema que nos auxilia na contagem de zeros dos polindomios que encon-

tramos no Capitulo 3.

Teorema 1.2 (Regra de Sinais de Descartes). [7] Seja P(z) = apz® + a1z® + ... + a,2®",
um polinomio com coeficientes reais nao nulos e cujos expoentes satisfazem By < By <
-+ < By. Entdo o numero de raizes positivas de P(z) (contadas com suas multiplicida-
des) € menor ou igual a quantidade de mudancas de sinais na sequéncia de coeficientes
ag, a1, ..., an. Além disso, a diferenca entre a quantidade de mudanga de sinais e a quan-

tidade de raizes positivas de P(z) é um nimero par.

1.3 Teoria de Chebyshev

Considere F = [uy, ..., u,] um conjunto ordenado de fungoes suaves definidas no in-
tervalo fechado [a,b] ¢ Z(F) o nimero méximo de zeros, contando a multiplicidade, de
qualquer func¢do nao-trivial em Span(F), sendo este o conjunto de todas as combinagoes
lineares dos elementos de F. A seguir apresentamos defini¢oes e teoremas sobre a Teoria

de Chebyshev que utilizamos para estudar o nimero de zeros nao negativos das funcoes
de Melnikov.

Defini¢ao 1.4. [16] O conjunto F é dito um Sistema Estendido de Chebyshev ou apenas
sistema ET em [a,b], se Z(F) <n.

Definicao 1.5. [27] Quando Z(F) =n+k, o conjunto F € chamado um sistema ET com

acurdcia k em [a,b].

Definigao 1.6. Dizemos que F ¢ um Sistema Estendido Completo de Chebyshev ou um

sistema ECT se, e somente se, para qualquer k, 0 < k < n, [ug, u1, ..., u] € um sistema
ET.

A seguir enunciaremos os principais resultados da Teoria da Chebyshev.

Definigao 1.7. O Wronskiano do conjunto ordenado [u, ..., us], de s+1 fungoes, € definido
como

Wy(x) = Wi(ug, ..., us)(x) = det( M (ug, ..., us)(x)),
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onde
uo () ugs(z
ug(x ul(z
M (ug, ..., u ) (x) = ol?) o
W) u ()
Teorema 1.3. [16] F = [ug,u1,...,u,] € um sistema ECT em [a,b] se, e somente se,

W (ug, ...,ur)(z) # 0 em [a,b] para 0 < k < n.

Teorema 1.4. [16] Seja F = [ug, u1, ..., u,] um sistema ECT em um intervalo fechado
la,b]. Entao, o numero de zeros isolados para todo elemento de Span(F) nao ultrapassa
n. Além disso, para cada configuracao de m < n zeros, contando sua multiplicidade,

existe F' € Span(F) com essa configura¢ao de zeros.

Exemplo 1.1. A familia Gy = [z + 2**1 x + 2 tan™' ("), 2*] € um sistema ECT e
Z(G¥ =2, para k # 1.

De fato, os Wronskianos da familia G¥ sio dados por

Wo(x) = x+a*"
Wi(z) = (k—1)2" 2 (2 +27%),
A(k — 1)t

Walz) = - T2 + 1%k

Note que Wo(x), Wy (z), Wa(x) # 0 para x> 0 e k # 1. Assim, a familia G5 é um sistema
ECT, para k # 1. Portanto, Z(G5) = 2, para k # 1.

Os proximos resultados estendem o teorema acima para o caso em que alguns Wrons-

kianos possuem zeros.

Teorema 1.5. [27] Seja F = [ug, u1, ..., up| um conjunto ordenado de funcées definidas em
la,b]. Assuma que todos os Wronskianos Wi(x), i € {0,...,n — 1}, nao possuem zeros em
[a,b], exceto W, (x), que tem exatamente um zero em [a,b] e esse zero é simples. Entao,
o numero de zeros isolados para todo elemento de Span(F) ndo excede n+1. Além disso,
para qualquer configuragdo de m < n+1 zeros ezxiste F € Span(F) com exatamente n+ 1

ZETOS.

Exemplo 1.2. A familia Gi = [1,2"' x4+ 2%~ é um sistema ET com acurdcia 1 em
[a,b], com a,b>0, e Z(G¥) =3, para k € (2,00).

De fato, os Wronskianos da familia G¥ sio dados por

Wo(f) = 1,
Wi(z) = (k—1)a"2,
Wy(z) = (k—1)2" 3Py (2*72),
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com Py (x) = k(2k —1)x — (k —2). Para k # 1, Wy(x), Wi(x) sdo ndo nulos em (0,00).
Note que Py (0)Fy () < 0 sek € (2,00). Logo, Wa(z) tem exatamente um zero positivo,
o qual € simples, para k € (2,00). Assim, a familia g§ € um sistema ET com acurdria 1,
para k € (2,00). Portanto, Z(G5) =3, para k € (2,00).

Teorema 1.6. [27] Seja F = [ug,uy, ..., u,| um conjunto ordenado de func¢oes analiticas
em |a,b]. Assuma que todos os v; zeros do Wronskiano W; sao simples para i € {0, ...,n}.

Entdo o numero de zeros isolados para todos elementos de Span(F) ndo excede
N+ Uy + Uyt +2(Vp—2 4+ + 1) + fin—1 + 0+ (1.2)

com p; = min(2v;, v;_3+ -+ 1), parai € {3,...,n — 1}.

Observagao 1.1. No Teorema 1.6, assumimos que todos os zeros dos Wronskianos W,
i € {0,...,n}, sao simples. Em [1] foi observado que a condi¢do pode ser eliminada da
sequinte forma:

Assuma que, para cada i € {0, ...,n}, Wronskiano W; tem v; zeros contando a multi-

plicidade. Entdo, o nimero de zeros simples para cada elemento de Span(F) nao excede

(1.2).

n
De fato, se existe um elemento f = Zaiui € Span(F) tal que o numero de zeros
simples excede (1.2), entao perturbando i;g fungoes u;, denotadas como u; , para i €
n
{0,...,n}, a funcao f. = Z a;u; ainda iria exceder (1.2), porque assumimos que 0s zeros
de f sdo simples. Além Zd:oo mais, essa perturbacao pode ser escolhida de modo que cada
Wronskiano W; do conjunto ordenado de fungoes [ug, ui,...,u;] , para i € {0,...,n}, tem

menos ou exatamente v; zeros, todos eles simples. Isso contradiz o Teorema 1.6.
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Capitulo 2
Teoria de Melnikov

Recentemente desenvolvida para sistemas diferenciais nao suaves com curva nao linear
em [1], a Teoria de Melnikov fornece uma sequéncia de fungoes A;, ¢ € {1,2,...,k}, que
controlam, em certo sentido, a existéncia de orbitas periddicas isoladas bifurcando de
um anel de érbitas periddicas. Essas fungoes sao chamadas de Fungoes de Melnikov ou
Fungoes de Bifurcacao. O objetivo deste capitulo é apresentar e demonstrar o resultado

que servird como base para o desenvolvimento do Capitulo 3.

2.1 Funcoes de Melnikov para uma classe de sistemas suaves

por partes

Sejam D um conjunto aberto de R?, S = R/T para algum periodo 7 > 0, N um
nimero inteiro positivo e um conjunto finito de funcdes 6; : D — S para i = 1,..., M
sendo elas todas de classe " (r > N + 1). Para todo x € D,

0=06h(x) <b1(x) <b(x) <..<Opy(x)<Opya(z)=T.

Consideramos o seguinte sistema diferencial suave por partes

N
i=Y Ftx)+ eV Rt x,¢e), (2.1)

=1

com
F(t,x), 0<t<b(x),

Flt,z), 01(z) <t < by(x),

FM(t,x), Oy(z)<t<T,
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Rt,z,¢e), 0<t<0i(x),
RY'(t,z,e), 0i(x) <t < by(z),
Rtaey = ) DAL @) <t <)
RM(t,z,e), Oy(z)<t<T,

onde Fij - S'x D - RY R: S x D x (—e0,80) — R ¢y € R, parai = 1,...,N
ej=1,..,M, sao fungoes €", r > N + 1. Temos 3; = {(6;(z),x) : € D} para
i = 1,...,M,M + 1 sao curvas de classe €, se 0; é de classe ¥". Além disso, para

j=1,..., M, denotaremos
N .
Pitz.e) =) e'F(t,x) + " HRIt 2 e). (2.2)
i=1

A Teoria de Melnikov é uma ferramenta classica para investigar a existéncia de solugoes
periddicas de sistemas suaves. Em [3], os autores estenderam as fungoes de Melnikov até
ordem 2 para sistemas ndo suaves e recentemente, em [1], foi estabelecida as fungoes
de Melnikov de ordem superior para essa mesma classe de sistemas. Em suma, tal teoria
determina uma sequéncia de fungoes A;, i = 1, ..., k, que identifica a existéncia de solugoes
periddicas isoladas de (2.1). Essas fungoes sao chamadas de Fungoes de Melnikov ou
Funcoes de Bifurcacao de ordem 1.

A seguir, o Teorema 2.1 determina uma relacao entre os zeros das fungoes de Melnikov
de primeira e segunda ordem do sistema (2.1), A; e Ay, e a existéncia de érbitas periédicas

isoladas, ou seja, ciclos limites. E também, nos fornece a formula de A; e A, sendo

A(z) — /OTFl(s,x)ds,
N /OT (a%ﬂ(s,x) /0 sFl(t,x)dt+F2(s,x)> ds (2.3)

M , . 0;(x)
+ Z (Ff*l(ej(x),ac) — F{(0;(z), ) %Gj(x)/o Fi(s,x)ds.

=1

Teorema 2.1. Considere o sistema diferencial nao suave (2.1) e as fungoes Ay e Ao

definidas em (2.3). As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

(1) (Primeira ordem) Suponha que a* € D satisfaz Ai(a*) = 0 e det(JA1(a™)) # 0.
Entao para |e| # 0 suficientemente pequeno, existe uma unica solugao T periddica

x(t,e) do sistema (2.1) de modo que x(0,e) — a* quando € — 0.

(2) (Segunda ordem) Suponha que Aq(z) =0 ea” € D satisfaz Ay(a*) = 0 e det(JAy(a™)) #
0. Entao para |e| # 0 suficientemente pequeno, existe uma unica solug¢do T periddica

x(t,e) do sistema (2.1) de modo que x(0,¢) — a* quando € — 0.
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Para a demonstracao desse Teorema, utilizaremos as duas proposicoes abaixo.

Proposigao 2.1. Seja
FI=Yt, z,¢) ZsFJ Yt,2) + N TRt x, 2).

Entao as sequintes igualdades sao verdadeiras

. OFFITt
(i) W(t,x,e) = 0, comk=0,....N;
OFI—1
g y 4.
(i) 0| =0,
G Fi Rt
i t = t.a);
(i) o~ (tze)|  =—5—(t )
k pi—1 )
(iv) aagk (t,z,e)| =KF ' (t,x), comk=0,..,N.
e=0

Demonstra¢ao. Calculando a derivada em relagao a = de ordem k, com k = 0, ..., N, temos

oF i~ A o
W(t,l’,g) = (ZSZ%EJ 1(t,!)§') +EN+1%RJ_1(25,$,5)> .
=1

Avaliando em € = 0, segue que

ol A
Oxk

I
e

(t,z,¢)

e=0

Com isso terminamos a demonstracdo do item (7). Agora, calculando a derivada de

primeira ordem em relacao a t, temos

i1 Nooo o ‘
8Fa—t(t,x,€) = (Z SZ%Ffl(t,x) +€N+1%Rj1(t,x,5)> :
i=1

Avaliando em € = 0, segue que

OF—1

T(t’ r,€)

e=0
Com isso terminamos a demonstracao do item (i7). Calculando a seguinte derivada, temos

N

2 i1 HEit |
T e = Q(Zaaﬂ (t,:z:)—i—sNH%R]_l(t,x,e))

Oelx Oe ox

1=

j—1

N
_ OF: N0
— ; lil; j—1
= ;:1 ie pe (t,x) + (N + 1)V pe — R (t,x,e).
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Avaliando em ¢ = 0, segue que

OFi—1

( OF !
Oeldx

=0 Oz ().

t,x,e)

Com isso terminamos a demonstragdo do item (éi7). Por fim, utilizando Indugao Mate-

matica sobre k, vamos provar que

oFFi—1 1
W(t,l’,éf) o = ]{I‘F]g (t,l’) (24)
com k =0,...,N. Note que, para k =1,
(?Fj_l N ; i1 ;
o (tae) = Y F T G a) + (N + DEVRT (1),
3
i=1
Avaliando em ¢ = 0, temos
P wo| = F)
—(t,x,¢ = x).
de "7 Vle=o0 ! ’

Que estabelece a veracidade de (2.4) para k = 1. Suponhamos que para algum k € N,
a formula (2.4) ¢é vélida para todo valor de k. Agora, vamos verificar a veracidade para
k + 1. Assim,

G+ pi—1 o [OFFi-1
o (htE) = &( Dk <t’x’6))
0 [ . i—k j—1
_ §<Zl(z)...(z—(k—1))€ F: (m))
L[N 1) (N = (k= 2) N DR, )
= Z(z)(’z — k)€i7(k+1)Fijil(t7 x)

(N +1)..(N = (k= 1)V RI7Y¢t, 2,¢).

Avaliando em ¢ = 0,

ak-}-le—l .
w(t, xZ, €) o = (k + 1)'Fj€7+11(t, 3’))
Logo, a férmula (2.4) é verdadeira para k 4+ 1. Portanto, por Indugao Matemaética, (2.4)
é verdadeira para todo k£ € N.

Com isso terminamos a prova da Proposicao 2.1. 0

Proposigao 2.2 (Tempos de voo). Considere p;_1(t,z,€) a solugdo do sistema i = F'~'(t,z,¢)

e B(0;(x),d;11) a bola de centro 0;(x) e raio 0j41. Para € # 0 suficientemente pequeno,



ezxistem fungoes de classe €"
aj i (=€j11,€541) = B(0;(2), dj41),
para j = 1,..., M, tais que

(1) 0;(¢j_1(cj(x,€),z,€)) —aj(zx,e) =0, para todo j =1, ..., M;

(i) ;(x,0) = 0;(x).

Demonstrag¢ao. Considere a equacao 60(po(t,x,€)) —t = 0 numa vizinhanga do ponto

(t,e) = (61(x),0). Observe que 6 (po(01(x),x,0)) — 0 (z) =0e
_ 00, Do

ot ox

2(91(900(75,95,5)) —t) = —(po(t,x,€)) - W(t,x,s) — 1.

Por hipétese, para j = 1, py(t, x, ) é solucdo do sistema @ = F°(t, x, ). Logo,

%(@%5) = Fo(t7¢0(taxa€)75)‘

Avaliando (t,e) = (01(),0) em (2.5) temos

06,

ot ox

(te)=(61(x),0)

Mas, substituindo 7 = 0, ¢
F2(0,(x), po(01(x),7,0),0) = 0 assim

| @

= 1.
(12)=(01 (2).0)

(01(o(t,w,e)) —t)

o))

t

Consequentemente,

det (%(91(%00(91(1’)7% 0) - el<x>>) 40,

2(91(900(25,1‘,8)) - t) = _<900(‘91($)’x70))F0<91($)7 Soﬂ(el(x)?m?O)?O) — 1L

= 61(x), v = @o(01(x),2,0) e ¢ = 0 em (2.2), temos

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem &5, > 0 e uma tunica funcao de classe

C", ay: (—eg,89) = B(b1(x),09) tais que:

ot

(i) (—e9,e2) X B(61(x),d2) C (—€0,€0) X D e det <§(91(<p0(91(x),m,5)) — Hl(x))) #0

para todo (z,y) € (—e2,€2) X B(61(x),d2);

(i) 61(po(ar(z,e),x,€)) — a1(z,e) = 0 para todo (z,¢e) € (—eq,e2) X B(61(x),2);

(iii) ai(x,0) = 6,(x).
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Por Indugdo Matemaética, segue a existéncia de a;(z, ) sendo

aj(r,e) = 0;(pj-1(aj(z, ), 7,¢)),
para j =1,2,..., M, op(z,e) =0 e apyi(x,e) =T. O

Observagao 2.1. Na expressio acima, oj(z,€) — a_1(x,€) € o tempo que a trajetoria
vi—1(-,x,€), comecando em @;_1(aj_1(z,€),x,e) € D demora para atingir a variedade

Y;. Esse tempo € chamado tempo de voo.

T
A 01(x)  Oa(x)

L) et Tan e SYCIETIY TILLLLIT

L

0 ai(zo,e) az(zo,€) aj—1(zo,€) aj(zo,e)T

Figura 2.1: Tempos de voo

Demonstragao do Teorema 2.1. Denote a solugao de (2.1) por

Além disso,

onde

Spj(aj(x75)vx7€) = gaj_l(ozj(x,e),x,e),
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para j = 0,1, ..., M. Desta forma, utilizando recorréncia temos

©o(0,x,6) = =,
wolt,z,e) = =+ /t FO(s,0(s,1,¢),)ds, (2.6)
o1(t,z,e) = 4,01(0410(95, e),x,e) + ¢1(t —aq(x,e),x,¢€)
- ¢O(a1(x,6),x,5)+/t( )Fl(s,gpl(s,x,e),g)ds
t

1(z,e)
= x—i—/ Fo(s,goo(s,:c,s),s)ds—i-/ F'(s,1(s,1,¢),¢)ds,
0 e’

1(z,€)
pa(t,z,e) = @olag(z,e),x,e) + po(t — ag(z,€), x,€)
t
- 901(052(1:78>7I76)+/ F2(37¢2(S’x76)78>d8
2(z,e)

2 j(I,E) . t
= Z‘+Z/ F]1(8730j1(85x75)7€)d5+/ F2(37(’02(S,$‘,8),€)d5,
a 2($,6)

j=1 7 aj-1(z:€)

t
Soj(t?xvg) - on—l(aj(x7€>>x7€)+/ Fj(s,goj(s,x,a),g)ds

aj(z,e)

J j(,e) ) t .
= $+Z/ Fjl(s,gojl(s,x,a),e)ds—I—/ FJ(S7SDj(S7x’€>7€)dS’
1 /@ '

j: j—1(1‘,€) Qg (LU,E)

para j = 1,..., M. Portanto,

M aj(z,e) ' t
om(t,z, ) :ib‘—l-Z/ Fjl(s,gojl(s,x,a),e)ds+/ FM(s,00(s,2,¢),€)ds.
j=1 7 aj-1(z:€) am (z.€)
(2.7)
Assim, fungao deslocamento do sistema (2.1) é dada por
A(ac,g) - QO(OZM.;_l(J?,é‘),.T,g)—QO(OK(](.%,F;‘),LL’,E?)
= @(Tax78> _¢(07x7€)
= (T, z,e)—x
= QOM(T,I’,(?) — . (28)

Observe que A(x,e) é uma funcdo de classe ", Fazendo a expansdo em série de

Taylor até ordem 2 em relagao a € em € = 0, temos

Az, e) = Ag(x) + Ay (z) + 2 Ay(z) + O(?).
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Note que, Ag(x) = 0, pois como ¢(0,x,0) = x e ¢ é periddica de periodo T,
Ao(z) = A(2,0) = (T, 2,0) —x = 0.

Além disso, o sistema (2.1) tem uma 6rbita periédica passando por x = xg se, e somente
se, A(zg,e) = 0.

Agora queremos mostrar, para e suficientemente pequeno, que os zeros simples da
fungao A;(z) correspondem a zeros simples da fun¢ao A(zx,e). E, quando A;(z) =0, o

mesmo acontecera para Ay(z). Para isso, se A;_1(z) = 0, defina

M(e.o) = 20— n) 1 o)
com | € {1,2}. Assuma que A;(x) verifica as hipéteses do item (i) do enunciado do
0A
Teorema 2.1, isto é, existe a* € D tal que Ay(a™) = 0 e det <a—1(a*)) # 0. Portanto,
x

A~

Al(a*, 0) =0e X
det (%(a*,O)) = det(DA;(a")) # 0.

Aplicando o Teorema da Funcao Implicita para a equacao Al(x, ) = 0 numa vizinhanca
de (a*,0) segue que existem £q,0; > 0 e uma unica fungao de classe €”, a : (—e1,¢1) —
B(a*, d1) tais que:

~

A
(i) (—e1,e1) x B(a*,01) C (—€0,€0) X D e det (%(m,s)) # 0 para todo (z,e) €

<—€1, 51) X B(a*, 61>,

~

(i1)) Aj(a(e),e) = 0 para todo € € (—e1,1);
(iii) a(0) = a™.

Utilizando o item (ii) sabemos que A;(a(e), ) = 0 e || # 0, com isso temos A(a(e), ) =
0. Isto implica que para |e| # 0 suficientemente pequeno o sistema (2.1) tem uma tnica
6rbita periddica passando pelo ponto a(e) e Aj(a(e),e) = 0, para todo € € (—e1,&;). Com
isso finalizamos a prova do item (i) do Teorema 2.1.

De forma similar segue a prova do item (i7), isto é, suponha que A;(z) =0ea* € D
satisfaz Ag(a*) = 0 e det(JAy(a™)) # 0. Entado para |¢| # 0 suficientemente pequeno,
As(a(e),e) = 0 e, consequentemente, a(e) serd um zero simples da funcao A(z, e).

Agora provaremos que as fungoes de Melnikov de ordens 1 e 2, isto é,
0 0?

sao dadas pelas expressoes em (2.3). Com esse proposito, vamos substituir (2.7) em (2.8).
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Logo,
A(zye) = ou(T,z,e) —x
aj(z,e) T
= Z/ FI7 (s, 05 1(s,2,€), )ds+/ FM(s,0pm(s,2,€),€)ds
aj_1(z,€) an(z,€)
aj(z,e) '
=Y [ Pt s
]:1 (lj_l(l',€)
Portanto,
8 M+1 aj(z,e)
Ay(z) = — / FI7 (s, 0 1(8,2,€), e
Oe — aj_1(we)
Jj=1 J=1LEs e=0
M+1 o oj(z,e)
= —/ Fi=Y(s, 0 1(s,2,€) ; (2.9)
= \% oo =0
92 (ML paj(@e)
AQ(ZE) = 73 FJ_1<S Pi— 1 S, T, 5
€
j=1 Jei-1(@e) =0
M+1 82 a;j(w.e) '
= ?/ F77 (s, 0 1(s,2,€) : (2.10)
i=1 aj-1(@e) e=0
Por simplicidade, denotamos
) o aj(z,e) )
Al(z) = % / FI7Y(s, 0 1(s,2,¢),¢)ds ;
€ a‘,l(l‘,é‘)
J e=0
. 82 aj(zvs) 1
Al(z) = 57 / FI= (s, pj-1(s,x,¢),€)ds
€ -
aj_1(z,e) =0
Trabalharemos, inicialmente, com equagao (2.9). Para j =1, ..., M, tem-se,
J j—1 0
Al(z) = F'7(aj(z,e), pj-1(aj(z,e),x,¢),€) - %aj(:c,s)
. 0
—FI N a1 (,€), 9j-1(aj-a(w,€), 2,€), ) - 5 -1(2¢) (2.11)
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Observe que

. Fi-1 i
2*F1J71(3790]'—1(57'1’17€>7€) = 8—(87¢j—1(57x75>75) : 8S0J 1<57I76)
Oe ox Oe
i1 (2.12)
‘f‘T(S,SDj—l(S,Z',Z‘:),ﬁ)-
Substituindo (2.12) em (2.11)
A j—1 da;
1(‘7;) = F (aj(l’,€>,<,0j_1(04j<1‘,6),l‘,8),6)-5(1‘,8)
j—1 Oaj_y
—F (aj—1<x75)7@j—l(aj—l('r’g)vxv‘g)vg) ) o (.’E,&)
5 (2,8) (2.13)
+/ (,ngj Y(s,0j 1(s,7,¢),¢)ds
aj_1(z,e)

aj(@e) 0 . 0w,
+/ _Fj_l(s,gpj_l(s,x7€)75) ’ il (S,QZ,E)dS.
Olj_l(CE,E) ax

Por (2.2) e (2.13), segue que

N
v
Al(x ZE’F] Yaj(z,e), 051 (aj(x,€),z,¢)) - 802‘] (x,¢€)
i=1
N+1 pj—1 da
+e R (Oéj([[‘,&),g@j_1<0(j(l’7€>,I,€),5) . g(l’,g)

—ZgFﬂ (a-1(2,2), i1 (o (). ,2)) - = ()

_5N+1Rj_1(04j—1(x7 5)7 Spj—l(aj—l(x7 8)’ xz, 5)7 5) ' Oe (ZL‘, 5)

R R Opj1
+ Zé —F; (S,@j_l(S,ZE,g)) ' (S,x,é)dS

j—1(,€) i=1

aj(z.e) o . O
+/ aNH—RJ_I(s,goj_l(s,x,a),a)- S0]_1(5,ac,e€)ds

i1 (we) ox Oe
oj(w.e) N -

+/ Zie’_lFf_ (s,pj-1(8,2,¢)) | ds
aj_1($,€) i=1

aj(z,€) A
[ DR s () s

j*l(ng)

Avaliando em € = 0 e lembrando que ¢;_;(s,2,0) = z, a;(z,0) = 6;(z) e aj_1(z,0) =

6,_1(z). Concluimos, para j =1,..., M,
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. 0j(z)
A(x) = / FI7 (s, z)ds.

6;—1(z)

Desse modo, por (2.9) obtemos

M+1 P a;j(z,) -
Ai(x) = Z %/ FI7 (s, j-1(s,,¢),¢)ds

j—1 (I,E)

j=1 e=0
M+l Oi(z)

S ( / FIYs, x)ds)
j=1 \”?0i-1(2)

T
= / Fi(s,z)ds.
0

Agora mostraremos que Ay(x) é dada como em (2.3). Com esse propdésito, trabalha-

remos, a partir de agora, com a equacgao (2.10). Para j = 1 temos

OF° 0 ’
M) = Gl el )99 (G20
0 9, 0
5 (@(.9). ol (2,9). 7.9).€) 3ol (. €),2.2) 5 (. 0)
OF° 0
+E(al<x7 8)7 ()00(051<x7 5)7 T, 5)7 8)%(‘%7 8)
0 62011
+F (CYl(l',Ef),@0(0[1(11,8),‘%,6),5)@(33,8) (214)
0 9, 0
(@), po(on(2.2).2,€). €) 5 pa(an (. ), 7, ) 5 (. )
OF" 0
+ 5 (o, €), polan (@, 8),,2), €) 5 we)

1(e) 92
+/0 8_552F0(87900(87I78)76)d8'

Para determinar a expressao exata de (2.14), precisaremos calcular

82 0 a(,Oo 8041
@F (Sang(va?g)aE% %(Saxvo) € g(%o)
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Desta forma, antes de tudo temos,

(92 9 [(OF° dpo OF°
s = o (G099 525m0) + G nlsn2).0) )

92O Ao 2
= ——(s,p0(s,2,¢),¢) (—(s,x,a))
2
8$32F0 25 (2.15)
25 (s, ols,7,€), €) (5, 3,)
OF° 0 9*FO
+%(57 ()00<87 x, 6)7 8)?(57 x, 8) + W(Sv 300(57 x, 8)7 5)'

E, por (2.6),

900(371‘75) =T +/ Fo(tv QOO(tax?g)aE)dt)
0

donde segue que

Do * OF° dpg OF°
e - 0 ox ( (P()(t T 8) 8) ae (t L, )+a_€(ta QPO(t?xag))g)dt'

Considerando os itens (i) e (iii) da Proposigao 2.1, temos

OF° 0 0
E(ta SOO(ta x, 0)7 0) = Fl (ta @0(757 x, O)) = Fl (ta l’)
0
e ai(t, @o(t,z,0),0) = 0. Desta forma,
Ox
D05 2.0 " EO(t 0)d 2.16
a0 = [ P (2.16)

Agora, pela Proposicao 2.2, temos

aj(z,e) = 01 (o (z,€), x,€)).

Assim, derivando em relacao a ¢,

Oay 06 dpo day dpo
E('r7€) - a_m(SOO(al(x’5)7I7€>> (E(al(l‘78)7m78)¥($’5) + E(QI(I7€>7ZL‘7€) .

Avaliando em ¢ = 0 e lembrando que 6;(¢o(c(z,0),2,0)) = 01(z) e ai(x,0) = 61(x),

segue que

0(0).2.0 52 0.0 + F261(2).,0)).

3041

06, o
5 —(z,0) = (

83:() ot

Além disso, sabemos que ¢o(61(x),z,0) = x para todo x, assim %(Ql(m),x,O) = 0.
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Logo,
day - 00, Opo
ag (ZB,O) - 8{1: (.l') ag (el(x)’xao)
01(x)
= %(m)/o F(s,z)ds. (2.17)

Substituindo (2.15), (2.16) e (2.17) em (2.14)

0 01 (=) 2
) = L (0u(a), 2,0 (%x) / Ff<s,x>ds)

2
OF° 96, n
+E(91<x),$,0)%(1’) (A Fl (S,I‘)dS

DFO 00, br@) o d*a,
SO 0GR [ s s+ FP0(@),2.0 55 w0
2
OF° 90, bl (2.18)
+%(01(m)7‘r70)%($) (/0 Fl (873[,‘)d8

o 0, 01(x) .
+E( 1(1’),%,0)% 1(513')/0 1(8,1’)d8

o1(,0) 0*FO s 2 O2Fo s
9.9 FO 2 FO

o1 (z,0) OFO s 0 O2F0
+/0 <E(S,Jf,0)/o Fl (t,.I)dtﬁ—w(S,(L’,O)) ds.

Substituindo os itens da Proposi¢ao 2.1 em (2.18), obtemos

) ) I 0@ [ oo .
As(x) = 2F1(«91(x),x)8—x(x)/0 Fl(s,x)ds—i—/o Qa—(S,x)/o F{(t,z)dt ) ds

x
01(x)
—|—/ 2F) (s, x)ds.
0

Considerando (2.13), com j =1, ..., M, segue



. j—1
Ay = 2

OFi—1

Oe ('gj(x)wx’())

OFi—1
+

o (ej(x)axa())%

(0,(@).2.0) ( -

8 80éj
o5 (05(2),2,0)5-
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Sojfl(aj(x’ O)a Z, 0)%(% O)

OFI! da OFI! da;_ 2
+ 002,05 00) - o 4(0.0,0 (B @0) 219
OFi—1 0 Ja;_
~ 5 (051 (2),2,0) 51 (a1 (2, 0), 2, 0) = (2,0)
OFIi—1 Oov;_ . ;i
— o (0,1 (2),2,0) = (,0) = FT (00 (2), 2,007 5 (2.0)
OFi—1 0 Ja;_
- ox <9j,1(l'),33,O)&Q@j,ﬂaj,l(l',()),x,()) %j&l<x70)
aijl aOéj—l o (z,0) 82 i
_T(Hj_l(x),x,O) e (I70)+/al(560) 8_52F (s,0j-1(s,2,0),0)ds

Para determinar a expressao exata de (2.19), precisaremos calcular

82
0e?
Sendo assim, segue que

2

o° .
@F] 1(‘9’ ()0]'—1(371‘70)’0)

E, por (2.7), temos

90]'—1(57$75) = ng_Q(CYj_l(iB,S),ZE,&?) + /

_Fj_1(37 Spj—l(sv z, 5)7 5)>

dpj 1
R (s,z,0) e e

Oe ox 3
0*Fi—1
+ 852 (8790]—1(871:70)70)
82Fj_1 ¥j—1 ? 29
.20
522 (s,x,¢€) i ( e (s,a:,O)) (2.20)
PPFI Pi-1
—"_2 aga (57 ) ) E:O 86 (S7x7 0)
aFj—l 290]'—1 82Fj_1
* Ox (5,7,2) e=0 0e? (5,2,0) + Oe? (5,,¢) e=0

FI (1, oyt ,€) )t

aj_l(a:,e)
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Derivando em ambos os lados em relagao a € segue que

aOéjq 5’%72

0p._
L4 2(cvj_l(:v,z—:),:v,s) e (r,e) + 9 (aj_1(x,€),x,€)

ot

dpj 1
Oe

(s,z,e) =

5’0@-,1

Oe (z,€)

s oFi—1 dpj_1
+/a W(tu SOj—l(th’g)ag) e (t,I,E)dt

j*l(xvg)

—F a1 (,€), p-1(ayoa(2,€),2,), €)

s QR
+/a T(ta pj-1(t, x,€),€)dt.

j*l(wﬁg)

Analisando em ¢ = 0 e considerando os itens (i) e (i7i) da Proposigao 2.1, temos que
Fj_l(O[j_l(l', 8), (pj_l((]{j_l(l’, 5), x, 0), 0) = 0,

OF7~1 j—1 j—1
?(t(ﬁjfl(f,%(});o) = F/" (t,pj1(t,2,0)) = F{" (t,x)
OFi—1

e a—(t,gpj,l(t,x,O),O) = 0. Sabemos que,
x

0pj2 (t,z,¢)

ot - Fj_z(tv ¢j_2(t7$,€),8)

N
= Z EFIT(t, @i o(t,x,€)) + eNTIRIT2(t, @, o(t, 1, €), €).
i—1

Avaliando em ¢ = 0, temos

Opi_
Portanto, %(aj_l(x, 0),z,0) = 0. Ainda temos que,
i1 0pj—2 ’ i—1
——(5,2,0) = —L=(a;_1(z,0),2,0) + F{™ (¢, x)dt.
85 88 / aj_l(ZE,O) !
Utilizando recorréncia, iniciando para j = 2, obtemos
dp1 Do °
E(s,x,()) = E(al(x, O),x,O)—i—/l(z’O) FL(t,z)dt
01(x) s
_ / FOt, 2)dt + / FL(t, 2)dt:
0 01(x)
02 D1 /S 2
— 0) = — 0 0 F{(t,x)dt
e (S,IE, ) e (Oéz([[, )7$a )+ ws(@0) 1( ,l’)

01(x) 02(x) s
_ / FOt, 2)dt + / FL(t,2)dt + / F2(t, ) dt:
0 01(x) 02(x)
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s

dip3 dipa / 3
B 0) = —/— 0 0 F2(t, x)dt
e (S,.T, ) e (053@;7 )axa )+ () 1( 73;)

01(x) 02(x) 03(x) s
= / Flo(t,x)dt—l—/ Ff(t,x)dt+/ Ff(t,x)dt—i—/ F(t, z)dt;
0 0 3(x70)

1(z) 02(z)
Do 1 9y s _
a—;(s,x,O) = 8]5 (aj_l(x,O),x,O)—I—/a‘l(xo) FI7Nt, x)dt
j_2 07;+1(:1:) ) S .
= Z/ Ff(t,x)dt—i—/ FI (¢, z)dt.

Concluimos, entao, que

-2 9. (n s
890];1 B J Oiv1(z) ; i1
——(s,2,0) = E Fi(t,z)dt + Fy7(t,x)dt

Oe j—1(x) (2.21)
_ / Fi(t, 2)dt.
0

Agora, pela Proposicao 2.2,
aj_1(z,€) = 0;-1(pj—2(aj-1(z, ), 7, ).

Derivando em relacao a ¢,

Oaj_ 00 _
ajel<x7€) = ajxl(@j_2<aj_1(l’,€>,$,€))
dpj_o . Oaj_q 0p;_o ‘
< 5 (aj_1(z,€),x,¢€) e (x,e)+ O (aj_1(z,€),2,€) ) .

Analisando em € = 0 e lembrando que 6;_1(¢;_2(cj—1(x,0),2,0)) = 0;_1(z) e o1 (x,0) =

;_1(x), temos

80@;1 . 80j,1 6g0j,2 80@-,1 3g0j,2
22 0,0) = B ) (222040000 252 0,0+ 25204 0),0,0) )

Além disso, sabemos que ¢;_2(6;_1(z),,0) = x para todo ¢, assim

Op_
8]15 2(;_1(x), 2,0) = 0.



Logo,
804];1 . (99] 1 &pj 2
S 0,0) = S @) 20, (2), 2,0)
Oit1(z)
— 893 L Z/ Fi(s,x)ds
96,1

= Z& (:13)/0 Fl(s,m)ds.

Substituindo (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.19) e recordando que
Spjfl(aj(wa O>7 Z, O) = Sojfl(ajfl(ma 0)7 €, O) = 90]'*1(87 Z, 0) =,

aj_1(z,0) = 0;_1(x) e oj(x,0) = 6;(z), concluimos que

. . . 0;(z)
M) = 2H G0 @ [ Flsads

. . ji—1(2)
—2F1’*1(9j—1(9€),3?)893_1 (fc>/ Fi(s, x)ds
0

J

Portanto,

g
+

1 82 aj(x,e) '
2ale) = 3 (g5 [ P ontine).)ds

j_1($,6)

zm

e=0

S
X

, j(z)
= <2Ff_1((9j( ), )gi (x)/ Fi(s,x)ds

1

.
Il

i1 90; 0j-1(x)
— 2F] (Qj_l(x),a:)a—(m)/ Fi(s,z)ds
x 0

0;(x Fj—l s A
+ / Al (s,x)/ Fy(t, z)dt + 2F) " (s, x)ds
0j-1(x) Ox 0

Ml - 0. 6;(x)
_ j— j
= 2 jEl F{7(6;(2), x)_ﬁx ($)/0 Fi(s,z)ds

. ) 0j—1(z)
_ Ffl(ej_l(x),a:)—agj_l(x)/ Fl(s,x)d5>
x 0

MA1 [ 0;@) -1 s N
+ 22 (/ 81x (s,x)~/0 Fy(t,z)dt + F 1(5,x)ds>.
j=1

0;_1(x)

0@ 0,@) pi-1 s
+/ 2F)~ (S,I)ds—l—/ 22— (s,7) </ Fl(t,a:)dt) ds.
0;_1(x) 0;—1(x) Ox 0

36

(2.22)
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Fazendo
i1 0, 0;(@)
G = FH0.0520) [ Al
. o0, 0;-1(z)
by = O )0 ) / Fi(s,2)ds,
T 0
teremos
M+1 0;(x) 0j-1(z)
. 00 J o 00 J
> <Ff )(e) ) 5 w) [ Fulsa)ds = B 6a(0). 0 @) [ F1<s,x>ds>
j=1 r 0 € 0
M+1

=D a1 = b
j=1
=ag—byo+ar —bi+ay—by+ ...+ ay — by + an1 — barga-

Mas, notemos que

i1 90; 0;() ; 90 0;(z)
o=ty = BG@05@ [ Aol = Few.0520) [ Ao

. . . 05 ()
(F6y(0).0) = F,(a).o) G20) [ Fils,a)ds,

Desta maneira,

M+1 M+1

Z(aj_l — bj—l) = _bO + ap+1 + Z(O/]’_l — b])

=1 j=1
Consequentemente,
M+1 0;(z) 0j—1(x)

. 00 J . 00. J

> <Ff (o)) 5 w) [ Fulsa)ds = B 6a(0). 0 @) [ F1<s,x>ds>
=1 0 v 0

90 bo(x) o0 On41(x)
= —FP(0o(x), )a—o(:c)/ Fy(s,2)ds + FM(0p151(2), 7) ! (m)/ Fi(s,z)ds

x 0 Ox 0

M+1 . . 8(9] 0; ()

+3 (000 - R @) 7 | Atas)

Porém, sabemos que 0y(x) =0 e Oy11(z) =T, logo

00y 0— 00nr41

5y &) o (L)
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Concluimos, entao, que

M+41

, , 0;(x) . . bj-1(x)
Z (Ff—l(Qj(x),x)%(I)/o Fl(S,ZE)ds—Ff—l(ej_l(x%x)%(x)/o Fl(s,x)d8>

M41 N 1 j 20, (@)
=2 (F - Fo@.n 5w [ ms,x)ds).

Portanto, a fungdo de Melnikov de segunda ordem ¢ dada por (2.3). O

Finalizamos, assim, o estudo da Teoria de Melnikov. No proximo capitulo, faremos

aplicacoes do Teorema 2.1.
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Capitulo 3
Aplicacoes

O principal objetivo deste capitulo é estudar o nimero méaximo de ciclos limites,
H(m,n), de sistemas diferenciais planares lineares por partes com duas zonas separadas
pela curva y" — 2™ = 0, com m, n inteiros positivos. Mais precisamente, fornecemos uma
estimativa minima de H(m,n) estudando perturbagoes lineares de um centro linear. Para

isso, consideramos o seguinte campo de vetores planar linear por partes

;

2
y+ Y PH(z,y)
X([E,y): i:% ) yn_l_m>07
=1
Z(w,y) = (3.1
2
y+ Y &P (z,y)
Y(.Z',y) = i:% ) yn - :L,m < 07
—z+ Y £Q; (z,y)
=1

\

onde m, n sdo inteiros positivos, e € R e P~ e Q;t sao fungoes dadas por

P (x,y) = ap + au& + agy,
P (z,y) = o+ aur + azy,
Qf (x,y) = boi + bz + by,

Qi (r,y) = Poi+ Buz + By,

com aj;, i, bj;, B € R, para i € {1,2} e j € {0,1,2}. A curva de comutagao do sistema
(3.1) é dada por & = {(x,y) € R*: y"* = 2™}.

Durante o desenvolvimento do capitulo utilizamos o software Wolfram Mathematica
[31] para obtermos os resultados e figuras apresentados. As figuras abaixo sao exemplos
de centros lineares para casos particulares de m,n. Na Figura 3.1, temos a curva de

3

descontinuidade y = z”, é um caso particular de m,n inteiros positivos impares. Na



40

4 ¢ um caso particular de m,n

Figura 3.2, temos a curva de descontinuidade > = z
inteiros positivos pares. Na Figura 3.3, temos a curva de descontinuidade y = z?, é um
caso particular de m inteiro positivo par e n inteiro positivo impar. E na Figura 3.4, temos
a curva de descontinuidade y* = z, é um caso particular de m inteiro positivo fmpar e n

inteiro positivo par.

0.5~

0.0

051

Figura 3.1: Centro linear com curva de Figura 3.2: Centro linear com curva de

comutacao y = z°. comutacao y* = 2%,

0.5~
0.0~

-0.5

Figura 3.3: Centro linear com curva de Figura 3.4: Centro linear com curva de
comutacao y = z%. comutacao y* = x.

A fim de fornecer a estimativa inferior de H(m,n), usamos a Teoria de Melnikov até
ordem 2. Na sequéncia, denotamos por my(m,n) o nimero maximo de ciclos limite do
sistema (3.1) que pode ser obtido usando a fungao Melnikov de ordem ¢. Os principais
resultados deste trabalho fornecem os valores my(m,n) para todo m,n € Ne ¢ € {1,2}.
A contribuicao dos Teoremas 1, 2 e 3 estao resumidas nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, respec-

tivamente.
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Teorema 1. As sequintes afirmacoes sao validas para o sistema diferencial linear por partes

(3.1), quando m e n sdo inteiros positivos pares

m

]. ml(m,n) = 0 e mQ(m,n) = 1} para — = 1}.
n
m 11

2. my(m,n) =2 emy(m,n) =4, para — € {5,5} U {—,1) U (1,21 U[3,5];
n

1 11
3. my(m,n) =2 e ma(m,n) =5, para % € (0, g> U (— —) U (2,3) U (5,00).

Consequentemente,

(

m
1, para — =1,
n

4 mo Lol Yuaguss
H(mm)Z ,pCLTCLgE 575 57 (7] [7 ]7

m 1 11
m - S 2)ue .
5, para . € <0,5> U <3,2> U(2,3) U (5,00)

\

Teorema 2. As sequintes afirmacoes sao validas para o sistema diferencial linear por partes

(3.1), quando m e n sao inteiros positivos impares

1. ml(m7n) = mQ(m7n> - ]-7 para m - 1;.
n

m 2 3 4 3
2. my(m,n) =2 emy(m,n) =7, para - € (g,ﬂ U [5’ 5),

o=}

3. my(m,n) =3 e ma(m,n) =7, para e (
n

m 12 3 4 3
4. mi(m,n) =2 e my(m,n) =8, para - € (5,5) U (Z’ 1) U (1, §> U (5,2).

Consequentemente,

3) v

( m
2, para — =1,
n

m
H(m,n) > 7, para -

1 2
72 37

3 4 3
m 1
1
¢ (33)0

2 3 4 3
Zelzz2 2 1,= 22).
s e (55) 0 (510 (15) 0 (32)

n
Teorema 3. As sequintes afirmacoes sao validas para o sistema diferencial linear por partes

\

(3.1), quando m € um nimero inteiro positivo par e n € um nimero inteiro positivo impar
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1. my(m,n) =3 e ma(m,n) =4, para m_ 2;
n

-

2
2. mi(m,n) =3 e mao(m,n) =5, para m_ §
n

3. my(m,n) = 3 e ma(m,n) = 6, pam% € (%,@)u(z 3>u F E] U(;,kg)\{l};

34) 7|53
m 1 11 3 4 4 3
. =3 =7 —e(k,=)ul=2)u(22)u(=2);
4 ml(mvn) emg(m,n) , para n € ( 175> (372) (475) <3a2>7
12
5. my(m,n) =4 e ma(m,n) =7, para e (5,5) U (K5, 00);
n
m 1
6. mi(m,n) =3 e7 < my(m,n) <8, para — € (kg,g) (ks,2);
n

7. mi(m,n) =4 e 7 <my(m,n) <8, para Te (2,3);
n
m
8. my(m,n) =4 e7<mg(m,n) <9, para — € (ky, ks);
n
m
9. my(m,n) =4 e 6 < ma(m,n) <11, para — € (3, ky);
n
10. my(m,n) =3 e 6 < mo(m,n) < 11, para e (0, ko) U (ko, k1),
n

onde

1
(i) ki € a raiz irracional em (0, 5) do polinomio

q1(x) = 22°% — 1532° + 8942* — 16252° + 12342* — 444x - 48;

1 11 3
(i1) ko, ks, k3, ks sdo as raizes irracionais em (0, g) , (5’ §) , (5,2) e (3,4), respecti-

vamente, do polinomio

@(x) = 177586560z — 1447424208x'% 4 59696631362 — 293873739042
1129626832188z — 2937743305112 + 1024707363812 + 10275731844922°
—26455322327712° 4 32598278261362° — 23447960735392" + 9979771488205
—2272337135612° + 157572751632 + 33119237262 — 56320752443
111249208z + 19744,

sendo que ko < ky;

1) ky € a raiz irracional em (3,4) do polinomio
(iii)
q3(x) = 862x° — 4831z* + 830823 — 518622 + 974z + 1,

sendo que ky < ks.



Consequentemente,
(
4,
5,
H(mu TL) Z 67
7,
\
<
~
g
&
=
<]
LS
o
=
c
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m
para — = 2,
n

m 2
ara — = —,
p n 3

1

57

23
34

4 4
53

3

o (3
)

para % € (0, ko) U (ko, k1) U (

o
)o

)

U(3, ka),

k)u(
. (o))

ara m ek
p n 1 5 3
U(ks,2) U (2,3) U (ka, 00).

12

3 4
373

4’5

4 3
372

Ordem /¢
1 2
1
(0,§)U(2,oo) 30 7
1 2 3 4 3
(33)0 (30 05)0 (G2) 2]
2 3 4 3
<§’1]U[§’§) 217
{1} 1] 1

Tabela 3.1: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m,n sdo nimeros inteiros

positivos impares.



Quociente m/n
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<O,%>LJ(%,%) U(2,3) U (5, 00)

11 U 1
53 2’

1)u@ﬂuﬁﬂ

{1}

Ordem /¢
1 2
2 5
2 4
0 1

Tabela 3.2: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m,n sdo nimeros inteiros

positivos pares.

Quociente m/n

Ordem ¢
1 2
(07 k:()) U (k()a kl) 316< meo <11
11 3 4 4 3
(5o (Ga)ve) 2
1 2 3 4 4 3
- i | 1.2 2
(G o (G (o Gr) 18] o
1
(k27§) U(k372) 3 7<m2<8
1 2
(575) U (k5, 00) 4 7
2
5 3 5
)
{2} 3 4
(2,3) 4] 7<my <8
(3, ka) 41 6<my<11
(K4, ks) 41 7<my<9

Tabela 3.3: Valores para my(m,n), com ¢ € {1,2}, quando m é inteiro positivo par e n é

inteiro positivo impar.
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Na sequéncia do capitulo serao desenvolvidas ferramentas para demonstrar os teoremas

acima. Para considerarmos o caso em que m ¢ um numero inteiro positivo impar e n é

um numero inteiro positivo par, utilizamos o seguinte lema:

Lema 3.1. Se i,m,n € N entao m;(m,n)

=m;(n,m).

Demonstra¢ao. A prova é imediata usando a mudanca linear de coordenadas (x,y) —

(y, 7).

]

Desta forma, calculamos somente o caso em que m é um numero inteiro positivo par

e n é um numero inteiro positivo impar.

3.1 Familias de sistemas ET com acuracia

Definimos em [a, b], com a,b > 0, os conjuntos ordenados de fungoes

o
Ggx
Gk
Gs
Gy
gt

com k € R, onde

[uf],

[“lga una U1]

[Ulga Una Ula Ulg]
[“Iga “07 “17 ulan uly
[ulfa Ug), ulO? UIfQ’ ug
[uf, w3,

I
]7

k

k

k

k

k

pr—y Uu s k]
U ,ug,ulg],

N

k .k ,k ,k k
u ﬂu67u57u37u10>u12]

k k k k ,k k

k
0
k
0
E k k k k k k
2
k
1
k
U, Uy, Ug, U, Ug, Upg, Upo

[
= |
= |
= |

[

uj(x) = a*,

ug(x) = 277,

() = 2%,
ub(z) = 2373,
ug(v) =z + ka3,
uy

uf(z) = 1,
E(r) = 2251,
E(g) = 22,
’; =z + 2
(@) = (1+2*7?) (z + ka™ "),
uiy(z) = (1+2*72) (z + k™) tan™" (271 .

Também, denotamos por sign(ay, as, ...,

discriminante do polinomio P por Dis(P). Temos os seguintes resultados:

Proposicao 3.1. As sequintes afirmacoes sao validas:

Z(G¥) =0, para k > 0;
Z(G¥) =1, para k > 0;

2(G3) =2, para k #1;

I

a,) o vetor (sign(ay),sign(as), ...

k

y Ug s Uy, Ug, Uy, Ug, Ug, Ug

J,

,sign(a,)) e o



4. Z(G5) =2, para k € (1,2];
5. Z(G¥) =3, para k € (2,00);
6. Z(G¥) =3, para k € (1,2];

7. Z(G¥) =4, para k € (2,00);

4 3
il 9 .
3,2)U( ,00),

2. 2(08) =8, para ke (1.3) U (5.2):
2;

10. Z(GE) =4, para k = 2;

8 Z(GHY =7, para k € {

2
11. Z(GE) =5, pamk—g,
12. 2(G¥) =1, para k = 1.

Demonstracao. Para provar, vamos mostrar que para cada familia

G c {GE.Gr.Gr Gr GF GE GE GF GF)} todos seus Wronskianos sdo ndo nulos exceto o

46

ultimo, no qual nao tem zeros ou tem exatamente um zero dependendo do valor de k.

Portanto, dos Teoremas 1.4 e 1.5 obtemos que G é um sistema ECT ou um sistema ET

com acuracia 1 e, consequentemente, Z(G) = n ou Z(G) = n+ 1, com n é um nimero

cardinal de G.

O Wronskiano da familia G é Wy(z) = 1 e os Wronskianos da familia G¥ sao Wy(z) =

Wi(xz) = 1. Consequentemente, todos estes Wronskianos nao possuem zeros.

Os Wronskianos da familia G¥ sao dados por

Wo(x) = x+2*
Wi(z) = (k—1)2" 2 (2 +27%),
4(k — 1)3z1k=2

72 + $2k

Wg(l’) = —

Claramente Wy(x), Wi(x), Wa(z) # 0 em (0, 00), para k # 1.

Os Wronskianos da familia g§ sao dados por

W(](IE) = 1,
Wil) = (k- a2,
Wy(x) = (k- 1)xk_3P07k(x2k_2),

com Py(x) = k(2k — 1)x — (k — 2). Para k # 1, Wy(x), Wi(z) sdo ndo nulos em
Note que Py (0) Py, (z) > 0se k€ (1,2), Poyx(0)Fy,(0) =0se k=2 e Pyi(0)F,

paes

m (0

)

o0
<

).
0
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se k € (2,00). Logo, Wa(z) # 0 em (0,00) se k € (1,2] e Wy(z) tem exatamente um zero
positivo, o qual é simples, para k € (2, c0).

Os Wronskianos da familia gff sao dados por

Wo(z) = z+2*71,
Wi(z) = (k—1)2"2 (2% 4+ 2?),
4(k — 1)3zH—2

Wa(z) = - o2k L g2
Ak — 1)3 kg3 _
Wi(x) = — ((:1:% 3_ ) Py (z?7?),

com Ppy(x) = (k—2)(2k — 1)z — 3k + 2. E facil ver que Wo(z), Wi(z), Wa(z) # 0 para
x> 0ek# 1. Note que [[(PLr(0), P (x))]] # 0, PLi(0)Px(x) < 0 para k € (2,00)
e Pp(0)P,(z) > 0 para k € (1,2]. Entdo, obtemos que W3(z) # 0 em (0,00) para
k€ (1,2] e W3(x) tem exatamente um zero positivo, o qual é simples, se k € (2, 00).

Os Wronskianos da familia G& sdo dados por

Wo(z) = "',

Wi(z) = (k—1Da% 4

Wo(z) = (k—1)ka™7,

Wi(z) = —2(k—1)%k(2k — 1)2>1,

Wi(z) = —2(k—2)(k—1)*k*(2k — 1)1,616—147

Ws(x) = —4(1— Zk) (k—2)(k—1) k?3(3k _ 2>%9k—217

Ws(z) = 24(1 —2k)*(k —2)*(k — 1)°k3(2k — 3)(3k — 2)2'%=30,

Wo(z) = 144(1 — 2]{;)2(}{; _ 2)2(k _ 1)12k3(2k —3)(3k — 2)$12k_36P27k(:174k_4),

com Py . (7) = k*(2k—1)(3k—2)(4k—3)x+(k—2)(2k—3)(3k—4). Para k € (1, oo)\{; 2}
et €{0,1,2,3,4,5,6}, W;(x) # 0 em (0,00). Analogamente, ao caso anterior, concluimos
3

4
que Wr(z) # 0 em (0,00) para k € 375 (2,00) e Wr(x) tem exatamente um zero

positivo, o qual é simples, para k € (1 5) <§, 2).
Os Wronskianos de 96, para k = 2, sao dados por

4

WO(‘T) = T,

Wi(z) = —da?,

Wa(z) = 1623,

Wi(z) = 48 (102° —32° +z),
153622 (22% + 9

Wi(z) = ( )

(a2 +1)°
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Por célculos simples, obtemos que W;(z) # 0, i € {0, 1,2, 3,4}.
2
Os Wronskianos de Q? , para k = 3 sao dados por

Wolz) = 22/,

W) = o

Wy(x) = —%,

Ws(z) = %,

Wilr) 256 (—25x2/3+105x4/3+6)7

19683235/
65536 (92%/% + 26)

4782969 (22/3 + 1)* 246/

Note que W;(z) # 0, i € {0,1,2,3,4,5}.

Os Wronskianos de Gf; sao dados por

Wo(z) = 2F,
Wi(z) = —22%73

Logo, Wy(x) e Wi(x) sdo nao nulos em (0, o).

Isto finaliza a prova da Proposigao 3.1. O]
Proposicao 3.2. As sequintes afirmacoes sao validas:

1. Z(GE) =4, para k € (1,2] U [3,5].

2. Z(GF) =5, para k € (2,3) U (5, 00).

Demonstra¢ao. Consideremos o conjunto ordenado

k k k k

P R R P L )
[ulf7u37u107u127u6} ) LS [5700)

Observe que Z(G¥) = Z(FF). Na sequéncia, mostraremos que para k € [1,5) todos os
Wronskianos ]-"f sao nao nulos, exceto o ultimo, que nao tem ou tem exatamente um zero,
que ¢é simples. Portanto, dos Teoremas 1.4 e 1.5 obtemos que ]—"f ¢ um sistema ECT ou
um sistema ET com acurdcia um e, conseqiientemente, Z(G) = 4 ou Z(G¥) = 5. Para

estudar Z(FF) consideramos os seguintes casos:
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Caso 1:

Seja k € (1,5). Os Wronskianos de F¥ sao dados por

Wo(z) = z*,
Wi(x) = 2(k—1)2*3,
Wy(zx) = 2(k— 1)3x4k_4P37k(a:2k_2),
32(k — 1)829%-7 B
Wale) = - (22F + 22)? Pasa™™),
2 k—1 Gk 10k—11
W4(x) — 56( ) T P5’k(x2k72)7

x2k 4 g2)°
onde P3y(z) = 3ka® — (k+ 1)z + 3, Pys(z) = (k — 5)kx + (1 — 5k) e
Ps () = As p2” + Bs px + Cs 1

com

Asp = (k=5)(k—2)k(3k —1),  Bsx = —2(k(k(k(k +10) — 30) + 10) + 1) e
Csp = —(k — 3)(2k — 1)(5k — 1).

A partir daqui é facil ver que para k € (1,5) e i € {0,1,3}, Wi(x) # 0 em (0,00) e
Dis(Ps;,) = k* — 34k + 1 < 0. Entdo, Wy(x) também nao tem zeros positivos. Além disso,

¢

(1,1,1), ke (1,2),
(0,1,1), k=2,

sign(Ask, Bs i, Cs ) = ¢ (— 1,Slgn(B5 k), 1), ke€(23),
(=1,-1,0), k=3,

[ (—1,-1,-1), k€ (3,5).

Portanto, pelo Teorema 1.2, W,(x) nao tem zeros para k € (1,2] U [3,5) e tem um zero
positivo, o qual é simples, para k € (2,3). Aplicando os Teoremas 1.4 e 1.5, concluimos
que Z(FF) =4 para k € (1,2]U[3,5) e Z(FF) =5 para k € (2,3).

Caso 2:
Seja k € [5,00). Os Wronskianos de FI sio dados por
Wo(z) = zF,

Wi(r) = —22%73,
Wy(z) = —2(k — 1D)a? Py p(x7212F),
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8(k — 1)3a%—

Ws(x) = P (2?72,
3() (2% 1 22 (IC
256(k — 1)0ka !0k 11 _—
Wy(x) = Psr(x ,
() Eawe Tl
CcOo1m
Psr(z) = AG,k9€2 + Bg rx + Ce 1,
Prp(z) = Aqpa’ + Brpa® + Copa® + Doy + Eqy,
Pg,k(l‘) = Ag,kIQ + B&kx + Cg’k.
(§]
Ag . = 3k(3k — 1), Bey = (k+1)%
Cor =k —3, Azp = =3k*(3k — 1),
Brj, = —17k* 4+ 8k* + k2, Crp = —k(k(k(k + 34) — 67) + 20),
Dy =4 — k(k(k(k +22) — 61) +18)), E7x = k(k(7 — 3k) + 6,
Asp = —(k —5)(k — 2)k(3k — 1), Bsx = 2(k(k(k(k + 10) — 30) 4+ 10) + 1),

Csr = (k—3)(2k —1)(bk —1).
Note que para k € [5,00), sign(Ag ) = sign(Bex) = sign(Ce ) =1 e
sign(Ar ) = sign(Br ) = sign(Crx) = sign(Dr ) = sign(Lry) = —1.
Logo, pelo Teorema 1.2, W;(x) # 0 em (0, 00) para k € [5,00) e i € {0,1,2,3}. Desde que

(1,—-1,-1), k€ (5,00),

sign(As , B, Cs k) = { (0,-1,-1), k=5

temos que Wy(z) # 0 em (0,00) para k = 5 e ele tem um zero positivo, o qual é simples,
para k € (5,00). Entdo segue que Z(FF¥) = 4 para k = 5 e para Z(FJ) = 5 para
ke (5,00).

Com isso terminamos a prova da Proposicao 3.2. O

A fim de provar a Proposicao 3.3, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.2. Seja P(z) = Az + Ba® + Ca® + Dz + € com

A= (k—5)(k—2)*k(2k — 1)(3k — 4)(3k — 1)(4k — 3),

B=—2(2k — 1)(3k — 4)(k(k(k(2k(k(39k — 179) + 235) — 89) — 118) + 35) — 2),

C = (3k — 4)(k(k(k(5k(k(2k(24k — 61) + 177) — 366) + 2034) — 930) + 201) — 38),
D = —2(3k — 2)(5k — 4)(k(k(k(k(2k — 19) + 88) — 75) — 38) + 26) ¢

£ = (k—3)(2k — 3)(2k — 1)(3k — 2)(5k — 4)(5k — 1).

As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
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1 2 3 4 4 3
1. Para k € <5’k2) U [g, Z) U [5, 1> U (1, 5} U (5,/{3), P(x) #0 em (0,00), onde

ko, ks sao raizes de qa(x) em 53 € 3 2 |, respectivamente;
1 11 12 3 4 4 3
2. Para k ko,= Ul =, = |U[=,=|Ul-,=|U|(=,=)U{2}U(ks5,5 t
T O M W e
um zero positivo, o qual € simples, onde ko e ks sao raizes de go(x) em | 0,= | e

5
(3,4), respectivamente;

1
3. Para k € (kg, 5) U (k3,2) U (2,3) U (5,00), P(x) tem dois zeros positivos, os quais

sao simples;
4. Para k € (0,ko) U (3,ks), P(x) tem trés zeros positivos, os quais sao simples.

Demonstracao. Por calculos simples, obtemos

(

(1,1,1,sign(D), —1), ke

12
—1,—1,si 1,1 k - =
(-t 1), ke (53).
2
(—1,-1,-1,0,0), k=2

3
(—1,-1,-1,—-1,-1), ke (

(1,sign(B),—-1,—1,-1), ke (z,k(;) ,

sign(A, B,C,D,&) = 9 (1,1,sign(C), -1, —1),  k = kg,

4
(171717_17_1)7 ke (k67g>7

4
(17171a070)7 k:_7

5)

4 4
1,1,1,1,1), ke(Z,1)u(1,2),
n1210 (5)0(5)

4
(0,0,0,1,1), k=g,

4
(—1,—-1,—1,sign(D), 1), ke (— §),

\

3 4
onde kg é raiz, em (Z’ 5), do polinémio 2402" — 6102° + 8852° — 18302* + 20342> —

9302% + 201z — 38. Aplicando o Teorema 1.2, temos que P é ndo nulo em (0, 0c0)



52

2 3 4 4 . .
para k € 31 U 5,1 U1, 3 e P tem um zero positivo, o qual é simples, para

e (L1Y(L2) (3 4) (22
372 2'3 4’5 3'2)°
Agora, o discriminante de P é dado por

Dis(P) = —192(4 — 3k)*(k — 1)**(2k — 1)(3k — 2)(5k — 4) MN,

M = 32400k" — 189990k + 503307k'" — 781069k + 742059%® — 352440k" — 84219k
+253647k° — 161955k* + 28332k3 + 22032k* — 15336k + 3296,

N = 177586560k — 1447424208k 4 5969663136k — 293873739044
+129626832188% '3 — 293774330511k + 102470736381k + 1027573184492k
—2645532232771k° 4 3259827826136k — 2344796073539k + 997977148820%°
—227233713561k° + 15757275163k + 33119237263 — 563207524k + 11249208k
+19744.

Entao,

1 1 3
v (D)o (L) o (B e

sign(Dis(P)) =
I, ke(0k)U (k2, 1) U (ks ks).

3
. : e 1 1
Portanto, P tem dois zeros reais, contando as multiplicidades para k € | ko, = U = ko |U
3
(5, k3) U (ks,00) e P tem 4 ou 0 zeros, contando as multiplicidades para k € (0, k) U

1 . ,
ks, 3 U (ks3,2) U (3, ks). Na sequéncia, devemos determinar o nimero exato de zeros em

(0,00). Por meio de célculos simples, é possivel ver que

(—1,sign(B),1,-1,1), ke

sign(A, B,C,D, &) =

(—1,sign(B),1,—-1,-1), ke <
(—1,sign(B),sign(C),—1,-1), k€ <
2

(0,1,1,—1,-1), k=

(—1,sign(B),1,—1,-1), ke (2,3),
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(—1,-1,1,-1,1), ke (3,5),
sign(A,B,C,D,&) =< (0,—-1,1,—-1,1), k=25,
(1,-1,1,-1,1), ke (5,00),

1 1
e P(—1) > 0 para k € (g,k’g) U (/{2, §> U (;,k’g) U (k3,3), P(1) > 0 para k € [2,3) e

P(3) < 0 para k € (4,00). Consequentemente,

1
1. Para k € (ko, R U (ks,5), P tem dois zeros reais, os quais sao simples, um deles

positivo e o outro negativo;

1 3
2. Para k € (5, k?g) U (5, kg) , P tem dois zeros reais, os quais sao simples e negativos;

1
3. Para k € (/{2, §> U (k3,2) U (2,3), P tem quatro zeros reais, os quais sao simples,

dois deles positivos e os outros dois negativos;

4. Para k € (0,ko) U (3,k5), P tem quatro zeros reais, os quais sdo simples, trés deles

positivos e o outro negativo;
5. Para k = 2 ou 5, P tem um zero real, o qual é simples e positivo;
6. Para k € (5,00), P tem dois zeros reais, os quais sdo simples e positivos.

Isto finaliza a prova. n

§}, 6 < Z(GF) < 11. Além

Proposicao 3.3. Para k € RT \ {k:o,krl,krg,kg,k4,k5,2,1, 5

disso, as sequintes afirmacoes sao validas:

w)o(55)0 )0 (3]0 Gn)
Z(G8Y =17, para k € (k:l, é) U ( ) (%;) U G%) U <§;) U (ks,5);

3. 7T< Z(G¥) <8 para k€ (kg, ) (ks,2) U (2,3);
(

Z(G¥) =6, para k € (

4. T< Z(G¥) <9, para k € (ky, ks).

3
Demonstragdo. Seja k € R\ {ko, ki, ko, k3, ka, k5,2, 1, 5} Os Wronskianos do conjunto

ordenado gf; Sao
Wo(z) = 1,
Wi(z) = kot (3.2)
Wy(x) = 2(k — 1)k(3k — 2)z*5,
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Wi(z) = —4(k —2)(k — 1)%k3(3k — 2)2%10,

Wi(z) = 16k*(3k —2) (k> — 3k + 2)2 216,

WB(I') = 16(]{7 — 2)2(]{; — 1)4]{34(3]{7 _ 2)$7k_20pg7k(1‘2k_2),
— N2k — 1)Tk4(3k — 2)p12k—20

We(z) = 512(k — 2)*(k — 1)"k*(3k — 2) et

(x4 x2)5

com P dado no Lema 3.2 e
Pg7k<l'> = A97kl'2 —+ Bg’kl' -+ Cg}k,

onde Ag, = 3k(2k —1)(3k —1)(4k —3), Bop = —(k+1)*(2k—1) e Coy, = 3(k—3)(2k - 3).

Claramente Wy(z), Wi (z), Wa(z), Ws(x), Wy(x) # 0 em (0, 00), grau(Pyy) = 2 para k ¢
311 3114 - (.
{Z’g’ 5} e grau(P) = 4 para k ¢ 137 3,2,5 . Entao W5 e Ws tem no maximo

2 e 4 zeros positivos, respectivamente. Aplicando os Teoremas 1.4 e 1.6 concluimos que
6 < Z(G¥) < 11. No entanto, para determinar uma melhor estimativa para Z(Gg)
usando a Teoria de Chebyshev é necessério reorganizar as fungoes de QS convenientemente.

Consideremos o conjunto ordenado Fy definido por

( [ulg,u’g,ug,ug,ulf,ulfo,ulfﬂ , k€ (kg ks) U (ks, 4],

k ok k k k .k k
[u5,u6,u3,u1,u10,u12,u0}, k

k ok k k .k _k  k
[u6,u3,u1,u10,u12,u0,u5}, k

k ok k .k k _k  k
[u6,u1,u10,u12,u5,u0,u3} , ke

230 (3] u () ik,

k ok k k k .k k
[u5,u3,u0,u1,u10,u12,u6} , ke

[ulg,u’f,ulg,ulg,ug,ufmu’fﬂ , ke <3, 2> U (4, 5].

\

Na sequéncia, mostramos que para F» todos seus Wronskianos sdo nao nulos exceto o

ultimo, o qual tem exatamente ¢ zeros, todos simples, onde
( 1 2 3 4 4 3
k — k - = -1 1, = — k
o ke (5o ()5 (3]0 Gs),
1 11 12 3 4 4 3
17 ke k7_ U 9’0 U a7 9 U RS U 590 Uk757
e (ng)u(52) v (5) v (35) v (5:2) e

1
2, ke (k?27 g) U (k’3,2) @) (2,3),

3, k€ (kg ks).
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Dos Teoremas 1.4, 1.5 e 1.6 concluimos que:
1 23 4 4 3
1. Z(F5) =6 ke |-k == -1 1,- = ks |
(FZ) , para € (57 2>U(374)U|:57 )U( 73:|U(27 3)7
1 11 12 3 4 4 3
2. Z(Fy) = - i -z °Z 0 :
(F5) =17, para k € (kl, 5) U (3,2) U (2,3) U (4, 5) U (3, 2) U (ks, 5];
1
3. T< Z(Fy) <8 parake <k2,§) U (ks,2) U (2,3);

4. 7 < Z(G¥) <9, para k € (ky, ks).

A fim de estudar os Wronskianos de Fy consideramos os seis casos seguintes:

Caso 1:

Seja k € (kg, ks) U (ks,4]. Entao, os Wronskianos de Fy sio dados por

Wo(z) = x%72

Wi(z) = ka5,

Wa(z) = 2k32559,

Wi(z) = —4(k—2)(k — 1)k*(3k — 2)25¢+=2),

Wi(z) = —16k*(3k —2) (k* — 3k +2)° 27516,

Ws(x) = —16(k —2)%(k — 1)*k*(3k — 2)a™ 2 Py 1 (2%72),

onde P é dado pelo Lema 3.2 e
Piox(7) = (3k(2k — 1)(3k — 1)(4k — 3))a* — (kK + 1)*(2k — 1)z + 3(k — 3)(2k — 3).
Note que discriminante de Pjgy, €
Dis(Pioy) = —(2k — 1) (862k° — 4831k" + 8308k — 5186k + 974k + 1) .
Através de calculos simples ¢é facil ver que Dis(Pyo ) < 0 para k € (ks,4]U (k4, k5) . Entao

Wi(x) # 0 em (0,00) para i € {0,1,2,3,4,5}. Pelo Lema 3.2 temos que Wg(z) tem um

zero para k € (ks, 4] e tem trés zeros positivos para k € (ky, ks).

Caso 2:

3 4
Seja k € <1’ 5} . Entao, os Wronskianos de Fy sdo

WO (l’) — :E2k_2,
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Wi(z) = ka®?,

Walz) = 2k32%9,

Wi(z) = 8(k—2)(k—1)k2™ 12,

Wy(x) = 8(k—2)(k— 1)3k3$7k_15p11,k(x2k_2),

i - e
Welx) — 512(k — 2)2(k;:;k1§i42§ik _ 2)3:1%—207)(%%_2)'

onde P é dado pelo Lema 3.2, Py x(z) = (3k(k(6k—5)+1))z*— (k+1)*z+3(k—3)(2k —3)
e
Pio (%) = A7 + Biopr® + Ciogx + Digy,

com

Arg = —(k = 5)(k = 2)k(2k — 1)(3k — 4)(3k — 1),
Biog = k(k(k(k(9k(4k 4 3) — 562) + 949) — 498) + 80) — 8,
)+ 10) — 29),

Chrag = (3k — 2)(k(k(2k(18k — 89) + 185
Diay, = (k — 3)(2k — 3)(2k — 1)(3k — 2)(5k — 1).

Sob célculos simples mostramos que Dis(Py1 ) < 0, j& que
Dis(Pyy ;) = —432k° + 2305k" — 3632k* + 1950k% — 320k + 1,
e, também,
Sign(Am,k) = Sign(Bu,k) = Sign(Cu,k) = sign(DlM) = 1.

Portanto, W;(z) # 0 em (0, 00) para i € {0,1,2,3,4,5}. Aplicando o Lema 3.2 temos que

4 3 4
Ws(x) nao tem zeros para k = s e tem um zero positivo para k € ( >

4’5
Caso 3:
12 2 3 4 3 k
Seja k € (2 3) U (g, Z) U (3, 2) Logo, os Wronskianos de F, sao dados por
WO(Q:) = x3k—2’
Wi(z) = —2ka*F°,
Wy(z) = 8(k—1)ka™ 7,
Ws(z) 8(k — 1)%ka™ 0 Pg (%72,
256(k — 1)k 10k—11

W4(:L‘) — ( ) P147k;<x2k_2),

(x?F 4 332)3
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256(k — 2)(k — 1)%k2(3k — 2)a10F—14

W5<£U> - (x% f x2)4 P15,k(l’2k_2),
512(k — 2)2(k — 1) k4(3k — 2)12k—20 )
We(z) = ( )*( o l x2()5 ) P<x2k 2)7

com P dado pelo Lema 3.2, Pi3x(z) = A137kx2 + Bigipr + Cisg, Pui(z) = A147kx2 +
By + Ciay, € Pisp(x) = Apspa® + Bispa® + Cis 57 + Dis g, onde

Ajzp = 3k(3k — 1),

Bisp = —(k +1)?,

Chsp = —3(k — 3),

A= (k—=5)(k—2)k(3k - 1),

By = —2(k(k(k(k + 10) — 30) 4+ 10) + 1),

Ciap = —(k —3)(2k — 1)(5k — 1),

Assp = (k—5)(k — 2)*k(3k — 1)(4k — 3),

Bisy = —(k(k(k(k(k(82k — 329) + 246) + 341) — 404) + 84) + 4),
Cise = (k (5k (k (4k (K> +4) —91) +84) —73) —16) e

Disp, = (k — 3)(2k — 1)(5k — 4)(5k — 1).

E facil checar que Dis(Pisz) = k* + 112k% — 354k% + 112k + 1 < 0, sign(Ayy) =
sign(Biax) = sign(Ciag) # 0 e sign(Aysx) = sign(Bis ) = sign(Cis k) = sign(Dis i) # 0.
Isto implica que W;(x) # 0 em (0,00) para ¢ € {0,1,2,3,4,5}. Aplicando o Lema

3.2 temos que Wg(x) ndo tem zeros para k € (— —> e tem um zero positivo para

374
1 2 4 3
kel 2 -2,
< (273)U(372>
Caso 4:

1 1 4 4
Seja k € (5, /@) U (k’g, §> U (5’ 1) U (1, 5] U <g, I<:3> U(ks,2). Entao, os Wronskianos

de F¥ sdo dados por

Wo(l') = x3k727
Wi(z) = —2(k—1)a*3,
WQ(J)) == —2(145 — 1)3I4k_4P167k($2k_2),

32(k — 1)529%-7 ok—2
Ws(z) = (2% 1 22 Pr7 g (x7777),

_ 32(k —2)(k — 1)8katthH 2k—2

Wil = (22 + 22)° Prsale )

64(k — 2)(k — 1)7k?(3k — 2)xttk—14
Wy U2 DR 2

(x2F 4+ 132)4
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512(k — 2)2(k — 1)7k4(3k — 2)g12k—20 )
We(x) = ( )( = l xz()5 ) P22,

(z) = Agpa®+ Bisxr + Ciop,
Pirp(x) = Airpx + Birg,
() = Agpr®+ Bigpr + Cigy e
() = A’ + Biogr® + Ciopx + Digy,

€
Ao = 3k,
Bigp = —(k+1),
Cier = 3,
Ay = (k — 5k,
Bz =1 — 5k,

Agg = (k —5)k(2k — 1)(3k — 4),

Bigy = —(k(k(51k — 98) + 35) + 4),

Cigp = k((71 — 30k)k — 43) + 6,

Avgr, = (k —5)(k — 2)k(2k — 1)(3k — 4)(4k — 3),

Bioy = —(2k — 1)(3k — 4)(k(k(10k(2k — 3) — 49) + 45) +2),
Crox = (5k — 4)(k(k(k(6k + 59) — 125) + 40) + 8) e

Digy = (2k — 3)(3k — 2)(5k — 4)(5k — 1).

Note que Dis(Pigx) = k* — 34k + 1 < 0, sign(Ay74) = sign(Bi7x) = —1,

(

(1,1,1), ke

sign(Aisk, Bigk, Cis k) = (—1,—-1,-1), ke (%,k’g) (kg, ) (g,k‘g) U (ks, 2),
4
3

(1,1,0,0), k=

sign(Aigk; Biok, Crok, Digg) = ¢ (=1,—1,—1,—1), ke (
4
3
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Pelo Teorema 1.2, implica que W;(x) # 0 em (0, 00) para i € {0,1,2,3,4,5}. Do Lema

4,5}
B 1 4 4 3
3.2 temos que Ws(x) ndo tem zeros para k € (g, k’g) U (5’ 1) U (1, 5} U (5, k‘g) e tem

1
dois zeros positivos para k € (kg, §> U (k3,2).

Caso 5:

1
Seja k € (kl, 5) U (2,3). Entao, os Wronskianos de F& sdo dados por

W()(ZL’) — {L‘2k_2,
Wi(z) = —ka,
Wa(z) = —2(k —2)(k — 1)ka™7,
Wg(l’) — 4(]€ )Z(k )k2$4k710’
W4(33') — 4<k )2 L — )2k2 4k713p k<x2k72)’
16(1{3 2)2(1{3 )4]{32 Tk—12 oo
Wele) = (228 + 22)* P,
Wow) — 2120220k - DTRIBE =200

(x2k + 5102)5

Py p(x) = AQO,k372 + Bog x4+ Coop €
P p(z) = A21,k376 + B21,kﬂf5 + 021,k$4 + Dm,kxg + EQl,kxz + Fo1 2 + Gorg,

sendo

Ago g = 3k(2k — 1)(3k — 1)(4k — 3),

Baoy = (k+1)*(2k — 1),

Coor = (9 — 2k)k — 9,

Aoy g = 3k*(2k — 1)(3k — 2)(3k — 1)(4k — 3),

Boyy, = K*(2k — 1)(3k — 2)(k(k(144k — 157) + 34) — 1),

Corx = k(k(k(k(k(6k(12k(16k — 17) — 877) + 15977) — 19731) + 12594) — 3976) + 480),
Doy g = 2(k(k (k(k(k( 2
Eorp = —(3k — 2)(k(k(k(k(k(2k(36k — 77) 4+ 337) — 1899) + 3376) — 2038) + 312) + 64),
For g = (3k — 2)(k(k(k(k(k(2k — 153) + 894) — 1625) + 1234) — 444) + 48),

Gorp = —(k — 3)k*(2k — 3)(3k — 2)(3k + 2).

Claramente, W;(z) # 0 em (0,00) para i € {0, 1,2,3}. Célculos simples mostram que

k(4K (9K (28k — 123) + 1928) — 4375) — 3482) + 5733) — 2528) + 324) + 16),
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SigH(Agoyk) = SigH(BQQ’k) = SigH(CQ(]’k) 7& 0e

(17 1717 17 17 1)7 k € (kb %) )
(1,1,1,1,sign(Fa1s), 1,1), k€ (2,3).

Sign(Asz, B21,k, CZl,kv D21,k7 E21,k7 F21,k7 G21,k) =

Também,

Dis(Pyp) = 65536(k — 1)*°k"(2k — 1)(3k — 2)* My 4 Noyj, > 0 e
Dis(Pj ;) = —138240(k — 1)°k"(2k — 1)(3k — 4)(3k — 2) M3, ,, < 0,

My, = 839808k' — 1010880k" — 5060880k + 38949840k'" — 119174064k ™
+206860856k° — 229069101%® + 172507094k" — 93655033k° + 40317742k°
—15647109k* + 5552126k — 1513413k> + 251166k — 18144,

Noyp = 3806744916427776k — 55363303288765440k°
+930918457497147264k%" — 118360044633405168004>°
+91532683238850129312k% — 461469196017358935696k*
+1622359364855004861768%>*" — 4081835756886132853476k%
+7066283856715725821154k%* — 6426908477868657393915k4
—5570734270994188242092k% + 34449311793335111162756k2>
—172559458015304856204100k2" + 93717261635762945156198k2°
—65437568405213793393128% ' — 25211872504090862077128k!®
+153990865975216351065386k' " — 268923470102381922080003% ¢
+322246492599713740001772k™° — 299852489898557778337168%k™
+225377328717270001041400% — 138781976728733627492448%
+70242082807482307324928k ' — 29138571482801500573952k°
+9832545194432486567808k" — 2665220654327667122944 %%
+569193829546198405120k7 — 92927089125456728064%°
+11032032669333372928%> — 866311843757228032k*
+35207468035866624k> + 85494705684480k* — 49435757248512k
+226492416000.

My, = 6423611255021371392k° — 111541968937921019904%*
+919200338078790647808k>° — 4751398693800526086144k2°
+17051707504593799543296%% — 439569799684599520604164>
+79325528585775828825888%%5 — 83049401006160707918160k2°
—23541866479728480999600k%* + 306720930758420745367704%%
—717990042317623841069030k** + 1028998488320313495753775k>!
—915830770482208120258250k° + 188673794870808275027004% "
+1005516286916761775852976k® — 2208045399982750081770142k"7
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+2920284937455072726299120k% — 2913634752052959555716740k"°
+2331198233528173549750198% — 1529393372181064351073785k™3
+828284597891147416650858k'% — 369475648282342414004728k!!
+134404932680713025481024k'° — 39088597168487171481504k°
+8750911360694654129984k% — 1385973942226936482304 %"
+115178193874563928064k° + 8227208308803918592%°
—4233031926351437312k* + 648475854014928896 43
—52082860372828160k” 4 1952897294499840k — 13759414272000.

Logo, P i, tem duas raizes reais, para este intervalo de k, e ja que

Py (0) = —18Kk° 4 81K° — 73k* — 36k + 36k* > 0 e
Py p(—1) = —1728k® 4+ 9696k™ — 22752k + 28608k” — 20160k + 7008k™ — 96k* — 768k
+192 < 0,

resulta que as duas raizes reais de Py, sdo negativas. Isto implica que Wy(x), Ws(z) # 0
1
em (0,00). Do Lema 3.2 temos que Ws(z) tem um zero para k € | ki, o) dois zeros

positivos para k € (2, 3).

Caso 6:

11
Seja k € <§, 5) U (4,5]. Os Wronskianos de F5 sdo dados por (3.2). Observe que

11

1,1,1), kel=,=],

Sign(A97k,Bg,k709’k) = ( ) (3 2)
(1,—1,1), ke (4,5],

e Dis(Pyy) = —(2k — 1)(862k° — 4831k 4 8308k® — 5186k + 974k + 1) < 0, se k > 4.
Entao, W;(x) # 0 em (0,00) para i € {0,1,2,3,4,5}. Aplicando o Lema 3.2, temos que

11
Wes(z) tem um zero positivo para k € 33 U (4, 5]. Isto finaliza a prova. O

Proposigao 3.4. Z(GE) =6, para k € (5,00).

Demonstrag¢ao. No conjunto de funcgoes g? , mostraremos que todos os seus Wronskianos
nao possuem zeros em (0, 00), exceto o ultimo que tem exatamente um zero simples nesse
intervalo.

Os Wronskianos da familia g? sao dados por

Wo(z) = aF,
Wi(xr) = 2(k—1)a* 3,
Wy(z) = —2(k—2)(k —1)ka57,
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W3 (.Z'
W4 (Q?

8(k — 2)(k — 1)k*2™ 12
8(/€ o 2)(/€ o 1)3k3x7k715p227k($2k72)’
256(k — 2)(k — 1)5k32!2k16

~—  ~—

_ 2%k—2
Wsle) = (228 + 22)* Pooale™ )
com
Py p(z) = Agopt® + Bogpw + Cogy e
Py () = Agzpr® + Bogpr? + Cospx + Doy,
onde

Aso = 3k(k(6k —5) + 1), Agsy = —(k—5)(k —2)k(2k —1)(3k — 4)(3k — 1),

By = —(k+1)%, (K (k(9k(4k + 3) — 562) + 949) — 498) + 80) — 8),

Chop = 3(k —3)(2k —3),  Chax = (3k — 2)(k(k(2k(18k — 89) + 185) + 10) — 29) e
Do = (k — 3)(2k — 3)(2k — 1)(3k — 2)(5k — 1).

S8
Do
»
B

I
—~

x5
—~

Ja que k > 5, W;(x), para ¢ € {0,1,2,3}, ndo possuem zeros positivos em (0,00).

Além disso, o nimero de zeros de Wy(z) ¢é igual ao nimero de zeros de Py (), €
Dis( Py ) = —432k° + 2305k — 3632k + 1950k* — 320k + 1 < 0.

Como Psyp, ¢ um polindmio de segundo grau com discriminante negativo, Pag ) nao
possui zeros reais. Resta analisar a quantidade de zeros de W5(x), que coincidem com os
zeros de Py3 (z). Para k > 5, sign(Aas ) = —1 e sign(Bas ) = sign(Cas k) = sign(Dasx) =
1. Pelo Teorema 1.2, Pa3 e, portanto, W5(x) possui exatamente um zero positivo, além

disso, este zero ¢ simples. Isto finaliza a prova. O

Proposigao 3.5. Para k € (5,00), Z(GY) =17.

. : k k ok ok ok ok ok k kok ok ok ok k
Demonstragdo. Sejam G* = [ug, uy, ug, us, uz, uyg] € Hy, 5 = [uy, ug, us, uz, cug+Bujy+ui)

conjuntos ordenados. Observe que

Span(Ga) = Span(G*) U U Span(H. ;).

a,BER

Faremos essa demonstracao em dois passos. Primeiro, vamos mostrar que os Wrons-
kianos da familia gg sao nao nulos, exceto o tultimo, que possui dois zeros simples. Em
seguida, provaremos que G* é um sistema ECT e que os Wronskianos de #H* a,p 12O se anu-
lam, exceto o ultimo, que tem no méaximo 3 zeros, contando as multiplicidades. Portanto,
pelos Teoremas 1.4, 1.5, 1.6 ¢ Observacio 1.1 temos que 7 < Z(Gs) < 8, Z(G¥) =5 ¢
4 < Z(HE ;) < 7. Assim, como todo elemento do Span(G§) pertence ao Span(G*) ou a

U Span(H. ;) conclufmos que Z(G§) = 7.
a,BER
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Os Wronskianos da familia G§ sdo dados por

Wo(z) = 1,

Wi(z) = ka" !,

Wa(z) = 2(k—1)k(3k —2)z*,

Wi(z) = —4(k —2)(k — 1)%k*(3k — 2)2% 0,

Wi(z) = 16k'(3k —2) (k* — 3k +2)" 2719,

Ws(z) = 16(k —2)2(k — 1)*,*(3k — 2)a™ 2P,y 1, (222),
Welz) — 512(k — 2)2(k — 1)k (3k — 2)331216—207)(93%_2),

(x2F + :)32)5

com P ¢é dado pelo Lema 3.2 e
Poy(z) = A24,k$2 + Boypx + Cou g,

onde
Agyy = 3k(2k — 1)(3k — 1)(4k — 3),
Boyy = —(k+1)*2k—1)e
Cosr = 3(k — 3)(2k — 3).

Se k € (5,00), Wi(x) # 0 para i = 0,1,2,3,4. Agora iremos mostrar que Ws(z)
nao possui zeros em (0,00) e Wg(x) possui dois zeros positivos e simples para k > 5.

Calculando o discriminante de P4 obtemos
DiS(PQZLk) = —(2]{3 — 1)M247k,

com

My, = 862k° — 4831k" + 8308k® — 5186k + 974k + 1.

Desta forma, obtemos que, para k > 4, Dis(Pasy) < 0. Logo, como Py é um
polindmio de segundo grau com discriminante negativo, donde nao admite zeros reais.
Consequentemente, Ws(x) nao tem zeros positivos. Além disso, pela Proposicao 3.2, para
k € (5,00), P possui dois zeros simples em (0, 00). Assim, pelos Teoremas 1.5 e 1.6, temos
7 < Z(G¥) < 8 para k € (5,00).

Como os Wronskianos de G* sao iguais aos seis primeiros Wronskianos de Qg, G* é um

sistema ECT e, pelo Teorema 1.4, Z(G*) = 5.

k
for

Agora, os Wronskianos de H,, 5, sao

Wo(z) = zF,
Wi(z) = 2(k—1)z*%3,
Wy(z) = —2(k—2)(k—1)ka57,
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Wa(z) = 8(k—2)(k—1)k*z™ e
Wy(z) = 8(k—2)(k— 1)3k3x7k’155§ (x%’z) Zﬁ(a;),

onde

b () = (k —1)z*05k (2272) + St (x)
P (k — 1)a* (22* + 22)° Sk (a22)
St(x) = 2(k —2)k(3k — 2)2® (2*" +2°)",
Sh(x) = 3k(k(6k —5) 4+ 1)z* + (k(k(48k — 41) +6) — 1)a* + (k — 1)(k(46k — 37) + 61)2*

+((74 — 15k)k — T1)z — 3(k — 3)(2k — 3) e
SE(x) = 3k(k(6k —5) 4 1)z* — (k + 1)%x + 3(k — 3)(2k — 3).

+ B +tan" ("),

Claramente, se k > 5, W;(x) # 0 parai =0,1,2,3. A derivada de Qﬁﬁ(w) é

(Qa)'(z) = R (2)Sg(2),

com
RE(z) = 2(k = 2)k(3k — 2)2’x"q} (J;Qk_g)
(k — 1)a8 [Sh (a2-2)]
I i AR
a (k — 2)k(3k — 2)a* (22 + 22)* ¢F (226-2)
onde

¢ (x) = 3k(2k —1)(3k — 1)(4k — 3)2* — (2k — 1)(k + 1)%x + 3(k — 3)(2k — 3),
&)= (k—5)(k—2)k(2k —1)(3k —4)(3k — 1)2®

+(8 — k(k(k(k(9k(4k + 3) — 562) + 949) — 498) + 80))z”

—(3k — 2)(k(k(2k(18k — 89) + 185) + 10) — 29)x

—(k —3)(2k — 3)(2k — 1)(3k — 2)(5k — 1).

Além disso,

Dis(q}) = —(2k — 1) (862k° — 4831k" + 8308k® — 5186k> + 974k + 1) .

Logo, para k > 5, Dis(¢F) < 0 e S¥(x*72) # 0 pois Dis(S¥) < 0, consequentemente,
R*(x) # 0. E, também,
16(/{? o 1)2x4x8x5k+1q§ (ka—Q) qi} (ka—Q)

(k= 2)k(3k — 2)2® (22 + 2?)” [gf (a?2)]?

(Sa)'(z) = -

onde
@5 (x) = 3k(k(6k —5) + D)a? — (k+ 1)%z 4+ 3(k — 3)(2k — 3)
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¢&x)= (k—5)(k—2)>2k(2k — 1)(3k — 4)(3k — 1)(4k — 3)z*
—2(2k — 1)(3k — 4) (k(k(k(2k(k(39k — 179) + 235) — 89) — 118) + 35) — 2)a*
+(3k — 4) (k(k(k(5k(k(2k(24k — 61) + 177) — 366) + 2034) — 930) + 201) — 38)a?
—2(3k — 2)(5k — 4) (k(k(k(k(2k — 19) + 88) — 75) — 38) + 26)x
+(k —3)(2k — 3)(2k — 1)(3k — 2)(5k — 4)(5k — 1).

Calculando os discriminantes de g5 e ¢& obtemos

Dis(qk) = —432k° + 2305k* — 3632k% + 1950k% — 320k + 1 e
Dis(qf) = —192(4 — 3k)*(k — 1)*2(2k — 1)(3k — 2)(5k — 4) M} N},

ME = 32400k' — 189990k + 503307k'% — 781069k" + 742059k® — 352440k — 842195
+253647k% — 161955k + 28332%3 + 22032k* — 15336k + 3296,

NF = 177586560k'7 — 1447424208k'® 4 5969663136k'> — 293873739044
+129626832188%"™® — 293774330511k + 102470736381k + 1027573184492k
—2645532232771k" + 3259827826136k — 2344796073539k" + 997977148820k5
—227233713561k° + 15757275163k + 3311923726k — 563207524k* + 11249208k
119744.

Entdo, obtemos Dis(¢5), Dis(¢¥) < 0, para k > 5. Portanto, ¢5 nao admite zeros reais
e qff tem no maximo dois zeros positivos contando as multiplicidades. Isso implica que o
ntimero de zeros de (S¥)'(x), contando as multiplicidades, é no maximo dois. Consequen-
temente, ( Zﬂ)’(x) tem no méaximo trés zeros. Note que

lim sign (@ 5)'(x)) = lim sign((Q% ) (x)) = —sign(a)

z—0

Para o # 0, segue que ( ﬁﬁ)’(x) tem no maximo dois zeros em (0, 00). Portanto, Qi,ﬁ
e consequentemente, W, (z) tém no maximo trés zeros positivos. Pelo Teorema 1.6 e pela
Observacao 1.1, obtemos Z(Hf‘;ﬁ) < 7. Para o = 0, segue que Span(?—[ﬁﬁ) C Span(GF).
Considerando a Proposicao 3.4, obtemos Z(Hzﬁ) < 6. Isto finaliza a prova. O

3.2 Provas dos Teoremas 1, 2 e 3

Agora, vamos provar os Teoremas 1, 2 e 3.

Prova do Teorema 1. Afim de aplicar o Teorema 2.1, primeiro escrevemos o sistema (3.1)
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em coordenadas polares com x = rcos(f) e y = rsin(f),

( H(r,0) + 2 A (r,0
A (r,0) +e 22(7", ) , r"sin™(f) — r™ cos™(6) > 0,
‘ —1+eBf(r,0)+ & BS (r,0)

AT 2AS
( AL (r,0) + 74, (r,0) > , r"sin”(0) — ™ cos™(0) < 0,
\

—1+¢eB; (r,0) +&*B; (r,0)

AT (r,0) = cos(0)(apr + r(az + byy) sin(0)) + aiyr cos*(0) + sin(8) (boy + bz 7 sin(h)),
A7 (r,0) = cos(8)(ao1 + (g + Bi1)sin(B)) + aqyr cos?(0) 4 sin(6)(Bor + Barrsin(h)),

B (r,0) = r~[—sin(0)(ao + agirsin(0)) + cos(0) (r(by — ay1)sin() + bor) + by cos?(9)],
By (r,0) = v~ [—sin(0) (a1 + azr sin(0)) +cos(0) (1(Bay — a1) sin(6) + Bor ) + Buar cos*(0)],
A (r,0) = cos(0)(apa + 7(ax + bia) sin(#)) + aior cos(0) + sin(8) (b + baor sin(h)),
A5 (1r,0) = cos(0)(agg + (g + Biz) sin(B)) + arar cos?(0) + sin(6)(Boz + Bagr sin(h)),

B (r,0) = r~ [~ sin(0)(apz + ager sin(0)) + cos(0) (r(bay — ar2) sin(#) + boz) + byar cos*(9)] e
By (r,0) = r~[—sin(6) (g + argor sin(6) ) 4 cos(0) (7 Baa — v12) sin(0) + Boa) + Brar cos®(6)].

Entao, tomando # como a variavel independente, o sistema (3.3) pode ser escrito como

eAf (r,0) + 2 A5 (r,0)
dr —1+¢eB{ (r,0) + 2By (r,0)’
dr_ (3.4)
a0 AT (r,0) + 2 A5 (1, 0)
—1+¢eBy (r,0) +&2B; (r,0)’

rsin”(0) — r™ cos™(0) > 0,

r™sin”(0) — r™ cos™(0) < 0.

Assim, para |e| # 0 suficientemente pequeno, o sistema (3.4) e, consequentemente, o

sistema (3.3) tornam-se equivalentes a

p eF (r,0) + 2 F5H (r,0) + O(e*), r™sin™(0) — r™ cos™(#) > 0,
d_; _ (3.5)
eF (r,0) 4+ 2Fy (r,0) + O(e*), r™sin™(0) — r™cos™(#) < 0,

F(r,0) = — cos(0)(ag + r(az + bi1)sin(6)) — aryr cos?(0) — sin(6)(bo; + bayr sin(6)),
Fl_ (7’, 9) = — COS(Q)(O&Ol + 7’(0421 + ﬁn) Sln(@)) — 11T COS2(¢9) — s1n(9)(601 + 6217“ SID(Q))
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Seja n,m inteiros positivos fmpares. Entao, o sistema (3.5) torna-se equivalente a

' ZaiFi_(r, 0) +O(?), 0<0(r) < bi(r),
% — 0 SOEE (1,0) + O, 6y(r) < 6(r) < 7+ 61(r), (3.6)

i=1

2
D EF(r,0) + O(%), m+6i(r) <6(r) <2m.
\ =1
Onde 6;(r) = tan™' (2*7") é a solucdo da equagdo r"sin™(#) — r™ cos™(#) = 0 no
intervalo (O, g) A figura 3.5 representa, através do gréafico y = 23, a divisao do sistema

em 3 partes para o caso em que m,n sao inteiros positivos impares.

Figura 3.5: Curva y = z°.

Por (2.3), temos que a fungao de Melnikov de primeira ordem do sistema (3.6) é

01(r) w401 (r) 2w
Aq(r) = / Fr(0,r)do +/ F(0,7)do +/ Fr(0,r)do.
0 91(7‘) 7r+91(1‘)

Sabemos que

k
z . T
cos(01(r)) = \/ﬁ’ sin(fy(r)) = T—l—x? er= a2+ 22

logo a Fungao de Melnikov de primeira ordem (3.6) se reduz a

o 01()
Al(x) = Qxfl\/m7 T > 0,

m
onde k = —,
n

vouk () + viuk(z) + voul(z), k #1,
o(r) = k K _
(vo + vo)ug () + viug (), k=1,
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e vg = 4(ag — ap1), v1 = —m(a11 + g1 + bay + Pa1) € va = —4(bgy — Bo1). Do Teorema

2.1, my(m,n) coincide com o nimero maximo de zeros positivos da fungao g;(z). Note

que, 01(z) € Span(GF) para k = 1 e g;(z) € Span(G5) para k # 1. Além disso, {vy, v1, va}

e {vg + vg,v1} sdo linearmente independentes. Consequentemente, do Lema 3.1, pela

Proposigao 3.1 e pelo Teorema 2.1, obtemos que

com

onde

(1, D=1,
n
m 1
ml(m7n): 2, EE 5,]. U(1,2]7
m 1
3, —e(0,=)U(200).
Ze(og)ue)

01(r) T o
[ A @@ + Fr o) do
0 L

O2(r) T
[ [ en oy s+ rron] a0

03(r) 0
Au Efﬂ@m%@ﬂﬁ+®%ﬁ»+w@“4§wmyw

N (02(r), 1) = 7 (0u(r), 7)] e

(1 +30) [EF (06(0), ) = 5 (0a(0), ]2 (02(7)),

1) 01(r)
m@aAﬂwww, %ZA Fr (607) do,

02(r)

¢
@wwzé szJ»w,Vf=/ Fy (6.r) do o

I(T) 61 (T‘)

@
%Wzlmﬁ@ﬂ%
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Lembrando que

k
x . x
cos(01(r)) = ———, sin(01(r)) = ———= e r = V2?F + 22,
Vak 4 g2 Va2k 4 12
e, considerando que A; é identicamente zero se, e somente se, (a1, a11, bo1) = (o1, —a11 —

bar — Ba1, for) para k # 1 e (ao1,a11) = (a1 + bor — Bor, —11 — bay — Ba1) para k = 1.
Nesse caso, a Fungao de Melnikov de segunda ordem do sistema (3.6) se reduz a

04()
Aq(x) = , x>0,
2() 4x=3vx? 4+ 22 (ma?k + na?)

com
ﬁou’g(x) + ﬁlug(x) + €2u§($) + ﬁgulj(:z:) + &u’é(:{:) + &u’f(:z:) + ﬁﬁu’g(:z:) k+#1,
04(z) = +lruz(2),
Csuf () + Louf (), k=1,
e
by = —mn(—ajiag + a1 611 + 2a12 + 2042 + ag1a91 + a1 821 — o1 821 — 11b11 — b11 B2
+511521 + 2ba + 2[392),
ly = 8(apan + apibiin — Borbarm — Borbain — 2aq1 Borm — Por Parm — a1 Brin — cpan
—2a11o1n — Po1fan),
Uy = 8(azform — boam + aprber(m + n) — ap1 Baam — az1 form + Boam — a1 fain),
l3 = —m(agi(a11 + B21)(3m — n) + ajnbyym + by form — 3aq1byin — 3by1 farn

+2bgs(m + 1) — 3oq1001m — @11 frim + 2a12m — 3a Barm — i1 Barm + 2Ps9n
+2B59m + aqrain + 3an frin + 2a19n + ag1 fain + 311 8a1n 4 2a12(m +n)),

by = —8n(2a0 (11 + Ba1) — Bor i1 + boz — Boz + Borbir),

ls = 2m(aqy + Ba1)(m — n)(2001 + ba1 + Bar),

lg = —2m(an1 + P21)(bor — Pa1)(m —n),

by = 8m(a01a21 + agz — o2 — 2011801 — aprag — 2501521),

ls = 8n(—2ap1aq1 + aprazr — o1 i1 + 2a02 — 2002 — 2001801 — Qp1a91 + a21 P01
—a21 801 — 4Ba1 (o1 + bor) — danibor + Bo1 i1 — 2bo2 + 2P0z + ao1bir — Boibi
+2a01b21 — 2B01b21) €

by = —4mn(2(cuz + Boz) + 2a12 + (11 + Bor)(az1 — g1 — biy + Bi1) + 2b22).

Note que, g4(z) € Span(GF) para k = 1 e g4(z) € Span(GF) para k # 1 e os conjuntos

{lo, U1, 0o, U3, 0y, U5, U, U7} e {{s, Ly} s@o linearmente independentes. Consequentemente, do
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Lema 3.1, da Proposicao 3.1 e do Teorema 2.1, obtemos

ma(m,n) = 7,

Isto finaliza a prova do Teorema 1. O

Prova do Teorema 2. Seja m,n inteiros positivos pares. Entao, o sistema (3.5) torna-se

equivalente a

D EF(r,0) + O(E), 0<6(r) <6i(r),

i=1

Z EFT(r,0) + O, 01(r) < 0(r) < — 6,(r),
dr

5= SR 0+ O, m—1(r) < ) <7+ 0u(r), (3.7

D EFF(r,0) + O(), m+6i(r) <0(r) < 2m—6i(r),

i=1

2

D EF(r,0) + O(), 2m—6i(r) < 6(r) < 27.

\ =1

Considerando, novamente, 6; (r) = tan™" (z*~") a solugao da equagio r" sin™()—r™ cos™(0) =
0 no intervalo (0, g) A figura 3.5 representa, através do grafico y> = z?, a divisao do

sistema em 5 partes para o caso em que m,n sao inteiros positivos pares.

Figura 3.6: Curva y* = 2*.
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De acordo com (2.3), a func¢ao de Melnikov de primeira ordem do sistema (3.7) é

01(r) 02(r) 03(r)
A(r) = / Ff(@,r)d@—l—/ Ff“(@,r)dQ—l—/ Fr(6,r)do
0 0

1(r) 02(r)

04(r) 2
+/ Ff(@,r)d&—l—/ Fr(0,r)de.
03(r) 04(r)

Uma vez que

k

T . T
cos(0y(r)) = N sin(01(r)) = N er =\ + 22

temos que a primeira funcao de Melnikov se reduz a

_ 02()
M) = e 770

oo(z) = vou'f(x) + vlulg(x) + Uzulfl(l’), k#1,
2 (vo + 201 + 2v2)u’f(g;)7 k=1,

e vy = 2(a1; — a1 —bar + Po1), v1 = —7(a11 +ba1) € va = 2(a1; — 11 + bay — Pa1). Observe
que, 02(z) € Span(Gy) para k = 1 e g5(z) € Span(G5) para k # 1. Além disso, {vy, v1, va}
é linearmente independente. Consequentemente, do Lema 3.1, da Proposicao 3.1 e do

Teorema 2.1, obtemos
= 17

|3 33

41,

Além disso, por (2.3) temos que a fungao de Melnikov de segunda ordem do sistema

n

(3.7) é calculada por

Ao(1r) = Ao1q+ Dogg + o1y + Doop + Aoy o+ Aoo e+ Aoy g + Aoo g + Aoy e,

Ccom

01(r) T )
Baa = [ [Serr@naie) + By o) do

O2(r) T a
I —ﬁmmm&mn&%u@wwh¢
01 (7.) L 67“



A22,0, -

Ngpp =

A22,0 =

ANpg =

onde

Uma vez que

cos(by(r)) =

e que A; = 0 se, e somente se, (a1, b2, 1)

[0
| Or

| Or

NIFT (0u(r),7) — Fy (61(r), 7)),

¢
(51(¢):/0 Fr(6,r)do,
¢
@w=4”W&mw

)
53(6) = /9 Al

¢
M@IAUWWM%,Mz/

x
Va2k + 12

,sin(6(r))

- Fr(0,7) [01(01(r)) + 02(62(r)) + d3()] + Fy (¢, 7)

0

(11 +72) [FY(02(r), 1) = Fy (02(r), )] - (02(r)),

or

0

(M + 72+ 73) [ (03(r), 1) = Fy (03(r), 7)) 5-(83(r))

or

0

(M 472+ 73+ 74) [FY (Ba(r), ) = Fy (0a(r), 7)) 5~ (6a(r)),

or

k
T
—— e r =% + 22
Va2k + x?

:| d¢7

_gFfr(ﬁﬁa 7) [01(01(r)) 4 02(02(r)) + 5(05(r)) + 04(®)] + F5 (0,7)

72

] do,

= (—ﬁm,ﬁzb—ﬁzl) para k # 1 e a; =
(2 +m) " (—=mayy + 2ay; — 20y — TBa1 + 2821 — whyy ) para k = 1. Neste caso, a Funcio de
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Melnikov de segunda ordem (3.7) se reduz a

_ 05(7)
Balr) = =32k 22 (ma?k + m:2)7 z>0,

com
(2) = Coufy(2) + uf () + boulfy () + Caug () + Cub (), k # 1,
% Csub () 4 Leul (2), k=1,
e
by = —m(arz + ba),

b = 2n(a12 — g — 2011821 + 2611821 — ban + ﬁ22)7

by = 2n(aiz — aup + ba — Ba2),

b3 = 2m(a1z — g + 2a1 P21 — 2021821 — bag + Ba2),

by = 4agibpym — 4agy(bor(m — n) + Boin),

ls 47"6(6101501 - 0401501) €

lg —n (24 7)) ay (71 — 2)(mag; — (44 7)P1) — (2 4+ T)ag, + (7 — 4)(2 + m)byy)
+2 (7r2 — 4) a1o + 2Ty + 8Ty + 8y — T2a91b91 — 8as1boy — 6T A boy
+8a21 821 + b11bar + 2mb11bar + 8611821 + Tra1bar + 2w bay — TB11ba1
—67B11b21 — 8B11ba1 + 2 boy + 8boo + 2 (7 — 4) Pan + 87bao).

Logo, o0s5(z) € Span(GF)) para k = 1, g5(z) € Span(GY) para k # 1. Além disso, os
conjuntos {lg, l1, ls, U3, 04} e {ls5,ls} sdo linearmente independentes. Consequentemente,

do Lema 3.1, das Proposicoes 3.1 e 3.2 e do Teorema 2.1, obtemos

(1L ™oy,
n
m 11 1
mg(m,n) = 47 g € |:5a§:| U |:§,1) U(1,2] U [3,5],
m 1 11
5, — 0, ) U|(=,=)U2,3)U(( :
\ ) n€(>5) (372) (7) (,OO)
Concluindo entao a prova do Teorema 2. O

Prova do Teorema 3. Sejam n impar e m par inteiros positivos, com n < m. Entao, o
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sistema (3.5) torna-se equivalente &

(

S EF (1 0)+ OE, 0<0(r) < 0i(r),

=1

% = SOEEH(r0) + OE), 0<0(r) < 27— 0 (r), (3.8)

i=1

2
ZeiFi_ (r,0) + O(*), 27 —0,(r) < 0(r) < 2m.
\ =1
Anélogo aos casos anteriores, temos que 6, (r) = tan ™' (a:k_l) é a solucao da equagao
rsin”(0) — r™cos™(f) = 0 no intervalo (0, g) A figura 3.7 representa, através do

grafico y = 22, a divisdo do sistema em 3 partes para o caso em que m é um nimero

inteiro positivo par e n € um nimero inteiro positivo impar.

4+

01(r)

1 2

Figura 3.7: Curva y = 2%

Desta forma, a funcao de Melnikov de primeira ordem é

01(r) 2m—61(r) 2m
Ay(r) = / F(6,r)do +/ F/7(6,7)do +/ Fy(0,7)d6.
0 0

1(r) 2m—61(r)
Considerando
k
x x
cos(0(r)) = ———, sin(01(r)) = ——, r = Va2 + 22 ¢ 6,(r) = tan"! (z¥71),

temos que a Funcao de Melnikov de primeira ordem do sistema (3.8) se reduz a

_ 03(7)
A1<l’> = m, x>0,
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ondek—%eQJ”\{gGQ:(p,q)—l,(p,Q)—l}e

03(%) = woug () + v (x) + vaug () + vsui (x)

T
sendo vg = —2(bor — Po1), v1 = @11 — 11 — bay + Po1, v2 = —§(CL11 + bo1 + 11 + Ba1) €

V3 = @11 — ay + by — Ba1. Logo, os(z) € Span(G¥). Note que {vg, v1, vs, v3} é linearmente

independente. Consequentemente, da Proposicao 3.1 e do Teorema 2.1, obtemos

11 [2
0.=lulZ.2
m 1 2

4 e (Z2) U2 00)
’n€(2’3) (2,00)

Ainda, por (2.3), temos que a fun¢ao de Melnikov de segunda ordem do sistema (3.8)

=3

é calculada por

Ao(r) = Aoig+ Doog+ Aoty + ANoop + Aoy,

doa = [ [BFr G080 + Fr (6] a0
dup = [ R R G B0 + 0]+ 5 60| o
Mg = [ [RGB+ 50000) 5400 + ()
Ba = ulFyO()7) — 0,07
Doy = () [FF(0alr), ) — B (0a(r), D) o (0a(r)).
onde

¢ 01(r)
51(6) = / Fr(0,r)do, = / Fr (¢,1) do,

@ 02(r)
52(6) = / Ff(60,r)d8, = / F (6,r) do o

1(7') 61 (7“)
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¢
ao) = [ SR

Sabendo que

k

x , T
cos(0y(r)) = Nk sin(61(r)) = N er=\a%+ 22

e, também, que A; = 0 se, e somente se, (bg1, a1, ba1, a11) = (Bo1, — P21, P21, —Po1). Entao

a Funcao de Melnikov de segunda ordem do sistema (3.8) se reduz a

06(7)
A .T = 9 ./E > 0,
2() 2x 73V x?k + 22 (ma?t 4+ na?)

com
( 2
Couky + 0yul + bouly + Laul + Lqul 4 Csul + Ceub, |k # 32
_ 2
Qﬁ(x) - éoulfo + ﬁlulg + EQUIfQ + (£3 + £5)Ulg + €4U§ + Kﬁulf, k = g,
Couly + (0 + Le)ul + louly + lul + (04 + L5)ul, k=2
\ 10 1 6/)%s5 2812 36 4 5)Uq, >
onde

by = —mn(aiz + iz + by + Pa2),

01 = 4m(ag1Ba1 — a1 Ba1 + a21 801 — 21801 — boz + Poz),
ly = 2n(aiz — iz + bay — Ba2),

U3 = 2m(aiz — a1 + 202121 — 20091 21 — baa + Pa2),

by = 4mpo(an — ao),

ls = 4n(Bo1B11 — boz + Poz — Porbi1) e

ls = 2n(a1s — a1z — 2b11 821 + 26811821 — baa + Baz).

Logo, 0(x) € Span(G¥). Além disso, os conjuntos {£y, £1, l2, (s, Ly, s, ls ¥, {Lo, {1, Ua, {3+
Us, 0y, U} e {lo, 01 + Ug, Uo, U3, Ly + U5} sao linearmente independentes. Consequentemente,

das Proposicoes 3.1, 3.3 e 3.5 e do Teorema 2.1, obtemos

(4, g
n
2
T3
0 2 (o () (4] 30)
NI ML CETHCE EL e



e, além disso,

1
7 < ma(m,n) <8, % c (1@,5) U (ks,2) U (2,3),
m
7 S mg(m,n) S 97 g c (k?4, k‘5),
6 < ma(m,n) < 11, % € (0, ko) U (ko, k1) U (3, ka).

Finalizando, assim, a prova do Teorema 3.

7
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Consideracoes Finais

Motivados pelo 16° problema de Hilbert, ao longo deste trabalho investigamos o nu-
mero maximo de ciclos limites, H(m,n), para uma classe de sistemas diferenciais suaves
por partes com curva de descontinuidade nao-linear. Mais precisamente, fornecemos, uti-
lizando a Teoria de Melnikov, uma estimativa minima de H (m,n) estudando perturbagoes
lineares de um centro linear de sistemas diferenciais planares lineares por partes com duas
zonas separados pela curva y" — 2™ = 0, com m,n € N.

Para cumprir o objetivo deste trabalho, estudamos varios artigos e livros que foram
citados no seu desenvolvimento e sao encontrados nas Referéncias Bibliograficas. Vale
ressaltar que durante a realizagao do presente trabalho participamos da I Reuniao Mineira
de Matematica, VI Escola Brasileira de Sistemas Dinamicos, Second Virtual Workshop on
Dynamical Systems e XIIT Workshop de Verao em Matematica da UFV onde apresentamos
alguns resultados da nossa pesquisa.

Para estabelecer uma estimativa minima de H(m, n) estudamos a Teoria de Melnikov,
em especial as fungoes de Melnikov de primeira e segunda ordens abordadas no Capitulo 2.
A partir dessas fungoes e com o auxilio do software Wolfram Mathematica, conseguimos
provar as proposicoes e teoremas contidos no Capitulo 3. Nossas contribuigoes foram
apresentadas nos Teoremas 1, 2 e 3 e resumidas nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 do mesmo
capitulo.

Nesse contexto, fica como desdobramento futuro a tarefa de calcular as funcgoes de
Melnikov de ordem superior a 2 de sistemas diferenciais planares lineares por partes com
duas zonas separadas pela curva y" — 2™ = 0, com m,n € N.

Em suma, os conhecimentos aqui tratados sao importantes para o estudo das funcoes
de Melnikov de primeira e segunda ordens e como aplicé-las. Por fim, esperamos que este

trabalho sirva como motivagao e base para estudos futuros nesta area.
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