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RESUMO

MENEZES, Gleynner Ghiotto Lima, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, junho de
2021. Desempenho de testes de homogeneidade de variancias em diferentes
cenarios simulados. Orientador: Nerilson Terra Santos. Coorientador: Eduardo
Campana Barbosa.

A confiabilidade nos resultados obtidos a partir dos testes de hipoteses estéo sujeitos
ao atendimento de pressuposi¢des, o qual, quando pelo menos uma delas néo é
satisfeita, seu desempenho ou nivel de confianga pode estar comprometido, levando
a conclusdes errbneas. Deste modo, existem diversos testes na literatura que foram
propostos a fim de verificar a suposicédo de homogeneidade de variancias em analises
estatisticas, sendo esta tomada por diversos autores como o fator de maior influéncia
sobre a sensibilidade dos resultados. No entanto, ndo existe um consenso sobre o
melhor cenario de aplicacdo para cada um deles. Neste trabalho, pretende-se
comparar os testes de homogeneidade de varidncias paramétricos de Bartlett,
Levene, Brown- Forsythe, Cochran e Hartley, e os testes nao paramétricos de Fligner-
Killeen, Conover e Mood, através de um estudo de simulagao utilizando o software R,
onde, serdo realizadas comparagdes segundo um Delineamento Inteiramente
Casualisado sobre os seguintes aspectos de avaliagdo: proporgdo de
heterogeneidade, proporgdo de desbalanceamento e diferentes distribuigcbes de
probabilidades. A hipotese de homocedasticidade foi adotada para analisar a taxa
empirica do erro tipo | (@) e, a de heterocedasticidade, para analisar a taxa empirica
do poder do teste (7). Diante disso, foi observado que, sob distribuigdo normal, o teste
parametrico de Bartlett obtém o melhor controle da taxa empirica do erro tipo | e obtém
alto poder nos cenarios balanceados e desbalanceados. Quando os conjuntos de
dados sao provenientes de populagcdes ndo normais, o teste paramétrico de Brown-
Forsythe foi 0 mais indicado. Dentre os testes nao paramétricos, o teste de Mood foi
0 mais indicado para atuar sobre as trés distribuicbes de probabilidades avaliadas.

Palavras-chave: Heterocedasticidade. Robustez. Poder.



ABSTRACT

MENEZES, Gleynner Ghiotto Lima, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, June,
2020. Performance of homogeneity tests of variances in different simulated
scenarios. Adviser: Neriolson Terra Santos. Co-adviser: Eduardo Campana Barbosa.

The reliability of the results obtained from the hypothesis tests are subject to the
fulfillment of assumptions, or which, when at least one of them is not satisfied, its
performance or level of confidence may be compromised, leading to erroneous
granting. Thus, there are several tests in the literature that have been proposed in
order to verify the assumption of homogeneity of variances in statistical analyses,
which is taken by several authors as the major influencing factor on the sensitivity of
the results. However, there is no consensus on the best application scenario for each
of them. In this work, we intend to compare the Bartlett, Levene, Brown-Forsythe,
Cochran and Hartley parametric variance homogeneity tests, and the Fligner-Killeen,
Conover and Mood nonparametric tests, through a study of simulation of the use of R
software, where comparisons will be performed according to an Completely
Randomized Design on the following evaluation aspects: heterogeneity proportion,
imbalance proportion and different probability distributions. The homoscedasticity
hypothesis was adopted to analyze an empirical type | error rate (@) and the
heteroscedasticity hypothesis to analyze an empirical test power rate (7). Therefore, it
was observed that, under normal distribution, Bartlett's parametric test obtained the
best control of the empirical type | error rate and obtained high power in balanced and
unbalanced scenarios. When the data sets come from non-normal populations, the
Brown-Forsythe parametric test was the most indicated. Among the non-parametric
tests, the Mood test was the most indicated to act on the three probability distributions

evaluated.

Keywords: Heteroscedasticity. Robustness. Power.
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1. Introdugao
Segundo Martin e Games (1977), os testes de homogeneidade de variancias
sao frequentemente associados a premissa de homogeneidade de variancias (HOV),

necessaria para apoiar a precisao de certos testes de médias.

Uma outra razdo para que se deva testar a igualdade de um conjunto de
variancias populacionais ocorre quando existe o interesse a priori na variabilidade.
Teorias relacionadas a educacgao e a psicologia langam hipéteses sobre a igualdade
de variancias, como, por exemplo, na area de medi¢cdo da capacidade cognitiva, de
acordo com estudos de Cattell (1971) e Gagné (1970). Além disso, na area da
genética quantitativa, o teste de homogeneidade de componentes de variancia &
utilizado na comparacdo de parametros fenotipicos e genéticos entre populacdes
(LYNCH; WALSH, 1998). Além disso, na area da medicina, os testes de
homogeneidade de variancias sao utilizados para avaliar a variabilidade dos niveis de
metilacdo do DNA, que é considerada um regulador da expressdo do gene humano,
tendo diferentes niveis médios e sua maior variabilidade pode estar associada a

cénceres e outras doengas complexas (LI et al., 2015).

Os testes de homogeneidade de variancias tém também utilidade na avaliagao
da pressuposi¢cao de homogeneidade das variancias das populagdes para as quais se
deseja testar a igualdade de suas médias ou efeitos dos seus tratamentos
(NOGUEIRA; PEREIRA, 2013), como exemplo, o teste F da ANOVA, a qual € uma
das metodologias estatisticas mais utilizadas na analise de dados oriundos de
pesquisa (JAN; SHIEH, 2014). Além da homogeneidade de variancias, a ANOVA
também pressupbe que os erros aleatorios associados ao modelo da analise
estatistica sdo independentes e identicamente distribuidos, segundo um modelo de
probabilidade normal. Além disso, € amplamente conhecido que o teste F da ANOVA
€ tendencioso quando pelo menos uma de suas pressuposi¢des sao violadas (CHOI,
2005; COCHRAN, 1947; CRIBBIE et al., 2012; HOEKSTRA; KIERS; JOHNSON,
2012).

A confiabilidade nos resultados obtidos a partir da aplicacao dos testes de
hipéteses esta ligada ao atendimento de suas pressuposi¢cdoes. Nem sempre todas as
pressuposicoes sao satisfeitas, situagdo em que Micceri (1989) e Golinski e Cribbie

(2009) se referem como algo corriqueiro. Neste caso, o nivel de significancia e a
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sensibilidade das estatisticas de teste podem ser comprometidos, sendo, a
sensibilidade mais afetada pela auséncia de homogeneidade de variancia das
populacdes (BAYDILI; SIGIRLI, 2017; MILLIKEN; JOHNSON, 1992). Riboldi et al.
(2014) afirmam que, sob heterogeneidade de variancias, o método dos minimos
quadrados ordinarios ndao produz os melhores estimadores e o teste F, as
comparagdes multiplas, os contrastes ortogonais ou a estimagdo dos componentes
de variancia poderdo ser fortemente afetados. Porém, desvios moderados da
suposicdo de homogeneidade de varidncias podem ser aceitaveis e néo afetar
seriamente os resultados da ANOVA, fazendo com que os pesquisadores se
preocupem apenas com maiores desvios dessa suposi¢cdo (GLASS; PECKHAM,;
SANDERS, 1972; MIRTAGIOGLU et al., 2017).

Como a pressuposi¢cado de homogeneidade de varidancias demonstrar ter grande
importancia para os testes paramétricos, determinar o desempenho dos testes
comumente utilizados na pratica para verificar a suposicdo de homogeneidade de
variancias sob diferentes condicbes experimentais é essencial (BARTLETT, 1937;
BROWN; FORSYTHE, 1974; CONOVER, 1999; VORAPONGSATHORN;
TAEJAROENKUL; VIWATWONGKASEM, 2004; HATCHAVANICH, 2014; WANG et
al., 2017; WLUDYKA; NELSON, 1997).

Visto o interesse de algumas areas sobre o estudo da variabilidade e sua
importancia na verificagao da suposi¢cao de homocedasticidade, testar a HOV é uma
etapa importante antes da realizagao da analise de variancia. Desta forma, o presente
trabalho tem o objetivo de avaliar o desempenho de alguns testes de homogeneidade
de variancias paramétricos e nao parameétricos, usando cenarios simulados, para
identificar aqueles testes que fornecem os melhores desempenho em cada aspecto

avaliado nesse estudo.
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2. Objetivos
2.1. Objetivo Geral

Comparar alguns testes de homogeneidade de variancias paramétricos e nao
paramétricos, sob diferentes cenarios, em relagao a taxa empirica do erro tipo | (@) e

o poder empirico do teste (7).

2.2. Objetivos Especificos

Especificamente, os cenarios simulados visam identificar o teste mais
adequado considerando a distribuicido de probabilidades dos dados, a proporg¢ao de
heterogeneidade das variancias de populagdes e a proporgédo de desbalanceamento

amostral.
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3. Revisao Bibliografica

Segundo Casella e Berger (2011), uma hipdtese é tida como uma suposi¢ao a
respeito de um parametro de uma ou mais populagdes. O teste de hipdteses tem o
objetivo de decidir, com base em uma amostra da populagéo, qual de suas hipoteses
complementares € a verdadeira, a hipétese nula (H,) ou a hipotese alternativa (Hy).
Além disso, € o conjunto de caracteristicas contidas nos dados que dirdo se uma
hipétese sera rejeitada ou ndao (RICARDI, 2011). Em um teste de homogeneidade de
variancias, para t > 2 populagodes, a hipotese de nulidade e a hipdtese alternativa sao
definidas como:

( Hy: of = of == of
H, : pelo menos uma das varianicas se difere das demais

em que o7 € a variancia da i-ésima populagao, para i = 1,2, ..., t.

Apos formuladas as hipéteses estatisticas, o experimentador devera escolher,
dentre os testes existentes na literatura, aquele que mais se adequa ao conjunto de
dados disponivel, considerando as pressuposi¢cdes e as caracteristicas do teste, tal
como a sua robustez e o seu poder. Por exemplo, um teste de homogeneidade é
robusto a normalidade quando, em populagdes com distribuigdes distorcidas (ou seja,
distribuicbes diferentes da normal), o teste n&o indica diferengas significativas de
variancias quando de fato essas diferencas nao existem. Ou seja, quando nao se
rejeita H,, dado que H, é verdadeira e os dados populacionais ndo sdo normalmente
distribuidos. De modo mais geral, um teste é tido como robusto se nao for sensivel as
suposicoes iniciais as quais esta sujeito (ASSIS; SOUSA; DIAS, 2019). Por poder,
entendemos como a capacidade do teste em detectar variagdes desiguais quando as
variagbes séo de fato desiguais, ou, de outra forma, é a probabilidade de rejeitar a
hipétese nula quando ela é realmente falsa (CASELLA; BERGER, 2011).

Testar a homogeneidade de variancias em populagdes normais € comum em
muitas analises estatisticas (DYER; KEATING, 1980), porém, nem sempre a
distribuicdo normal dos erros ocorrem. Alguns testes de HOV tém como
pressuposi¢cao a normalidade dos dados (como os testes de Bartlett, Levene, Brown-
Forsythe, Cochran, Hartley, entre outros testes paramétricos) e outros que sao
robustos a falta dela, como o teste paramétrico de Brown-Forsythe e outros testes nao
paramétricos (BAYDILI; SIGIRLI, 2017; CONOVER; JOHNSON; JOHNSON, 1981; LI
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et al., 2015; MIRTAGIOGLU et al., 2017; RAMSEY; RAMSEY, 2007; RIBOLDI et al.,
2014; SHARMA,; KIBRIA, 2013).

Na literatura, diversos estudos utilizaram a simulacado de dados para avaliar os
testes de HOV e quais caracteristicas dos dados podem afetar o seu desempenho, no
entanto, o valor obtido para a taxa de erro tipo | segue algumas classificagdes.
Segundo Biase e Ferreira (2011), um teste é considerado conservador quando a taxa
empirica de erro tipo | € inferior ao nivel nominal de significancia (a); considerado
liberal, se a taxa de erro tipo | observada € superior ao nivel a; e, exato, quando a taxa

empirica do erro tipo | € igual ao nivel de significancia adotado.

Riboldi et al. (2014) fizeram uso de simulagdo para comparar os testes
paramétricos de Bartlett, Brow-Forsythe, O’Brien, Levene (residuos absolutos e
residuos quadrado); e os testes ndo paramétricos de Siegel-Tukey, Ansari-Bradley,
Klotz e Mood. Os autores concluiram que o teste de Bartlett, sob normalidade, € um
teste exato e com alto poder, influenciado pelo desbalanceamento dos dados. De
acordo com o mesmo estudo, o teste de Levene foi considerado robusto a
normalidade. Ja os testes de Brow-Forsythe e O’Brien, foram conservadores e tiveram

baixo poder. Os testes ndo paramétricos se assemelharam quanto ao poder.

Vorapongsathorn, Taejaroenkul e Viwatwongkasem (2004) utilizaram o método
de Monte Carlo para simular dados (alterando a distribuicdo de probabilidades,
variancias e tamanhos amostrais) e avaliaram o desempenho dos testes de
homogeneidade de varidncias de Bartlett, Levene e Cochran. Os autores concluiram
que o teste de Bartlett foi sensivel a violacdo da suposi¢cao de normalidade, enquanto
os demais se comportaram de forma robusta. O teste de Levene mostrou bom
desempenho (ou seja, quando & e T atendem aos niveis estabelecidos de a e 1 — §3,
respectivamente) para amostras pequenas e balanceadas. Ademais, existem diversos
trabalhos que utilizaram a simulagéo de dados para avaliar o desempenho dos testes
de hipéteses e suas pressuposigoes (LEE; KATZ; RESTORI, 2010; MIRTAGIOGLU et
al., 2017) e, para avaliar a suposi¢cao de normalidade (CANTELMO; FERREIRA,
2007).

Tendo em vista os trabalhos apresentados acima, dentre outros existentes na
literatura, foi proposto nesta dissertagao a constru¢ao de uma obra em que se pudesse

ser abrangido uma quantidade maior de tamanhos de amostras, testadas sob
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diferentes distribuicdes de probabilidades e propor¢cdes de heterogeneidade de
variancias e, posteriormente, analisado o desempenho de cada teste com relagao a
taxa empirica de erro do tipo | e a taxa empirica de poder do teste. Para padronizar a
notacao de equacdes e de procedimentos dos testes de HOV, sédo apresentados na
“Lista de Simbolos” a notagao geral e os seus respectivos significados, os quais seréo
utilizados em todas as seg¢des ao se referir aos testes de HOV. Para isso, suponha
que os dados (isto €, os valores observados da variavel resposta) tenham sidos
coletados a partir de t amostras independentes, com cada amostra contendo r;

observacoes.

A seguir sado apresentados os testes de homogeneidade de variancias
envolvidos neste estudo de simulacao e suas respectivas estatisticas de teste. Esses

testes de HOV podem ser divididos em testes paramétricos e nao paramétricos.

3.1. Testes paramétricos

Os testes paramétricos sdo aqueles que utilizam parametros especificos da
distribuicao para testar suas hipoteses, tais como, média, desvio-padréo, variancia ou
propor¢cao. No entanto, segundo Siegel e Castellan Jr. (2006), a validacdo dos
resultados obtidos para os testes paramétricos depende da verificagdo de suas
pressuposi¢coes, por exemplo, a normalidade dos dados, sendo essa uma
pressuposi¢cao basica para aplicacdo da maioria dos testes paramétricos.
3.1.1. Teste de Bartlett

O teste de homogeneidade de variancias de Bartlett nos permite avaliar se t
populagdes possuem variancias idénticas, contudo, este teste presume que a variavel
em estudo seja normalmente distribuida (CONOVER; JOHNSON; JOHNSON, 1981).
O caélculo para este teste envolve uma estatistica cuja distribuicdo amostral é
aproximada pela distribuigdo de qui-quadrado com t — 1 graus de liberdade, quando
as t amostras aleatdrias sao de populagdes normais independentes (MONTGOMERY,
1997). A estatistica de Bartlett para testar a hipétese de homogeneidade de variancias

€ dada por

7"l

= 0tog [E 8 5 - 1 tog (51
X .1 1 (1)
( i=1rl-—1)_N—t

3(t—-1)

1+
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O resultado obtido pela equagao (1) € comparado com o valor de qui-quadrado
critico (ou tabelado) dado por )((Zt_l;l_a). O teste de Bartlett € derivado do teste da

razado de verossimilhanga e, portanto, uma de suas principais desvantagens € que
este teste € extremamente sensivel a desvios de normalidade e, como, na pratica,
heterogeneidade e nao normalidade geralmente ocorrem simultaneamente,
dificilmente saberemos devido a qual dos dois fatores (ou sob a influéncia de ambos)
a hipotese nula pode ser rejeitada (ARSHAM; LOVRIC, 2011).

3.1.2. Teste de Levene

O teste de Levene, associado a uma estatistica W, é utilizado para testar se t
populagdes sdo homocedasticas, podendo fazer uso tanto dos valores absolutos dos
residuos quanto dos valores dos residuos ao quadrado, transformando este em um
teste de variancias relativamente robusto a suposigcdo de normalidade (WANG et al.,

2017). A estatistica de teste é dada pela equacao abaixo

N-8)%in (. —2)"

- (t-1DXi, Zzizl(zik ~Z;)? (2)
O valor transformado (Z;;,) pode ser obtido das seguintes formas:
- Desvios absolutos: Z;, = |V, — Y;|; e
- Desvios quadrados: Z;;, = (Y, — Y;)?
Em que
Y;: valor médio da amostra referente a i-ésima populagdo, ou seja, ¥; = Z,r{izlyr—ilf‘.

Ap0s obtido o valor da estatistica de teste, dado pela equacgao (2), seu valor deve
ser comparado com o valor critico de F (ou seja, o valor tabelado de F), definido como
Fiap = Ft-1, n—t;1-), €M qQue a € o nivel de significancia (BAYDILI; SIGIRLI, 2017). A

hipétese nula de igualdade de variancias € rejeitada se W > F;,,.

3.1.3. Teste de Brown-Forsythe
Brown e Forsythe (1974) propuseram a utilizagdo da mediana da populagao ao
invés da média populacional no calculo dos valores residuais absolutos de Levene,

esperando-se, assim, que o teste seja mais robusto quando a distribuicdo da
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populagcdo apresentar desvios da normalidade (WANG et al., 2017). O valor

transformado (Z;;) € obtido conforme mostrado abaixo
Zig = |Yu = Y|

onde, ¥; é a mediana da amostra referente a i-ésima populagéo. O teste de Brown-

Forsythe segue a mesma estatistica de teste de Levene, dada pela equacéo (2).

Assim, como no teste de Levene, a estatistica W deve ser comparada com o
valor de F,4,. Quando o valor de W for igual ou superior ao valor tabelado de F,
rejeita-se a hipotese de homogeneidade de variancias. Caso contrario, as variancias

populacionais seréo estatisticamente iguais.

3.1.4. Teste de Cochran

O teste de Cochran é dado pela razdo entre a maior variancia e a soma de
todas as variagdes amostrais populacionais (COCHRAN, 1941). Para aplicar o teste
assume-se que o experimento seja balanceado, ou seja, r; =r, = -+ = r. Para um
projeto desbalanceado, ou seja, que possuem amostras de tamanho desiguais, pode-
se usar tanto a meédia aritmética quanto a média harménica de r; no lugar de r para
calcular o numero de graus de liberdade (WANG et al., 2017). Ele testa a
homogeneidade de variancias e, quando o valor obtido para a estatistica C exceder o

valor critico, a hipétese nula é rejeitada. A estatistica do teste é dada por

2
imax __

i st somade todas as variancias

S maior variancia

C= (3)

O valor critico do teste de Cochran (ou, valor tabelado) é obtido por meio do
numero de populagdes, t, e 0 numero de graus de liberdade, r — 1 (COCHRAN, 1941).
Sendo que cada uma das t populagbes tem r — 1 graus de liberdade, quando o
experimento € balanceado, ou, a média aritmética (ou harménica) do niumero de
observacbes € Uutilizada para determinar o numero de graus de liberdade em

experimentos desbalanceados.

3.1.5. Teste de Hartley
Hartley (1950) desenvolveu o teste de Hartley (ou teste F-max) para comparar
trés ou mais variancias populacionais a partir da razao entre a maior € a menor

variancia amostral. Esse teste requer que as amostras aleatérias sejam
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independentes e com mesmo numero de observagdes entre os tratamentos (ou
numero de repeticbes aproximados), obtidas de populagdes normalmente
distribuidas. No entanto, o teste F-max também pode ser aplicado quando houver
pequena diferenga entre os tratamentos e, para isso, o maior tamanho de amostra
deve ser usado para o calculo do grau de liberdade (BHANDARY; DAI, 2008). A

estatistica de teste de Hartley, E,,,, segue a equacéao (4), dada por

SZ
max
Fpax = 2 (4)

Smin

Para concluir, € necessario comparar o valor de F,,, com o valor critico da
tabela de Hartley, que é obtido em fungdo do numero de populagdes, t, € 0 numero
de graus de liberdade, r — 1. Em experimentos desbalanceados o grau de liberdade

é obtido por: max {ry, 7, ..., 7:} -1 (BHANDARY; DAI, 2008).

3.2. Testes nao paramétricos

Segundo Pontes e Corrente (2001), os testes ndo parameétricos utilizam para o
calculo de sua estatistica, os postos atribuidos com base na ordenagao (ranks) dos
dados e ndo em seu valor real, isto significa, que para uma amostra aleatéria, o rank
corresponde ao numero natural que indica a posicao de determinado valor em uma
lista ordenada. Desse modo, tais testes séo livres de distribuicdo de probabilidades
dos dados (GORBUNOVA; LEMESHKO, 2011), ou seja, ndo exigem que os dados
sejam normalmente distribuidos. Porém, Odiase e Ogbonmwan (2008) afirmam que a
maior dificuldade no uso dos testes ndo paramétricos € a indisponibilidade de valores

criticos exatos.

3.2.1. Teste de Conover

Este teste proposto por Conover (1999) se baseia nos ranks dos dados
amostrais. Como esse teste ndo pressupde normalidade, ele € recomendado,
principalmente, quando a suposigdo de normalidade nao é satisfeita. No entanto, o
teste exige que os dados sejam obtidos a partir de uma amostra de cada uma das ¢
populacdes (MIRTAGIOGLU et al., 2017). A estatistica do teste de Conover é obtida

por

1 S? _
Tz—E—l—NSZ 5
2 DZ_ r ()
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Em que

Si = Xi-1 R
Ry = Rank(Zy,)
Zie = Y = Y3
S = %Zf:l Si

(Zl 1 k 1 SZ)

A estatistica do teste tem distribuicdo de qui-quadrado com t —1 graus de
liberdade. A hipdtese nula, de que as variancias populacionais sao estatisticamente
iguais, é rejeitada se T, exceder ao quartil (1 — a) da distribuicdo de qui-quadrado com
t — 1 graus de liberdade (CONOVER, 1999).

3.2.2. Teste de Fligner-Killeen

Este teste foi originalmente proposto por Fligner e Killeen (1976) para testar se
as variancias de t populagbes sdo homogéneas. Em sua proposta, os autores
sugeriram classificar conjuntamente os valores absolutos |Y;;| e atribuir pontuag¢des
(scores) crescentes, tais como, ay; =i, ay; =i’ ou ay; = @ 1((L+i/(N +1))/2)
com base nos ranks. Conover, Johnson e Johnson (1981) propuseram modificar o
teste original de Fligner e Killeen e classificar |Yik - 17i,| ao invés de apenas |Y;|. Esta
versao modificada € conhecida como teste de Fligner-Killeen com centralizagcéo na
mediana. Apds obtidos os scores ay;'s atribuidos a |Yik - 71| o teste de Fligner-

Killeen pode ser calculado utilizando a equagao abaixo
t
= ) n(d; - @V
= (6)

onde A; é a pontuagdo média para a i-ésima populagédo e a € a pontuagdo média

geral. Adicionalmente, tem-se que
= Zl 1 aN i

1 —
V2 =—¥ili(ay; —@)?*
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A estatistica de teste y? tem distribuigdo assintética de qui-quadrado com ¢ — 1
graus de liberdade. A hipétese de homogeneidade de varidncias é rejeitada se y?
exceder ao valor tabelado da distribuicdo de qui-quadrado, com t —1 graus de

liberdade para o quartil (1 — a).

3.2.3. Teste de Mood

Este teste, desenvolvido por A. M. Mood, em 1954, é baseado na soma dos
desvios quadrados das classificacdes de uma amostra da classificacdo média das
amostras combinadas (FAHOOME, 2002). Esse teste assume que as amostras séo
independentes e identicamente distribuidas sob a hipdtese nula. Caso que, em
particular, este requer médias iguais, ou uma transformacao conhecida para alcancar
meédias iguais. Ao invés de utilizar R, como sendo o posto de Y;, quando as médias
s&o iguais, o desvio (Yj, — Y,) é utilizado para a classificagdo dos postos (CONOVER,;
JOHNSON; JOHNSON, 1981). A estatistica para este teste é

N
M:Z(Rk_¥)2 (7)

onde R, € o rank da k-ésima observagcdo ordenada e N € o numero total de

observagbes do conjunto de dados.
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4. Materiais e Métodos

Neste trabalho foram avaliados os testes de homogeneidade de variancias
paramétricos (se¢ao 3.1.) e ndo paramétricos (se¢cdo 3.2.) considerando varios
aspectos que podem influenciar em sua habilidade de testar a homogeneidade de
variancias em diferentes populagdes. Essas populagbes podem ser entendidas como
os tratamentos que se deseja comparar os seus efeitos em um experimento. Os
aspectos avaliados nesta pesquisa foram: homogeneidade, desbalanceamento
(incluindo diferentes tamanhos de amostras, ou seja, repeticdes em um experimento)
e distribuicdo de probabilidade dos conjuntos de valores populacionais. Com esta
finalidade, foram gerados conjuntos de dados referentes a diferentes cenarios, que

visam retratar aqueles aspectos anteriormente mencionados.

Os cenarios simulados seguem um Delineamento Inteiramente Casualizado
(DIC) de um fator em estudo com t niveis (tratamentos) cujo modelo estatistico € dado

por
Yik = Ut Tt ey
Em que

e vy € 0 valor observado para a k-ésima repetigao da i-ésima populagao, tal que
i=12,..,tek=12,..,1;

e 4 € amédia geral,

e 1; €0 efeito do i-ésimo tratamento, tal que: 7; = u; —u e u; € a média do i-
ésimo tratamento;

e ¢, € o efeito do erro aleatdrio, tal que, e;, = Vir — Wi;

Os testes de homogeneidade de variancias apresentados na segao anterior sdo
aplicados aos diferentes cenarios, criados para avalia-los, segundo os parametros
estabelecidos para a simulagdo. Esses cenarios foram planejados de modo que
pudessem ser avaliadas a robustez dos testes a violagdo de suas pressuposi¢coes
(normalidade, balanceamento e homogeneidade de variancias). Essa avaliagao foi
mensurada a partir das taxas empiricas do erro tipo | e do poder do teste. Para obter
essas taxas, parte dos cenarios foram gerados sob a condigdo que a hipotese de

nulidade é verdadeira, ou seja, Hy:0Z = 07 = --- = 6?. A outra parte dos cenarios
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foram gerados sob a condi¢cdo que H,, é falsa, ou seja, pelo menos uma das variéncias

se difere estatisticamente das demais.

Nos cenarios simulados sob a condigdo de H, verdadeira foi calculada a taxa

empirica do erro tipo | por

_ #RH,|H, verdadeira
Q= . (8)
#H, verdadeira

Em que
a: taxa empirica do erro tipo [;

#RH,|H, verdadeira: numero de conjunto de dados dos cenarios para os quais
H, foi rejeitada entre todos os conjuntos de dados dos cenarios simulados sob a

condigdo que H, € verdadeira;

#H, verdadeira: numero total de conjuntos de dados dos cenarios simulados
sob a condi¢cdo que H, € verdadeira. Para o presente trabalho, #H, verdadeira foi
igual a 1.000.

Para classificar a robustez dos testes quanto a violagdo de suas
pressuposi¢coes, a taxa empirica do erro tipo | foi comparada com o nivel de
significancia de 5%, ou seja, @ = 0,05. Contudo, para compensar possiveis variagdes
devido a erros de amostragem, foi estabelecida uma margem de variagao para a taxa
empirica do erro tipo | em cada uma das classes de robustez dos testes, utilizando
uma adaptacao do Critério Liberal de Bradley (1978), tal como utilizados por Ramsey
(1994), Wang et al. (2017) e Kim e Cribbie (2018). O método adaptado para o presente

trabalho é apresentado a seguir

1- Se @ < a— 0,25 (ou seja, @ < 0,0375) o teste foi classificado como nao
robusto e conservador. Nesse caso, como a taxa empirica do erro tipo | é
inferior ao nivel de significancia pré-estabelecido ¢ = 0,05, em condigdes de
violagao da pressuposicao, o teste tende a rejeitar H, numa porcentagem
menor do que o esperado. Esse resultado indica que o teste nao foi capaz
de controlar o erro tipo | quando a pressuposicao nao € satisfeita.

2- Sea—0,25a < @ <a+0,25a (ouseja, 0,0375 < @ < 0,0625) o teste é dito

ser exato e robusto a violacido da pressuposicao. Esse resultado indica que
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o teste é capaz de controlar a taxa de erro tipo | quando a pressuposi¢cao
nao é satisfeita.

3- Se @ > a+0,25a (ou seja, para @ = 0,0625) o teste € dito ser ndo robusto
e liberal. Nesse caso, como a taxa empirica de erro tipo | € superior ao nivel
pré-estabelecido a = 0,05, em condigdes de violagdo da pressuposigao, o
teste tende a rejeitar H, numa porcentagem maior do que o esperado. Esse
resultado também indica que o teste nao foi capaz de controlar o erro tipo |

guando a pressuposi¢cao nao é satisfeita.

A escolha por limites menos conservadores se justifica por estabelecer um nivel
aceitavelmente proximo a taxa nominal, uma vez que o uso de um critério

conservador, de a+0,1a, produziriam intervalos de classificagdo rigorosos

(BRADLEY, 1978).

A mensuracgao do poder empirico do teste foi feita por meio da computacao do
numero de vezes em que a hipdtese H, foi rejeitada, quando heterogeneidade de
variancias foram intencionalmente adicionadas as amostras, tornando H, realmente
falsa. Com isso, nos cenarios onde se partiu do pressuposto de que H, € tida como
falsa, foi calculado a proporgéo de rejeicdo da hipdtese nula falsa, dado o total de
simulagdes realizadas com esta configuragdo. Assim, nos cenarios simulados sob a

condicao H, falsa foi calculada a taxa empirica do poder do teste por

_ #RH,|H, falsa
= (9)
#H, falsa

Em que
1. taxa empirica do poder do teste;

#RH,|H, falsa: numero de conjunto de dados dos cenarios para os quais H,, foi
rejeitada dentre todos os conjuntos de dados dos cenarios simulados sob a condigao

que H, é falsa;

#H, falsa: numero total de conjuntos de dados dos cenarios simulados sob a

condicao que H, é falsa. No presente trabalho, fez-se #H, falsa igual a 1.000.
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Nesse trabalho, um teste foi classificado como poderoso se a taxa empirica do
poder do teste foi igual ou superior a 0,80, ou seja, se 7 > 0,80 (COCHRAN, 1947).

A avaliagdo destas taxas empiricas (erro tipo | e poder) foram obtidas para cada

um dos testes (paramétricos e ndo parameétricos) em cada um dos cenarios simulados.

A idealizagcdo desses cenarios tomou como base estudos anteriores que também

utilizaram de simulagdo. Contudo, conforme mencionado anteriormente, os cenarios

simulados foram idealizados para avaliar os testes de HOV sob diferentes situagdes.

Para facilitar o entendimento de cada um dos cenarios simulados € descrito a seguir

a notagao utilizada na representacao dos cenarios:

1.

Numero de populagdes: todos os cenarios simulados consistiram em cinco

populagdes, ou seja, t = 5;

. Proporcao de heterogeneidade: Determinou, a principio, se as populag¢des

simuladas seriam heterogéneas ou ndo. As propor¢des de heterogeneidade
(0%:0}:0%:0}:0%) avaliadas foram (a;): 1:1:1:1:1 (ap); 1:1:1:1:2 (ay);
1:1:1:1:4 (a3); 1:1:1:2:2 (a,); 1:1:1:4:4 (a5); e, 1:2:3:4:5 (az). Essas
proporgdes tém o objetivo de observar o comportamento de cada teste
quando H, é tomada com verdadeira (configuracdo a,) e quando H, é
tomada como falsa, proporgdes: a,, as, a,, as € ag. O aumento gradativo da
proporcionalidade entre as variancias populacionais nos cenarios a,, as, a4,
as € ag tém o objetivo de avaliar o desempenho de cada um dos testes
quanto a taxa de rejeicao da hipotese nula falsa a medida que um maior
grau de heterogeneidade é acrescido entre as populagdes.

Proporcdo de desbalanceamento: Em cada cenario foi definido se as
populagdes simuladas seriam balanceadas ou desbalanceadas. Entenda-
se por balanceada como sendo o conjunto de populagdes em que para
todas elas foram extraidas o mesmo tamanho amostral, ou seja, todas as
amostras possuem o mesmo numero de repeti¢cdes, isto €, r; = k para todo
i =1,--,t. Por outro lado, conjunto desbalanceado € aquele em que existe
pelo menos um r; # 1, parai=1,--,m,-,t. O numero de observacoes
(ry:ry:rgimyirs) para o conjunto de populagbes avaliadas foram (b,,):
4:4:4:4:4 (by); 6:6:6:6:6 (b,); 8:8:8:8:8 (b3); 10:10:10:10:10 (b,);
15:15:15:15:15  (bs); 25:25:25:25:25 (bs); 45:45:45:45:45  (b,);
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90:90:90:90:90 (bg); 140:140:140:140: 140 (by); 200:200:200: 200: 200
(b1p); 4:6:8:10:15 (by1); 15:25:45:90: 140 (by,); 10:45:90: 140: 200 (b;3).
Estas configuragbes tém o objetivo de avaliar o desempenho de cada teste
de HOV contemplando uma vasta variedade de tamanhos de amostras,
tanto nos cenarios balanceados quanto nos desbalanceados. O fato de
avaliar numero de repeti¢gdes por tratamento maior do que o usual se deve
ao objetivo de buscar o numero de repeticées ideal, caso o numero de
repeticdes usual ndo forneca resultados satisfatérios do ponto de vista
estatistico.

4. Distribuicdo de probabilidades: para cada cenario foi definido se o conjunto
de dados simulado apresentava distribuicdo de probabilidades Normal (n),
Qui-quadrado (q) ou Beta (b). A Normal tem distribuicdo simétrica (com
meédia igual a 10) e as distribuicdes Qui-quadrado e Beta tiveram seus
parametros definidos para que tenham distribuicdes assimétrica positiva
(com graus de liberdade igual a 2 e parametro de nao centralidade igual a
zero) e negativa (com parametro alfa igual a 8 e beta igual a um),

respectivamente. As distribuicdes adotadas para as respectivas populacdes
foram (f,,)): n:m:n:nin (f1); q:q: q: q: q (f2); b:b:b:b: b (f3).

Dado os critérios de avaliagao descritos acima, o software R, versao 4.0.3, foi
utilizado para a condugao de todo o processo de simulagado. O algoritmo utilizado na

geragao dos cenarios para a avaliagao da taxa empirica do erro tipo | (@) foi:

1. Definir a proporgéo de heterogeneidade q; para j = 1,
Definir a proporgéao de desbalanceamento b, paran =1,--,13;

Definir a distribuicdo de probabilidade f,, paraw =1, 2, 3;

B wn

Definir o cenario c¢j,,. Gerar v-ésimo conjunto deste cenario
identificando-0 como cjy,y-

5. Repetir os passosde 1 a4 parav=1,:,1.000.

O algoritmo utilizado na geragao dos cenarios para avaliar a taxa empirica do

poder do teste (7) foi:

1. Definir a proporgéo de heterogeneidade a; para j = 2, -, 6;
2. Definir a proporgao de desbalanceamento b, paran =1,---,13;

3. Definir a distribuicdo de probabilidade f,, paraw = 1;
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4. Definir o cenario ¢j,,. Gerar v-ésimo conjunto deste cenario
identificando-0 como ¢jyy-

5. Repetir os passosde 1a4parav=1,:-,1.000;
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5. Resultados

Neste trabalho, a comparagao da performance dos testes de HOV foi realizada
com base na taxa empirica do erro tipo | (&) e na taxa empirica do poder (7t) dos
testes paramétricos e ndo paramétricos, taxas essas obtidas a partir de 104 cenarios
de base de dados simuladas. Para facilitar a avaliagcdo da performance, a taxa
empirica de erro @ obtida para cada teste em cada um dos cenarios simulados sob
hipétese de nulidade verdadeira, foi comparada com o nivel de significancia
previamente estabelecido pela adaptagcdo do Critério Liberal de Bradley (1978)
resultando em trés classes: conservador (@ < 0,0375), exato (0,0375 < @ < 0,0625)
e liberal (@ = 0,0625). A taxa empirica do poder do teste, obtida para cada um dos
cenarios simulados sob a hipétese de nulidade falsa, foi classificado segundo o critério
proposto por Cochran (1947) o qual estabelece que um teste é poderoso se 7 > 0,80

e nao poderoso se 7 < 0,80.

5.1. Taxa empirica do erro tipo |

A taxa empirica do erro tipo | foi quantificada para os cenarios simulados sob a
proporcao de heterogeneidade 1:1:1:1:1 (a,), de acordo com as b,, proporgdes de
desbalanceamento e as distribuicdes de probabilidades, f,,. Isto &, para a obtencéo
da taxa empirica @, o estudo de simulagao foi realizado considerando a hipétese H,
verdadeira, sob diferentes niveis de desbalanceamento e para as distribuigbes normal,

qui-quadrado e beta.

5.1.1. Distribuicao normal
5.1.1.1. Cenarios balanceados

Neste primeiro momento sdo abordados os resultados referentes aos cenarios
em que os dados amostrais sdo normalmente distribuidos e a hipdtese de
homogeneidade de variancias é verdadeira, alterando apenas o numero de repeti¢cdes
por tratamento durante as simulagdes. Deste modo, as simulagdes nao violam as

pressuposicoes dos testes.

A taxa empirica do erro tipo | (&) em funcdo do numero de repeticbes por
tratamento (k) para cada um dos testes paramétricos é apresentada na Figura 1.
Podemos observar que para k = 4, os testes de Brown-Forsythe e de Leneve foram
classificados como liberais, ao passo que os testes de Bartlett, de Cochran e de

Hartley foram categorizados como testes exatos. Quando amostras de tamanhos k =
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6,8 e 10 sdo empregadas, o teste de Levene tende a permanecer com classificagao
liberal, o teste de Brown-Forsythe passa a ter um comportamento conservador e, os
testes de Bartlett, Cochran e Hartley, foram classificados como exatos. Para k = 15
apenas os testes de Bartlett e de Hartley sdo considerados exatos, ao passo que o0s
testes de Cochran e de Brown-Forsythe conservou H, verdadeira numa proporgao
menor do que o esperado e o teste de Levene foi liberal. Por outro lado, quando k >
25, os testes paramétricos foram categorizados como exatos e, a medida que o
numero de repeticdbes por tratamento aumenta, em geral, os testes tendem a
apresentar uma diminuicdo da taxa empirica do erro tipo |. Excecdo a essa
generalidade é o teste de Brown-Forsythe que é classificado como conservador para
k = 25 e exato quando k > 45, com a taxa empirica do erro tipo | aproximando-se de
a = 0,05 a medida que se aumenta o valor de k. Contudo, para k = 200 todos os

testes sdo classificados como exatos.

Figura 1 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob distribuicdo normal, em fungdo do niumero de repeti¢cdes
(k) por tratamento para os testes paramétricos. Onde: BF, é o teste de Brown-Fortsyhe; BT, é o teste
de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley; LV, é o teste de Levene; LS e LI
representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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Considerando os testes que utilizam transformag¢des dos valores originais
observados sobre a analise de variancia de um fator, como é o caso dos testes de
Levene e de Brown-Forsythe, observa-se que, de modo geral, o teste de Brown-
Forsythe tende a obter menores taxas empiricas de erro do tipo |. Por outro lado, ao

se comparar o teste de Cochran com o teste de Hartley, que apresentam estatisticas
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de teste semelhantes, observou-se que ambos tiveram comportamentos parecidos em
relagdo a taxa empirica @, exceto, quando o cenario avaliado continha 15 repeticdes

por tratamento, no qual o teste de Cochran foi conservador e o teste de Hartley exato.

Na Figura 2 é apresentada a taxa empirica do erro tipo | em fungdo do numero
de repeticbes por tratamento para cada um dos testes ndo paramétricos. Nessa
imagem é possivel observar que cada teste teve comportamento distinto para k < 25,
assim, cada teste teve a taxa empirica oscilando de modo diferente. No entanto,
quando k = 4, os testes ndo paramétricos apresentaram diferentes classificagdes:
Conover, foi liberal; Mood, conservador; e Fligner-Killeen, exato (com & = 0,05).
Quando k = 6 e 8, tanto o teste de Fligner-Killeen quanto o teste de Mood foram
conservadores, ao passo que o teste de Conover foi exato. Ao utilizar 10 e 15
repeticoes por tratamento os testes novamente atuaram de maneira distinta quanto as
classificacdes da taxa empirica do erro tipo |, onde: o teste de Conover foi liberal,
Fligner-Killeen, foi conservador; e, o teste de Mood passou a ser um teste exato. Ao
considerar o cenario simulado com 25 repeti¢cdes por tratamento, os testes de Conover
e de Mood foram classificados como exatos, enquanto, o teste de Fligner-Killeen
continuou sendo conservador. Aléem do mais, quando k = 45 observagdes por
tratamento os trés testes controlam a taxa empirica do erro tipo | e foram classificados

como exatos.
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Figura 2 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob distribuicdo normal, em fungdo do niumero de repeti¢cdes
(k) por tratamento para os testes ndo paramétricos. Onde: CN, é o teste de Conover; FN, é o teste de
Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS e LI representam, respectivamente, os limites superior e
inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.1.1.2. Cenarios desbalanceados

Na Figura 3 sédo apresentadas as taxas empiricas do erro tipo | referentes aos
testes paramétricos, para os cenarios simulados supondo distribuicdo normal e as
propor¢cdes de desbalanceamento: 4:6:8:10:15 (by;), 15:25:45:90:140 (by,) €
10:45:90:140:200 (b,3). Por meio desses resultados, nota-se que mesmo em
cenarios desbalanceados os testes de Bartlett e de Brown-Forsythe foram
classificados como exatos em todas as propor¢gdes de desbalanceamento. O teste de
Levene teve classificacdo liberal quando avaliado sob a proporcdo b,; e, nas
proporgdes b,, € b,3, controlou a taxa empirica de erro @ e foi um teste exato. Quando
as propor¢des de desbalanceamento foram analisadas sob a vista do teste de
Cochran e do teste de Hartley, ambos apresentaram um aumento da taxa empirica do
erro tipo | a medida em que o desbalanceamento entre tratamento foi maior. Contudo,
o teste de Cochran foi liberal nos cenarios b,;, b1, € b;3, enquanto o teste de Hartley
foi exato na propor¢cdo de desbalanceamento b,,. Esse aumento da taxa empirica
pode ser devido ao teste de Cochran utilizar a média aritmética (ou, média harménica)
do numero de repeticbes por tratamento para o calculo do numero de graus de
liberdade e, o teste de Hartley, utilizar a amostra populacional que contém o maior

numero de repeticoes.
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Figura 3 - Taxa empirica do erro tipo | (&) , sob distribuigdo normal, para os testes paramétricos nos
cenarios by;(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b, (10:45:90:140:200). Onde: BF, o teste de
Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley; LV, é o
teste de Levene; LS e LI representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de
Bradley (1978).
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Dentre os testes ndo paramétricos apresentados na Figura 4, observa-se
diferentes comportamentos para a taxa empirica @ quando a propor¢cao de
desbalanceamento b, € levada em consideracdo. Nesse cenario, o teste de Conover
foi classificado como liberal e o teste de Fligner-killeen como conservador, ao passo
que o teste de Mood foi considerado um teste exato. No entanto, quando a proporgao
de desbalanceamento b,, e b;; foram analisadas, os trés testes ndo paramétricos

alcangaram exatidao segundo o critério utilizado para a classificagéo.
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Figura 4 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob distribuicdo normal, para os testes ndo-paramétricos nos
cenarios by;(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90:140) e b5 (10:45:90:140:200). Onde: CN, é o teste de
Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS e LI representam,
respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.1.2. Distribuicao de qui-quadrado
5.1.2.1. Cenarios balanceados

Nesta secdo sao apresentados os resultados referentes aos cenarios simulados
sob a distribuicdo de qui-quadrado quando a hipétese nula de igualdade de variancias
€ tomada como verdadeira. Desta forma, os cenarios aqui gerados nao satisfazem a

pressuposi¢cao de normalidade.

Daremos inicio abordando os resultados relativos aos testes paramétricos nos
cenarios gerados sob a condicdo de que os tratamentos tém o mesmo numero de
repeticdes. A taxa empirica para o erro do tipo | (@) em fungao do tamanho da amostra
(k) é ilustrada na Figura 5. Com base no estudo de simulagéo pode-se observar que,
quando k = 4 e 6, todos os testes paramétricos foram classificados como liberais. No
entanto, ao se utilizar amostras de tamanhos maiores, o teste de Brown-Forsythe foi
classificado como exato, exceto para k = 10 e 15, em que o teste foi conservador. Os
demais testes paramétricos foram rotulados como liberais, em todos os k tamanhos
amostrais, demonstrando tendéncia a obter taxas empiricas de erro tipo | mais
elevadas e tornando-se ainda maiores a medida que o numero de repeticbes por

tratamento aumentava, como é o caso dos testes de Bartlett, de Cochran e de Hartley.



32

Dentre eles, o teste de Bartlett mostrou uma tendéncia para maior sensibilidade a
auséncia de normalidade. Essa caracteristica € devido ao teste de Bartlett ser
baseado em uma modificagcado da estatistica do teste da razao de verossimilhanca que
€ derivada sob o pressuposto de normalidade (CONOVER; JOHNSON; JOHNSON,
1981). O teste de Levene também atuou de modo liberal em todos os tamanhos de
amostras avaliados, porém, menos sensivel a desvios de normalidade quando

comparados aos testes de Bartlett, Hartley e Cochran.

Figura 5 - Taxa empirica do erro tipo | (@), sob distribuicdo de qui-quadrado, em fungéo do numero de
repeticdes (k) por tratamento nos testes paramétricos, onde: BF, é o teste de Brown-Fortsyhe; BT, é o
teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley; LV, é o teste de Levene; LS e LI
representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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A taxa empirica, @, em funcao do numero de repeti¢cdes por tratamento (k) para
cada um dos testes ndo paramétricos € ilustrada na Figura 6. Seguindo a adaptagao
do critério liberal de Bradley, nota-se que o teste de Mood foi exato na maior parte dos
tamanhos de amostras quando a pressuposicdo de normalidade nao foi satisfeita.
Excecao a esse comportamento foi observado para k = 4,8 e 90 repeticdes e o teste
foi considerado como conservador diante desses cenarios. Os testes de Conover e
Fligner-Killeen foram considerados liberais para todos os k numero de repeticbes e
apresentaram tendéncia de crescimento da taxa empirica do erro tipo | a medida que
o numero de observagdes por tratamento se tornou maior. Ainda, o teste de Conover
se mostrou mais sensivel a desvios da normalidade e obteve taxa empirica variando

entre 0,294, para k = 4, até 0,623 para k = 200.
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Figura 6 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob distribuicdo de qui-quadrado, em fungado do niumero de
repeticdes (k) por tratamento nos testes ndo paramétricos, onde: CN, é o teste de Conover; FN, é o
teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS, é o limite superior adaptado de Bradley; e, LS e LI
representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.1.2.2. Cenarios desbalanceados

Os resultados para a taxa empirica do erro tipo | (@) obtidos por meio do estudo
de simulagdo, sob a distribuicdo de qui-quadrado, para cada um dos testes
paramétricos em cenarios desbalanceados € exibida na Figura 7. Com base nesses
resultados, pode ser observado que o uso da mediana na transformacgao dos valores
observados tornou o teste de Brown-Forsythe robusto a violagdo da pressuposigao de
normalidade e, portanto, capaz de controlar a taxa empirica @ mesmo quando o
numero de repeticdes por tratamento era diferente. Esse fato pode ser observado para
o teste Brown-Forsythe quando as proporgcdes de desbalanceamento 4:6:8:10: 15
(b11), 15:25:45:90:140 (b;,) € 10:45:90:140:200 (b,3) sao analisadas. Quando
avaliado os testes que utilizam, respectivamente, a média do numero de repeticoes
por tratamento e o maior numero de observagdes entre as populacbes para a
obtencao do numero de graus de liberdade, como € o caso do teste de Cochran e de
Hartley, foi notado que ambos os testes foram liberais e apresentaram tendéncia de
aumento das taxas empiricas do erro @ para as propor¢cdes de desbalanceamento
mais discrepantes (b, € b,3). Altas taxas empiricas de erro do tipo | também foram
observadas para o teste de Bartlett, assim, sendo considerado liberal em todos os

cenarios desbalanceados.
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Figura 7 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob a distribuicdo de qui-quadrado, para os testes
paramétricos nos cenarios b;;(4:6:8:10:15), b;, (15:25:45:90:140) e b,5 (10:45:90:140:200).
Onde: BF, o teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste
de Hartley; LV, é o teste de Levene; LS e LI representam, respectivamente, os limites superior e inferior
adaptados de Bradley (1978).
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Com base nos resultados obtidos para os testes ndao paramétricos,
apresentados na Figura 8, podemos observar que quando a avaliagao foi realizada
sob a propor¢cao de desbalanceamento b,; nenhum dos testes foi exato. Nesse
cenario, os testes de Conover e de Fligner-killeen foram liberais, enquanto, o teste de
Mood foi conservador. Quando se aumentou a discrepancia entre o numero de
repeticdes por tratamento, como para as proporgdes b,, € b;3, 0 teste de Mood foi
robusto a ndo normalidade e ao desbalanceamento das amostras, sendo classificado

como exato.
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Figura 8 - Taxa empirica do erro tipo | (@), sob a distribuicdo de qui-quadrado, para os testes nao
paramétricos nos cenarios b;;(4:6:8:10:15), b;, (15:25:45:90:140) e b,5 (10:45:90:140:200).
Onde: CN, é o teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS e LI
representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.1.3. Distribuicao beta

5.1.3.1. Cenarios balanceados

No presente topico sdo apresentados os resultados referentes aos cenarios
simulados supondo distribuicao beta e homogeneidade de variancias. Deste modo, os
cenarios aqui avaliados nao seguem a distribuicdo normal que é requerida para alguns

testes.

Nestes cenarios, os testes de homogeneidade de variancias tenderam a
apresentar taxas empiricas de erro do tipo | relativamente menores e com curvas
menos inclinadas quando comparados aos resultados obtidos para cenarios
simulados sob a distribuicdo de qui-quadrado. Esse fato pode ser visto na Figura 9
para os testes paramétricos. Quando k = 4, todos os cinco testes paramétricos foram
considerados liberais. No entanto, para k > 6, o teste de Brown-Forsythe tende a atuar
de forma exata, exceto, quando 15 repeti¢cdes por tratamento foram usadas e, nesse
caso, o teste foi conservador. Os demais testes foram liberais em todos os k tamanhos
de amostras avaliados e, o teste de Bartlett, tendeu a apresentar as maiores taxas

empiricas para o erro tipo I.
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Figura 9 - Taxa empirica do erro tipo | (@), sob a distribuicdo beta, em fungdo do nimero de repeticdes
(k) por tratamento para os testes paramétricos, onde: BF, é o teste de Brown-Fortsyhe; BT, é o teste
de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley; LV, é o teste de Levene; LS e LI
representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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Dentre os testes ndo paramétricos apresentados na Figura 10, é possivel
observar que quando k = 4 e 6 nenhum teste foi exato, de modo, que, os testes de
Conover e Fligner-Killeen foram classificados como liberais e, o teste de Mood, foi
conservador. No entanto, para k > 8, o teste de Mood foi exato e, entdo, robusto a
nao normalidade. Todavia, nestes cenarios, o teste de Fligner-Killeen alcangou taxa
empirica @ = 0,05 quando k = 15 e atuou de forma liberal nos demais numeros de
repeticdes por tratamento. Contudo, o teste Conover foi liberal para todos os niumeros
de observagdes simulados, com tendéncia de crescimento da taxa empirica @ para

crescente numero de repeti¢cdes por tratamento.
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Figura 10 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob a distribuicao beta, em fungédo do nimero de repeti¢cdes
(k) por tratamento para os testes ndo paramétricos, onde: CN, é o teste de Conover; FN, é o teste de
Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS e LI representam, respectivamente, os limites superior e
inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.1.3.2 Cenarios desbalanceados

S&o apresentados na Figura 11 as taxas empiricas do erro tipo | para os
cenarios desbalanceados gerados sob a distribuicdo beta. Tal como observado para
os cenarios simulados sob a distribuicdo de qui-quadrado, o teste paramétrico de
Brown-Forsythe foi o unico considerado exato nos niveis de desbalanceamentos:
4:6:8:10:15 (by1), 15:25:45:90:140 (b;,) € 10:45:90:140:200 (b,3). Os testes de
Bartlett, Cochran, Hartley e Levene ndo conseguiram controlar o erro tipo | dentro dos
limites de classificagao e foram liberais. O teste de Cochran mais uma vez apresentou
tendéncia de crescimento da taxa empirica @ a medida que a proporcdo de
desbalanceamento se tornava maior. Padrao similar de tendéncia pode ser observado
para os testes de Bartlett e de Hartley. Dentre os testes liberais, o teste de Levene,
que como o teste Brown-Forsythe faz uso da transformacao dos valores observados
sobre o teste F da ANOVA, alcangou a segunda menor taxa de erro @ nos niveis de

desbalanceamento avaliados.
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Figura 11 - Taxa empirica do erro tipo | (&), sob a distribuicdo beta, para os testes paramétricos nos
cenarios by;(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b, (10:45:90:140:200). Onde: BF, o teste de
Brown-Forsythe; BT, éo teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, € o teste de Hartley; LV, o teste
de Levene; LS e LI representam, respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley
(1978).
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De acordo com os resultados para os testes ndo paramétricos apresentados na
Figura 12, observa-se caracteristicas semelhantes aos resultados gerados para os
cenarios simulados sob as mesmas configuragbes para a distribuicdo de qui-
quadrado. Pode ser observado que os testes de Conover e de Fligner-Killeen foram
liberais ao serem avaliados nos trés niveis de desbalanceamentos incluidos no estudo
de simulagao, isto €, para as proporg¢des b;4, b1, € b;5. Nota-se também, que os testes
Conover, Fligner-Killen e Mood sofrem aumento da taxa empirica de erro do tipo |
quando os desbalanceamentos b;, € b;3 s&o analisados. No entanto, o teste de Mood
foi exato nessas duas proporcoes e, classificado como conversador, ao ser avaliado

na proporcao b, ;.
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Figura 12 - Taxa empirica do erro tipo | (@), sob a distribuicdo beta, para os testes ndo paramétricos
nos cenarios b,,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140: 200). Onde: CN, é o teste
de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; LS e LI representam,
respectivamente, os limites superior e inferior adaptados de Bradley (1978).
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5.2. Taxa empirica do poder do teste

A taxa empirica do poder do teste (i) foi obtida para os diferentes cenarios a
partir da frequéncia de rejeicdo da hipotese nula de homogeneidade de variancias
quando essa hipotese € realmente falsa na geragéo dos cenarios simulados, isto &,
heterogeneidade foram intencionalmente adicionadas aos conjuntos de dados. Um
teste foi classificado como poderoso quando a taxa empirica do poder do teste foi

igual ou superior a 0,80, ou seja, quando 7 = 0,80.

Para melhor visualizacdo e compreensao, iremos dividir os resultados em
secOes de acordo com as proporgdes de heterogeneidade e de desbalanceamento,

conforme é disposto a seguir.

5.2.1. Proporgao de heterogeneidade a,

5.2.1.1. Cenarios balanceados
Sao apresentados nesta secdo os resultados relativos aos cenarios cujos
conjuntos de dados simulados sdo balanceados, normalmente distribuidos e a

hipétese de homogeneidade de variancias € tomada como falsa (ou seja, populagdes
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sdo geradas sob a condigédo H, falsa), isto €, os conjuntos de dados foram simulados

sob a propor¢ao de heterogeneidade 1:1:1:1:2 (a,).

A taxa empirica do poder, 77, em fungcdo do numero de repeti¢des por tratamento
(k) para cada um dos testes paramétricos € apresentado na Figura 13. Podemos
observar um crescente aumento da taxa empirica de poder do teste a medida que o
numero de repeti¢cdes por tratamento foram se tornando maiores. Contudo, nenhum
teste foi poderoso nos cenarios cujo numero de repeti¢des por tratamento era igual ou
inferior a 10 repeti¢cdes. No entanto, ao se utilizar k = 15 repeti¢cdes o teste de Cochran
foi poderoso e, o teste de Bartlett, ficou préximo ao limiar da taxa empirica do poder
do teste, com 7@ =0,794. Quando k = 25, todos os testes paramétricos foram

classificados como poderosos e, alcangaram poder maximo, com k = 90 repetigdes.

Figura 13 - Taxa empirica do poder do teste (77) para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal e proporgéo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1:2 (a,). Onde: BF, o teste de Brown-
Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley; LV, o teste de
Levene;e, LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Ao se observar as taxas empiricas de poder dos testes ndao parameétricos
apresentados (Figura 14) percebe-se tendéncia semelhante aquela apresentada
pelos testes parameétricos, isto €, os testes obtém baixo poder quando um menor
numero de repeticoes € utilizado e essa taxa tende a crescer a medida que o numero
de repeticdes por tratamento € maior. Quando usadas amostras de tamanho k <
15 repeti¢cdes, nenhum teste foi considerado poderoso de acordo com o critério de

classificagao do poder. No entanto, quando k = 25, o teste de Fligner-Killeen e o teste
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de Mood sao qualificados como poderosos, enquanto, o teste de Conover obtém taxa
empirica do poder proximo ao limiar, com 7 = 0,799. Utilizando 45 repeti¢gdes por
tratamento todos os testes ndo paramétricos sdo poderosos e com k =90

observacgodes todos eles possuem poder maximo.

Figura 14 - Taxa empirica do poder do teste (i) para os testes ndo-paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal e proporgdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 2 (a;). Onde: CN, é o teste de
Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e, LP é o limiar da taxa empirica do
poder do teste.
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5.2.1.2. Cenarios desbalanceados

As taxas empiricas do poder para os testes paramétricos referentes aos
cenarios simulados sob as proporcdes de desbalanceamento 4:6:8:10:15 (by4),
15:25:45:90: 140 (b,,) € 10:45:90:140:200 (b,3), para os conjuntos de dados
normalmente distribuidos, de acordo com a propor¢édo de heterogeneidade a,, séo
apresentadas na Figura 15. Para a proporcao de desbalanceamento b;; nenhum dos
testes foi classificado como poderoso. No entanto, ao se considerar o
desbalanceamento b,, todos os testes foram poderosos, ao passo que na propor¢ao

de desbalanceamento b,; apenas o teste de Hartley nao foi poderoso.
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Figura 15 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporcdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 2 (a,), nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e by5 (10:45:90: 140: 200) onde: BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e, LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Quando avaliado os testes ndo paramétricos (Figura 16) sob a proporcao de

=

desbalanceamento b,, foi verificado que nenhum destes foi poderoso. Esse resultado
pode ser devido ao fato de o poder ser afetado pelo tamanho da amostra. Vale
ressaltar que para k < 15 repetigdes por tratamentos (Figura 14) nenhum teste nado
paramétrico foi classificado como poderoso. Contudo, nas proporgdes de

desbalanceamento b;, e b;; 0s trés testes foram poderosos.
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Figura 16 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢cdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 2 (a,), nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15: 25:45:90: 140) e b;3 (10:45:90:140: 200) onde CN, é 0
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e, LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.
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5.2.2. Proporgao de heterogeneidade a;

>

5.2.2.1. Cenarios balanceados

Nesta secdo sao apresentados os resultados para o estudo de simulacéo
realizado sob distribuigdo normal e proporgédo de heterogeneidade de variancias a;
(1: 1: 1: 1: 4).

Pode ser observado na Figura 17 que, ao se utilizar a proporgao de
heterogeneidade de variancias a;, um teste tem o poder de detecgdo aumentado
mesmo quando um menor numero de repeticdes € utilizado e, os testes de Bartlett,
de Levene e de Cochran séao classificados como poderosos ao utilizar k = 6 repeti¢cdes
por tratamento, enquanto, o teste de Hartley alcanga taxa empirica proxima ao limiar
de poder (ftiyr = 0,798). Além do mais, com k > 8 repetigdes por tratamento todos os
testes paramétricos avaliados foram classificados como poderosos e alcangam nivel

maximo de poder quando k > 25.
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Figura 17 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢cdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 4 (a3), nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e by5 (10:45:90: 140: 200) onde: BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e, LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Ao observar os resultados obtidos para os testes ndo paramétricos (Figura 18)
percebe-se que os testes ultrapassam o limiar da taxa empirica do poder quando 8 <
k < 10 observacgdes e sao classificados como poderosos. Vale ressaltar que o nivel
maximo para a taxa empirica do poder do teste é alcangado apenas com k = 25
repeticoes por tratamento e, nessas condi¢des, a probabilidade de se cometer o erro
do tipo Il é reduzida. Contudo, mesmo com este aumento na propor¢cao de
heterogeneidade os testes ndo paramétricos tiveram dificuldade em obter alto poder

para baixas repeti¢cdes (por exemplo, quando k < 8).
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Figura 18 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporcdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 4 (a3), nas proporgbes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15: 25:45:90: 140) e b;3 (10:45:90:140: 200) onde CN, é 0
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.
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5.2.2.2. Cenarios desbalanceados

Nessa se¢ao sao apresentadas as taxas empiricas do poder dos testes para
cenarios simulados sob distribuicdo normal e proporgéo de heterogeneidade a; nas
propor¢cdes de desbalanceamento 4:6:8:10:15 (by;), 15:25:45:90:140 (b,,) €
10: 45:90: 140: 200 (by3).

Na Figura 19 s&o apresentados os resultados referentes aos testes
paramétricos. Por meio dela podemos observar que, os testes foram classificados
como poderosos em todas as proporgdes de desbalanceamento, exceto, o teste de
Hartley na propor¢cdo de desbalanceamento b;;. No mais, para as propor¢des de
desbalanceamento b;, e b;3 0s cinco testes paramétricos sao classificados como

poderosos.
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Figura 19 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporcdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 4 (a3), nas proporgbes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140:200) onde BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Na Figura 20 sao apresentadas as taxas empiricas do poder para os testes nao

=
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parameétricos. Pode ser observado que para essa propor¢ao de heterogeneidade de
variancias todos os testes foram classificados como poderosos em todas as
proporcdes de desbalanceamentos, até mesmo na proporgao de desbalanceamento
b,;, que apresenta menor numero de repeticbes por tratamento. Quando o estudo
envolve os desbalanceamentos b;, e b,3, 0s trés testes obtém poder maximo (7t =

1,000) e tém probabilidade reduzida de cometer o erro do tipo Il.
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Figura 20 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢do de heterogeneidade 1: 1: 1: 1: 4 (a3), nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15: 25:45:90: 140) e b;3 (10:45:90:140: 200) onde CN, é 0
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.

1,000 4

0,800 P

0,600
bll

W b,

b

0,400 1 B

0,200

0,000

CN FN MO

5.2.3. Proporgao de heterogeneidade a,

=

5.2.3.1. Cenarios balanceados

Neste tépico sido apresentados os resultados referentes aos cenarios
simulados sob distribuicdo normal e proporcao de heterogeneidade 1:1:1:2:2 (a,) para
cenarios balanceados. Inicialmente, sdao abordados os resultados para os testes
paramétricos apresentados na Figura 21. De acordo com esses resultados, observa-
se crescente aumento da taxa empirica do poder do teste conforme o aumento do
numero de repetigdes por tratamento. Diante disso, € visto que para até 10 repeti¢des
por tratamento nenhum teste foi classificado como poderoso, contudo, com k = 15
repeticoes apenas o teste de Brown-Forsythe nao alcanga taxa empirica de poder it >
0,80, os demais testes sdo tidos como poderosos. No entanto, quando se utilizam
amostras com k > 25 observacgdes por tratamento, os cinco testes paramétricos foram

classificados como poderosos.
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Figura 21 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuigdo normal, proporgéo de heterogeneidade 1: 1: 1: 2: 2 (a,) em cenarios balanceados onde:
BF, o teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de
Hartley; LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Quando os testes ndo paramétricos sdo analisados, como é apresentado na
Figura 22, também foi observado um crescente aumento da taxa empirica de poder
conforme o aumento do numero de repeticdes por tratamento. Para k < 10, nenhum
teste ndo paramétrico foi poderoso. Conover foi o teste a ser classificado como
poderoso com o menor numero de repeticdes, com k = 15. De acordo com a
tendéncia observada, nota-se que os testes de Fligner-Killeen e Mood séao
classificados como poderosos quando 15 < k < 25. Os trés testes ndo paramétricos

atingem poder maximo quando 90 repeticdes por tratamento s&o utilizadas.
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Figura 22 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporgéo de heterogeneidade 1: 1: 1: 2: 2 (a,) em cenarios balanceados onde:
CN, é o teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, ¢é o teste de Mood; e, LP é o limiar da
taxa empirica do poder do teste.
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5.2.3.2. Cenarios desbalanceados

Neste topico sdo analisados os resultados oriundos dos cenarios simulados
com diferentes niveis de desbalanceamento (4:6:8:10:15, by;; 15:25:45:90: 140,
b;,; € 10:45:90: 140: 200, b,3) para a proporcéo de heterogeneidade a,.

Na Figura 23 sdo apresentadas as taxas empiricas de poder para os testes
parameétricos. Por meio desses resultados observa-se comportamento semelhante
quando comparados aos resultados obtidos para os mesmos cenarios simulados sob
a condicdo de heterogeneidade a,. Isto é, adicionar um segundo tratamento com
variancia populacional igual a dois ndo afetou de forma relevante os resultados obtidos
e, nenhum dos testes foi poderoso para a proporcao de desbalanceamento b;,. Além
disso, quando a proporcdo de desbalanceamento b,, € avaliada todos os testes
paramétricos foram poderosos e, para b, 3, apenas o teste de Hartley ndo ultrapassou

o limiar da taxa empirica de poder.
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Figura 23 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢do de heterogeneidade 1: 1: 1: 2: 2 (a,) nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140:200) onde BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Resultados semelhantes aos observados para a proporg¢ao de heterogeneidade
a, também sao observados para os testes ndo paramétricos quando a proporgao a,
€ avaliada, conforme pode ser visto na Figura 24. A partir da imagem, nota-se que
nenhum dos testes foi classificado como poderoso ao ser avaliado sob a proporgao
de desbalanceamento b;;. No entanto, ao adotar niveis de desbalanceamento onde
tamanhos maiores de amostras sao avaliados, como ocorre em b,, € b;3, 0s testes

sao poderosos e alcangam nivel de poder maximo nesses cenarios.
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Figura 24 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢do de heterogeneidade 1: 1: 1: 2: 2 (a,) nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15: 25:45:90: 140) e b;3 (10:45:90:140: 200) onde CN, é 0
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.

1,000 1
0,800 P
0,600
bll
W b,
0,400 1 B
0,200
0,000
CN FN MO

5.2.4. Proporgao de heterogeneidade ag

=)

5.2.4.1. Cenarios balanceados

Sao apresentados nesse topico os resultados referentes aos cenarios
simulados sob distribuicdo normal e propor¢gédo de heterogeneidade de variancias
dada por: 1:1:1:4:4 (a<). Inicialmente, retrataremos os testes paramétricos expostos
na Figura 25. Por meio desses resultados observa-se que o teste de Bartlett foi
poderoso mesmo quando pequeno numero de repetigcdes é usado, ou seja, para k =
4. Ao aumentar o valor de k para 6 observagdes por tratamento, apenas os testes de
Brown-Forsythe e de Cochran nao foram poderosos. Contudo, para k > 8, todos os
testes ultrapassam o limiar da taxa empirica de poder e foram poderosos, isto €, esses
testes tém menor probabilidade de falhar ao fazer uma inferéncia sobre a hipétese de
homogeneidade de variancias. Vale ressaltar que o teste de Bartlett alcangou poder
empirico maximo com 10 repeti¢cdes por tratamento, ao passo que os testes Cochran,

Hartley e Levene alcangam poder empirico igual a um com k = 15 repeti¢oes.
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Figura 25 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporgcéo de heterogeneidade 1: 1: 1: 4: 4 (as) e cenarios balanceados onde:
BF, o teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de
Hartley; LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Quando os testes nao paramétricos sdo analisados, € possivel observar
através da Figura 26, que adicionar a dupla de variancias de valor quatro, enquanto
as demais permanecem iguais a um, proporcionou um aumento no poder de detecgao
do teste e fez com que o teste de Conover fosse classificado como poderoso com k =
6 repeticoes. Além disso, esse teste atingiu o limiar da taxa empirica do poder do teste
com o0 menor numero de repeticdes por tratamento. Ademais, ao utilizar 8 repeticoes
em amostras balanceadas, os trés testes ndo paramétricos foram poderosos, ao

passo que, o poder maximo para esses testes foi atingido quando k = 15 repeti¢des.
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Figura 26 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporgao de heterogeneidade 1: 1: 1: 4: 4 (as) em cenarios balanceados onde
CN, é o teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP ¢é o limiar da
taxa empirica do poder do teste.
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5.2.4.2. Cenarios desbalanceados

Ao avaliar os testes paramétricos sob a propor¢do de heterogeneidade de
variancias 1:1:1:4:4 (as) nas propor¢des de desbalanceamento 4:6:8:10:15 (b,,),
15:25:45:90:140 (b,,) e 10:45:90:140:200 (b,3), apresentados na Figura 27,
observou-se que todos os testes foram poderosos ao inferir sob esta proporcéo de
heterogeneidade. Excecao a esse resultado foi o teste de Hartley que ndo ultrapassou
o limiar da taxa empirica do poder quando avaliado na proporgao de
desbalanceamento b;;, que possui menor numero repeticdes por tratamento.
Contudo, para as propor¢des de desbalanceamento b;, e b3, foi observado que os
testes paramétricos tendem a possuir alto poder de detec¢do quando as amostras
envolvem maior numero de repeticoes e todos os testes alcangcam o maximo da taxa

empirica de poder.
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Figura 27 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢do de heterogeneidade 1: 1: 1: 4: 4 (as) nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140:200) onde BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Ao retratar os resultados obtidos para os testes ndo paramétricos, sob as

=P

e}

mesmas condigdes de simulagdo previamente comentadas para os testes
parameétricos, é observado na Figura 28 alto poder de detecgdo para os testes de
Conover, Fligner-Killeen e Mood ao atuar nas proporgdes de desbalanceamentos b, ,
b, e b;3. Contudo, ao utilizar propor¢cées de desbalanceamento que contém maior
numero de repeticdes por tratamento, como em b,, e b,3, 0s trés testes alcangaram

nivel de poder maximo.
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Figura 28 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢cdo de heterogeneidade 1: 1: 1: 4: 4 (ag) nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15: 25:45:90: 140) e b;3 (10:45:90:140: 200) onde CN, é 0
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.
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5.2.5. Proporgao de heterogeneidade a4

5.2.5.1. Cenarios balanceados

Nesta secdo sao apresentados os resultados para o estudo de simulacéo
executado sob a proporcao de heterogeneidade 1:2:3:4:5 (a¢). Na Figura 29, séo
apresentadas as taxas empiricas do poder para os testes paramétricos. Nela é
observado um maior distanciamento entre as curvas e diferentes grau de inclinacéo.
Foi constatado neste cenario que o teste de Bartlett foi classificado como poderoso
mesmo lidando com pequenas amostras, com k = 6. Contudo, comportamento similar
ao teste de Bartlett € observado para o teste de Hartley e, de acordo com a tendéncia
observada, ele ultrapassa o limiar de poder com 6 < k < 8 repeticdes. Ao se utilizar
k = 8 repeticbes, apenas os testes de Brown-Forsythe e Cochran nado foram
classificados como poderosos. No entanto, tanto o teste de Brown-Forsythe quanto o
teste de Cochran possuem curvas de ganho de poder menos inclinadas e necessitam
de um maior numero de repeti¢cdes por tratamento para alcancar o limiar de poder e,
assim, o teste de Brown-Forsythe foi poderoso ao utilizar 10 repeticoes e, o teste de

Cochran, foi poderoso apenas quando k = 15.
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Figura 29 - Taxa empirica do poder do teste () para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal proporgédo de heterogeneidade 1: 2: 3: 4: 5 (a4) no cenario balanceado onde
BF, o teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de
Hartley; LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.
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Ao analisar os testes ndo paramétricos retratados na Figura 30, observou-se
que eles precisaram de um maior numero de repeticdes por tratamento para serem
classificados como poderosos ao comparar com 0s resultados obtidos para os
mesmos cenarios (Figura 26) simulados sob a proporgao de heterogeneidade as. O
primeiro teste a ser classificado como poderoso foi o teste de Conover com 8
repeticdes em cada populacdo. No entanto, ao verificar a tendéncia gerada pela curva
da taxa empirica do poder do teste, notou-se que, o poder aumenta a medida que se
aumenta o numero de repeticdes entre os tratamentos, e o teste de Mood ultrapassou
o limiar de poder com 8 <k <10 repeticbes. Ainda observando a tendéncia
destacada pelos resultados exibidos na figura abaixo, o teste de Fligner-Killeen atinge
o limiar com 10 < k < 15 observagdes. Ademais, o teste de Conover foi o primeiro a
atingir nivel maximo de poder, com 15 repeticdes entre tratamentos e, os testes
Fligner-Killeen e Mood, alcangam taxa empirica maxima de poder com k =25

observacoes.



57

Figura 30 - Taxa empirica do poder do teste (1) para os testes ndo paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporgcédo de heterogeneidade 1: 2: 3: 4: 5 (a¢) e balanceado onde CN, é o
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP ¢é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.
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5.2.5.2. Cenarios desbalanceados

Serdo abordados agora os resultados gerados pelo estudo de simulagéo para
os cenarios simulados de acordo com as proporcdoes de desbalanceamento
4:6:8:10:15 (by1), 15:25:45:90: 140 (b;,) € 10:45:90: 140: 200 (b;3). Na Figura 31
sao apresentadas as taxas empiricas do poder para os testes paramétricos. Através
dela é possivel observar que o teste de Bartlett foi o unico a ser classificado como
poderoso nos trés niveis de desbalanceamento avaliados, mesmo quando o
desbalanceamento envolviam tratamentos com r; < 15, para i =1,...,5, ou seja, a
proporgao de desbalanceamento b, ;. No entanto, ao avaliar as popula¢gdes compostas
por um maior numero de observacbes, como em b;, € b,3, todos os testes

paramétricos foram poderosos, com 7t = 1,000.
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Figura 31 - Taxa empirica do poder do teste (i) para os testes paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, propor¢do de heterogeneidade 1: 2: 3: 4: 5 (ay;) nas proporgdes de
desbalanceamento b;,(4:6:8:10:15), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140:200) onde BF, o
teste de Brown-Forsythe; BT, é o teste de Bartlett; CO, é o teste de Cochran; HT, é o teste de Hartley;
LV, o teste de Levene; e LP é o limiar da taxa empirica do poder do teste.

1,000
0,800 LP
0,600
bll
W b,
0,400 1 B
0,200
BF BT co HT Lv

>

0,000

Ao analisar os testes ndo paramétricos da Figura 32, pode ser observado que
nenhum deles foi poderoso para o cenario desbalanceado b,;. Contudo, ao utilizar
proporcdes de desbalanceamentos com numero de repeticdes mais elevados, como
em b, € b,5, 0s testes ndo paramétricos de Conover, de Fligner-Killeen e de Mood

alcancaram poder maximo e tem probabilidade reduzida de cometer o erro do tipo Il.
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Figura 32 - Taxa empirica do poder do teste (77) para os testes nao paramétricos nos cenarios simulados
sob distribuicdo normal, proporcdo de heterogeneidade 1: 2: 3: 4: 5 (ag) nas proporgbes de
desbalanceamento b, (4:6:8:10:15 ), by, (15:25:45:90: 140) e b,5 (10:45:90:140:200) onde CN, é o
teste de Conover; FN, é o teste de Fligner-Killeen; MO, é o teste de Mood; e LP é o limiar da taxa
empirica do poder do teste.
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6. Discussao

6.1. Discussao por teste de homogeneidade de variancias

Nesta secdo os mesmos resultados apresentados anteriormente seréo
agrupados por teste e discutidos seus resultados quanto as taxas empiricas do erro
tipo | (&) e poder do teste (t) para cada configuragcdo de simulagao avaliada nesse
estudo. O objetivo dessa analise € identificar em quais cenarios cada um dos testes
apresentaram melhor performance, ou seja, cenarios em que cada teste foi
classificado como exato e poderoso. Tal identificagdo, a principio, permitiria a um
analista de dados escolher o teste mais apropriado de acordo com a base de dados

que ele tem disponivel.

Com essa finalidade, inicialmente sao retratadas as taxas empiricas @ em cada
distribuicdo de probabilidade, f,, com w =1,2,3, para cada proporgdo de
desbalanceamento, b,, onde: 4:4:4:4:4 (b,); 6:6:6:6:6 (b,); 8:8:8:8:8 (b3);
10:10:10:10:10 (b,); 15:15:15:15:15 (bs); 25:25:25:25:25 (by); 45:45:45:45:45
(b7); 90:90:90:90:90 (bg); 140:140: 140: 140: 140 (by); 200: 200: 200: 200: 200 (byy);
4:6:8:10:15 (by;); 15:25:45:90: 140 (by,); 10:45:90: 140: 200 (b,3). Posteriormente,
sob a distribuicdo normal, os testes foram classificados de acordo com a taxa empirica

do poder do teste, 7, em cada uma das proporg¢des de heterogeneidade, a;, com j =

2,...,6, para cada uma das b,, proporgdes de desbalanceamento, paran =1, ...,13.

Iniciaremos retratando os resultados referentes ao teste de Bartlett,
apresentados na Tabela 1. Pode ser observado que quando este teste € executado
sob populagdes normalmente distribuidas, ele tende a controlar a taxa empirica de
erro do tipo | (@) dentro dos limites adaptados para o Critério Liberal de Bradley (1978),
mesmo em pequenas amostras, e foi considerado um teste exato tanto nos cenarios
balanceados quanto nos cenarios desbalanceados, concordando, assim, com o0s
resultados obtidos por Bhandary e Dai (2008). Por outro lado, o teste de Bartlett teve
classificagao liberal quando simulado em populacdes cuja distribuicdo ndo era normal
(qui-quadrado e beta) em todos os b, niveis de desbalanceamento avaliados.
Resultados semelhantes a estes foram encontrados por Sharma e Kibria (2013) e
Vorapongsathorn, Taejaroenkul e Viwatwongkasem (2004) quando, em seus estudos,
utilizaram populagdes ndo normais no processo de simulagao para avaliar os cenarios
balanceados e desbalanceados e o teste de Bartlett foi classificado como liberal.
Devido a tais fatos, este foi considerado como nao robusto a violagdo da
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pressuposi¢cao de normalidade. Esse resultado pode ser devido ao teste de Bartlett
ser derivado do teste da razdo de verossimilhanga e, por essa causa, ser mais
sensivel a desvios de normalidade (CONOVER; JOHNSON; JOHNSON, 1981).

Com relagéao a taxa empirica do poder do teste (Tabela 1), percebe-se que o
teste de Bartlett tende a aumentar o poder de deteccdo a medida que aumenta o
numero de repetigcdes por tratamento e/ou a propor¢cdo de heterogeneidade entre
populagdes. Resultados analogos quanto ao crescente aumento de poder foram
encontrados por Vorapongsathorn, Taejaroenkul e Viwatwongkasem (2004) e Baydili
e Sigirli (2017). Desta forma, nota-se que quando existe um menor grau de
heterogeneidade de variancias entre populagdes (como na propor¢ao a, € a,) o teste
de Bartlett tem poder comparavel aos demais teste paramétricos, sendo superado
apenas pelo teste de Cochran em a,. Porém, ao adicionar maior grau de
heterogeneidade, como em a., o teste de Bartlett foi poderoso com o menor nimero
de repeticbes por tratamento, com k = 4. Riboldi et al. (2014) concluem em seu
trabalho que, sob normalidade, o teste de Bartlett infere o resultado com alto poder e

foi capaz de identificar eficientemente os casos com variancias heterogéneas.



62

Tabela 1 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste paramétrico de Bartlett. As classificagdes s&o: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As proporgoes de desbalanceamento sdo: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
E E E E E E E E E E E E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NI IN/IN|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (ae) NIS|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S

Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados obtidos através do estudo de
simulagao para o teste de Levene. Primeiramente, tratando-se da avaliagao da taxa
empirica do erro do tipo | (@) para os conjuntos de dados simulados sob distribuicao
normal, percebe-se que este obteve resultados comparaveis aos obtidos por
Bhandary e Dai (2008) e Wang et al. (2017), ndo conseguindo controlar a taxa
empirica @ e teve classificacao liberal ao atuar em amostras com até 15 repeticoes
por tratamento, no entanto, alcangcou exatiddo para amostras balanceadas de
tamanho k > 25 repeti¢des (para b,,, com n =6, ...,10). Além disso, em cenarios
desbalanceados e sob a mesma distribuicao, o teste de Levene foi liberal no cenario
composto pelos menores numeros de repeticdes entre os tratamentos (isto é, r; < 15,
para i = 1,...,5), como acontece em b,,, e foi classificado como exato ao atuar em

cenarios cujo numero de repeticobes foram maiores, como ocorre para as
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configuragcbes de desbalanceamento b,, e b,3. De acordo com estudos de Veitch e
Roscoe (1974), o teste de Levene foi liberal ao atuar em populagdes balanceadas com
k = 10; exato quando k = 20 e 30, obtendo resultados semelhantes aos do presente
trabalho; e, para amostra desbalanceadas o0 mesmo atuou de forma liberal, o que nao
ocorreu neste trabalho, conforme se vé em b,, e b;3. Analisando os cenarios
simulados sob a distribui¢do de qui-quadrado e beta, o teste de Levene n&o controlou
a taxa empirica do erro tipo | e foi classificado como liberal em todas as b,, propor¢des
de desbalanceamento, para n = 1, ..., 13. Baydili e Sigirli (2017) e Conover, Johnson
e Johnson (1981) constataram que o teste de Levene resultou em taxas do erro tipo |
liberais quando o experimento foi realizado sob distribuicbes assimétricas, conforme

evidenciado neste estudo.

Quando a avaliagado é feita levando-se em consideracdo a taxa empirica do
poder do teste (@), € observado na Tabela 2 que quando proporgdes de
heterogeneidade menos discrepantes (a, € a,) sdo analisadas, o teste necessita de
um maior numero de repeticbes por tratamento para ser considerado poderoso, ao
passo que, ao adicionar um maior grau de heterogeneidade (proporgoes a;, as € ag)
o teste alcanga # > 0,80 para um numero de repeticoes relativamente menor. Vale
ressaltar que para a propor¢cao de heterogeneidade a; o teste de Levene foi
classificado como poderoso com o menor numero de repeticbes por tratamento.
Riboldi et al. (2014) encontraram em seu estudo que o teste de Levene possui alto
poder e, dizem ainda, que este se assemelha ao teste de Bartlett quando se trata do

poder do teste.
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Tabela 2 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste paramétrico de Levene. As classificagbes sdo: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
L L L L L E E E E E L E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIS|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NI IN/IN|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIS|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (ae) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S

Quando avaliado o teste de Brown-Forsyhte, cujos resultados sao apresentados
na Tabela 3, observa-se que, de modo geral, substituir a média pela mediana na
transformacao dos valores observados sob a estatistica de teste de Levene tornou o
teste de Brown-Forsyhte robusto a desvios da normalidade. Em seu estudo, Conover,
Johnson e Johnson (1981) afirmam que todos os testes escolhidos como robustos
usaram a mediana ao invés da média. Resultados similares foram encontrados por
Ramsey e Ramsey (2007), Sharma e Kibria (2013), Li et al. (2015) e Baydili e Sigirli
(2017) ao constatarem que o teste de Brown-Forsythe apresenta robustez a uma
ampla gama de distribui¢cdes de probabilidades e tamanhos de amostras. Analisando
inicialmente os cenarios simulados sob distribuicdo normal, percebe-se que o teste de
Brown-Forsyhte iniciou com desempenho liberal, para k = 4; conservou H, verdadeira

numa propor¢ao menor do que o esperado para a = 0,05 quando o numero de
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repetigcdes por tratamento variou entre 6 < k < 25; e, foi exato para as proporg¢des de
desbalanceamento b, até b,5. No entanto, ao ser avaliado quanto ao controle da taxa
de erro do tipo | em populagdes ndo normais, tem-se que sob as distribuigdes beta e
qui-quadrado, os resultados empiricos mostraram que este teste tende a controlar a
taxa de erro @ e foi considerado robusto nas proporcdes de desbalanceamento b, até
b,3, isto é, para k > 15. Resultados parecidos foram apresentados por Algina, Blair e
Coombs (1995) e Parra-Frutos (2013), onde encontraram que o teste de Brown-
Forsythe teve bom desempenho (foi exato) em tamanhos maiores de amostra, porém,
foi conservador em tamanhos de amostras menores (ou seja, para k = 5 repeti¢des)
nas diferentes distribuicdes. Shoemaker (2003) observou que, em distribuicbes
simétricas e assimeétricas, o teste de Brown-Forsythe controlou a taxa de erro tipo | no
valor nominal para grandes tamanhos de amostras e foi conservador quando os
tamanhos de amostras eram menores. Segundo Baydili e Sigirli (2017), quando a
distribuicdo de qui-quadrado foi avaliada, este foi o teste a apresentar melhor

resultado quanto a taxa de erro tipo |.

Contudo, ao avaliar a taxa empirica do poder (i) para o teste de Brown-Forsythe
(Tabela 3), os resultados indicaram que este perde em poder quando comparado com
o teste de Levene (ver Tabela 2) e necessita de um maior numero de repetigdes por
tratamento para alcancar o limiar da taxa empirica do poder. Este fato pode ser
verificado para os seguintes resultados simulados sob a condigdo H,, falsa: para a
proporgcao a,, o teste de Brown-Forsythe ultrapassou o limiar da taxa empirica do
poder apenas com 25 repeticdes, enquanto, que para o teste de Levene bastaram 15;
nas proporc¢oes de heterogeneidade a; e as, foi poderoso com k = 8 repetigdes, ao
passo que, para Levene, foi poderoso com 6 repetigdes; e em ag, o teste foi poderoso
a partir de k = 10 observacdes, contra k = 8 para o teste de Levene. Apesar do teste
de Brown-Forsythe ser considerado poderoso, nosso estudo concorda com os estudos
de Riboldi et al. (2014) em que constatou-se que este é superado pelo teste de Bartlett.
Além disso, em nosso estudo, comparando o poder do teste, o teste de Brown-
Forsythe foi superado também pelo teste de Levene. Parra-Frutos (2009) relatou em
seu estudo que o teste de Brown-Forsythe (teste da mediana de Levene) teve bons
resultados para o poder apenas quando a diferenca entre as taxas de variancias era

alta.
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Tabela 3 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste paramétrico de Brown-Forsythe. As classificagdes sao: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
L C C C C C E E E E E E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L E C C E E E E E E E E
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L E E E C E E E E E E E E
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NININ/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (aq) NIN|IN|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S

Na Tabela 4 sao apresentados os resultados do estudo de simulacédo de dados
realizado para o teste paramétrico de Cochran. Por meio desses resultados é possivel
observar que para amostras balanceadas e sob distribuicdo normal, o teste de
Cochran tende a controlar a taxa empirica do erro tipo | (&) e atuar como um teste
exato. Resultados semelhantes aos de nosso estudo sao encontrados por Wang et al.
(2017), Bhandary e Dai (2008), Parra-Frutos (2013) e Lee, Katz e Restori (2010) ao
concluirem sobre o controle do erro tipo | para o teste de Cochran quando a condigcao
de normalidade é satisfeita. Excecao ao padrao de tendéncia observada é constatada
quando k = 15 e o teste foi classificado como conservador (Tabela 4). No entanto, ao
lidar com amostras desbalanceadas, o teste de Cochran conservou H, verdadeira
numa quantidade de vezes maior do que o esperado (para a = 0,05) e teve & liberal

para as propor¢cdes de desbalanceamento b;;, b;, € by3. Resultados liberais em
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experimentos desbalanceados também foram encontrados por Veitch e Roscoe
(1974) quando utilizaram a média aritmética para a obten¢ao do grau de liberdade.
Porém, em experimentos balanceados, o autor obteve que este foi um teste
conservador, em que a taxa de erro tipo | decresce a medida que o numero de
repeticbes por tratamento aumenta. Esse comportamento liberal em cenarios
desbalanceados pode ser devido ao teste usar a média aritmética ou a média
harménica de r; no lugar de r para calcular o numero de graus de liberdade. Contudo,
quando populagdes ndo normais sédo avaliadas, como ocorre para a distribuigao beta
e qui-quadrado, o teste de Cochran foi classificado como liberal em todas as
proporcdes de desbalanceamento, tanto nos cenarios balanceados quanto nos
desbalanceados. Veitch e Roscoe (1974) e Baydili e Sigirli (2017) concluiram que o
teste de Cochran foi um dos testes a apresentar piores resultados quanto ao controle

do erro tipo | sob desvios da normalidade.

Padréao similar aos demais testes anteriormente comentados é verificado ao
analisar a taxa empirica do poder do teste de Cochran (Tabela 4), dado que o poder
possui relagdo direta com o tamanho da amostra e com a propor¢cédo de
heterogeneidade entre os tratamentos. Ao analisar os cenarios balanceados nas
propor¢cdes de heterogeneidade a,, a, € a4 0 teste de Cochran foi classificado como
poderoso ao simular amostras com k = 15 repeticdes por tratamentos. Ao analisar as
heterogeneidades a; € as, o teste de Cochran ultrapassou o limiar da taxa empirica
de poder com k = 8 repeticdes. Nos cenarios compostos por tratamentos com numero
de repeticoes diferentes, para r; < 15 (b;4), 0 teste de Cochran nao foi poderoso
quando o estudo foi realizado sob as proporgdes de heterogeneidade a,, a, € a,. Este
fato também pode ser observado no estudo de Baydili e Sigirli (2017), onde os autores
afirmaram que quando os tratamento possuiam diferentes niumero de repeticdes, para
tamanhos pequenos e médios, o teste de Cochran obteve baixo poder para esses
cenarios. Entretanto, ao promover um aumento do niumero de repeticbes entre os
tratamentos desbalanceados, tais como em b, € b, 3, fez com que o teste de Cochran

fosse poderoso em todas as proporgdes de heterogeneidade simuladas.
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Tabela 4 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste paramétrico de Cochran. As classificagdes s&o: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
E E E E C E E E E E L L L
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (ay) NININ|IN|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NI IN/IN|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (ae) NI IN/N|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S

Quando verificado os resultados obtidos para o teste de Hartley, apresentados
na Tabela 5, foi observado que, quando as amostras sdo balanceadas e normalmente
distribuidas ele tende a controlar a taxa empirica do erro tipo | (&), atuando de forma
exata mesmo quando amostras pequenas sao simuladas, ou seja, para k =>4
repeticoes por tratamento. Um ponto importante a se considerar, assim como para o
teste de Cochran, é que o teste de Hartley também sofre interferéncia quando
amostras desbalanceadas sao utilizadas e ele tende a conservar a hipétese nula como
verdadeira em uma frequéncia maior do que a esperada para o teste (a« = 0,05), como
pode ser observado para as proporgdes de desbalanceamento b,, € b,5. Desta forma,
quanto maior a diferenca entre o numero de observagdes por tratamento, maior a
probabilidade do teste de Hartley em inferir incorretamente sobre H,. Resultados

semelhantes foram constatados por Bhandary e Dai (2008) ao verificar que, sob
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normalidade e balanceamento das amostras, o0 numero de repeti¢gdes por tratamento
nao teria impacto sobre o controle da taxa empirica @ No entanto, os autores
identificaram inflacdo da taxa de erro @ a medida que a diferenca entre o0 numero de
repeticdes por tratamento era maior. De acordo com estudo feito por Veitch e Roscoe
(1974), o teste de Hartley foi conservador ao atuar em populagdes balanceadas com
k = 10, com diminuicdo da taxa do erro tipo | a medida que o numero de repeticbes
eram maiores e, para experimentos desbalanceados, o mesmo atuou de forma liberal.
Ainda se tratando da taxa empirica de erro do tipo I, tem-se que o teste de Hartley ndo
€ robusto ao atuar em populagbes cuja distribuicdo ndo é normal, tanto para

tratamentos balanceados quanto para aqueles desbalanceados.

Analisando ainda o teste de Hartley (Tabela 5), foi observado forte relagéo entre
o poder do teste e o numero de repeticdes por tratamento. Por meio da taxa empirica
do poder do teste (7t) observou-se que, a partir de k = 25 repeticbes em amostras
balanceadas o teste de Hartley foi considerado poderoso em todos as proporgdes de
heterogeneidade simuladas. No entanto, @ medida que € adicionado um aumento a
proporcao de heterogeneidade, o teste fica mais poderoso em detectar diferencas
significativas de variancias quando ela existe e alcanga o limiar da taxa empirica do
poder com menor numero de repetigdes por tratamento, como pode ser visto para a;,
as e ag. Todavia, quando o estudo envolve amostras desbalanceadas, o teste de
Hartley obteve baixo poder quando o desbalanceamento b,; foi considerado em todos
as proporgdes de heterogeneidade geradas sob a condigdo H, falsa. Contudo, teve
tendéncia a ser poderoso quando as proporgcdes de desbalanceamento com maiores
observagdes foram avaliadas, b, e b;3. Wang et al. (2017) encontraram que o teste
de Hartley foi mais poderoso que os demais testes avaliados, o que vale a dizer, em
nosso estudo, que o teste de Hartley obteve melhores taxa empiricas de poder quando

comparado aos testes de Cochran e Brown-Forsythe.
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Tabela 5 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste paramétrico de Hartley. As classificagbes s&o: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
E E E E E E E E E E E L L
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NIN|IN/IN|S|S|S|S|S|S|N|S|N
1:1:1:4:4 (as) NIS|S|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:2:3:4:5 (aq) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S

A partir deste ponto iremos descrever sobre os resultados obtidos pelo estudo
de simulagdo para os testes ndo paramétricos e, inicialmente, na Tabela 6, sao
apresentados os resultados para as taxas empiricas de erro do tipo | (@) e poder ()
para o teste de Fligner-Killeen. Comecgaremos retratando os resultados obtidos para a
taxa empirica do erro tipo |, & em cenarios gerados sob distribuigdo normal e
homogeneidade de variancias. Foi observado que, quando os numeros de repeticdes
sS40 menores ou iguais a 25, o teste tende a se comportar de modo conservador,
exceto, para k = 4 em que o teste foi exato. Contudo, ao se aumentar o numero de
repeticoes por tratamento, o teste de Fligner-Killeen alcanga exatidao e controla a taxa
empirica de erro @ para o0s cenarios simulados sob as proporcdées de
desbalanceamento b, bg, by € by, (OU Seja, para k = 45). No entanto, ao atuar em

cenarios com amostras desbalanceadas, sob normalidade, o teste de Fligner-Killeen
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foi conservador quando avaliou o desbalanceamento b;; e, exato, para b,, € b,5. Além
do mais, quando a distribuicdo beta e/ou qui-quadrado foram simuladas, de modo
geral, o teste de Fligner-Killeen demonstrou tendéncia a se comportar de forma liberal.
Excecdo a esse comportamento ¢é registrado quando a proporgédo de
desbalanceamento b foi executada para a distribuicdo beta e o teste foi classificado
como exato. Tais resultados sdo consistentes com o estudo de Conover, Johnson e
Johnson (1981), em que, sob normalidade, constataram que este teste atendeu aos
critérios por eles estabelecidos e atuou de forma exata nos cenarios balanceados e
desbalanceados. Com base ainda nesse estudo, quando o teste de Fligner-Killeen é
submetido a distribuicbes assimétricas, ele tem taxa de erro tipo | inflada e atua de

modo liberal tanto sob balanceamento quanto sob desbalanceamento das amostras.

Se tratando da taxa empirica do poder do teste (), percebe-se (na Tabela 6)
forte relacdo entre o aumento do poder com o aumento do numero de repeticdes.
Assim, como nos demais testes avaliados anteriormente, € notado que quando o
experimento é balanceado e o numero de repeti¢cdes € igual a 25, todos os testes
atingem niveis satisfatorios de poder, ou seja, 7 = 0,80. No entanto, percebe-se que
o teste de Fligner-Killeen obteve melhores resultados relacionados ao poder quando
maior grau de heterogeneidade entre variancias estava envolvidas, ou seja, nas
proporcdes de heterogeneidade 1:1:1:1:4 e 1:1:1:4:4. Conover, Johnson, Johnson
(1981) afirmam que o teste de Fligner-Killeen tem poder relativamente alto e esta entre

os melhores para serem usados, com base em sua robustez e poder.
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Tabela 6 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste ndo paramétrico de Fligner-Killeen. As classificagcdes sdo: C, para um
teste conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N,
para um teste ndo-poderoso. As propor¢des de desbalanceamento sao: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6: 6;
bs, 8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bs, 15:15:15:15:15; bg, 25: 25: 25: 25: 25; b, 45: 45: 45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
E C C C C C E E E E C E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L E L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|IN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NININ/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (ae) NI IN/N|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S

Retratando os resultados para o teste nao paramétrico de Conover,
apresentados na Tabela 7, observou-se que quando os dados sdo normalmente
distribuidos e assumem amostras balanceadas com k < 15 repeti¢des, ha uma certa
irregularidade entre as classificacdes do teste e, para esses cenarios, ocorre uma
alternancia entre o comportamento exato e liberal. Contudo, analisando ainda os
conjuntos de dados balanceados, o teste de Conover passa a ter controle sob a taxa
empirica do erro tipo | (@) quando as proporc¢des de desbalanceamento b, bg, by € by,
sdo avaliadas, ou seja, 0,0375< & <0,0625 para 25 <k <200. Resultados
aproximados foram encontrados por Mirtagioglu et al. (2017) ao constatarem que o
teste manteve o erro tipo | no nivel alfa com amostras de tamanho iguais a 30, no
entanto, em nosso estudo, o controle do erro tipo | (exatidao) foi verificado para k >

25. Do mesmo modo que o teste de Conover teve tendéncia de ser liberal quando
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numero de repeticbes menores ou iguais a 15 foram adotadas, no cenario
desbalanceado b;; ele atuou de forma liberal. Todavia, quando amostras com maior
numero de repeticdes foram usadas, como em b;, e b,3, 0 teste alcangou exatidio.
No entanto, o teste de Conover foi classificado como liberal ao ser avaliado em
populagdes cuja distribuicdo ndo € normal. Esse fato pode ser observado para todas

as b,, proporcoes de desbalanceamento nas distribuicbes beta e qui-quadrado.

Considerando a taxa empirica do poder do teste (1), foi observado (Tabela 7)
que quando a propor¢cao de heterogeneidade a, foi executada no estudo de
simulagao, esse foi o teste a alcancar o limiar da taxa empirica do poder com o maior
numero de observagdes, ou seja, o teste foi considerado como poderoso apenas com
k =45 observagdes por tratamento. Contudo, apesar de possuir padrao de
comportamento semelhante aos demais testes, esse foi o teste ndo paramétrico a
alcancar o limiar da taxa empirica de poder do teste com o menor numero de
repeticoes por tratamento para as proporgdes de heterogeneidade as e ag, isto €, com
k = 6 e k = 8 repeti¢cdes, respectivamente. Para os cenarios desbalanceados, o teste
de Conover nao foi poderoso ao atuar sob as proporgdes a,, a, € ag hO
desbalanceamento b,,, € para as configuragdes b,, e b,; obteve taxas empiricas & >
0,80.



74

Tabela 7 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste ndo paramétrico de Conover. As classificagdes sdo: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
L E E L L E E E E E L E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
L L L L L L L L L L L L L
Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste
Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN[IN|IN|{N|N|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|IN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NI IN/IN|N|S|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIS|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (ae) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S

Considerando os resultados para o teste de Mood, apresentados na Tabela 8,
percebe-se o melhor controle sobre a taxa empirica de erro do tipo | (&) quando
comparado aos demais testes ndo paramétricos. No entanto, quando os dados
possuem distribuicdo normal e o tamanho da amostra € igual ou inferior a 8 repeticdes
(para experimentos balanceados), o teste de Mood foi conservador. Contudo,
considerando as demais proporgdes de desbalanceamento (de b, até b;3) o teste de
Mood controlou a taxa empirica @ dentro dos limites adaptados para o critério liberal
de Bradley (1978) e foi considerado como exato nessas configuragcboes. Esses
resultados concordam com aqueles obtidos pelo estudo de simulagao de Riboldi et al.
(2014), onde, encontraram que, sob normalidade e k = 10, o teste de Mood foi exato.
Analisando a distribuicdo de qui-quadrado, foi verificado que o teste de Mood foi

robusto a essa distribuigdo em maior parte das propor¢gdes de desbalanceamento
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avaliadas, exceto nos casos by, b;, bg € b;; em que o teste foi conservador. Quando
a distribuicao beta é investigada, o teste assume resultados semelhantes aos obtidos
para a distribuicdo de qui-quadrado e controlou a taxa empirica de erro @ em maior
parte dos cenarios, exceto para pequenas amostras (b; e b,). Ainda, o teste foi
classificado como conservador nos cenarios simulados sob as propor¢des de

desbalanceamento b;, b, € by;.

No momento em que a taxa empirica do poder do teste (7) € considerada, foi
observado (Tabela 8) comportamento padréo, semelhante aquele assumido pelos
demais testes. PGde-se constatar para menores niveis de heterogeneidades, como
em a, e a,, que o teste de Mood foi poderoso apenas com k = 25 repeticdes por
tratamento e, quando ha um aumento da heterogeneidade entre os tratamentos, como
em as, o teste de Mood ultrapassa o limiar de poder com k = 8 repeticbes. Gorbunova
e Lemeshko (2011) encontraram em seu estudo de simulagédo que o teste de Mood é
0 mais poderoso quando comparado aos testes nao paramétricos de Siegel-Tukey,
Ansari-Bradley, Capon e Klotz, no entanto, em nosso estudo, o teste de Mood perdeu
em poder para o teste de Conover quando maior grau de heterogeneidade foi

acrescido as amostras.
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Tabela 8 - Resumo dos resultados do estudo de simulagao para a taxa empirica de erro do tipo | e taxa
empirica do poder para o teste ndo paramétrico de Mood. As classificagdes s&o: C, para um teste
conservador; E, para um teste exato; L, para um teste liberal; S, para um teste poderoso; e, N, para um
teste nao-poderoso. As propor¢coes de desbalanceamento sio: b,, 4:4:4:4:4; b,, 6:6:6:6:6; b,
8:8:8:8:8; by, 10:10:10:10:10; bg, 15:15:15:15:15; bg, 25:25:25:25:25; b,, 45:45:45:45:45; by,
90:90:90:90:90; by, 140:140:140:140:140; b,y, 200:200:200:200:200; by;, 4:6:8:10:15; b,,,
15:25:45:90:140; e b3, 10:45:90: 140: 200.

Classificagao de acordo com a taxa empirica do erro tipo |
Distribuicdo normal e variancias homogéneas
Proporcéo de desbalanceamento:

bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 blO b11 b12 b13
C C C E E E E E E E E E E
Distribuicao de qui-quadrado e varidncias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13
C E C E E E E C E E C E E
Distribuicdo beta e variancias homogéneas
bl b2 b3 b4 bS b6 b7 b8 b9 b10 bll b12 b13

C C E E E E E E E E C E E

Classificacao de acordo taxa empirica do poder do teste

Distribuicao normal e variancias heterogéneas

Proporgao de desbalanceamento:
noteceraage: | 21 | 2| s | by | bs | be | by | by | b | bio| bus| brg| bus
1:1:1:1:2 (a,) NIN|IN/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:1:4 (a3) NIN|IN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:1:1:2:2 (a,) NININ/ININ|S|S|S|S|S|N|S|S
1:1:1:4:4 (as) NIN|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S|S
1:2:3:4:5 (aq) NIN|IN|S|S|S|S|S|S|S|N|S|S

6.2. Discussao geral

Neste topico serdo destacados os testes de homogeneidade de variancias
(HOV) que obtiveram os melhores resultados quanto aos aspectos avaliados nesse
estudo de simulagcdo: propor¢gdo de heterogeneidade, desbalanceamento e
distribuicdo de probabilidades. Em cada um dos cenarios, criados com o intuito de
avaliar os testes de HOV (satisfazendo ou nao suas pressuposigdes), foram
destacados aqueles que obtiveram os melhores resultados quanto a taxa empirica do

erro tipo | (@) e poder do teste (7).

6.2.1. Taxa empirica do erro tipo |
Considerando os resultados referentes as taxas empiricas do erro tipo | para os
testes paramétricos e nao paramétricos, dispostos na sec¢ao anterior (item 6.2.1. Taxa

empirica do erro tipo 1), serdo destacados aqui aqueles que tiveram os melhores
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desempenho (foram exatos) em cada um dos aspectos avaliados nesse estudo

quando a hipoétese H, foi dada como verdadeira.

Quando o estudo envolveu os cenarios simulados sob distribuicdo normal,
verificou-se que o teste paramétrico de Bartlett (Tabela 1) teve o melhor desempenho
e foi exato em todos os niveis de desbalanceamento investigados, isto €, ele controlou
a taxa empirica de erro tipo | nos cenarios balanceados e desbalanceados. Resultados
semelhantes sdo verificados no estudo de Hatchavanich (2014) ao constatar que o
teste de Batlett ndo foi afetado pelo tamanho da amostra quando os dados sao
normalmente distribuidos. Ainda sob normalidade, foi notado que os testes de
Cochran (Tabela 4) e de Hartley (Tabela 5) também tiveram resultados satisfatorios
quanto ao controle do erro tipo |, porém, estes testes seriam indicados apenas quando
os tratamentos tém o mesmo numero de repetigdes. Os autores Milliken e Johnson
(1992) recomendam, com base nos estudos de Conover, Johnson e Johnson (1981),
que quando os dados sao aproximadamente normais € aconselhavel utilizar o teste
de Bartlett ou de Hartley, no entanto, quando houver desbalanceamento o teste de
Bartlett deve ser utilizado. Dentre os testes ndo paramétricos, aqueles que mais se
adequaram a este tipo de configuragcédo foram os testes de Conover e Mood, sendo
valido ressaltar que o teste de Mood teve melhor desempenho tanto nos cenarios

balanceados quanto nos desbalanceados.

Analisando os cenarios simulados sob a distribuicdo de qui-quadrado, observou
que o teste de Brown-Forsythe (Tabela 3) obteve o melhor desempenho dentre os
testes paramétricos e foi robusto a violacdo da pressuposicdo de normalidade nos
experimentos balanceados e desbalanceados. Dentre os testes nao paramétricos, o
teste de Mood (Tabela 8) foi o que teve melhor performance quanto ao controle da

taxa empirica @ e foi robusto também ao desbalanceamento dos dados.

Resultados semelhantes sdo encontrados ao analisar a taxa empirica do erro
tipo | (@) para os conjuntos de dados gerados sob a distribuicdo beta. Foi verificado
que substituir a média pela mediana na estatistica de teste de Levene tornou o teste
paramétrico de Brown-Forsythe robusto a desvios da pressuposi¢éo de normalidade,
conforme mencionado por Conover, Johnson e Johnson (1981), e robusto também ao
desbalanceamento das amostras. De acordo com Baydili e Sigirli (2017), o teste de

Brown-Forsythe obteve taxas de erro tipo | préximas do nivel de significancia para
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todas as distribuicbes avaliadas em seu estudo, especialmente em grandes tamanhos
de amostra . Dentre os ndo paramétricos, o teste de Mood obteve melhor performance

sob balanceamento e desbalanceamento.

6.2.2. Taxa empirica do poder do teste

Aqui serdo destacados aqueles testes que, além de ter bom desempenho
quanto ao controle da taxa empirica do erro tipo | (referidos em 6.2.1.), também foram
avaliados como poderosos nos cenarios em que os conjuntos de dados estavam sob

distribuicdo normal para as a; proporgoes de heterogeneidade, com j = 2, ..., 6.

Dentre os testes paramétricos indicados para avaliar a homogeneidade de
variancias, o teste de Bartlett recebe maior destaque por fornecer (em meédia)
resultados mais precisos e com alto poder, seguido pelos testes de Cochran e de
Hartley, que possuem poder equivalente entre si. Apesar de o teste de Brown-
Forsythe ser considerado poderoso, este necessita de um maior tamanho de amostra
para alcancar o limiar da taxa empirica de poder quando comparado aos demais testes

paramétricos.

Ao observar a taxa empirica do poder para os testes ndo paramétricos, foi
observado que o teste de Mood infere a respeito de H, com maior poder quando
comparado com o teste de Conover, necessitando, assim, de um menor numero de

repeticoes por tratamento avaliar a homocedasticidade com maior poder de deteccéao.

Comportamento semelhante entre os testes paramétricos e nao paramétricos
foi observado quando ambos tiveram aumento da taxa empirica do poder do teste (1)
a medida que o numero de repeticdes por tratamento e/ou a proporcdo de
heterogeneidade entre as populagbes foram maiores. Contudo, foi constatado
também, que os testes ndo paramétricos tendem a precisar de um maior numero de
repeticoes para serem considerados como poderosos quando comparados aos testes

paramétricos.
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7. Conclusao

Avaliar os testes de homogeneidade de variancias por meio de simulagédo de
dados foi importante pois permitiu verificar o comportamento de cada um deles sob os
diferentes aspectos avaliados nesse estudo, isto €, sob os diferentes niveis de
heterogeneidade, desbalanceamento e distribuigdo de probabilidades do conjunto de
dados simulados. Diante disso, foi factivel de investigar os testes de HOV que
apresentaram melhor desempenho quanto a cada um desses aspectos, comparando-
os com relagao as taxas empiricas do erro tipo | (@) e as taxas empiricas do poder do

teste (7).

Os resultados obtidos nos permitiram destacar, dentre os testes paramétricos,
o desempenho do teste de Bartlett, que sob normalidade foi um teste exato, preciso
(isto é, os valores da taxa empirica @ tiveram baixa variagdo em torno valor nominal)
e com alto poder, ndo sendo afetado pelo desbalanceamento dos dados. O teste de
Levene teve poder préximo ao obtido pelo teste de Bartlett, porém, sob normalidade,
foi exato apenas quando um maior numero de repeticdes por tratamento foi utilizado
e, liberal, para as distribuicbes de qui-quadrado e beta. O teste de Brown-Fosythe,
que é baseado em uma modificagdo do teste de Levene, foi robusto a violagao da
suposicao de normalidade e robusto também ao desbalanceamento dos dados,
porém, foi o teste paramétrico menos poderoso. Os testes de Cochran e de Hartley,
sob distribuicdo normal, tiveram comportamento semelhantes e foram classificados
como exatos e poderosos quando os tratamentos possuiram 0 mesmo numero de

repeticoes.

Os testes nao paramétricos de Conover, Fligner-Killeen e de Mood se
assemelham quanto a taxa empirica do poder, porém, em média, o teste de Mood
tende a ser poderoso com o menor numero de repeticdes. Quando avaliados sob
normalidade, os testes de Conover e de Mood tendem a serem exatos, porém, apenas
o teste de Mood foi robusto a violagdo dessa suposi¢cao (sob balanceamento e
desbalanceamentos das amostras).

Em sintese, quando os dados possuem distribuicdo normal recomenda-se
utilizar o teste paramétrico de Bartlett. Caso os dados apresentem desvios da
normalidade, sugere-se utilizar o teste de Brown-Forsythe, devido a sua robustez, ou

o teste ndo paramétrico de Mood. Esses testes podem ser aplicados tanto em
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amostras com 0 mesmo numero de repeticdes quanto naquelas com numero de

repeticdes diferentes.

Outro ponto importante € que, na auséncia de normalidade, tanto os testes
paramétricos de Bartlett, Levene, Cochran e Hartley quanto os testes nao
paramétricos de Fligner-Killeen e de Conover foram liberais em todos os niveis de
desbalanceamento e tiveram aumento da taxa empirica do erro tipo | a medida que o

numero de repeticdes por tratamento foi maior.

Como tais determinacdes sado baseadas em conjunto de dados gerados por
simulacdo, algumas generalizagbes requerem cautela. Por exemplo, o cenario a ser
avaliado pode conter caracteristicas diferentes dos aspectos aqui simulados, como,
avaliar uma quantidade de tratamentos diferente ou outro tipo de distribuicdo de
probabilidades dos dados. Além disso, divergéncias podem ser encontradas se as

condigdes verdadeiras forem muito diferentes daquelas aqui investigadas.
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