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Resumo

TEIXEIRA, Joel Anténio, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2019. Existéncia de solugoes positivas para sistemas de Lane-Emden.
Orientador: Edir Junior Ferreira Leite.

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e regularidade de solucao

ground state positiva para sistemas de Lane-Emden da forma:

Lu=|v[P~'v em Q,

Lv=|ulT'y em Q,

u,v =20 em OS2,
onde n > 3, 2 C R™ é um dominio suave e limitado, Lu = —Awu ou Lu = —Au+u
e p, q satisfazem
1 1 2
p,g>0 e ——+ 1—— (H1)

_— >
p+1 q+1 n
e da forma:

{ Lu=f~'v em R",

Lv=|ul"'u em R"

onde n > 3, Lu = —Au ou Lu = —Au + u. No caso Lu = —Au + u, temos que

p, q satisfazem pg > 1 e (H1). E no caso Lu = —Au, temos que p, ¢ satisfazem

1 1 9
<0 6 — 412 H2
b4 ¢ oF1 Tt n (H2)



Fizemos também uma contribuicao no sentido de estabelecer a existéncia de

solugao ground state para o seguinte sistema com peso:

p—1
—Au = |U|—U em (),
|7
—Av = {(|u) em (2,
T [e%
u,v =10 sobre 012,

onden >4, a, f < n, Q2 C R™ é um dominio suave, limitado e contendo a origem

e f:R — R é uma funcao continua.

Palavras chaves: Sistemas elipticos, hipérbole critica, existéncia de solucao.
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Abstract

TEIXEIRA, Joel Anténio, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2019.
Existence of positive solutions for Lane-Emden systems. Adviser: Edir
Junior Ferreira Leite.

The present work deals with existence, uniqueness and regularity of positive

ground state solutions for Lane-Emden systems of the form:

Lu= P~ v in Q,
Lv=|ulT'y in Q

u,v =20 on 0f2,
where n > 3, 2 C R" is a smooth bounded domain, Lu = —Au or Lu = —Au+u
and p, g satisfy

1 1 9
g>0 and — 4+ ——>1-7% H1
P4 p+1 g+l n (H1)

and of the form:

{ Lu=vP~'v in R"

Lv=|ul""'u in R"

where n > 3, Lu = —Awu or Lu = —Au + u. In the case Lu = —Au + u, we have

p, q satisfy pg > 1 and (H1). Now, in the case Lu = —Au, we have p, g satisfy

1 9
~0 and —— 4 —— —1- 2. 12
P4 and T T n (F2)
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We made a contribution by establishing the existence of ground state solution

for the following system with weights:

p—1
—Au = o in €,
|7
—Av = J|C<|u> in €,
x
u,v =10 on 01,

where n > 4, a, 8 < n, Q C R" is a smooth bounded domain and containing 0

and f: R — R is a continuous function.

Keywords: Elliptic systems, critical hyperbole, existence of solution.
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Introducao

Operador de Laplace e sistemas o envolvendo tem sido alvo de intensa
pesquisa. Nosso trabalho de Mestrado consiste do estudo de uma familia
fortemente acoplada de tais sistemas. A primeira motivacao para este estudo
vem do chamado sistema de Lane-Emden:

—Au=|v[f~lv em Q,
—Av = |[u[T'u em Q, (1)
u,v =20 sobre  0f),

onde 2 C R™ é um dominio limitado e p,q > 0.

O problema (1)) e varias de suas generalizagoes, foram amplamente
investigados na literatura durante as trés ultimas décadas. Veja como exemplo
a obra [11], e as referéncias nela contidas. Especificamente, as nogoes de
sublinearidade, superlinearidade e criticalidade foram introduzidas em [10] 26,
27, 31]. De fato, o comportamento de é sublinear quando pg < 1, superlinear
quando pg > 1 e critico (subcritico, supercritico) quando n > 3 e (p, q) esta sobre
(abaixo, acima) a hipérbole

1 1 2

——t——=1-= 2
p+1 gqg+1 n )

conhecida como hipérbole critica associada ao sistema de Lane-Emden .

Quando pg = 1, seu comportamento é ressonante e o problema do autovalor
correspondente foi abordado em [28]. O caso sublinear foi estudado em [10] onde
a existéncia e unicidade de solugao classica positiva sao encontradas. O caso
superlinear e subcritico foi completamente estudado nas obras [§], [12], [14] e
[T7] onde a existéncia de pelo menos uma solugao classica positiva é encontrada.
Por fim, a inexisténcia de solugoes cléssicas positivas no caso supercritico foi
estabelecida em [26] em dominios estrelados.

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugao nao trivial para quatro tipos
de sistemas de Lane-Emden. Dentre eles, destacamos nossa pequena contribuicao:
estabelecer a existéncia de solugao Ground State em um sistema com peso. Para
isso, o trabalho foi dividido em quatro partes. Na primeira parte estuda-se a



existéncia de solucao nao trivial para o seguinte sistema

Lu=|v|P"'v em €,

Lv=|ulT'u em €, (P))
u,v =20 sobre 02,
onden > 3, 2 C R™ é um dominio suave e limitado, Lu = —Awu ou Lu = —Au+u
e p, q satisfazem
1 1 2
,q>0 ¢ — 4+ —->1——. H1
P p+1 " g+1 n (H1)

Observe que nessa primeira parte estudamos dois sistemas de uma sé vez, tal
processo é possivel devido a equivaléncia da norma

e N B P

pt1

com a norma usual em E, = WQ%(Q) N WOIT(Q)

Na segunda parte estuda-se a existéncia de solucao nao trivial para o seguinte
sistema

—Au+u=[vP v em R"
—Av+v=|uf'y em R" (P)

onde n > 3, pq > 1 e satisfaz a hipotese (H1), descrita acima.

Na terceira parte estuda-se a existéncia de solucao Ground State para o
seguinte sistema

—Au=|v|P"'v em R"
—Av = |u|" 'y em R", (Ps)

onde n > 3 e p, q satisfazem

1 1 9
>0 4+ -1z H2
P, q e p+1+q+1 - (H2)

Por fim, na quarta parte estuda-se a existénia de solugao Ground State para
0 seguinte sistema com peso

pfl
—Au = |U|| E em €,
—Av = # em (2, (Py)
u,v =0, sobre 012,

onde n > 4, Q@ C R™ é um dominio suave, limitado e contendo a origem e
f R — R é uma fungao continua.

Para f(s) = |s|7's, o caso geral a # 0 e/ou 8 # 0 foi primeiro investigado



por Figueiredo et al. [13] e Liu e Yang [24]. Como no caso escalar, a presenca
das fungoes peso # e ﬁ afetam o intervalo de p e ¢ para o qual o sistema (Fy)

possui solugao. De fato, em [13] e [24] ¢ mostrado que a linha divisoria entre a
existéncia e a nao-existéncia de solugao é dada pela hipérbole critica com peso:

n—pF» n—a«a
4 =
p+1 qg+1

n—2. (3)

A hipérbole critica ¢ monodtona em relagao a a e 5. Em particular, a hipérbole
critica estd acima de qualquer hipérbole critica , com 0 < a, 8 < n.

Em todos os casos o estudo é baseado no método variacional, no entanto,
em cada um deles é preciso fazer uso de técnicas para garantir as condigoes da
existéncia de ponto critico nao trivial, (u,v) # (0,0), do problema variacional
associado. No sistema (P;) a existéncia de ponto critico nao trivial é garantida
pela imersao compacta E, < Li7(Q). No entando, para o sistema (P,) hé falta
de compacidade. Uma forma de contornar essa falta de compacidade é trabalhar
com a simetrizacao de Schwarz e assim aplicar resultados de compacidade devido
a simetria dos pontos criticos. No sistema (P3) aplicamos um resultado dado por
Lions [22] que garante a existéncia desses pontos criticos e assim a existéncia de
solugdo nao trivial. Por fim, no sistema (P,) aplicamos o Teorema do Passo da
Montanha para garantirmos a existéncia de solugao.

No capitulo 1, apresentaremos algumas preliminares, tais como: defini¢oes,
resultados de Analise Funcional e espagos de fungdes que iremos trabalhar,

como por exemplo espagos de fungoes de classe C™(2) e C™(f), espagos de
Holder C™%(Q2) e C™(Q)), espagos de Sobolev W*?(Q), espacos de Sobolev
com peso WHP(Q, o) e os espagos D*P(Q). Além disso, apresentaremos defini¢oes
e resultados sobre a teoria eliptica padrao e também sobre a simetrizacao de
Schwarz. As principais referéncias deste capitulo sdo Brezis [5], Biezuner [2],
Gilbarg e Trudinger [I5], Botelho et al. [4] e Medeiros e Miranda [25].

A primeira parte do trabalho sera vista no Capitulo 2, seguindo Bonheure
et al. [3] e Figueiredo e Ruf [14]. A abordagem para fornecer os resultados, de
existéncia de solugao é procurar pontos criticos do funcional ¥ € C'(E, x E,,R)
dado por

1 1
U(u,v) = (u,v) — —/ lu| dr — —/ lv[PTde,
q+1Ja p+1Ja

onde (u,v) = [, VuVudzse L = —Ae (u,v) = [(VuVv+uv)dr se L = —A+1.
Isolando v na primeira equagao do sistema (P;) e substituindo na segunda
equagao, obtemos o seguinte problema

L (|Lu|%—1Lu) — [u[tu em (P)
uw=Lu=0 sobre 0Of2

Veremos que as solugdes do sistema (P;) serdo dadas por (u,v), onde v :=
1 —~

|Lu|?'(Lu) e u é solucio do problema (P;). Para encontrar as solucdes do

problema (P;) buscamos os pontos criticos do funcional ® € C'(E,,R) dado



por

+1/|Lu| dx——/|u|q+1dx.
p

A existéncia de tais pontos criticos é equivalente a mostrar que

o mf{/ Lu|"3 dz  u € B, |Jull ! = }

é atingido. O que ¢ garantido pela imersao compacta E, — LIt (Q).

Fizemos também um caso particular, onde 2 = Bg(0) e assim, obtemos que
as solugoes sao radialmente simétrica.

Para esta primeira parte temos trés resultados principais:

Teorema : Sejam p,q tais que pg # 1 e satisfazem a hipotese (H1).
Seja u € E,\{0} uma solugdo de Ground State do problema (P;) e seja
= |Lu]%_1(Lu). Entao (u,v) é solugao classica de (P;) e uv > 0 em (.

Teorema [2.25 : Sejam p,q > 0 tais que pg < 1. Entao o problema
(P;) no caso em L = —A tem a menos de sinal, uma tnica soluc¢ao classica

(u,v) € (C2(Q) N Cy(D))”.

Teorema : Seja Q C R*(n > 3) um dominio suave limitado. Suponha
que 2 é um dominio estrelado em relacao a origem, p,q > 0 e
1 1 n—2
+ < .
p+1 qg+1 n

Entao, o problema (P;) no caso L = —A nao admite solu¢do positiva de classe

C%(Q) N Cy().

A segunda parte sera vista no Capitulo 3, seguindo Bonheure et al. [3]. A
abordagem para fornecer os resultados de existencia de solugao é procurar pontos

criticos do funcional F' € C! <W2 (R™) x w2 (R") ]R) dado por

1 1
F(u,v) = / (VuVo + uv)de — —— ]u‘ﬁldx _ |,U’p+1dx.

Isolando v na primeira equacao do sistema (P,) e substituindo na segunda
equagcao, obtemos o seguinte problema

L <]Lu]%71Lu> = |ul"'u em R" (Py)

onde Lu = —Au + u.

Para trabalhar com o problema (Pg) usamos o espago W>" (]R”) equipado

COm a norma b
p+1
ull = ( |- Au+u|de)
n



que é equivalente a norma usual do espaco w2* (R”)

Como no sistema (P), Veremos que as solugbes do sistema (P,) serao dadas
por (u,v), onde v := |Lu] (L u) e u ¢ solugao do problema (/]5;) Para
encontrar as solucoes do problema (PQ) buscamos os pontos criticos do funcional
J e C’l(WQ’pTTI(R”),R) dado por

P 1
J(u) = P \ — Au+ u\%ldx ——— [ |u""'dz.

A existéncia de tais pontos criticos é equivalente a mostrar que
ptl pt+l
b= int { [ 1000 o0 W @), Julgtt =1

é atingido. Neste caso, héa falta de compacidade da imersao w2* (R”) —
LT (R"). A forma que usamos para contornar essa falta de compacidade
foi trabalhar com a simetrizacao de Schwarz e assim aplicar resultados de
compacidade devido a simetria dos pontos criticos.

Para esta segunda parte temos dois resultados principais:

Teorema B.14] : A constante de minimiza@éo Bpq € atingida, isto é, existe
u e WHEE (R™) tal que [Jullyss = 1 ¢ g = lul 5

Teoremam Sejam p, ¢ tais que pq > 1 e satisfazem a hipotese (Hl) Seja

we w2 r (R™) uma solugdo Ground State de (Pg) e defina v := |Lu| L.
Entao, u € C*"(R") e v € C*Y(R"™) para todos 7 e v nos intervalos: 0 < n <
min{1,p} e 0 < v <min{l, ¢}. Em particular, (u, v) é solugao classica do sistema
(P2).

A terceira parte serd vista no Capitulo 4, seguindo Hulshof e van der Vorst
[16]. A abordagem para fornecer os resultados de existéncia de solugao ¢ procurar

pontos criticos do funcional J,, € C* <D2 (R™) x D> (R”) ]R) dado por

1 1
Ipq(u,v) = / VuVudr — P lu|?* de — e v da.

Isolando v na primeira equacao do sistema (P;) e substituindo na segunda
equagao, obtemos o seguinte problema

— A(|Aulr Y (=Auw)) = [u[* 'y em R (Ps)
Para trabalhar com o problema (P;) usamos o espago D> 5 (R"), que é
definido como o completamento de C3°(R™) com a norma [|A.|| p+1.

Como nos sistemas anteriores, veremos que as solugoes do sistema (P3) serdo
1 —~
dadas por (u,v), onde v := |—Au|» (= Au) e u é solucio do problema (Ps). Para



encontrar as solucoes do problema (/Pvg) buscamos os pontos criticos do funcional
1
T e C’l(DQ’%(R"), R) dado por

1
T(u) = P | — Au]pTde - lu|t .
p+ 1 R™ q+ 1 R

A existéncia de tais pontos criticos é equivalente a mostrar que

p+1 o pt1
S i int {82, 50 € D5 (R, fuler =1
P

, .. 9 P+l ~ . . .
¢ atingido. Neste caso, D~ » (R"™) ndo é um espago reflexivo. Aqui aplicamos

um resultado de Lions [22], para garantir que S, , é atingido. Tal resultado sera
enunciado, porém nao sera provado, isto por causa da complexidade de sua prova.

Para esta terceira parte temos trés resultados principais:

p+1

Teorema [4.13| : Sejam u € D> # (R") solucdo do problema (ﬁ;) ev =

1
|Au|» ' (—Au). Entéo o par (u,v) é uma solucio grand state do sistema (Ps).
Além disso, o menor valor critico nao zero de J,, é dado por

n
— 2
I - Kp7q7

pq

S

com

. ptl o
Ky = inf {|Au] o € D5 (RY), Jullys = 1}

Teorema : Sejam p, q satisfazendo a hipotese (H2). Entéo o sistema (Ps)
possui uma tnica soluco cldssica positiva (u,v) € (C2(R™))*.

Teorema [4.19]: Sejam p, ¢ > 0 tais que

1 1 2
—t——>1-=
p+1 gqg+1 n

entdo o problema (P3;) nao admite solu¢do nao trivial, positiva e radialmente
simétrica de classe C?(R™).

Por fim, a quarta parte seré vista no Capitulo 5. A abordagem para fornecer
os resultados de existéncia de solucao é procurar pontos criticos do funcional
U e C'(E,s x E o, R) dado por

1 1 1
U(u,v) = Vqudm——/—vp“dx—/—Fudx.
(w = TESVAEE afel

Isolando v na primeira equagao do sistema (P;) e substituindo na segunda
equagao, obtemos o seguinte problema

1_ B —~
~A (1= Aup T (~Au)lal? ) = e f(w) em © (Py)
u=—-Au=0 sobre 0}



Para trabalhar com o problema (/Pv4) usamos o espaco de Sobolev com peso
1, P+1

E,5= Wz’p%(ﬂ, |x]£) NW, ” (), equipado com a norma

ptl i
lulls, , = /|—Auy Stz

Como nos sistemas anteriores veremos que as solugoes do sistema (Py) serdo

dadas por (u,v), onde v := | — Au|%71(—Au)|x\§ e u é solugao do problema (E)
(Teorema . Para encontrar as solugdes do problema (P;) buscamos os pontos
criticos do funcional ® € C*(E, 5, R) dado por

/|—Au| 21l dx—/
p+1 ||°‘

A existéncia de tais pontos criticos é garantida pelo Teorema do Passo da
Montanha, porém devemos analisar separadamente os dois casos, 0 < § < n
e f <0, devido a resultados de imersoes diferentes. Por exemplo, quando 5 < 0,
a imersao E, 3 — C (Q) ¢é continua e compacta, no entanto, quando 0 < 8 < n,
nao sabemos sequer se tal imersao é continua. Logo, somente no caso 0 < < n
teremos que impor uma restri¢ao de crescimento para a funcao real f.

Os Teoremas abaixo sao, nossa principal contribui¢ao neste trabalho:

2
Teorema:Sejama<05§OO<p< 2,n24,f€C(R)e
n_

fo t)dt. Suponha que f e F satisfazem:

(f1) Existem constantes 6 > 1 + % e 5o tal que

0F (s) < f(s)s, V|s| > so.

(f2) Se s esta proximo de 0, entao

Entao o problema (E) tem solugao Ground State.

2
Teorema:Sejam0<oz<nﬂ<O 0<p< 2,n>4 feCR)e
=[5 f(t)dt. Suponha que f ¢ F satisfazem as condlgoes (f1) e (f2). Entao

o problema (P4) tem solugao Ground State.

Teorema :Sejam 0 < o, <n,n>4, feCR =[5 f(t)dt, e

p,qg>1 satisfazendo
n—pF» n—a«a

+
p+1 qg+1

Suponha que f e F' satisfazem as condigoes (f1) e

>n— 2.




(f3) Existem constantes a,b > 0 tais que

£ (s)] < als|® + 0.

Entdo o problema (P;) tem solugio Ground State.

Teorema [5.16/: Sejam v < 0,0 < f <n,n >4, f € C(R), F(s) = [ f(t)dt,
e p,q > 1 satisfazendo
n—p

+
p+1 qg+1

>n— 2.

Suponha que f e F satisfazem as condicdes (f1) e (f3). Entao o problema (P;)
tem solucao Ground State.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Analise Funcional

Nesta secao vamos definir e apresentar alguns resultados de Analise Funcional.
Para maiores detalhes, consultar Botelho et al. [4].

Definicao 1.1. Um espagco normado X que é também um espaco métrico
completo com a métrica induzida pela norma € chamado de espaco de Banach.

Definigao 1.2. Um espago com produto interno H que é completo com a métrica
induzida pelo produto interno € chamado de espago de Hilbert.

Defini¢ao 1.3. Sejam (X, ||.||x) e (Y, ||.|ly) espagos normados sobre o corpo R.

(1) Dizemos que T : X — Y é um funcional linear, se T for linear, isto é

o T'(x+y)=T(x)+T(y) para quaisquer z,y € X e
e T'(ax) = aT(x) para todo a € R e qualquer x € X.

(i7) Dizemos que T : X =Y é um funcional linear continuo, se além de T ser
linear T também for continuo, isto €, para todos xo € X e e > 0 existe
0 >0 tal que ||T(x) — T(xo)||y < e sempre que x € X e ||z — xo||x <.

Defini¢ao 1.4. (i) Uma fun¢io f : M — N entre espa¢os mélricos é uma
1Mersao isométrica se

dy(f(z), fy)) =du(z,y), Vz,ye M.

(1) Um isomorfismo entre espagos normados X eY é um homeomorfismo linear
T : X — Y. Neste caso dizemos que X e Y sao isomorfos.

Se além disso, for uma isometria, isto €, ||T'(z)|| = ||z||, para todo x € X,
dizemos que T € um isomorfismo isométrico e que X e Y sao isomorfos
1sometricamente.
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Teorema 1.5. Sejam X eY espagos normados e T : X — Y um operador linear.
Entao sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T € continuo em algum ponto de X.

(e) T € continuo na origem.

() swp{IT@) € X e Jla] <1} < oo,

(9) Existe uma constante C' > 0 tal que |T(z)|| < C||z|| para todo x € X.

Demonstracao: Veja Botelho et al. [[4], Teorema 2.1.1]. n

Defini¢ao 1.6. Sejam (X, ||.||) wm espaco normados sobre o corpo R. Dizemos
que @ : X — R é um operador linear continuo se ¢ for linear e continuo. Além
disso, chamamos X' = L(X,R) = {¢ : X — R; ¢ € um operador linear e continuo
} de espago dual de X.

Teorema 1.7. Seja (X, ||.||) um espago normado qualquer. Entao X' é um espago
de Banach, com a norma

lpll = sup{lp(z)] - 2 € X, |[z]] <1}
Demonstracao: Veja Botelho et al. [[4], Proposigao 2.1.4 e Corolario 2.1.5|.
u

Definicao 1.8. Um espaco normado X que contém um subconjunto enumerdvel
e denso € dito separdvel. Mais ainda, um espago métrico M ¢é separdavel quando
contém um subconjunto denso e enumerdvel.

Definicao 1.9. Seja (X, ||.||) um espago normado. Definimos o bidual de X por
X"=L(X"R)={¢: X! = R;¢ é um funcional linear continuo }.

Teorema 1.10. Seja X um espag¢o normado qualquer. Entao X" € um espago
de Banach, com a norma

[0l = sup{l (@)l p € X' e ol <1}

Demonstragao: Note que X” = (X’). Como X’ é um espago normado, pois
el = sup{|e(x)| : z € X,|lz|]| < 1} define uma norma em X', obtemos pelo
Teorema que X” = (X’)" é um espago de Banach, com a norma

[l = sup{[io(@)| : o € X' e ol < 1}.
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Proposicao 1.11. Para todo espaco normado X, o operador linear

Jx : X = X", Jx(2)(¢) = ¢(z) para todos x € X e p € X,

€ uma isometria linear, chamado de mergulho candénico de X em X”.
Em particular, X € isometricamente isomorfo a Jx(X) C X".

Demonstragao: Veja Botelho et al. [[4], Proposigao 4.3.1]. ]

Definicao 1.12. Um espago normado X para o qual o mergulho candénico
Jx : X = X" é sobrejetor é chamado espago reflexivo.

Proposigao 1.13. Todo espaco reflexivo é Banach.

Demonstragao: Um espago normado reflexivo é isomorfo isometricamente
ao bidual, que ¢ Banach pelo Teorema [I.10} n

-

Definigao 1.14. Seja X um espago normado. Os funcionais (¢)pex = X' €
uma colegao de fungoes ¢ : X — R. A topologia em X gerada pelos funcionais
p € X' é chamada topologia fraca em X.

Notagao: Denotamos a topologia fraca por o(X,X') e a convergéncia nessa
topologia, chamada convergéncia fraca por x, — x.

Teorema 1.15. (Kakutani) Um espaco de Banach X € reflexivo se, e somente
se, a bola unitdria fechada Bx = {x € X : ||z|| < 1} € compacta na topologia
fraca o(X, X").

Demonstragao: Veja Botelho et al. [[4], Teorema 6.4.5]. n

Corolario 1.16. Se X ¢ reflexivo, entao todo subespaco fechado de X € reflexivo.

Demonstragao: Veja Botelho et al. |[4], Corolario 6.4.6]. n

Teorema 1.17. Em um espag¢o reflexivo, toda sequéncia limitada tem
subsequéncia fracamente convergente.

Demonstragao: Veja Botelho et al. [[4], Teorema 6.5.4]. n

Definicao 1.18. Dizemos que um espagco normado X € uniformemente convexo
se, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

T4y
I Hi<1-4

sempre que x,y € Bx e ||z —y|| > e.
Aqui denotamos Bx = {z € X : ||z| < 1}.

Teorema 1.19. Espacos de Banach uniformemente convexos sao reflexivos

Demonstragao: Veja Botelho et al. [[4], Teorema 6.6.6]. n
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Definicao 1.20. Um operador linear T : X — Y entre espacos normados € dito
compacto se T(Bx) € relativamente compacto em Y, isto é T(Bx) é compacto em
Y.

Proposigao 1.21. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador
linear e continuo.

(1) Se T é compacto, entdo vale a implicagdo

zp—=x em X =T(ry) —T(x) em Y. (1.1)
(17) Se X € reflexivo, entao T € compacto se, e somente se, vale (|1.1)).

Demonstracao: Veja Botelho et al. [[4], Proposi¢ao 7.2.8]. u

Definicao 1.22. Sejam X e Y dois espacos normados tais que X C Y.

(a) Dizemos que X estd imerso continuamente em'Y se a aplica¢do identidade
1d : X —'Y for um operador linear continuo. E denotamos por X — Y.

(b) Dizemos que X estd imerso compactamente em'Y se a aplicagao identidade
id: X —'Y for um operador linear compacto.

Defini¢ao 1.23. Sejam X,Y espagos vetoriais normados e T € L(X,Y) = {¢:
X =Y ¢ € linear e continuo }. Definimos o operador T' : Y' — X' por

T () (x) = Y(T(x)) para todos z € X ep € Y'.

O operador T' é chamado adjunto de T.

Proposicao 1.24. Seja T € L(X,Y). Entao T" € L(Y', X') e | T'|| = ||T||. Mais
ainda, se T' € um isormorfismo (isométrico), entao T" também é um isomorfismo
(isométrico).

Demonstragao: Veja Botelho et al. [[4], Proposigao 4.3.11]. n

Definicao 1.25. Sejam X um espago de Banach, U C X um conjunto aberto
e ®: U — R um funcional. Definimos a derivada de Gateaur de ® em u na
direcao ¢ por
) tp) —
' (u). = lim (u+tty) (w)
t—0 t

se este limite ewistir. Dizemos que ® € Gateaux diferencidvel se existe um
funcional A € X' (dual de X') tal que

() —®
Ay — PI% (u+ tz;) (u)

., para todo v € X.

Se ® ¢ Gateauz diferencidvel existe apenas um funcional A satisfazendo a
wgualdade acima. Este funcional € dito a derivada de Gateaur de ® em .
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Teorema 1.26. (Teorema do Mutiplicador de Lagrange) Sejam F,G : X — R
funcoes de classe C* e X um espaco de Banach. Se para xy € X tivermos
G(xo) = 0, x¢ extremo local de F quando restrita a C = {x € X : G(x) = 0} e
G'(z9) # 0, entao eziste A € R tal que F'(x¢)v = NG’ (xg)v, para todo v € X.

Demonstragao: Veja Kavian [[19], Proposigao 14.3]. n

1.2 Espacos Funcionais

Nesta secao vamos descrever as notagoes e defini¢oes de espacos funcionais
que serdo usados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes consultar Brezis [5]
e Biezuner [2]. Nestas definigoes, 2 C R™ é um conjunto aberto.

Definigao 1.27. Seja u : €2 — R continua. O suporte deu, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em 2 do congunto {x € £2;u(x) # 0}. Se supp(u)
for um compacto do ) entao dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por Co(R2) ao espago das fungoes continuas em 0 com suporte compacto.

Definigao 1.28. C™(Q2) € o espago das fungoes com todas as derivadas parciais
de ordem < m continuas em §) (m inteiro nao-negativo oum = 0o ). Denotaremos

por C°(Q) = C(Q).

Definicao 1.29. O conjunto das funcgoes ¢ : 2 — R que possuem todas as
derivadas até a ordem m continuas em €2 e que tém suporte compacto, sendo que
esse suporte depende de ¢, é denotado por CJ'(2) (ou C§° se m = 00).

Usaremos a notacao de multi-indice para denotar a derivada parcial

ol f

= T
0z 0z ..0xy 7

D7 f(x)

onde v = (71,72, ) EN' e [y =11+ + ... + .

Definicao 1.30. Uma sucessio (¢, )ven de fungoes de C§°(S2) converge para zero
quando existe K C €2 compacto tal que:

x suppp, C K, VwveN,

*x Para cada v € N"

D7, — 0 wuniformemente em K.

Definicao 1.31. O espaco vetorial C§°(§2) com a nogao de convergéncia definida
acima € representado por D(QQ) e denominado espago das fungdes testes em €.

Defini¢ao 1.32. Seja 1 < p < oo. Denotamos por LP(2) o espago de Banach das
(classes de) fungoes definidas em 2 com valores em R, tais que |ulP € integrdvel
no sentido de Lebesgue em €2 com norma

p
lullze = (/ |u(x)\pdx> para 1< p < +4o0.
0
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Para p = o0, denotamos por L>*(2) o espago de Banach das (classes de) fungoes
mensurdves de u definidas sobre 0 que sao essecialmente limitadas com a norma
dada por

||| Lo = supess|u(x)| = inf {C € R; |u(z)| < C ¢.t.p. em Q}.

e

Definicao 1.33. Sejam 1 < p < oo. Diremos que f : Q@ — R € localmente
integravel em LP(SQ), e denotaremos por f € LV (Q), se f for uma fungao
mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K C Q tivermos

[ 1n@rar <o

Teorema 1.34 (Desigualdade de Holder). Sejam f; € LPY(Q), fo €
1 1
L2 (Q),-  fn € LP(Q), n € N, com p1,---,pp>1le—+--+— =1

P Pn
Entao fy-...- f, € L'(Q) e
[l gl e < Uil e Wl
Q
Demonstragao: Veja Brezis [[5], p. 92]. u

Definigao 1.35. Definimos o espago C™(£2) como o espago das fungoes reais
definidas em 2 cujas derivadas parciais até ordem m (inclusive) sao limitadas
e uniformemente continuas (isso garante que elas possuem uma unica ertensao
continua para ), isto €,

C™(Q) ={f € C™(Q) : D'f ¢ limitada e uniformemente continua em €, V|y| < m}.
Temos que C’m(ﬁ) € um espago normado com a Sequinte norma

fllom@ = max [|D7 fllz=(0).

Definigao 1.36. Dizemos que uma fungao f : Q — R é Holder continua com
expoente o, se

[f(x) = fy)]

sup ——F—— < 0
wyea |z —yll
Ay

para algum 0 < a < 1. Neste caso denotaremos f € C¥(2), sea <1, e f € C%,
se a = 1. Além disso, denotamos também

[f]ca(n) = sup M

eyea |z =yl
TFY

Em particular, note que se f é Holder continua com expoente o em 2, entao

[f (@) = F)] < [flow@llz —yl*,  para todos z,y € Q.
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Claramente, se uma funcao é Holder continua em (2, entao ela é continua em €.
Na verdade, ela é uniformemente continua em 2, o que motiva o nome de funcao
uniformemente continua de Holder em €2, as vezes usado na literatura. Uma
funcao Hoélder continua com expoente @ = 1 é uma funcgao Lipschitz continua.

Definig¢ao 1.37. Os espagos de Holder C™*(2) (C™*(Q2)) sao definidos como 0s

subespagos de C™(2) (C™(2)) das fungoes cujas derivadas parciais até a ordem
m (inclusive) sao todas Holder continuas com expoente av em S :

C™Q) ={feC™(Q): DVf € CYNQ) para todo |y| < m}.
Cm™Q) ={feC™(Q): DVf e CYNQ) para todo |y| < m}.

Temos que C™*(§2) € um espago normado com a sequinte norma

||f||cm,a@) = ||f||cm(§) + g}gﬁwvﬂca(ﬂ)'

Permitindo o = 0, podemos incluir os espagcos C™(Q) (C™()) entre os
espacos Hélder: B B
C™(Q) = C™0(Q).
C™(Q) = C™0(Q).

Proposicao 1.38. Os espacos de Hélder C™(Q) sdo espacos de Banach.

Demonstragao: Veja Biezuner [[2], Teorema 9.5]. n

Teorema 1.39. Seja 2 C R™ um aberto. FEntao, para k € N e para todos
0 <a< p <1 wvalem as sequintes imersoes continuas:

CHH(Q) = CF(Q),
Che(Q) = CH(Q),
CHP(Q) — Ck(Q).
Se Q) € limitado, entdo as duas ultimas imersoes sao compactas e se ) € convexo
e limitado, todas as trés imersoes sao compactas.
Demonstragao: Veja Biezuner [[2], Teorema 9.6]. |

Definicao 1.40. Seja Q2 C R™ um dominio limitado. Dizemos que OS2 ou ) € de
classe C** 0 < a <1 se para todo xy € O existe uma bola B = B(xo,7) € um
difeomorfismo 1 : B — U, U C R" aberto tal que:

(i) - p(BNQ) C R (i7) : p(BNIN) C IR? (i) : ¢ € CF(B), ™" € C**(U)
onde R = {(x1, 22, ...,x,) € R" : 1, > 0}.

Em particular o = 0 entdo dizemos que 02 ou € de classe C*. Se Q € de classe
C* para todo k € N, dizemos que Q é um dominio limitado e suave.
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1.3 Espacos de Sobolev Wkp

Vejamos agora, definigao e resultados sobre os espagos de Sobolev. Para mais
detalhes consultar Brezis [5], Biezuner [2], Gilbarg e Trudinger [15], Medeiros e
Miranda [25] e Lions [21].

Definigao 1.41. Seja Q2 um aberto de R",p > 1 e k > 0 um inteiro. Definimos
WkP(Q) = {u € LP(Q) : DYu € LP(Q) para todo 0 < |y| < k}.
Temos que W*P(Q) € um epago vetorial, munido da norma
e DO A
0< || <k 7
Definimos ainda
WEP(Q) = fecho de C() em WFP(Q).

Teorema 1.42. WP (R") = WkP(R™).

Demonstragao: Veja Medeiros e Miranda [[25], Proposi¢ao 2.2.3 e Teorema

2.2.1]. n

Teorema 1.43. Seja Q C R™ um dominio. Entdo WH*P(Q) é um espago de
Banach se 1 < p < o0, e reflezivo se 1 < p < o0.

Demonstracao: Veja Medeiros e Miranda [[25], Proposigao 2.2.1 e Teorema

2.2.3]. n
Teorema 1.44. Seja Q C R"™ um dominio. Entao C*(Q) NWHEP(Q) ¢ denso em
WHP(Q).

Demonstracao: Veja Gilbarg e Trudinger [[I5], Teorema 7.9]. n

Definicao 1.45. Se k < n definimos
p

«__np
b Cn—kp

Proposicao 1.46. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 C R™ um aberto limitado.
Se 1 < p < mn, entao existe uma constante C' > 0 (dependendo de Q) e p) tal que

[ullze @) < CllDul[ e ),

para todo u € Wy ().

Demonstracao: Veja Brezis [[5], Corolario 9.19]. u
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Teorema 1.47. (Desigualdade de Interpolagao) Seja 2 um aberto limitado de
R"™ que satisfaz a condicao do cone interior. Se p > 1, entao para qualquer
e > 0 e para qualquer inteiro 1 < |a] < k — 1, existe uma constante C. =
C(n, k,p,|al,Q,e) >0 tal que

D%l ooy < el D*ull o) + Cellull oy,
para todo u € WHP(Q). Se substituirmos W por Wy, o resultado € vdlido para
abertos arbitrdrios.
Demonstragao: Veja Biezuner [|2], Teorema 11.59]. n

Proposicao 1.48. (Desigualdade de Gagliardo - Nirenberg - Sobolev) Seja 1 <
p < n. Entao existe uma constante C' > 0 tal que

||u||LP*(R") < C”DUHLP(W),

para todo u € WHP(R™),
Além disso, se existe 1 < q < oo tal que

[ullpageny < CllDul| o en),

¢ vdlida para todo u € C§°(R™), entdo necessariamente q = p*.

Demonstragao: Veja Brezis [[5], Teorema 9.9 |. n

Definicao 1.49. Considere A : R® — R™ uma transformacao linear. Dizemos
que A € uma transformacao linear ortogonal se, e somente se,

AA' = A"A = 1.
Denotamos por O(n) o subespago das transformagoes lineares ortogonais.

Definicao 1.50. Dizemos que uma fun¢ao u : R™ — R € radialmente simétrica
se, e somente se,

u(Az) =u(x), VAeO(n) q¢tp. em R

Defini¢do 1.51. Definimos por W E(R") sendo o subconjunto de WH*r(R™)

rad
formado pelas fungoes radialmente simétrica, isto €,

WhE(R) = {ue W*P(R") : u(Az) = u(z),VA € O(n) ¢.t.p. em R"}.

rad

1.3.1 Imersoes Continuas

Teorema 1.52. Sejam @ C R"™ um aberto limitado de classe C*, n > 2 e
1 < p < o0. Entao, as sequintes imersoes sao continuas:

(i) WhP(Q) — L1(Q), para todo q € [1,p*] se kp < n,
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(ii) W*P(Q) — L(Q), para todo q € [1,00) se kp = n,
(iii) WFP(Q) < C™*(Q) se kp > n.
No item (iii) m é um inteiro satisfazendo m < k—2 <m+1 e a um real que
3ati3fazend00<04§k—m—%:ao seap<lel0<a<lseay=1.

Demonstracao: Veja Medeiros e Miranda [[25], Teorema 2.5.1]. u

Teorema 1.53. Sejam 1 < p < 0o, k um inteiro positivo. Entdao, as sequintes
imersoes sao continuas:

(i) WFP(R™) — L4(R™), para todo q € [p, p*] se kp < n,

(ii) WFP(R™) — L4(R™), para todo q € [p,0) se kp = n,
(iit) WEP(R™) — C™*(R") se kp > n.

No item (iii) m € um inteiro satisfazendo m < k — » <m+1leaum real que
3ati3fazend00<04§k—m—%:ao seap<lel0<a<lseay=1.

Demonstragao: Veja Medeiros e Miranda [[25], Corolario 5, Teorema 2.3.2
¢ Teorema 2.3.3]. u

1.3.2 Imersoes Compactas

Teorema 1.54. Seja @ C R™ um aberto limitado de classe C*, e 1 < p < 0.
Entao as sequintes imersoes sao compactas:

(i) WkP(Q) — L4(Q), para todo q € [1,p*) se kp < n,
(ii) W*P(Q) — LY(Q), para todo q € [1,00) se kp = n,
(iii) WHP(Q) < C™(Q), para todo m inteiro nio negativo m < k — T<m+1
se kp > n.
Demonstracao: Veja Medeiros e Miranda [[25], Teorema 2.5.5]. n

Teorema 1.55. Sejam 1 < p < oo, n > 2 e k um inteiro positivo. Temos que a
sequinte 1mersao € compacta

WEP(R™) — LI(R"),

rad

para todo p < q < p* sekp<nep<q<oo sekp>n.

Demonstracao: Veja Lions [[21], Teorema II.1]. n
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1.4 Espacos de Sobolev com peso

Nesta se¢ao apresentaremos defini¢oes e resultados sobre os espagos de Sobolev
com peso. Para mais detalhes consulte Kufner [20] e Cavalheiro [7].

Definicao 1.56. Seja o um vetor nao negativo de fungoes mensurdveis definidos
sobre €, isto €,
o={0,=0,(x),2 € Qv <k}

Definimos os espacos de Sobolev com peso o, sendo o conjunto das fungoes
mensurdaveis u definidas em ) tais que
/ |D7u(x)|oy(z)dz < oo,  para todo |y| <k,
Q
ou seja,

WhP(Q, o) = {u Q=R / |D7u(x)|o (z)dr < oo, || < k} .
Q

Este ¢ um espaco normado, equipado com a norma

RSA

T / IDu() Pory (z)da

1<k

O vetor o € chamado de peso.
Se k=0, temos WOP(Q2,0) = LP(Q,0), equipado com a norma

full o0 = ( / m@),p%(@dx)‘lﬂ

Observagao 1.57. Se o, = 1, para todo v, |y| < k entao W*P(Q,0) = WHP(Q)
e consequentemente, se k =0 temos LP(S),0) = LP(12).

=1
Proposicgao 1.58. Se 1 <p < oo e oV € LL.(Q) (|v| < k), entdo W*P(Q, o)

loc
€ um espaco de Banach uniformemente convezo.

Demonstragao: Veja Cavalheiro [[7], pag. 120]. |

Observagao 1.59. Suponha que todas as componentes do vetor o coincidem, isto
€, 04(x) = o(x), para todo v, |y| < k. Se existem constantes ¢y, co tais que

0<c <o(z)<cy, paratodo x €,

entao os espacos de Sobolev com peso coincidem com os espacos de Sobolev

cldssicos, isto ¢, WrP(Q o) = WFP(Q).

No que segue, vamos consider o.,(x) = |z|°, para todo v, |y| < k. Denotaremos
o espaco de Sobolev com o peso |z|° por WHFP(Q,|z|?) e se k = 0, denotaremos
por LP(§, [z[%).
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Lema 1.60. Sejam 2 C R™ um dominio limitado e (,n nimeros reais. Entao,
LP(Q,2[) = LP(Q, |2]"),
para n > C.

Demonstragao: Como (2 é limitado, temos que a fungao |z|?, ¢ > 0 &
limitada. Assim, existe uma constante C' > 0, tal que

|z|* < C, paratodo x €.
Tome ¢ =n— (¢ > 0, dai
|z|" < Clz|°, paratodo x € .

Multiplicando esta inequagao por |u(z)[? e integrando sobre €2, obtemos

1
]| Lo, jeiny < CP |Jull Lo g, j210)- (1.2)

Teorema 1.61. Seja 2 C R™ um dominio limitado. Entao,

WEP(Q) s WFP(Q,|2]%), se &>0 (1.3)

WEP(Q, [2]f) < WFP(Q),  se <0 (1.4)

Demonstragao: Aplicando a inequacgao (1.2) comn=ec>0e(=0em D'u

(Iv] < k), obtemos
1
[ullwreso,es) < Cvllullwrs,ep),
assim,
WEP(Q, [2]") = WHP(Q, |z]7)
e temos
WEP(Q, [2]”) = W (Q),

o que demonstra (|1.3). A prova de (1.4)) segue de modo anélogo, tomando n = 0
e(=¢<0. ]

Teorema 1.62. Sejam 2 C R™ um dominio suave limitado que contém a origem.
Dados «a, 8 e p, seja q* tal que

n—lao| -8l _
g +1 p+1

Entao, temos a sequinte imersao continua

W5 (@, ) 7) < L7YQ, [ ™),  para 0< g <"
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Além disso, se

n—lo  n—18l _

-2 sto € <q"
o bl n , isto € q<q,

entao a 1mersao é compacta.

Demonstragao: Veja Calanchi e Ruf [[6], Lema 4]. n

1.5 Um pouco sobre a teoria eliptica

Nesta secao apresentaremos definicoes e resultados sobre problemas
envolvendo operadores elipticos, o qual serd definido no que segue. Para mais
detalhes consultar Gilbarg e Trudinger [I5] e Chen e Li [9].

Escrevemos um operador linear L de segunda ordem da seguinte forma

Lu= Z aijDiju + Z bZDlU + cu, (15)
ij=1 i=1
0*u ou
—— , Diu= )
ﬁxi(‘?xj ’ 6.732
Definicao 1.63. Dizemos que o operador L definido em (1.5)) é eliptico no ponto

x € ) se a matriz dos coeficientes (a;j(x)) € positiva, isto €, se \(x), A(x) denotam
respectivamente o autovalor minimo e mdzimo de (a;j(x)) entao

onde Qij = a@'j(x>7 bz = bl(‘r)a c= C(l’), Diju =

0 <A@ < Y ay(2)6&; < A@)[E]° Vo € 2,€ € R™\{0}

1,j=1

onde ||€]? =& + &+ ... + &

O operador € dito eliptico em ) se o for em cada ponto x € 2.

Dizemos que o operador L é estritamente eliptico em § se existe A\g > 0 (Ao nao
depende de x) tal que X > A\g > 0.

Além disso, se Y € limitado em €2, entdao L € dito uniformemente eliptico.

Definicao 1.64. Sejam Q2 C R™ um aberto e xg € 0S). Diremos que 052 satifaz a

condi¢ao da esfera interior em xo se existe uma bola B(0,7) C Q, r > 0, de modo
que xo € 0B(0,7).

Lema 1.65. (Lema de Hopf) Sejam € C R™ wum aberto, L um operador
uniformemente eliptico e xog € OS2 tal que 0X) satisfaz a condi¢cdo da esfera interior
em xo, que u € continua em xqy e que u(xg) > u(x) para todo x € ). Suponha que
u satisfaz Lu > 0 em §, e que pelo menos uma das hipoteses abaixo seja vdlida:

(i) c=0,

(i1) ¢ <0 ewu(xg) >0,
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(131) u(zp) = 0.

Entao, se existir a derivada normal em xg, ela deve satisfazer

ou
a—n(l'o) >0

onde n denota o vetor normal unitdrio exterior (apontando para fora) de OS).

Demonstracao: Veja Gilbarg e Trudinger [[15], Lema 3.4]|. u

Teorema 1.66. (Principio do Mdzximo Forte) Seja @ C R™ um aberto. Seja L
um operador uniformemente eliptico tal que ¢ = 0. Suponha que u satisfaz Lu > 0
(Lu < 0) em Q. Se u atinge o seu mdzximo (minimo) no interior de S, entio u €
constante.

Se ¢ <0 e u atinge um mdximo nao-negativo (minimo ndao-positivo) no interior
de €, entao u € constante.

Independentemente do sinal de ¢, se u atinge um mdzimo igual a 0 (minimo igual
a 0) no interior de Q, entao u € constante.

Demonstragao: Veja Gilbarg e Trudinger [[15], Teorema 3.5]|. u

Corolario 1.67. Seja Q0 C R™ um aberto. Suponha que u satisfaz Au > 0
(Au < 0) em Q. Se u atinge o seu mdzimo (minimo) no interior de Q, entao u
€ constante.

Demonstragao: Aplicacao direta do Principio do Maximo Forte, uma vez
que L = A é um operador uniformemente eliptico com ¢ = 0. [ ]

Teorema 1.68. (Lema de Hopf refinado) Sejam @ C R™ um conjunto aberto,
u € C*(Q)NC(Q) uma fungio nao identicamente nula e ¢ € L>(). Suponhamos
que

{ Au+te(z)u<0  emQ, (1.6)

u>0 em €.

Entao:

(1) Se para algum xq € 09, temos que u(xg) = 0 e Q satisfaz a condigao da
esfera interior em xq, entao

—((L'Q) < O,

onde 1 denota o vetor normal unitdrio exterior (apontando para fora) de
o0f).

(17) Além disso,

u >0 em €.
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Demonstragao: Sejax = (71, ..., 7,) € Q. Defina a funcio w(z) = e **1u(z),
onde A > 0 serd determinado posteriormente. Entao por (1.6]), temos

—cu>Au = A (e)‘“w)
= wA () + M A(w) + 2V (M) Vw

0
= Ny + 2\ v + M Aw.
8.131

1
Portanto, se A = ||c||?. entao

—Aw — 2>\a—w > (A2 +c)w > 0.
3x1

Logo, pelo Principio do Méximo Forte, concluimos que w > 0 em §2.
De fato, suponha que para algum g, € € obtemos w(yy) = 0. Como et > 0,
devemos ter u(yy) = 0. Sabemos que w > 0 em €2, entdo gy ¢ um ponto de minimo
para w. Portanto, pelo Principio do Méximo Forte w = 0 em §2. Pela continuidade
de w em Q, devemos ter w = 0 em Q, o que implica u = 0 em Q, o que é uma
contradi¢ao, pois por hipétese u é uma funcao nao identicamente nula. Logo
w >0 em €.
Por hipotese, existe zq € 02 tal que w(xg) = 0 e I satisfaz a condigao da esfera
interior em zy. Como w > 0 em {2, temos que w(xy) < w(z) para todo z € Q.
Dessa forma, pelo Lema de Hopf, temos

ow
a—n(ﬂfo) < 0.
Como u(zy) = 0, entao
ow
a—n(%) = Vuw(zo) - n(z0)
ou ou ou
— (—/\e_’\“u(xo) + e M a—xl(xo), e 8_:162(%)’ . e_’\g“a—xn(xo)> -n(xo)
ou
= S_Amla—n(l'()),
e dai,
ou
a—n(fbo) < O,
o que demostra (7).
Agora, como w > 0 em {2, obtemos que
u >0 em €
o que demonstra (7). |

Teorema 1.69. Seja 2 C R™ um dominio com fronteira suave. Seja u €
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C%*(Q) N C(Q) uma fungdo nao negativa, tal que

Au<0 x€Q,
u(z) =0 z €. -’

Se u #£ 0 em €2, entao em OS2, a derivada normal exterior

ou

— <0
n

onde n denota o vetor normal unitdrio exterior (apontando para fora) de 0.

Demonstragao: Veja Chen e Li [[9], Teorema 7.3.3]. n

Teorema 1.70. (Principio do mdximo para dominios estreitos) Seja ¢ uma
fungao positiva em €, tal que

—A¢+ Ax)p > 0.
Suponha que u satisfaz

Au+c(x)u >0 para todo x € €2,
u >0 em 0S),

onde ¢ € uma fungao limitada. Sendo || suficientemente pequeno, se c(x) > A(x),
entao u > 0 em ).

Demonstragao: Veja Chen e Li [[9], Corolario 7.4.1]. |

Teorema 1.71. Seja Q C R™ um dominio CH e seja L um operador de sequnda
ordem estritamente eliptico em Q com coeficientes a;; € C°(Q),b;,c € L>(Q)
para todos 1,5 = 1,...,mn e ¢ < 0. Entao eziste uma constante C' (independente de
u) tal que

ullw2r) < Ol Lul| e

para todo u € W2P(Q) N W,*(),1 < p < oo,

Demonstragao: Veja Gilbarg e Trudinger [[15], Lema 9.17|. u

Teorema 1.72. Sejam Q C R™ um dominio de classe CY' e L um operador
estritamente eliptico em Q com coeficientes a;; € C°(Q),b,c € L®(Q), com
i,j =1,...,n ec<0. Entio, se f € LP(Q) e o € W*P(Q), com 1 < p < 0, 0
problema de Dirichlet Lu = f em Q, u — ¢ € Wol’p(Q) tem uma unica solu¢ao
u € WP(Q).

Demonstracao: Veja Gilbarg e Trudinger [[15], Teorema 9.15]. u

Teorema 1.73. Seja 2 C R™ um dominio limitado e suave e f € LP(Q),
1 < p < oo. Suponha que a € L>®(Q),a > 0. Entao eziste uma unica solu¢ao
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forte uw € W2P(Q) N W, () do problema

—Au+ta(zx)u=f em Q,
u=20 sobre Of).

Além disso, existe uma constante C' > 0 independente de u e f tal que

lullw2e@) < Cl fllLr)-

Demonstragao: Consequéncia direta dos Teoremas e ]

Teorema 1.74. Sejam 2 C R™ um aberto e L um operador estritamente eliptico
em 2 com coeficientes a;j,b;,c € C*~1%(Q), com i,j =1,...,n e ¢ <0. Entao, se
feCHlaO)1<pg<oo,k>lel<a<l euc T/VZQOCP(Q) ¢ solugao forte
do problema

Lu= f em Q.

Entao, u € C*1(Q).

Além disso, se Q C R™ ¢ um aberto de classe C*t1 L um operador estritamente
eliptico em 0 com coeficientes a;j,b;,c € CF5(Q) e f € C*12(Q), entio
u € CFhe(Q).

Demonstracao: Veja Gilbarg e Trudinger [[15], Teorema 9.19]. u

Definigao 1.75. (Notagao o pequena de Landau) Sejam f,g fungées reais,
definidas num mesmo subconjunto de R, escrevemos

f=o0(g9) quando x — xg

se

[F@)

— 0.
e~ |g()]

Observacao 1.76. Seja f : R — R wma fungdo continua e defina F(s) =

Y f(t)dt. Suponhamos que f e F satisfazem a condicio (f1), entio existem
0
constantes c,dy > 0 tais que

F(s) > c|s|’ —d.

Para prova de tal fato, veja Jabri [[18], Observagao 7.5].

1.6 Simetrizacao de Schwarz

Nesta secao, vamos definir e exibir alguns resultados sobre a teoria da
simetrizagdo de Schwarz. Para mais detalhes consultar Talenti [32] e Alvino
et al. [I].
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Definigao 1.77. (Func¢ao Distribui¢io) Sejam € C R"™ um subconjunto aberto
limitado e u : @ — R uma funcdo mensurdvel. Para cada t € R, o conjunto
{u >t} € definido por

{u>t}={zeQ:u(x) >t}
a fungao distribuicao de u € dada por

pu(t) = [{u > t}].
Essa fungao € nao crescente e Im(p,) = [0, [©2]].

Definicao 1.78. Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto limitado e u : € — R
uma fungao mensurdvel. O rearranjamento decrescente (unidimensional) de u,
denotado por u*, é definido sobre Q por

ut(s) = 'ess.sup(u) se s=0,
inf{t: p,(t) <s} se s>0.

Observacao 1.79. (i) Se u : Q@ — R € uma fun¢do mensurdvel e Q C R" é
limitado, entio u” € ndo crescente e continua d esquerda.

(ii) O mapeamento u — u” € nao decrescente, isto €, se u < v, onde u e v
sa0 fungoes com valores reais sobre §), entdo u” < v¥.

Definicao 1.80. Duas fung¢oes com valores reais sao ditas equimensurdveis, se
elas tém a mesma funcao distribuicao. Além disso, funcoes equimensurdveis Sao
ditas o rearranjamento uma da outra.

Observagao 1.81. As fungoes u : Q — R e u? : [0,|Q]] — R sdo
equimensurdveis. Consequentemente, se u > 0 e u € LP(Q), para 1 < p < oo,
entao u* € LP((0,|Q2])).

Definicao 1.82. Sejam 2 C R"™ um dominio limitado, u : 2 — R uma func¢ao
mensurdvel e B a bola centrada na origem com o mesmo volume de S, isto ¢,
|B| = |Q]. A simetriza¢do de Schwarz u* de u é a func¢ao u* : B — R definida
por

w(z) = u¥ (wy|z|"),z € B

onde w, € a medida da bola unitaria em R".

Observe que, se R é o raio de B, entao

R
/u*(x)d:v = /u#(wn|:1:|”)d:v:/ u? (wpr™)nw,r™ tdr
B B 0

= /OIBlu#(s)ds
= /Olmu#(s)ds.

Observacao 1.83. (i) u* € radialmente simétrica com decrescimento radial,
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(ii) u,u™ e u* sdo equimensurdveis,

(791) u —> u*€ um mapa nao expansivo (lipschitziano com constante de Lipchitz
igual a 1) de LP(Q2) em LP(B), para 1 < p < 0.

Teorema 1.84. Seja o operador diferencial

S 2 () o

e assuma que ele satisfaz

n

> aw(@)6& > &+ .+ &, clx) >0

ik=1

Sejam B a bola em R™ centrada na origem com mesmo volume de ), u solu¢ao
fraca de

— > % (aik%u> +c(x)u= f(x) em Q ‘
u=>0 sobre 0Of2

onde f € LP(Q), p = n2—]:2 e w € solugao fraca do problema de Dirichlet

—Aw=f" em B
w =10 sobre OB
Entao w > u* q.t.p. em B. Logo,

sup essw > sup ess |u/,

donde
/wqu2/|u]qu Vg > 0.
B Q

Demonstracao: Veja Talenti [[32], Teorema 1]. u

Corolario 1.85. Sejam Bgr(0) a bola aberta de raio R centrada na origem em
R™, f € C(Bg(0)), f >0 e u,w satisfazendo

—Au=f em Bg(0) —Aw = f* em Bg(0)
u=0 sobre  OBg(0) w =0 sobre OBgr(0) -

Entao u* < w q.t.p em Br(0) e

|w*[| Lo+t (BR0)) < W] Lat1(BR(0))-

Demonstragao: Sabemos que

n
0%u

—AU = a_gj?’

=1
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dai a;; = d;. Logo,

n

Z ai(7)6:& = Zfifi =& +..+E.
i1

ik=1

Assim, —A & um operador que satifaz as condigoes do Teorema [1.84]

Além disso, temos que Br(0) C R" e f € LP(Bg(0)),Vp > 0, uma vez que por
hipotese f € C(Bg(0)). Assim, estamos nas hipoteses do Teorema . Portanto,
pelo Teorema [1.84] temos que u* < w q.t.p. em Bg(0) e

/ lu*|7 e < / lw|?dz
Br(0) Br(0)

|u™ || Lat1(Br(oy) < llwlLat1(Br(0))-

donde, obtemos

Teorema 1.86. Sejam 2 C R™ um dominio limitado e B C R™ a bola aberta
1

+ >
p+1 qg+1 "~

centrada na origem, tal que |B| = |Q|. Sejam p,q > 0 tais que

2
1 — —. Considere f suave e sejam u e w solugoes fortes de
n

—Aut+u=f em —Aw+w=|f|* em B
u =0 sobre 0f) w =10 sobre 0B

Entao,
u*(s) <w*(s), Vse€ B.

Demonstracao: Veja Alvino et al. [[I], Teorema 1. u

1.7 Os Espacos D"?

Nessa secdo apresentaremos uma breve introdugao dos espacos DFP(Q), de
importancia fundamental para o estudo de EDP’s em dominios ilimitados. Para
mais detalhes, consultar Biezuner [2].

Se 2 ¢ um aberto de R™ e p > 1, o espago D*P(2) ¢ definido como sendo o
completamento de C5°(2) sob a norma

lilpney = | 3 / D[ de
Q

o=k
Por conveniéncia, denotaremos

|DFul? = Y |Dul?.

|a|=k
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Em vista da Desigualdade de Poincaré e da Desigualdade de Interpolacao, se 2
¢ um aberto limitado, entdao D¥?(Q) = WEP(Q). Por outro lado, D¥P(R™) #
WkP(R") = W(f’p(]R"). De fato, para o caso k = 1, por exemplo, temos pela
Desigualdade de Gagliardo - Nirenberg - Sobolev que a norma

[ull oy + 1 Dwll Lo @y
em WhP(R™) ndo pode ser equivalente & seminorma || Du|| 1o (gn).-

Temos a seguinte caracterizagao para os espagos DFP(R™).

Proposigao 1.87. Se k < L p > 1, entao
p

DFP(R™) = {u € LP*(R") : D € LP(R") para todo |o| = k},

com p* = P Alem disso,
n —kp
DFP(R™) — LP"(R™).
Demonstragao: Veja Biezuner [[2], Proposi¢ao 11.68]. |
Proposicao 1.88. Sejam p,q niumeros positivos satisfazendo zﬁ + q% = ”T_z,

entao
D> (R?) = {u € LP'(R") : Aue LT (R")},

D> (R") = {v € L7 (R?) : Av e L7 (R?)}.
Além disso,
D*'F (R") — LPH(R")

e
D> (R") < L7 (R").
Demonstragao: Basta verificarmos as hipoteses da Proposigao Faremos
g+1 pt+1

isso somente para D> ¢ (R"), pois para D> » (R") o procedimento é analogo.
Temos que % > 1. De ]ﬁ + (14%1 = "T’Q, segue que

1 1 n—2 1 n—2 1

g+1 qg+1 n p+1 n g+1
I _gn-2%-2 _ 1 _n-2 )

p+1  n(g+1) p+1 ()

Logo,
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Resta mostrarmos que 2 < . Com efeito, se n > 2(%), o resultado ¢ 6bvio.

q
Suponhamos que
1
2<n<?2 (&> .

q
Dai,
1 1
0<n—2§2(i) —260<n—2<-.
q q
Assim,
< 1 - 2
1= 9 ~n_—2
Um absurdo, pois ¢ = % ¢ uma assintota da hipérbole critica dada por
1 1 n-2 oo 2 . 2
m+m—7 que esté acima da reta ¢ = =5, ou seja ¢ > —=5. [ |

Lema 1.89. Se 1 < r < oo, entao —A : D*"(R") — L"(R") € um isomorfismo
1SOmEtrico.

Demonstragao: Pela propria defini¢io do espago D*"(R") temos que o
operador —A estd bem definido e é claro que —A é linear. Agora, dado
u € D*"(R"), temos

[AW)]]r = [[ullp2--

Logo, —A é uma isométia. Além disso temos que —A é injetora, pois
—Au=0< ||Aull, =0 < ||u||p2r =0 < u=0.
Para mostrar que —A ¢é sobrejetiva, basta mostrar que —A (D?"(R")) é denso em

L"(R™).
Como C§°(R™) é denso em L"(R™) é suficiente mostrar que

Cg*(R") € —A (D*"(R™))
ou seja, dada uma fungao f € C{°(R"™) existe u € D*"(R") tal que
—Au=f em R"

Mas, sabemos que isso é sempre verdade.
Portanto —A : D*"(R™) — L"(R™) é um isomorfismo isométrico. u

1.8 O Teorema do Passo da Montanha

Nesta se¢do, apresentaremos um teorema devido a Rabinowitz [29],
denominado Teorema do Passo da Montanha.

Definicao 1.90. Sejam X um espaco de Banach e ® : X — R um funcional
de classe C*. Dizemos que ® satisfaz a condicao de Palais-Smale, denotada por
(PS) se qualquer sequéncia (ug)5>, C X tal que

(P(ug))pey € limitada e ' (uy,) — 0,
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admite subsequéncia convergente.

Teorema 1.91. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam X um espago de
Banach, ® : X — R um funcional de classe C* e satisfazendo (PS). Suponha que
existe x1 € X, tal que ||z1|| >p>0e

a = max{®(0),P(x;)} < inf d(x)=p.

llzll=p

Entao, ® possui um valor critico ¢ > [ caracterizado por

c=inf max &(x)
€T zev([0,1])

com

T={yeC(0,1;X):7(0) =0 ey(1) = 21} .



Capitulo 2

O sistema em dominio lIimitado

2.1 Introducao

Neste capitulo, provamos a existéncia de solugao classica do problema

Lu=|v|P~'v em

Lv=|ul'u em €, (P)
u,v =20 sobre 012,
onde n > 3, 2 C R™ é um dominio suave e limitado, Lu = —Awu ou Lu = —Au+u
e p, q satisfazem
1 1 2

1- = (H1)

,qg >0 —_—t >
b pr1l gtl n

Definigao 2.1. Dizemos que o par (u,v) € solugdo cldssica do problema (P1) se
u,v € C*(Q) N Co(Q) e satisfazem o problema (Py).

Definigao 2.2. Dizemos que (u,v) € solugdo forte do problema (P;) seu € E, =
pt+1 q+1

W25 Q) NW, 7 (Q),0 € B, = W2 (Q)NW, * (Q) e (u,v) satisfazem (P,)
q.t.p em €.

Definicao 2.3. Dizemos que o par (u,v) € E, x E, € solu¢ao fraca do problema
(P1), seu ewv satisfazem:

q+1 1,9+1

(u, p) = fQ [v[P~tvpdr, Vo € B, = W2 (Q)NW,

(),
2,2+L =

(v,9) = [ " wpdr, VY € B, =W (Q)NW, 7 (Q),

onde (u,v) = [,VuVvder se L = —A e (u,v) = [,(VuVr + pr)dz se
L=-A+1.

Observagao 2.4. Seja (u,v) € E, x E, uma solugio fraca do problema (P),

entao
/vp+1dx:/v(Lu)d:v: (u,v) :/u(Lv)dx:/uq“dx
Q Q Q Q

32
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onde (u,v) = [, VuVudr se L = —A e (u,v) = [,(VuVvtuv)de se L = —A+1.
De fato, pela definicao temos que

(u, 0) = Jq [v|P vpde, Vo € By,
(v, ) = [, [l updx, Vi € E,.

Em particular, tomando ¢ = v € E, na primeira equagao, obtemos

(u,v) = /Q o]l = /Q o(Lu)da

e tomando ¢ = u € E, na sequnda equagao, temos

(v, u) = /Q |t g = /Q w(Lv)dz.

Portanto,

/Q Wy = /Q v(Lu)de = (u,v) = /Q u(Lv)da = /Q uidz.

Considere o funcional ¥ € C'(E, x E,,R) dado por

1 1
U(u,v) = (u,v) — —/ lu|" dr — —/ lv[PHda,
q+1Jq p+1Ja

onde (u,v) = [, VuVudr se L = —Ae (u,v) = [,(VuVo+uv)dz se L = —A+1.

A derivada de Gateaux de ¥ em (u,v) na dire¢do de (¢, ¢) ¢ dada por

V' (u, 0) (%, 0) = (8, 0) + (1, ) — / b — / o Lupda.

Assim, observamos que se (u,v) é solugao fraca do problema (P;) entao (u,v) é
um ponto critico do funcional W.

Definicao 2.5. Assumindo (H1) e pq # 1, dizemos que o par (u,v) € E,\{0} x
E {0} € solugao Ground State do problema (Py) se (u,v) € solugao fraca de (Pr)
e atinge o menor valor critico nao nulo do funcional V.

Neste trabalho, vamos mostrar que o problema (P;) é equivalente ao problema

L <]Lu]%_1Lu> = |u|"'u em €, (Py)
u=Lu=0 sobre 012,

no sentido que solugoes fracas de (E) correspondem a solugoes classicas do
problema (P).

Para trabalhar com o Problema (E), usamos o espago L, = WQP%(Q) N
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17p+1

Wy 7 (92), equipado com a norma

ol o= ([ 1201%a) ™ = e, we B,
Q P

Definicao 2.6. Dizemos que u € E, € uma solugdo fraca de (P,) se

/\Lu\;_l(Lu)(Lw)dx—/]u\q1uwdx, Vi € E,.
0 Q

Considere o seguinte funcional ® € C*(E,, R) dado por

+1/|Lu|p+1dx——/|u|q+1dx
p

A derivada de Gateaux de ® em w na direcao de v é dada por
"(u)y) = / |Lu|%*1 (Lu)(L@Z))dx—/ |u|? turpda.
Q Q
Assim, observamos que u é solugao fraca de (E) se, e somente se v é um ponto

critico do funcional .

Definigao 2.7. Assumindo (H1) e pq # 1, dizemos que u € E,\{0} € solugdo de
Ground State de (Py) se ® atingi seu menor valor critico nao nulo em u.

No restante deste capitulo, estaremos trabalhando na equacao (E) ou no
problema (P;), sendo assim assumiremos (H1), pg # 1 e que 2 é um dominio
suave limitado.

Uma condigao necessaria para u ser ponto critico de ® é que ®'(u)u = 0.
Assim, definimos a variedade de Nehari associado ao funcional ®, dado por

No :={u € E,\{0} : ®'(u)u =0}.

Consideremos os problemas de minimizagao

Co := uler/l\i D (u) (2.1)
e
Q4 i= inf {/ \Lu\%dx cu € E, HUHZE = 1} : (2.2)
Q

onde ||u||gﬁ = [ lulrtdz.

Veremos na préxima secao que oy, , € Co sao atingidas e que isto nos permite
concluir que existe solu¢gdo Ground State do problema (P).
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2.2 Existéncia de solugao

Nesta segao, vamos mostrar a existéncia de solugao Ground State do problema
(P,) a partir da existéncia de solugdo Ground State do problema (P;).

2.2.1 Relagoes entre as constantes «,,, e Co

Vejamos alguns resultados que relacionam as constantes Co € 4.

Lema 2.8. Dado u € E)\{0}, existe tinico t = t(u) > 0 tal que t(u)u € Ng, a

saber
P

p+1 pa—1

lull g,

lulliia

t(u) =

Demonstracao: Vejamos primeiramente que t(u)u € N,
p+1
' (t(u)u) )y — / L)) |5 do — / ()] da
Q Q
ptl ptl +1 +1
= [t [ 12afF de = ) [ fufrtida
Q Q

pt1
_p p q+1
p+1 pa—1 P ptl pq—1

_ HM@% 5 — HuHEa
lullg ’ lullga

q+1
q+1

[l

(p+1)(g+1) (p+1)(g+1)
(||U||Ep) mols ( ||U||Ep) R
[[ullg+1 [[ullg+1
Logo, t(u)u € Ns.

Agora, seja C' > 0 tal que Cu € Ng, entao ®'(Cu).Cu = 0, dai

/ _ e g+1
®'(Cu).Cu=0 < /\L(Cu)] z dx/|C’u| dz
0 Q
ptl ptl +1 +1
& O |Lu| 7 dax = C? lu|"™ dx
Q Q

pr1 L
& Cvllullg = ullih

p+1

vt |l
& O =

||U||q+1
ptl
p
Jull &

1
I3

pq—1

Portanto, das equivaléncias acima, temos a unicidade de t(u). ]

Lema 2.9. Seja u € Ny, entdo
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p+1

36
. pg—1
) = v
(Z) (U) (p+1)(q+ 1)||u||Ep
p+1
ul| g 1 1
(if) | Hffl _ ((p+pq)£ql+ )<I>
Jullyfa

pg—1
p(g+1)

Demonstracao: Note que se u € Ny entdao ®'(u)u = 0, dai

' (u)u

(i) :

— /|Lu| P dx—/|u|q+1dx20
Q
41
= ”U”Ep Jullgra =0
e g+1
P J—
< ||u||Ep = |lullgy1-

Usando a igualdade obtida acima, temos

o) = Lo / Ll 5 da — —/ [u[* e
p
1
= ——|lu ||Ep - —|| [
p+ 1
p+1 1 pt1
= Lol -
S ot N 3
(p+ (g +1)"
Portanto, temos a prova de ().
(7i) : Temos
pil pil
HUHEZI; _ HUHET; _ HUH?(I_p&Tl)) = ||;+1 p’f‘éﬂ))
ptl (MPL P P
l[ull471 Jullg,
Agora, usando (i) temos que
i (p+1)(g+1)
ull g, =—————2(u).
pg—1
Portanto,
pt+1
P pg—1
HuHEp (p + 1)(q + 1) p(g+1)
L = - D(u) :
Hquil

Lema 2.10. Os problemas de minimizacao (2.1) e (2.2) sdo equivalentes no

sentido de:

(i) Dada uma sequéncia de minimizagao (ug)pe, C Ng de (2.1)), temos que
(Jurll yun);e, € uma sequéncia de minimizagao de (2.2).
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(1) Dada wuma sequéncia de minimizagio (Ug)pe, de (2.2)), temos que
pt1
(x|l 3 )i € uma sequéncia de minimizagao de (2.1).

(1ii) Temos a igualdade:
pq — 1 p(g+1)

pg—1
(p+1)(g+1)"
(iv) A constante o, , € atingida se, e somente se, Co € atingido. Além disso,

p+1 _p
se u € solucao de 1’ entdo ||u||g7 'u =y € solucao de 1’ e por
2.2).

outro lado, se u € solugao de , entdo ||ul|yu € solugio de (2.2

Co =

Demonstragao: Seja (u)32, C Ngp uma sequéncia de minimizagao de ([2.1)),
entao pelo Lema [2.9) (ii) temos

p+1

g 1)@+ Eoey
€ i = i (O o) 29
[ e P
Cp+m@+4> >qw
= (0 .
pg—1

Por outro lado, seja ()52 ) uma sequéncia de minimizacao de , entao pelo
p+1

Lema [2.8] temos que (||uk||E '5)52, C Ng e pelo Lema [2.9) (7) temos

+11 pq — p(q+})‘ p+1
< YR T S . Pq P 2.4
Co < Jim @(Iml 1) = o F g fim [l (2.4)

pq — 1 p(q+})
rq—
(p+1)(g+1)

p,q
Portanto, de (2.3) e (2.4), obtemos a prova de (i), (ii) e (ii).
p+1

Agora, suponha que u € E, & tal que |[uflg41 = 1 e apq = [[uf|5 , entdo pelo
pt1 P
Lema (2.8 temos que [[7]|;} '@ = azy '@ € Ng. Assim, para cada u € N, temos

pelo Lema (1) que

(p+1)(g+1) L Warm pil
LT (afya) ) =l =

pq—1
lully? =
U 1 1 @FD)
= Qpg > fi = ((p—i— )(q+ )(b(u))” )
’ S pq—1
w11

dai, (a{,’qq 1u> < ®(u),Vu € Np. Portanto, @ (04531 1u> = Co.
Por outro lado, suponha u € Ng tal que ®(u) = Cq, entao pelo Lema (1) e
pelo item (7i7) ja provado, temos

pt+l . B
lullg,  ((p+1)(g+1) W ((p+1)(g+1), \ e

wr = o))" = (LMD )T

3 pg—1 pg—1

||u||q—i1
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E, portanto, temos a prova de (iv). [ ]

2.2.2 Existéncia de solucao Ground State

Apresentaremos aqui a prova da existéncia de solucao Ground State do
problema (P;), e a partir desta mostraremos a existéncia de solugdo Ground
State do problema (P).

Teorema 2.11. A constante «,, € atingida, isto €, existe u € E, tal que
pt1

[ullgr =1 € apg = llull g -

Demonstracao: Seja (uy)3>, C E, uma sequéncia tal que ||ug|/;41 = 1, para
ptl
todo k € N e |lugllz, — apq. Como, E, ¢ reflexivo, existe uma subsequéncia

(ur; )32, de (ug)i, tal que uy; — wem . Agora como €2 é um dominio limitado,
temos que a imersao E, — Lq“(Q) ¢ compacta, daf obtemos que uy, — u em
L7(Q). Logo, [[ufgpr = 1.

Assim,
p+1 p+1l

Apg < llullg, < Tminf fuy, |5 = ap.

Portanto,
pt1

Qp,q = ||u||EZ .

Lema 2.12. Seja u € Ng tal que ®(u) = Cq, entdo u € solugio Ground State
do problema (Pl) Reciprocamente, se u é Ground State do problema (Pl) ent@o

u € Ng € ®(u) = Cop.

Demonstragéa (=) Basta mostrar que u é solugao fraca do problema (E)
p+1

Seja G(u) = ' (u)u = [, |Lu| » dz — [, |u|?'dz. Entdo

1
G'(u _pr- /]L \“1 Lu)(Ly)dxr — (¢ + 1) /\u!q tuypda.
Assim, para u € N, temos

1
G'(uw)u = P+ /|Lu| rdr—(¢g+1 /|u|q+1dx

1

B p+1 p+1l p+1
- [ullg, = (g+ Dlullg

L —pq, B
- [ull g, # 0.

Logo, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange (Teorema [1.26)), existe A € R
tal que

o' ()i = \G' (w0, Vi € B,
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Suponha que A # 0, entao
By = / Ll (L) (L)dz — / |7 uapd
- (P+1/|L \*_1 Lu)(Ly)dx — (¢ + 1 /\u|q 1uwdx)

= AG'(u
Dai, obtemos
1
W
p+1 qg+1
Porém,
P

1
—— =——<plg+l)=p+lepg+p=p+1<pg=1 absurdol
p+1 gqg+1

Portanto A =0 e
' (u)y =0, YeE

isto ¢, u é solucao fraca do problema (/Pvl)

ptl
(<) Pelo Teorema [2.11] existe w € E, tal que HquH =leay, = |ullg . Agora,

pelo Lema [2.10] (iv), u = a, T é solugao de , isto é, u € Ngp e ®(u ) Co. W

Teorema 2.13. Sejam p, q tais que pg # 1 e satisfazem a hipdtese (H1). Entao
o problema (Py) tem uma solugdo de Ground State.

Demonstragao: Pelo Lema [2.12] basta mostrar que Cq é atingido. Agora,
pelo Lema [2.10] (iv) basta mostrar que a constante «,, ¢ atingida, o que é
garantido pelo Teorema [2.11] [

Uma vez, mostrada a existéncia de solugao Ground State do problema (/]5;),
vamos mostrar também a existéncia de solu¢do Ground State do problema (P).

Proposicao 2.14. Seja v € E, uma solugao fraca do problema (/Pvl) Entao
(u,v) € E, x E; € solugdo fraca do problema (P;), onde v = \Lu|%_1(Lu).

Demonstragao: Como u é solugao fraca de (/Pvl)7 temos
/ Ll b (L) (L) da = / " ude, Vo € B,
Q Q
13
Como v = |Lu|r~ (Lu), segue

/vadx:/|u|q_1u¢dx, Vi € B,
Q Q

Pela Observacao 2.4, obtemos

WWZLM“WM,WGQ- 2.5)
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Agora, para todo ¢ € E,, temos

p—1 _ 1q, [P 1
Q|v| vpder = A |Lul?™ Lu|  |Lu|?~ (Lu)pdx

—(p-1)2 —p
— /]Lu\ P ﬂ’*”lT(Lu)godx
Q

_ /Q (Lu)pdz.

Novamente pela Observagao [2.4] obtemos

ww=AMMWM,W€%- (2.6)

Portanto, de ([2.5)) e (2.6, temos a prova. |

Teorema 2.15. Sejau € E, uma solu¢ao Ground State do problema (/Pvl) e defina
V= |Lu]%_1(Lu), entao o par (u,v) € solugao Ground State do problema (P).

Demonstracao: Temos que v € E,\{0}. Mostremos que (u,v) ¢ um ponto
critico do funcional ¥. Temos

vmmmw=ww+w@—émwww—ﬁmwwm

Pela Proposicao temos que (u,v) é solugdo fraca do problema (P;), daf

U, v) (1, 9) =0, V(¥, ) € B, x E,.

Logo, (u,v) é ponto critico de ¥(u,v). Mais ainda,

1
¥u0) = () = — [ ulrde = — [ i
p+1Jg
1
= (u,v>——/ |v|p+1dx——/ lu|9 d
p+1Jo q+1Jg
1 1
— (1——+1>/|v\p+1dx——/\u|q“dx
p
= +1/|v[” 1vvdx——/ |u|9t da
p

= + — (Lu)vda: — —/ lu|?dz
p

- (Lu)|Lu|r (Lu)dz — —/ |+ d
p +1 q+1 Jq

1
= /|Lu\ a:——/|u]q+1dx
p+1 q+1 Jg

Portanto, da igualdade ¥(u,v) = ®(u), concluimos que (u,v) atinge o menor
valor critico nao nulo de ¥, uma vez que u atinge o menor valor critico nao nulo
de . ]
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2.3 Existéncia de solucao pelo Teorema do Passo
da Montanha

Nesta secdo, apresentaremos a existéncia de solucao Ground State do
problema (P;) com L = —A aplicando o Teorema do Passo da Montanha.

Teorema 2.16. Seja 2 C R™ limitado, com n > 3. Se pq < 1 entdo o problema
(Py) com L = —A tem solu¢ao Ground State.

Demonstracao: Devido ao Teorema , basta mostrar que o problema (/15;)
com L = —A e pg < 1 tem solugao Ground State.

A prova segue aplicando método de minimizagao direta ao funcional ® em E,,.

Primeiramente, vamos mostrar que ® e coercivo, isto ¢, ||®(u)|| — 400 quando

1 +1 ) ~
Note que, ¢+1 < -+1 = p—, desde que pq < 1. Dai, a imersao E, — L7T((Q)
p p

¢ continua.
Assim, existe C' > 0 tal que

lullg$y < Cllullg,"

Logo,

P(u) = p+1/|—Au| dx——/]u|q+1dx

= L) - ol [
p_|_1 Ep q+
P = 1
> ——lullg ——H 1%
p+1 qg+1
(P C g+1-2F
= lullg — ——llullg
PA\pt+1l g1

para todo u € E,.

1
Comoq—|—1<p+

, obtemos que ®(u) — 400, quando |jul|g, — 4o0.

Portanto, ® é coercivo e limitado inferiormente.

Seja (ux)72, uma sequéncia de minimizacao de ®. Dai, (®(uy))52, ¢ limitada
e portanto (uy)%2, ¢ limitada, pois ® é coercivo.
Assim, (uy)g2, € limitada em E,, o qual é reflexivo. Passando a subsequéncia se
necessario temos que existe ug € £, tal que

Uk — U em Ep.
Agora, a imersao E, < L1(Q) é compacta, pois 2 é limitado, donde

up — up  em  LITHQ).
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Portanto,
. . . . p prl 1 q+1
liminf &(uy) = liminf m”ukHEp - mllw)llqﬂ
p e 1 +1
> — ro_ q
= p+1Hu0HEp q_i_l”uo‘qﬂ
= (I)<u0)7

e dai up ¢ minimo de ® em E,,.
Resta mostrarmos que uy # 0.
Sejam u; € I, nao zero e nao negativo e € > 0 pequeno suficiente, tal que

1
2L —(q+1) p+1 Hul‘gil

gvr .
1 ptl
PO oy 2
Entao, o
pe P ptl cdtl 41
d = P < 0.
(euy) p+1”U1HEp q+1HU1|’q+1

Portanto, ug # 0, ja que,
@(UO) < <I>(6u1) <0= @(O)
[ ]

Teorema 2.17. Seja 2 C R"™ limitado, comn > 3. Sepg > 1 e Iﬁ"‘qul > 1—%

entdo o problema (Py) com L = —A tem solu¢do Ground State.

Demonstracao: Devido ao Teorema , basta mostrar que o problema (E)

_ 1 1 2 <
com L=—-A,pg>1le A1t a1 > -5 tem solucao Ground State.

A prova segue aplicando o Teorema do Passo da Montanha (Teorema [1.91))
ao funcional ® em £,.

1 1
Comopq>1temosq>—,edaiq+1>]i.
p

Agora, como a imersao E, — L7T(Q) é continua, existe C' > 0 tal que
1 1
lulliss < Cllullg

Considere o conjunto I' := {u € E, : |Ju||g, = p}.
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Entao, em I', n6s temos

Bu) = /|—Au| dx——/|u!q+1dx
p+1

= H!b — HVﬂ
p+1 v i
p el 1
> ——|lull ————||Hq+
p+1
et P C 1
pt1 [P C q+1_p+1)
= r | — = — P >0=o(0
p <p+1 1’ (0)

para p > 0 pequeno suficiente tal que

g1zt plg+1)

P Clp+ 1)

Assim, a origem uy = 0 é um minimo local. Em particular,
irrlfCID > 0= ®(0).
Note que I' ¢ um subconjunto fechado em £, e decompoe £, em duas componentes
fueBy:luls, <p} o {ucBy:luls >}

Seja u; = tu, com t > 0 e u € E, uma funcao nao nula e nao negativa. Como
pq > 1, para t suficientemente grande tal que

p+1
jrioet_ pa+ 1) [l

gt
p+1 alih

obtemos »
5 pl pgtl

pt»
o) = Tl —

Temos u; € {u € E, : ||ul|g, > p}. Além disso,

HUH +1 < 0.

i¥f O > max{P(ug), P(u1)}.

Assim, a geometria do Teorema do Passo da Montanha é satisfeita.
Resta verificarmos a condigao (PS).
Seja (ux)72, uma sequéncia (P.S), isto é,
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®'(ur) — 0, quando n — +oo.

Vamos mostrar que (u)72, possui subsequéncia convergente em E,,.
Note que, ®'(uy) — 0 implica que, dado € > 0, existe ky € N tal que

19" (ui)ll e, <&, V= ko,

ou seja,

q)/
sup M < g, VEk > kO-
pelp ||¢|’EP
II@HEpio
Assim,
q)/
M <e, Vk>ky e ¢eE\{0},
el e,
isto é,

| (ur) ol < ellolle,, VEzk e @€k,
Sendo, (ug)7, uma sequéncia em E,, obtemos
D' (up)ug| < ellug|lg,, Yk > ko
Dali, para k > kg temos

(g + D@(u) — ' (up)ur| < (q+ 1)|D(ur)| + [ (up x|
< (g+ )M + ef|wel g,

Assumindo pg > 1, temos

(q+ )M +ellugllz, > [(g+1)P(up) — O (up)usl
p+ p+1
= — Au Tda:— — Auyg| » dx
e /r JF e [ |-y

1) )
( qu1 )/’_A“’“‘ Vo

plg+1)
p+1

Fazendo Cy = (¢+1)M e C =

— 1, temos

p+1

Co + elluell g, > Cllurl 2 -

Daqui, concluimos que (uy)32, é limitada em E,. Como E, é reflexivo, (ux)3,
admite uma subsequéncia (uy, ) | fracamente convergente em E,, isto é, existe
up € L, tal que

ug; —~wup em  Fy

Agora, como a imersao E, — L7 (Q) é compacta, obtemos

up, — ug em  LITH(Q).
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Por hipétese (®(uy,))32; ¢ limitada. Assim, passando a subsequéncia se
necessario obtemos que (®(uy;))52, ¢ convergente.
Observe que

p = 1 +1
= EHU@HEZZ, - m”umﬂgﬂ-
Donde obtemos que (u;)32, converge forte em F,. Como uy; — ug, temos pela
unicidade do limite que

CD(’LL]CJ)

up, —>up em F

2.4 Regularidade de solucao

Vejamos agora resultados que provam a regularidade das solugoes Ground
State do problema (P;), as quais existéncias foram garantidas na se¢ao anterior.

Proposigao 2.18. A aplicagio L : E — L"(Q) € um isomorfismo isométrico
para 1 <1 < +o0, onde L=—A ou L=—-A+1 e E=W»(Q)nW," ().

Demonstragao: Temos que L ¢é linear, pois L = —A ou L = —A+ I e tanto
—A quanto I sao aplicagoes lineares. Note que estamos considerando o espaco F
com a norma dado por ||u||g = || Lul|.. Disto segue que L é uma isométria. Além
disso temos que L ¢é injetora, pois

Lu=0<%<||Lul|, =0< ||ullp =0< u=0.

Para mostrar que L é sobrejetiva, basta mostrar que L (F) é denso em L"(£2).
Como C§°(R2) é denso em L"(2) é suficiente mostrar que

CE(Q) Cc L(E)
ou seja, dada uma fungao f € C3°(Q2) existe u € F tal que
Lu=f em .

Mas sabemos que isso é sempre verdade.
Portanto L : E — L"(€2) ¢ um isomorfismo isométrico.
[ ]

Proposigao 2.19. Sejam s > 0 tal que % —i—% =1el :L*(Q) — E o operador
adjunto de L, com E' o dual de E. Entao, L' é um isomorfismo isométrico.

Demonstragao: Pela Proposigao temos que L é um isomorfismo
isométrico e pela Proposicao obtemos que L’ também ¢ um isomorfismo
isométrico. [
Lema 2.20. Sejam 1 <1 < 400 e E = W?"(Q)NW,"(Q). Dado p € E' existe
uma unica u € E tal que

(¢, w) :/Q|Lu|r2(Lu)(Lw)dx, Yw € E.
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onde L =—A ou L =—-A+1.

Demonstragao: Seja s > 0 tal que + + 1 = 1, das Proposi¢oes e
temos que L e L’ sdo isomorfismos isométricos. Dai, dado ¢ € E' existe uma tnica
1
v e L*(Q) tal que ¢ = L'v. Agora, para esta v € L°(Q2), temos que v=—1 € L"(2) e
1
assim existe uma tnica v € F tal que v7*—1 = Lu, isto é, v = | Lu|"~? Lu. Portanto,

(psw) = (L', w) = {v, Lw) = /

v(Lw)dx :/ |Lu|""%(Lu)(Lw)dz, Yw € E.
Q Q

Teorema 2.21. Sejam p,q > 0 satisfazendo a hipdtese (H1). Se u € E, solugdo
Ground State do problema (Py) e v := |Lu|%71Lu, entio (u,v) € E, x E, é
solugdo forte do problema (Py). Além disso, (u,v) € W>"(Q) N Wy " (Q), para
todo 1 <r < 0.

Demonstragao: Dividiremos a prova em dois caso:

1° caso:pgﬁ (ouqﬁ%)
Neste caso, pelo Teorema itens (i7) e (iii) concluimos que E, — L"()
para todo 1 <r < co (ou E, — L"(Q), para todo r € [1,00)). Assim, |u|?'u €

Li(), para todo 1 < r < oo. Aplicando o Terorema no sistema

Lw=ul'u em
w =70 sobre 012,

v L ~

vamos obter tnica solugao forte w € W_Q’E (Q)NW, *(£2). Se ¢ > 1, entao tomando
r > ¢, obtemos w € W>"(Q) N W,"(Q), para todo 1 <7 < o00.8e0<gq<1,
entdo £ > r > 1 e portanto, w € W2 (Q) N W,"(Q), para todo 1 < r < oo.
Assim, w € L(Q), para todo 1 < r < o0, logo |wP~'w € Lr(£). Aplicando
novamente o Teorema [1.73| no seguinte sistema

Lz=|wP'w em Q,
z2=0 sobre 0f2,

. 1,z
vamos obter tnica solucdo forte z € W?>#(Q) N W, *(Q). Fazendo os casos

p >1e0 < p < 1 da mesma forma que fizemos para ¢, obtemos que
2 e W2 (Q) N Wy (Q), para todo 1 < 7 < oo.

Agora, como E; = {p € C?(Q) : ¢(r) = 0,V € 09} é denso em
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E, = W2 (Q) N W,"(Q) para todo r > 1 e temos
[ = [ | Lo

= /Q w(Lyp)dz

= (w,¢)
= /Q(Lw)god:c

= / u? tupdx
Q

— [ I L)
Q
ptl_o
= | [Lul 7 “(Lu)(Ly)dz,
Q
vale para todo ¢ € Ej, concluimos do Lema que u = z. Disso, segue que
1 1
w = |Lz|» "' (Lz) = |Lu|» " (Lu) = v.

Portanto, u,v € W?"(Q) N Wy " (Q), para todo 1 < 7 < co. Em particular,
temos que (u,v) € E, x E, ¢ solucao forte do problema (P).

2° caso.’p>ﬁeq>ﬁ
Pelas hipoteses p,q > 0 e (H1) temos

1 1 2 1 ng—2q —2
—t—>1-- & >
p+1 qg+1 n p+1 ng+n
o pale< ng-+mn
b ng—2q—2
n—+2q+2
(n—2)g—2

Assim, podemos escrever p € (0,pp), com

_ n+2q+2
P =2y 2
e, respectivamente, ¢ € (0, qp), com
_ n+2p+2
T op -2

Pelo Teorema item (7) temos que u € L"(Q2), para r € [1, p1], onde

by = (p+ 1>*: n(p+1)

p np —2(p + 1)

e respectivamente, v € L"(f2), para r € [1, ¢, onde

= <q+1>*_ n(qg+1)

g ) ng—2(q+1)
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Agora, observe que p; > g+1 e ¢ > p+1. De fato, como estamos no caso p > ﬁ
2

e q> =, existem p > p e ¢ > ¢ tais que
1 1 2 1 1 2
—p———=1-2 e ——p———=1-2,
p+1 qg+1 n p+1 q+1 n
+1

istoé,p1:<]%f> :§+1>q+1eq1:(q7> =p+1>p+1.

Iniciaremos agora um processo bootstrap para a prova do Teorema. Note que,
se em qualquer fase desse processo o denominador for nao positivo, por exemplo,
np—2p+1) <0< p< %, entao voltamos ao 1° caso e podemos concluir

w,v € W2 (Q) N W, (), para todo 1 < 7 < oo,

Como v € L% () segue que |[v|P~lv € L%(Q) Aplicando o Teorema no

sistema

Lu= P em €,
u=20 sobre 012,

1 —_—

obtemos u € W2%(Q) N W0177( ). Pelo Teorema [1.52] item (i) temos que
u € LP2(§2), com
_ (Q1>* . nq
pp=(—) =——
p np — 2q

Se np — 2¢; < 0 voltamos ao 1° caso e concluimos u, v € W2"(Q) N W, (Q),
para todo 1 < r < oo.

Se np — 2¢q; > 0, devemos continuar com o processo. Note que, ps > g+ 1. De
fato,

n
p2>q+1 & L>q—|—1
np — 2q;
ng, —n 2
& g< ¢ D+ 2q1
np — 2q
2 _
Lt —m
np — 2q;

e a ultima desigualdade é valida se gy < P, mas isto é equivalente a ¢ > p + 1.
De fato,

n+2p+ 2 (n+2)qg —np
(n—2)p—2 np — 2,
S (n+2p+2)(np —2q1) < ((n—2)p—2)((n+2)qg1 —np)
& n’p < nipq —nPp?
S 1<qg—p
& pt+1l<aq.

qo < P

Assim, como u € LP2(Q2), segue que |u|! ™ u € L%(Q) Aplicando o Teorema m
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no sistema

Lv=|ul 'y em Q,
v=2>0 sobre 012,

P2 ,Q —_— . .
obtemos v € W' (Q) N I/VO1 7 (). Pelo Teorema |1.52]item (i) temos v € L%((Q)

com N
(Pz ) nps
@=|—) =—.
q ng — 2p;

Se ng — 2ps < 0 voltamos ao 1° caso e concluimos u, v € W2"(Q) N W, (Q),
para todo 1 < r < oo.

Se ng — 2p, > 0 devemos continuar com o processo. Afirmamos que, ¢ > ¢;.
Com efeito,

np
G2 > q1 < —2>Q1

ng — 2pz

ngi
n ( np—2qi )

= > q1
2
ng —2 (np—qém)
T
o q1 > q
ngp — 2qq1 — 2q1
n
o > 1

npq — (2q +2)q
M) g ),

= >
R P

Entao, consideremos a fungao f,(g), vemos que ela é crescente, de fato

oy mp(2g+2) —2n(pg—1)  n(p+1)
fp<Q) - 4(q+ 1>2 = 2<q+ 1)2 > 0.

Em particular, f,(¢q) é crescente em [0, qo], assim f,(¢) atinge o méaximo em go.
Além disso, f,(q0) = p + 1, pois

n(PClo —1)
2q0 +2

n+2p+2
" <p(n—2§)p—2 - 1)

2 () +2

np(n+2p+2) —n((n —2)p — 2)
2+ 2p+2+ (n—2)p—2)

p? +2p+ 2

p+1
= p+1

fp(%) =

0 que comprova a afirmagao, uma vez que mostramos ¢q; > p + 1.
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1,2 __
donde por argumentos anteriores concluimos que u € WQ%(Q) NW, * ()

por imersao temos que u € LP3()) com
(CI2 > " ngz
ps={—) =—"—.
p np — 2¢2

Se np — 2g; < 0, voltamos ao 1° caso e concluimos u,v € W2 (Q) N W, (Q),
para todo 1 < r < oo.

Utilizando agora nosso argumento bootstrap, temos que |v[P~lv € L%(Q)
e

Se np — 2¢qo > 0, devemos continuar com o processo. Note que, p3 > po, de
fato
gz ng1
np — 2qo ~ np —2q
& nga(np —2q1) > nqi(np — 2q2)
& n’pgy > n’pq
< q2 > q1,

P3 > p2 =

o que ja foi provado. Continuando esse processo, temos v € L%()), com ¢35 > ¢o
equivalente a p3 > ps.

De tal forma construimos duas sequéncias (pg)32; ¢ (qr)5,, tais que

nqg
Phy1=——5>— € Dprp1>pr para k>2,
np — 2qy
NPE+1
Qk+1 = e Qr+1 > q para k> 1.
ng — 2pPr11

Assim, se uma dessas sequéncias tem um limite, entdao a outra sequéncia
também tera um limite. Suponha que p, — l; e ¢x — ls quando k — oo. Entao,
temos

nl2 nl1

ll:m € l2:

nlo
n ( np—2Ig >
ly

nl
ng — 2 <np—22lz>
TLZQ

ng — 2l

Dai, obtemos

npq — 2qly — 2y
Donde,

npq — 2qly — 21y 2 2q + 2 PRE

Isso implica que,
b= fp(q) < folaw) =p+1

o que contradiz o fato de g1 > qx, Vk.
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Assim, concluimos que ambas as sequéncias tendem ao infinito.
Logo, u,v € L"(Q2) para r arbitrariamente grande e a teoria eliptica padrao

(argumentos utilizados no 1° caso) implica que u,v € W2"(Q) N W,"(Q), para
todo 1 <r < o0.

Em particular, temos que (u,v) € E, x E, é solugdo forte do problema (P).
[ ]

Teorema 2.22. Sejam p,q > 0 satisfazendo a hipdtese (H1). Se u € E, solugdo
Ground State do problema (/Pvl) ev:= ]Lu|%71Lu, entdo u,v € C*(Q) N Cy(Q) e
(u,v) € solugdo cldssica do problema (Py). Além disso, u € C**(Q) ev € C*#(Q)
para todos o e § nos intervalos: 0 < o < min{l,p} e 0 < f < min{1, ¢}.

Demonstracao: Pelo Teorema temos que (u,v) é solugao forte do
problema (P;) e u,v € W?"(Q) para todo 1 < r < oo. Agora, pelo Teorema
m item (ii7) obtemos que u,v € C*7(Q) para 0 < v < 1.

Observe que se r > 1 e w € C(Q) entao |w|[~lw € C1*(Q), onde

1, se reN

a =min{y, f(r)}, f(r)= { r—1Ir], se r¢N.

Em particula, |w|"'w € C%(Q). Enquanto que 0 < r < 1 e w € C%(Q)
entao a inequacao

llal" " a — [b]""'b] < 2'"|a = b]" Va,beR,

nos da que |w|"tw € CO(Q).

Combinando esta observagio e o fato que u,v € C'(Q), temos que |u|?'u €
CO Q) seqg>1le|uruecC)sed<qg<1, [vf~lveC®(Q)sep>1
e [v|P~tv € C%P(Q) se 0 < p < 1. Logo, |u|"'u € C%#(Q) com f = min{l,q} e
lo[P~tv € C%(Q) com a = min{1, p}. Aplicando o Teorema nos seguintes
sistemas

Lv=|ulT 'y em Q,
v=20 sobre 012,

Lu= P em €,
u=20 sobre 012,

obtemos que u € CQ’O‘@) e v € C*%(Q). Pelo Teorema concluimos que
u € C*(Q) eve C*(Q), com 0 < a <min{l,p} e 0 < B <min{l,q}.

Em particular, temos que u,v € C2(Q) N Cy(Q) e (u,v) é solugdo classica do
problema (P). |

Lema 2.23. Sejau € Ny tal que ®(u) = Co. Entdo u, Lu >0 em 2, ouu, Lu < 0
em 2.
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Demonstracao: Basta mostrar que u, —Au > 0 em €2, ou u, —Au < 0 em

Q2. Do Lema [2.12e do Teoremaﬂtemos que o par (u,v), onde v := |Lu|%_1Lu
é solucdo classica do Problema (P;). Além disso, temos que u,v € C>%(Q) para
adequado a € (0, 1). Assim, podemos usar o Principio do Méaximo Forte (Teorema
, donde basta mostrar que —Awu nao muda de sinal em (). Seja w € E tal
que —Aw = |Au|, dai —A(w £ u) > 0. Argumentando por contradi¢ao, suponha
que —Awu muda de sinal em Q. Entao —A(w +u) # 0 e pelo Principio do Méaximo
Forte implica que w > |u|. Entéo, usando o Lema (1v),

p+1 p+1 p+1
P Aul » Aul »
/ A (L) dz = / | u|p:1 dr < / | u|p+p1 doe = .
Q ||qu+1 Q Q

lwllgfy [
O que contradiz a definigao de oy, , € a prova esta completa. [

Teorema 2.24. Sejam p,q > 0 tais que pq # 1 e satisfazem a_hipdtese
(H1). Seja u € E,\{0} uma solug¢io de Ground State do problema (Py) e seja

V= ]Lu]%_l(Lu). Entao (u,v) € solugao cldssica de (Py) e uv >0 em Q.

Demonstragao: Pelo Lema juntamente com a Teorema concluimos
que o par (u,v) é solugdo classica do Problema (P;). Agora, pelo Lema
concluimos que uv > 0 em (2. [

2.5 Unicidade de solucao

Nesta segdo, mostraremos que a menos de sinal o problema (P;) tem uma
tnica solugao classica (u,v) no caso L = —A, p,q > 0 e satisfazendo pg < 1. Tal
segao foi baseada nos trabalhos de Felmer e Martinez [10] e Leite e Montenegro
[23].

2.5.1 Um pouco sobre a funcao de Green

Faremos uma breve construcao da funcao de Green. Para mais detalhes, vide
Gilbarg e Trudinger [15].

Uma fungéo de Green, G(z, s), de um operador diferencial linear L = L(z),
atuando em distribui¢oes de um subconjunto do espacgo euclidiano R"”, em um
ponto s, é qualquer solucao de

LG(x,s) =0(x — s) (2.7)

onde 0 é a funcao delta de Dirac. A qual pode ser resumida por
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00, T=1
5(1:—x0):{0 x#xz

/oo d(z)dz = 1.

—00

Esta propriedade de uma funcao de Green pode ser explorada para resolver
equacoes diferenciais da forma

Lu(z) = f(z). (2.8)

Se o niicleo de L é nao-trivial, entao a fungao de Green nao é tnica. No
entanto, na pratica, uma combinagao de simetria, condi¢bes de contorno e/ou
outros critérios impostos a priori dard uma fun¢do de Green tnica. Além
disso, fungoes de Green em geral sao distribui¢oes, nao necessariamente funcoes
proprias.

Grosso modo, se tal funcao G pode ser encontrada para o operador L, entao
se multiplicarmos a equagao ([2.7)) pela funcao de Green por f(s) e em seguida
realizarmos uma integracao na variavel s, obtemos,

/Lamﬁﬁ@ms:/b@—sﬁ@ym:f@)

O membro direito é agora dado pela equacao (2.8]), sendo entao igual a Lu(z).
Assim:

Lu(z) = /LG(x,s)f(s) ds.

Como o operador L = L(x) ¢é linear e atua sobre a variavel x sozinha (e ndo sobre
a variavel de integragao s), podemos retirar o operador L do sinal de integragao
no 2° membro, obtendo-se

LM@:L(/G@ﬁﬁ@M%.

E isto sugere que

u(z) = /G(a:,s)f(s)ds. (2.9)

Assim, podemos obter a fungao u(x) através da fungdo de Green que deve ser
obtida da equagao (2.7) e do termo fonte do segundo membro da equagao (2.8]).
Este processo reside na linearidade do operador L.

Em outras palavras, a solugao da equagao (2.8), u(x), pode ser determinada
pela integral dada na equagcao (2.9). Embora f(z) seja conhecida, esta integracao
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nao pode ser realizada, a menos que G seja também conhecida. O problema agora
reside em encontrar a funcao de Green GG que satisfaz a equagao . Por esta
razao, a funcao de Green é chamada também as vezes de solucao fundamental
associada ao operador L.

Nem todo operador L admite uma funcao de Green. Uma funcao de Green
também pode ser pensada como sendo um inverso pela direita de L. Além das
dificuldades de encontrar-se uma fungao de Green para um determinado operador,
a integral na equagao pode ser bastante dificil de se calcular. No entanto, o
método fornece um resultado teoricamente exato.

Isto pode ser pensado como uma expansao de f de acordo com uma base de
fungoes delta de Dirac (projetando-se f sobre d(xz — s)) e uma superposigao da
solugao de cada projetor. Tal equagao integral é conhecida como equagao integral
de Fredholm; o seu estudo constitui a teoria de Fredholm.

No caso do problema

Au=f em
u=g¢g sobre 09,

a fungao de Green é conhecida e é dada por
Glr,y) =T(z—y)+h"(y), zyerty,

em que

L. 5= In ||, se n=2
T ~|z*7", se n >3

¢ a solucao fundamental do Laplaciano e a funcao h*(y), chamada parte regular
da funcao de Green, satifaz

{ AR*(y)
h*(y) =
sempre que existir a funcao h* acima.

Além disso, se u € C%(Q) é solucdo do problema, entdo u é dada explicitamente
por

=0 em ()
—I'(z —y) sobre 09,

U(ﬂf)z/QCv*(x,y)AU(y)dy+/a U(y)aa—id&

Q
Observe que se g = 0, entao

u(z) = / G, y) Auly)dy = / G, y) flu(y))dy.

2.5.2 A unicidade de solucao a menos de sinal quando
pq <1

O proximo resultado mostra a unicidade de solugao cléssica a menos de sinal.
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Teorema 2.25. Sejam p,q > 0 tais que pg < 1. Entao o problema (P;) no
caso em L = —A tem a menos de sinal, uma tunica solu¢ao cldssica (u,v) €

(C2(Q) N Cy()*.
Demonstragao: Sejam (u,vy), (uz, v9) duas solugdes positivas do problema
(P1) no caso L = —A. Defina
A={X€(0,1] : ug — tuy,v; — tvy > 0 em Q para todo t € [0, \]}.

Mostremos primeiramente que A é nao vazio.
Note que

Au; <0 em
u; >0  em ()

Dai pelo Lema de Hopf (Lema, obtemos que u; > 0 em 2 parai = 1, 2. Logo,
existe €1 > 0 suficientemente pequeno tal que u; — e1us > 0. Da mesma forma,
podemos obter g5 > 0 tal que v; — gqvy > 0. Assim, tomando ¢ = min{ey, ez}
temos que € € A e A é nao vazio.

Seja 7 = sup A e suponha 7 < 1. Temos

Uy — TUg, vy — TUs > 0 em . (2.10)
Escrevendo f(t) = [t|7 ' e g(t) = [t|P~ ' temos que
£(0),9(0) >0 e f(t),g(t) sdo nao decrescentes para t € [0, 00), (2.11)
mais ainda, para 7 € (0, 1) nés temos

f(rt) > 71f(t) e g(1t) > 7Pg(t) para t > 0. (2.12)

Assim, de (2.10), (2.11)) e (3.10]), temos

w(z) = / G, y)g(0n())dy
> / Gz, y)g(rva(y))dy

/Q G, 9)g(valy))dy = TPus(x)

>

para todo z € Q, onde G(x, %) ¢ a funcdo de Green do operador —A com condicdes
de Dirichlet. De mesma forma, obtemos v; > 795 em €. Agora,

—A(uy — Tug) = g(v1) — 7g(ve) > g(7%2) — Tg(v2) > (777 — 7)g(v2)

—A(vy —71v2) = f(ur) — 7f(u2) > f(TPus) — 7f(uz) > (77 — 1) f (ua).
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Por (2.11), existem z,y € 2 tais que
flua(z)) > 0 e g(va(y)) > 0.

Como pq < 1, segue que 777 —7 > 0, usando o principio do méximo forte, obtemos
Uy — TUz, V1 — TU3 > 0 em (2.

Pelo Teorema [1.69 temos

8(’&1 - TUQ) 8(1}1 - 7"U2>
on ’ on

< 0 em 0X2.

Portanto, podemos encontrar £ > 0 suficientemente pequeno tal que
up — (T +&)ug, v1 — (T +€)vy > 0 em Q,

isto é, existe p > 7 tal que [0, u] C A e temos uma contradigao, pois 7 é definido
como o supremo do conjunto A. Logo, A = [0, 1] e nés temos

Uy — Uz, V1 — Uy > 0 em €.
Da mesma forma, podemos mostrar que
Uy — Uy, Vg —v1 > 0 em €.

Portanto, u; = ug € v1 = vs. [ |

2.6 O caso particular 2 = By(0)

Nessa se¢do, vamos abordar um caso particular do problema (P;) com
L = —A. Aqui iremos considerar o problema com (2 sendo a bola aberta em
R™ centrada na origem de raio R, isto é,

Q = Bp(0) = {z € R" : ||z|| < R}.

Mostraremos que se p,q > 0 tais que pg # 1 e satisfazem a hipotese (H1), entao
o problema (P;) com as particularidades descritas acima tem no maximo uma
Unica solucao classica positiva radialmente simétrica.

2.6.1 Lema de Gronwall e simétria de solugoes
Aqui veremos o Lema de Gronwall e resultados sobre simétrias de solugoes de
um determinado problema descrito no que segue.

Lema 2.26. (Lema de Gronwall) Sejam o : I — R e B : I — R fungoes continuas
definidas num intervalo I = [a,b) com a < b < oo. Suponha que B(t) >0, t € I,
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e que u : I — R € uma funcao continua que satisfaz

para t € I. Entao,
u(t) < aft) —|—/ a(s)p(s) exp (

Demonstragao: Considere a fungao

o0 = (- | tﬁ(s)dS) [ ssputsias

que é derivavel, pois é primitiva de uma funcao continua derivavel. Sua derivada
é

St = — exp(/ﬁ ds)/ﬂ $)ds + A1) exp(/ﬁ )
ool [ )

Como [5(t) > 0, a desigualdade da hipdtese implica que

40 < saens (- [ tﬁ(S)dS> .

Agora, como v(a) = 0, temos

Dai, obtemos

< / tﬁ(s)a(s) exp (- / tﬁ(r)dr) ds.

Em vista da definicao de v essa desigualdade é equivalente a

/atﬂ(s)u(s)ds < /;6(5)04(5) exp (/:B(r)dr) ds.

Por fim, substituindo esta tltima desigualdade na desigualdade da hipotese,

concluimos
ult) < / Bs

a(t)+/a S) exp (/ B(r dr)

IN
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Teorema 2.27. Seja @ C R"™ aberto limitado, convezo na diregao x, e simétrico
com respeito ao hiperplano x; = 0. Seja u € C?(Q) N Cy(Q) uma solugdao positiva
de

—Au= f(u) em €,
u=>0 sobre 012,

com f: R — R localmente de Lipschitz. Entao
w(zy, ') <u(—z1,2)

para todo x = (z1,2") € Q tal que x1 > 0.
Além disso, a—u(x) < 0 para todo x € Q tal que x1 > 0.
I

Demonstragao: Provaremos que
u(xy,2") < u(yr, )

para todo x = (z1,2) € Q tal que 1 > 0 e —x1 < y; < x1. O resultado segue da
continuidade de u fazendo y; — —xy.
Definimos wy em Qy = {x € Q : z; > A} por

wy = u(z) — u(xy)

onde x) = (2\ — x1, T, ..., x,) € a reflexdo do ponto x = (x1, T, ..., x,) € )\ com
respeito ao hiperplano T\ = {z € Q : x; = A}

Temos wyesta bem definido, pois por causa da convexidade e simétria de €2, se
r € )y entao z, € Q.

Temos
—Awy(z) = —Au(@)+ Aulzy) = f(u(@)) — f(u(@y)) = ex(@)[u(@) — u(z,)]
= a(z)w(z),
onde
flu(z)) — flu(zy))
an(x) = . u(z) —u(zy) se u(a) T u(:v,\)

Note que ¢y é uma funcao limitada em €2, porque f é localmente Lipschitziana.

De fato, temos u(2) C [«, ] para @ = minu e § = maxu, e para cada ty € [a, (]
9) Q

existem ntmeros c(ty), d;, tais que
1f(t) — f(s)] <elto)|t —s| Vi, s € [to— 04y, Lo + Ot

Cobrindo [a, f] por um namero finito de intervalos, digamos [aq, £1], ..., [an, Bn]
de tal modo que B;;1 > «a; para i = 1,..., N, através de interagoes sucessivas
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concluimos que se C' = max{c(t1), c(t2), ..., c(tn)} entao

w <NC Vtselnfl
Além disso, como u(z) = wu(zy) para x € Ty e u(z) = 0,u(z,) > 0 para

r € 00y — T\ (pois neste caso x, estd no interior de Q onde u é positiva),
segue que wy < 0 sobre 0€,.
Resumindo, e substituindo ¢, por —c) por conveniéncia de notacao, wy satisfaz

—Awy(x) + ex(z)wyr(z) =0, em Qy,
wy(z) <0, sobre 0€1y,

com w) # 0 sobre 00, porque wy < 0 em IN NIy (jAqueu>0em Qeu=0
em 0N) e wy = 0 em Ty.
Para provar o teorema, temos que mostrar que

wy < 0 em Q) para todo 0 < A < a.

Para isso, movemos os planos a partir da direita, comecando em a. Para dar o
empurrao inicial ao processo, precisamos do seguinte passo:

Passo 1: wy < 0 em Q) para todo A suficientemente proximo de a.

Isso segue imediatamente do Principio do Maximo Fraco para Dominios Estreitos
(ndo podemos usar o principio do méaximo fraco usual porque o sinal de ¢, é
desconhecido). Em vista do Passo 1, podemos definir

Ao =1nf{A > 0:w, <0 em Q, para todo A < p < a},

e temos Ay > 0. Para concluir a primeira parte do teorema, temos apenas que
mostrar que A\g = 0. Assuma por contradigao que Ay > 0.

Passo 2: wy, < 0 em €y,

Por continuidade, wy, < 0 em ), e wy, # 0 sobre 0€,,. Segue do Principio
do Méximo Forte (w), nao pode assumir o méximo 0 no interior de Q,,,
independentemente do sinal de cy) que

wy, < 0 em §2y,.

Passo 3: Ewxiste ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que wy,—. < 0 em §2y,_.,
contradizendo a escolha de \g.
Fixe 6 > 0, cujo valor serd determinado mais tarde. Seja K C (1), um
subconjunto compacto tal que

5
[20\K| < 3.

O fato que wy, < 0 em €2, implica

Wy, < —c < 0em K,
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logo, por continuidade, temos

Wxg—e < 0 em K,
para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Agora, w),_. satifaz

—Awyy () + Crg—e(T)wrg—c(x) =0, em Qy,_\ K,
wyy—c(x) <0, sobre  O(2y,-\K),

onde 0(Qy,_\K) = 00y, UIK. Ja vimos que wy,_. < 0 em K. See > 0
ésuficientemente pequeno, entao |2,_.\K| < J; logo, escolhendo § > 0 de tal
modo que o Principio do Maximo para Dominios com Volume Pequeno se aplica,
concluimos que

Wxg—e < 0 em Q. \K,
donde
Wxg—e < 0 em 2y, .
Pelo principio do maximo forte e o fato que wy,_. < 0 em K, segue que
Wxy—e < 0 em Qy,_c,

concluindo a demonstragao do Passo 3.
Finalmente, se wy, < 0 em €2, para todo 0 < A\ < a, entao em particular w,
assume o seu maximo em 7Ty N €). Pelo Lema de Hopf,

GwA ou
]

Corolario 2.28. Seja Q) C R™ aberto limitado, convexo na dire¢ao xy e simétrico
com respeito ao hiperplano x1 = 0. Seja u € C?(Q) N Cy(Q) uma solugdo positiva
de

—Au= f(u) em €,
u=20 sobre  0f),

onde f : R — R € localmente de Lipschitz. Entao u € simétrica com respeito ao
hiperplano x1 = 0 e decrescente na dire¢ao xy para xy > 0.

Demonstragao: Pelo teorema anterior,

w(zy, 2") <u(—z1,2")
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para todo x = (x1,2’) € Q tal que z; > 0. Tomando v(z1,2") = u(—x1,2’), segue

que —Av(zy,2') = —Au(—z1,2"), e portanto v satifaz
—Av = f(v) em £,
v=20 sobre 012,

logo a conclusao do teorema anterior vale para v, isto é,
/ /
v(xy,2") <v(—xq,2")
donde
/ /
u(—z1,2") < u(zy, )

e portanto
w(zy, 2") = u(—xy, 7).

Corolario 2.29. Seja u € C?(Q) N Cy(QY) uma solugdo positiva de

—Au = f(u) em Bg(0),
{ u=20 sobre  OBg(0),

onde f : R — R € localmente Lipschitz. Entao u € radialmente simétrica e
radialmente decrescente em Bg(0).

Demonstragao: Usando o fato que o Laplaciano é invariante sob rotagoes,
podemos definir como no coroléario anterior v(x) = u(T(z)), onde T é a rotacao
que leva qualquer vetor n € S"! no vetor e; = (1,0, ...,0) e aplicar o Teorema

anterior para concluir que u é simétrica nesta diregao e satisfaz —(x) < 0 para

In
todo = que é miltiplo escalar positivo do vetor 7. Se u é simétrica em relagao a
todos as diregoes, entao necessariamente u é radialmente simétrica. [

2.6.2 A existéncia e unicidade de solucao radialmente
simétrica

Os dois resultados que seguem mostram a existéncia de solugao classica
radialmente simétrica e que o problema tratado tem no maximo uma tnica solugao
classica positiva e radialmente simétrica, respectivamente.

Teorema 2.30. Sejam p,q > 0 tais que pqg # 1 e satisfazem a hipétese (H1).
Considere Q = Bg(0), entio o problema (Py) no caso L = —A tem solugdo
classica (u,v) com wv > 0. Além disso, se u > 0 entdo u e v sao radialmente
simétrica.

Demonstragao: Pelo Teorema j& temos a existéncia solugao classica
e satisfazendo uwv > 0. Assim, considerando u > 0 segue que v > 0. Sejam os



62 2.6. O CASO PARTICULAR Q = By(0)

sistemas

—A(u+v) =v"+u? em Bg(0) —A(u—v)=v"—u? em Bg(0)
ut+v=0 sobre 0Br(0) u—v=>0 sobre 0BRr(0)

pelo Corolario temos que u+v e u — v sao radialmente simétricas em Bg(0).

Portanto u = utv) —5 (u—v) ev = (u+v) ; (u—v) também o sao. ]

Teorema 2.31. Sejam p,q > 0 tais que pq # 1 e satisfazem a hipdtese (H1).
Considere 2 = Bg(0), entdo o problema (P1) no caso L = —A tem no mdzximo
uma solucao cldssica positiva radialmente simétrica.

Demonstracao: Sejam (uy,v1) e (ug,vy) duas solugdes classicas positivas e

radialmente simétricas do problema (P;) no caso L = —A e r = ||z||. Defina
1 1
N Y L (2.13)
pg—1 pg—1

Para A > 0 consideremos

U (r) = Nup(Ar) e Do(r) = Mug(Ar), 0<7r<

R
Note que, para 0 < r < 5 temos

Al (r) + 0a2(r)P = ANup(Ar)) + (ANoa(Ar))”
= NAuy(Ar) + X Puy(Ar)P
= X (Aug(Ar) + va(Ar)P)
0

A(Dg(r) +ag(r)? = A (Atvg()\r)) + (Nug(Ar))?
= MNAuvy(Ar) + A Tuy(Ar)?
= A (Avy(Ar) + uz(Ar)9)

= 0.
Logo, s e v, satisfazem
Adip(r) + 0o(r)? =0, 0<r < g
Af)g( )+'L~L (T’)q_o, 0<T’§X

d d
A = 1-n n—1_" )
" (T dr)
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Escolha A tal que Auy(0) = u1(0). Entdo nos temos
u2(0) = u1(0). (2.14)
Mostraremos agora que

Suponha que 75(0) < v1(0). Se existe a € (0, min(R, £)] tal que o5 —v; < 0 em
[0,a) e (De—v1)(a) = 0, entdo us—u; > 0 em (0, a]. Com efeito, assuma o contrario.
Entao existe b € (0,a] tal que (g — uy)(b) < 0. Desde A(tuy —uy) =v) — 05 >0
em [0, b), pelo principio do maximo forte temos que @y — u; < 0 em [0, ), e isto

contradiz ([2.14]).

Agora temos A(vy — v1) = uf —ad < 0 em (0, a] e pelo principio do méaximo
forte temos que v — v1 > (09 — v1)(a) = 0 em [0,a), o que é uma contradigao.
Portanto 7, — v; < 0 em [0, min(R, £)].

Observe que

R —v (%), ser>1
(09 — v1)(min(R, X) =4q 0, seA=1
Ua(R), se A< 1

Dai, obtemos A > 1.

Mostramos também que @z — u; > 0 em (0, min(R, §)]. E temos

R —ui (&), sex>1
(Gig — uy ) (min(R, X) =4q 0, seA=1
us(R), se A <1

E daqui obtemos A < 1 e assim temos uma contradicao.

O caso 02(0) > v1(0) pode ser tratado de mesma forma. Portanto, concluimos
a prova de (2.15)).

Agora, nés definimos U, W, F' e G,, por

U(r) = (ui(r),vn(r)), 0<r<R
W) = (i), B(r)), 0<r <
F(z,y) = (y*,27), 2,y >0
r—S, sen=1
Gn(r,s) = sn(%), sen =2
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para 0 < s <.

Usando (2.14) e (2.15) e o fato de u}(0) = ua5(0) = v}(0) = 05(0) = 0 nos

obtemos facilmente

para r € [0, min(R, §)].

Quando p,q > 1, F' é localmente continua de Lipschitz, e usando o Lema de

Gronwall (Lema [2.26)) obtemos U = W em [0, min(R, £)].

Quando p ou/e ¢ € (0,1), seja a € (0, min(R, %)) fixo. Entao, para r € [0, d]
temos

Desde que F' ¢é localmente continua de Lipschitz em (0, +00) % (0, +00) como
antes obtemos que U = W em [0,a]. Por continuidade nos temos U = W em
[0, min(R, &)].

DY

Agora, deduzimos A = 1 e portanto (uy,v1) = (ug,v2) em [0, R]. n

2.7 A nao existéncia de solucao positiva

Nesta secao, vamos mostrar a nao existéncia de solucao positiva do problema
(P1) no caso que L = —A e Q é um dominio estrelado em rela¢ao a origem que
sera definido abaixo, com n > 3, p,q > 0 e satisfazendo

n n 2
+ <1-=
p+1 qg+1 n

2.7.1 Identidade de Pohozaev

Veremos aqui a defini¢ao e resultado sobre um conjunto aberto estrelado em
relacao a origem, e a identidade de Pohozaev, a qual ¢ de extrema importancia
na prova de nao existéncia de solugao positiva.

Definicao 2.32. Dizemos que um conjunto aberto §2 € estrelado em relagdo a
origem se, para cada x € €, o segmento de reta {\x;0 < X\ < 1} estd contido em

Q.

Proposicao 2.33. Suponha que a fronteira 9S) seja de classe C* e que Q seja
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estrelado em relacao a origem. Entao,
x-n>0, Vreod,

sendo n o vetor unitdrio normal exterior (apontando para fora) a fronteira de €.

Demonstracao: Temos que 92 € C!. Assim, para cada ¢ > 0 dado, existe
0 > 0 tal que

(y — )
|z —yll <6 = n(z)-
|z =yl
Em particular,
limsupn(zx) - =) <0.
yre [z =yl

Considere yy = Az, onde A € (0,1), entdo y € Q, assim

x , (A\x — )
z) - —— = —limsu r)  ——= > 0.
1) = T imsuen(e) - e 2

Portanto
x-n(z) >0, Vred.

A seguinte identidade pode ser encontrada em [30].

Teorema 2.34. (Identidade de Pohozaev) Sejam @ um dominio suave limitado
em R™. Se u € solugao cldssica do problema

—Au= f(u) em €,
{ u=>0 em  0f), (2.16)

entao, a sequinte identidade € vdlida

Q/Q(x-Vu)(Au)dx —(n-— 2)/Quf(u)dx+/89 <g—:;)2(x-77)ds, (2.17)

onde n é o vetor normal unitdrio apontando para fora de OS).
Além disso,

/Q (z - Va)(Au)dz = n / Fu)da

Q
com F(t) = [; f.

Demonstragao: Como u é solugdo classica, temos que u € C?(Q) N C(Q).
Assim, temos

Az - Vu) = 2Au+ z - V(Au).
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Entao, integrando por partes e usando u = 0 sobre 0f2, nos obtemos

/Q(x -Vu)Audzr = 2 /Q uAudzx + /Qua: -V(Au) + /89@ -Vu)(Vu - n)ds

= (2—n) / uAudr — /(x - Vu)Audz + [Vul?(z - n)ds.
Q Q o9

0
Agora, usando que |Vu| = Vu-n = a_u sobre 092 e que —Au = f(u), concluimos
n

z/ﬂ(x.vu)@u)dx: (n—2)/ﬂuf(u)d:c+/m (g—z)Q(a:-n)ds.

Alem disso, se F(t) = [} f(s)ds, temos

/Q(x-Vu)(Au)dg;:_/Q(x.vu)f(u)dx:_/

Q

2.7.2 A nao existéncia de solucao positiva em dominios
estrelados

Mostraremos agora a nao existéncia de solu¢do positiva do problema (FP;)
no caso L = —A. Essa se¢ao basea-se nos trabalhos de Mitidieri [26] e Leite e
Montenegro [23]. Mas antes, vejamos um resultado essencial para prova de tal
afirmacao.

Proposicao 2.35. (Identidade de Rellich) Seja 2 um dominio suave limitado e
estrelado em rela¢io a origem em R"™ n > 3. Entao, toda solu¢ao (u,v) positiva
do problema (P;) com L = —A satisfaz

@@(QJ -n)ds = (L TR (n— 2)) /uqﬂdx,
0

g+1 p+1

com n € o vetor normal unitdrio exterior (apontando para fora) de OS).

Demonstragao: Aplicando a Identidade de Pohozaev (2.17)) nos sistemas
abaixo

—A(u+v)=v"P4+u? em —A(u—v)=v"P—u? em
ut+v=>0 em 02 u—v=>0 em 02

obtemos,
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_/(:p.V(u+v))((—Au) + (—Av))dz = — 2;n/(u+v)(vp+uCI)dm
Q Q
1 Au+v)\>
+ 5/89( an ) (x.m)ds
—/Q(x-wu—v))((—AU)—(—Av))dx: _ 2;”/Q(u—v>(vp—uq)dx

L

Agora, subtraindo a primeira equacao da segunda, temos

-2 /Q[(:I: -Vu)(—Av) + (z - Vo)(—-Au)lde = — (2—n) /Q[u(—Av) + v(—Au)|dz
Ou Qv
+ 2 ., a—na—n(x -n)ds. (2.18)

Como v = u = 0 sobre 02, no6s temos

1 n
x-Vu)(—Av)dz :/ r-Vu)uldr = —/ - Vul™dz = — /uQde
[@vusnte = [ @viwds = — [ @varar - -

e

1
[evosnde = [ @voeds = —— [ @vetae -2 [ o
Q Q p+1Jg p+1Jg
Agora, como cada solu¢do do problema (P;) no caso L = —A é também uma

solugdo fraca limitada, pela Observagao [2.4] obtemos

/vp+1d;p:/v(—Au)dx:/Vqudx:/u(—Av)dx:/uq“dx,
Q 0 0 0 Q

Portanto, usando essas igualdades em ([2.18]), concluimos

Oou Ov n n
——(z -n)ds = + ——(n—-2 /u‘”ldx.
09 8775)7)( ) (C]+1 p+1 ( )) Q

Teorema 2.36. Seja Q@ C R"(n > 3) um dominio suave limitado. Suponha que
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Q ¢ um dominio estrelado em relagao a origem, p,q >0 e
1 1 n—2
+ < .
p+1 qg+1 n

Entao, o problema (Py) no caso L = —A nao admite solugao positiva de classe

C%(Q) N Cy(Q).

Demonstragao: Como €2 é um dominio estrelado em relacao a origem, temos
(x -m) > 0 para qualquer z € 9052, onde n é o vetor normal unitario exterior
(apontando para fora) de 02 em x.
Argumentamos por contradigdo, suponha (u,v) uma solu¢ao positiva de classe
C%(2) N C'(Q) do problema (P;) no caso L = —A. Pelo Lema de Hopf, temos
que

0 0
Z <o 2 <o.
In an
Dessa forma, obtemos
Ou Ov
——(z-n)ds >0
a0 On 8n< )
1 1 n—2
Como o1t a1 < 55 segue que
n n
+ —(n—2) <0,
qg+1 p+1 ( )<

o que pela Identidade de Rellich nos d4 uma contradicao. [



Capitulo 3

O sistema em todo R" com
L=—-A+1

3.1 Introducao

Neste capitulo, provamos a existéncia de solucao classica do problema

—Au+u=[vP v em R"
—Av+v=|uf'y em R", (P)

onde n > 3, e p, q satifazem pq > 1 e

1 1 2
— 1- = (H1)
p

,qg>0 e _ >
L qg+1 n

Defini¢ao 3.1. Dizemos que o par (u,v) € solu¢ao cldssica do problema (Ps) se
u,v € C*(R™) e satisfazem o problema (Py).

Definigao 3.2. Dizemos que (u,v) € solugao forte do problema (P,) se u €
a1

WQ’%(RR),U e W> v (R") e (u,v) satisfazem (Py) q.t.p em R™.
Definigao 3.3. Dizemos que o par (u,v) € WZ%(R") X WQ’%I(]R") é solugao
fraca do problema (P,), se u e v satisfazem:

Jon (VuVe +up)de =[5, [v]Poedz, Vo e WQ’%(R”),
Jon (VOVY + ) dz = [, [u]t updz, Voo € W2 (R™).

g+l

Observagao 3.4. Seja (u,v) € W2PTT1(R") x W™« (R™) uma solug¢do fraca do
problema (P,), entao

/vp“dx:/ U(Lu)dx:/ (Vqu—l—uv)da::/ u(Lv)dx:/ u?dx

onde Lu := —Au + u.

69
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De fato, pela definicao temos que

{ S (VuVip + ug)dz = [, [0l topde, Vi € W' (R?),
pl

Jon (VOVY + 00)da = [, [u]T ugpde, Vo € W5 (R™).

Em particular, tomando p =v € w2 (R”) na primeira equagao, obtemos
/ (VuVo 4+ uwv)de = lo[PHide = / v(Lu)dx
n R n
e tomando ) = u € w2* (]R") na sequnda equagao, temos

/(VvVu—l—vu)dm:/ |u|q+1dx:/ u(Lv)dz.

Portanto,

/ Up“dx:/ U(Lu)dx:/ (Vqu—i—UU)dIZ/ U(Lv)dx:/ utdz.

Considere o funcional F € C! <W2%(R”) x W (R”) R) dado por

1 1
F(u,v) = (u,v) — —— [ |u|'"'de — —— [ |v[P™dz,
+1 Jgn p+1Jgn

onde ( = Jon(VuVv + uv)da.

A derivada de Gateaux de F' em (u,v) na diregao de (¢, ) é dada por

F(u,0)(, 9) = {0,9) + (u, 0) — / ol e — [ ol g

RTL

Assim, observamos que se (u,v) é solu¢ao fraca do problema (P,) entao (u,v) é
um ponto critico do funcional F.

Definigao 3.5. Assumindo (H1) e pq > 1, dizemos que o par (u,v) €
WZ%(]R“)\{O} X WZ%(]R”)\{O} € solu¢ao Ground State do problema (Pz) se
(u,v) € solugdao fraca do problema (P») e atinge o menor valor critico nao nulo
do funcional F.

Da primeira equacao do problema (P), temos
1_q 1_q
v=|—Au+ul?" (—Au+u) = |Lulr” Lu
dai substituindo na segunda equagao, obtemos

—A <|Lu|%_1Lu> + |Lu|%_1Lu = |ul'u e L <|Lu|%_1Lu> = |u|? .
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Assim, primeiramente vamos buscar solugao fraca da equacao
L <|Lu|%71Lu> = |[ul/'u em R (P,)

onde Lu = —Au + u.
Para trabalhar com o problema (Pg) usamos o espago w2* (R") equipado com

a norma p
ul| == </ |- Au+u\”fdx> "
n

O préximo resultado nos diz que esta norma é equivalente a norma

yu
p+1
ul| e = (/ |D2U| —I— |Vu| gt |u| P dm) )
W’ p n

(R™)

Proposigao 3.6. A norma

p
+1
Ju]) == ( / |- Au+u\”?dw)‘° ,
]Rn

definida em W (]R”) ¢ equivalente a norma
o ptL pt1 ph1 Pt
full_sess = ([ 107l )
n

Demonstracgao: Pela propria definicao de HuHWQ,pH temos que

P (R™)

. o)
||u|| == (/ | — Au+ u|21dx) < Hu|| ) (3.1)
Rn p (Rn)

Seja T o operador eliptico de segunda ordem definido por

0*u(x)
T(u)=Au—u= — :
(u) u—u 2 9 u(z)
o 1, ser=y . o
Temos que a;; = d;; = 0 sei] bi=0,Vi=1,...nec=—1.
Afirmacao: T é estritamente eliptico.

Com efeito,

> ay(@)6g; = Zéu DGE =Y &= ¢’ VreR"EeR"
=1

,5=1 i,j=1

Logo, tomando 6y = 1 na Definigao [1.63| concluimos a afirmacao.
Assim, estamos nas condigoes do Teorema [1.71], com 2 = R™. Logo, pelo Teorema
1.71], existe uma constante C' > 0 tal que

it S CONTul| i = Cfl = Autul| v

HuHWlpzl (R") - L' P (R") L p (Rn
)
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para todo u 6 w25 (R”) ﬂ W (R”) uma vez que 1 < p“ < oo para p > 0.
Como W>" (R") c Wb (R”) obtemos

pr1 < C| —Au+ul|| pr1 (3.2)

. n
(R™) L7 (R")

para todo u € WZP%(R"). Portanto de |) e |D temos a equivaléncia das

normas. |

Definig¢ao 3.7. Dizemos que u € Ww" (R”) ¢ solucao fraca de (Pg)

/ y—Au+u\é—l(—Au+u)(—Aw+¢)dx:/R | updr, Y € WS (R,

Considere o seguinte funcional J € Cl(WQ’thl(]R”), R) dado por

1
Jwy =L | |—AutuFdr— —— [ |u|™da.
p+1 Jpn q+1 Jgn

A derivada de Gateaux de J em u na dire¢ao de 1) é dada por

Jy = [ |-Autulr " (—Au+u)(—AY + )z — [ |ult  urda
Rn

R

Assim, observamos que u ¢ solugao fraca de (P,) se, e somente se u é um ponto
critico do funcional J.

Definigao 3.8. Dizemos que u € w2* (R”)\{O} € solugao de Ground State de
(Pg) se J atingi sew menor valor critico nao nulo em u.

Como no capitulo anterior definimos a variedade de Nehari associado ao
funcional J, dado por

Ny = {u€W2 (RM\{0} : J'(w)u o}.

e consideremos os seguintes problemas de minimizagao

Cs = inf J(w) (3.3)
(§]
o=t { [ pFasseewr @ agi=1) e
Rn

onde [|ul[ = [y, |ul7*dx.

Na proxima secao provaremos que as constantes 3, , e C; sao atingidas e com
isso mostraremos a existéncia de solugdo Ground State do problema ().
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3.2 Existéncia de solugao

Nesta se¢ao, vamos mostrar a existéncia de solugao Ground State do problema
(P,) a partir da existéncia de solu¢do Ground State do problema ().

3.2.1 Relagoes entre as constantes 5,, e C;

Como feito no capitulo anterior para as constantes «,, e C;, nessa secao
vejamos alguns resultados que relacionam as constantes C; e 3, .

Lema 3.9. Dado u € WQ’%I(R")\{O}, existe unico t = t(u) > 0 tal que
t(uw)u € Ny, a saber
Jull 7\ ™
ull »
t(u) = :
(HM%)

Demonstragao: Vejamos primeiramente que t(u)u € Ny,

T(tu)u) ) = /R | Ale(u)u) + tu)el 5 dr / ()] da

n

— |t(u>|”?/ |_Au+u|”ifdx—|t(u)|q+l/ |+ e

n

g+1

ptl
Jall =N\ e [ () .
- Jull % - Jull
JullF) ) "

(p+1)(g+1) (p+1)(g+1)

( [[ull ) vt _( [l ) S
[[llg+1 [[llg41
Logo, t(u)u € Nj.

Agora, seja C' > 0 tal que Cu € Ny, entao J'(Cu).Cu = 0, daf

J(Cu).Cu=0 & | — A(Cu) + Cu\%dx = / |Cu|" da
R Rm

e o |—Au+u|’de:cq+1/ | da

Rn

ptl ptl 1
& O ull» = ullit

n

= H ||p+
-1 P
Cpqp u -

[[ullgi1

] 5\
u P

C = )
(HuHZIl)

Portanto, das equivaléncias acima, temos a unicidade de t(u). [

Lema 3.10. Seja u € N, entdo
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. Dq p1
i) J(u) = ———||ul| *,
(i) Iu) = sl
p+1 pg—1
el e+ 1)(g+1) EOR
) ST = p—1 J(u) .
[l ¢34
Demonstragao: Note que se u € Ny entao J'(u)u = 0, dai
J(w)u = / | — Au+ u]thldx — / lu|*  dr =0
& v = fulii =0
pt1
& ul ™ =i

(i) :

J(u)

Usando a igualdade obtida acima, temos

1
P | — Au+ u|pTT1dx - lu| da
p ptl 1
mHUH i q+1|\ HZL
P P+l 1 P+l
Sl - 1Hun p

_Pal
(p+1)(g+1)

Portanto, temos a prova de ().

(77) : Temos
ptl ptl
”“”pjl - ”ﬂl | Oe) = )| G,
[ ) 7

Agora, usando (i) temos que

Portanto,

Lema 3.11. Os problemas

sentido de:

1 (p+1)(g+1)
U = J(u
Ju )
p+1 1 1 zzq—l)
P p(g+1
Jull % (1) 5N
5 pq—1
||“||q+1

de minimizagao - sao equivalentes no

(1) Dada uma sequéncia de minimizagao (u)pe, C ./V} de , temos que
(”uk”q+1Uk;) ° | € uma sequéncia de minimizagao de

(17) Dada uma sequéncia de minimizagio (Ug)pe, de (3.4), temos que

(Huka luk)k | € uma sequéncia de minimizagdo de (3.3)).
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(1ii) Temos a igualdade:
pq — 1 p(a+1)

pql

A PR

(iv) A constante B,, € atingida se, e somente se, C; € atingido. Além disso,

2
se w € solucao de |D entdo HEHPthllﬂ = Byt u € solugao de 1} e por
B,

outro lado, se u € solugdo de (3.3), entdo ||ul|}yu € solugio de

Demonstragao: Seja (ux)32, C N, uma sequéncia de minimizagao de (3.3,
entao pelo Lema (i) temos

pt1 pg—1
. Ul 7 . p—|—1 q—|—1 p(q+1)
/8p7q S kh_)rgo || k”m — kh_)rgo (%J(UH) (35)
[
<(p+1)(q+1) > Ry
- (AT e, .
pg—1

Por outro lado, seja ()72, uma sequéncia de minimizacao de (3.4), entdo pelo
1
Lema temos que (||ﬂk||z£1tlﬂk)zozl C N e pelo Lema [3.10| (¢) temos

pq—1 platD) pti

C; < lim J(|w]7rm) = m [ 5T (3.6)
o= i SRl = o Ty A '

_ p(g+1)
pqg—1 a1

(p+1)(g+1)""1

Portanto, de (3.5) e (3.6), obtemos a prova de (i), (1) e (iii).
1
Agora, suponha que @ € W> 5 (]R”) é tal que |allge1 =1e By = |7 v , entao

pelo Lema temos que ||u||w g = 5‘31 7o' € Nj. Assim, para cada u € N,
temos pelo Lema B-10] (4) que

pg—1
1)(g+1 b\ Ao
(—(“ Mo+ )J< ;;gla))” — st =

pg—1
pt+1 pg—1
[Jull > (p+1Dg+1) PaFD)
= Bpg < L — J(u) )
> pq—1
HUHqH

dai, J(ﬁpq 1_> < J(u),Vu € Nj. Portanto, J(ﬂpq 1_> =Cj.

Por outro lado, suponha u € N tal que J(u) = C;, entao pelo Lema [3.10] (i7) e
pelo item (7i7) ja provado, temos

WW?=(@+”@+”ﬂw)%$:(@+”@+”@y%b:@¢

exl —1 —1
[l i P

E, portanto, temos a prova de (iv). [ |
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3.2.2 Existéncia de solugao Ground State

Apresentaremos aqui a prova da existéncia de solugao Ground State do
problema (P;), e a partir desta mostraremos a existéncia de solugdo Ground
State do problema (P).

Lema 3.12. Sejam 2 C R™ um dominio limitado e B C R™ a bola aberta centrada

1 1 2
na origem, tal que |B| = |QQ|. Sejam p,q > 0 tais que +—2>1—- -
9 qHII 2. Sejam p, g que Tt -
Considere [ € LPT(Q) e sejam u e w solugoes fortes de
—Aut+u=f em —Aw+w=|f|* em B
u=>0 sobre 02 w=0 sobre 0B
Entao,

/|U|Q+1§/ |w|lJ+1‘
Q B

Demonstragao: Para o caso de f suave, temos pelo Teorema [I.86] que

u* < w*. Dali,
Jlurt = [t < [ = [ e 37)
Q B B B

1
Se f nado ¢ suave, como C§°(2) é denso em L%(Q), existe uma sequéncia
1
(fr)2, € C(Q) tal que f, — f em L%(Q) Para cada k € N, temos f;,
1
suave, entao para cada k € N o seguinte problema possui solucao em WQ%(Q)

—Auk + up = fk em Q,
up =0 sobre 0f).

Como fr — f em Lthl(Q), obtemos u; — u em WQthl(Q)

Agora, como a imersao WQ%(Q) — LIT1(Q) é continua, existe C' > 0 tal que
[k = ullg+1 < Cllug — ul| — 0.
Logo,
up — u em  LITHQ). (3.8)
Além disso, para cada k € N considere o problema
—Awy +wy, = |fi|* em B,
wy =0 sobre 0B.

Pela continuidade da simetrizacao de Schwarz

p+1

s« L7 (Q) — L% (B),
o=



77 3.2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

existe M > 0 tal que

1l = 1" lless < M|fic = fllozs —> 0.

Assim, |fy|* — [f]* em LPTTI(B). Logo, wy — w em Wz’%(B).
p+1
Agora, pela continuidade da imersao Wz’%(B) — L971(B), obtemos

wy — w em LITY(B). (3.9)

Portanto,

/|u‘q+1daz: lim/|uk‘q+1dx§ lim/|wk|q+ldx:/ w| dz.
0 k—o0 Q k—o0 B B

Onde a primeira igualdade é dada por (3.8]), a desigualdade é dada por (3.7) uma
vez que as fj s@o suaves para todo k € N e a segunda igualdade é dada por (3.9).
[ ]

. . 1 1 2 ‘
Lema 3.13. Sejam p,q > 0 tais que pg > 1 e —— 4+ —— > 1 — —. Considere
p+1 qg+1 n

fe LPTH(R”) e sejam u e u solugoes fortes de

—Au+u=f, —Aut+u=]|f]" em R"™

/|u|q+1dx§/ [u)t da.

Demonstragao: Para cada k € N, defina f;, := f|p,, onde By é a bola aberta
em R" centrada na origem de raio k. Denote por h a extensao por zero de uma
determinada funcao h : By — R, isto é,

Entao,

> | h(z) se z € By
) = { 0 se x € R™"\By

Afirmacdo 1: |ful* = |fu]* = |fel* em R™.

De fato, como |fx|* é radialmente simétrica e radialmente decrescente em

relacdo a origem, obtemos |fi|* = \fk|** Agora, como \ﬁ] e |fx]* possuem a

— %

mesma fungao de distribuigao, obtemos |fi|* = |fk\*

Observe que usamos a mesma notagao para representar ambas as simetrizagoes
de Schwarz em R" e em By. Para cada k € N, sejam wuy, uy e w;, solugoes fortes
de

—Auy, +up = fr, em By —Awg +wg = |fe]* em By
up =0 sobre 0B, wy =0 sobre 0B,
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— Ay +up = |fk’* em R".

Decorre do Principio do Méaximo Forte (Teorema [1.66|)que @ > wy em By. Dai,
pelo Lema [3.12] temos

/ lug| "z < [ Jwe|tde < [ |wg]dz, Yk €N. (3.10)
n By, Rn

Pela continuidade da simetrizacao de Schwarz x : L%I(R”) — L%(R") e desde

que ﬁ — f em LPTTI(R”), juntamente com a Afirmacao 1 segue que
I~ = 1[5l = £ lloss = 152l = £ llost < Cllfi = Flloss — 0
para algum C' > 0. Logo,
Ty — T em W2 (RY). (3.11)

. ~ 2,ptL . .
Agora, como a imersao W= » (R") — LT (R") é continua, temos que

U — uem LITH(R™).

Afirmagao 2: up — u em LITH(R™).

De fato, seja ¢’ > 0 tal que qﬁ + q’}&-l = 1 pelo Lema temos que

~A+ T : WHY(R") — LI+Y(R™) é um isomorfismo isométrico. Assim, para
cada ¢ € LY+ (R™) existe ¢ € W27 T(R") tal que 1) = —Ap + ¢. Para mostrar
que ¥ (tg) — P(u), Vo € YHH(R™), basta mostrar que

/ —Ap(ug) + p(ug)de — —Ap(u) + p(u)dx, Ve e Wz’q/H(R”).

Rn

~ +1
Com efeito, como o operador —A-+1 é simétrico e f, — f em LPT(R”) obtemos

[ () + Apta) + o) — p@lds = [ ~AG(E) o) + (p(T) ~ plu)ds
/]R A — u) + (i — u)da
/R _ ATy — u)p + (T — u)pda
_ /R (—A@) + T+ Alu) — u)pda
/]R (fi — Pleda

/

gp(ﬁ — f)dz — 0.

Logo, ¥(ur) — ¥(u), V¢ € TH(R").
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Segue da Afirmacao 2 que

/ |u\q+1dx§liminf/ || dar.
R™ k—o0 By

Portanto de (3.10]) e (3.11)) obtemos

/ ]u\“ldxgli]gninf/ ]uk|q+1d$§/ |t da.
n —»00 By, n

O proximo resultado nos diz que a constante 3, , ¢ atingida.

Teorema 3.14. A constante de minimizagio B,, € atingida, isto €, existe
p+l
wew>s (R”) tal que ||ullgy1 =1 € Bpg = |Jul| 7.

Demonstragao: Defina

p+1

pt1 X
Bpar = inf {nun P e W (R, Jullgs = 1} . (3.12)

P+
Pelo Teorema [1.55) segue que a imersao W, .7 (R") — LI*Y(R") é compacta.

Dati, temos que f3,,, ¢ atingido.

+1

De fato, seja (ug)pe, C Wr (R™) uma sequéncia tal que |lug|,+1 = 1,
p+1

para todo £k € N e HukaP — Bpqr- Como, W ? (R™) é reflexivo, existe

p+1
uma subsequéncia (ug,)32; de (ug)i2, tal que uy, — uw em W, ," (R"). Por

compacidade, obtemos que up, — w em L7(R™). Logo, [[ulg41 = 1.
Assim,

pt+1
Brar < ]l < lim inf flug, |7 = Bpqs-
Portanto,
ptl
/Bp7q7r = HUH P
Além disso, é claro que
Bra < Ppar-
Para mostrar a desigualdade inversa, tomemos uma sequéncia de minimizagao
il

(up)p2, C w25 (R") para (,,. Para cada k € N, defina f = —A(ug) + uy

e sejam Uy € w25 (R") solugao forte de —A(uy) —|— uk = |fe|" em R" e
& (R") e llwgllgrr = 1.

. Assim, para cada k € N temos que w;, € W

W —
ke ”Uk”q rad’

Agora, pelo Lema [3.13] temos

[l (]|

ptl Uk|| P Uk|| P _ g btt ptl

Brar < el 7 = =y < T = a7 = ™ — By
el 2y sl 2y

quando £ — oo. Portanto 3, ,, = 3,4 € assim a constante 3,, ¢ atingida. |
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Lema 3.15. Seja u € N tal que J(u) = Cy, entdo u € solugio Ground State
do problema (Py). Reciprocamente, se u é Ground State do problema (Ps), entao

ueNyeJu)=Cy.

Demonstragao: (=) Basta mostrar que u é solugao fraca do problema (/]5;)
Seja G(u) = J'(w)u = [, |Lu|%dx — [gn lul?*'d2. Entao

Gxuy¢::3§;1 Luls (L) (Lg)dz — (g+1) | |ul* ugbdz

R™ R"

Assim, para v € N, temos

1
G = P nu e — (g +1) [ jufttide
p Rn Rn
p+1 ptl ptl
- ul 7 — (g + 1)[jul| »
1 —pq ptl
- |lul| 7 # 0.

Logo, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange (Teorema [1.26)), existe A € R
tal que

p+1

J'(w)h = NG (u)p, Y e W»r (RY).
Se A # 0, entao

JWy = [ |Lulrt (Lu)(Ld)dr — [ |u)" tude
Rn Rr
P -+ 1 14 1
= AN — [ |Lu]?” (Lu)(Ly)dx — (g + 1) | |u|? upde
p Rn Rn
= AG'(u)i.
Dai, obtemos
N P b
p+1 qg+1
Porém,
P

1
Portanto A =0 e "
J(u)p =0, YeW>s (RY),
isto é, u é solugao fraca do problema (E)

+1 p+1

(«<=) Pelo Teorema|3.14] existe u € W25 (R) tal que |@l|g1 =1eBpq = |Jul| = .
Agora, pelo Lema [3.11] (iv), u = B,,u é solugdo de (3.3), isto ¢, u € N e
J(u) = CJ. |
Teorema 3.16. Sejam p, q tais que pq > 1 e satisfazem a hipdtese (H1). Entao,
o problema (Py) tem solu¢ao de Groun State.

Demonstracao: De acordo com o Lema 3.1 basta mostrar que C; ¢ atingido.
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Agora, pelo Lema (iv) temos que Cy é atingido se, e somente se, (3, , € atingido.
Portanto do Teorema |3.14}, concluimos a prova. [

+1

Proposigao 3.17. Sejau € W2’pT(R”) solucao de fraca do problema (/]5;), entao

o par (u,v), com v = |Lu|%_lLu é solugao fraca do problema (Py).
Demonstragao: Como u ¢ solugao fraca de (P,), temos
/ |Lu]%_1(Lu)(L1/1)dx = / lu| tuypdr, Ve € WQ’%(]R”).
Q Q
Como v = |Lu|%_1(Lu), segue
/ vLpdr = / lu| tugpdr, Ve € WZPP#(]R”).
0 Q
Pela Observagao [3.4] obtemos

/ VoV + vipde = / | upde, Vo € W (R). (3.13)
0 Q

q+1

Agora, para todo p € W ¢ (R"), temos
1 p—1 1
/|v\plvgpdx = /‘\Luh_lLu) | Lu|? ' (Lu)pdz
Q Q
—(—1)? 1-p
= /]Lu\ v TP (Lu)pda
Q

- /Q (Lu)pdz.

Novamente, pela Observagao [3.4] temos

/ VuVe + updr = / lv[P~lvedr, Ve € Wz’%l(R“). (3.14)
Q Q

Portanto, de (3.13]) e (3.14)), temos a prova. ]

ptl

Teorema 3.18. Seja u € W% (R") uma solu¢do Ground State do problema
(Py) e defina v := |Lu|» " (Lu), entdo o par (u,v) € solu¢io Ground State do
problema (Py).

+1
Demonstragao: Temos v € WQ’QT(R”). Mostremos que (u,v) é um ponto

critico do funcional F. Temos

F'(u,v)(@/z,gp):/ (V¢Vv+wv)dx+/ (VuVotup)dz— [ |ul" updz— [ |v|P topdz.

n ]Rn Rn

n

Assim,

F/(u,v)(u,v):/ (Vqu—l—uv)dx—i—/ (VuVotw)de— [ |ul'da— [ [vPda.

n
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Pela Proposicao temos que (u,v) é solugdo fraca do problema (P,), dai da
observacao segue que
F'(u,v)(u,v) = 0.

Logo, (u,v) é ponto critico de F'(u,v). Mais ainda,

1 1
F(u,v) = / (VuVo +uv)de — —— lu|"dz — —— lv[PHdz
n qg+1 Jgn p+1Jgn
= / (VuVo + uv)de — L lo[PHde — 1 lu|9t d
1 1
= (1 — ?> / |’U|p+1d£l'f — ? |U’q+1d$
p R q Rn
1
- lv[P~tovdr — —— lu| da
P+ 1 R» q + 1 R
p 1 +1
= —— [ (Lu)vdr — — |u|T de
1
- % (Lu)|Lu|r ™ (Lu)dz — g |l
p R" q R
1
S |Lu|%1dx -— lu|?dz
P+ 1 R» q+ 1 R®
= J(u).
Portanto, da igualdade F(u,v) = J(u), concluimos que (u,v) atinge o menor
valor critico nao nulo de F, uma vez que u atinge o menor valor critico nao nulo
de J. |

3.3 Regularidade de solucao

Vejamos agora resultados que provam a regularidade das solug¢oes Ground
State do problema (P,), as quais existéncias foram garantidas na segao anterior.

Lema 3.19. Sejam p, q tais que pq > 1 e satisfazem a hipdtese (H1). Seja (u,v)
solugdo forte do Problema (Py). Se para cada m € N,u € W**(R"™) para todo

+1 1

prl_1 < g< it se Bl >1 e BE= > 1
s 3 5o 500" (3.15)
max{l,p } < S S e Se TE(pq)m‘l S 1 e TW S 1.
Entao v € W*'(R") para todo
pt11l_1 < t< ot se bELl_1 9 o ptl_1 1
p q(m)m_1 SR pﬁlil(p%)m 01 (pg)™ ’ (3.16)
max{l,¢"} < t<EE se ERiggm <l e Brggm <1
e u € W25(R"™) para todo
pril_ 1 ptl prll_1 ptl 1
P g (pq)m+11 < s< pil se p«{l 7 (pq1)m >1 e pf»]_ (pq){nJrl > 1,
max{l,p~'} < s<BE se BERgm<Sloe Frgmgmr <
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Além disso, se substituirmos em (3.15)) do lardo esquerdo de s, 7%1 POT OO
(desigualdade estrita) entao podemos substituir em (3.16|) do lado esquerdo de t,

% por oo (desigualdade estrita).

~ . ~ ptl .
Demonstragao: Desde que a imersiao W' (R") < L7+ (R") seja continua,

segue do Problema (P,) e Teorema que v € W2!{(R") para todo

—

1111 11 $11 1 11

Samgm S tS K %a(pq>m >1 e pTl@q)m > 1,

max{1l,¢71} < t< = se BRI <1 o 2H_L_ <
q p q(pg) p (pq)

Agora, desde que a imersao WQ’%(R”) — LPT(R™) seja continua, segue do
Problema (P,) e Teorema [1.72] que u € W?*(R") para todo

+11 1 p+1 p+11_ 1 p+1 1

P tz(zoq)"“fl1 S ss ’ 5€ ﬁlg(pql)m >1 e r (;Dq)f”rl > 1
- < pHl ptll < ptl <

max{l,p~'} < s<E se Boimgm <1 e Brgmem <L

Lema 3.20. Sejam p,q tais que pg > 1 e satisfazem a hipdtese (H1). Seja
(u,v) solugdo forte do Problema (P;). Suponha que u € W?>5(R™) para todo
7%1 < s < ™ para cada 0 < r < p. Considere que r(n —2) —2 > 0, seja
3> 7 tal que L 4+ == =1— % Entao v € W*'(R") para todos os valores de t

‘ T+ T 5
no intervalo

ptll < p< se Pl 1 ¢ p(n—2)—2>0,
i ! 21
ptil < t< o0 se =2>1 e r(n—2)—2<0,
o i, (3.17)
max{l,q7'} < t<*= se B=o<1 e r(n—2)-2>0,
- 1
max{1l,¢7'} < t<oo se PEo<1 e r(n—2)-2<0,
e u € W5(R™) para todos os valores de s no intervalo
- P pg’ P9 b, P ’
s>max{l,p7'}, se BEl<1 e 2HL <7
K P P
§ € (3.18)
s5+1)n —
sgqn(%@)ﬂ)%, se rln—2)—2>0 e qn—2(5+1)>0,
| s < oo, se rn—2)—2<0 e gn—2(5+1)<0.

Além disso, no caso em que r(n —2) —2 >0 eqn —2(5+ 1) > 0, a relagio

en'tre%%e%émaisdoque’y::%%>l,0nde§>qe]_)>ps&0
tais que

1 n I 2 1 n r 2

p+1 qg+1 n p+1 q+1 n’

Demonstragao: O lado esquerdo de (3.17)) e (3.18]) seguem do Lema com
m = 0. Se r(n —2) —2 < 0 entdao W2 (R") — L{(R") para todo H <t < oo
dai concluimos o lado direito de (3.17) e (3.18). Se r(n — 2) — 2 > 0, entao existe
s > r tal que




84 3.3. REGULARIDADE DE SOLUCAO

5+1

Desde r < p, temos 5 > ¢, e pelo Teorema, [1.72] temos v € W2’T(R”). Agora,
pelo Teorema concluimos que u € W?#*(R") como no lado direito de (3.18)]).
Quando a conclusao do Lema 3.20} segue de —= + =5 =1 — 2 que

s+1
- (r+1)n
= _wrron
o r(n—2)—2
Dali,
G+n 1 r r n
g —2G+D)pr+1  qr(n—2)—2)=2(r+1)p
](Djonfsiéiere a fungao f(t) := q(t(n—2)—t2)—2(t+1)’ temos que f é decrescente em [r, pl.
e fato,
—2(¢+1)
"(t) = <0.
Fo lq(t(n —2) —2) —2(t + 1)]?
Temos de 45 + =5 =1—-2¢ -+ L =1-2 que
qg+1 n p+1 n
e e — .
p+1 pn—2)—2 q+1 q(n—2)—2
Assim,
G+n 1 r r n
gn =2+ pr+1  qr(n—2)—2)=2(r+1)p
> P n
~ qlpn=2)=2)=2(p+1)p
ng(p(n —2) —2) = 2n(p+1)
na(p(n —2) — 2) — 220, 9) )
ng(p(n —2) —2) = 2(p(n —2) = 2)(7+ 1)
n2
[p(n —2) = 2l[gn — 2(7 + 1)]
P =) 2qn 2@ )
g+l n
p+1lg(n—2)—-2-2(q—q)
g+1 n
>
p+1lgn—2)—2
g+1p+1
p+lg+1

Teorema 3.21. Sejam p,q > 0 tais que pqg > 1 e satisfazem a hipotese (H1).

p+1

Seja v € W»» (R™) wma solugdo fraca de (/F\’;) e defina v = |Lu|%_1Lu. Entao
u € W25(R"™) ev € W2HR™) para todos s et nos intervalos: max{1, %} < s < 00,
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max{l, %} <t < o0.

Demonstragao: Dividimos a prova em dois caso, p(n —2) —2 < 0 e
p(n—2)—2>0.

Caso 1: p(n—2)—2<0

+1
A condi¢do p(n—2)—2 < 0 garante a imersio continua W7 (R") < L"(R")
para todo 1%1 < r < o0o. Por outro lado, pelo Teorema [1.72|temos que existe uma
tinica solucao forte de Lw = |u|? 'y em R™ e w € W*'(R"), onde

+1

Pl < <o se Bl g
p q - Plg
1 < t< o se ’%agl.

No caso ’%15 < 1 nés temos |u|?'u € LY(R™) para todo 1 < ¢ < oo.

Agora, novamente pelo Teorema existe uma Tunica solugao forte de
Lz = |w|P~'w em R" e z € W?*(R"), onde

—_

+

S

S
F
—

1
prl L < s< se
P pq

max{l,p7'} < s< oo se

3
s [Fs]

=
QR =
IN V
—_ =
@)

3
[ |

—_
-5 |-
IN V

Desde que pg > 1, e dai segue que z € Wz’pTﬂ(R”). Dada ¢ € D(R"),
p+1l

seja p € W2 Pl(R”) solugao forte de Ly = 1 em R"™. Assim, para toda
Y = Ly € D(R") temos

/ \Lz|»'LzLpdr = / wLpdz
Rn n

— [ (tw)eds

= / lu| tupda

19
— u\|r u xT.
|Lu|»"*LuLepd

Logo, obtemos z = u e w = |Lz|%_le = |Lu|%_1Lu = v. Portanto, (u,v) é
solucao forte do Problema (P,) e u € W2*(R") para todo

7%11%61 < s< o0 se 1%1%>1 e ’%lpi>1,
max{1l,p~'} < s<oo se Bl < prll <
’ P q — P pqg —

Seja k = min{m € N : pHl_1 - < jeptl 1 < 1}. Aplicando k
q (pg p (pq

vezes consecutivas o Lema [3.19] e usando o fato de pg > 1, obtemos que u €
W2s(R"), v € W2{(R") para todos max{1,p™'} < s < oo, max{1l,q"'} <t < 0.
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Caso 2: p(n—2) —2>0.

Fixamos ¢ > q e p > p tais que

L1 2 1
p+1 g+1 ~— n pH+1 qg+1 = n
Assim, temos a continuidade da imersao W>" (R”) — LITH(R").

Seja w como definido no caso 1. Entdao w € W2(R"), onde

+1

prll oy < gl se 1l
P q — - _4q p.q
1 < t< Tl se 2l <
- q P q —
Seja z como definido no caso 1. Usando a imersao de Sobolev de w2 (R”)

segue que z € W2*(R") para todos os valores de s nos intervalos:

(

> . EUs1e
-1 +11 1T
s >max{l,p~'}, se T’ngl e pr—qgl,
§ e
g+1 . q+1 1 —
squ.:qn(g—(gfl);, se qn—2(@+1) >0,
[ s < oo, se qn—2(g+1) <0.

Quando a fracao (1%1 corresponde ao caso gn — 2(q + 1) > 0, noés temos

ol ’%1. De fato,

p
g+1  @+Ln 1 g+l n
p+1 gn—2(G+1)p+1 p+1lgn—2)—2(G—q) —2
7+1 q+1p+1
> 4T ” _Idr Pt o (3.19)

p+lgn—2)—2 p+1lqg+1

No6s concluimos que z € w25 (R") e do caso 1 segue que z = u. Portanto,
da mesma forma obtemos (u,v) é solugdo forte do Problema (F,), com v :=

| Lul 7' L. Agora, aplicando os Lemas e obtemos que u € W2*(R"),v €
W2HR™) para todos max{l,p~'} < s < oo, max{1,¢"'} <t < oco. ]

Teorema 3.22. Sejam p,q > 0 tais que pq > 1 e satisfazem a hipdtese (H1).
Seja u € WQ’Z)%(]R”) uma solugio Ground State de (Py) e defina v := |Lu|%_1Lu.
Entio u € C?**(R") e v € C*#(R") para todos a e (3 nos intervalos: 0 < a <
min{1,p} e 0 < 8 < min{l, ¢}.

Em particular (u,v) € solugao cldssica do sistema (Py).

Demonstracao: Pelo Teorema temos que u € W*(R") e v € W2H{(R")
para todos max{l, %} < s < oo emaz{l, %} <t < 0o. Agora, pelo Teorema
item (744) obtemos que u,v € C7(R™) para cada 0 < v < 1.
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Agora, observe que se r > 1 e w € C'(R") entao |w|"'w € C*(R™), onde

1, se reN

a:min{%f(r)}> f(r):{r—[r], se T’¢N-

Em particula, |w|""'w € C%(R™). Enquanto que 0 < r < 1 e w € C%(R") entao
a inequacao
“a|r—1a . |b|r—1b| < 21—r|a . b|r Va, b e R,

nos da que |w|"tw € CO(R™).

Assim, como u,v € CM(R"), temos que |ul/'u € C®'R") se ¢ > 1 e
lu| 'y € CO(R™) se 0 < ¢ < 1, |[v]P~tv € CH(R™) se p > 1 e [vfP~tv € COP(R™)
se 0 < p < 1. Logo, |ul?"tu € COP(R") e |v[P~tv € CO(R") com 8 = min{l, ¢}
e « = min{1, p}.

Portanto, aplicando o Teorema nos problemas Lv = |u|? 'y em R" ¢ Lu =
|v[P~*v em R™, obtemos que u € C**(R") e v € C*#(R"), com 0 < o < min{1,p}
e 0 < <min{l,q}. [ |



Capitulo 4

O sistema em todo R" com L = —A

4.1 Introducao

Neste capitulo, dedicamos ao estudo de existéncia e unicidade do seguinte
sistema

—Au=|v|P~lv em R"
—Av=u|'u em R™ (P3)

Aqui u = u(z),v = v(z),z € R" (n > 3), A é o operador de Laplace e p,q
satisfazem

1 1 2
1- = (H2)

>0 6 — 44— - .
b pr1l  gtl n

Defini¢ao 4.1. Dizemos que o par (u,v) € solu¢ao cldssica do problema (Pj) se
u,v € C*(R™) e satisfazem o problema (P3).

Definigao 4.2. Dizemos que (u,v) € solugao forte do problema (Ps) se u €
q+1

D> (R"),v € DT (R") ¢ (u,v) satisfazem (P3) q.t.p em Q.

p+1 qt+1

Definigao 4.3. Dizemos que o par (u,v) € D> 7 (R*) x D>« (R") ¢ solugio
fraca do problema (Ps), se u e v satisfazem:

VuVedr = [, [v[P~ vedz, Vo € D> (R” ,
Q R
VoVydr = [, |u|f upde, Vi € D257 (R™).
0 R
g+1

Observacao 4.4. Seja (u,v) € DZ%(R”) x D*"a (R™) uma solugio fraca do
problema (P3), entao

/Upﬂdx:/ v(—Au)dac:/ Vqudx:/ u(—Av)dac:/ witlde.

88
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De fato, pela definicao temos que

Jon VuVdz = [o, [vfP lvpdz, Ve e D24 (R™),
Jon VOVGdz = [, |ult upde, Vo € D25 (R).

Em particular, tomando p =v € D> (R”) na primeira equagao, obtemos

VuVudr = lv[PTda :/ v(—Au)dz
R” n

Rn

e tomando Y = u € D>" (]R") na sequnda equagao, temos

/VUVudm:/ |u|q+1dx:/ u(—Av)dz.
Portanto,

/Uerlda::/ v(—Au)dz = Vquda::/ u(—Av)dx:/ witde.
n n Rn n n

Considere o funcional J,, € C* <D2’%(R”) x D¥5 (R”) ]R) dado por

1 1
Jpq(u,v) = [ VuVodr — 1 Ju| " da — ] lofPtde.  (4.1)

R™ q R™ 1 Jgn
A derivada de Gateaux de J,, em (u,v) na direcao de (¢, ¢) é dada por
-1 -1
Ty q(u,0) (Y, 9) = . V@/)Vvder/n VuVedr— - |u| upde— - [v[P" vpde.

Assim, observamos que se (u,v) é solugao fraca do problema (P;) entao (u,v) é
um ponto critico do funcional J, ,.

Defini¢ao 4.5. Um par (u,v) # (0,0) € chamado de Ground State de (Ps) se

(a) (u,v) € D> (R”) x D> (R”), com p,q satisfazendo (H2).

(b) (u,v) atinge o menor valor critico nao nulo de J,,.

Aqui os espacos D> (R") e D> (R”) sao definidos como o completamento
de C§°(R™) com as respectivas normas [|A.||¢x:1 e [|A.]|p+1, ou ainda, pela
q P

Proposigao temos
DT (R") = {v € IPFU(R") : Ave LT (R")}, L4 L —n=2

p+1 q+1 n

D% (R") = {u€ LR : Aue LT (R}, 7+ 7 = =52

P+l T g1 n
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No problema (Ps), da primeira igualdade temos v = ]Auﬁ*l(—AU). Assim,
substituindo esta na segunda equagao, obtemos a equagao escalar

— A(|Au[r Y (=Auw)) = [u[* 'y em R". (Py)

Assim, primeiramente vamos buscar solugao fraca da equacao (153) Para
trabalhar com a equagao (Pg) usamos o espago D> (]R”)

Definigao 4.6. Dizemos que u € D*" (R") € solugao fraca de (P3)

/ | — Auﬁfl(—Au)(—Aw)dx = / lu|"  urpd, Vi € D> (]R")

n

Considere o seguinte funcional T" € CI(DZPP#(R"), R) dado por

D ptl 1
T(u) = — — Au| ?» do — —— u|de. 4.2
=2 [ s ae - [ (42)

A derivada de Gateaux de T em wu na direcao de 1 é dada por

T'(u)p = |—Au|i—1(—Au)(—A¢)dx—/ |1 .

RTL n

Assim, observamos que u é solucao fraca de (Ps) se, e somente se, u é um ponto
critico do funcional 7.

Defini¢ao 4.7. Dizemos que u € DQ’%(R")\{O} € solugcao de Ground State de
(P3) se T atinge seu menor valor critico nao nulo em wu.

Como nos capitulos anteriores definimos a variedade de Nehari associado ao
funcional T', dado por

Ny = {u e D5 (RO\0}: T'(w)u =0}

e consideremos os seguintes problemas de minimizagao

Cr = ulerjl\% T(u) (4.3)
e
. ptl 2
%w—M{MWi we D> <WJMMH@ (4.4)

onde ||ulg41 = [ga |u|"dz.

Na proxima secao provaremos que as constantes Sy, , e Cr sao atingidas e com
isso mostraremos a existéncia de solugdo Ground State do problema (P3).
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4.2 Existéncia de solugao

Nesta se¢ao, vamos mostrar a existéncia de solugao Ground State do problema
(P;) a partir da existéncia de solugdo Ground State do problema (Ps).

4.2.1 Relagoes entre as constantes S, , e Cr

Como feito nos capitulos anteriores, nessa secao vejamos alguns resultados
que relacionam as constantes Cr e S .

Lema 4.8. Dado u € DQ’%(R”)\{O}, existe unico t = t(u) > 0 tal que
t(u)u € Nr, a saber
PHL\ pacT
[Au] 5
_ P

1
|IUI|ZL

Demonstragao: Vejamos primeiramente que t(u)u € N7,
T'(t(u)u).t(u)u = / \At(u)u]p%l —/ [t (w)u|?!
R n
LI R T T
Rn Rn

+1

p+1 1

pEL\ T\ P iy gt
A2 o [ (180l
= || 1wl | | et
Jull i N T

(p+1)(g+1) (p+1)(g+1)

[Aufpe) 7o [Aufpe) 7o
- | — B -0
[ellg41 [[flg1
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Logo, t(u)u € Nr.
Agora, seja C' > 0 tal que Cu € N, entao T'(Cu).Cu = 0, dai

T'(Cu).Cu=0 & [ |—ACu) de= |cu|q+1dx
R’ﬂ

& C’p+1/ | — Au| 7 v de = C’q+1 lu|? de
Rn
p+1

P + 17>
& O Aull+ =T = ot et
p+1
o NAw][
o O = o
[ellg s
ptl rq
[Aul| 2,
& C= T
lullgs
Portanto, das equivaléncias acima, temos a unicidade de t(u). [

Lema 4.9. Seja u € Ny, entdo

. 2, 2
(i) T(u) = = ull 2.

P+l
Al
(i) ——h = (37 ()%

||U||q+1

Demonstragao: Note que se u € N entao T"(u)u = 0, daf

0 = T'(u)u:/ ]Auﬁ_l (—Au)(—Au) — || un
Rn R"
= T [ 18— [
R
Logo,
Aufs = | Jufr
R?’L

() : Usando a igualdade obtida acima, temos

1
Tuw) = —— [ A |"f—— [l
p+1 g+1
1 p+1
= [ 1a i —— [ 1Al
p+1 qg+1
1
() Lo
p+1 qg+1
2
_ |Au|17+1
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Portanto, temos a prova de (7).

ptl
(41) : De fato, como u € N, temos pelo item (i) que T'(u) = 2 HAuHi Dali,

A, A

+
H'E‘+’U‘+

I
H p—
" w‘+~s‘+
+
-
e
|
N
=
s R
+v‘+
[SN -
~__
|
7
|

ol 2 1Al 31
P

ptl\ p(g+1) n PlaF1
= (1auz)™ = ()™

Lema 4.10. Os problemas de minimizacao (4.3) e (4.4) sdo equivalentes no
sentido de:

i) Dada uma sequéncia de minimizacao (u)?>, C Ny de (4.3), temos que
k=1
(lurll oy un);e, € uma sequéncia de minimizagao de (4.4).

(17) Dada wuma sequéncia de minimizagao (Ug)pe, de (4.4), temos que

p+1
(|| Ay || 2 i "), € uma sequéncia de minimizagdao de

(1i1) Temos a igualdade:
9 platl)

Cr=2
p.q
n

(iv) A constante S,, € atingida se, e somente se, CT ¢ atingido. Além disso, se
p+1

u € solugao de (4.4), entao ||Au||§illﬂ = Spq 70 € solugdo de

outro lado, se u € solucao de , entao q_+1u € solucao de

Demonstragao: Seja (ug)52; C N uma sequéncia de minimizagao de (4.3),
entao pelo Lema [4.9) (ii) temos

p+1

[ A | 24 n Fot
Soa < Jim ~— et = Jim (57() (45)
llwellg1
n Tezsy
= (Z¢ ) .
(2 T

Por outro lado, seja ()72, uma sequéncia de minimizacao de (4.4)), entao pelo

p+1
Lema temos que (||Au;€||erl ) C Nr e pelo Lema (1) temos

pt1 p(gt1l) p+1

2 .
Cro < Jlim (|l Au| 3 ) = o lim (| Az 2 (4.6)
—00 n k
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Portanto, de (4.5) e obtemos a prova de (i), (i7) e (ii7).
Agora, suponha que @ € D* (R”) ¢ tal que |[ullg+1 =1e Sy, = HAu!

\+~3\+
i

entao
p+1

pelo Lema 4.8 temos que [|At||25'w = Spq 7o' € Np. Assim, para cada u € N7,
p
temos pelo Lema [4.9| (i) que

1Aull po-L
Spa € ——= = (5T@) "™,
||qu+1

dai, T <5’P"" 1‘) < T(u),Vu € Nr. Portanto, T (S”q 1_> =Cr.

Por outro lado, suponha u € N7 tal que T'(u) = Cr, entdo pelo Lema (71) e
pelo item (7i7) ja provado, temos

ptl
HAUHL pg—1 pg—1_
+,1; _ (gT(u)) p(g+1) _ <gCT> p(g+1) _ Sp,q-
Hqu-i-l
E, portanto, temos a prova de (iv). [ |

4.2.2 A constante 5,

Apresentaremos aqui, o resultado de Lions [22], juntamente com sua apliacao,
garantido assim que a constante .S, , ¢ atingida.

Defina

I:= inf{/ D% dv s u € D> (R™), / lu|"dr = 1}. (4.7)

Por Lions [22] (Teorema I.1 e Corolario 1.2) temos os seguintes resultados:

Teorema 4.11. Toda, sequéncia de minimiza¢ao (uy)5, de (4.7) € relativamente

compacta em D" (R") a menos de uma translacao e uma expansao, isto €,
existem sequéncias (yg)7>, em R™ e (0)52, em (0,00) tais que a nova sequéncia
(@), dada por

B . 9 P+l
¢ relativamente compacta em D~ v (R™).
Em particular, ezxiste o minimo de (4.7)).

Demonstracao: Veja Lions [[22], Teorema I.1]. n
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Corolario 4.12. Seja (u)32, uma sequéncia de minimizagdo de . Entao
existem sequéncias (yr)>, em R™ e (o)52, em (0,00) tais que a nova sequéncia

()52, dada por
ﬂk() = O'k({Tnluk ( — %>

€ relativamente compacta em D>" (R”) Em particular o minimo de 1' €
atingido.

Além disso, se u € D? a (R”) € um minimo de 1} entao existe y € R™ tal que
u(.) = u(. —y) satisfaz:

— A € radialmente simétrica, nao negativa e decrescente em norma.

Demonstracao: Veja Lions [[22], Corolario 1.2]. u

4.2.3 Existéncia de Solugoes Ground State

Apresentaremos aqui o resultado de existéncia de solugao Ground State do
problema (P;), com p, q satisfazendo a hipérbole (H2).

Teorema 4.13. Sejam u € D> (]R") solu¢ao da equagdao escalar (P3) e

v = \Au! Y(=Au). Entio o par (u,v) € solugio grand state do problema (Ps).
Além disso, o menor valor critico nao zero de J,, € dado por

n
— 2
I - KI%Q)

pq

S|

com .
Ko i i {81 5 w € D5 ), fulps = 1)
P

Demonstracao: Ja temos que u € D> (]R”) Dai, v = |Au|%_1(—Au)
LPPHR™). Agora pela equagao escalar (Pg) temos —Av = —A(]Au\%f —Au) =
|u|7~ 1u e LT (R”) ja que u € D% (R”). Logo, (u,v) € D> (R") x
D5 (RY).

Agora, resta mostrar que o par (u,v) atinge o menor valor critico ndo zero de
Jp.q(u,v). Temos

m

-1 —1
Ty q(u,0).(0,9) = VoVudr+ VuV@de—/n |u? ugpdx—/Rn [v[P~ vpde.

R™ R"
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Assim,

! (u,0).(u,v) = VuVodzr + Vqudx—/ |u]q1uudx—/ lv[P~tovda
Rn n n

p,q
]Rn

= 2/ Vqudx—/ |u|q+1dx—/ lv[PHdz

pt1 p+1
= 2/ VuV’udx—/ \Au]f'd:v—/ |Au| 7 dx
= 2/ VuVodr — 2 |Au|pz'#dx
n Rn

= —2/ vAudzr — 2 |Au|pr#d:v
Rn Rn

= 2 [ |Aufr N (~Au)(~Au)dz —2 [ |Au|F dz

Rr Rr
= 2 |Au|%ldx—2 |Au|pr#da:
R™ Rn

= 0.

Logo, (u,v) é ponto critico de J, ,(u, v). Mais ainda,

1 1
1 1
= [ 1au A [ AT - [ A de
1 1 9
= |\l-—-— |Au]p%1dx:_ ‘Auﬁfl
q+1 p+1) Jgn n Jan
= T(u).

Logo, da igualdade J,, ,(u,v) = T'(u), concluimos que (u, v) atinge o menor valor
critico nao nulo de J,,, uma vez que u atinge o menor valor critico nao nulo de

T.

) . 1 s .
m di mo 2= 24T — n mos que o menor valor critico nao zer
Além disso, como p;l pz()gfl) %, obtemos que o menor valor critico nao zero
de J,, é dado por .
2 platl) 9 n
_ _ pg—1 __ 2
Ip,q - CT - _Spﬂz - _Kp7q~
n n

4.3 Unicidade de Solucao

Vejamos agora um resutado sobre a unicidade de solugao classica positiva e
radialmente simétrica do problema (P3).

Definicao 4.14. Seja w : R* — R wma funcdao radial, dizemos que ( :
R — R, dada por ((r) = w(x), com r = |z|| = /22 + 23 + ... + 22 onde
x = (r1,%2,....,x,) € R" € a fungcao normalizada de w.
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Vamos escrever a equacao de Laplace em coordenadas radiais.
Seja w : R® — R uma funcao radial, considere ¢ : R — R, a funcao
normalizada de w. Para cada ¢ = 1,...,n usando a regra da cadeia, temos

ow(x) . . Or

Derivando novamente, obtemos

Or? oz, 922
Agora,
or Pr 1 x?
= — e = —_ —.
dx; ox? r 13
Logo,

P - or\* 0
Aw = 37 g’ﬁ)=2[<"<r> (5 +<’<r>a—;;]
1

De agora em diante, vamos considerar o sistema normalizado e vamos definir
u(0) = 1. Assim, o nosso problema passa a ser o sequinte sistema

(4.8)

" n—1,7

- =24 = Ju|"'u em R,
—u — = = [pP~ v em R,

com condigoes de contorno

Proposigao 4.15. Sejam u,v € C?*(R) tais que

" n—1,7

- =2y = u|T ' em R,
—u == = [P~y em R

Entao,

V' (r) = —rt" /07’ s"Hu(s) |7 u(s)ds
u'(r) = —r'™" /Or " o(s) [P u(s)ds.

Demonstragao: Faremos o calculo de v'(r), pois para /(1) é anélogo.
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Considere a EDO de segunda ordem nao homogénea,

n—1

—v" — v = |u|"

r

como queremos encontrar v'(r) podemos olhar para esta EDO como sendo uma
de primeira ordem nao homogénea, da seguinte forma

n—1

Y+ y=—f(z)

onde z =71, y=1ue f(x)=|ul" u.
Fator integrante: e/ "z 4% = ¢(n-Din(@) — zn-1,
Multiplicando por 2"~* na equagdo y' + =ty = — f(x), obtemos

P (0= 12"y = a7 (),
(") = 2" (x),

Py = — / U f (5)ds,
0

y = —xl_"/ s"1f(s)ds.
0
Portanto,

V' (r)=—r"" /07“ s u(s) 7 u(s)ds.

[
Teorema 4.16. Sejam p, q satisfazendo a hipétese (H2). Entdo o sistema (Ps)

tem no mdzimo uma tnica solugio classica (u,v) € (C2(R™))? positiva.

Demonstragao: Suponha que existam duas solugoes (uy,v1) e (ug,v2) do
problema (P;). Entao as solugoes normalizadas, que também denotaremos por
(u1,v1) e (ug,v9) sao solugoes de (4.8)).

Assim, u;(0) = u2(0) = 1 e escrevendo v1(0) = o1 e v2(0) = 09 devemos ter
01 # 09, entao podemos assumir o; < os.

Agora, suponha que exista um primeiro ponto 0 < 1y < oo tal que vy(rg) =
v9(rg), entdo:

(@) vi(ro) = w5(ro).

(b) Para r < g, temos

ui(r) = —7’1_”/0 S”_llvl(s)]”_lvl(s)ds>—Tl_"/o Sn_1|U2(S)|p_1’U2(S)dS

Com efeito, como v1(0) < v2(0) e vy(rg) = va(rg) com ry > 0, obtemos que vy &
crescente em (0,7y) ou vy é decrescente em (0,79), o que implica v} (ry) > vh(ro).
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Para (b), basta usar a Proposicao e observar que vy(r) < vo(r), para todo
r € [0,79).

Disso, concluimos que uy (1) > uq(r) parar € (0,79]. Um raciocinio semelhante
nos da vi(rg) < vh(rg), que é uma contradigdo. Assim, v;(r) < vo(r) para
0 <r < o0, e consequentemente uy(r) > ub(r) e ui(r) > ua(r) para 0 < r < oo.

Integrando u) e uj sobre [r, R) e fazendo R tender a oo, e usando as condigoes
de contorno, obtemos u;(r) < wus(r), o que novamente é uma contradicdo,
completando a prova da unicidade. [

4.4 A nao existéncia de solucao

Nessa secao apresentaremos o resultado de nao existéncia de solucao classica
positiva e radialmente simétrica do problema (P;). Tal secao foi baseada no
trabalho de Mitidieri [26].

Lema 4.17. Seja v € C*(R"), (n > 3), positiva, radialmente simétrica e tal que
Ay <0 em R™. Entao, para cada r € (0,00) temos

rg!(r) + (n = 2)y(r) 2 0. (4.9)

Demonstracao: Como v é radialmente simétrica, temos
() + (n = DY/ (r) =rAy <0, Vr > 0.
Assim,

(r' (r) + (n = 2)(r)) = r"(r) + (n — )Y’ (r) <0, Vr>0. (4.10)

Faremos a prova por contradi¢cao. Suponha que existe ro > 0 tal que
M = roi(ro) + (n — 2)¥(r) <0, (4.11)
entao, pela positividade de ¢ e por temos
r(r) Srd'(r) + (n = 2)e(r) <M, Vr >
Integrando a desigualdade r¢’(r) < M em (s,t) obtemos
—(s) < (1) —(s) < MlIn(t) — In(s))

Fazendo t — 0o e recordando M < 0 obtemos uma contradicao.
Portanto, concluimos a prova de (4.9). |

Lema 4.18. Seja (u,v) € (C2(R™)*,n > 3, solugio positiva radialmente
simétrica do problema (Ps), entao existe C > 0 (dependendo de n,p e q) tal
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que
(pt1) (¢+1)
u(r) < Cr™ it ;o o(r) < Crwit | (4.12)
(ptq+2)
|7 ), [ ] [l < Crm 2 (4.13)

para todo r > 0.

Demonstragao: Como (u,v) é solugao positiva radialmente simétrica do
problema (P;), entao para todo r > 0 temos

—(U/Tn_1>, — Uan_17

—(U/Tn_l), — un’n_l,

u'(0) = '(0) = 0.

Integrando ambas igualdades acima em (0,7), e usando o fato que v/,v" < 0 em
(0,00), obtemos

e =S =2 [ s> o), (@
— ()"t = %UQ(T) - %/OT ' (s)u?"!(s)s"ds > %U%T)- (4.15)

Aplicando o Lema [4.17]em u e v, temos para todo r > 0

ru'(r) + (n — 2)u(r) >0, (4.16)

rv'(r) + (n — 2)v(r) > 0. (4.17)

Usando (4.16)) e (4.17)), juntamente com (4.14]) e (4.15)) obtemos

2

02 (2= nju(r) —ru/(r) = —0"(r) + (2 = n)u(r),

2

0> (2—n)o(r) —r'(r) > %uq(r) (2= n)u(r).

Agora, estas desigualdades implicam
r20P(r) < n(n — 2)u(r),

r2ul(r) < n(n — 2)v(r).

Assim,
v(r) < [n(n—2)]rr rur(r),
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1 2 1

u(r) < [n(n—2)]Jar ava(r),

1 2 1

(r) < [n(n = 2)]pr=viur (r),
(

Q=

IN

v

1 2 1

[n(n — 2)|rpar= pavrad(r).

3=

u

=
IN

Dai,
q+1 2(q+1)
v(r) < [n(n— 2)]:77’_ b UFI‘I(T),

( ) ( )
u(r) < [n(n — 2)]%7‘72 ' ui(r)

Tomando C = [n(n — 2)]?%11 obtemos

u(r) < Cr~ =y ,

v(r) < Cr~ Ea

Provando entao (4.12)). Para prova de (4.13) ¢é suficiente multiplicar (4.16]
(respectivamente (4.17))) por vr"~2 (respectivamente " 2u). ]

Teorema 4.19. Sejam p,q > 0 tais que pg # 1 e

1 1 2
— +
p+1

—_— >
qg+1 n

entao o problema (P3) nao admite solugdo positiva e radialmente simétrica de
classe C*(R™).

Demonstragio: Faremos a prova por contradicao. Seja (u,v) € (C2(R™))?
uma solucao nao trivial, positiva e radialmente simétrica do problema (P3). Entao,
para todo r > 0 temos

—(U/Tn_l>/ — ,Uprn—17

n—1

n—l)/ — uqr 7

—(v'r

u'(0) ='(0) = 0.

Multiplicando por v (respectivamente u) e integrando ambas igualdades acima
por partes em (0,r) obtemos

—/ (r)o(r)r" Tt + /07“ u'(s)v'(s)s" 1ds = /Or VP (5)s"ds, (4.18)

— o' (ryu(r)r™ = + /07“ u'(5)v'(s)s" tds = /07‘ u?™(s)s"'ds. (4.19)

Usando o fato

1 1 2 1 1 2 2
N o2 et n o, 20+at2)
p+1 qg+1 n pg—1 2 pqg—1
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e (4.13) obtemos

lim o (r)v(r)r™ ' = lim o' (r)u(r)r" ' =0,
r—00 r—00

/ uq+1(s)3”_1ds,/ Pt (s)s"tds < oo.
0 0
Agora, de (4.18) e (4.19) temos
/ u?™(s)s" tds = / vPt(s)s" s :/ u'(s)v'(s)s" *ds.  (4.20)
0 0 0

Além disso, integrando por partes o lado direito de - - temos

- /0 Rvp(s)v'(s)s"ds— /0 Ruq(s) '(s)s™ds

R R q+1 n p+1 n
= vp+1(s)s “Lds + —° utt(s)s" tds — (R)E" _ (R)R".
p+1 qg+1Jo q+1 p+1

Por outro lado, aplicando a Identidade de Rellich (Proposigao , na bola

Br(0) temos . .
- [ eestas = [Caro s

—(n—2) /0 o ()0 (s)s"ds + R/ (R)o/(R).

Logo,
R R
pil / Up+1( ) " 1d8 + q% Uqul(S)SnildS
R
= (TL—Q)/O u'(s)v’(s)s"_lds—}-mR"U”H(R)—i—q_’_—anuqH(R)—FR”U'(R)U'(R).
Assim,

‘ n /R PHL(5)s™™ lds + —— Ruq+1(s)s"_1ds (n —2) /RUI(S)U/(S)Sn_ldS
y —(n—
p+1 qg+1 0

np+1 n, q+1 n/R /R
‘p——l—lR )+—q+1Ru (R) + R™u/'(R)v'( )‘

n, p+1 - Ipn q+1 n, ! /
p+1|Rv (R)‘+q |R"u? (R)| + |R"u (R)V'(R)| .

Usando as desigualdades (4.12) e (4.13) do Lema |4.18, obtemos

2(q+1)(p+1) 2(p+g+2)

|anp+1(R)‘ < CR" = -1 =(CR" 2-=0 :

2(p+1)(g+1) 2(p+q+2)

|[RMu™(R)| < CR" " vt =CR"> "t |

2(p+q+2)

[R"/(R)'(R)| < CR™*
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Logo,

‘ i /R VPt (s)s"tds + I /R utt(s)s" tds — (n — 2) /R u'(s)v'(s)s" 1ds
p+1Jo q+1Jo 0

SC(l—kL_i_ 1 )Rn—Q—W'

Agora, fazendo R — oo e usando ]ﬁ + qj+1 >1-— % =>n—2< % obtemos

e}

n & n &
P (s)s" s+ —— wit(s)s" tds—(n—2 / ' (s)v'(s)s" tds < 0.
[t st [ 9 as-ne2) [ oo as <

E por (4.20) concluimos

n n o0
- - -9 q+1 n—ld <0
(it 2) [ oot s

1 2

+

o que contradiz _ )
4 pr1 g+l "



Capitulo 5

Sistema com peso

Este capitulo ¢, nossa principal contribuic¢ao neste trabalho.

5.1 Introducao

Neste capitulo, provamos a existéncia de solucao do problema

p—1
—Au = il em €,
|7
—Av = LTL) em (, (Py)
x (6%
u,v =20 sobre  0f),

onde n >4, a, < n, 2 CR"éum dominio suave, limitado e contendo a origem
e f:R — R é uma funcao continua.

Para garantir a existéncia de solu¢ao do sistema (Fy), dividiremos em dois
casos: 0 <0el<f<n.

5.2 Caso <0

No caso em que < 0, mostraremos a existéncia de soluc¢ao do sistema (Py),
supondo que f e F = fos f(t)dt, satisfazem as condigoes

(f1) Existem constantes 6 > 1 + % e so tal que

0F (s) < f(s)s, V|s| > so.

(f2) Se s esta proximo de 0, entao
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e (Z >
.
2 -

No restante da se¢ao, estaremos considerando 0 < p <

pt1
Definicao 5.1. Denotando E,p = WQ’%(Q, |x|%) N WOL "(Q) e Ego =
W24(Q, |z|~*) N Wy (Q), dizemos que o par (u,v) € E, 5 X E,o € solugdo fraca
do problema (Py), se u e v satisfazem:

Jo VuVedz = [ ﬁ|v|p*1vgpdx, Vo € Eqq,
Jo VoVide = [ g fu)ide, Vi € B,p.

O funcional natural associado ao problema (P;) é dado por

1 1 1
U(u,v) = Vqudx——/—vada:—/ F(u)dz.
wo) = FESVARE AFTE

Se supormos que este funcional estd bem definido é além disto, se ¥ €
CYE,p x E o, R), entao a derivada de Gateaux de ¥ em (u,v) na diregao de

(1, ) é dada por

V' (u, 0) (%, ) = (8, 0) + (u, ) — / ﬁlw’"lwdx - / @f(uwcu,

onde (u, V) = [, VuVidz.
Assim, observamos que se (u,v) é solu¢ao fraca do problema (P,) entao (u,v) é
um ponto critico do funcional W.

Definigao 5.2. Dizemos que o par (u,v) € E, 5\{0} x E,,\{0} € solugao Ground
State do problema (Py) se (u,v) € solugdo fraca de (Py) e atinge o menor valor
critico nao nulo do funcional W.

Da primeira equacdo do problema (Py), temos
v=| - Aur (~Au)lal,

dai substituindo na segunda equagao, obtemos

A (|- Aufp T (~Au)la?) = ).

[

Assim, obtemos uma equacao equivalente:

1_ B
A (= Auf T (Al ) = efw) em . (P)
u=—-Au=0 sobre  Of).

— 1 8
Para trabalhar com o problema (P;) usamos o espago £, 3 = w5 (Q, |x|»)N
pt+l

W, 7 (), equipado com a norma

_p
p+1 B p+1
llls, , = ( 1= |m|pdx) ,
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a qual é equivalente a norma

p
p+1

p+1 B
ful gt 2 Z/W |2l da

[v|<2

Definicao 5.3. Dizemos que v € E, 53 € uma solugao fraca de (E) se

/\—Au|_1 —Au)(—Ap)|z|» d:v—/ w)pdz, Vi € E, 4.

O funcional natural do problema (P;) ¢ dado por:

1
/]—Au] v x| dx—/—Fudx
p+1 o lz]*

Se supormos que este funcional est4 bem definido ¢ além disto, se ® € C'(E, 5, R),
entao a derivada de Gateaux de ® em u na diregao de 1 é dada por

(= [ =l (—An(-A0af e [ o e

Assim, observamos que u é solucao fraca de (Py) se, e somente se v ¢ um ponto
critico do funcional ®.

Definicao 5.4. Dizemos que u € E, 3\{0} € solugio de Ground State de (Py) se
® atingi seu menor valor critico nao nulo em .

Proposicao 5.5. O espaco E, 3 € reflezivo.

-1
Demonstragao: Note que (\xﬁ) E |z|=# € LY(9), pois 8 < 0. Assim,

pela Proposigao obtemos que £, 3 é um espago de Banach uniformemente
convexo e, portanto pelo Teorema [I.19, temos que E, 5 é reflexivo. [

Proposicao 5.6. Sejam n > 4, a < n e f < 0. Entao, os funcionais ¥ e ®
dados anteriormente estio bem definidos e sao de classe C*.

Demonstragao: Para provarmos que ¥ e ® esta bem definido, basta mostrar
que F(u) € L(Q, |2]7) e [o]P*h € LY(Q, || 7).

Mostremos primeiramente que F(u) € L*(€,|z|™).

Temos que u € E, 3, dai F(u) € E, .

Como f < 0, pelo Teorema |1.61] segue que E, 3 — WQPTfl(Q) Além disso,

2 p+1 J—
como 0 < p < — pelo Teorema [1.54] tem-se WQ%(Q) — C(9). Logo,
n

F(u) € C(Q), e, portanto F(u) € L'(, |2|7), uma vez que o < n.

Mostremos que |[v|P* € LY(Q,|z] 7).
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Como 3 < 0, temos v € W24(Q, |z|~*), para todo ¢ > 1. Assim, |v|PT! €
WZ’#(Q, |z|~*), para todo ¢ > 1. Logo, |v[P*t € L*(Q, |z|~®), para todo s > 1.
Se a > 0, pelo Teorema temos W25 (Q, [z|%) < W25 (Q), para
1 q _
L—H, temos que W>#1(Q) — C(Q). Logo,
lv[Ptt € C(Q), e, portanto |v[P*! € LY(Q,|z|~?), uma vez que 5 < n.

todo ¢ > 1. Tomando ¢ >

Se a < 0, tomando ¢ = 2(p + 1), obtemos que [v|PT € W21 (€, |z|~%). Pelo
Teorema m temos que W21 (Q,|z|~*) < LP(Q, |z|~#), com 0 < p < p*,
onde p* é tal que

n—laf n—|p|

=n—2.
2 1
Resta verificarmos que p* > 0. De fato,
nelo| n=l8l _ . nta n-lg_
2 p*+1 2 p*+1
& (" +D(@—n+4) =28 —2n
2/8] - 2n
& pry1=20
Pt a—n+4
28l — 1 — ar —
o . Afl-n-a-4
a—n+4
2(]8| —n —4)
S pPr=—-—7-—-="+4+1>1
b a—n+4 + ’

pois, |3 = n—4 < 0ea—n+4<0. Portanto, |[v[P*! € LY(Q,]z|77).

Agora, uma vez ® e ¥ estando bem definidos, temos que estes sao de classe
C!, pois F' ¢ de classe C!. n

Apresentaremos dois resultados de existéncia de solugao Ground State do
problema (P4) aplicando o Teorema do Passo da Montanha (Teorema |1.

2
Teorema 5.7. (Sistema tipo Hénon) Sejam a <0, 5 <0,0<p < —5 > 4,

feC(R) fo t)dt. Suponha que f e F satisfazem as condzgoes (f1) e
(f2). Entao o problema (P4) tem solugao Ground State.

Demonstragao: A prova segue aplicando o Teorema do Passo da Montanha
ao funcional ® em E), 3

Como 8 < 0, pelo Teorema [1.61| segue que E, 5 — WQ%I(Q) Além disso,

como 0 < p < T temos pelo Teorema |1.54| a seguinte imersao compacta
n p—

WQ%(Q) — C(Q). Logo, E, 3 — C(f), e portanto, existe uma constante Cy > 0
tal que
suplul < Colluls,,
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1
Por hipoétese, se s esté proximo de 0, entao f(s) = o(s?), isto &,

im 7 _ g

Sp

s—0
Assim, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

|J|f<§|>| ..

sempre que |s| < d. Integrando, obtemos

p+1

F(s)<e |s|

p+1

sempre que |s| < §. Considere I' := {u € B, 5 : [[ul|g, , = %} Entao,

/ u)dz > Cl /|u| P dx——C’l
]

+1 +1
para todo u € I'. Agora, E, 3 — WQPT(Q) — LPT(Q), implica que existe uma
constante Cy > 0 tal que

Mhﬂ
(@)

+1 ptl
P
Jul g, < Collull

Dai,
(71C55Y) ptl
L lullgy

- WF( u)dz

pt1l p+1
para todo u € I'. Além disso, como ||u||E > Csul| (g, segue que

p+1

C1CyCsep -
(2|$|a}7 U 17>>————};j;7r——|hLHC(Q)

para todo u € I'. Assim,

1
d(u) = /|—Au|v|x| dx—/ F(u)dx
p+1 ||

p+1
= Lol - [ o

CHC&C&SP
> OgmHUHC’EQ) - pTHUHC(Q)
03]9 =
= HHC(—Q@d
p+
para todo u € I'. Tomando € < e C , temos que

®(u) = 0 = ©(0),
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para todo u € I'. Logo, a origem uy = 0 é um minimo local.
Agora, seja uy € E, 5 fixo. Temos que

o o o L Plouy)d
() = 5% Ll = [ (s
Pela Observacao [1.76] existem constantes ¢, d; > 0 tais que

F(sup) > cs’|up|? — dy.

Assim,
- /Q #F(sul)dx < —CSQHUJHQLQ(Q"I'_Q) +d < —C15'9||u1\|%w +d.
Portanto,
O(suy) = SPTTI +1H lHEpB / | E F(sup)d
gs%}ﬁluw@ﬂ—fammmﬁ+d

Fazendo, s — +00, obtemos que ®(su;) — —o0.
Resta verificarmos que ® satifaz a condigao (PS).
Seja (ux)72; uma sequéncia (P.S), isto &,

|®(we)| <M, YneN

e
®'(ur) — 0, quando n — +oo.
Vamos mostrar que (u)72, possui subsequéncia convergente em E, g.
Note que, ®'(u;) — 0 implica que, dado € > 0, existe ky € N tal que
1) s, <2 Vi > o
ou seja,
(b/
sup M <e, Vk 2>k
eei, s lellE,
lellz, 570
Assim,
@/
el - hs ke pe B0}
HSOHE;)”B
isto é,

B u)gl < ellglls,, VE>ko e o€ By
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Sendo, (ug)7, uma sequéncia em E, g, obtemos

1D (ug,)ug| < e||lukl| e Vk > k.

»,B87

Dai, para k > ky temos

16D (ur) — P (ur)u| 01D (k)| + D" (g )|

<
< OM +ellugllg, ;-
Assim,

‘9M+5||uk:||Ep,5 > |9<I)(uk)—cl>'(uk)uk|
op e / F(up) a S (ur)u
= | o dz — |Juy / dz
‘p || ||Epﬁ | | || ||E B 0 |l‘|o‘

+1
B ‘(2%_ ) | k”;HB /| B (OF (ug) — f(ur)ug) dz
(25 1) ol — | [ o 07 () = g
p—i—l_ Uk Eps Q‘x’a Uy ) — Ug JU) AT | .

[ o OF ) = fuyde = [ (0P (u) — flu)uy) do
Q {ze:lu()

z)|>s0} ’1’\

1
OF (u ug ) u) dz
+ /{x€Q|u() (OF (ur) — f(ur)ug)

z)|<so} |IL’|

< 04 / L (0F () — flu)up) da.
{ze:|u(z)

|<so} |.T’

Usando Holder e o fato que o < n, obtemos

/ (QF(W) - f(uk)uk)dm <
{ze:|u(z)|<so} B

[

1
< / —adx) ( / (OF (uy) — f(uk)uk)dx) < CKQ
{ze:|u(z)|<so} |$| {ze:|u(z)|<so}

Onde
K = max OF (u.) — flu)us) .
{zeQ:|u(z)|<so} ( ( k> f( k) k)

Logo,

OM + elluk|g,, > <p+1 )H kHE P ’/’ = (OF (ur) — f (ur)ur) da
pt+1

Op el
> (25 - 1) I, - oK),

Daqui, concluimos que (uy)g2, € limitada em E,3. Como E, s é reflexivo,
(ur)pe, admite uma subsequéncia (uy, )52, fracamente convergente em F, 5, isto
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é, existe ug € E, 5 tal que
up; —~wup  em  Eyp.

Agora, como E, 3 — C(Q) é compacta, C(Q) — LY(Q, |z|~*) é continua e F é
diferenciavel obtemos

Fluy) — F(ug) em  L'Q,|z[).

Por hipotese (®(ug;))52, ¢ limitada. Assim, passando a subsequéncia se
i//j=1 ’
o o
necessario obtemos que (®(uy;))52, é convergente.

Observe que
p+1

P (uk,) = m”uk]HEzﬁ = || (w22 (g fal == -

Donde obtemos que (uy;, );’il converge forte em Fj, 5. Como uy, — ug, temos pela
unicidade do limite que
up; —>up em  Fpp.

Teorema 5.8. (Sistema tipo Hardy-Hénon 1) Sejam 0 < a < n, f < 0,

2 s
0<p< 5 1 >4, f € C(R) e F(s) = [, f(t)dt. Suponha que f e F

satisfazem as condigoes (f1) e (f2). Entao o problema (/15;) tem solucao Ground
State.

Demonstracao: A prova deste é analoga a prova do Teorema (Sistema
tipo Hénon) . |

5.3 Caso0< B <n

No caso em que 0 < 8 < n, mostraremos a existéncia de solugao do sistema
(Py), supondo que f e F satisfazem as condigbes (f1) e

(f3) Existem constantes a,b > 0 tais que

[f(s)] < als]” +b.

No restante da secao, estaremos considerando p,q > 1 e satisfazendo

n—|8l  n—laq
p+1 qg+1

>n— 2.

1,241
Definicao 5.9. Denotando E,p = Wz’pr#(Q, |x]§) NW, " (Q) e Ejo =
a+1 1,91

W2 (Q, |z]a) N W, © (Q), dizemos que o par (u,v) € E, 5 X E,q € solugio
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fraca do problema (Py), se u e v satisfazem:

fQ VuVepdr = fQ 5|v|p wedr, Vo e Eqa,
Jo VoVuda = [, e fluyude, V€ B

Assim, como na segao anterior o funcional natural associado ao problema (P;)
é dado por

1 1 1
U(u,v) = Vqudx——/—vadx—/ F(u)dx
wo) = FESUAEE AFTE

Se supormos que este funcional estd bem definido é além disto, se ¥ €
CHE,p x E 0, R), entao a derivada de Gateaux de ¥ em (u,v) na diregao de

(1, p) é dada por

(o1, 0) (1, 0) = (1,0) + (1, 0) — / #M”lwdx - / #fw)wdx,

onde ( = [, VuVidz.
Assnn observamos que se (u,v) é solugao fraca do problema (P;) entao (u,v) é
um ponto critico do funcional W.

Definicao 5.10. Dizemos que o par (u,v) € E,3\{0} x E,,\{0} € solugdo
Ground State do problema (Py) se (u,v) € solugao fraca de (Py) e atinge o menor
valor critico nao nulo do funcional V.

Como na secao anterior, primeiramente vamos buscar solugao para o problema
equivalente

1_ B —~
~A (1= Aup (Al ) = e f(w) em @ (P)
u=—-Au=20 sobre 0.
Para trabalhar com o problema (H) usamos o espaco E, g = W 25 r (€, |x| )N

ptl
W, " (), equipado com a norma

_p
p+1 B p+1
lulls, , = ( 1= |m|pdx) ,

a qual é equivalente a norma

p
p+1

i g, = | 2 ) 1P70@)F ol

lv1<2
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Definicao 5.11. Dizemos que u € E, 3 € uma solugao fraca de (/Pv4) se

/|—Au| “H—Au)(=AY)|z|» d:z:—/ wypder, VY €eE

O funcional natural do problema (P;) ¢ dado por:

p+1l ]_
/y—Au| Plalrde — [ 2 Pu)da.
p+1 a |zl

Se supormos que este funcional esta bem definido é além disto, se ® € C'(E, 5, R),
entao a derivada de Gateaux de ® em u na diregao de ¢ é dada por

/ . . %—1 . . % . L
Wi = [ =i (—Aw-A)jel e = [ .

Assim, observamos que u é solucao fraca de (Py) se, e somente se v ¢ um ponto
critico do funcional ®.

Definigao 5.12. Dizemos que u € E, 5\{0} € solu¢do de Ground State de (Py)
se ® atingi seu menor valor critico nao nulo em u.

Proposicao 5.13. O espaco E, 3 € reflezivo.
B\ T

Demonstragao: Note que <|x|5> 5t = |z|™f e LYQ), pois 0 < B <

n. Assim, pela Proposicao obtemos que E,3 ¢ um espago de Banach

uniformemente convexo e, portanto pelo Teorema [1.19} temos que £, g ¢ reflexivo.
|

Proposicao 5.14. Sejam n > 4, a < n e B > 0. Entao, os funcionais ¥ e P
dados anteriormente estio bem definidos e sao de classe C*.

Demonstragao: Para provarmos que ¥ e ® esta bem definido, basta mostrar
que F(u) € L'(Q, |2]7) e [o]"*! € LY(Q, 2| 7).

Mostremos primeiramente que F(u) € L*(€,|z|™).
Temos que u € E, 3, dai F'(u) € E, .

Como § > 0, pelo Teorema tem-se E,5 — L'(Q,|z|~®). Logo, F(u) €
LY, |=[~).

Mostremos que |v[Pt! € L1(Q, |a7|*5).

Como 3 > 0, temos que v € W> (Q |z|7). Pelo Teorema [1.62] temos que
W2 (Q, |2]7) = LPY(Q, |2 ~?). Logo, [v[P*! € LY(Q, |z|-8).

Agora, uma vez ® e ¥ estando bem definidos, temos que estes sao de classe
C!, pois F' ¢ de classe C!. n

Apresentaremos dois resultados de existéncia de solugao Ground State do
problema (P;), aplicando o Teorema do Passo da Montanha (Teorema [1.
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Teorema 5 15. (Sistema tipo Hardy) Sejam 0 < o, < n, n > 4, f € C(R),
= [y f(©)dt, e p,q > 1 satisfazendo

n—pF» n-—a«a
+
p+1  qg+1

Suponha que f e F satisfazem as condigées (f1) e (f3). Entio o problema (Py)
tem solucao Ground State.
Demonstragao:

A prova segue aplicando o Teorema do Passo da Montanha ao funcional ® em
E, 3.

Por hipotese, |f(s)| < a|s|? + b. Integrando, obtemos

F(s) <

Entao,

w)de > — / |ulfudx — /
/|$!a Q+1 ] o

1
||u|%jl_+1(Q |z|—) bHUHLl (Q)z]=2)>»

= q+1
para todo u € E, 5. Agora, pelo Teorema temos
Epp — LN (Q, |2|7*) < LY(Q, 2|™),
donde existem constantes C, Cy > 0 tais que

1 1
lull s ooy < Callullg

lullzr o=y < Collulls, , < Collullf] -

1 aCl 1
— [ —F(u)dz > — bC a
[ s> = (29w )

]

Dai,

Segue que,

p+1 1
B(u) = /|—AU|I|x|5dx—/—F(u)dx
p+1 a |zl
L 1

p+
= —F(u)dz
Ll ~ [ mF)

p e aCy q+1
> Pl - (5 ece)

P aC pg—1 ptl
=[ —( 1+W@)WMBMWE

p+1 q+1
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para todo u € E, 3. Note que, pg — 1 > 0, pois, p,q > 1.
Tomando p = ||u||g, ,, suficientemente pequeno, temos que

®(u) = 0 = ©(0),

Logo, a origem uy = 0 € um minimo local.

Agora, seja uy € E, 5 fixo. Temos que

ptl P ptl / 1
o = — PFo— | —F dz.
() = 5% Lol - [ Pl

Pela Observacao [1.76] existem constantes ¢, d; > 0 tais que

F(suy) > ¢s®ug|? — dy.

Assim,
1
_ /Q WF(Sul)dx < _050||u1”i9(§27‘x|—0‘) +d < _CSQHUJHQEP,B +d.
Logo,
ptl P ptl / 1
P = ve = | ot (su)d
(suq) s ij1||U1||EM e (su)de
ptl P = 91, 110
< s p+1||U1HEM = s’ |ullz, , +d.

Fazendo, s — +o00, obtemos que ®(su;) — —oo.
Resta verificarmos que ® satifaz a condigao (P.S).
Seja (ug)p; uma sequéncia (P.S), isto é,

e
®'(u) — 0, quando n — +oo.
Vamos mostrar que (uy)s, possui subsequéncia convergente em E,, g.
Note que, ®'(u;) — 0 implica que, dado € > 0, existe ky € N tal que
1 il , <=, Vi ko,
ou seja,
sup M <e, Vk >k

L157€Ep,ﬁ ||SO||Ep,ﬁ
lelle, 570



116 53. CASO0< <N

Assim,
@/
()] (uk>('0’<5» VE>ky e @€ E,p\{0},
HSOHE;;,B
isto é,
B el < cllolls, Vk=h o o€ B

Sendo, (ug)72, uma sequéncia em E, g, obtemos

p,B7

Dai, para k > ky temos

0D (ug) — D (up)up| 0P (ug)| + | (u)uxl

oM + €||Uk||Ep75.

IAIA

Assim,

OM +ellulls,, = 10P(ur) — D' (up)usl

Op ptl / F(uyg) = /f(uk)uk
praiels, R leadlz, + ||
Op ptl
= () i~ [ e 00~ S
> <«9_p_1> |u ”%1 — /—(QF(u)—f(u Yug) dx
~ \p+l s Jo Jale ' T

Agora,
[ o OF ) = fude = [ L 0P (ur) — f(ug)ur) d
q || {zeQ:|u(z)|>s0} ’1’|

1
OF (u ur)u) dz
n /{xeﬂlu() (OF () — flup)us)

z)|<so} ’[IZ"

< 04 / L 0P () — Flu)ug) da.
{zeQ:|u(x)

|<30} |x|

Usando Holder e o fato que o < n, obtemos

/ (OF (ux) — flur)ur) ,
{2 u(z)|<s0} N

]

1
(/ —adx) (/ (OF (ug) — f(ugk)ug) dm) < C.K|Q|.
{zeQ:|u(x)|<so} || {zeQ:|u(z)|<so}

Onde
K = max  (0F (ug) — f(ug)ug) -

{zelu(z)|<so}

dz‘
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Logo,

o el > (52 —1) fliZ, ~ | [ 0P - ponw)ds
pt1

Op efl
> (m - 1) Jurllg , — CKIQ.

Daqui, concluimos que (uy)g2; ¢ limitada em E, 3. Como E, s ¢ reflexivo,
(ur)p2, admite uma subsequéncia (uy; ) fracamente convergente em E, 3, isto
é, existe uy € L, g tal que

up, —~ug em  Ey g

Agora, pelo Teorema, temos que a imersdo E, 5 — L'(£, |z|~*) é compacta,
e como F' é diferencidvel obtemos

Flug,) — F(up) em L', |z]7%).

Por hipotese (®(uy,))2, ¢ limitada. Assim, passando a subsequéncia se
3//5=1 )
- N
necessirio obtemos que (®(uy;))52, é convergente.

Observe que
p+1

D(uy,) = p+1H kg, 5 — I (k)| L1 @ fal ) -

Donde obtemos que (uy;)32, converge forte em F, 5. Como uy,; — u, temos pela
unicidade do limite que
up;, —>up em  Fpg

Teorema 5 16 (S’istema tipo Hardy-Hénon 2) Sejam o« <0, 0 < < n, n >4,

felCR fo t)dt, e p,q > 1 satisfazendo
n—ﬁ+ >n— 2.
p+1 qg+1

Suponha que f e F' satisfazem as condigoes (f1) e (f3). Entao o problema (/Pv4)
tem solucao Ground State.

Demonstracao: A prova deste é analoga a prova do Teorema (Sistema
tipo Hardy). |

5.4 Existéncia de solucao Ground State

Nesta segao, apresentaremos a prova de existéncia de solugao Ground State
do sistema (P4) uma vez garantido a existéncia de solu¢ao Ground State do

problema (P,) nas segdes anteriores.
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Teorema 5.17. Seja u € E, g uma solugio Ground State do problema (/Pv4) e

defina v == | — Au\%_l(—Au)m%, entio o par (u,v) € solu¢io Ground State do

problema (Py).

Demonstracao: Como u ¢ solugao fraca de (E), temos

[ 1= 8 -au-au)felide = [ o fvds, Vo€ By
Q o |zl

Como v =| — Au|%_1(—Au)|x|%, segue
1
[ o-avde = [ o pwede. e By
Q o |z
Logo,

1
q |o|*

/ VoViydr = flu)pdz, Vi € E,p
Q

Agora, para todo ¢ € E, ,, temos

(5.1)

1 B 1 1_ g|p—1 1_ 8
/QWMP lwpdr = /QW“_AMP Y(=Au)|z|? | — Aulr ™ (= Au)|z|» pda

Bp—1

—(p—1)2 -
= [ 1 AT a5
Q

— /Q (—Au)pdz.

Logo,

1
/Vquodx:/—ﬁh)V’_lvapdx, Vo € Eyq.

5¢dx

(5.2)

Portanto, de (5.1)) e (5.2)), temos que (u,v) é solugao fraca do problema (P;).

Assim,
‘Ijl(ua v)(wa (10) = 07 v<w7 90) € Epﬂ X Eq’a'
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Logo, (u,v) é ponto critico de ¥(u,v). Mais ainda,
1
v = pHig —/—F d
() = (o)~ ——= [ = Wm v [ P
= (—Au)dx — / lv|P~ 1vvdx—/
/Q |z[° @ |“
= / v(— Au)dx——/ —Au) dx—/—F(u)dx
Q ||
(1 ! )/ (—Au)d L F(u)dz
= - v(—=Au)dr — [ —
p+1 o |z
1

_ p+1/|—Au|_( A5 (— Au)dx—/ﬂmaF(u)dx

_ /|—Au|P|x|de—/—F(u)dx
p+1 q |z]®

Portanto, da igualdade ¥(u,v) = ®(u), concluimos que (u,v) atinge o menor
valor critico nao nulo de ¥, uma vez que u atinge o menor valor critico nao nulo
de . [

5.5 O caso f(t) =t

Nessa secao, trazemos um exemplo da nossa contribuicao, considerando
f(t) = tqelt\’ com g € N,g > 1 impar.

Teorema 5.18. Sejam a < n, B < 0, n > 4. Consideremos f(t) = t%lfl com

q € N g > 1 e q impar. Entio o problema (Py) tém solu¢ao Ground State para
1

todo — < p < —_—
q -2

Demonstracao: Em vista do Teorema (5.17), segue que o par (u,v) €
8
P

E, sx E, 4 ¢ solucao Ground State do sistema (FPy), com v := ]—Au]%_l(—Au) ||
e u € E, 3 uma solucao Ground State do problema:

1_ B
~A (= Aup T (—Awl? ) = defw) em Q
u=—-Au=0 sobre Of).

Agora, para garantirmos a validade dos Teoremas e basta que f seja
continua e que as condigdes (f1) e (f2) sejam satisfeitas.

Temos que f(t) = t%M & continua para todo ¢ > 0, pois f é produto e
composta de fung¢oes continuas (polinomial, modular e exponencial).

Defina F(s f o f(t)dt. Assim,

F(s) = (59 —qst™ P+ qlg—1)s72 — ... +qls —g)ell +q!  se s>0,
(=81 —qst™t —q(g—1)sT2— ... —qls —q) el + ¢! se s<O.
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Note que, para todo 6 > 1 + zl)’ temos

. OF(s) _  lim 03‘1 —qsT P+ qlg—1)s"2 — ...+ qls — ¢! N
s—+400 f(S)S s—+400 ga+l
= 040=0
e
lim 0F(s) — lim H_Sq —qsTt—q(g—1)s72 — ... —qls — ¢!
s——00 f(S)S s——00 gat1
= 04+0=0.
Donde,
OF (s) _

jsl—+o0 f(5)s
Logo, para € = 1, existe so > 0 tal que se |s| > sq, temos que
|0F(s)|
| f(s)s]

< 1.

lim §—2
1m rea——
+ s——oco  gdtlels]

Assim, como ¢ é impar, segue que ¢ + 1 é par, e, portanto f(s)s = sttel*l > 0,

donde
OF (s) < |0F(s)| < |f(s)s| = f(s)s, V|s| > so.

Logo, a condicao (f1) ¢ satisfeita.

Agora, usando que é < p, temos

qels]

. f(s . sle ) _1

lim (1) = lim =— = lim s 7el*l = 0.
s—0 Sp s—0 sp 5—0

Logo, f(s) = 0(3%) quando s esta proximo de 0, e, portanto a condi¢ao (f2) é

satisfeita.



Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho, usamos métodos variacionais para mostrar a existéncia de

solucoes para quatro tipos de sistemas de Lane-Emden. A hipérbole critica para
essa classe de sistemas, dada por

1 1 2

e

p+1 qg+1 n
¢ de extrema importancia para tais resultados. Tal hipérbole acima juntamente
com a hipérbole pg = 1 divide o primeiro quadrante do plano pg em regioes

nas quais podemos classificar quanto a existéncia, nao existéncia e unicidade de
solugao.

\ 1 n 1 n-2
\\p+1 g+l n

Figura 5.1: cason >4

Tivemos como resultados desses sistemas os que seguem:
Resultados do sistema (P) :

e O sistema (P;) admite solucio classica (u,v) € C%(Q)NCy(Q) para p,q > 0,

(p,q) abaixo da hipérbole critica (ﬁ + qﬁ >1— %) e pqg # 1.

121
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e O sistema () com L = —A tém a menos de sinal uma tnica solugao
classica (u,v) € C%*(Q) N Cy(Q) para p,q >0 e pg < 1.

e O sistema (P;) com L = —A nao admite solugéo classica positiva para
(p,q) acima ou sobre a hipérbole critica (- At q+1 <1 - 2) em dominios
estrelados.

e O sistema (P;) com L = —A e Q2 = Bg(0) tém uma tunica solugao cléassica

positiva (u,v) € C%*(Q) ﬂ Co(Q) para p,q > 0, pg # 1 e (p,q) abaixo da
hipérbole critica (— + q+—1 >1-2)

Resultado do sistema (P) :

e O sistema (P,) admite solugao cléussica (u,v) € C*(R™) para pg > 1 e (p,q)
abaixo da hipérbole critica (— + m >1-2)

Resultados do sistema (Ps) :

e O sistema (P3) admite solu¢ao Ground State (u,v) € D> (R”)

D> (]R”) para (p,q) sobre a hipérbole critica (— + q+—1 =1-2)

e O sistema (P3;) tem uma unica solugdo classica positiva (radialmente
snnetrlca) (u,v) € (C*R"))” para (p,q) sobre a hipérbole critica (531 +
=1 Z)

Q+1

e O sistema (P;) ndo admite solucdo classica (u,v) € (C%(R"))” positiva e
radialmente simétrica para p,q > 0, pg # 1 e (p,q) abaixo da hipérbole

critica (m + q_,_—l >1-— —)

Fizemos também uma contribui¢ao no sentido de estabelecer resultados de
existéncia de solucdo Ground State do sistema (Py).

Resultados do sistema (Py) :

e O sistema (Fy), com f e F satisfazendo as condigoes ( f1) e (f2) admite

solucao grond state para o <ne <0, onde 0 < p < —2

e O sistema (P,), com f e F satisfazendo as condigoes (f1) e (f3) admite
solucao grond state para 0 < «, f < n, onde p,q > 1 e satisfazem

n—pF» n-—a«a
+
p+1 qg+1

e O sistema (Py), com f e F satisfazendo as condigoes (f1) e (f3) admite
solucao grond state para « <0 e 0 < 8 < n, onde p,q > 1 e satisfazem

n—p3

>n—2.
o+l g1 "
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Uma observagao muito interessante é que devido a continuidade e compacidade

da imersao E, 3 — C(£2), quando 8 < 0, a fun¢do real f nao possui nenhum tipo
de restricao de crescimento.

Além disso, uma extensdo natural desse trabalho é estudar o problema (P)

quando L = —A e (p, q) esta acima da hipérbole critica, isto &, (p, q) satisfazendo
1 1 2
p+1 qg+1 n

Pois nessas condi¢oes temos um problema em aberto no sentido de estabelecer a
existéncia ou nao de solugao nao trivial.

Outra perspectiva de futuros estudos é fazer a nao existéncia de solugao

positiva do problema (P;), com v <n, f <0ep > 5 sendo 2 um dominio
n _

estrelado em relacao a origem, suave, limitado e contendo a origem.
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