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Resumo

TRUGILHO, Lair Figueiredo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2021. Ter-
moestatistica e cinética de agregacao molecular via anéalise microcanénica. Ori-
entador: Leandro Gutierrez Rizzi.

A agregacao de moléculas é um fené6meno conhecido ha muitos anos e tem grande impor-
tancia em diversas areas do conhecimento, desde a ciéncia de materiais até a biologia de
proteinopatias. Apesar de ji existirem abordagens bem estabelecidas que se dispuseram
a descrever este fenomeno, e.g., a teoria classica da nucleagao, tais abordagens geralmente
dependem fortemente da forma do agregado formado. Desta maneira, surge o interesse em
outras abordagens que nao dependam da geometria dos agregados e algumas propostas
recentes tém utilizado o formalismo microcanénico da mecanica estatistica para descrever
tal fenomeno. Neste trabalho, propomos o estudo de um modelo simples de agregacao
molecular utilizando este tipo de abordagem baseada na analise microcanonica. Utili-
zamos aqui uma generalizacdo do modelo de Thirring, o qual foi originalmente proposto
para agregacao em sistemas gravitacionais, com o intuito de estendé-lo a sistemas molecu-
lares finitos. No caso do modelo de Thirring é possivel obter expressoes analiticas para a
densidade de estados, a partir da qual pode-se fazer uma caracterizagao termoestatistica
abrangente do modelo, incluindo os diagramas de fase, barreiras de energia livre e calores
latentes. Esta caracterizacao demonstra que o sistema, de fato, apresenta transicoes de
fase de primeira ordem, que correspondem a agregacao das moléculas que se encontram
em um volume finito. Também testamos uma abordagem alternativa baseada na den-
sidade de estados conformacional, desprezando a contribuicao da energia cinética, que,
neste caso, foi condizente com a abordagem microcanonica usual. Por fim, estudamos
também a cinética da agregacao por meio de simulagoes estocasticas e foi possivel relacio-
nar as grandezas termoestatisticas de equilibrio obtidas na andalise microcandnica com as
constantes de reagao cinéticas resultantes das simulagoes. O modelo apresentado, apesar
de bastante simplificado, foi capaz de descrever sistemas finitos em escalas de energia,

temperatura e concentracao condizentes com sistemas moleculares.

Palavras-chave: Agregacao. Analise microcanonica. Transicao de fase.



Abstract

TRUGILHO, Lair Figueiredo, M.Sc., Universidade Federal de Vicgosa, July, 2021. Ther-
mostatistics and kinetics of molecular aggregation via microcanonical analysis.
Adviser: Leandro Gutierrez Rizzi.

Molecular aggregation is a known phenomenon for a long time and has great importance
in various knowledge areas, from material science to biology of proteinopathies. Although
there are already well-established approaches that have been willing to describe this phe-
nomenon, e.g., the classical nucleation theory, such approaches generally depend heavily
on the shape of the formed aggregate. In that way, interest in other approaches that do
not depend on the geometry of the aggregates arises and some recent proposals have used
the microcanonical formalism of statistical mechanics to describe such phenomenon. In
this work, we propose the study of a simple model for molecular aggregation using this
type of approach based on the microcanonical analysis. We used here a generalization
of Thiring’s model, which was initially proposed for aggregation in gravitational systems,
in order to extend it to finite molecular systems. In the case of Thirring’s model it is
possible to obtain analytic expressions for the density of states, from which an embracing
characterization of the model can be made, including phase diagrams, free energy barriers
and latent heats. This characterization demonstrates that the system, in fact, presents
first order phase transitions, which correspond to the aggregation of molecules in a finite
volume. We also tested an alternative approach based on the conformational density of
states, neglecting the contribution of kinetic energy, which, in this case, was consistent
with the usual microcanonical approach. Finally, we also studied the aggregation kinetics
through stochastic simulations, and it was possible to relate the equilibrium thermos-
tatistic quantities obtained via microcanonical analysis with the kinetics rate constants
achieved from the simulations. The model presented here, despite being quite simplified,
was able to describe finite systems in scales of energy, temperature and concentration

consistent with molecular systems.

Keywords: Aggregation. Microcanonical analysis. Phase transition.
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Capitulo 1

Introducao

O fenomeno de agregacao de particulas ja é estudado ha muitos anos e esta rela-
cionada a um grande niimero de processos fisico-quimicos que sao de grande importancia
tanto para aplicacoes tecnoldgicas quanto para processos biologicos essenciais para o de-
senvolvimento da vida [1]. A teoria classica da nucleagao, a qual descreve o modo pelo
qual se inicia uma transi¢ao de fase de primeira ordem onde um agregado da nova fase
surge em meio a antiga fase, por exemplo, foi desenvolvida no comeco do século passado
[2, 3]. A nucleacdo, em particular, é responsavel por diversos fenémenos comuns em nosso
cotidiano, como a condensacao de goticulas de dgua em meio ao vapor circundante, o
crescimento de cristais e a deposicdo de filmes finos [2].

Algumas dificuldades surgem ao se tratar o problema com as teorias usuais, pois
estas dependem fortemente da forma, i.e., geometria do agregado formado. Quando as
interacoes sao todas isotropicas e o niimero de particulas no sistema ¢é grande, a conside-
racao de um agregado esférico pode ser bastante plausivel. No entanto, quando existem
interacoes anisotropicas importantes, existem evidéncias de que as teorias cléssicas falham
na descri¢do do fenéomeno [4, 5].

Um exemplo de sistema onde comumente estao presentes interacoes anisotropicas
sao as solucoes de proteinas. Dependendo da concentracao, estas proteinas podem for-
mar agregados fortemente associados, chamados de amiloides [6]. Estes agregados sao
geralmente mais alongados em uma direcao especifica devido a formacao de ligagoes de
hidrogénio naquela direcao em contraste com ligacoes mais fracas nas outras direcoes, o
que ocorre devido a estrutura interna das proteinas |7]. Estes agregados amiloides rece-
beram bastante atencao ultimamente devido a sua relagao com diversas doengas, como
mal de Alzheimer, diabetes tipo II e diversas outras |[6].

Portanto, existe interesse em procurar por métodos alternativos que nao depen-
dam da forma do agregado formado e que possam ser utilizados inclusive para o estudo
de sistemas finitos. Algumas propostas recentes tém utilizado a chamada andlise micro-
canodnica para alcancar tal objetivo [8, 9, 10]. Conforme discutido na referéncia [11], a

estatistica microcanonica pode ser estendida inclusive a sistemas nao extensivos, como
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sistemas pequenos ou com interacoes de longo alcance, o que torna este tipo de anélise
muito pertinente, pois em muitos casos de interesse, o sistema é, de fato, intrinsecamente
pequeno, como em alguns sistemas moleculares e poliméricos.

Na referéncia [8], por exemplo, os autores exploraram perfis de energia livre mi-
crocanonicos para descrever a agregagao, tanto de particulas quanto de polimeros, sem
fazer nenhuma hipotese a respeito da geometria dos agregados formados em cada caso,
que sdo bastante diferentes entre si. Ja na referéncia [9], os autores puderam inferir ca-
racteristicas cinéticas da transicao de enovelamento em cadeias poliméricas relacionadas
a proteinopatias a partir da analise microcandnica.

A anélise microcanénica ja foi utilizada para o estudo de diversos problemas,
considerando-se tanto simulagoes como modelos tebricos. No caso dos modelos teori-
cos, podemos citar o trabalho de W. Thirring |12|, ainda em 1970, que propos e estudou,
com este tipo de andlise, um modelo para agregacao em sistemas gravitacionais. Este mo-
delo foi revisitado recentemente na referéncia [13|, onde os autores trabalharam tanto no
ensemble microcanonico quanto no ensemble canonico, inclusive mostrando a nao equiva-
léncia dos ensembles devido a natureza de longo alcance da energia de interacao. Esta nao
equivaléncia também foi observada para sistemas magnéticos com interacoes de alcance
infinito [14, 15, 16].

No caso das simulagoes, listamos as ja citadas referéncias [8] e [9], onde o estudo
da agregacao de particulas e polimeros foi feita com base em simulagoes de Monte Carlo,
com potenciais do tipo Lennard-Jones. Na referéncia [17]| foi proposta uma classificagdo
de transicoes de fase em sistemas finitos com base na analise microcanonica e esta classi-
ficacao foi testada por meio de simulagoes de Monte Carlo para polimeros também com
interagao do tipo Lennard-Jones. Nas referéncias [18, 19] foi demonstrado que a agregagao
de peptideos é uma transicao de primeira ordem com coexisténcia de fases, no contexto
de sistemas finitos, por meio de simulacoes de Monte Carlo para um modelo mesoscdpico
continuo. Também foram encontradas evidéncias, usando a andlise microcanoénica, de
que a transicao de adsorcao em polimeros de cadeia finita tem assinaturas de primeira
ordem [20]. J& na referéncia [21], n6s utilizamos este tipo de andlise para estudar a agre-
gacao em um modelo de gés de rede com interagoes anisotropicas entre primeiros vizinhos,
via simulagoes de Monte Carlo.

Simulacoes de dinamica molecular também ja foram utilizadas para estudar siste-
mas do ponto de vista microcanonico, como nas referéncias [22, 23|, onde foi considerada
a transicdo de enovelamento em proteinas e na referéncia [24], em que a formagcao de
dimeros de peptidios foi considerada.

A anélise microcanoénica ja tem inclusive sido usada para estudar sistemas bio-
moleculares mais especificos com objetivo de desenvolver tratamentos para doencas que,
como ja mencionado, tem relacao com agregacao de proteinas, como a diabetes tipo
IT 25, 26, 27].
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Quando nos referimos a terminologia termoestatistica microcanoénica, estamos con-
siderando métodos baseados na densidade de estados (N, V, E) ou, equivalentemente, na

entropia microcandnica

S(N,V,E) = kg InQ(N,V, E), (1.1)

sendo F a energia interna, V' o volume e N o nimero de moléculas no sistema. Ou seja,
estamos interessados na relacado termodinamica fundamental S = S(N,V, E), que, em
principio, carrega toda informagao termodinamica do sistema |11, 28]. A idéia principal é
que, como este tipo de andlise ¢ baseada na relacao termodinamica fundamental, ou seja,
na dependéncia funcional de S com N, V e E, nao sao necessarias hipdteses a respeito
da geometria dos agregados formados [10].

A dificuldade de se trabalhar com este tipo de analise é justamente a obtencao da
densidade de estados, que é uma grandeza bastante dificil de ser obtida analiticamente,
principalmente em sistemas mais complicados, por exemplo, onde ocorrem transicoes
de fase. No caso das simulacoes é possivel obter estimativas da densidade de estados
utilizando alguns algoritmos disponiveis na literatura, tais como o de Wang-Landau [29]
e o multicanonico [30], ou ainda considerando o método ST-WHAM |31, 32|, que fornece
uma estimativa para a temperatura microcanonica T'(E) via repesagem de histogramas de
simulacoes independentes. Alternativamente, também existem alguns casos de modelos
que fornecem expressdes analiticas para a entropia de sistemas especificos, tal como é
o caso do modelo de Thirring [12, 13| e da sua generalizagdo que serd introduzida no
Capitulo 2.

Exemplificaremos a seguir o tipo de anélise termoestatistica que pode ser realizada
quando temos acesso a entropia microcanonica. Este tipo de anélise é geral e pode ser re-
alizada sempre que a entropia puder ser obtida, por exemplo, com quaisquer dos métodos
citados anteriormente. Como a analise aqui utilizada se baseia apenas na dependéncia
da entropia com a energia, mantendo-se o volume V' e o ntimero de moléculas N cons-
tantes, simplificaremos a notagao para S(F) = kpInQ(E). O inverso da temperatura

microcanonica b(E) = 1/kgT(E) é prontamente calculado por:

b(E) = é <§—g>w. (1.2)

Quando o sistema apresenta transicoes de fase de primeira ordem, a entropia mi-
crocandnica apresenta regioes onde ela ¢ fungao convexa da energia (i.e., 92S/0E? > 0).
Nestas regioes ha instabilidade termodinamica e o sistema deixa de ser homogéneo, sepa-
rando em duas fases [11, 33|. Esta condi¢ao de convexidade da entropia é equivalente a
Ob/OE > 0, ou seja, b(E) se torna uma funcao crescente nestas regioes de instabilidade,
conforme ¢ mostrado na Fig. 1.1(a), descrevendo uma curva em forma de “S” caracteristica
de transicoes de fase de primeira ordem |10, 11].

A partir do grafico do inverso da temperatura b(E) (vide Fig. 1.1(a)) é possivel



1 Introducao 11

0.64

1.68

o
L 0.62 gL «—T

1.66

A [t 1 : L : 1
-800 =700 -60(1)_3 -500 +-400

AE'

._.
n
T

B AF(E)

0.5

T

BAF!
800 700 & 600 -50
L E

Figura 1.1: (a) Temperatura microcanénica T'(F) e seu inverso b(E) e (b) perfil de energia
livre S*A(E). Sao mostrados a temperatura de transicdo 7* e seu inverso 5* em (a) e
a barreira de energia livie BAFT e o calor latente AET em (b). Figura adaptada da
referéncia |21], que corresponde a transi¢do de agregacdo em um modelo de gas de rede
com interagoes anisotropicas, o qual apresenta formacgao de agregados alongados em baixas
temperaturas (veja configuragoes em (b)).

obter diretamente o inverso da temperatura de transicdo canénica §* = 1/kgT™*, via
construgao de Maxwell [34], i.e., considerando o critério de areas iguais delimitadas pelo
grafico de b(E) e a linha horizontal b = *, acima e abaixo desta linha, tal como mostrado
na Fig. 1.1(a). Isto é equivalente ao critério de que a distribui¢ao canonica p*(FE), nesta
temperatura de transicao 7™, tenha dois maximos com mesmo valor em duas energias
distintas [34], E_ e E,, que correspondem as duas fases. No caso da agregacdo tais
fases correspondem a fase agregada, onde as particulas se auto-organizam formando um
ou mais agregados, e a fase diluida, onde as particulas se encontram isoladas umas das
outras. Além disso, p*(E) o e #AF(E) sendo f*AF(E) o perfil de energia livre, definido

pela diferenca

BTAF(E) = 5" (F(E) — F(E-)) (1.3)

entre as energias livre de Helmholtz, sendo que, na temperatura de transicao, a energia
livre de Helmholtz ¢ dada por f*F(E) = *E — S(E)/kg. E conveniente subtrair o termo
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f*F(E_) na Eq. 1.3 para que os minimos do perfil de energia livre nas energias F_ e E
sejam nulos. Na Fig. 1.1(b) ¢ mostrado um perfil de energia tipico na temperatura de
transicao 1™, a partir do qual grandezas que caracterizam a transicao sao prontamente
determinadas, como a barreira de energia livre S*AFT e o calor latente AET = B, — E_,
conforme indicados na referida figura.

Também definimos as temperaturas 7 e T', que delimitam as regioes de instabili-
dade/metaestabilidade e correspondem ao valores minimo e maximo de T'(E), respectiva-
mente, na regiao entre £ e E,. Neste intervalo de temperaturas, o perfil de energia livre
apresenta dois minimos locais, porém eles nao terao a mesma profundidade se T # T™*.

Ressaltamos que chamamos este tipo de abordagem de analise microcanonica por-
que esta é baseada na entropia microcanonica S(E), porém, os perfis de energia livre sdo
obtidos fixando-se a temperatura e, de fato, estao relacionados com as respectivas distri-
buicoes canonicas, de modo que a caracterizacao obtida se refere a transicao de fase no
ensemble canonico. Desta maneira, o termo transicao de fase, quando utilizado daqui em
diante, se refere a transicao no ensemble canonico, salvo onde explicitamente indicado o
contrario. Esta distincao é importante, pois também é possivel identificar transicoes de
fase no ensemble microcanonico, onde o sistema tem energia total fixa [13].

O primeiro objetivo deste trabalho é caracterizar, via anélise microcanonica, o mo-
delo de Thirring, tanto o usual quanto uma generalizagao proposta aqui com a finalidade
de se estender este modelo para agregagao em sistemas moleculares.

Além da caracterizacao de equilibrio do fenémeno de agregacao, também conside-
raremos o estudo cinético deste fenomeno. Na referéncia [10] foi proposta uma teoria que
relaciona grandezas cinéticas, tais como as constantes de reacao, com as grandezas obtidas
pela analise microcandnica descrita anteriormente, tais como as barreiras de energia livre,
os calores latentes e as temperaturas de transicao. Desta maneira, propomos testar esta
abordagem para o modelo de agregacao proposto aqui.

No Capitulo 2 apresentamos o modelo teérico para agregacao molecular baseado
no modelo de Thirring e os calculos utilizados para obtencao da densidade de estados,
0 que permite em sequéncia a caracterizacao termoestatistica do mesmo. No Capitulo 3
testamos uma abordagem alternativa para a caracterizacao termoestatistica deste modelo
baseada no ensemble microcandnico conformacional. J&4 no Capitulo 4 estudamos a ciné-
tica do modelo e a comparamos com a caracterizagao microcanonica pela abordagem da

referéncia [10]. Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusoes e perspectivas.
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Capitulo 2
Termoestatistica microcanonica

Neste Capitulo aplicaremos a analise microcanénica & um modelo teérico simples
com o objetivo de estudar as propriedades de equilibrio do fendomeno de agregacao de

moléculas.

2.1 Descricao do sistema

Consideramos um modelo simples com o objetivo de estudar o fenémeno de agre-
gacao molecular, onde uma fase condensada pode se formar em meio a outra fase, onde
as moléculas estao diluidas. Como ilustrado na Fig. 2.1, consideramos um sistema com
volume total fixo V' onde N moléculas estao imersas em um solvente implicito que fun-
ciona como banho térmico. Além disso, consideramos que um nimero n deste total de
moléculas pode se encontrar na fase condensada (e.g., um agregado molecular) que ocupa
um volume arbitrario V5. Como o nimero total de moléculas é mantido constante, temos
que n’ = N — n moléculas se encontrarao na fase diluida que ocupa o volume restante
V' =V —V,. Além disso, por simplicidade, desprezamos a estrutura interna das moléculas
e quaisquer influéncias das alteracoes de graus internos de liberdade das mesmas.

Para que ocorra transigao de fase no sistema, é necesséario entao incluir as interacoes
presentes no modelo. No caso da fase diluida, assumimos que nao existem interacoes
entre as moléculas, ou seja, apesar de considerarmos que existe um liquido ao redor
das moléculas, sua descricao estatistica é semelhante a de um gés ideal. Ja para a fase
condensada, propomos que a energia de interagao entre as n moléculas que estao no volume
Vb seja dada por:

Ey(n) = —vg(n), (2.1)

onde g(n) é o namero de ligagoes efetivas entre as n moléculas agregadas e v > 0 é a
magnitude da interacao entre duas moléculas. Se considerarmos, por exemplo, que todas

as moléculas fazem ligagoes de igual intensidade entre si, temos g(n) &~ n?, que corres-
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Figura 2.1: Ilustracao do modelo considerado. Em (a) as moléculas estdo praticamente
uniformemente distribuidas em todo o volume V', o que caracteriza a fase diluida e em
(b) ha um agregado formado por n moléculas (com n comparavel ao nimero total de
moléculas N) no volume Vj, o que caracteriza a fase agregada.

ponde ao modelo de Thirring usual [12, 13|, proposto como um modelo de campo médio
com interagao de longo alcance para sistemas gravitacionais em 1970 por W. Thirring
[12]|. Nesta referéncia, também é sugerido uma generalizagao do modelo utilizando outros
expoentes entre um e dois, de modo que obtemos situacoes onde nem todas as particulas
interagem entre si. O caso v = 1 seria equivalente a uma cadeia linear com interagao
entre primeiros vizinhos

Propomos entao o estudo de um modelo de Thirring generalizado com o intuito
de aplica-lo a sistemas moleculares, onde consideramos que as moléculas nao conseguem

interagir todas entre si com a mesma intensidade. Neste caso, consideramos:

g(n)=n"—1, (2.2)

em que o expoente v pertence ao intervalo entre um e dois. Além desta energia de
interacao, consideramos que, independente do valor de ~, as moléculas também podem

ter energia cinética L, de modo que a energia total das moléculas seja F = E, + Ej.

2.2 Densidade de estados

Partimos agora para a determinacao da grandeza fundamental do formalismo mi-
crocanénico da mecanica estatistica, a densidade de estados Q(N,V, E)!, para o caso
particular do modelo de Thirring generalizado descrito na secao anterior. A partir da
densidade de estados obtemos diretamente a entropia microcanonica S(N,V, E) pela Eq.
1.1, ou seja, temos acesso a relacdo termodinamica fundamental S = S(N,V, E), que

contém toda informacao termodinidmica do sistema considerado [28]. Como as analises

! Apesar de chamarmos (N, V, E) pelo jargao densidade de estados, em todo trabalho este simbolo
se refere, de fato, ao nimero total de estados microscopicos.
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desenvolvidas neste trabalho se baseiam apenas na dependéncia da entropia com a energia,
mantendo-se o volume V' e o niimero de moléculas N constantes, é conveniente abreviar
a notagao para S(E) = kg InQ(F), omitindo a dependéncia em V e N,

Notamos, porém, que existe uma ambiguidade na definicao da entropia microcano6-
nica [35, 36|. Duas principais defini¢bes ocorrem na literatura. Uma possibilidade é a
chamada entropia de Boltzmann, Sg(F) = kg Inw(E), onde w(E) é o nimero de estados
com energia na vizinhanga de F, i.e, entre £ e F+JFE, sendo J ' um intervalo de energia
que é grande comparado aos niveis de energia (microscopicos) do sistema, mas pequeno o
suficiente na escala macroscopica [33, 37]. A outra op¢ao é a chamada entropia de Gibbs,
Sc(F) = kpInQ(F), onde Q(F) ¢ o nimero de estados com energia menor ou igual a E.
Estas duas definigbes de entropia convergem no limite de muitas moléculas [36] e, como
mostrado no Apéndice A, nao geram diferencas significativas no caso dos valores de N
considerados aqui para o modelo de Thirring generalizado. Assim, escolhemos a definicao
de Gibbs daqui em diante e adotamos a notagao sem subscrito S(E) = kpln Q(E).

Em todo trabalho utilizamos a aproximacao classica de que o sistema de N molé-
culas possa ser descrito especificando as trés componentes (assumindo um sistema tridi-
mensional), tanto do momento linear p; quanto da posic¢ao 7;, de cada molécula indexada
pelo indice i (i = 1,..., N), de modo que Q(FE) é calculada por [36]:

_ W/dqdp@(E — H(q,p)), (2.3)

onde usamos a notacao simplificada q = (7, ...,7n), P = (P1,...,Pn) € a integral é feita
sobre todo o espaco de fase, ou seja, variando-se cada uma das componentes das posicoes
e momentos de cada molécula. Na Eq 2.3 h é a constante de Planck, O(F — H(q,p))
é a fungao degrau (de Heavside) e H(q,p) é a hamiltoniana classica do sistema de N
particulas.

Ao usar a fungdo de Heaviside na Eq. 2.3 estamos somando todos os estados
possiveis do sistema com energia menor ou igual a E (a energia total do sistema), em
acordo com a defini¢ao de entropia de Gibbs. No caso da entropia de Boltzmann bastaria
substituir a func¢ao degrau pela delta de Dirac §(F — H(q, p)) e multiplicar pelo intervalo
de energia 6F. Notamos também que a dependéncia com o volume do sistema esté
implicita nos limites de integracao das coordenadas de posicao.

No caso de sistemas classicos as coordenadas de momento e posicao sao indepen-
dentes. Se, além disso, a energia potencial nao depender das coordenadas de momento, é
possivel integrar analiticamente estas coordenadas na Eq. 2.3, separando a hamiltoniana
em H(q,p) = Ex(p) + Ey(q), com E, =1/2m Zf\il p? e m a massa de cada particula, o
que fornece [36, 38, 39]:
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3N/2
o) - (57)  srgvaes ] E - B@PeE - @), (4

sendo I'(3N/2 + 1) a fungdo gama. E possivel reescrever a Eq. 2.4 na forma de uma
integral da energia potencial ao invés daquela integral das coordenadas das moléculas
(q), se conhecermos o nimero de estados em cada valor da energia potencial Q,(E,), i.e.,
a densidade de estados no ensemble microcanonico conformacional (N,V, E,) [8]. Este
ensemble descreve um sistema com energia potencial F), fixa, diferentemente do ensemble
microcanonico convencional onde a energia total £ é mantida constante. A Eq. 2.4 pode

ser reescrita entdo como [8]:

O teo ‘
0B« (55) yranai | ESENE - BIPEE - B, (29)

o

ou seja, ao invés de somar sobre todo o espago conformacional (das posi¢oes), a soma
pode ser feita em todas as energia potenciais possiveis, porém ponderadas pelo ntmero de
estados em cada energia. Notamos que, na Eq. 2.5, a igualdade foi substituida pelo sinal
de proporcionalidade, pois esta mudanca das varidveis de integracao introduz um jacobi-

ano proporcional & V¥, devido a dependéncia com o volume nos limites de integragao [36]
da Eq. 2.4.

2.3 Modelo de Thirring generalizado

No caso do modelo de Thirring generalizado, a energia potencial E,(n), dada pela
Eq. 2.1, depende apenas do nimero de moléculas agregadas no volume Vj, que é um ni-
mero inteiro n, e esta dependéncia ¢ univoca, de modo que a integral da energia potencial

Eq. 2.5 pode ser substituida por um somatoério em n, ou seja:

N

QE) o< Y Qy(n)(E = Ey(n)*?, (2.6)

Mmin

onde omitimos todos os pré fatores nao dependentes da energia (inclusive V' e N) ja que
nas analises subsequentes nos restringiremos a dependéncia da densidade de estados com
a energia. Além disso, o somatorio é restringido ao intervalo [nym, N], pois quando a
energia total é negativa E/ < 0, é necessario que um nimero minimo de moléculas esteja
na fase agregada, ja que a energia cinética Ej é sempre positiva. Por outro lado, se £ > 0,
nmin = 1. Isto é equivalente a dizer que Q,(n) = 0 quando n < Ny, porque ndo existem

estados acessiveis, o que garante que a energia total seja sempre maior do que a potencial.
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2.3.1 Densidade de estados conformacional

Falta agora determinar a densidade de estados conformacional §2,(n) para o modelo
de Thirring generalizado, ou seja, o nimero de maneiras que é possivel arranjar as N
moléculas, dado que n estdo na fase agregada no volume Vj e n’ = N —n estao no volume
restante V' =V — 1}, correspondente a fase diluida. Isto pode ser calculado considerando
que a probabilidade de encontrar uma molécula dentro do volume Vg é p = V4 /V, enquanto
a probabilidade de encontrar uma molécula no volume V' é ¢ = 1—p = V'/V, de modo que

qN—n.

Além disso, é necessario considerar as possiveis permutacoes entre as moléculas?, assim

a probabilidade de encontrar n moléculas em Vj e n’ moléculas em V' & p"g™ = p”

Q,(n) é dada por:

5%@)2(%)#WV”=5E$%Zﬁ<%)nC/;%>N%. (2.7)

Seguindo a abordagem das referéncias [12, 13| definimos um “volume” reduzido 7

dada por:

n:m(vkw), (2.8)

desta maneira:

Vi Ly 2y (2.9)
= e = .
O 14en 1+ en
Utilizando estas definicoes, a Eq. 2.7 é simplificada para:
NI n(N—n)
Q,(n) c (2.10)

"IN —n) (14 en)N
de modo que a densidade de estados conformacional pode ser escrita em termos de um
tnico parametro de volume 7, que é um parametro livre do modelo, visto que é definido em
termos do volume arbitrario V; que a fase agregada supostamente ocupa. Este parametron
fornece a informacao do quao maior é o volume da fase diluida comparada a fase agregada
e, como veremos, seu valor define se o sistema ird apresentar, ou nao, transicao de fase de

primeira ordem com coexisténcia entre as duas fases.

2.3.2 Entropia microcandnica

Podemos entao escrever a expressao para a densidade de estados Q(E) substituindo

a Eq. 2.10 na Eq. 2.6, o que fornece:

2Notamos que mesmo quando tratamos de particulas classicas similares, porém distinguiveis, é ne-
cessario considerar que as permutacgoes destas particulas nao alterem os estados de equilibrio observa-
veis [40, 41]
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Y en(vn) 3N/2
QE) oc Y TR (E 4 vg(n))*? (2.11)

Mmin

onde novamente omitimos os termos que nao dependem da energia total £ e escrevemos ex-
plicitamente a energia potencial para o modelo de Thirring generalizado E,(n) = —vg(n),
com g(n) =nY — 1. O somatorio em n pode ser feito numericamente de modo que temos
acesso direto a entropia microcandnica S(F) = kglnQ(F), a menos de uma constante
aditiva C(N, V,n) definida pelo logaritmo dos termos multiplicativos omitidos na Eq. 2.11.

Alternativamente, é possivel definir uma entropia S(E, n) relacionada a configura-
cao das N moléculas, das quais n estao condensadas no volume Vj, com energia total £

motivado pela Eq. 2.11, seguindo a abordagem das referéncias [12, 13|, isto é:

N
AUE) =) eSEnks, (2.12)
com
et 3N/2

Neste caso, a entropia microcanonica S(FE) do sistema é obtida maximizando-
se S(E,n) em relacdo ao nimero de moléculas agregadas n, ou seja, S(E) = S(E,n),
onde n(E) é o valor de n que maximiza S(n, E). E possivel interpretar esta abordagem
pensando em S(E, n) como uma entropia do sistema na presenga de uma restri¢ao interna,
que é o nimero de moléculas dentro do volume V. Entao, ao relaxar esta restricao, o
sistema entrard em equilibrio maximizando sua entropia, para uma dada energia fixa,
caracterizada pelo valor de equilibrio 7. Ressaltamos que esta abordagem é, de fato, uma
aproximacao, pois resulta em substituir o somatoério em n na Eq. 2.11 pelo valor maximo
desta soma. Quanto maior o nimero total de moléculas melhor serd esta aproximacao
j& que a densidade de estados deve ter um maximo pronunciado em n devido ao grande
ntimero de estados disponiveis. No Apéndice A é mostrado que, para os valores de N
considerados no trabalho, esta aproximacao é, de fato, equivalente a realizar a soma
completa.

Para implementar qualquer uma das duas alternativas descritas anteriormente,
para a obtencao da entropia microcanonica, é conveniente utilizar a aproximacao de Stir-
ling para calcular os logaritmos dos fatoriais que aparecem na Eq. 2.13. Isto porque,
mesmo ao realizar a soma completa na Eq. 2.11 é conveniente utilizar a técnica de soma
de nimeros grandes descrita na referéncia [30], a qual necessita dos logaritmos das parce-
las somadas. Desta maneira prosseguimos utilizando uma aproximacao de Stirling mais
acurada [42]:
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nl ~ V1T 2mn (ﬁ> , (2.14)
e

de modo que

Inn!~ —In(1+ 27n) +nlnn — n. (2.15)

N | —

Utilizando esta aproximacao na Eq. 2.13, obtemos:

S(E,n)/kp =~ %ID(E +vg(n))+n(N —n) — %ln(l +27mn) —nlan

- %111(1 +27(N = 1)) = (N —n)In(N —n) + N +C(N, V,5)/kg. (2.16)

2.4 Caracterizacao termoestatistica

Nas proximas subsecoes serao mostrados alguns resultados numéricos obtidos a par-
tir da maximizagao da entropia microcanonica definida na FEq. 2.16. Incluimos também
outras grandezas, tais como a temperatura microcanonica T'(E) e o perfil de energia livre
f*AF(E), obtidas a partir entropia via andlise microcanonica conforme discutido no Ca-
pitulo 1. Nos restringiremos aqui a dois valores para o parametro v, que esta relacionado
com o alcance da interagao entre as moléculas no modelo de Thirring generalizado.

Primeiramente consideramos o caso 7 = 2, que equivale ao modelo de Thirring
usual, sobre o qual existe inclusive um estudo recente na literatura [13] que pode servir
como comparacao e validacao deste trabalho. Porém, como mencionado na Secao 2.1,
esperamos que um valor de v entre um e dois seja mais adequado para um estudo de
agregacao molecular como o proposto. Desta forma, consideraremos depois o caso v = 1, 2
o qual deve descrever mais adequadamente o ntimero de ligacoes efetivas g(n) = n? — 1
entre as moléculas agregadas.

Os resultados serao mostrados daqui em diante fazendo-se a constante de Boltz-
mann igual & unidade e considerando uma energia de interagdo v = 5 (em unidades arbi-
trarias de energia), exceto quando indicada explicitamente as unidades para comparagao

com sistemas fisicos.

2.4.1 Modelo de Thirring usual (caso v = 2)

Na Fig. 2.2(a) sao mostradas curvas da entropia microcanonica S(E) para alguns
valores do volume reduzido 7. E possivel notar que, com o aumento de 7, surge uma regio
de convexidade em S(E), o que caracteriza uma transigdo de fase de primeira ordem [11],
que neste caso corresponde a agregacao das moléculas. Isto é melhor evidenciado na Fig.
2.2(b), onde sdo mostradas as correspondentes temperaturas microcanonicas T(E) =
(0S/OE)™!, ja que estas curvas apresentam regioes de decrescimento para n > 2, o que é

equivalente a condi¢ao de convexidade da entropia. Na referéncia [13] esta constatacao da
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Figura 2.2: (a) Entropia microcanoénica S(F), (b) temperatura microcanénica T'(E), (c) nimero
de moléculas agregadas n(FE) e (d) perfil de energia livre 5*AF(FE) para o modelo de Thirring
usual (y = 2) contendo N = 10000 moléculas com interagdo entre moléculas v = 5 (unidades
arbitrarias de energia). Foram considerados vérios valores do “volume” reduzido 7 e a legenda
em (a) é valida para todos os graficos.

transicao de primeira ordem para 1 > 2 é corroborada, inclusive com calculos analiticos
via expansao de Landau. As temperaturas microcandnicas foram obtidas via derivada
numeérica da entropia com relagao & energia. No Apéndice A mostramos que as derivadas
numeéricas estao em acordo com uma expressao analitica que relaciona a temperatura com
valores médios microcandnicos.

Quando nos atentamos para a defini¢ao do “volume” reduzido n = In[(V —V;)/V;] na
Eq. 2.8, observamos que a transicao de primeira ordem s6 acontece quando o volume total
é suficientemente maior do que V;. Isto ¢ justificado pois, nestas condicoes a transformacao
de uma fase para outra deve ser um processo mais abrupto, com as moléculas condensando
a partir de um volume muito maior V'’ para um volume muito menor V;.

Ja na Fig. 2.2(c) é mostrado o nimero de moléculas agregadas n em func¢ao da
energia total E. Para todos os valores de n observamos, que quando a energia é muito
baixa (negativa), quase todas as moléculas estdo agregadas. Com o aumento da energia,
este nimero diminui, ou seja, neste caso, a maioria das moléculas estara diluida em todo

volume, conforme esperado. Observamos também que, com o aumento de 7, o nimero de
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moléculas agregadas varia mais abruptamente, indicando também presenca da transicao
de fase de primeira ordem apenas para os maiores valores de 7.

Por fim, na Fig. 2.2(d) s@o mostrados perfis de energia livre S*AF(FE) na tem-
peratura de transicdo T* = 1/p* para n > 2, os quais apresentam dois minimos, que
correspondem as duas fases em diferentes energias e separadas por uma barreira de ener-
gia livre, corroborando também a presenca da transicao de fase de primeira ordem para
estes valores de 7. Analisando (¢) e (d) da Fig. 2.2 podemos caracterizar entao estas
duas fases: na fase de menor energia ha predominancia de moléculas agregadas no volume
Vo (alto 1) e na fase de maior energia ha predominancia de moléculas diluidas em todo
volume (baixo 7).

Chamamos a atencgao para o caso n = 2,5, onde ha uma regiao de convexidade na
entropia, que resulta em um perfil de energia livre com dois minimos para temperaturas
proximas a de transicao 7™, de modo que ha transicao de fase de primeira ordem do
ponto de vista do ensemble canonico. Porém, a curva n(FE) é continua, o que indica que
a transicao também é continua no ensemble microcanonico. Esta nao equivaléncia dos
ensembles é tratada com mais detalhes no Apéndice A. Isto significa que, quando n = 2, 5,
nao hé coexisténcia de fases se este sistema tem uma energia fixa qualquer, porém, ha
coexisténcia de fases se este sistema estiver em contato com um reservatério térmico em
uma temperatura fixa proxima de 1.

O “volume” reduzido n = In[(V — V) /Vy], Eq. 2.8, foi introduzido com o objetivo
de simplificar as expressoes matematicas. No entanto, ao trabalhar com sistemas mo-
leculares é mais conveniente utilizar outros parametros relacionados ao volume, como a
concentracio de moléculas C' = N/V. E possivel escrever uma relacio simples entre C' e 7
usando uma aproximacao comumente utilizada em sistemas moleculares de que o volume
molecular (volume de uma tnica molécula) tem um valor fixo v, (vide, por exemplo, o
Capitulo 2 da referéncia [43|) independente inclusive de qual fase a molécula se encontra.
Considerando esta aproximacao assumimos que Vo = Nuv,,, ou seja, o volume V; tem que
ser suficientemente grande para comportar todas as moléculas do sistema, ja que, em
energias muito baixas, todas as moléculas se encontram agregadas na regiao definida pelo
volume V4.

Para obter a relagao entre C' e 1, definimos uma terceira quantidade

p= W_ ;, (2.17)
Vi 1+en
assim,
NWw N W_» (2.18)
ViV W Voo,

ou seja, a concentracao C' é proporcional a p, que é entao uma concentracao adimensional.

C

Na Fig. 2.3 sao mostradas algumas grandezas que caracterizam a transicao de fase

em fungdo de p. Em (a) estdo a temperatura de transicdo T e as temperaturas 7_ e
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Figura 2.3: (a) Temperatura de transicao T™ e temperaturas Ty e T_, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em fungdo da concentragio adimensional p, para o modelo
de Thirring usual (v = 2) contendo N = 10000 moléculas com interagao entre moléculas v = 5
(unidades arbitrarias de energia). Os simbolos vermelhos sdo os resultados extraidos da referéncia
[13] e a linha laranja pontilhada identifica a concentragao correspondente a n = 2.

T, que delimitam os limites de metaestabilidade (vide Capitulo 1). Notamos que estas
trés temperaturas parecem convergir para um mesmo valor quando n = 2. Para valores
menores de 7 (i.e., maior p) nao ha mais transi¢ao de primeira ordem, ji que nao existem
mais regides de instabilidade, como ja foi observado na Fig. 2.2(b). Na regido, onde
n < 2, nao h& mais coexisténcia de fases e a transicao ¢ continua de modo que, para
o ponto 7 = 2, a temperatura de transicao 7% =~ 2,5 x 10* corresponde a um ponto
critico [13, 44].

A linha continua na Fig 2.3 (a) é a linha de coexisténcia e, portanto, delimita as
regioes de temperatura T e concentracoes p onde o sistema se encontra em cada fase,
i.e., a fase com agregado e a fase diluida, conforme indicado na figura. Além disso, as
temperaturas 7™, 7" e T', aumentam com a concentragao de moléculas, o que é esperado
j& que se a concentracao ¢ maior, estas terao maior probabilidade de agregar, de modo
que serd necessaria uma temperatura maior para diluir estes agregados.

Na Fig. 2.3(b) é mostrada a barreira de energia livre 3*AFT em fungao de p e
chamamos atencao para a rapida diminuicao desta grandeza com o aumento da concen-
tracdo, atingindo valores muito baixos para p ~ 0,12 (n = 2), a partir de onde nao ha
mais coexisténcia de fases e, portanto, também ndo ha barreira. Ja na Fig. 2.3(c) é mos-
trado o calor latente AET, o qual também diminui com a concentracio, mas de maneira

mals suave.

2.4.2 Modelo de Thirring generalizado (caso v = 1,2)

Na Fig. 2.4 sao mostrados resultados andlogos aos da Fig. 2.2 mas agora para
v = 1,2. O comportamento geral destas grandezas é similar, isto é, apresenta regioes
onde a entropia é convexa e, portanto, ha decrescimento da temperatura com a energia
para os valores mais altos de 1. Notamos, porém, que a transicao de fase de primeira

ordem s6 é observada para valores de n muito maiores do que no caso do modelo de



2 Termoestatistica microcandnica 23

q 3x10° b
2x10° 4=
) @ L
%3] =
1x10° 2
0 O | 1 | 1 | 1 | 1
3x10° 2x10° -1x10° 0 1x10° 3x100 2x10° -1x10° 0 1x10°
E E
4 3
c 110 d 8x10
8x10° 610’
6x10° [— @ i
‘E:’ s m1x10° *% 4x10° [~
3 [<al
4x10 | 5x10” B
3
2x10° [—
2x10° [~ E—— .
- 0 4x10* sx10* T ) -
0 | 1 | 1 | .I' . . L 0 |
3x10° -2x10° -1x10° 077" 1x10° 3x10° -2x10°  -1x10° 0 1x10°
E E

Figura 2.4: (a) Entropia microcanoénica S(F), (b) temperatura microcanoénica T'(E), (c) nimero
de moléculas agregadas n(FE) e (d) perfil de energia livre 5*AF(E) para o modelo de Thirring
generalizado com v = 1,2 contendo N = 10000 moléculas com interagao entre moléculas v = 5
(unidades arbitréarias de energia). Foram considerados varios valores do “volume” reduzido 7 e a
legenda em (a) é valida para todos os graficos.

Thirring usual. Ou seja, é necessario que o volume total seja ainda maior do que o
volume Vj ocupado pelas moléculas agregadas para que a transicao seja descontinua. Isto
é justificado pelo fato de que, no caso v = 1,2, a interacao entre as moléculas agregadas
¢ mais suave, pois elas nao interagem todas umas com as outras como no caso y = 2.

Estas anéalises sao corroboradas pelas Fig. 2.4(c) e (d), que mostram mudangas
mais abruptas em 7 e o surgimento de barreiras de energia livre, para os valores maiores
de n. Na Fig. 2.4(b) é mostrada uma ampliacdo do grafico n(E) onde fica mais nitida a
descontinuidade desta grandeza para os maiores valores de 7).

Na Fig. 2.5(a) é mostrado o diagrama de fases para o caso v = 1,2, qualita-
tivamente semelhante ao que foi discutido para o caso v = 2 (vide Fig. 2.3), com as
temperaturas 1%, T e T tendendo para T* ~ 4,4, definindo o ponto critico proximo de
p~5x107* (n~7.6).

E interessante ressaltar a diferenca de algumas ordens de grandeza nas tempera-
turas de transi¢do obtidas aqui em comparagao com o modelo de Thirring usual (Fig.

2.3). Isto se justifica devido & mudanca expressiva no namero de ligagdes efetivas entre
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Figura 2.5: (a) Temperatura de transicao 7™ e temperaturas 7y e T_, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em funcdo da concentracio adimensional p, para o modelo de
Thirring generalizado com v = 1, 2 contendo N = 10000 moléculas com interacao entre moléculas
v =5 (unidades arbitrarias de energia).

as moléculas agregadas g(n) = n” — 1 para estes dois valores de . No caso do modelo de
Thirring usual (y = 2) todas as moléculas do agregado interagem entre si de modo que é
necessaria uma temperatura muito maior para que as moléculas sejam diluidas em todo
volume. Como serd mostrado mais adiante, ao introduzirmos unidades fisicas reais para
a interagao inspiradas em sistemas moleculares, o modelo generalizado é o que fornece
grandezas com valores fisicamente plausiveis para sistemas moleculares.

Por fim, os graficos (b) e (c) da Fig. 2.5, mostram as barreiras de energia livre
e calores latentes em funcao da concentracao de moléculas para o modelo com v = 1,2.
O comportamento geral também ¢é semelhante ao observado para o modelo de Thirring
usual (v = 2), com as barreiras se aproximando de zero proximo a concentracao critica e
o calor latente diminuindo mais suavemente com o aumento da concentracao.

No Apéndice B mostramos resultados para as grandezas expostas acima para alguns

valores de v intermediérios, isto é, entre y =1,2 e v = 2.

2.5 Influéncias do ntimero de moléculas N e da magni-

tude da interacao v

Nas Secoes anteriores apresentamos a caracterizacao termoestatistica do modelo
de Thirring usual (y = 2) e gereralizado (7 = 1,2) variando-se o “volume” reduzido 7 ou,
equivalentemente, a concentragdo p = 1/(1+ €”). No entanto, toda esta caracterizacdo
foi feita para valores fixos do nimero total de moléculas N = 10000 e da magnitude de
interagao entre duas moléculas v = 5 (unidades arbitrarias de energia). Nesta Se¢ao con-
sideraremos outros valores destes dois parametros e mostraremos que eles nao alteram a
caracterizacao geral das propriedades termoestatisticas de equilibrio do sistema. No caso
de N e v, obtemos relacoes de escala simples, de modo que é possivel obter diretamente
resultados em outros valores destes parametros apenas reescalando as grandezas termo-

dinamicas ja calculadas. Isto ajuda, por exemplo, na conversao direta para unidades
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Figura 2.6: Temperatura de transi¢do 7™ e temperaturas T e T_ em fungdo da concentragao
p de moléculas com N = 10000 (linhas pretas), N = 5000 (linhas azuis) e N = 1000 (linhas
vermelhas) para o modelo de Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e usual (v = 2) (b). Em ambos
0S €asos vV = 3.
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Figura 2.7: Calor latente por molécula AET/N em funcao da concentracdo p de moléculas com
N = 10000 (linhas pretas), N = 5000 (linhas azuis) e N = 1000 (linhas vermelhas) para o
modelo de Thirring generalizado (y = 1,2) (a) e usual (7 =2) (b). Em ambos os casos v = 5.

fisicas de sistemas moleculares, quando fixada a unidade para energia de interacao v entre
moléculas.

Na Fig. 2.6 sao mostrados os diagramas de fase ja discutidos na Se¢ao 2.4 para
trés valores do ntimero total de moléculas N, considerando v = 1,2 (grafico (a) da figura)
e 7 = 2 (grafico (b) da figura). Notamos que as temperaturas variam consideravelmente
com o niamero de moléculas, principalmente no caso do modelo usual, em que as moléculas
agregadas interagem todas entre si neste tltimo. Por outro lado, a localizagao do valor
critico para n (i.e., p) nao ¢é alterada com a variagdo de N em nenhum dos dois casos, de
modo que o comportamento qualitativo é similar.

Ja na Fig. 2.7 sao mostrados os gréficos do calor latente por molécula AET/N em
funcao da concentracao p para diferentes valores do nimero de moléculas N e também
para v = 1,2 (géfico (a) da figura) e v = 2 (grafico (b) da figura). Dividir as grandezas

proporcionais a energia pelo niimero de moléculas é a primeira tentativa de obter fatores
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Figura 2.8: Entropia microcanoénica por molécula S/kgN em fungdo de E/vN? para v = 1,2
(a) e ¥ = 2 (b) e alguns valores de . Temperatura microcanénica kgT/vN?~! em funcio de
Ev/N? para v = 1,2 (c) e v = 2 (d) e alguns valores de . Em todos os graficos as curvas
continuas se referem a N = 5000 e v = 5 e as linhas pontilhadas se referem a N = 10000 e v = 9.

de escala para estas grandezas, ja que a energia é normalmente uma grandeza extensiva.
Porém, a energia de intera¢do do modelo de Thirring, E, = —v(1 —n?), é ndo aditiva
j& que escala com n?. Quanto maior o v mais o comportamento deve se afastar do que
é esperado para sistemas extensivos, como pode ser observado na Fig. 2.7, onde o calor
latente por molécula AET/N varia muito mais com N, para o caso de modelo usual
(v =2).

A forma da energia de interacao do modelo de Thirring discutida acima sugere
entdo que a energia seja proporcional a vN7. Assumindo que a entropia é extensiva
neste modelo (como, de fato, serd mostrado mais adiante) e considerando a definigdo
de temperatura T(E) = (0S(E)/OF)™!, esperamos entdo que as temperaturas sejam
proporcionais a v N7 1.

Na Fig. 2.8 sdo verificadas as hipoteses anteriores considerando-se dois valores,
tanto de N quanto de v, para ambos os casos, v = 1,2 e v = 2. Nesta figura sao rea-
presentadas as entropias e temperaturas microcanonicas para alguns valores de 7, porém
dividindo-se a entropia por N, a energia por vN7 e a temperatura por vN7~!, conforme

discutido acima. As linhas continuas sao os resultados obtidos com N =5000e v =5 e
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as linhas pontilhadas foram calculadas com N = 10000 e v = 9.

Observamos que estas duas curvas se sobrepoem, corroborando os argumentos de
como estas grandezas escalam com N e v conforme descrito anteriormente. Para v = 2,
este comportamento também pode ser verificado nas referéncias [12, 13]. Como ja dis-
cutido, o comportamento nao intensivo da temperatura ¢ consequéncia direta da nao
extensividade da energia e tem como resultado a nao definicao de uma temperatura con-
vergente no limite termodinamico, o que é uma limitacao do modelo associada a escolha
do numero de ligacoes efetivas entre as moléculas como sendo g(n) = 1 — n?. Este nt-
mero efetivo de ligacoes possivelmente nao segue esta lei de poténcia quando o ntimero
de moléculas é muito grande. Apesar disso, acreditamos que o modelo possa ser utilizado
para descrever aproximadamente sistemas moleculares nesta faixa de N nao tao grande,
ou seja, sistemas intrinsecamente pequenos (finitos), que é de fato o objetivo de estudo
deste trabalho.

Por fim, reapresentamos os diagramas de fase (Fig. 2.9), o calor latente (Fig. 2.10)
e as barreiras de energia livre (Fig. 2.11) em funcdo de p, utilizando agora os fatores
de escala discutidos anteriormente para a energia e temperatura. O perfil de energia
livre S*AF(E), que é uma energia dividida por temperatura, deve ser proporcional a N,
e assim também ocorre com as barreiras S*AFT. Todas essas figuras confirmam estes
comportamentos discutidos. Concluimos esta secao listando entao estes comportamentos

das grandezas termodinamicas com N e v: S N, E oc vN7, T c vN"1 e B*AF « N.

a b

0 1x10™* 2><10“‘p3x10‘4 4x10* sx10

Figura 2.9: Temperatura de transicio T* e temperaturas Ty e T_ divididas por ¥N7~! em
funcao da concentragdo p de moléculas para o modelo de Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e
usual (v = 2) (b). As linhas pretas correspondem a N = 5000 e v = 5 e as linhas vermelhas a
N =10000e v =9.
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Figura 2.10: Calor latente AET/UNY em funcio da concentracio p de moléculas para o mo-
delo de Thirring generalizado (y = 1,2) (a) e usual (v = 2) (b). As linhas e simbolos pretos
correspondem a N = 5000 e v = 5 e as linhas e simbolos vermelhos a N = 10000 e v = 9.
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Figura 2.11: Barreira de energia livre 3*AFT/N em funcido da concentragio p de moléculas
para o modelo de Thirring generalizado (7 = 1,2) (a) e usual (7 = 2) (b). As linhas e simbolos
pretos correspondem a N = 5000 e v = 5 e as linhas e sfmbolos vermelhos a N = 10000 e v = 9.
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Capitulo 3

Ensemble microcanonico

conformacional

Neste Capitulo consideraremos uma abordagem alternativa para descrever a ter-
moestatistica do modelo de Thirring ja estudada no Capitulo 2. Analisaremos se é possi-
vel obter os mesmos resultados daquele Capitulo considerando apenas a dependéncia da
entropia (conformacional) com a energia potencial, ou seja, desprezando a contribuigao
cinética. Analisar este tipo de abordagem é interessante ja que tem sido comum o uso
desta entropia conformacional em simulacoes computacionais, principalmente de Monte
Carlo [8, 21].

Existem diversos algoritmos a partir dos quais a densidade de estados conforma-
cional Q,(E,) pode ser estimada por meio de simulacées de Monte Carlo, tais como o
algoritmo multicanonico [30] e o de Wang-Landau [29]. Além disso, as coordenadas de
momento podem ser integradas analiticamente para a obtencao da entropia microcand-
nica S(F) em grande parte dos sistemas classicos, como discutido no Capitulo 2. Apesar
disso, é comum que toda a anélise seja feita considerando-se a entropia conformacional
Sp(Ep) = kpIn €y (E)p).

A entropia é entao definida a partir do nimero de estados do sistema com energia
potencial fixa F,, em contraste com a definicao usual, onde é usado o nimero de estados
com energia total E, o que caracteriza outro ensemble estatistico, chamado de ensemble
microcanonico conformacional, j4 que a energia potencial, em geral, depende apenas das
coordenadas espaciais das particulas. Em termos de andlise, estas duas abordagens sao
idénticas, j4 que mudamos apenas a variavel independente de E para £,, de modo que
grandezas como temperaturas de transicdo e perfis de energia livre sdo obtidas neste
Capitulo de maneira analoga ao que foi feito na Secao 2.4.

Este tipo de abordagem é justificada a priori, por exemplo, para sistemas magné-
ticos, como o modelo de Ising usual, em que as particulas estdo fixas na rede e nao ha
contribuigao cinética relevante. Por outro lado, ao se tratar de sistemas onde as moléculas

mudam de posicao, tal como modelos de gas na rede, nao é tao evidente a validade desta
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abordagem, ja que a energia cinética pode ter um papel importante [45].

Na referéncia [8], por exemplo, foram comparados estas duas abordagens (S(F) e
Sy(E,)) para simulagoes de Monte Carlo para agregacao de particulas de Lennard-Jones
e foram observadas pequenas diferencas em grandezas como a temperatura de transicao
e barreiras de energia, quando o sistema é finito. No limite de muitas particulas, estas
grandezas calculadas nos dois ensembles convergem. Neste capitulo utilizaremos esta
abordagem do ensemble microcanonico conformacional com o objetivo de comparar com

os resultados obtidos no Capitulo 2.

3.1 Entropia microcanoénica conformacional

Na secao 2.3 ja foi calculada a densidade de estados conformacional para o modelo

de Thirring generalizado:

N! (V=)
n(N —n)! (14 enN’

Qy(n) = (3.1)

e, utilizando a aproximacao de Stirling (Eq. 2.14), obtemos a entropia conformacional
Sp = kB In Qpi

Sp(n) =n(N—n)— % In(1+427mn) —nlnn—%ln(l—k%r(]\f—n)) —(N—=n)In(N—n), (3.2)

onde ignoramos a constante aditiva que s6 depende de N e 7, mas nao de n e fixamos
kg = 1. Portanto, temos uma expressao analitica para a entropia conformacional, dife-
rentemente da entropia microcanénica S(F), Eq. 2.11, que é dada em termos de uma
soma em todos os valores de n.

Lembrando que a energia potencial é univocamente determinada por n, a saber,

E,(n) = —v(n” — 1), esta tltima relacao pode ser invertida, o que fornece:
E 1/
) = (1-2) (33)
%

ou seja, temos a entropia conformacional em funcao da energia potencial, como desejado.

3.2 Temperatura e perfis de energia livre

A definigao natural de temperatura T'(E,) neste caso, ji que estamos desprezando

a contribuigao cinética, é:

T(E,) = (2—2) R : (3.4)

NV
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Figura 3.1: Inverso da temperatura b em funcdo da energia potencial E, para o modelo de
Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e usual (v = 2) (b), em alguns valores do “volume” reduzido
1. Em ambos os graficos N = 10000 e v =5

assim, basta derivar a Eq. 3.2 com relacao a E, utilizando, portanto, a Eq. 3.3 para obter

o inverso da temperatura b(E,) = 1/T(E,), que é dado por:

[ T m . N —n(E)p)
b(Ep) = | =1 1+ 27mn(E,) " 1+ 27(N —n(E,)) ! < ey )]

NE)

Na Fig. 3.1 sdo mostrados os graficos de b(E,) obtidos da expressao analitica acima,
tanto para o modelo de Thirring generalizado (v = 1,2) quanto para o usual (y = 2), para
alguns valores do parametro n. Notamos que o comportamento qualitativo é parecido com
o que foi obtido no Capitulo 2 com a andlise microcandnica considerando a energia total
E. no sentido de que com aumento de n surgem regioes onde a entropia conformacional é
funcao convexa da energia potencial e, portanto, existe uma regiao de energia onde b(E,)
cresce com £, o que caracteriza a transicao de fase de primeira ordem.

Por outro lado, para valores da energia potencial proximos de zero, identificamos
problemas desta abordagem, inclusive com a temperatura se tornando negativa para al-
guns valores de 7. Além disso, no caso de v = 1,2, para > 12, a regiao de convexidade
da entropia se estende até o zero da energia potencial. Estes problemas parecem estar
relacionados com a restricao do espaco de fase, que ocorre ao desprezarmos a energia
cinética.

Também pode contribuir para estes problemas o fato de que S(E,) e a propria
energia potencial £, sao de fato grandezas discretas no caso do modelo de Thirring, pois
sao funcoes do nimero de moléculas agregadas n. Portanto, a aproximacao continua
necessaria obter b(E,) por derivagdo pode ndo ser adequada quando n é muito pequeno,

isto é, justamente préoximo ao zero da energia potencial. A prépria aproximacao de Stirling
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Figura 3.2: Perfil de energia livre 5*AF(E,) para o modelo de Thirring generalizado (v =1, 2)
(a) e usual (v = 2) (b), em alguns valores do volume reduzido . Em ambos os graficos N = 10000
ev=>5

pode nao ser tao adequada nesta regiao, apesar de termos usado uma aproximac¢ao mais
acurada que, em principio, fornece melhores estimativas para valores pequenos de n.

Ja na Fig. 3.2 s@o mostradas os perfis de energia livre correspondentes, que também
indicam a presenca da transicao de primeira ordem para os valores suficientemente altos de
71, com a presenca de duas fases separadas por uma barreira de energia livre. Observamos
que as regioes onde a energia livre € minima aparecem restritas a intervalos muito estreitos
da energia potencial, principalmente no minimo correspondente a fase diluida préximo de
E, =0, o que também deve estar relacionado com a restrigao do espacgo de fase utilizada.
E razoavel que a descricdo da fase diluida (mais energética) fique mais prejudicada nesta
andlise que despreza a contribuicao cinética.

Assim como também ¢é constatado na referéncia [8], a inclusdo da energia cinética

suaviza as curvas, tanto do inverso da temperatura quanto dos perfis de energia livre .

3.3 Comparacao entre as duas abordagens

Com os gréaficos apresentados na Secao anterior é dificil uma comparagao quanti-
tativa com o que foi obtido no Capitulo 2, ja que as variaveis independentes sao diferentes
(E e E,). Podemos afirmar apenas que, qualitativamente, os comportamentos sao se-
melhantes, com a abordagem conformacional sendo capaz de capturar os aspectos mais
importantes, tal como a presenca da transicao de primeira ordem para os mesmos valo-
res de 7. Nesta secao apresentamos entao as grandezas que permitem uma comparagao
quantitativa, a saber, as temperaturas de transicao (Fig. 3.3), calores latentes (Fig. 3.4)
e barreiras de energia livre (Fig. 3.5), em fungao da concentragao p e para o modelo de
Thirring generalizado (v = 1,2) e usual (7 = 2).

Em todas as figuras apresentadas a seguir, as linhas e simbolos pretos sao os resul-

tados ja apresentados no Capitulo 2 obtidos da analise da entropia microcanénica S(E)
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e as linhas e simbolos vermelhos sao os resultados obtidos por meio da entropia confor-
macional S,(E,). Notamos que a concordancia entre as duas abordagens é muito boa,
com um pequeno desvio no caso da temperatura T para o modelo usual (y = 2) para
valores de n muito altos, ou baixas concentracoes. No caso do modelo generalizado nao é
possivel obter estas grandezas quando 1 > 12, ja que a regiao de convexidade da entropia
se estende até o zero de energia potencial, como discutido da secao anterior, o que impede
a realizacao da anélise microcanonica, i.e., construcao de Maxwell, descrita no Capitulo
1.

Concluimos entao que a anélise no ensemble microcanonico conformacional é ade-
quada para o modelo de Thirring, com excecao destes valores muito altos de 7, o que ja
era anunciado pelas curvas de b(E,) da Fig. 3.1. Vale ressaltar que a concordancia destas
duas abordagens pode ser prejudicada para valores menores do nimero total de moléculas,
como ¢é alertado na referéncia [8]. Os resultados aqui apresentados foram obtidos para
N = 10000.

0 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 1x10t 2x10® 3x10* ax10” sx10™
p

Figura 3.3: Temperatura de transi¢do 7™ e temperaturas T e T_ em fungdo da concentragao
p de moléculas para o modelo de Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e usual (y = 2) (b). As
linhas pretas sdo os resultados obtidos a partir da andlise da entropia microcanénica S(FE), Eq.
2.16 e as linhas vermelhas foram obtidas a partir da entropia conformacional S,(E,), Eq. 3.2.
Em ambos os casos ¥ =5 e N = 10000.
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Figura 3.4: Calor latente AE! em funcdo da concentracio p de moléculas para o modelo de
Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e usual (y = 2,0) (b). As linhas e simbolos pretos sao os
resultados obtidos a partir da andlise da entropia microcanonica S(E), Eq. 2.16, e as linhas
e simbolos vermelhos foram obtidas a partir da entropia conformacional S,(E,), Eq. 3.2. Em
ambos os casos ¥ =5 e N = 10000.
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Figura 3.5: Barreira de energia livre S*AFT em funcdo da concentracio p de moléculas para o
modelo de Thirring generalizado (v = 1,2) (a) e usual (v = 2) (b). As linhas e simbolos pretos
sao os resultados obtidos a partir da analise da entropia microcanoénica S(E), Eq. 2.16, e as
linhas e simbolos vermelhos foram obtidas a partir da entropia conformacional Sy,(E,), Eq 3.2.
Em ambos os casos v =5 e N = 10000.
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Capitulo 4
Cinética da agregacao

Neste Capitulo estudaremos a cinética da agregacao utilizando o modelo de Thir-
ring generalizado (v = 1, 2) introduzido no Capitulo 2. A ideia foi obter as constantes de
reacao a partir de simulagoes estocésticas em temperaturas proximas a de transicao T™ e

validar as abordagens apresentadas na referéncia [10].

4.1 Unidades para sistemas fisicos

Primeiramente é necesséario definir quais parametros do modelo de Thirring utili-
zaremos para as simulacoes, principalmente o volume reduzido 7, que, de fato, determina
as regioes onde o sistema apresenta transicoes de fase de primeira ordem. Por isso rea-
presentamos aqui o diagrama de fase, as barreiras de energia livre e o calor latente como
funcoes da concentracao molar de moléculas C' e aproveitamos para utilizar unidades fisi-
cas convenientes para sistemas moleculares. Fixando uma energia de interagao entre duas
moléculas de v =5 x 1072! J, ou v = 3,01 kJ/mol, fixamos as escalas de energia e tempe-
ratura do sistema. Além disso, a concentracao molar é obtida a partir de p fixando o raio
de cada molécula a = 1 nm, de modo que o volume de cada molécula v, fique definido
e a Eq. 2.18 determina, portanto, a concentracao em unidades que sejam semelhantes as
de sistemas fisicos reais.

Na Fig. 4.1 sao reapresentados entao estes resultados para o modelo de Thirring
generalizado com v = 1, 2 agora com unidades fisicas e destacamos a obtenc¢ao de ordens de
grandeza para temperatura, energia e concentracao condizentes com sistemas moleculares.

Resta entao definir o valor da concentracao que sera utilizado para os estudos
cinéticos. Nossa escolha foi a maior concentracao na Fig. 4.1, C' = 179 uM, que equivale
ap=4,5x10"%en = 7,7, pois neste valor ¢ observada a menor barreira de energia livre.
Valores muito altos da barreira dificultam a transicao entre as duas fases e, portanto,
torna-se mais dificil obter uma boa estatistica para as grandezas cinéticas obtidas pelas
simulagoes estocasticas, que serao discutidas na Secao 4.2.

Na Fig. 4.2 sao mostradas a entropia microcanonica, temperatura microcanoénica,
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Figura 4.1: (a) Temperatura de transicdo T* e temperaturas Ty e T, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em funcdo da concentracio molar C, para o modelo de
Thirring generalizado com v = 1, 2 contendo N = 10000 moléculas com interagao entre moléculas
v = 3,01 kJ/mol.

numero de moléculas agregadas e o perfil de energia livre para este valor especifico C' = 179
1M, também com as unidades fisicas, com excecao da entropia, que é definida a menos
de uma constante C(N,V,n) (Eq. 2.13). Como ja mencionado, as simulagdes estocasticas
sao realizadas em temperaturas fixas proximas a de transicao T = 314,62 K. Por isso na
Fig. 4.3 é mostrada uma ampliacao da Fig. 4.2(b) proximo a temperatura de transicao e

as linhas vermelhas indicam o intervalo de temperatura escolhido para as simulacoes.

5
q 2.0x10 b 800
1,5x10° 600
» ¥ < 400 |-
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0’0 0 1 | 1 | 1
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Figura 4.2: (a) Entropia microcanoénica S(E), (b) temperatura microcanénica 7'(E), (c) nimero
de moléculas agregadas n(FE) e (d) perfil de energia livre 5*AF(E) para o modelo de Thirring
generalizado com v = 1,2 contendo N = 10000 moléculas com interacao entre moléculas v = 3,01
kJ/mol e C =179 uM (i.e., p=4,5x 1072 e =7,7).
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Figura 4.3: Ampliacdo da Fig. 4.2(b) mostrando o intervalo de temperaturas utilizado nas
simulagoes estocésticas entre as linhas tracejadas horizontais vermelhas.

4.2 Simulacoes estocasticas

Assim como na referéncia [10], as simulac¢oes aqui consideradas foram realizadas em
temperaturas fixas, isto é, assumimos que o sistema esta em contato com um reservatorio
térmico a uma temperatura 7. Desta maneira, o sistema esta sujeito a distribuicao de
equilibrio canénica p(FE,,). Aqui é necessaria, para a implementacdo das simulagoes, a
discretizacao da energia E' = Ejy + me, com m natural, £y a menor energia alcancéivel e €
uma variagao de energia suficientemente pequena. Com isso, a densidade de probabilidade
correspondente de se encontrar o sistema com uma energia entre E,, e E,, 11, p(E,,) é

calculada por:
Q(E,,)e PEm

p(Ey) = Z09) , (4.1)
onde 5 =1/kgT e Z(p) é a funcao de parti¢do canonica,
Z(B) = QUEy)e . (4.2)

Portanto, basta realizar a soma na Eq. 4.2, utilizando a densidade de estados obtida para
o modelo de Thirring, Eq. 2.11, para obter a distribuicao canonica de equilibrio.

As simulagoes estocésticas foram implementadas seguindo o proposto na referéncia
[10]. Para evitar instabilidades numéricas é necessario definir um limiar p,,;, = 107, por
exemplo, que delimita a regido de energias onde p(E,,) > 0. Isto define as energias minima
FE; e maxima Fy, entre as quais o sistema pode visitar a uma dada temperatura. E sorteada
entao uma energia inicial F,,, entre F; e Fy, e a cada passo da simulagao o sistema tem
uma probabilidade T}, ,,,+1 de sofrer uma transigao para E,,;; e uma probabilidade T}, ,,,—1
de sofrer uma transicao para F,, ;. Isto é, a cada passo o sistema s6 pode mudar para uma
destas duas energias mais proximas E,,.; ou E,,_1, de forma que T5;, i1 + Trpm—1 =1 €
qualquer outra transicao é proibida T, ,,1; = 0, para j # =1, incluindo permanecer na
mesma energia F,,, T,,, , = 0 (exceto para as energias E; e E; como serd detalhado mais

adiante). Estas probabilidades de transi¢ao 7, ,, definem entdo uma matriz estocéstica,
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que é determinada pela distribui¢ao de equilibrio p(E,,) = pm.

A distribuicao de equilibrio determina que

Pm = pm—le—l,m + pm+1Tnz+1,m (43)

pois, se o sistema esta em uma energia F,, ele tem que ter saido ou de F,, 1 ou de E,,11.
Além disso, para garantir que este protocolo de transicoes estocasticas gere a distribuicao
de equilibrio desejada p(FE,,), que neste caso é a distribuicdo canoénica, uma condigao
suficiente é a de balanco detalhado [46]:

mem,m+l — pm+1Tm+1,m- (44)

Com as Eq. 4.3 e 4.4 determinamos a matriz estocastica 15, ,. Primeiramente,
definimos as probabilidades de transicao para a energia minima F;. Como o sistema ¢
proibido de transicionar para [£;;_;, supomos uma probabilidade de transicao nao nula
T, = QE)/[QUE;) + QEiq1)], além de T, ;11 = 1 — T;,;. Entdo, a condi¢do de balanco
detalhado, Eq 4.4, fornece T;11; = (pi/pi+1)Tiit1- Depois disso, os outros elementos
da matriz T, , sdo calculados de maneira recorrente pelos passos (1): Ti1m = (Dm —
Pm-1Tm—1.m)/Pm+1, que decorre da Eq. 4.3 ¢ (2): Tums1 = (Pmt1/Pm)DTmt1.m, que vém
da Eq. 4.4. Estes passos sao repetidos de m = ¢+1 até m = f—1. Por fim, para a energia
méaxima Fy, temos que Ty 11 = 0 entdao basta fazer Ty = 1 — Ty ;. Isto determina
completamente a matriz estocastica proposta T, .

As simulagoes descritas acima fornecem entao uma série “temporal” da energia em
funcao do niimero de passos da simulacao. Parte de uma dessas séries é mostrada na Fig.
4.4(a). Foram realizadas dez simulagoes, cada uma com 10° passos, para cada temperatura
considerada. Na Fig. 4.4(b) sdo mostrados os histogramas normalizados obtidos destas
séries (linhas pontilhadas) e a comparagao com as distribuigoes candnicas calculadas pela
Eq. 4.1 (linhas continuas) para trés temperaturas, a de transi¢do 7, uma acima e uma
abaixo. A comparacao mostra que, de fato, este protocolo estocastico gera a distribuicao
canodnica.

Além disso, na Fig. 4.4(a) esté esquematizado um procedimento [47] para o calculo
dos tempos de primeira passagem entre as energias £ e F, indicadas na Fig. 1.1. Estes
tempos sao definidos pelo niimero médio de passos necessario para o sistema sair da energia
E., eir para a energia em F_, que denotamos 7_, e do sistema sair de E_ e ir para E, que
denotamos 7. As duas regioes cinzas indicam o intervalo de passos considerado no célculo
de 7_ e a regiao branca, entre as cinzas, indica o intervalo de passos para o célculo de
7. Computados estes tempos, uma média sobre todos eles, fornece os chamados tempos

médios de primeira passagem (ou, do inglés mean first-passage times).
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Figura 4.4: (a) Trecho de uma série da energia em fun¢ao do niimero de passos de simulagao. (b)
Linhas pontilhadas sao os histogramas obtidos a partir das séries e as linhas continuas indicam
as distribui¢Ges canonicas calculadas pela Eq. 4.1 para trés temperaturas, sendo T = 4.3439
(unidades arbitrarias). Resultado para o modelo de Thirring generalizado com v =1,2en="7,7,
contendo N = 10000 com interagao entre moléculas v = 5 (unidades arbitrarias).

4.3 Constantes de reacao e constante de equilibrio

As constantes de reacao, k- = 1/7_ e ky = 1/7, s@o definidas pelo inverso dos
respectivos tempos de primeira passagem [10, 48]. Na Fig. 4.5(a) sao mostradas estas
constantes em funcao do inverso da temperatura 3. Os simbolos representam In k4 obti-
das a partir dos tempos médios de primeira passagem calculados diretamente das séries
de energia resultantes das simulacoes estocésticas em cada temperatura. Notamos que,
conforme a temperatura 7' = 1/kpf diminui, k_ aumenta, ou seja, o tempo de primeira
passagem para o sistema ir de E/, para I/ diminui, de modo que um niimero maior destes
eventos acontece por unidade de tempo. O contrério é observado para k. Isto é esperado
j& que em uma temperatura é menor (maior) o sistema tende a ficar mais tempo proximo
a energia F_ (E,), como atestam os histogramas na Fig. 4.4 (b). Notamos ainda que
h& um desvio consideravel nestes resultados de um comportamento linear, do tipo Arrhe-
nius [10], que costuma ser assumido para esses logaritmos das taxas de reagao. Ja na Fig.
4.5(b), ¢ mostrada a constante de equilibrio k., = k_/k; em fungdo de . Observamos
que In k., apresenta um comportamento bem mais proximo do linear do que In k..

De maneira similar ao que foi feito na referéncia [10] podemos obter expressoes
analiticas aproximadas para os tempos médios de primeira passagem 7. em funcao do
inverso da temperatura [ e, portanto, para constantes de reacao ki e de equilibrio k4, a

partir da distribui¢ao candnica de equilibrio p(F), Eq. 4.1. Esta pode ser escrita usando
S(E) = /{JB In Q(E), isto é, S(E) = es(E)/kB, CcOomo:

p(E) = %

eS(E)/kp=BE (4.5)
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Figura 4.5: (a) Logaritmos das constantes de reagao k_ e ki em funcdo do inverso da tem-
peratura 3. (b) Logaritmos da constante de equilibrio ke, = k—/k4 em fungdo do inverso da
temperatura 5. Os simbolos sdo os resultados obtidos a partir das simulacdes estocésticas e
as linhas continuas sdo os ajustes das Eq. 4.14 e 4.15 (a) e Eq. 4.17 (b). * é o inverso da
temperatura de transicao e 3,,, Eq 4.19, ¢ o inverso da temperatura na qual k_ = k4 e kg = 1.
Resultado para o modelo de Thirring generalizado com v = 1,2 e n = 7,7, contendo N = 10000
com interacao entre moléculas v = 5 (unidades arbitrarias de energia).

Além disso, o perfil de energia livre f*AF(E), Eq. 1.3, pode ser escrito como:
B*AF(E) = B*(E — B-) = S(E) ks + S(E_) /s, (4.6)

entao, é possivel isolar a entropia microcanénica na Eq. 4.6 e substitui-la na Eq. 4.5, o

que fornece:

1
Z(b)

p(E) = exp [S(E-)/kp — B*E_]exp [E(8" — §) — B"AF(E)]. (4.7)
O perfil de energia livre, como pode ser observado na Fig. 4.2(d), possui um
méaximo local em uma energia £ = E* e dois minimos nas energias £ e E,. Entao,

podemos aproximar *AF(E) proximo de £ = E* por
B*AF(E) ~ f*AFT — %(E — B2, (4.8)

onde B*AFT & o valor do maximo, ou seja, a barreira de energia livre, e v* > 0 é o médulo
da segunda derivada de f*AF(FE) avaliado em E = E*, que é uma medida da curvatura

deste maximo. Similarmente, proximo a £ = F., podemos estimar §*AF(E) por

* Y+
FAR(E) = o (B~ Ey)?, (4.9)
neste caso, S*AF(EL) = 0 por constru¢do e y4 > 0 é a curvatura em E = E.. E
possivel, entdo, escrever expressoes aproximadas para p(F) proximas as energias Fi e

E*. Substituindo a Eq. 4.8 na Eq. 4.7 e fazendo alguma algebra, obtemos a distribuigao
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candnica para energia proximas de E*, denotada p*(E):

(5 ~ 28 o {l* [(E _ B M} } (4.10)

Z(p) 2 v

COo1m

% * %) 2 * *)2
o) g [XED . ragt - BZEVTER ER] gy

De maneira analoga, substituindo a Eq. 4.9 na Eq. 4.7, obtemos as distribuicoes

candnicas para energia proximas a F., denotadas pL(FE):

e~ E e {2 o p O
T4(B) = exp [SZ—) _gp o Bz 6*2)7; Ee)? Vi(;Ei)Q] . (4.13)

Estas expressoes para py(FE) e p*(E) ja foram obtidas na referéncia [10] e com elas
também foram deduzidas expressoes aproximadas para as constantes de reacao k.. Para
o caso aqui considerado do modelo de Thirring generalizado, utilizamos uma aproximagao
ligeiramente diferente para estas constantes de reagao, valida para § proximo de 8*, que

leva as expressoes:

ko= Avexp [FABL(S - 57) - T(5 - Y] (4.14)
(&
1 y_
be=—m A e —AB (- - S8 -8 (4.15)
com
2 *
Ay = 64—%6—5*“*, (4.16)

onde € é a variagao de energia envolvida nas transicoes microscopicas consideradas nas
simulagoes estocésticas e 7. determina a escala de tempo envolvida nestas transi¢oes [10].
Aqui fixamos 7. = 1, pois s6 trabalharemos com simulacoes e o tempo é medido, de um
em um, pelos passos da simulacao. Além disso, AEL = E* — E e 4 = (72) ' + (")~
Estas expressoes diferem daquelas obtidas na referéncia [10] apenas pelos pré fatores Ay
e os detalhes da deducao sao dados no Apéndice C.

A constante de equilibrio k., = k_/k; é entdo dada por:

b~ Aexp |ABHE - ) + 513 - 57 (4.17)
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com
A= |2 (4.18)
v
AEY = AE' —AEY = E, —E_ e Ay =7 -7, = (y-)"' = (33)"". Utilizamos
aqui um simbolo ligeiramente diferente para o calor latente AE* para facilitar futuras
comparacoes dos resultados obtidos com estas expressoes para as constantes de reacao
com aqueles obtidos diretamente da andlise microcanonica (AET).

Na Fig. 4.5(b) a curva continua é o ajuste da Eq. 4.17 considerando 5* = 0.230209,
que é o valor obtido pela anilise microcanonica. Desta maneira, restam trés parametros
livres que foram determinados pelo ajuste: AE' = 48932,9, v_ = 1,28547 x 1078 e
ve = 4,20209 x 1078, Ja na Fig. 4.5(a) as curvas continuas sao os ajustes das Eq.
4.14 e 4.15, considerando os valores de 3* e B*AFT obtidos da analise microcanonica e
os valores de 4 obtidos do ajuste da taxa de equilibrio. Portanto, restam apenas dois
parametros livres em cada ajuste, AEi e v*. No caso de k_ obtemos AE = —20984,6 e
v* & 1,45 x 1078 e, no caso de k., AET = 27948, 3 e o mesmo valor para v*. Portanto,
AEii sdo consistentes com AE*. Além disso, a curvatura préxima do maximo em F = E*
pode ser determinada diretamente a partir do grafico do perfil de energia livre ajustando-se
uma func¢io quadratica como na Eq. 4.8, o que fornece v* ~ 1,52 x 10~® consistente com o
valor obtido pelo ajuste das constantes de reacao. Similarmente, a curvatura préxima aos
minimos do perfil de energia livre obtidas ajustando-se a Eq. 4.9 fornece y_ ~ 1,68 x 1078
e vy ~ 7,24 x 1078, que diferem um pouco mais dos resultados obtidos pelas constantes
de reacao, mas que ainda tém uma concordancia razoavel considerando-se as diversas
aproximacoes utilizadas para obter as expressoes 4.15 e 4.14.

A temperatura de transi¢ao T* = 1/kpf* obtida pela anélise canonica equivale
a temperatura onde a distribuigdo canonica p(E) tem dois maximos, correspondentes as
duas fases em coexisténcia, com alturas iguais. Entretanto, quando § = (* temos que
k_ # k, segundo as Eq. 4.14 e 4.15, a nao ser que v_ = ,, que nao é o caso considerado
aqui. Alternativamente, podemos considerar o critério de areas iguais [10] onde k_ = k.,
i.e., kg = 1, que ocorre em uma temperatura 7, = 1/kgf3,, um pouco diferente de 7%,
ie.,

Bm + " + 0, (4.19)

onde o desvio  é obtido a partir da Eq. 4.17, por

1 Y-

onde desprezamos o termo (3,, — 3*)%. Nas Fig. 4.5(a) e (b) indicamos o valor de 3,
mostrando a validade desta aproximacao.
Ressaltamos que o valor do calor latente obtido com os ajustes das constantes de

reacio, AE' = 48932,9, ndo é exatamente o mesmo se comparado com o calor latente



4 Cinética da agregacgao 43

obtido diretamente da analise microcanénica, AET = 54100. E interessante notar que a
relagio AE* ~ 0.9AET também foi sistematicamente obtida na referéncia [10]. Apesar
de que as aproximacoes utilizadas aqui para a obtencao das Eq. 4.14 & 4.17 diferirem um
pouco do que foi feito referéncia [10], apenas os pré fatores A e A diferem do que foi obtido
naquela referéncia. Portanto, este desvio sisteméatico entre os valores do calor latente deve
estar relacionada com as aproximacoes que levam as Eq. 4.14 4 4.17. Ressaltamos, por fim,
que as aproximacoes utilizadas aqui sao mais adequadas quando as barreiras de energia
livre 8*AFT sdo suficientemente grandes, como discutido no Apéndice C. Por outro lado,
se estas barreiras nao forem tao grandes, a abordagem da referéncia [10] pode ser mais
adequada.

Concluimos que este tipo de abordagem proposta na referéncia [10] para relacio-
nar a cinética da agregacao com a analise microcanonica é bastante adequada apesar da
quantidade consideravel de aproximacoes utilizadas. Isto é interessante, pois torna pos-
sivel inferir propriedades termoestatisticas a partir de resultados cinéticos (e vice-versa).
Por exemplo, com o ajuste da constante de equilibrio obtivemos A% > 0, o que indica que
o perfil de energia livre é mais “estreito” préoximo ao seu minimo correspondente a fase
diluida se comparado com o minimo correspondente a fase agregada, devido as diferentes
curvaturas v4. Isto pode ser verificado no grafico do perfil de energia livre, Fig. 4.2 (d).

Por fim, é comum escrever a taxa de equilibrio k., por meio de uma expressao do

tipo Arrhenius em termos de uma energia livre efetiva AG(T") [10], i.e.,
kog = e ACM/kET, (4.21)

No nosso caso, utilizando a Eq. 4.17, esta energia livre efetiva pode ser escrita como:

T Ay T\?
~ — i — =] = Sl
AG(T) ~ —AE (1 Tm) T (1 Tm) . (4.22)

Na Fig. 4.6 mostramos um grafico da funcdo acima com os valores dos parametros AE*,
A% obtidos dos ajustes da constante de equilibrio e f,, calculado com o desvio § dado
pela Eq. 4.20. Além disso, recuperamos as unidades fisicas utilizadas na Secao 4.1.
Quando AG(T) < 0 em temperaturas mais baixas T < T,,, k., > 1, ou seja,
k_ > ky e o sistema tende a ficar mais tempo na fase agregada. Por outro lado, quando
AG(T) > 0 em temperaturas mais altas T > T,,, ko, < 1 e ki > k_ e o sistema fica mais

tempo na fase diluida.
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Figura 4.6: Energia livre efetiva AG(T) dada pela Eq. 4.22 em funcao da temperatura para

o modelo de Thirring generalizado com v = 1,2 contendo N = 10000 moléculas com interacgao

entre moléculas v = 3,01 kJ/mol e C = 179 uM (ie., p=4,5x 1072 e n=17,7).
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Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho propusemos o estudo do fenémeno de agregacao molecular utili-
zando um modelo tedrico baseado no modelo de Thirring [12], que originalmente foi pro-
posto para descrever agregacao em sistemas gravitacionais. Por ser um modelo bastante
simplificado é possivel obter analiticamente sua densidade de estados Q(F). Utilizamos
entao, no Capitulo 2, a analise microcanonica para caracterizar a termoestatistica de equi-
librio, tanto do modelo de Thirring usual, quanto da sua generalizacao, a qual foi introdu-
zida aqui para descrever sistemas moleculares. A partir deste tipo de anéalise confirmamos
que um sistema descrito por este modelo pode apresentar transicoes de fase de primeira
ordem, que correspondem & agregacao das moléculas, para valores suficientemente altos
do parametro 7, i.e., baixas concentragoes C'. Com a caracterizacao microcandnica foi
entdo possivel obter as temperaturas de transicio T, calores latentes AET e barreiras de
energia livre B*AFT em funcdo da concentracdo C, caracterizando entdo a transicio de
fase de agregacao. Estudamos também como a variacao dos outros parametros do sis-
tema, a saber, o nimero total de moléculas N e a magnitude de interacao entre moléculas
agregadas v, influenciam a termoestatistica do sistema. A partir disto, constatamos que
as grandezas termodinamicas, como temperatura, entropia e energia obedecem relacoes
de escala simples com os parametros N e v.

Ja no Capitulo 3, utilizamos uma abordagem analoga, porém baseada no ensemble
microcanonico conformacional, onde a grandeza fundamental é a densidade de estados
conformacional €2,(E,). Apesar deste tipo de abordagem desprezar a contribuicao da
energia cinética, mostramos que, para o modelo de Thirring, esta analise fornece os mes-
mos diagramas de fase, calores latentes e barreiras de energia livre do que a descrigao
completa no ensemble microcandnico mencionada anteriormente. Este tipo de analise é
importante, porque é comum a utilizacdo do ensemble microcandnico conformacional em
trabalhos que utilizam simulagées de Monte Carlo [8, 9, 21].

Por fim, no Capitulo 4, mostramos que o modelo de Thirring generalizado com
v = 1, 2 descreve sistemas em escalas de energia, temperatura e concentracao condizentes

com sistemas moleculares. Definimos entao um valor especifico de concentracao para
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estudar a cinética da agregacao por meio de simulacoes estocasticas em temperaturas fixas
e proximas a temperatura de transicao 7. Estas simulagoes forneceram as constantes de
reacao k4 como funcoes da temperatura. Testamos entao a teoria proposta na referéncia
[10] que relaciona as constantes de reagao cinéticas com grandezas obtidas da andlise
microcanonica, como o calor latente AET e barreiras de energia livre SAFT. Para obter
uma relacao mais condizente entre as grandezas cinéticas e termoestatisticas, foi necessario
adaptar a teoria da referéncia [10], utilizando aproximagoes mais adequadas para barreiras
de energia livre mais altas. Desta maneira, foi possivel obter relacdes consistentes entre
as grandezas cinéticas e termoestatisticas.

Temos como perspectiva o estudo de modelos onde o nimero de ligacoes efetivas
entre as moléculas agregadas g(n) seja fisicamente mais plausivel, jA que o modelo de
Thirring assume a lei de poténcia g(n) = n” — 1. Isto é importante, por exemplo, pelo
fato de que a relacao de escala obtida para a temperatura de transicao com o ntimero total
de moléculas, T oc N7, ndo é bem definida no limite termodinamico, pois nao converge
para N muito grande ja que v > 1. A causa deste comportamento provavelmente se deve
a limitacdo de g(n) quando n é muito grande. Apesar disso, acreditamos que o modelo
de Thirring possa ser uma aproximacao plausivel para sistemas finitos onde o niimero de
moléculas nao é tao grande, o que foi, de fato, o objetivo de estudo do trabalho. Também
seria interessante considerar sistemas com k diferentes tipos de moléculas Ny, Ns,..., Ng,
onde nao apenas as ligagoes efetivas entre as moléculas, mas toda a construcao da densi-
dade de estados S(Ny, ..., Ny, V, E) deve ser generalizada. Outra perspectiva é estender as
simulacoes estocasticas aqui realizadas para sistemas fora do equilibrio onde, por exemplo,
a temperatura varia no tempo, resfriando ou aquecendo o sistema de moléculas até que a
transicdo de fase ocorra [10].

Acreditamos que o estudo de modelos simplificados, como o modelo de Thirring,
¢ importante porque estes podem capturar aspectos gerais do fendmeno de agregacao,
como a coexisténcia de fases e o surgimento de barreiras de energia livre. O modelo de
Thirring tem como vantagem o fato de que ele pode ser resolvido analiticamente, o que
¢ nao ¢ muito comum para sistemas onde ocorrem transicoes de fase de primeira ordem
e, apesar das limitacoes ja discutidas, foi possivel descrever sistemas finitos condizentes
com sistemas moleculares reais.

Finalmente, a analise microcanonica utilizada aqui pode ser aplicada ao estudo
de outros sistemas moleculares, como sistemas poliméricos que apresentam transicoes de
enovelamento e de adsor¢ao em superficies, ja que trata-se de um método independente
da geometria do sistema. Nestes casos, a relagao entre cinética e termoestatistica pode
fornecer um método pratico interessante para estimar entropias microcanonicas S(N,V, E)
e perfis de energia livre S*AF(FE) a partir de medidas cinéticas das constantes de reagao

ki e de equilibrio k., realizadas experimentalmente.
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Apéndice A

Entropias de Boltzmann e Gibbs

A.1 Definicoes da entropia microcanonica

Faremos aqui a comparacao entre as duas definicoes para entropia microcanonica
mais comuns na literatura [35], a entropia de Boltzmann Sp(FE) e de Gibbs Si(E), onde
omitimos as dependéncias com o volume V' e niimero de moléculas N para simplificar a
notagao. A entropia de Boltzmann ¢ definida como Sp(E) = kglnw(E), onde w(E) é o
ntmero de estados com energia na vizinhanga de F, i.e, entre £ e £+ 0F. Considerando
um sistema classico, w(F) é obtido integrando-se o espago de fase restrito as proximidades

de E, ou seja:

w(k) = Ww/dqdw(ff — H(a,p)), (A.1)

onde usamos a notacado simplificada q = (71, ...,7n), P = (P1,...,Pn) € a integral é feita
sobre todo o espaco de fase, ou seja, variando-se cada uma das componentes das posigoes e
momentos de cada molécula. §(E — H(q,p)) é a delta de Dirac e H(q, p) é Hamiltoniana
classica do sistema de N particulas.

Por outro lado, a entropia de Gibbs é definida por Sg(F) = kplnQ(FE), onde
Q(E) ¢ o numero de estados com energia menor ou igual a E. Esta por sua vez é obtida

integrando-se todo o espacgo de fase com energia menor do que E, ou seja:

F) = i / dqdpO(E — H(a, ), (A2)

aqui O(F — H(q,p)) é a fungdo degrau (de Heavside).
Conforme discutido na Secao 2.2, as coordenadas de momento da Eq. A.2 podem
ser integradas analiticamente quando a energia potencial nao depende destas coordenadas,

fornecendo a Eq. 2.4, que reescrevemos aqui:
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21m \ 2/ 1
QE) = =5 dq(F — E,(q))*"*6(E ~ E A3
© = (5) " sravary [aE - B@PeE- B, (3
Nestas mesmas condig¢oes, o mesmo procedimento pode ser feito para w(E), o que
fornece:
21m \ *V/? oF
E)y=|— ————— [ dq(F — E N2EIQ(E — B . A4
o) = (X)) e [ 4alE - B eE - B@). (A

Estas duas ultimas equacoes valem para qualquer sistema classico onde a energia
potencial nao dependa das coordenadas de momento das N moléculas. No caso do modelo

de Thirring, obtivemos para Q(F) a Eq. 2.6 na Sec¢ao 2.3, que reescrevemos aqui

N
QE) o Y Qp(n)(E — Ey(n))*2. (A.5)
De maneira completamente andloga obtemos para w(E), no caso do modelo de

Thirring:

N

W(E) o< Y Qp(n)(E = Ey(n)**, (A.6)
Nmin

onde Q,(n) é a densidade de estados conformacional do modelo de Thirring dada pela

Eq. 2.10. As equagoes para Q(E) e w(FE) ja indicam que elas convergem no limite de N

muito grande, o que de fato é mostrado na referéncia [36]. Na Fig. A.1, é mostrado que,

para N = 10000, estas duas defini¢coes de entropia concordam muito bem, tanto para o

modelo generalizado (a) quanto para o modelo usual (b).

Na Fig. A.1 também é mostrada a aproximacao discutida na Se¢ao 2.3 de subs-
tituir a soma em todos os valores de n na Eq. A.5 pelo seu valor maximo (indicado
por S¢ = kplnQ(n)), o que é equivalente a definir a entropia microcanénica como
Sc(E) = S¢(E,n), sendo n(E) o valor de n que maximiza Sg(n, E) dado pela Eq. 2.13
daquela secao. Notamos que esta aproximacao é muito acurada para os valores de N
considerados no trabalho.

Na Fig. A.2 mostramos as temperaturas microcanonicas obtidas pela derivada nu-
mérica das entropias acima, e observamos que as duas defini¢coes de entropia e a aproxi-
macao do valor méaximo sao praticamente equivalentes, inclusive na regiao de convexidade
da entropia que é a de maior interesse, neste caso do modelo de Thirring para o valor de

N considerado.
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Figura A.1: Entropia microcanonica S(E) em fungao da energia E, para o modelo de Thirring
generalizado (v =1,2) comn =9. (a) e para o modelo de Thirring usual (y = 2) com n =6 (b).
Em ambos os graficos N = 10000 e v = 5.
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Figura A.2: Temperatura microcanonica S(E) em funcao da energia F, para o modelo de
Thirring generalizado (7 = 1,2) com n =9 (a) e para o modelo de Thirring usual (y = 2) com
n =16 (b). Em ambos os graficos N = 10000 e v = 5.

A.2 Dependéncia da entropia com n

A seguir, analisaremos melhor a dependéncia de S(F,n) (abandonamos daqui em
diante os subscritos, “B” e “G”, ja que as defini¢bes sdo praticamente equivalentes) com
o nimero de moléculas agregadas n em valores fixos da energia, que denotamos Sg(n).
Trataremos o caso do modelo de Thirring usual (v = 2) na Fig. A.3. No grafico (a) desta
figura, é mostrada esta dependéncia para o caso de n = 2,5 em cinco valores de energia
igualmente espagados entre £ = —2x 107 e E = 2,2 x 10%. Ja na Fig. A.3 (b), analisamos
o caso 7 = 6 em cinco valores de energia igualmente espacados entre £ = —2 x 107 e
E =6 x 107. Para estes dois valores de > 2, a entropia microcanonica S(E) apresenta
regides de convexidade, o que implica em perfis de energia livre com dois minimos (vide

Fig. 2.2), ou seja, ha uma transi¢do de fase de primeira ordem no ensemble canénico,
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Figura A.3: Dependéncia de S(E,n) com o ntumero de moléculas agregadas n para alguns
valores fixos da energia total E para o modelo de Thirring usual (y =2) comn =2,5(a)en =26
(b). Em ambos os graficos N = 10000 e v = 5.

como ja discutido na Secao 2.4. Por outro lado, a Fig. A.3 apresenta a situagao do ponto
de vista microcanénico. No caso de n = 2,5 mostrado no grafico (a), Sg(n) possui apenas
um maximo para qualquer valor da energia, ao qual corresponde um valor de n, que é o
valor mais provavel denotado por n. Conforme passamos de valores mais baixos da energia
para os mais altos, este maximo se desloca continuamente para valores mais baixos de n,
e isto implica que a curva n(FE) para n = 2,5 apresentada na Fig. 2.2 (c¢) ndo apresenta
descontinuidade, ou seja, a transicao de fase é continua no ensemble microcanoénico.

Ja na Fig. A.3 (b) sdo mostrados os resultados para 7 = 6. Neste caso o valor de 7
correspondente ao maximo também comeca diminuindo continuamente conforme a energia
aumenta a partir dos valores negativos, porém surge um segundo maximo correspondente
a um menor valor de i (em uma energia proxima aquela correspondente a curva azul na
Fig. A.3(b)). Na energia em que este segundo maximo ultrapassa o primeiro, ocorre um
salto no valor mais provavel de n, de modo que a curva n(E) é descontinua para n = 6,
como pode ser verificado na Fig. 2.2 (¢) e a transicao ¢ de primeira ordem no ensemble
microcanodnico.

Esta nao equivaléncia dos ensembles canonico e microcanoénico ja foi observada na
referéncia [13] para o modelo de Thirring usual, incluindo célculos analiticos que estimam
o valor de n minimo para se observar a transicao de primeira ordem no ensemble candnico
(n > 2) e o correspondente valor no ensemble microcanonico (n > 2,969). Estes valores
de n minimos definem entao o ponto critico em cada um dos ensembles. Na Fig. 2.2
fica claro o comportamento descontinuo de n apenas para n > 3 ao passo que a entropia
microcanonica ja apresenta regioes de convexidade para 1 > 2. Desta maneira, confir-
mamos aqui os resultados da referéncia [13]. Este tipo de situacao é justificada pela nao
aditividade da energia caracteristica do modelo de Thirring [13].

Um comportamento similar é observado para o modelo de Thirring generalizado

com v = 1, 2, como pode ser observado na Fig. 2.4. Em n = 9 ja ha uma regiao convexa da
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entropia microcanonica, mas a curva n(F) ainda é continua. Uma anélise semelhante das
curvas de Sg(n) aponta a presenca de dois méximos desta entropia apenas para valores

maiores de 7.

A.3 Valores médios no ensemble microcanonico

O valor 7 que maximiza S(E,n) é o valor mais provavel de se obter n em uma
dada energia. Quando o sistema é finito, que é o caso aqui, devemos tomar um cuidado de
distinguir este valor do valor médio nesta energia. Quando o sistema ¢ muito grande estes
valores convergem. Até aqui utilizamos n para descrever o sistema e agora mostraremos
que, de fato, a diferenca entre ele e o valor médio é muito pequena para os valores de
N considerados. Caso contrario seria mais pertinente utilizar o valor médio ja que este
captura informacao sobre todos os possiveis estados do sistema e nao apenas o mais
provavel. O que ocorre é que ja estamos em valores de N suficientemente grandes, apesar
de finitos, para que 7n seja consideravelmente mais provavel do que os restantes, no caso
do modelo considerado. FEsta ¢ a mesma razao pela qual a aproximagao da entropia
microcanonica por S(E,n) é adequada, como mostrado na Se¢ao A.1.

No ensemble microcanonico classico os valores médios, em uma dada energia F, de
uma grandeza qualquer A(q,p)), sdo obtidos pela soma, no espaco de fase, de todos os
valores possiveis e igualmente provaveis desta grandeza, tal que a energia total se encontra

na vizinhanca de E, divida pelo nimero total de estados nesta energia w(FE), ou seja [36]:

_ [ dadpA(q,p)é(E — H(q,p))
[ dadpd(E — H(a,p))

onde a constante §E/N!h3N ¢ cancelada. Como ja mencionado, as coordenadas de mo-

(4) (A7)

mento podem ser integradas quando a energia potencial nao depende destas coordenadas
e no caso do numerador, quando a grandeza em questao s6 depende das posigoes, ou seja,

A = A(q), o que fornece:

(A) — J daA(a)(E — E,(q))**'O(E — Ey(a))
Jda(E — E,(q))*N*1O(E — E,(q))

No caso do modelo de Thirring, seguindo os mesmos passos que levam a Eq. A.6,

(A.8)

obtemos:

(A) = Zi‘\[:nmin Q,(n)A(n)(E — Ey(n))3N/?1
ZN Qp(n)(E - Ep(n)>3N/271

N=Nmin

, (A.9)

onde nos restringimos a grandezas que possam ser escritas em funcao do nimero de mo-
léculas agregadas n, que é, de fato, a grandeza importante para o modelo de Thirring.

Como mencionado anteriormente, estamos interessados no valor médio de n, que é pron-
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Figura A.4: Namero de moléculas agregadas, mais provavel n(E) e médio (n)(E), para o modelo
de Thirring generalizado (y = 2) com n = 9 (a) e para o modelo de Thirring usual (y = 2,0)
com 1 =6 (b). Em ambos os graficos N = 10000 e v = 5.

tamente calculado utilizando a equacao acima para A = n. A soma na Eq. A.9 pode
ser feita numericamente, utilizando uma técnica de soma de ntmeros grandes [30], e o
resultado é mostrado na Fig. A.4 em comparacao com o valor mais provavel, e como
ja adiantado n(E) e (n)(FE) sdo praticamente equivalentes para o nimero de moléculas
considerado N = 10000.

Finalizamos este apéndice mostrando um método alternativo para se obter a tem-
peratura microcanonica T'(F) a partir da entropia S(E). Até aqui estas curvas de tem-
peratura foram obtidas derivando-se numericamente a entropia com relacao a energia.
Este método tem a vantagem de simples implementacao, mas pode levar a imprecisoes
ja que estas derivadas numéricas podem nao ser tao precisas se o ntimero de pontos da
funcao utilizados para a derivagao nao for adequado, e nao h& maneira sistemética de se
determinar quantos pontos utilizar, o que torna esta abordagem um pouco arbitraria.

Alternativamente, é possivel derivar uma equacao analitica [36] para a temperatura

microcanonica partindo-se da defini¢do da entropia de Gibbs Sg = kg In Q(E):

1 0S¢(E) . OmQE) ks 0QE)

T(E)  OE =k 58 " Q(E) 0F (A.10)

O passo fundamental desta derivagdo é escrever a densidade de estados 2(E) da

Eq. A.10 em termos de valores esperados microcandnicos, neste caso da energia cinética:

Q(E) o /dQ(E—Ep(q))BN/Q@(E—Ep(q)) = /quk(q)(E—Ep(Q))?’N/2_1@(E—Ep(q)),

(A.11)
onde omitimos a constante multiplicativa e usamos o fato de que a energia cinética pode
ser escrita apenas em termos das coordenadas de posicao ja que a energia total é fixa,

ou seja, podemos escrever Ei(q) = E — E,(q). A ultima integral na Eq. A.1l esta
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relacionada com o valor médio da energia cinética (Ek), de acordo com a Eq. A.8:

Q(FE) x w(E){E}) (A.12)

Ja para a derivada de Q(E), utilizando a Eq. A.3, temos:

T [aa{ [ - B e - Ba)| + |8 - B - Bw)] |

(A.13)
onde invertemos a ordem da integracao no espaco de fase e da derivagao na energia,
aplicamos a regra do produto e consideramos que a derivada da funcao degrau fornece
uma delta de Dirac. O integrando da segunda integral tende a zero devido & delta quando
E, # E e devido ao termo (E — E,)*N/? quando E, ~ E, de modo que a integral toda se
anula. Além disso, notamos que o primeiro termo é proporcional a w(E):

%(EE) x %w(E) (A.14)
Retornando entao para a Eq. A.10, utilizando as Eq. A.12 e A.14, e notando que

as constantes multiplicativas cancelam:
kBLT = 2?—2; ou kT = 3iN<Ek>’ (A.15)
que é o teorema da equiparticao da energia para f = 3N graus de liberdade. Para
esta demonstragao utilizamos a definicao de entropia de Gibbs, no caso da definicao de

Boltzmann um calculo analogo leva a [36, 38|:

2 1

hpT = —————
PETN —2(ETY

(A.16)

com (E.') sendo o valor médio microcanénico do inverso da energia cinética. Estas
expressoes concordam no limite de muitas moléculas [36]. No caso do modelo de Thirring,
estes valores médios sdo obtidos utilizando a Eq. A.9 com A = E—FE,(n) = E4+v(n’—1)
no primeiro caso e (E + v(n? — 1))~ no segundo.

Notamos que a energia total escala com v/N” no caso do modelo de Thirring como
mostrado na Secao 2.5. As energias potencial e cinética média também apresentam o
mesmo comportamento como era de se esperar (ndo mostrado aqui, mas verificado). Deste
modo, as Eq. A.15 e A.16 confirmam o comportamento obtido para a temperatura 7' =
vN?~! também naquela secio.

Na Fig. A.5 sdo mostradas as curvas da temperatura microcanonica T'(E) obtidas
via derivada numérica (ja apresentadas na Fig. A.2) e pelas Eq. A.15 e A.16. Os
resultados sdo praticamente equivalentes, justificando o uso das derivadas numéricas e

corroborando mais uma vez a convergéncia das duas definicdes de entropia para o valor
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Figura A.5: Temperatura microcanonica T(E) em funcao da energia F, para o modelo de
Thirring generalizado (y = 1,2) com n = 9 (a) e para o modelo de Thirring usual (y = 2) com
n =6 (b). Em ambos os graficos N = 10000 e v = 5. As linhas pretas foram obtidas derivando-se
numericamente a entropia microcanénica S(F), e as linhas vermelhas e laranjas utilizando-se as
Eq. A.15 e A.16, respectivamente

de N considerado.
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Apéndice B

Temperaturas de transicao, barreiras de
energia livre e calores latentes para

outros valores de v

Neste apéndice apresentamos os diagramas de fase, as curvas de calor latente e bar-
reira de energia livre para alguns valores de ~v intermediarios aqueles que foram discutidos

no Capitulo 2, a saber y=1,4, y=1,6 e ~v=1,8.

a b o
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Figura B.1: (a) Temperatura de transicao T* e temperaturas T e T—, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em funcao da densidade adimensional p, para o modelo de
Thirring generalizado com v = 1,4 contendo N = 10000 moléculas com interacdo entre moléculas
v =5 (unidades arbitrarias de energia).
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Figura B.2: (a) Temperatura de transi¢ao 7™ e temperaturas 7'y e T_, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em funcio da densidade adimensional p, para o modelo de
Thirring generalizado com v = 1, 6 contendo N = 10000 moléculas com interagao entre moléculas

v =5 (unidades arbitrarias de energia).
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Figura B.3: (a) Temperatura de transi¢ao 7% e temperaturas Ty e T—, (b) barreira de energia
livre B*AFT e (c) calor latente AET em funcio da densidade adimensional p, para o modelo de
Thirring generalizado com v = 1, 8 contendo N = 10000 moléculas com interagao entre moléculas

v =5 (unidades arbitrarias de energia).
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Apéndice C
Tempos médios de primeira passagem

O tempo médio de primeira passagem 7_ é dado por [48]:

B oo

_ %/E 1%/1; p(EVE, (C.1)

onde D = €2/27, é o coeficiente de difusdo no espago das energias, € ¢ a variacao de

energia envolvida nas transigoes microscopicas consideradas nas simulagoes estocasticas e
7. determina a escala de tempo envolvida nestas transigoes [10].

Esta expressao pode ser aproximada notando-se que, em temperatura proximas a
de transigdo, 1/p(E) apresenta um méaximo em E = E* e que p(F) tem dois méximos
em FF = F, e E = F/_, mas apenas a regiao de energias proxima ao maximo em F =
E. ¢é totalmente contida nos limites de integracao da segunda integral. Desta forma,

escrevemos:

27, /E+ dE /°° -
TR — — p(E)AE", C.2
€2 'R p*(E) . +< ) ( )

com p*(E) dado pela Eq. 4.10 e p, (F) pela Eq. 4.12. Por fim, utilizamos uma aproxima-

¢ao de Kramers [49] para as duas integrais assumindo que [ é suficientemente préximo
de pg*:

B dE ~ Z(ﬁ) 2m OO / /NP-&-(ﬁ) 2m
L swmeravy ¢ Leeers=gg s o
portanto
drt. T4 (P)

(C.4)

TR

T ey I (B)
com I'*(f3) e I';(B) dados pelas Eq. 4.11 e 4.13, respectivamente. A substituicdo destas
duas equacoes leva a Eq. 4.14.
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Ja o tempo médio de primeira passagem 7, é dado por [48]:

- % /E +Z% /_ p(B)AE, (C.5)

[ee]

e um argumento anilogo leva a:

o~ Art.  T_(B)
T ey (B)

Notamos que as expressoes aproximadas aqui para 71 diferem da referéncia [10]

(C.6)

devido a utilizacao da aproximacao de Kramers em ambas as integrais nas Eq. C.1 e C.5,
a0 passo que naquela referéncia foi utilizada outra aproximacao adequada para maximos
menos acentuados no caso da segunda integral. No caso estudado aqui foi verificada
uma melhor concordancia com os resultados das simulacoes estocasticas utilizando esta
abordagem com as aproximagcoes de Kramers. Isto é justificado porque a barreira de
energia livre observada para o sistema aqui estudado ¢ maior do que aquela considerada

na referéncia [10].
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