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RESUMO

GUZZO, Felipe, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2019. Modelagem
com equacgoes diferenciais estocasticas: aplicagao no crescimento de frutos de
pimenta. Orientador: Paulo Roberto Cecon. Coorientadores: Camila Ferreira Azevedo
e Paulo Cesar Emiliano.

Equacdes diferenciais estocasticas (EDEs) sao usadas para modelar sistemas com a
presenca de perturbacbes aleatorias. Uma maneira de se derivar uma EDE, é
adicionando um termo de ruido aleatério a uma equacao diferencial deterministica
(EDD). Assim, a diferenca entre EDEs e EDDs, € de que a solugdo de uma EDE é
uma colecdo de variaveis aleatdrias ou processo estocastico. Dessa maneira,
diferente da modelagem com EDDs, onde é obtida uma estimativa para a resposta
média da variavel de interesse, a modelagem com EDEs permite, de maneira direta,
uma estimativa de erro associada a resposta média da variavel de interesse. O
objetivo deste estudo foi modelar o crescimento de frutos de pimenta (Capsicum
annuum L.) e obter a distribuicdo de probabilidade para a média do tamanho (i. e.,
comprimento e didametro) de frutos. Nesse trabalho, foi demonstrado como se obter a
distribuicdo da meédia do comprimento e do didmetro de frutos de pimenta,
representando uma reducgao de custos, tempo e trabalho em relagdo aos métodos

biométricos tradicionais.

Palavras-chave: Capsicum annum. Equacao logistica. Tempo de Primeira Passagem



ABSTRACT

GUZZO, Felipe, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2019. Modelling with
stochastic differential equations: application in the growth of pepper fruits.
Adviser: Paulo Roberto Cecon. Co-advisers: Camila Ferreira Azevedo and Paulo
Cesar Emiliano.

Stochastic differential equations (SDEs) are used to model systems with the presence
of random perturbations. One way to derive an SDE is by adding a random noise term
to a deterministic differential equation (DDE). Thus, the difference between SDEs and
DDEs is that the solution of an SDE is a collection of random variables or stochastic
process. Therefore, unlike modeling with DDEs, where an estimate for the mean
response of the variable of interest is obtained, modeling with SDEs directly allows an
error estimate associated with the mean response of the variable of interest. The aim
of this study was to model the growth of pepper fruits (Capsicum annuum L.) and to
obtain the probability distribution for the mean fruit size (i.e., length and diameter). In
this work, it was demonstrated how to obtain the distribution of the mean length and
pepper genotypes' fruit diameter, representing a reduction of costs, time and labor in
relation to the traditional biometric methods.

Keywords: Capsicum annum. Logistic equation. First passage time
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1 Introdugao

A combinacéao de varios componentes formados por determinado numero
de interagbes de processos bioldgicos, fisicos e quimicos, da a origem aos
chamados sistemas agricolas. Tais processos s&o manipulados por seres
humanos para a produgao de insumos indispensaveis como comida, fibras e
energia. A intensidade do manejo pode variar entre sistemas de produgédo, mas
todos os sistemas sao afetados por fatores ndo controlaveis (e.g. ciclos naturais
de clima, condi¢cdes de solo, pragas e doengas) (BRUN et al.,, 2014). Nesse
estudo expressbes como, fatores ndo controlaveis, fatores aleatorios,
perturbacdes aleatodrias e ruido, serao utilizadas com o mesmo sentindo definido
acima.

E possivel modelar esses sistemas com o propoésito de fazer inferéncia ou
de realizar previsdes. Frequentemente, esses sistemas sdo descritos por meio
de equacgodes diferenciais ordinarias ou parciais, também chamados de modelos
deterministicos. O modelo é deterministico no sentido de que dado um valor
inicial, a evolugdo do modelo, geralmente em relagdo ao tempo, € sempre a
mesma. Uma equacéo diferencial ordinaria geralmente utilizada na modelagem
de crescimento de plantas é a equagao diferencial logistica proposta por Verhulst
(1838).

Mas, como apontado, sistemas agricolas s&o expostos a uma gama de
fatores ndo controlaveis ou aleatérios, sendo esses fatores ndo levados em
consideragcdo nos modelos deterministicos. Segundo Calin (2015), é possivel
acrescentar esses fatores ao modelo deterministico, como uma variavel
aleatdria, utilizando o Teorema Central do Limite para estimar a influéncia de
todos os fatores ndo controlaveis. Nesse sentido, o Calculo estocastico € mais
acurado que o Calculo deterministico para modelar sistemas que sofrem a
influéncia de fatores aleatérios.

Em outras palavras, a modelagem de sistemas sujeitos a fatores nao
controlaveis com modelos deterministicos € sempre uma aproximagado menos
precisa, em sentido estrito (i. e., levando em consideragdo somente a natureza

do sistema), que a modelagem com modelos estocasticos. Mesmo que a
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intensidade da influéncia dos fatores n&o controlaveis seja pequena no sistema
estudado, a modelagem com modelos estocasticos deve ser preferida em
relacdo aos modelos deterministicos, devido aos fatores aleatorios intrinsecos
ao problema.

A conclusao é direta, se o sistema é estocastico, ndo importa o tamanho
da influéncia dos fatores nado controlaveis, os modelos deterministicos sao
sempre uma aproximagado menos precisa do comportamento do sistema que os
modelos estocasticos, justamente por ndo levarem em consideragao a natureza
estocastica do sistema estudado.

Entretanto, nem sempre os modelos estocasticos sao conhecidos para os
sistemas estudados, somente nesse cenario dever-se-ia utilizar os modelos
deterministicos, do contrario, ndo existe argumento contra a utilizagdo dos
modelos estocasticos (i. e., argumentar em favor de modelos deterministicos em
relacdo a facilidade de aplicagdo, ou argumentos nesse sentido, seria um
absurdo cientifico). Neste estudo foi apresentada uma equacgéo diferencial
estocastica (EDE) para modelar o crescimento de frutos (i. e., comprimento e
didmetro) de gendtipos de pimenta (Capsicum annuum L.).

O tamanho dos frutos foi escolhido porque é uma das caracteristicas que
mais influencia na aceitagdo dos frutos de pimenta pelos consumidores. Logo,
escolher os gendtipos de maiores tamanhos implica em lucro para o produtor.

Como as EDEs s&do uma colegdo de variaveis aleatoérias (i. e., um
processo estocastico), € possivel obter sua distribuicdo de probabilidades
conjunta. Utilizando essa vantagem em relagdo as equagdes diferenciais
deterministicas (EDDs), foi obtida também a distribuicdo de probabilidades para
a média do comprimento e diametro dos frutos. Assim, foi possivel caracterizar
a média do tamanho dos frutos (i. e., comprimento e didmetro) utilizando dados
de apenas um experimento. Essa € uma enorme vantagem em relagdo aos
meétodos classicos, onde seria necessario realizar varios experimentos para
obter uma distribuicao para o tamanho dos frutos.

Além disso, o modelo estocastico foi comparado ao modelo deterministico
em relacdo a predigdo do tamanho de frutos. Essa ultima parte funcionou como
um treinamento em como utilizar o modelo estocastico para fazer predicoes,

evidenciando a diferenca entre os métodos estocasticos e deterministicos.
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Porque, como mencionado, nao faria sentido realizar um experimento
comparando os dois métodos, a decisdo sobre qual método utilizar deve ser
tomada levando em consideragao a natureza do problema a ser resolvido.

Nesse estudo o termo agricultura foi usado no sentido de ser uma
atividade que tem por finalidade produzir vegetais e/ou criar animais para
satisfazer as necessidades humanas. Por isso, somente foram citados trabalhos
que tratam do crescimento de animais, do crescimento e manejo de plantas e do
manejo do solo. Mesmo que alguns trabalhos ndao tenham por objetivo melhorar
a produtividade dos sistemas agricolas, estudar e conhecer os mecanismos
basilares do funcionamento dos sistemas agricolas ou de seus componentes &
fundamental para atingir maiores produtividades e/ou reduzir custos.

Assim, o objetivo deste estudo foi modelar o crescimento de frutos de
pimenta utilizando uma equacéo diferencial estocastica e obter a distribuigcao de

probabilidade para a média do tamanho de frutos.

2 Referencial tedrico

2.1 Trabalhos anteriores com equagoes diferenciais estocasticas em

agricultura

Apesar da teoria do Calculo estocastico ter sido formalizado por Kiyosi It6
nas décadas de 1940 e 1950, as aplicagbes em agricultura ainda séao
inexpressivas em numeros. Embora pouco numerosos, a relevancia de trabalhos
com equagodes diferencias estocasticas (EDEs) pode ser verificada em artigos
como Tan et al. (2017), onde os autores propdem um método baseado em EDEs
para avaliar a persisténcia de pesticidas em sistemas agricolas.

Rupsys e Petrauskas (2012) propuseram um modelo baseado em EDEs
para avaliar o crescimento de Pinheiro-da-Escdécia (Pinus sylvestris), segundo os
autores, o modelo tem a vantagem de levar em consideragdo a variabilidade
residual proveniente dos erros de medidas, e também analisar a variabilidade

individual, que representa a diferenga entre os sujeitos do experimento.
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Donnet, Foulley e Samson (2010), preocupados com as implicagdes que
uma modelagem errbnea do crescimento de animais tem sobre analises
genéticas, propdem modelar o crescimento de frangos baseado em EDEs. Os
autores concluem que o modelo estocastico foi melhor quando comparado ao
modelo deterministico.

Lv, Schneider e Pitchford (2008) estudaram o crescimento e a hierarquia
de formagédo de tamanho (i. e., diferenga no tamanho de plantas da mesma
populagado na mesma area) de Arabidopsis thaliana utilizando a teoria das EDEs.
Os autores concluem que um modelo Gompertz estocasticizado, descreve
eficientemente o crescimento, a competicdo e a variabilidade nas plantas
estudadas.

Gutiérrez-Jaimez et al. (2007) propuseram uma variagado de um modelo
Gompertz estocastico para modelar o crescimento (i. e., ganho de peso) de

coelhos.

2.2 Introducao informal as equacgoes diferencias estocasticas

Segundo Le Gall (2016), equagdes diferenciais estocasticas tem por
finalidade estender uma equacéao diferencial perturbada por fatores aleatodrios,
dessa forma, essa equacao pode ser utilizada para modelar a evolugao de um
sistema fisico. Adicionando-se um termo de ruido, definido como dW;, estamos
levando em consideragao as perturbagdes aleatodrias do sistema. Geralmente, o
termo de ruido vem acompanhado de uma constante o, que corresponde a
intensidade dos fatores perturbativos. Uma propriedade interessante de W; é de
que perturbacdes aleatérias sdo independes em intervalos de tempos
separados, ou pelo menos assumidas independentes.

Devido as propriedades irregulares das trajetorias de W;, ndo é possivel
resolver essa integral utilizando as técnicas do Calculo deterministico, em outras
palavras, W, nao é diferenciavel e por implicagcdo nem X, (TUCKWELL, 2018).
Sendo assim, € necessario langcar mao das técnicas do Calculo estocastico para
resolver essa equacao.

Uma equacgéo diferencial estocastica tem a seguinte forma:

dX, = u(t,X,)dt + o(t,X,)dW,
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Mas esta forma é somente uma maneira abreviada de escrever uma EDE
(porque W, nao é diferenciavel), a unica forma que realmente tem um significado

€ a seguinte,

t t

W(s, Xo)ds + f o (s, Xs)dW,

Xt:XO-I_f
0

0

Em que as fungdes u(s, X;) e o(s,X;) sdo chamadas de deriva (drift) e
difusdo (difusion) respectivamente. A primeira € uma integral de Riemann
(exatamente a mesma do Calculo deterministico), ou seja, sua solugédo € um
numero real. A segunda integral € uma variavel aleatéria, também chamada de
integral de It6, implicando em X, também ser uma variavel aleatoria.
Consequentemente, é possivel derivar uma distribuicdo de probabilidade para
X;, também a sua média e variancia. Mais precisamente, X; € uma colecdo de
variaveis aleatorias ou processo estocastico.

Um processo estocastico {X;(w):t € T,w € Q} € uma colegao de variaveis
aleatdrias, onde T € um conjunto indexador e Q € o espago amostral comum as
variaveis aleatorias. Para cada t, X;(w) corresponde a uma variavel aleatéria em
Q, e para cada w € Q, X;(w) corresponde a uma realizagdo do processo, que é
uma funcdo definida em T (Neste trabalho foi usada a notagdo X:(t) ou
simplesmente X, para representar uma realizagdo do processo estocastico).

Segundo Allen (2010), existem 4 tipos de processos estocasticos, se
levarmos em consideragao o conjunto indexador T e o espacgo de estado (i. e.,
os valores numéricos que a variavel aleatoria X; pode assumir). Os processos
podem ser, respectivamente, em relagado a T e ao espaco de estado, discretos-
discretos, continuos-discretos, discretos-continuos e continuos-continuos. O
ultimo caso também é chamado de processo de difusdo, onde a trajetéria X; € a
solucédo de uma EDE.

Os processos de difusdo sdo os processos de interesse nesse estudo,
porque, se considerarmos t €T = [0,.0) como o tempo (i. e., variavel
explicativa), e o tamanho do fruto (i. e., variavel resposta) assumindo valores no
intervalo [0, k], onde k € uma constante, podemos modelar o crescimento dos

frutos usando EDEs.
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2.3 Modelagem do crescimento de plantas com equag¢oes diferenciais
estocasticas

Segundo Goudriaan e Van Laar (2012), plantas em crescimento passam
por trés fases distintas. Devido a baixa ocupacédo do espaco pelas plantas no
comecgo do desenvolvimento, cada planta aproveita ao maximo a luz solar,
implicando em um crescimento exponencial. No meio do periodo de crescimento,
comeca a acontecer o sombreamento entre plantas vizinhas, tornado o
crescimento linear. No final do ciclo, com a diminuigdo da area foliar verde, a
planta comeca a parar 0 seu crescimento, a0 mesmo tempo que inicia a
translocacao de nutrientes das partes vegetativas para as partes reprodutivas.

Curiosamente, na fase reprodutiva, os frutos de pimenta apresentam um
padrao de crescimento similar ao descrito anteriormente. De acordo com Régo,
Finger e Régo (2011), o inicio do crescimento do fruto € marcado por um periodo
de intensa divisdo celular, seguido de um periodo de aumento do tamanho das
células. No periodo final, acontece uma diminuigdo drastica da taxa de
crescimento dos frutos, finalizando com uma taxa de crescimento nula.

Esse padrao de crescimento justifica, em partes, a escolha da equagao
logistica para modelar o crescimento de plantas, porque a solugdo da equacao
diferencial logistica resulta em uma curva com o formato sigmoidal. Mas como
apontado por Lv, Schneider e Pitchford (2008), plantas a nivel individual sdo
afetadas por fatores aleatorios intrinsecos, como hereditariedade do potencial de
crescimento e condi¢des climaticas.

Uma maneira de resolver esse problema sem aumentar a complexidade
do modelo (i.e., sem adicionar mais variaveis explicativas) € incrementar o
modelo com um termo para representar a parte estocastica (PANIK, 2017). Esse

mesmo autor propde aumentar a equacéo diferencial logistica de Velhust,

_ _X®
dX(t) —rX(t)( p )dt,
adicionando o termo aleat6rio (para representar os fatores aleatorios externos a

populacdo) a equagao de Velhust, como mostrado abaixo:



13

X(t)
dX(t) =r X(t) (1 _T> dt + o X(t) dW (t), N(0) = N,, t=>0

Em que:

t € o tempo;

X(t) representa o tamanho do fruto tempo t;

dW (t) é uma variavel aleatéria N(0, dt);

X(0) = X, é apopulagao no tempo inicial;

r € uma constante que representa a taxa de crescimento do fruto;

o € uma constante que representa a magnitude do componente estocastico;
k representa um limite superior para o crescimento do fruto.

Essa equacgao é chamada de equacéo diferencial estocastica (EDE) ou,
especificamente nesse caso, pode ser chamada de equagao diferencial
estocastica logistica (EDE logistica).

E possivel demonstrar que

E[X()] =

1+ [(X_o) —1]et

V[X(t)] = k2e?" {XE +ert — 1}_2 (et — 1),

em que E[.] e V][.] representam o valor esperado e a variancia do

processo, respectivamente.

3 Material e Métodos

Uma EDE logistica foi ajustada aos dados de crescimento de frutos de
gendtipos de pimenta (Capsicum annuum L.), obtidos de um experimento
realizado no periodo de dezembro de 2017 a julho de 2018 em casa de
vegetagao pertencente ao setor de olericultura do Departamento de Fitotecnia
da Universidade Federal de Vigosa (UFV), municipio de Vigosa, Zona da Mata
de Minas Gerais, cujas coordenadas geograficas sédo: 20° 45’ de latitude sul e
42° 51’ de longitude oeste, altitude média de 650 m.

O crescimento dos frutos de pimenta foi definido como comprimento e

largura medidos em mm. As medi¢gbes foram realizadas em cada um dos
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gendtipos em dez periodos iniciando-se aos sete dias apds o florescimento, com
avaliagbes semanais. Ou seja, os frutos foram avaliados nos dias 7, 14, 21, 28,
35, 42, 49, 56, 63 e 70 apos a floragao.

O comprimento dos frutos foi medido da base do peciolo até o apice. Apds
isso, o diametro foi medido na parte mediana do fruto usando um paquimetro.

As figuras 1 e 2 mostram exemplos para alguns dos frutos.

Figura 1: Comprimento do fruto mensurado da base do peciolo até o apice.

Diametro mensurado na parte mediana do fruto.

Figura 2: Comprimento do fruto mensurado da base do peciolo até o apice.

Diametro mensurado na parte mediana do fruto.
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De posse dos valores estimados dos parametros da EDE logistica, foi
simulada a distribuicdo de probabilidade dos frutos, e assim, foi possivel estimar
a média e a variancia do tamanho dos frutos.

As estimativas dos parametros e as simulagdes das trajetdrias foram
realizadas utilizando o pacote Sim.DiffProc versdo 4.4, disponivel para a

linguagem de programacéo R.
3.1 Estimativa dos parametros da equacgao diferencial estocastica logistica

A maneira mais intuitiva e direta de se estimar os pardmetros de uma EDE
€ utilizando o método da maxima verossimilhanga (MV). Para usar o método da
MV basta conhecer a forma da funcao de transicdo de densidade do processo
P(t, X(t)|X(0) = x;). Mas, para uma grande gama de EDEs, ndo existe uma
forma analitica para a funcao de densidade de transig¢ao. Por isso, nesse estudo
foi necessario utilizar métodos alternativos ao método da MV. Nesse trabalho
foram usados os métodos de Ozaki e Shoji para derivar uma funcado de
densidade de transi¢cao para a EDE logistica. Nos proximos tépicos os métodos
serédo brevemente apresentados. Este trabalho ndo tem a intengdo de esgotar a
discussao sobre os métodos. Maiores detalhes sobre os métodos poderéo ser
acessados nos trabalhos originais dos autores, que serdo devidamente citados,
ou, poderao ser consultados no trabalho de IACUS (2008), onde o autor traz uma
compilacdo de métodos para se trabalhar com EDEs utilizando a linguagem de
programacao R.

3.1.1 Método de Ozaki

O método de Ozaki (1992), se baseia na aproximagao da solugdo de uma
EDE para fazer as estimativas dos parametros da equacio. A aproximacao de

Ozaki para a solu¢gaéo de uma EDE da forma
dX, = f(X,, 8)dt + cdW, com X(0) = xo, 8 = {0y,...,6,)"
um vetor de parametros, f(.) uma fungéo de X, duas vezes diferenciavel, c uma
constante e W,~N (0, At), é obtida fazendo
Xevar = AeX¢ + BeWiiae, ONde
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At — eKtAt’
1
5 (eZRtAt _ 1)5
=0|—m—m7m8
t 2K,

1 (Xe) ¢
= g1+ g ¢/ - )

Em que fy é a primeira derivada de f(.) em relagdo a X.

A partir dessa aproximacéo € possivel demonstrar que X, a;,|X; = x; tem uma

distribuicao Normal com média

= x; + LED (ofx(AL _ ianci
Ei=xi+2 05 (efx( 1) e variancia
y, = 2L
2K;

Entado a funcao de verossimilhanca para a aproximacao de Ozaki fica
1(X;-Ei_q)°
L(X,10) = [Ty 7om—e © Vit
em seguida aplica-se a fungéo logaritmo aos dois lados da equacéo, e as
estimativas para 0 sdo obtidas maximizando-se [(X;|0) = In (L(X.|0) em relagao
af,ie., argmaxg(l(the)).

Deve-se notar que se a EDE tiver o coeficiente de difusdo n&o constante, é

sempre possivel transformar a EDE para uma equagao com coeficiente de
difusdo constante usando a chamada tranformacgao de Lamperti, desde que a
EDE utilizada dependa somente de uma variavel explicativa (MJLLER;
MADSEN, 2010).

3.1.2 Método de Shoji

O método de Shoji e Ozaki (1998), ou neste trabalho somente método de
Shoji, € uma extensdo do método de Ozaki no sentido que permite estimar os
parametros de uma EDE da forma dX; = f(t, X;,0)dt + g(X;,0)dW, e X(0) =
X, i. €., 0 coeficiente de difusdo ndo precisa ser constante e a componente de
deriva pode ser uma fung¢ao da variavel tempo t. A aproximacéo de Shoji para a

solucdo da EDE fica,
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Xevar = A, X)X + BX)Weinae
Assim,
At X)) =1+ 5278 (ebedt — 1) 4 6 [(eledt — 1) — Lat],
X¢L¢ X2

eZLtAt—l

B(Xe) = g(X)(

Lt = fX(tJXt)’ e

),

2L;

2
M, = @fxx(t,xt), fxx € a segunda derivada de f(.) em relagao a X;. Entao,

XesatlXe~N(Eix;, V), i. e., a aproximagado de Shoji para a solucdo de uma EDE
tem uma distribuicdo Normal em que,

X; M;
Ei = X + y(eLtAt - 1) + L—ZL[(ELiAt - 1) - LiAt],
i

i

Je2Libt_q
Vi=g°(x) eZ—LL
Agora basta maximixar l(Xt|0) = In (L(X¢|@) em relagdo a @9, i. e,

argmaxg (1(X,10)), como no método anterior para obter as estimativas para 6.

3.2 Simulagao das trajetérias

As trajetorias para as EDEs foram simuladas pelo método de Euler com
At =1, usando os parametros estimados por cada um dos métodos

apresentados nos topicos anteriores.

3.2.1 Método de Euler

O método de Euler consiste em aproximar {X,;,0 <t < T} usando o seguinte
esquema iterativo X;,, = X; + f(¢t;, X;)At + g(t;, X;))AW;, com X, = x,. Ou seja,
para aproximar X, € necessario apenas simular valores da variavel aleatoria
AW;~N(0,At) (IACUS, 2008).
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3.3 Qualidade do ajuste

A qualidade do ajuste foi acessada através do AIC (Akaike Information
Criterion), AIC(M) = =2 L5, (M) + 2 dim(M), onde M representa o modelo
ajustado, [,,s,(M) é o valor maximo da fungédo de log-verossimilhanga para o
modelo M e dim(M) é o numero de parametros estimados do modelo (AKAIKE,
1998).

3.4 Estimativa para o tempo de primeira passagem (first passage time)

O tempo t=ts, em que o fruto atinge seu tamanho maximo,

representado pelo parametro k da EDE logistica, foi obtido utilizando a fungéo

- _ {lnf{tXt > S(t)lXO = xo} Sse xO S S(to)
SO ™ Linf{t: X, = S(t)|X, = xo} se xy = S(t,)

em que S(t) = k. Em palavras, a fungéo retorna o primeiro valor de t em que X;

(GUIDOUM; OUKHETALA, 2019),

assume o valor k.
Em teoria, o valor de t em que X; =k somente é alcangcado com

lim X; = k, ou seja, ndo tem qualquer utilidade pratica. Mas utilizando a fungéo

t—oo

Ts(¢) © as trajetorias simuladas, é possivel determinar um valor para t = tgy, OU

seja, um valor para t tal que, em média, o fruto alcanga seu tamanho maximo k.

3.5 Obtencao da distribuicao de probabilidades para o tamanho de frutos

A distribuicdo de probabilidade para a média do tamanho de frutos foi
obtida simulando-se M = 1000 trajetérias para X, entre t = 7 e t = tg,, pelo

M Xi

método de Euler, e obtida a média desses valores em X(t = t;,) , X; = Zi:lg-

ApOs isso, esse procedimento foi repetido N = 1000 vezes, sendo assim, a

média do processo foi estimado da seguinte forma,

N _
Médiasm = Zﬁ
=lfpt N’

j=1

O intervalo de confianga para o Médiafi’?fpt foi obtido escolhendo os

valores correspondentes aos percentis 0,025 e 0,975, do vetor das N estimativas,
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dessa maneira, o intervalo de confianga tem a = 0,05. Além disso, com posse
das N estimativas, foi construida a densidade para a média do tamanho dos

frutos de X, emt = trp;.

3.6 Comparacao entre o modelo estocastico e o modelo deterministico

Para comparar o desempenho de predigao entre a EDE logistica e a EDD
logistica, os modelos foram ajustados novamente aos dados dos gendtipos de
pimenta, mas com o ultimo valor para cada gendtipo deixado de fora. Apds isso,
os modelos foram usados para predizer o valor deixado de fora na etapa do
ajuste dos modelos (GUTIERREZ-JAIMEZ et al., 2007).

3.6.1 Qualidade das predigoes

A qualidade das predigdes foi acessada usando a estatistica MSE (Mean

bs;—pred;)? . .
Square Error), MSE = 2;1%, onde obs; é o valor observado e pred; é

o valor predito pelo modelo para cada uma das n observagdes (JAMES et al.,
2013). Neste trabalho, obs; = obs, porque foi usado somente um valor observado

para se calcular o MSE.

3.6.2 Estimando o MSE para a EDD logistica

Para estimar o MSE para EDD logistica foi utilizado o método de bootstrap
para modelos de regressdo CHERNICK e LABUDDE (2011). Foram obtidas B =
1000 estimativas bootstrap para a EDD logistica. Entdo, a estimativa do MSE foi

calculada da seguinte forma

MSEbOOt —

B
z (obs — predf’o"t)z
: B '
=1

O intervalo de confianca para o MSE?°°t foi obtido escolhendo os valores
correspondentes aos percentis 0,025 e 0,975, do vetor das B estimativas

bootstrap, sendo assim, o intervalo de confianga tem a = 0,05.
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3.6.3 Estimando o MSE para a EDE logistica

Para comparar o modelo estocastico com o deterministico, foi necessario
obter a média da EDE logistica, porque a solugédo da EDD logistica estima a
média dos valores observados em cada tempo. Sendo assim, foram simulados
M = 1000 valores, utilizando o método de Euler, para a EDE logistica e obtida a
M Xi

média desses valores, X; = X}

i=15,- EM seguida, esse processo foi repetido N =

1000 vezes, sendo assim, o valor do MSE foi estimado da seguinte forma,
N

. (obs - )?j)z
sitim __
MSE = E —N .

j=1
O intervalo de confianga para o MSES'™ foi obtido escolhendo os valores
correspondentes aos percentis 0,025 e 0,975, do vetor das N estimativas, sendo

assim, o intervalo de confianca tem a = 0,05.

4 Resultados e Discussao

4.1 Estimativas dos parametros da EDE logistica

No geral o método de Shoji obteve menores valores de AIC e menor
amplitude para os intervalos de confianca para o comprimento dos frutos dos
gendtipos de pimenta (Tabela 1), mas sem uma diferenga significativa pratica
para o método de Ozaki.

Esses resultados s&o semelhantes aos do estudo de simulag&o de Shoji
e Ozaki (1997), onde os autores compararam o desempenho dos métodos de
Shoji e de Ozaki. No estudo os valores de AIC para ambos os métodos foram
muito semelhantes, mas a precisdo das estimativas dos parametros foi melhor
para o método de Shoji, novamente sem uma diferenga significativa.

Os resultados para o didmetro dos frutos dos gendtipos de pimenta
(Tabela 2) foram similares aos resultados para o comprimento. O método de
Ozaki resultou em valores de AIC ligeiramente mais elevados do que o método
de Shoji, mas os intervalos de confianga sdo muito similares entre os dois
métodos. A similaridade entre os métodos de Shoji e Ozaki pode ser melhor

observadas nas Figuras 3 e 4. As figuras foram confeccionadas simulando 5
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trajetérias entre t = 7 e t = 70, para cada um dos gendtipos utilizando o método
de Euler. Nas figuras 5 e 6 estao representadas a média do processo (linha azul),
e também os intervalos de confianga ndo paramétricos (linhas vermelhas) para

a média do processo, para os métodos de Ozaki e Shoji.



Tabela 1: Estimativa do AIC e dos intervalos de confianga para os parametros da EDE logistica
para o comprimento dos gendtipos de pimenta, utilizando os métodos de Ozaki e Shoji.

Ozaki

Shoji

Inf 2,5 % Estimado Sup 97,5 %

Inf2,5% Estimado Sup 97,5 %

G4
AIC

G19
AIC

-

G27
AIC

G28
AIC

- 26.3119 -
0.160779  0.174144  0.187509
19.4813 20.374 21.2667
0.00902709 0.0166158 0.0242045

- 47.2316 -
0.165365  0.173932  0.182498
71.689 75.1086 78.5282
0.0091872 0.0168619 0.0245365

- 51.1997 -
0.141126  0.157021 0.172916
47.8309 52.5608 57.2907
0.0167007 0.0309851 0.0452695

- 5.48819 -
0.229414 0.23675 0.244085
18.873 19.0932 19.3134
0.00306802 0.00512793 0.00718783

- 23.3806 -
0.162381  0.177413  0.192445
19.542 20.2578 20.9736
0.0116505 0.0215267 0.0314029

- 42.7448 -
0.166319 0.175185  0.18405
72.3378  74.8082  77.2786

0.0104084 0.0191512  0.027894

- 46.8221 -
0.143855 0.160092  0.176329
48.7239 52.1157 55.5074
0.0184991 0.0342753 0.0500514

- 5.8867 -
0.226474  0.235947  0.245421
18.9027 19.113 19.3233
0.00504619 0.00895724 0.0128683
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Tabela 2: Estimativa do AIC e dos intervalos de confianga para os parametros da EDE
logistica para o didametro dos gendétipos de pimenta, utilizando os métodos de Ozaki e Shoji.

Ozaki Shoji
Inf 2,5 % Estimado Sup 97,5 % Inf2,5% Estimado Sup 97,5 %
G4
AIC - 29.3186 - - 26.0234 -
r 0.091589 0.128091 0.164594 0.0981026 0.135582 0.173061
k 7.64876 9.07635 10.5039 7.95602 9.0127 10.0694
o 0.0252284 0.046976 0.0687236 0.0287179 0.0537237 0.0787295
G19
AIC - 15.2527 - - 12.8826 -
r 0.11502 0.127546 0.140071 0.113943 0.126663 0.139383
k 10.1517 10.8824 11.613 10.3488 10.9522 11.5556
0.0104361 0.0192615 0.028087 0.0120959 0.0223634 0.0326309
G27
AIC - 50.0622 - - 46.8511 -
r 0.0728505 0.115668 0.158486 0.0809165 0.123625 0.166333
k 15.2662 20.9967 26.7273 16.8968 20.9411 24.9854
0.039185 0.0733408 0.107497 0.0425322 0.0794872 0.116442
G238
AIC - -8.92422 - - -8.20577 -
r 0.199896 0.206907 0.213919 0.197365 0.20676 0.216155
k 7.21718 7.32462 7.43206 7.22272 7.32874 7.43475

o 0.00355768 0.00614757 0.00873746

0.00573852 0.0103967 0.0150548
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Figura 3: Trajetérias simuladas da EDE logistica para o comprimento dos frutos usando o método de Euler, utilizando os parametros

estimados pelos métodos de Ozaki e Shoji, para os 4 gendtipos de pimenta.
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Figura 4: Trajetorias simuladas da EDE logistica para o didmetro dos frutos usando o

estimados pelos métodos de Ozaki e Shoji, para os 4 gendtipos de pimenta.
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Figura 5: Médias (linha azul) e intervalos de confianga (linhas vermelhas) da EDE logistica para o comprimento dos frutos, utilizando

os parametros estimados pelos métodos de Ozaki e Shoji, para os 4 gendétipos de pimenta.
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Figura 6: Médias (linha azul) e intervalos de confianga (linhas vermelhas) da EDE logistica para o didametro dos frutos, utilizando os

parametros estimados pelos métodos de Ozaki e Shoji, para os 4 gendétipos de pimenta.
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4.2 Estimativa para o tempo de primeira passagem

O tempo em que o fruto atinge seu tamanho maximo foi estimado

utilizando a fungéo 74, € os parametros estimados pelo método de Shoji, pelos

motivos apresentados na discussao do topico 4.1.

Observando a tabela 3 ou a figura 7, é possivel perceber que o gendtipo
G4 é o mais precoce, atingindo seu tamanho maximo em média com 31 dias
para o comprimento e 34 dias para o diametro. O gendétipo G19 é o mais tardio,
atingindo seu tamanho maximo com 44 dias para o comprimento e 49 dias para
o didmetro. Também é interessante notar que, o comprimento e o diametro do
fruto atingem seus tamanhos maximos praticamente no mesmo tempo (auséncia

de fase lag) para todos os gendtipos estudados.

Tabela 3: Estimativas do intervalo de confianga, média e mediana do tempo de
primeira passagem para o comprimento e didmetro dos frutos de pimenta.

Inf 2,5 % Média Mediana Sup 97,5 %
G4
Comprimento 28 37 36 57
Diametro 25 39 37 62
G19
Comprimento 35 44 43 62
Diametro 37 49 48 67
G27
Comprimento 33 43 42 63
Diametro 26 41 40 65
G28
Comprimento 24 31 29 45

Diametro 26 34 33 51
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Figura 7: Densidades para o tempo de primeira passagem (fpt) para o
comprimento e o didmetro dos gendtipos de pimenta.
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4.3 Distribuicao do tamanho dos frutos

Para estimar a média dos frutos em t = t(,,,, foram utilizados os resultados
das estimativas dos parametros pelo método de Shoji.

A estatistica descritiva para a média do tamanho de frutos pode ser
consultada nas tabelas 5 e 6. Também pode-se observar a densidade para a
média do tamanho e do didmetro dos frutos nas Figuras 8 e 9,

respectivamente.
4.4 Estimativa do MSE

A EDE logistica obteve um melhor resultado para predigao (i. e., menor MSE
e menores intervalos de confianga para o MSE) em 7 dos 8 cenarios
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avaliados. No ultimo cenario estudado, i. e., didmetro do fruto do gendétipo G28,
as estimativas do MSE foram iguais para a EDE e EDD logisticas. Observando
os intervalos de confianga para as médias (Tabelas 7 e 8), nota-se que os
intervalos de confianga para as médias da EDE logistica estdo contidos no
intervalo de confianga para a média da EDD logistica, em outras palavras, nédo
existe uma diferenga significativa entre a EDE e a EDD logistica. Além disso,
percebe-se que o limite superior do intervalo de confianga para a média da EDD
logistica é sempre maior que o limite superior da EDE logistica em 6 dos 8
cenarios estudados, ou seja, a EDD logistica tende a superestimar os valores
observados para os frutos de pimenta.

Como foi argumentado neste trabalho, a modelagem de fendmenos
sujeitos a perturbacdes aleatorias sera sempre mais acurada langando mao de
modelos estocasticos, (i. e., modelos que levem em consideragdo as
perturbagdes aleatdrias intrinsecas ao sistema problema analisado). Mesmo
assim a analise foi realizada como um treinamento em como se utilizar EDEs

para fazer predi¢oes, evidenciando a diferenca para as EDDs.



Tabela 5: Estimativas para os intervalos de confianca, curtose e assimetria da média do comprimento dos frutos dos

genotipos de pimenta, usando os valores dos parametros estimados pelo método de Shoji em t = tf,,,, tamanho

maximo do fruto (parametro k) e valor observado em t = 70.

Comprimento

Inf 2,5 % k Média,_sp, Obs,_ Sup 97,5% Curtose Assimetria
G4 19.82 20.26 19.87 19.94 19.92 2.896 0.007027
G19 73.43 74.81 73.58 75.15 73.73 3.026 0.00351
G27 50.17 52.12 50.37 50.96 50.56 3.189 -0.02244
G28 18.96 19.11 18.97 19.35 18.99 2.858 0.08061
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Tabela 6: Estimativas para os intervalos de confianga, curtose e assimetria da média do diametro dos frutos dos
genotipos de pimenta, usando os valores dos parametros estimados pelo método de Shoji em t = tf,,,, tamanho

maximo do fruto (parametro k) e valor observado em t = 70.

Didmetro
Inf 2,5 % k Média,_ s, 0bs,_-o Sup 97,5% Curtose Assimetria
G4 8.42 9.013 8.475 8.78 8.529 2.893 -0.03789
G19 10.63 10.95 10.66 10.91 10.69 2.999 -0.006551
G27 18.67 20.94 18.88 20.32 19.09 2.843 0.08767
G28 7.261 7.329 7.268 7.41 7.276 2.984 0.06105
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Figura 8: Densidades para o comprimento dos frutos dos 4 gendtipos de pimenta

usando os parametros estimados pelo método de Shoji.

G4 G19

Densidade

&
50.0 502 50.4 506 1895 1896 1897 1898  18.99
Média

Figura 9: Densidades para o didmetro dos frutos dos 4 gendtipos de pimenta

usando os parametros estimados pelo método de Shoji.
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Tabela 7: Estimativas pontuais e intervalos de confianga para a média (emt = 70) e o MSE para a EDE e a EDD logisticas para o

comprimento dos 4 gendtipos de pimenta.

Comprimento
Inf 2.5%Média Média Sup 97.5%Media Inf 2.5%MSE MSE Sup 97.5%MSE

G4
log® 19,73 20,09 20,46 0,06 0,06 0,06
ozaki# 20,35 20,39 20,43 0,20 0,20 0,20
shojit 20,18 20,23 20,28 0,08 0,08 0,08

G19
log® 73,42 74,20 74,98 1,04 1,06 1,07
ozaki# 74,40 74,55 74,69 0,36 0,36 0,37
shojit 73,89 74,05 74,20 1,21 1,22 1,23

G27
log® 50,89 51,41 52,07 0,29 0,30 0,30
ozaki# 51,72 51,90 52,09 0,89 0,90 0,91
shojit 51,03 51,22 51,41 0,08 0,08 0,08

G28
log® 18,83 19,06 19,27 0,10 0,10 0,10
ozaki# 18,99 18,99 19,00 0,13 0,13 0,13
shojit 19,05 19,07 19,08 0,08 0,08 0,08

TMédia e intervalo de confianca das B estimativas bootstrap
*Média e intervalo de confianga obtidos a partir das M simulagbes



Tabela 8: Estimativas pontuais e intervalos de confianga para a média (em ¢
didmetro dos 4 gendtipos de pimenta.

70) e o MSE para a EDE e a EDD logisticas para o

Diametro
Inf 2.5%Média Média Sup 97.5%Media Inf 2.5%MSE MSE Sup 97.5%MSE
G4
log® 8,63 8,91 9,19 0,04 0,04 0,04
ozakit 8,94 9,00 9,05 0,05 0,05 0,05
shojit 8,83 8,89 8,94 0,01 0,01 0,01
G19
log® 10,86 11,08 11,33 0,04 0,04 0,05
ozakit 10,81 10,83 10,86 0,01 0,01 0,01
shojit 10,87 10,90 10,93 0,00 0,00 0,00
G27
log® 20,19 20,84 21,75 0,43 0,44 0,45
ozakit 19,76 19,98 20,18 0,12 0,13 0,13
shojit 19,58 19,78 20,00 0,29 0,30 0,31
G28
log® 7,20 7,30 7,39 0,01 0,01 0,01
ozakit 7,31 7,31 7,32 0,01 0,01 0,01
shojit 7,31 7,31 7,32 0,01 0,01 0,01

TMédia e intervalo de confianca das B estimativas bootstrap
*Média e intervalo de confianga obtidos a partir das M simulagbes
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5 Conclusao

O crescimento de frutos de pimenta foi modelado satisfatoriamente

utilizando uma equacao diferencial estocastica logistica.
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