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Resumo

SILVA, Thaind F., M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Abril de 2024. Desordem e
criticalidade dinamica em redes de contato geradas por empacotamento aleatorio de
discos polidispersos. Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientador: Sidiney
Geraldo Alves.

Quaisquer sistemas em que se formam estruturas de contato estao sujeitos a perturbacoes
aleatdrias, quer sejam impurezas na estrutura cristalina de um material ou estruturas
heterogéneas de interacoes em sistemas complexos. Uma classe importante destas estruturas
sao as redes planares aperiddicas que podem emergir em materiais ou redes de infraestrutura
tais como estacoes de energia e de transporte. A relevancia dessa desordem pode ser
investigada por meio do expoente de wandering, w. Quando a desordem do sistema é
relevante para a criticalidade do modelo, segundo o critério de Harris-Luck, w > w,., onde
w. = 1—(1/dv,), a qual depende da dimensao do sistema, d, e do expoente do comprimento
de correlacao do sistema sem desordem, v, . Diante disso, buscamos estudar se estruturas
geradas a partir de modelos de empacotamento de discos rigidos formam estruturas com
desordem relevante. Para isso, foram estudados trés modelos de empacotamento de discos
rigidos com particulas polidispersas. A partir desses modelos, redes de contato com
vinculos geométricos foram construidas e caracterizadas utilizando teoria de grafos. Os
resultados obtidos para a caracterizacao das redes relacionadas aos trés modelos sao
semelhantes. Quando o raio minimo das particulas tende a zero, as redes apresentam
distribuicao de grau com cauda pesada, estruturas hierarquicas, desassociativas e aumento
da dimensao topolégica. A partir do decaimento da flutuacao do grau, podemos verificar
se o expoente de wandering excede w,, resultado este observado em todos os modelos,
indicando desordem relevante pelo critério de Harris-Luck. Analisamos o efeito da desordem
dessas redes na criticalidade do modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS), nas quais nao
foram observadas assinaturas de mudancas na criticalidade da transi¢ao. Verificamos assim
que a desordem produzida pela flutuacao do grau nao é capaz de alterar a criticalidade do

sistema, o que, a principio, viola o critério de Harris-Luck.

Palavras-chave: desordem, fenomenos criticos, empacotamento aleatorio.



Abstract

SILVA, Thaina F., M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, April de 2024. Disorder and
dynamical criticality on contact networks generated by random packing of polydisperse

disks. Advisor: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-advisor: Sidiney Geraldo Alves.

Any systems in which contact structures are formed are subject to random perturbations
due to either impurities in the crystal structure of a material or heterogeneous structures
from interactions in complex systems. An important class of these structures are aperiodic
planar lattices that can be observed in materials or infrastructure networks such as power
and transportation stations. The relevance of this perturbation can be investigated using
the wandering exponent, w. When the disorder of the system is relevant to the criticality of
the model, according to the Harris-Luck criterion, w > w,, where w, = 1 — (1/dv, ), which
depends on the dimension of the system, d, and the exponent of the correlation length of
the disorder-free system, v, . So, we study whether structures generated from hard disk
packaging models generate structures with relevant disorder. Three models of packaging
hard disks with polydisperse particles were studied. From these models, contact networks
with geometric constraints were constructed and characterized using graph theory. The
results obtained for the characterization of the networks related to the three models are
similar. When the minimum radius of the particles tends to zero, the networks present
a degree distribution with a heavy tail, hierarchical and dissociative structures and an
increasing topological dimension. From the decay of the degree fluctuation, we can verify
that the wandering exponent exceeds w,, a result observed in all models, indicating relevant
disorder according to the Harris-Luck criterion. We analyzed the effect of the disorder
of these networks on the criticality of the susceptible-infected-susceptible (SIS) model, in
which no signs of changes in the criticality of the transition were observed. We thus verify
that the disorder produced by degree fluctuation is not capable of altering the criticality

of the system, that, in principle, violates the Harris-Luck criterion.

Keywords: disorder, critical phenomena, random packaging.
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Capitulo I

Introducao

Uma das questoes centrais do estudo de sistemas com interacao de curto alcance é o
efeito causado por impurezas aleatoriamente introduzidas em uma determinada estrutura
espacial por meio da qual os agentes interagem, que sdo chamadas de desordem congelada [1].
Sistemas reais sao, em sua grande maioria, afetados por este de tipo perturbacao seja
por contaminantes ou imperfeicoes da estrutura cristalina, ou pela prépria dinamica de
formacao das redes que sao intrinsecamente irregulares como, por exemplo, redes de
transporte terrestre e de distribui¢ao de energia [2].

No estudo de transicoes de fases e fenomenos criticos, a desordem congelada pode alterar
a criticalidade do sistema em comparagao com estruturas limpas (sem desordem). Assim,
a desordem congelada pode induzir regices estendidas de criticalidade (as denominadas
fases de Griffiths), alterar o expoente de decaimento no ponto critico ou até mesmo levar
a uma completa ofuscagdo da criticalidade da transigao [1].

Ao longo dos ultimos anos, diversos trabalhos foram desenvolvidos para compreender a
transicao de fase e fendmenos criticos em topologias aperiddicas, que podem ser afetadas
pela desordem do sistema [3,4]. Dentre esses trabalhos, um deles relaciona o nivel de
desordem da rede ao expoente critico associado a divergéncia do comprimento de correlagao
do sistema limpo (sem desordem [5]), conhecido como critério de Harris-Luck [3,6].

De acordo com o critério de Harris-Luck, se o expoente do comprimento de correlacao do
sistema limpo, v, em um sistema d-dimensional satisfaz a inequagao w > (1 — t) = W,
onde w e w, sdo conhecidos como expoente de wandering (ou expoente de flutuacao
geométrica) e expoente de wandering critico, respectivamente, entao a desordem do sistema
é relevante. Adicionalmente, para redes com desordem completamente descorrelacionada,
o expoente de wandering é de 1/2, o que implica na relevancia da desordem segundo o
critério de Harris-Luck®.

Redes geradas com vinculos geométricos podem possuir padroes de correlagao na

desordem, o que implicaria em expoentes de wandering que caracterizam a desordem como

!Quando o expoente de wandering é de 1/2, o critério de Harris-Luck recai no critério de Harris, o
qual considera que se dv; < 2 a desordem sera relevante [6]
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Capitulo I

irrelevante. Dessa forma, a transicao de fase do sistema nao sofre alteracoes e se comporta
como um sistema limpo. Um exemplo fundamental desses tipos de redes sao as redes de
Voronoi-Delaunay, as quais possuem uma constru¢ao puramente geométrica. As estruturas
dessas redes sao complexas de serem estudadas computacionalmente, principalmente em
dimensoes superiores a 2.

As redes de Voronoi-Delaunay desempenham um papel crucial no estudo de critérios
para a classificagao de desordem, sendo um tema amplamente debatido na comunidade
cientifica [7-9]. Inicialmente, foi calculado para essas redes um expoente de wandering
w = 1/2, o que levaria o critério de Harris-Luck a prever desordem relevante para o
sistema [10]. No entanto, a relevancia da desordem nessas redes nao foi confirmada em
simulagoes extensivas de fenomenos criticos [7]. A resposta para esse problema sé veio a
ser encontrada recentemente no artigo de Barghathi e Votja [4], no qual mostraram que o
expoente de wandering das redes Voronoi-Delaunay sao, na verdade, w = 1/4 devido a
anti-correlacoes na distribuicao geografica da desordem, onde uma regiao com coordenacao?
acima da média é circundada por regioes de coordenacao abaixo da média, eliminando
assim a contradicao com o critério de Harris-Luck. No entanto, esse problema ainda nao
estd completamente resolvido, pois foi identificado um sistema [12] que viola a modifica¢ao
proposta por Barghathi e Vojta.

Em redes complexas, para investigar os efeitos da desordem na transicao de fase para o
estado absorvente, podemos utilizar modelos pertencentes a classe de universalidade da
percolagao dirigida, como os modelos suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e o processo de
contato [10,12,13]. Consequentemente, se os resultados produzidos pela transigao de fase
em tais sistemas apresentarem mudancas na transicao de fase, quando comparado com
estruturas limpas, entao a desordem do sistema é relevante.

Modelos de empacotamento de discos rigidos desempenham um papel fundamental no
estudo da matéria condensada e na ciéncia dos materiais, sendo amplamente utilizados
para descrever diversos sistemas, como as propriedades de coloides em concretos de alta
performance, o crescimento de colénias celulares em sistemas biolégicos, entre outros [14].
Entre os varios modelos de crescimento de empacotamento de discos rigidos, o modelo
de Eden é um dos mais estudados. Inicialmente proposto para explicar fenémenos de
crescimento de tumores [15], o modelo de Eden posteriormente serviu como base para
muitos outros modelos, incluindo um que considera o crescimento de colonias celulares
monodispersas fora de rede [16].

Embora muitos estudos na area de empacotamento tenham se concentrado na construcao
de agregados monodispersos [16,17], na natureza, seja em meios granulares ou colonias
celulares, a distribuigao dos tamanhos das particulas nunca é monodispersa [18].

Modelos de agregacao podem ser estudados no contexto de redes complexas. Para isso,

2A coordenacdo, ou niimero de coordenacdo, para um sitio de uma rede é dada pelo seu niimero de
vizinhos [11].

11



Capitulo I

a fim de analisar a estrutura de contato entre as particulas dos agregados, uma rede de
contatos planar pode ser extraida [19]. Assim, utilizando a teoria dos grafos [20], é possivel
estudar as propriedades dessas redes de contato e caracterizar o tipo de estruturas obtidas.

Neste contexto, nesta dissertacao buscamos estudar diversos modelos de agregacao,
tanto com particulas monodispersas quanto polidispersas, em duas dimensoes. Para isso,
propusemos trés modelos de agregacao: o primeiro é baseado no modelo de Eden fora
de rede, enquanto os outros dois modelos explorados consideram a deposicao aleatoria
de particulas no espaco. No caso polidisperso, as particulas possuem raios escolhidos
aleatoriamente a partir de uma distribuigao uniforme no intervalo (ryin, 1).

A partir dos agregados obtidos, extraimos as redes de contato e realizamos a caracteri-
zacao por meio da distribuicao de grau, coeficiente de agrupamento, correlagao de grau
e menor caminho médio. Em todos os modelos, observamos que a distribuicao de grau
apresenta uma cauda pesada a medida que 7, diminui. Além disso, com a reducao de ryy,
as redes tendem a se comportar como redes hierarquicas e desassociativas, tornando-se
mais densas e apresentando uma reducao no expoente de crescimento do menor caminho
médio em funcao do tamanho da rede, o que implica no aumento da dimensao topoldgica.

Além disso, a fim de classificar a desordem das estruturas com base no critério de
Harris-Luck para a classe de percolacao dirigida, a qual o modelo SIS pertence, temos
que a desordem é considerada relevante se w > 0.318. Comparando com o expoente de
decaimento da flutuacao de grau, verificamos que a condi¢ao para desordem relevante
foi satisfeita. No entanto, ao estudar a transicao de fase para o estado absorvente nas
redes utilizando o modelo SIS, nao observamos alteracoes na criticalidade em comparacao
com sistemas limpos. Assim, concluimos que a desordem provocada pela flutuagao do
grau nao altera a criticalidade do modelo SIS em tais redes, o que contradiz o critério de
Harris-Luck.

A presente dissertacao sera dividida em quatro capitulos. No capitulo II, discutiremos
os modelos de agregacao em um contexto histérico, apresentaremos algumas métricas
provenientes da teoria de grafos e falaremos sobre os critérios de desordem encontrados na
literatura. No capitulo I1I, descreveremos os modelos estudados com o uso de simulagoes,
traremos detalhes computacionais utilizados para otimizar as simulagoes desenvolvidas
e uma descricao do modelo SIS. No capitulo IV, apresentaremos os resultados obtidos e
a discussao sobre eles. Por fim, no capitulo V, apresentaremos uma conclusao para os

resultados obtidos e as perspectivas.
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Capitulo 11
Fundamentacao teorica

Na comunidade cientifica, modelos de agregacao foram estudados considerando dife-
rentes abordagens, tais como a rugosidade' da interface durante o crescimento [16], os
efeitos que diferentes distribuigoes de tamanho podem produzir em agregados polidisper-
sos [18,22] ou até mesmo as estruturas formadas a partir do contato entre as particulas
dos agregados [23-25]. Essas estruturas resultantes do contato serdo um dos focos deste
trabalho, no qual buscamos estudar as redes de contato entre as particulas caracterizadas
a partir dos agregados.

Neste contexto, o presente capitulo sera divido em trés partes. Na primeira secao,
traremos alguns modelos desenvolvidos para o estudo de empacotamento de discos rigidos.
A secao que segue trara algumas métricas e conceitos da teoria de grafos, ferramentas
estas que utilizaremos para estudar as estruturas formadas pelos agregados. Por fim, com
o intuito em estudar as desordens nas redes de contato, na ultima secao desse capitulo,
abordaremos os critérios desenvolvidos ao longo dos tultimos anos para a descricao da

desordem de estruturas.

2.1 Empacotamento de discos rigidos

Modelos de empacotamento sao pensados e estudados desde antes de 200a.C., quando
Apolonio de Perga ja pensava em um problema de empacotamento de circulos [26,27]. O
problema proposto por ele consistia em encontrar um circulo que tangenciasse outros 3
circulos. Na Fig.2.1 temos o esbogo da solucao deste problema, primeiro sao adicionados
trés circulos tangenciando mutualmente, posteriormente é adicionado outro circulo no
espago vazio entre eles, de forma que este tangencie os 3 primeiros. Com isso, surgem 3
espacos vazios nos quais sao adicionados novamente circulos que tangenciam os 3 circulos

que estao em volta a este espaco e assim por diante, de modo que em cada etapa n

'Em interfaces, a medida da rugosidade é dada pelo desvio padrao da altura da interface em relacio &

origem h(z,t), ou seja, W(t) = <\/<[h(x,t) — (h(x,t)>]2>> [21].

13



Capitulo II 2.1. Empacotamento de discos rigidos

(n=0,1,2,...) de adigao sdo adicionados 3" novos discos.

Figura 2.1: Exemplo de agregado construido a partir do problema de empacotamento
de esferas de Apolonio com circulos de cores diferentes para cada camada de insercao de
circulos.

Desde entao, uma variedade de modelos de agregacao tem sido desenvolvida para abor-
dar uma gama diversificada de fenomenos, tais quais sistemas coloidais, meios granulares
e biologicos. Normalmente tais estudos sao realizados considerando crescimentos de nao
equilibrio? [29)].

Sistemas coloidais podem apresentar de uma variedade de propriedades reoldgicas,
incluindo afinamento e espessamento por cisalhamento. No ambito desses sistemas, en-
frentamos um desafio ainda nao solucionado, relacionado ao efeito que a introducao de
um grao de areia exerce sobre o material como um todo, podendo inclusive induzir seu
cisalhamento e potencialmente resultar na perda de materiais [30].

Materiais granulares como, por exemplo, sedimentos e pés, estao amplamente distribui-
dos na natureza e em contextos industriais, sendo comum, em uma primeira aproximacao,
considerar os graos como esferas rigidas. Nessas situagoes, a maneira como os graos se
agrupam desempenha um papel crucial nas propriedades do material, sendo essa agregagao
também influenciada pela viscosidade do meio, pelo tamanho e massa das particulas [18].
Isso representa um desafio intrinseco a producgao de concretos de alta performance, deman-
dando estratégias para a minimizagao da porosidade no sistema [31].

Em sistemas bioldgicos, por sua vez, é possivel estudarmos fenomenos como padroes
de crescimento em colonias de células e o desenvolvimento de tumores [15]. Isso permite
a exploracao de fatores como a aleatoriedade na divisao celular, migracao celular e as
influéncias que o ambiente exerce na formacao de padroes durante o crescimento.

Outra possivel abordagem para o estudo de tais modelos de agregagao é com o uso
de redes complexas, assim como feito por [23-25], abordagem esta que sera considerada
neste trabalho. Diante disso, no presente trabalho estudaremos estruturas monodispersas e
polidispersas a partir de métricas fornecidas pela teoria de grafos, as quais serao descritas

na préxima secao.

2Modelos de nao equilibrio envolvem um fluxo constante de matéria, energia ou alguma outra quantidade
[28]. No caso de crescimentos de nao equilibrio, a quantidade que estd sempre aumentando é o nimero de
particulas.
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Capitulo II 2.2. Fundamentos de teoria de grafos

2.2 Fundamentos de teoria de grafos

Redes complexas sao utilizadas no estudo de diversos fenomenos, desde o estudo da
interacao entre células as interagoes entre pessoas na sociedade, ou até no mapeamento de
neurénios, ou linhas de transporte [20]. Para podermos compreender os sistemas descritos
por redes complexas, precisamos saber como os componentes dessa rede interagem entre si.
Tais interacoes podem ser descritas por meio da teoria de grafos.

Diante disso, nesta secao traremos alguns conceitos e métricas importantes para

compreendermos redes complexas utilizando teoria de grafos com base na referéncia [20].

2.2.1 Propriedades e medidas

Para descrevermos um sistema complexo precisamos de informagcoes sobre como é feita
a interagao entre seus componentes. Para descrevermos tais interagoes podemos utilizar
redes complexas onde os elementos interagentes sao conhecidos como nds ou vértices e a
interacao entre tais elementos sao chamados de arestas ou ligacoes. Além disso, podemos
associar a cada vértice de uma rede um grau, o qual é dado pelo nimero de ligagoes k que
esse vértice faz com os outros.

Na Fig.2.2 temos o exemplo do grafo de uma rede com 5 vértices e 6 arestas conectando
esses n6s. Podemos observar nessa representacao que a ligacao entre os vértices nao possui
um sentido, ou seja, se um vértice ¢ da rede esta conectado com um vértice 7, 7 também
estara conectado com i. Isso ocorre em redes chamadas de nao direcionadas, as quais serao

utilizadas ao longo deste trabalho.

Figura 2.2: Exemplo de rede onde cada né é representado por um circulo e arestas sao
representados pelas linhas que conectam dois nos.

Matriz de adjacéncia

Para representarmos uma rede de maneira completa, conhecer a informacao de quais
vértices compoe esse sistema nao é suficiente. Precisamos também de informacoes sobre as
conexoes que os vértices apresentam entre si. A forma mais completa de apresentarmos

isso ¢ por via uma matriz de adjacéncia.
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Para uma rede com N nés, precisamos de uma matriz N x N para fazer a representacao.

Assim, considerando uma rede nao direcionada, temos que os elementos dessa matriz sao:
o A=A =1seosnbdiejestao conectados;
o A;; = Aj; =0 caso contrério.

Sendo assim, a matriz construida para uma rede nao direcionada é simétrica.

Por exemplo, podemos construir a matriz de adjacéncia da rede da Fig.2.2, a qual é

dada por:
(A A Az Au A [0 1 0 1 0]
Agy Agg Agz Aoy Ags o111
A= A3y Az Agz Az Ags| =10 1.0 00 (2.1)
Ap Ag Agz Ay Ags 11001
| A5t Asy Ass Asy Ass] |01 0 1 0f

Por se tratar da representacao de uma rede nao direcionada, podemos observar que a
matriz da Eq.2.1 é simétrica e possui diagonal nula, uma vez que um né nao esta conectado

a sl mesmo e as conexoes nao sao direcionadas.

Distribuicao de Grau

Quando definimos o grau de todos os nés de uma rede podemos calcular a densidade
de particulas que possuem grau k, da seguinte formas:

N,
Pk:Wk7

(2.2)
em que Ny é o nimero de particulas que possuem grau k e N é o niimero total de particulas
do agregado. Fazendo esse calculo para todos os graus da rede temos assim a funcao de
distribuicao de probabilidade do grau da rede.

Por exemplo, considerando a rede mostrada no inicio dessa secao, Fig.2.2, conseguimos
calcular o grau de cada né e obter a densidade de ndés com cada grau. A partir dessa

densidade conseguimos obter o grafico da distribui¢ao de grau para essa rede, Fig.2.3.
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1,0
0,8 g
0,61 g
at ot
0.4 ]
0,2+ g
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Figura 2.3: Distribuicao de grau da rede mostrada na Fig.2.2. Para essa rede temos que
P, =0,2 (3 possui grau 1), P, = 0,4 (1 e 5 possuem grau 2), Py = 0,2 (4 possui grau 3) e
Py =0,2 (2 possui grau 4).

Dessa forma, ao analisarmos a distribuicao de graus, obtemos a funcao de distribuicao
de probabilidades associada aos graus dos nos na rede. Portanto, ao selecionarmos um noé

aleatério, a probabilidade de termos escolhido um né de grau k é condicionada por P.

Coeficiente de agrupamento

Em redes complexas, um dos conceitos para a definicao de seu agrupamento esta
associada a formagao de triangulos, ou seja, se os vizinhos de um né também estao
conectados entre si, temos um agrupamento. Quando verificamos as conexoes entre todos
os vizinhos de um nd, conseguimos calcular o grau de conexao dos vizinhos, ou seja,
a quantidade de triangulos que essas ligacoes formam. Esta medida é conhecida como
coeficiente de agrupamento, ou coeficiente de clustering, e nos da a informagao de como os
vizinhos de cada particula se relacionam.

Para realizar esse calculo para um no ¢ é necessario ter a contagem da quantidade
de vizinhos e; entre os seus k; vizinhos que entao conectados entre si. Deste modo, o

coeficiente de agrupamento é dado por:

2e;
= ki > 1, 2.3
c N para (2.3)
ou, em termos da matriz de adjacéncia
S A Ay A
= M, para k; > 1. (2.4)

C.
’ ki(k; — 1)
Se k; < 1, definimos ¢; = 0. Esse coeficiente pode estar entre 0 e 1 de modo que:
e se ¢; = 0, nenhum dos vizinhos de 7 estao conectados entre si;

e se ¢; = 1, todos os vizinhos de i estao interligados.

Em resumo, o valor de ¢; é a probabilidade de um par de vizinhos de um no ¢ escolhido
a0 acaso estarem conectados. Quanto maior o valor de ¢;, maior a probabilidade de tal

evento ocorrer.
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Utilizando essa medida é possivel fazer uma média do coeficiente de agrupamento para

as particulas de mesmo grau de forma que

Ck = - C;, (25)

em que C} é o coeficiente médio de agrupamento para as particulas de grau k, Ny é o
numero de particulas que possuem grau k e o somatorio é sobre todos os nos ¢ que possuem
grau k. Assim, a partir da curva formada por C} x k podemos definir o tipo de estrutura
que as ligacoes formam, como, por exemplo, se tais estruturas sao hierarquicas.

Podemos também calcular o coeficiente de agrupamento médio para toda a rede. Entao,
sendo ¢; o grau de um né ¢, em uma rede com N nds, temos que o coeficiente médio é

dado por:
N

() = %Z . (2.6)

i=1
Para a rede da Fig.2.2, temos que o coeficiente de agrupamento para os nos da rede
sao: 1 =1,c=0,33,¢c3=0,c4 =1 e cs =1. Assim, podemos calcular o coeficiente de
agrupamento médio para os nés de mesmo grau, Fig.2.4, e o coeficiente de agrupamento
médio para toda a rede, (C') = 0.66.
1,0
0,8+ .
0,6+ .
SR ]
0,4+ .
0,2+ .
123 4
k

Figura 2.4: Coeficiente de agrupamento médio da rede representada na Fig.2.2 com C; = 0,
CQ = 1,0 (Cl =1 € Cy = 1), Cg =1 (C4 = 1) e 04:(),33 (CQ :0,33)

Correlagao do grau

Em redes complexas existem os denominados hubs, que sao nés com muitas conexoes,
ou seja, com um grau alto quando comparado com a média da rede. Quando analisamos
tais redes complexas, pode surgir o seguinte questionamento: “esses hubs estao conectados
com outros hubs, eles se evitam reciprocamente ou eles se comportam como qualquer outro
no da rede?”. Tal pergunta pode ser respondida com a medida da correlacao do grau.

A correlagao do grau para um né ¢ pode ser calculada pela média do grau dos nés
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vizinhos de i, ou seja:
binn (i) = = > Ak (2.7)

onde A;; ¢ o elemento ij da matriz de adjacéncia, N é o ntimero total de nds na rede, k; e
k; o grau dos nos i e j, respectivamente.
Quando realizamos a média da correlagao do grau para os nés de mesmo grau, podemos

descobrir se a rede em questao é associativa, desassociativa ou neutra, sendo:

e Associativa: nés com grau alto (ou hubs) tendem a se conectar entre si a0 mesmo

tempo em que nos com grau pequeno também se conectam entre si;

e Desassociativa: nés com grau alto tendem a se conectar com nés de grau baixo e

vice-versa;

e Neutra: rede com conexoes aleatorias, hubs podem estar conectados com outros hubs

ou com nés de grau baixo com hubs chance.

Essa informagao pode ser dada através do expoente de correlagao da correlacao de
grau em funcao do grau da rede, o expoente p nos gréaficos da Fig.2.5. Deste modo, se o
expoente é positivo temos uma rede associativa (Fig.2.5(a)), se é negativo temos uma rede

desassociativa (Fig.2.5(b)) e se expoente ¢ nulo temos uma rede neutra (Fig.2.5(c)).

1 1 1

10 10'f 10
/’/’//’ \\\\\ /(\\\
o fg’_j/" o \\‘\06’ o

/,/ \\ u=0.01 -, "o
(a) * (b ©)

0 | 0 | 0 |

10 10 10
10 10! 10° 10' 10 10'
k k k

Figura 2.5: Gréfico de exemplos de correlagoes do grau (k,,) em funcdo do grau (k)
produzidas por redes do tipo a) associativa, b) desassociativa e c¢) neutra.

Distancia e menor caminho médio

Na Fisica muito falamos sobre distancias entre componentes de um mesmo sistema
para, por exemplo, determinar a interacao entre tais componentes. Na ciéncia de redes
o conceito de distancia também é importante, mas como ele é definido? Para responder
essa pergunta podemos pensar em uma rede de contatos entre pessoas. Por exemplo, duas
pessoas que sao vizinhas podem nao se conhecer e, a0 mesmo tempo, manter conexoes com
pessoas que estao do outro lado do mundo, ou seja, a distancia fisica entre os membros de

tal rede de contatos nao restringe as conexoes.
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No estudo de redes, a distancia fisica muita das vezes nao é relevante, sendo conveniente
definirmos a distancia a partir das conexoes. Na Fig.2.6 temos que, para ir do né 3 para
0 4 podemos destacar dois caminhos possiveis, o primeiro sendo 3 — 2 — 4 e o segundo
sendo 3 — 2 — 5 — 4. Em termos das ligacoes entre os caminhos temos que o primeiro
deles possui duas ligacoes separando 3 e 4, enquanto que o segundo possui trés ligacoes
separando tais nés. Porém, por mais que existam diversos caminhos possiveis que separam

dois nés, aqui estamos interessados apenas no menor caminho.

Figura 2.6: Rede com dois caminhos que ligam os nés 3 e 4 em destaque.

Porém, em alguns casos, como em redes de rodovias, distribuicoes de energia ou até
mesmo em redes de contato entre particulas polidispersas, a distancia entre as conexoes é
um fator relevante.

O menor caminho médio entre dois nés da rede pode ser calculado de duas formas,
considerando distancias topolégicas e euclidianas. Por exemplo, considere os nés 7 e j,
que estao conectados e imersos em uma rede bidimensional com posigoes (z;, ;) e (25, y;),

a distancia entre esses nos seria de [;; = 1 em termos de nimero de ligacoes (distancia

topolégica) e de l;; = /(z; — 2;)? + (y; — y;)? em termos do comprimento da aresta que
liga 7 e j (distancia euclidiana).

Assim, para o calculo do menor caminho, quando consideramos a distancia topoldgica,
buscamos apenas o menor numero de ligagoes, logo, na Fig.2.6, o caminho 3 — 2 — 4 ¢é
o menor. Porém, para o menor caminho médio considerando a distancia euclidiana nao
podemos fazer tal afirmagao, pois, mesmo que o caminho 3 — 2 — 4 tenha um nimero
menor de ligagoes, pode ser que as ligacoes feitas por ele tenham um comprimento maior
do que o caminho 3 — 2 — 5 — 4, de modo que I35 + log > l30 + log + I54.

Contudo, independente da forma que realizamos os calculos, podemos encontrar a

menor distancia, [;;, entre dois nés i e j. Sendo assim, quando calculamos a menor distancia

iJ
entre todos os pares de nés de uma rede conseguimos calcular o menor caminho médio,
dado por: .
O=3w-1 Z b (28)
1,7=0,N;j#1t
onde N é o numero total de nds da rede, calculo este feito para redes que possuem todos
os componentes conectados.
Além disso, no contexto de redes complexas, podemos considerar uma aproximagao

para realizar o calculo das dimensoes euclidiana e topoldgica a partir do menor caminho
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médio. Assim, sendo o menor caminho médio, (I}, e o nimero de nés N estao relacionados

de modo que:

(1) ~ NY4, (2.9)

Assim, quando utilizamos a mesma regra para gerar redes com diferentes nimeros de nds
N, se calculamos o menor caminho médio para todas essas redes e plotarmos um grafico
de N x (I}, podemos encontrar as dimensoes do sistema a partir do expoente dessa curva,
onde, utilizando a distancia topolégica obtemos a dimensao topolégica e com a distancia

euclidiana obtemos a dimensao euclidiana da rede [32].

2.2.2 Estruturas e grafos

O estudo de modelos de empacotamento, agregacao e estruturas cristalinas também
pode ser guiado pela teoria de grafos. Para isso, podemos definir o nimero de coordenacao
de uma particula ou ponto do espaco a partir da quantidade de particulas, ou pontos que
estao proximos a ela. Como vimos, o conceito de nimero de coordenagao define o grau de
um né. Entao podemos representar as particulas ou pontos do espaco como os nés da rede

e definir ligagoes entre esses nés conforme a sua proximidade com os demais nés da rede.

Redes de Voronoi-Delaunay

Utilizando o conceito de niimero de coordenacao podemos definir redes a partir dos
diagramas de Voronoi [7]. Esses diagramas sdo construidos a partir pontos aleatoriamente
inseridos no espaco. Dado que N pontos foram aleatoriamente inseridos, é possivel definir
regioes V;, com 1 <1 < N, de modo que toda a regiao do interior de V; esta mais proxima
do ponto 7 do que de qualquer outro. Essas regioes, V;, sao denominadas células de Voronoi.

Na Fig.2.7(a) temos um exemplo desses diagramas de Voronoi. Em tais diagramas, as
arestas que separam duas células de Voronoi (regides com cores diferentes) sao equidistantes
aos pontos geradores dessas regioes. A partir da vizinhanca entre as células de Voronoi, é
possivel construir uma rede reciproca, Fig.2.7(b), onde os nds sdo os pontos aleatoriamente
introduzidos e as arestas da rede representam a vizinhanga entre duas células de Voronoi,
formando assim estruturas conhecidas como redes de Voronoi-Delaunay (VD). Com as
redes estabelecidas, é possivel caracteriza-las utilizando conceitos de teoria de grafos, de
modo geral, tais redes possuem distribuicao de grau que segue uma distribuicao de Poisson
centrada no grau médio (k) =6 [7].

Ademais, as redes de VD foram estruturas interesantes para o desenvolvimento de
critérios acerca da desordem de sistemas. Tais redes nao possuem desordem relevante,
classificacao esta que pode ser feita a partir dos critérios que descreveremos na préxima

secao 2.3.
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Figura 2.7: a) Exemplo de um diagrama de Voronoi com os pontos aleatoriamente
introduzidos e com as regioes V; definidas a partir dos pontos e b) a rede reciproca desse
diagrama. Figuras da referéncia [7], cortesia de S. G. Alves.

Redes Apolonianas

Com o uso dos agregados de Apolonio, como descrito no inicio da sec¢ao 2.1, pode-se
definir uma rede de contato entre os discos [23,24]. Na Fig.2.8(a) temos um exemplo de
agregado formado com a regra de Apolonio com n = 2 etapas de adi¢ao de discos, contendo
assim 3 + Z?:o 3" = 16 discos e a rede correspondente a esse agregado na Fig.2.8(b),

construida a partir do contato entre os discos.

(a) (b)

Figura 2.8: a) Exemplo do agregado de Apolonio e b) a rede de contato correspondente a
esse agregado.

Tais estruturas podem ser estudadas via teoria de grafos e seus resultados dependem
da dimensao estudada [25]. Considerando o caso bidimensional, como feito nas referéncias
[23,24], para n — oo etapas de adigdo de discos temos que o grau médio do agregado
tende a um valor limite, o qual é dado por (k) ~ 6. A distribui¢do de grau dessa estrutura
apresenta uma cauda pesada com um decaimento em lei de poténcia [20], de modo que
P(k) ~ k=7 com v = 2.585 [23], ou seja, as redes Apolonianas sao livres de escala. As
redes possuem um alto coeficiente de agrupamento, o qual tende a C' ~ 0.828 e sao redes
hierdrquicas C'(k) ~ k~1. Sao redes desassociativas de modo que ky, (k) ~ k=%415. Além

disso, as redes possuem efeitos de mundo pequeno a medida que cresce o niimero de nés
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no sistema, onde o menor caminho médio escala sub-logaritmicamente® com o tamanho da

4 mesimo quando n — oo,

rede [24]. Por fim, as redes possuem um comportamento planar
limite este em que as arestas das redes passam a ocupar todo o espago, mas permanecem

Sem se cruzar.

2.3 Desordem e criticalidade

O estudo das transi¢oes de fase abrange conceitos como parametros de ordem, parame-
tros de controle e expoentes criticos, sendo fundamental para a compreensao de fenomenos
fisicos como a transicao de fase liquido-gés, a transicao ferro-paramagnética e até mesmo a
transicao de fase para o estado absorvente de uma epidemia em redes complexas [8,28,34].
O parametro de ordem é uma quantidade que adquire um valor diferente de zero em uma
fase ativa e é zero na fase inativa, caracterizando a transicao entre essas fases. O parametro
de controle é uma variavel externa que pode ser ajustada para induzir a transicao de fase,
como a temperatura, a pressao ou a taxa de infeccao por contato. O expoente critico
descreve o comportamento das propriedades fisicas perto do ponto critico, quantificando
como o parametro de ordem ou outras propriedades divergem ou tendem a zero.

A transicao de fase nesses sistemas, quando a desordem é irrelevante, apresenta o ponto
critico e as regides subcritica (fase inativa) e supercritica (fase ativa), as quais dependem
do valor do parametro de controle A\, Fig.2.9. Para A < \., temos a regiao subcritica,
na qual o valor do parametro de ordem decai exponencialmente para zero (parametro de
ordem estaciondrio igual a zero). Para A = \., temos o ponto critico, no qual o parametro
de ordem tende lentamente a zero, com a curva apresentando um decaimento em lei de
poténcia (parametro de ordem estacionério igual a zero), no qual o expoente do decaimento
(expoente critico) esta associado a classe de universalidade do modelo estudado. J& para
A > A, temos a regiao supercritica, na qual o parametro de ordem flutua em torno de um
valor diferente de zero (parametro de ordem estacionério diferente de zero).

No presente trabalho, estudaremos a transicao de fase para o estado absorvente no
contexto de redes complexas, utilizando modelos epidémicos da classe de percolacao
dirigida. A dinamica epidémica serd observada a partir da densidade de infectados ao
longo do tempo (p(t)), que pode ser entendida como o parametro de ordem, na qual o
comportamento estd associado a taxa de infecgdo por contato (), que serd o parametro
de controle. Assim, em sistemas com desordem irrelevante, a dinamica epidémica ocorre

como descrito no paragrafo anterior.

30 menor caminho médio escala sub-logaritmicamente com o tamanho do sistema, o que significa que
essa medida cresce mais lentamente do que uma fungao logaritmica a medida que o sistema aumenta.

4Redes planares sio aquelas embebidas no espaco bidimensional nas quais as arestas nio se sobrepoem
[33].
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Figura 2.9: Parametro de ordem estaciondrio em funcao do parametro de controle, em
sistemas sem desordem relevante, apresenta diferentes regimes: subcritico (A < A.), critico
(A = o) e supercritico (A > A.). Para cada um desses regimes, a parte superior da figura
mostra a evolucao do parametro de ordem em funcao do tempo em uma escala log — log.

Quando analisamos uma dinamica epidémica em redes com desordem relevante, o
comportamento critico serd alterado. Por exemplo, no gréafico da dinamica para varios
valores de A em um intervalo [\, \.], poderiam apresentar comportamento critico, resul-
tando em uma regiao de criticalidade, conhecida como fase de Griffiths (Fig.2.10) [35]. Tal
desordem relevante pode se manifestar de outras maneiras na dinamica epidémica, tal qual
a alteracao do expoente de decaimento do ponto critico. Neste contexto, apresentaremos
nesta secao os critérios desenvolvidos ao longo dos tltimos anos para classificacao da
desordem de sistemas.

Os primeiros dois critérios que serao apresentados foram desenvolvidos para a descrigao
da transigao de fase no modelo de Ising [35]. No entanto, nesta se¢do, apresentaremos
esses critérios considerando a transicao de fase gerada em sistemas a partir de modelos
pertencentes a classe de percolagao dirigida. Além disso, esses critérios estao intimamente
conectados a flutuagao no grau das redes. Desta forma, a primeira subsecao desta se¢ao

aborda o célculo da flutuagao de grau.
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Figura 2.10: Parametro de ordem estacionario em fun¢ao do parametro de controle para
sistemas com desordem relevante apresentando fase de Griffiths para os regimes: subcritico
(A < o), fase de Griffiths (Ag < A < A.) e supercritico (A > A.). Para cada um desses
regimes, a parte superior da figura mostra a evolucao do parametro ordem em fungao do
tempo em uma escala log—log. Podemos observar que na regiao da fase de Griffiths o
decaimento em lei de poténcia ocorre com diferentes expoentes.

2.3.1 Flutuacao do grau

Em redes formadas a partir de agregados, Fig.2.11(a), podemos definir a ligagao entre
as particulas. Se dividirmos esse agregado em blocos de lado ¢, Fig.2.11(b) e Fig.2.11(c),

podemos calcular o grau médio de cada um desses blocos, dado por:

1
K,=—)> k (2.10)
Nb“ €W
onde NV, ¢ o numero de particulas que estao no bloco ;1 de tamanho ¢, e k; € o grau de
uma particula ¢ contida em .

Com essa medida, podemos calcular a flutuacao no grau oy, dado pela variancia de

K, [4]

oic(en) = ((Ku — (k))*) (2.11)

onde (...) ., ¢ a média de todos os blocos p e (k) o grau médio total do agregado.

0
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Figura 2.11: a) Agregado com particulas em cores diferentes de acordo com o seu nimero
de coordenagao (grau). Desvio do grau médio do agregado para as particulas com centros
dentro para regioes de lado b) ¢, =2 e ¢) g, = 5.

2.3.2 Critério de Harris

Em 1974, A. B. Harris prop6s uma maneira de classificar a relevancia da desordem de
sistemas criticos [6]. Para enunciar este critério podemos considerar que a transigao de
fase em um sistema ocorre para A, definindo A = (A — \.)/A. & 0, esse sistema possui um
comprimento de correlagao £, que diverge no ponto critico seguindo £, ~ A7+, onde v |
é o expoente associado ao comprimento de correlagdo do modelo puro (sem desordem).
Dividindo o sistema d-dimensional em dominios esféricos €2 com raio R que englobam Np o
nés, que escala com N ~ RY. Assim, podemos definir nessas regides um grau médio

dado por:

K(R) = Nzlzg > ki (2.12)

*ieq
Seja o grau médio de toda rede Ky = (k), sendo k; uma varidvel aleatéria e independente,

podemos definir:

7 _ > ica ki — NraKo
/ \/NR’QO'R(K) ’

em que Z; também é uma varidvel aleatéria e independente a qual, pelo teorema central

(2.13)

do limite, converge em distribuigao para a distribuicao gaussiana, com (Z) =0 e (Z?) = 1.
Além disso, como (Z?) = 1 temos que (Z?) = Ngrqor(K)? = 1, deste modo, og(K) =

N g}/ 2 Considerando para todo o sistema temos que Ngo ~ (Nrq) ~ R?, logo:

or(K) ~ (Ngga) ™ /* ~ R72, (2.14)

Considerando &, grande de modo que £, ~ R, temos que:

oe(K) ~ €Y% ~ A2, (2.15)
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Para que o comportamento critico do sistema puro persista, temos que as flutuagoes devem

ser irrelevantes a medida que A — 0, para isso temos que

dv, > 2. (2.16)

Entao, se a condicao
dv, <2, (2.17)

é obedecida, a flutuacao é mantida e deve-se esperar uma mudanca no comportamento
universal, ou seja, desordem relevante. Tais resultados sao consistentes quando estudados
em estruturas regulares, porém este critério nao pode ser estendido para sistemas formados

por estruturas nao periédicas.

2.3.3 Critério de Harris-Luck

A fim de determinar desordem em estruturas nao periddicas, em 1993, J. M. Luck
propos uma extensao para o critério de Harris, o qual ficou posteriormente conhecido como
critério de Harris-Luck [3]. Para este critério podemos considerar as mesmas divisoes do
espago em regioes €2 e os céalculos feitos para o critério anterior. Tais critérios se diferem

no decaimento da flutuacao de grau, o qual para o critério de Harris-Luck segue:

(K (R) — Kol)
Ko

onde w é o expoente de flutuagao geométrica ou expoente de wandering e (...) é a média

op(K) = ~ (Npgo) ™) ~ R0, (2.18)

sobre todas as regioes (2 existentes. Comparando com decaimento de og(K) para o critério

anterior, obtemos que quando w = 1/2 o critério de Harris-Luck recai no critério de Harris

e teriamos novamente o (R) ~ (Ngo) /2.

Novamente, préximo ao ponto critico podemos definir A = (A — A.)/\. = 0, para um
comprimento de correlacdo grande de modo que R ~ £, e a flutuacao do grau o¢(R) em

um volume de correlagao escala com
O’g(R) ~ é—J—_d(l—W) ~ Ad’/L(l—w)7 (219>

pois &, ~ A7+, Deste modo, para comportamentos criticos regulares essas flutuagoes

desaparecem quando A — 0 desde que:
dv (1 —w) > 1. (2.20)
Deste modo, definindo w,, a partir da equacao 2.20, temos que:

we=1—-—, (2.21)
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por meio do qual temos que: se w > w, efeitos de desordem sao relevantes e podem alterar
o carater do comportamento critico e, se w < w, 0 comportamento critico ¢ mantido. Com
isso, a partir do critério de Harris-Luck é possivel prever efeitos de desordem em sistemas
nao periodicos, como quasicristais e estruturas aleatérias. Podemos notar também que se

we = 1/2, a expressao 2.21 para o critério de Harris-Luck se reduz ao critério de Harris.

2.3.4 Extensao do Critério de Harris-Luck

Em 2008, de Oliveira et al [7] encontraram uma contradi¢ao a esse critério quando
estudaram efeitos de desordem das redes de Voronoi-Delaunay e verificaram que a desordem
nao alterou as caracteristicas da transicao de fase.

Motivados pela referéncia [7], Barghathi e Vojta [4] propuseram em 2014 uma extensao
ao critério de Harris-Luck para a forma de calcular a flutuacao do grau. Pelo critério de

Harris-Luck temos que a flutuagao do grau considerando blocos de lado ¢, é dado por:

Tlen) = (K, — (1)), (2:22)

como mostrado na subsegao 2.3.1, em que (k) é o grau médio da rede. Porém, para as
redes de Voronoi-Delaunay bidimensionais, Barghathi e Vojta verificaram que alguns nos
da rede possuem grau significativamente maior do que os demais, produzindo um efeito
de correlacao na borda dos blocos. Assim, quando se calcula a média do grau médio dos

blocos (k) ., temos que esse valor pode ser maior do que o grau médio total da rede, (k).

Além disso, eles mostraram que para essas redes <<k> W (k:)) decai lentamente, seguindo

uma lei de poténcia dada por <<k># — (k)) ~ g, '. Por isso, propuseram que a flutuagio
de grau deve ser calculada considerando tal desvio do grau médio, conforme a seguinte

relacao:

ok(er) = (K= (),)2) ~& 7, (2:23)

o
Fazendo tais consideracoes, Barghathi e Vojta encontraram expoente de decaimento de
ok (€p) que nao contradiz o critério de Harris-Luck.

Porém, isso nao é tudo. Esse assunto permanece em aberto quando em 2018, na
referéncia [12] os autores encontraram uma violagao de tal critério de Harris-Luck com a

extensao feita por Barghathi e Vojta.
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Capitulo II1
Modelos e implementacao computacional

Neste capitulo descreveremos os modelos de agregacao utilizados. Utilizamos trés
modelos diferentes e estudamos eles com particulas monodispersas e polidispersas. A partir
dos agregados produzidos extraimos uma rede de contatos e discutiremos os detalhes dos
modelos de crescimento dos agregados e as estratégias usadas na obtencao das redes. Nessa
segao, além disso, descreveremos o modelo epidémico suscetivel-infectado-suscetivel (SIS),

que foi utilizado para verificar efeitos de desordem nas redes geradas.

3.1 Modelo de Eden

Em 1961, Murray Eden propos um modelo para o estudo do crescimento de tumores
em um reticulado [15]. Neste modelo, uma particula semente é adicionada na origem do
reticulado, Fig.3.1(a). Deste momento em diante, em cada passo que se segue, uma nova

particula é adicionada na periferia do agregado, Fig.3.1(b).

@ | | (b)
& | é-0—

Figura 3.1: a) Exemplo de semente no modelo de Eden na rede quadrada com possiveis
diregoes de duplicagao da particula. b) Nova particula adicionada a periferia do agregado
a partir da duplicacao da particula.

Outras formas de agregacao foram construidas tomando como base o modelo de Eden,
sendo a maioria desses estudos voltados para a investigacao da evolucao da interface do
agregado durante o crescimento [16,36]. Nas se¢oes seguinte traremos variagoes do modelo

de Eden, as quais foram estudadas no presente trabalho.
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3.1.1 Modelo de Eden fora de rede

Na natureza, sistemas reais frequentemente nao se assemelham a reticulados. Portanto,
modelos fora de rede surgem como op¢oes mais apropriadas para representar sistemas fisicos
reais. Nesses modelos, nao ha direcoes preferenciais estabelecidas durante o crescimento, o
que evita efeitos de anisotropia que podem ocorrer em simulagoes [37].

Uma versao moderna para gerar agregados do tipo de Eden fora de rede foi proposto
por Takeuchi [16] em 2012. Neste trabalho o foco estava na interface do agregado que foi

definido da seguinte forma:

1. Inicialmente uma particula semente com diametro de uma unidade é adicionada na

origem de um espaco bidimensional;

2. Esta particula é considerada ativa e particulas ativas podem ser escolhidas para

serem duplicadas;

3. Apds uma particula ser escolhida, tenta-se adicionar uma particula em uma dire-
¢ao aleatéria entre (0, 27|, seguindo uma distribui¢ao uniforme, na fronteira dessa

particula;

4. Se nao houver sobreposicao com nenhuma outra particula, essa particula pode ser

adicionada;

5. Quando nao ha mais espago vazio na borda das particulas ativas elas sao consideradas
inativas, ou quando as particulas estao cercadas por um circulo fechado de particulas
adjacentes, sendo aquelas que estdo a uma distancia menor do que v/3, pela defini¢ao
dos autores. Essa segunda exclusao de particulas pertencentes ao grupo de particulas
ativas ocorre porque, particulas cercadas por outras nao interferem na interface do

agregado.

Tal otimizacao foi posteriormente utilizada em diversos trabalhos para gerar agregados
de Eden fora de rede, em especial podemos citar a referéncia [36], no qual verificaram
se tais agregados pertencem também a classe de universalidade de KPZ, assim como o

modelo de Eden original.

3.1.2 Modelo de Eden fora de rede com particulas polidispersas

O modelo estudado nessa dissertacao trata-se de uma modificagao do modelo de Eden,
na qual propomos estudar o modelo de Eden fora de rede com particulas polidispersas (de

diferentes raios). Para isso, realizamos o crescimento do agregado da seguinte forma:

1. Inicialmente, fixa-se uma particula circular com raio escolhido aleatoriamente, a

partir de uma distribuigao uniforme, entre um raio minimo (r,;,) € um raio maximo
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10.

(rmax) €m uma posicao aleatéria no sistema. Tal particula dard inicio ao crescimento

no agregado;

Essa particula se duplica gerando uma nova particula com raio também escolhido
aleatoriamente dentro deste mesmo intervalo [ryin, Fmax]- A posi¢ao da nova particula

é escolhida a partir de um angulo ¢ no intervalo [0, 27] escolhido de forma aleatéria;

Repetimos esse passo novamente para tentar duplicar a primeira particula, escolhendo
um raio e angulo para duplicagao. Porém, como agora existe mais de uma particula,
¢é importante verificar se a possivel nova particula apresenta sobreposicao com as
particulas previamente adicionadas. Para essa verificagao permitimos uma tolerancia

de sobreposigao (Agob);

Se houver sobreposicao com alguma particula, contamos essa como uma tentativa
frustrada. Quando essa particula alcancar uma quantidade M de tentativas frustradas
seguidas, o raio maximo para a duplicacao dessa particula é reduzido por um fator

fs Tmax = [fTmax, € zeramos o contador de tentativas frustradas;

Senao houver sobreposicao, a particula é entao adicionada no agregado e o contador

de tentativas frustradas da particula mae é zerado;

Continuamos tentando duplicar essa mesma particula. Quando o nimero de tentativas
frustradas alcancar novamente a quantidade M reduzimos novamente o raio maximo

permitido. Esses passos se repetem até que ryax < Tmin;

Quando rpax < Tmin @ particula se torna inativa e nao pode ser mais duplicada, sendo

necessario assim escolher ao acaso uma nova particula dentre as particulas ativas;

Quando uma nova particula for escolhida, 1., retorna ao seu o valor inicial,

. Todo o processo de tentativa de duplicagao, contagem de tentativas frustradas e

reducao de raio maximo se repete para essa particula, a qual se torna inativa seguindo

a mesma regra e sendo necessario escolher uma nova particula ativa;

Quando nao houverem mais particulas ativas a simulagao é encerrada.

No passo 6, reduzimos o raio maximo (ry.y) permitido para a duplicagao da particula

mae.

Isso ocorre porque, quando a simulacao atinge a quantidade M de tentativas

frustradas, é provavel que a borda da particula mae esteja predominantemente ocupada

por outras particulas maiores. Se ainda houver espago disponivel na periferia dessa

particula, esse espaco pode ser ocupado apenas por particulas menores. Portanto, ao

reduzir o raio maximo, favorecemos o surgimento de particulas menores. Ja na etapa 8, ao

escolher uma nova particula mae, restauramos o valor de ry,, para o seu valor original.

Isso ocorre porque a borda dessa nova particula mae ainda pode ser ocupada por particulas
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de raio proximo ao raio maximo. Assim, é necessario repetir o processo de reducao do raio
maximo apés M tentativas frustradas.

Na Fig.3.2 ilustramos o esquema de duplicagao de uma particula. Neste caso a particula
laranja foi escolhida para ser duplicada na posicao definida pelo angulo 6, apds sortearmos
o raio da nova particula e verificar que o espaco que ela ocupara esta livre a nova particula

foi adicionada.

O

Figura 3.2: Duplicacao de uma particula.

3.2 Modelo de empacotamento aleatdrio de discos sem aco-
modacao

Modelos de empacotamento podem também ser construidos a partir da deposicao de
particulas aleatoriamente no espago. Neste trabalho, depositamos particulas aleatoriamente
e com dimensoes aleatorias dentre o tamanho minimo e o tamanho maximo. Tal crescimento

é feito da maneira que segue:

1. A cada passo uma particula de raio aleatério entre o intervalo (rmin, Tmax) € adicionada

em posi¢ao aleatéria no espago.

2. Se houver sobreposicao com alguma particula previamente adicionada, a deposigao é

recusada. Para essa verificagdo permitimos uma tolerancia de sobreposigao (Agop);

3. No momento em que houver sobreposi¢ao com alguma particula, contamos essa como
uma tentativa frustrada. Novamente, quando a contagem alcancar uma quantidade
M tentativas frustradas seguidas, o raio maximo para a deposicao é reduzido por

um fator f, rmax = fTmax, € Zzeramos o contador de tentativas frustradas;

4. Se nao houver sobreposicao, a particula é entao adicionada no agregado e o contador

de tentativas frustradas é zerado;

5. Quando o numero de tentativas frustradas alcangar novamente a quantidade M

reduzimos novamente o raio maximo permitido.

6. Esse passo se repete até que ry.x < Tmin € entao a simulacao ¢ finalizada.
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3.3 Modelo de empacotamento aleatério de discos com aco-
modacao

O terceiro modelo estudado é uma variacao do segundo modelo que estudamos, porém,
realizando alguns passos para tentarmos adicionar uma nova particula no agregado quando

ocorrem sobreposicoes. A simulacao ocorre da seguinte forma:

1. A cada passo uma particula é depositada ao acaso, assim como no modelo anterior.

2. Se houver sobreposicao com alguma particula, a nova particula é deslocada ao longo
da direcao do vetor que une os dois centros até que nao ocorra mais sobreposicao

entre essas duas particulas, Fig.3.3;

3. Verificamos novamente se ha outras sobreposicoes e se ainda existirem repetimos o

passo anterior até uma quantidade N de vezes;

4. Ao final dessas N tentativas, se ainda houver sobreposigoes, reduzimos o raio da
particula em um fator f, de modo que r; = r;.f, onde r; é o raio da particula, até

que 7; < Tmin;

5. Quando isso ocorrer, nao permitimos que essa particula seja adicionada no agregado

e contamos essa como uma tentativa frustrada;

6. Se nao houver sobreposicao, a particula é entao adicionada no agregado e o contador

de tentativas frustradas é zerado;

7. Quando o numero de tentativas frustradas alcancar a quantidade M reduzimos o
raio maximo permitido para as novas particulas do agregado utilizando o mesmo

fator f citado anteriormente, 7nax = fTmax-

8. Esse passo se repete até que 7. < Tmin € €entao a simulacao é finalizada.

A
y

Figura 3.3: Movimento realizado pela particula quando ha sobreposigao.
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3.4 Condicao de contorno

Para todos os modelos estudados consideramos condi¢ao de contorno periédica para
o crescimento das estruturas, para isso, definimos o tamanho do espago (L), indo de
[—L/2,L/2] e aplicamos tais condi¢oes durante o crescimento. Na Fig.3.4 temos o exemplo
de um agregado gerado em uma regiao de tamanho L = 16r,,,, com condicao de contorno
periddica. Nele, a particula laranja deu origem a marrom, que possui uma parte de cada

lado devido a condigao de contorno periédica.

Figura 3.4: Duplicacao de uma particula em um agregado com condigoes de contorno
periodicas.

3.5 Detalhes computacionais

Uma dificuldade relacionada a simulacao de modelos fora de rede é a identificacao
da vizinhanca de uma particula de forma eficiente. Sem otimizacgoes, a cada insercao
de uma nova célula é necessario analisar as posicoes de todas as particulas adicionadas
anteriormente, processo esse que torna o tempo de computacao proibitivo a medida que o
agregado alcanca grandes tamanhos, o qual é justamente o limite em que estamos interes-
sados. Assim, surge a necessidade de otimizagoes para reduzir os esforcos computacionais
necessarios para as simulacoes.

Alves et al. [37] propuseram um método para determinar a vizinhanga de particulas no
processo de agregacao fora de rede, o qual sera adaptado para o caso polidisperso estudado
nesta dissertacao. A otimizacao envolve a criacao de sub-regides com lados de tamanho
2rmax € a verificacao de quais particulas estao dentro dessas sub-regices. Os indices das
particulas cujos centros estao localizados dentro de cada sub-regiao sao registrados em

listas. A Fig.3.5 ilustra um exemplo da criacao dessas regioes. Nela, é possivel observar que
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as particulas podem ocupar espago em mais de um quadrado, mas para essa otimizagao, o

aspecto crucial é a localizacao do centro das particulas.

Figura 3.5: Agregado com rede auxiliar utilizada para determinacao de vizinhancas.

Com essa informacao, se uma particula tenta ser adicionada e seu centro esta no
quadrado central (regido vermelha) da Fig.3.6, por exemplo, precisamos verificar se ha
sobreposicao dessa particula apenas com as particulas que estao na mesma regiao e nos
primeiros e segundos vizinhos (regidao em verde e azul, respectivamente). Caso nao haja
sobreposicao dessa particula com nenhuma das outras verificadas, essa particula possui

seu indice adicionado na regiao que ocupa seu centro, ou seja, na regiao vermelha.

Figura 3.6: Agregado com matriz auxiliar correspondente para determinacao de vizinhangas.

3.5.1 Construcao das redes complexas

Ao final do crescimento do agregado, construimos a rede de contato entre as particulas.
Para determinar a rede, consideramos uma separacao limite para definir quais particulas
sao consideradas vizinhas. Se a distancia entre os centros de duas particulas, d;;, satisfaz a
condicao d;; < (r; +7j + Asep), onde Ay, é uma tolerancia para a separagao, as particulas
sao consideradas vizinhas, Fig.3.7.
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Figura 3.7: Exemplo de duas particulas, pois d;; < (r; +1r; + Agep) € do caso em que nao
sao vizinhas, pois d;; > (r; + 7 + Asep)-

Para armazenarmos a rede de contato, utilizamos a lista de adjacéncia construida da
forma que segue. Sabendo o grau k; de todos os nés ¢ do agregado, em uma rede com
N particulas, precisamos de uma lista com Zf\il k; posicoes para armazenarmos todas
as conexoes. Assim, para o indice 1 comecamos na posicao 1 dessa lista salvando seus
vizinhos, os quais serao armazenados até a posicao kp; na posicao ki + 1 comegamos
armazenar os vizinhos do né 2 e vamos até a posicao k; + 1 + ko e assim por diante. De
modo geral, se a; armazena o inicio dos vizinhos do né ¢ na lista de adjacéncia, a; ¢ dado
por a; =1+ Z;;ll k; parai>1e a; =1 para ¢ = 1. Na Fig.3.8 temos o exemplo de uma

rede e sua respectiva lista de adjacéncia.

121411[3[4[5[2[1[2]5]|2]4]
L 11 IL_L Il |
1 2 3 4 5

Figura 3.8: Exemplo de rede com 5 nés e as ligacoes entre eles e a lista de adjacéncia
construida a partir da ligacao entre as particulas.

3.6 Modelo SIS: Suscetivel-Infectado-Suscetivel

O modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) é comumente usado no estudo de epide-
mias [20]. Neste modelo cada sitio i da rede pode assumir dois estados, suscetivel (o; = 0)
ou infectado (o; = 1). A dinamica do modelo ocorre de forma estocdstica’ e em cada
passo de tempo um evento é escolhido ao acaso: cura ou infeccao. Além disso, para as
simulagoes utilizamos o algoritmo de Gilespie otimizado proposto na referéncia [38].

Dados os dois estados possiveis para os nos do sistema temos que, se um sitio esta
contaminado, ele pode transmitir para um de seus vizinhos com uma taxa Ak, sendo k
grau do sitio e A a taxa de infeccao por contato. Por outro lado, se o sitio esta infectado
ele pode espontaneamente sair do estado infectado para o suscetivel novamente com taxa

i, Fig.3.9(a). Como exemplo temos a rede da Fig.3.9(b) a qual possui nds suscetiveis e

1Simulacoes estocésticas sdo aquelas que fazem o uso de varidveis aleatérias para definir seus processos.
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infectados, assim, os nés 2 e 3 podem passar para o estado suscetivel espontaneamente e

os nos 1, 4 e 5 podem ser infectados pelo contato com o no 2.

(a) (b)

Of s
Figura 3.9: a) Representacao do modelo SIS. Nele um individuo suscetivel torna-se infectado
com taxa Ak a partir do contato com um infectado e um individuo infectado torna-se

suscetivel novamente com taxa p. b) Exemplo de rede com nés infectados (nds 2 e 3 em
vermelho) e nds suscetiveis (nés 1, 4 e 5 em azul).

Com base nas taxas individuais de cada n6é podemos calcular a taxa total de infeccao e
cura, dadas por I = u.N;ye S =\ vazfl k;, onde N; é o nimero de nés infectados. Desse
modo, em cada passo com probabilidade P; = I /(I + S) ocorre um evento de tentativa de
infeccao e com probabilidade 1 — P; um evento de cura. Assim que o evento é escolhido
definimos o né que sera curado ou o né que ira infectar um de seus vizinhos. Durante o
evento de infeccao podemos escolher um né ja infectado para ser infectado, quando isso
ocorre, chamamos esse passo de processo fantasma? e entao apenas o passo de tempo é
incrementado, dando continuidade a simulagao. Em cada um desses passos incrementamos
o tempo com base nas taxas, sendo o passo de tempo dado por dt = —In(§)/(I + S), onde
¢ é um numero aleatério uniformemente distribuido no intervalo (0, 1).

Assim, se considerarmos inicialmente todos os nés da rede infectados, conseguimos
analisar o decaimento da epidemia, o qual pode apresentar trés comportamentos, como

vimos na Fig.2.9:

1. Estado absorvente: nessa fase o nimero de nds infectados decai exponencialmente
para zero, Ny = 0, e quando chega a este estado ela nao sai mais, ja que nao possuem

nos infectados para infectar outros e continuar com a dinamica epidémica;

2. Estado estacionario ativo: neste estado a simulacao tende a uma fragao finita de

individuos infectados, apresentando flutuacoes em torno desse valor;

3. Comportamento critico: neste estado a simulacao cai lentamente para o estado ab-
sorvente, seguindo uma lei de poténcia. Este estado que separa os estados absorvente

e estacionario ativo.

O estudo da transigao de fase do modelo SIS nas redes geradas por modelos de

agregacao pertencem a classe de universidade de percolacao dirigida [28]. Para essa classe,

2Processos fantasmas sdo aqueles que ndo mudam o estado do sistema, mas contribuem para a contagem
de tempo. Por exemplo, tentar infectar um né ja infectado nao altera o estado do sistema [38].
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o decaimento da dinamica epidémica no ponto critico possui expoente critico a = 0.4523(10)
em duas dimensoes [39)].
Por fim, para as simulagoes desenvolvidas consideramos a taxa de cura = 1.0 e o

nosso parametro de controle é dado pela a taxa de infeccao por contato .
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Capitulo IV
Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresentaremos os resultados das redes obtidas dos modelos de cresci-
mento de agregados descritos no capitulo III, bem como informagoes sobre a desordem de
tais redes. Para isso, definimos uma vizinhanca a partir da proximidade entre as particulas
como descrito na secao 3.5. Com as redes construidas, realizamos a caracterizagao delas
via teoria de grafos, analisando a funcao de distribuigao de graus (Eq.2.2), o coeficiente
de agrupamento (Eq.2.5), correlacao de grau (Eq.2.7) e o menor caminho médio (Eq.2.8).
Além disso, comparamos o decaimento da flutuacao de grau (Eq.2.11) com o expoente e
wandering para o caso critico, a fim de verificar se o decaimento é mais rapido (desordem
irrelevante) ou mais lento (desordem relevante) do que ele. Finalmente, simulamos o
modelo SIS nessas redes para verificar se a previsao para a relevancia da desordem foi
satisfeita. Assim, esse capitulo sera organizado em duas secOes, na primeira traremos
a caracterizacao das redes extraidas a partir dos trés modelos e na segunda traremos o

resultado para o expoente de wandering e as simulacoes do modelo SIS nas redes.

4.1 Caracterizacao das redes

Para os modelos de agregacao apresentados no capitulo III, utilizamos os seguintes

conjuntos de parametros para gerar os agregados:

e Modelo de Eden: nuimero de tentativas frustradas consecutivas para duplicar uma
particula M = 40, fator de reducao do raio maximo permitido f = 0.8 e tolerancia
de sobreposigao Aggl, = Tmin/108, a qual possui um valor baixo por ser apenas uma

incerteza numeérica;

e Modelo de empacotamento aleatdorio de discos sem acomodagao: niimero de tenta-
tivas frustradas consecutivas M = 10%, fator de reducao do raio miximo f = 0.8 e

tolerancia de sobreposicao Ay, = T'min/10%;
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e Modelo de empacotamento aleatério de discos com acomodagao: niimero de tenta-
tivas frustradas consecutivas M = 10*, nimero de tentativas de mover uma particula
quando ha sobreposicao N = 20, f = 0.8 é o fator de reducao do raio maximo das

particulas e tolerancia de sobreposigao Ayl = T'min/108.

Foram gerados agregados polidispersos com particulas cujo raio varia no intervalo
[Trmin, "max], com os raios sendo obtidos a partir de uma distribuigao uniforme. Mantivemos
Tmax = 1 € variamos apenas o valor de 7y, por meio das razoes r = T'yax/Tmin investigadas.

No Apéndice A discutimos os critérios utilizamos para a definicao das redes a partir dos
agregados, que consiste em gerar uma rede totalmente conectada. Para isso, realizamos
alguns testes nas redes considerando as nas separacoes Agep = STmin com os valores de s
descritos na Tab.4.1 para os modelos de Eden, empacotamento de discos sem acomodagao

e empacotamento de discos com acomodacao e razoes r utilizadas.

r Eden | EDSA | EDCA
1 0.1 1.5 0.9
10 0.1 1.7 0.7
100 | 0.1 1.7 0.7

Tabela 4.1: Tabela com os valores de s usados na separagao, dado por Agep = 57min, para
os modelos de Eden, empacotamento de discos sem acomodagao (EDSA) e empacotamento
de discos com acomodacao (EDCA) para as razdes 7 = Tyax/Tmin indicadas.

Com as redes extraidas, a fim de caracteriza-las, foram calculadas a distribuicao do
grau, flutuagao do grau, o agrupamento e o menor caminho médio entre os sitios da rede,
medidas estas descritas no Capitulo 2.2. Todos os resultados apresentados nessa se¢ao

foram feitos com a média de 10 agregados.

4.1.1 Grau e distribuicao de grau

Nessa secao discutiremos sobre o grau dos néds, as estruturas formadas nas redes de
contato dos agregados e traremos o resultado da distribuicao de grau para os modelos
estudados. Para todos os modelos esperamos que as redes apresentem um limite superior
para o grau dos nés, uma vez que ha um limite para o nimero de particulas que podem
ser adicionadas na periferia de uma particula, devido ao seu tamanho minimo finito.
Vale ressaltar que esse limite nao é fixo e deve aumentar com o incremento da razao
r= Tmax/rmin-

Inicialmente, consideramos os agregados gerados com o modelo de Eden fora de rede. A
ilustracao da rede de contato entre as particulas é mostrada na Fig.4.1. A partir da figura,
é possivel observar que, a medida que a razao r aumenta, as redes se tornam mais densas,

preenchendo o espaco de forma mais compacta. No entanto, apesar da maior densidade,
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as arestas das redes nao se cruzam devido a tolerancia utilizada, resultando em uma rede

planar [33].
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Figura 4.1: Exemplo de agregados gerados com o modelo de Eden fora de rede com
condigao de contorno periédica para diferentes razoes r (lado direito da imagem) e suas
respectivas redes de contato (lado esquerdo). As razdes e tamanhos utilizados para gerar
os agregados e o numero aproximado de particulas desses agregados sao, de cima para
baixo: 7 =1, L = 128rmax € N = 8.6 x 10%; r = 10, L = 16rmax € N ~ 1.2 x 103; » = 100,
L =8rpax ¢ N ~ 1.1 x 10%.

Considerando agora os agregados gerados com o modelo de empacotamento aleatério
de discos sem acomodacao, as redes sao ilustradas na Fig.4.2. Assim como as redes do
modelo de Eden, podemos observar que o aumento da razao acarreta surgimento de nés
com graus maiores, gerando estruturas mais densas, mas ainda planares. Essas estruturas,
comparadas com o modelo anterior, apresentam maiores nimeros de triangulos, sendo

esperado que o coeficiente de agrupamento dessas redes seja maior também.
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Figura 4.2: Exemplo de agregados gerados com o modelo de empacotamento aleatério
de discos sem acomodacao com condicao de contorno periddica para diferentes razoes r
(lado direito da imagem) e suas respectivas redes de contato (lado esquerdo). As razoes e
tamanhos utilizados para gerar os agregados e o nimero aproximado de particulas desses
agregados sao, de cima para baixo: r = 1, L = 1287y e n ~ 2.7 x 103; 7 = 10, L = 16730
e N~ 15x10% =100, L = 8rpax ¢ N ~ 1.8 x 10%.

Por fim, para os agregados gerados com o modelo de empacotamento aleatério com
acomodacao, Fig.4.3, também nao verificamos sobreposicao entre vértices das redes, redes
estas que apresentam mais conexoes a medida que r aumenta. Além disso, tais redes
também apresentam muitos triangulos, assim como o modelo sem acomodacao, sendo

esperado também que o coeficiente de agrupamento seja maior do que o do modelo de
Eden.
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Figura 4.3: Exemplo de agregados gerados com o modelo de empacotamento aleatério de
discos com acomodacao e com condicao de contorno periédica para diferentes razoes r
(lado direito da imagem) e suas respectivas redes de contato (lado esquerdo). As razoes e
tamanhos utilizados para gerar os agregados e o nimero aproximado de particulas nos
agregados sdo, de cima para baixo: r = 1, L = 128r.c e N ~ 3.2x 10%; r = 10, L = 167 max
e N~9.1x10% r =100, L = 8rp. ¢ N ~ 6.0 x 103.

Na Fig.4.4 apresentamos a distribuicao de grau média calculada a partir das redes
geradas com os trés modelos. Podemos observar que o inicio das curvas apresentam um
comportamento diferente, pois, no modelo de Eden a densidade de particulas com grau
igual a 1 é significativamente maior do que dos outros dois casos. Porém, a cauda da curva
da distribuicao dos trés modelos apresentam um comportamento similar.

Em distribuigoes de grau com cauda em lei de poténcia temos que

P~k (4.1)

43



Capitulo IV 4.1. Caracterizacao das redes

Analisando os gréaficos obtidos para os trés modelos, verificamos que eles nao se comportam
como uma lei de poténcia para todo o intervalo investigado, porém, podemos comparar as
curvas obtidas com as redes apolonianas, as quais apresentam um comportamento em lei
de poténcia com expoente v & 2.6 [23]. Podemos verificar na Fig. 4.4 que, para r = 100
nos modelos de Eden e de empacotamento aleatorio de discos com acomodacao, parte
das curvas possuem um decaimento compativel com o ao expoente das redes Apolonianas.
No entanto, para o modelo de empacotamento aleatério de discos sem acomodacao, a
distribuicao do grau decai mais rapidamente, o que provavelmente se deve ao fato de que
foram realizadas tentativas insuficientes para a adicao de novas particulas, resultando em
um crescimento do agregado que ainda nao atingiu o regime estacionario. Note que todas
as trés distribuicoes apresentam um corte superior que depende do raio minimo, o que
nao ocorre nas redes Apolonianas, cujo raio minimo é arbitrariamente pequeno. Portanto,
esperamos que esses modelos se comportem de maneira similar as redes Apolonianas
quando o raio minimo 7;, — 0.

Além disso, na tabela 4.2 apresentamos o grau médio (k), a variancia var(k) = (k2)—(k)*
e a razio k = (k%) / (k)* para os trés modelos usando diferentes razoes, sendo essa tltima
quantidade uma medida do grau de heterogeneidade da rede. A partir dessa tabela
podemos verificar que a medida que a razao r aumenta a variancia também aumenta
devido ao surgimento de nds com graus maiores. Verificamos também que para r =1 em
todos os modelos que k & 1, que significa que essas distribuig¢oes de grau sao tipo Poisson.
Para as outras razoes r verificamos que a medida que r aumenta, k >> 1, efeito esse que

pode ser observado nos graficos Fig.4.4 pelo surgimento de caudas pesadas.

r | (k) | var(k) | &
1 243 095 |1.16
Eden | 10 | 2.60 | 3.70 | 1.55
100 | 2.58 | 14.33 | 3.15
1 534 074 |1.03
EDSA | 10 | 557 | 556 | 1.18
100 | 543 | 19.25 | 1.65
1 452 095 |1.04
EDCA | 10 | 469 | 697 | 1.32
100 | 4.86 | 43.11 | 2.82

Tabela 4.2: Tabela com grau médio, varidncia e coeficiente x = (k2) / (k) para as
redes obtidas dos modelos de Eden, empacotamento aleatério de discos sem acomodacao
(EDSA) e empacotamento aleatério de discos com acomodagao (EDCA) para as razoes
r = {1,10,100}.
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Figura 4.4: Distribuigao do grau das redes para diferentes razées r = rpax/Tmin indicados
nas legendas para as redes geradas a partir dos modelos de (a) Eden (b) empacotamento
aleatdrio de discos sem acomodagao e (c) empacotamento aleatério de discos com acomoda-
¢ao. Para os trés graficos, comparamos o resultado para » = 100 com o expoente associado
as redes apolonianas, as quais possuem uma distribuicao em lei de poténcia, P, ~ k=7
com expoente de v = 2.6. Para os resultados do modelo de Eden, parar =1, r =10 e
r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 2048 e (N) ~ 8,7.10°; L =512 e
(N) ~2,9.10° L = 256; (N) ~ 6,7.10°. Para o modelo de empacotamento aleatério sem
acomodacao, para r = 1, r = 10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente:
L =2048 ¢ (N) ~ 6,7.10% L = 256 ¢ (N) ~ 3,6.10°% L = 16 e (N) ~ 7,1.10%. Para o
modelo de empacotamento aleatério com acomodacao, para r =1, r = 10 e » = 100, foram
obtidas redes com, respectivamente: L = 1024 e (N) ~ 2,1.10% L = 256 ¢ (N) ~ 2, 3.10;
L=32e(N)~9,710" Paratodas as medidas, foram realizadas médias entre 10 amostras
de rede.

Em resumo, obtemos redes que tem distribuicao de grau sem cauda pesada no caso
monodisperso, que converge para uma distribuicao com cauda pesada no limite r >> 1,

em que o expoente observado é compativel com o da rede Apoloniana.

4.1.2 Coeficiente de agrupamento da rede

Para caracterizarmos o agrupamento das redes podemos calcular o coeficiente de
agrupamento médio em fun¢ao do grau dos nds da rede e calcularmos também o coeficiente
de agrupamento médio total.

Assim, na Fig.4.5 apresentamos os resultados do coeficiente de agrupamento médio,

Cy, em funcao do grau, k, para os trés modelos. Podemos observar que o coeficiente de
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agrupamento das redes cresce com o grau para r = 1 nos trés agregados e, com o aumento
da razao, o decaimento passa a se comportar como uma lei de poténcia.
De acordo com Ravasz e Barabdsi [40], em estruturas hierdrquicas o coeficiente de

agrupamento médio em funcao do grau C, segue uma lei de escala de modo que:
C(k) ~ kL. (4.2)

Para verificar se esse é o caso dos modelos estudados plotamos nos graficos da Fig.4.5,
uma curva com expoente —1. Nestes graficos observamos que a medida que a razao

aumenta as curvas passam a tender cada vez mais a esse expoente —1.
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Figura 4.5: Coeficiente de agrupamento médio em funcao do grau dos nds para diferentes
razoes I = Tmax/Tmin indicados nas legendas para as redes geradas a partir dos modelos de
(a) Eden (b) empacotamento aleatério de discos sem acomodacao e (¢) empacotamento
aleatorio de discos com acomodacao. As linhas pontilhadas representam o decaimento
k=1, que é o decaimento de estruturas hierdrquicas. Para os resultados do modelo de
Eden, para r =1, r = 10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 2048
e (N) ~ 8710% L =512 e (N) ~ 2,9.10° L = 256; (N) ~ 6,7.105. Para o modelo
de empacotamento aleatério sem acomodagao, para r = 1, r = 10 e r = 100, foram
obtidas redes com, respectivamente: L = 2048 ¢ (N) ~ 6,7.10°; L = 256 ¢ (N) ~ 3,6.10°;
L =16 e (N) ~ 7,1.10%. Para o modelo de empacotamento aleatério com acomodagao,
para r = 1, r = 10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 1024 e
(N) ~2,1.10°% L =256 ¢ (N) ~2,3.10°% L =32 e (N) ~9,7.10%. Para todas as medidas,
foram realizadas médias entre 10 amostras de rede.

Verificamos também a dependéncia do coeficiente médio de agrupamento das redes
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com o tamanho do sistema mostrado na Fig.4.6. Nos trés modelos apresentados, podemos
notar que, para uma mesma razao r o coeficiente de agrupamento nao sofre alteracoes com
o aumento do tamanho das redes, cujo valor médio é do mostrado na tabela 4.3, na qual
podemos observar que o coeficiente de agrupamento tende a convergir para um mesmo
valor com o aumento de r. Portanto, temos que o coeficiente de agrupamento dos tltimos
dois modelos é maior do que o do modelo de Eden, como observado na ilustracao das
Figs.4.1, 4.2 e 4.3. Comparando com as redes Apolonianas, todos esses modelos possuem
um coeficiente de agrupamento inferior as mesmas, que é de aproximadamente 0.83, fato
este é devido aos modelos de empacotamento aleatorio serem desordenados enquanto que

o modelo Apoloniano é uma estrutura deterministica.
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Figura 4.6: Coeficiente de agrupamento médio da rede em funcao do ntimero de nés para
diferentes razoes r = Tmax/Tmin indicados nas legendas para as redes geradas a partir dos
modelos de (a) Eden, empacotamento aleatério de discos (b) sem acomodagao e (¢) com
acomodacao. Para todos os resultados foram realizadas médias entre 10 amostras.

r Eden | EDSA | EDCA

1 0.08 0.37 0.34
10 | 0.11 0.43 0.36
100 | 0.11 0.43 0.44

Tabela 4.3: Tabela com o coeficiente de agrupamento da rede médio para as redes obtidas
a partir dos modelos de Eden, empacotamento aleatorio de discos sem acomodacao e

empacotamento aleatério de discos com acomodagao.
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Assim, temos que tais redes se comportam como estruturas hierarquicas, comportamento
este que é devido as regras de construcao dos agregados. Nos agregados, particulas grandes
sao circundadas por particulas menores, que por sua vez sao circundadas por particulas
menores ainda, gerando assim estruturas hierarquicas. Além disso, o raio da particula esta

diretamente associado ao seu grau, quanto maior a particula, maior sua conectividade.

4.1.3 Correlacao do grau

Para analisarmos como ocorrem as ligacoes entre os nés da rede podemos calcular
a correlacao de grau, a fim de verificarmos se a rede é associativa, desassociativa ou
neutra, como descrito no capitulo 2.2. A partir das figuras mostradas para os agregados
na primeira secao desse capitulo e como observado acima, para agregados polidispersos
as particulas grandes estao rodeadas de particulas pequenas e, a partir das redes obtidas
dessas estruturas, particulas pequenas geram nés de graus menores do que as particulas
grandes. Diante disso, esperamos que as redes sejam mais desassociativas a medida que a
razao r aumenta.

Para verificar se a previsao feita esta correta, calculamos a correlagao de grau para os
modelos estudados. Na Fig.4.7 mostramos os graficos da correlacao de grau em funcao do
grau dos nés para os modelos estudados. Para os trés modelos estudados, temos que, para
r =1 o grafico possui um leve aumento da correlacao do grau com o aumento do grau,
sendo levemente associativa. Porém, com o aumento da razao r as curvas passam a ter
um comportamento levemente desassociativo, tendendo a um comportamento neutro, que
¢ mais suave para o de empacotamento aleatério de discos com acomodacao, no qual a
correlagao do grau para r = 100 possui um comportamento mais desassociativo do que os

outros modelos.
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Figura 4.7: Correlacao do grau médio em funcao do nimero de nés da rede para diferentes
razoes I = Tmax/Tmin indicados nas legendas para as redes geradas a partir dos modelos de
(a) Eden (b) empacotamento aleatério de discos sem acomodacao e (¢) empacotamento
aleatorio de discos com acomodacao. Para os resultados do modelo de Eden, para r =1,
r =10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 2048 e (N) ~ 8,7.10°;
L =512¢e (N) ~ 2,9.10° L = 256; (N) ~ 6,7.10°. Para o modelo de empacotamento
aleatério sem acomodacao, para r = 1, r = 10 e r = 100, foram obtidas redes com,
respectivamente: L = 2048 e (N) ~ 6,7.10°% L = 256 e (N) ~ 3,6.10% L = 16 e
(N) ~ 7,1.10%. Para o modelo de empacotamento aleatério com acomodacao, para r = 1,
r =10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 1024 e (N) ~ 2,1.10°;
L =256 ¢ (N) ~ 2,310° L = 32 e (N) ~ 9,7.10*. Para todas as medidas, foram
realizadas médias entre 10 amostras de rede.

De modo geral, para r = 1 observamos um comportamento associativo. Com o aumento
da razao, passamos a observar um padrao desassociativo nas curvas para os nés de grau
baixo, curvas estas que passam a tender a um comportamento neutro com o aumento do
grau. Tal comportamento pode ser explicado pela maneira que os agregados sao formados,
em que os nos altamente conectados sao equivalentes as particulas com raios maiores, as
quais tendem a ter conexoes com particulas menores e menos conectadas, como podemos
ver nas Figs. 4.1, 4.2 e 4.3.

4.1.4 Menor caminho médio

A fim de calcular e comparar as dimensoes das redes estudadas utilizamos o menor
caminho médio para distancias topolégicas e euclidianas. Na Fig.4.8 mostramos os graficos

para os trés modelos. Como tais resultados foram obtidos a partir da média entre amostras,
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apresentamos também as barras de erro dos menores caminhos médios e do nimero de nés
da rede. Além disso, destacamos os expoentes em leis de poténcia para as curvas a fim de
obter as dimensodes topoldgica e euclidiana do sistema. Uma vez que (lqu) ~ N 1/d: em
que d; é a dimensdo topoldgica [32]. E, para a distancia euclidiana, (loyc) ~ N'/? sendo d
a dimensao euclidiana da rede. Se d; = d, onde d é a dimensao euclidiana, temos um grafo
planar convencional.

Em redes que possuem efeito de mundo pequeno nés temos que o menor caminho médio

calculado com o uso da distancia topoldgica segue a seguinte relagao [20,41]:
(lqui) ~ In V. (4.3)

Este efeito pode ser observado, por exemplo, nas redes Apolonianas, nas quais (lqui) o
(In N)3/4,

Analisando os graficos de (lq) em funcao de N, que fornece a dimensao topoldgica,
verificamos que as curvas dos trés modelos seguem uma lei de poténcia com expoentes
indicados na Fig.4.8. Neste grafico, para » = 100 consideramos apenas os trés ultimos
pontos, pois 0 comego da curva nao segue o mesmo expoente. Assim, para as razoes e
tamanhos de redes analisadas, as redes para r = 1 sao redes euclidianas, contudo, com
o aumento da razao estas redes nao apresentam assinaturas de mundo pequeno, com
dimensao topoldgica diferente da euclidiana d = 2, porém, esperamos que para r — o0
estas redes passem a apresentar assinaturas de mundo pequeno, que corresponde ao limite
das redes Apolonianas.

Para os gréficos de (le,.) em funcao de N podemos encontrar a dimensao do sistema,
j4 que (loye) ~ NY9. Como as redes estudadas sdo planares, esperamos que o expoente
dessas curvas sejam 1/d ~ 0.5, como verificado na Fig.4.8(b), para todos os modelos e

razoes.
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Figura 4.8: Menor caminho médio em fun¢ao do nimero de particulas para diferentes
razoes ' = Tmax/Tmin indicados nas legendas com distancias topoldgica e euclidiana para os
diferentes modelos: (a,b) Eden, (c,d) empacotamento aleatério sem acomodacao e (e,f)
com acomodacao. Todos os resultados foram obtidos a partir da média entre 10 amostras.

4.2 Efeitos de desordem

Nesta secao discutiremos sobre a desordem das redes obtidas a partir dos modelos
propostos. Em tais sistemas, verificamos os efeitos de desordem com o uso do modelo
SIS, o qual possui expoente de correlagao para o sistema limpo v, = 0.733(4) para um
sistema bidimensional [28]. A partir do critério de Harris-Luck, para o modelo SIS em

duas dimensoes temos que:

1
e =1——=0.318. 4.4
W, o 0.318 (4.4)

Assim, se w > 0.318 o critério estabelece que a desordem do sistema seja relevante.
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Diante disso, separamos essa secao em duas partes, na primeira delas calculamos o
expoente de wandering para as redes geradas, e na segunda apresentamos os resultados
obtidos para as simulagoes do modelo SIS nessas redes a fim de verificar se o critério de

Harris-Luck é satisfeito.

4.2.1 Flutuacao do grau

Utilizando o método descrito na Secao 2.3.1, podemos calcular a flutuacao do grau
para regioes de tamanho ;. Assim, considerando as redes geradas a partir dos modelos
investigados, calculamos a flutuagao do grau, em funcao do tamanho ¢, Fig.4.9. Estamos

interessados apenas no regime assintotico em que:

o ~ g, M) (4.5)

sendo d a dimensao euclidiana do sistema.

Considerando que os agregados utilizados para a construcao das redes estao embebidos
no espaco bidimensional, temos que d = 2. Podemos comparar o decaimento com o expoente
critico w,. ~ 0.32 para a classe de percolagao dirigida em 2 dimensoes e com o expoente de
wandering para redes com desordem descorrelacionada, dado por w = 0.5, obtendo assim
expoentes de decaimento de d(1 — w,) = 1.36 e d(1 — w) = 1.0, respectivamente.

Para r =1 e r = 10 nos trés modelos obtemos que o expoente de decaimento é proximo
de 1, que implica que w &~ 1/2 > w,, com isso, esperamos que a desordem para esses casos
seja relevante. Para r = 100 nos primeiro modelo temos que o expoente de decaimento
também é de aproximadamente 1, assim w > w,., porém, para os dois ultimos modelos
o comportamento da curva nao alcangou o limite assintético, sendo necessario realizar
analises com redes maiores.

Considerando a extensao do critério de Harris-Luck proposta por Barghathi-Vojta,
calculamos a diferenca (k), — (k) em fungao o aumento do tamanho das regices para
r =1 e r = 100 considerando o modelo de Eden. Nao consideramos os outros modelos,
pois, os expoentes de todos os modelos tendem ao mesmo valor para a mesma razao r.
Verificamos que (k), tende assintoticamente a (k) mais rapido do que as redes de Voronoi,
as quais possuem expoente de decaimento 1. Para a modificagao na flutuagao de grau
proposta por Barghathi e Vojta, comparamos com a flutuagao de grau sem essa alteragao
e verificamos que, para €,/ryi, ndo muito grande que os gréficos coincidem, tendendo ao
mesmo expoente de decaimento, logo, o expoente de wandering é o mesmo independente
das formas que é calculado. No restante da andlise vamos considerar apenas a forma

padrao, sem a corre¢ao de Barghathi e Vojta.
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Figura 4.9: Flutuacao do grau para diferentes valores de ¢, e para diferentes razoes
T = Tmax/Tmin indicados nas legendas para as redes obtidas a partir dos modelos de
(a) Eden (b) empacotamento aleatério de discos sem acomodacao e (¢) empacotamento
aleatério de discos com acomodacao. No grafico, as linhas pontilhadas representam
expoentes de decaimento para oy, obtidas a partir de —d(1 — w com w = 0.5 (curva
preta) e w = 0.32 (curva verde), que representam o expoente de redes com desordem
completamente descorrelacionada e o expoente critico para modelos da classe de percolagao
dirigida, respectivamente. Para os resultados do modelo de Eden, parar =1, r =10 e
r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente: L = 2048 ¢ (N) ~ 8,7.10°; L =512 ¢
(N) ~2,9.10° L = 256; (N) ~ 6,7.10°. Para o modelo de empacotamento aleatério sem
acomodacao, para r = 1, r = 10 e r = 100, foram obtidas redes com, respectivamente:
L =2048 ¢ (N) ~ 6,7.105 L = 256 ¢ (N) ~ 3,6.105 L = 16 e (N) ~ 7,1.10%. Para o
modelo de empacotamento aleatério com acomodagao, para r = 1, r = 10 e r = 100, foram
obtidas redes com, respectivamente: L = 1024 ¢ (N) ~ 2,1.10°; L = 256 ¢ (N) ~ 2,3.10°;
L=32e(N)~9,710" Paratodas as medidas, foram realizadas médias entre 10 amostras

de rede.
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Figura 4.10: (a) Curva para (), — (k) para r =1 e r = 100 para o modelo de Eden. Linha
com o expoente de decaimento para cada uma das curvas. (b) Flutuagao de grau calculada
considerando a flutuac@o de grau para Barghathi e Vojta (BV) e para Harris-Luck (HL)
para r =1 e r = 100 para o modelo de Eden. Para r =1 e r = 100, foram obtidas redes
com, respectivamente: L = 2048 ¢ (N) ~ 8,7.10%; (N) ~ 6,7.10°. Resultados obtidos a
partir da média de 10 redes.

4.2.2 Modelo SIS: Suscetivel-Infectado-Suscetivel

Para as redes estudadas analisamos o expoente de wandering, o qual apresenta um valor
maior do que w,. ~ 0.318 para todos os modelos e razoes. Por isso, o critério de Harris-Luck
indica que a transicao de fase do modelo SIS, que pertence a classe de percolagao dirigida,
nessas redes deve apresentar alguma caracteristica de desordem relevante.

Para analisarmos os efeitos da desordem nas redes, realizamos simulagoes de decaimento
da densidade de infectados utilizando o modelo SIS. Inicialmente, todos os nés da rede foram
configurados no estado infectado. Em seguida, verificamos se a dinamica da densidade de
infectados,p, em funcao da taxa de infectados, A, alcanca o estado absorvente ou atinge o
regime estaciondrio (para tempos grandes), além de analisar o comportamento da curva
de decaimento na regiao critica. A partir do comportamento das curvas de p para valores
de \ préximo a regiao critica, A\., podemos verificar se a criticalidade apresenta alguma
diferenga em relacao a redes com desordem irrelevante.

Na Fig.4.11, apresentamos a evolugao temporal da densidade de nés infectados (p) para
diferentes valores de A para as razoes r = 1, 10 e 100 obtidas a partir das redes extraidas
do modelo de Eden. Para tais resultados, foram realizadas 100 medidas para cada uma
das 10 redes. Obtivemos que a transicao de fase possui ponto critico de A. = 0.817 +0.003,
0.4925 £ 0.075 e 0.210 4 0.005, respectivamente. Em todos os casos observamos que o
expoente de decaimento da regiao da transicao de fase segue o expoente da classe de
universalidade de percolacao dirigida, que é de aproximadamente o = 0.45 e a regiao de
criticalidade nao é estendida, ou seja, nao observamos nenhum efeito da desordem relevante

para essas redes.
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Figura 4.11: Propagacao de uma epidemia com o uso do modelo SIS nas redes geradas com
o uso do modelo de Eden para as razoes, tamanhos e niimero médio de nés por amostra:
r=1,L=1024 e (N)~22x10% r =10, L =256 ¢ (N) ~ 3.0 x 10%; r = 100, L = 128
e (N) ~ 1.9 x 105. Comparamos o decaimento préximo a regiao critica com o expoente
—0.45, sendo o expoente critico para o decaimento na classe de percolacao dirigida. Foram
realizadas as médias de 1000 medidas de decaimento, com 100 medidas de decaimento
para cada uma das 10 redes utilizadas.

Na Fig.4.12 mostramos a evolugao temporal da densidade de nés infectados (p) para
diferentes valores de A para as razoes r = 1, 10, e 100 para as redes geradas do modelo de
empacotamento aleatério de discos sem acomodacao. Agora, obtivemos para: r = 1 temos
que A. = 0.307 £ 0.002, para r = 10 temos que A, = 0.246 + 0.007 e, para r = 100 temos
que A, = 0.165 4+ 0.015. Novamente, em tais resultados nao foram observadas mudancas

na criticalidade.
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Figura 4.12: Propagacao de uma epidemia com o uso do modelo SIS nas redes geradas
com o uso do modelo de empacotamento aleatério de discos sem acomodacao para as
razoes, tamanhos e nimero médio de nds por amostra: r =1, L = 1024 e (N) =~ 1.7 x 10°;
r=10, L =256 ¢ (N) ~ 3.6 x 10% r =100, L = 16 ¢ (N) ~ 7.1 x 10*. Comparamos o
decaimento préximo a regiao critica com o expoente —0.45, sendo o expoente critico para o
decaimento na classe de percolacao dirigida. Foram realizadas as médias de 1000 medidas
de decaimento, com 100 medidas de decaimento para cada uma das 10 redes utilizadas.

Propagacao de uma epidemia com o uso do modelo SIS nas redes geradas com o uso do
modelo de empacotamento aleatério de discos sem acomodacgao para as razoes, tamanhos
e nimero médio de nés por amostra: r = 1, L = 1024 e (N) ~ 1.7 x 10%; r = 10, L = 256
e (N)~ 3.6 x10% r=100, L =16 e (N) ~ 7.1 x 10%.

Por 1ltimo, na Fig.4.13 apresentamos a evolugao temporal da densidade de infectados
para diferentes valores de A\ para as razoes r = 1, 10, e 100 para as redes geradas com o uso
do modelo de empacotamento aleatério de discos com acomodacgao. A partir dos graficos,
obtemos A\, = 0.379 £+ 0.002, A\, = 0.275 4+ 0.001 e A\, = 0.136 4+ 0.003, respectivamente.

Novamente, nao foram observadas assinaturas de criticalidade na transicao de fase.
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Figura 4.13: Propagacao de uma epidemia com o uso do modelo SIS nas redes geradas
com o uso do modelo de empacotamento aleatério de discos com acomodagao para as
razoes, tamanhos e nimero médio de nds por amostra: r =1, L = 2048 ¢ (N) =~ 2.1 x 10°;
r=10, L =256 ¢ (N) ~ 2.3 x 10°, r = 100, L = 32, (N) ~ 9.7 x 10*. Comparamos o
decaimento préximo a regiao critica com o expoente —0.45, sendo o expoente critico para o
decaimento na classe de percolacao dirigida. Foram realizadas as médias de 1000 medidas
de decaimento, com 100 medidas de decaimento para cada uma das 10 redes utilizadas.

Propagacao de uma epidemia com o uso do modelo SIS nas redes geradas com o uso do
modelo de empacotamento aleatorio de discos com acomodacao para as razoes, tamanhos
e nimero médio de nés por amostra: r = 1, L = 2048 e (N) ~ 2.1 x 10%; r = 10, L = 256
e (N)~23x10% r =100, L = 32, (N) ~ 9.7 x 10*.

Nos gréficos apresentados nessa se¢ao para os modelos de empacotamento aleatério de
discos sem e com acomodacao, observamos que, para alguns valores de A as curvas de p
apresentam oscilagoes, fenomeno este que nao foi observado para o modelo de Eden. Estas
oscilacoes, podem ocorrer em decorréncia do tamanho dos sistemas, podendo ser um efeito
de redes pequenas, onde regides raras podem levar a mudangas na criticalidade [42]. Para
isso, para estes modelos, sao necessarias analises com redes maiores.

Para os trés modelos estudados nao foram observadas alteracoes na criticalidade
da transicao de fase, quando comparada com resultados para sistemas com desordem
irrelevante. Como sugerido pelo critério de Harris-Luck, a desordem desses sistemas

deveriam ser relevantes, com isso, tais sistemas apresentam desacordo com tal critério.
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Capitulo V
Conclusoes e Perspectivas

A investigacao de agregados formados a partir de estruturas esféricas possui grande
relevancia na fisica da matéria condensada e ciéncias dos materiais [14]. A partir de
modelagens matematicas e computacionais, podemos melhorar a compreensao sobre tais
estruturas e caracteriza-las.

Com isso, no capitulo III apresentamos os trés modelos de empacotamento de discos, o
modelo de Eden fora de rede, modelo de empacotamento aleatério de discos sem acomodagao
e modelo de empacotamento de discos aleatério com acomodacao. Para tais modelos
estudamos agregados polidispersos com particulas de raio aleatério dentro do intervalo
(7min, "max)- No capitulo IV apresentamos os resultados obtidos a partir da caracterizagao
de tais agregados utilizando as métricas de teoria de grafos descritas na secao 2.2.

Os resultados obtidos para tais modelos podem ser comparados com os resultados
encontrados na literatura para as redes Apolonianas. Sendo assim, para os trés modelos
estudados, considerando a razao r = ryax/Tmin, temos que, & medida que a razao r >> 1
temos que: a cauda da distribuicao de grau torna-se pesada, apresentando comportamento
assintotico que tende ao expoente de decaimento 2.6; as redes passam a se comportar como
estruturas hierarquicas, C(k) ~ k™1 e tornam-se desassociativas; o expoente da inclinagao
do menor caminho médio em funcao do tamanho da rede reduz. Comparando com as redes
Apolonianas, a principal diferenca entre essas redes é o menor caminho médio, ja que as
redes Apolonianas possuem assinatura de mundo pequeno, com o menor caminho médio
escalando sub-logaritmicamente com o aumento da rede. Esperamos que no limite r» — oo
que essas redes apresentem o mesmo comportamento.

Na fisica, podemos tratar dos mais diversos sistemas utilizando o mesmo ferramental.
Desordem em estruturas podem ser estudadas a partir de teorias desenvolvidas para o
estudo de spins em sistemas magnéticos [3,6,7]. E, é a partir dessas rela¢oes que podemos
levar a discussao sobre desordem utilizando o critério de Harris-Luck na presente dissertacao,
critério este que foi apresentado na secao 2.3. Estudamos os efeitos de desordem produzidos
no sistema devido as flutuacoes do grau das redes. Pelo critério de Harris-Luck temos que

—d(1— . . sy
O ~ & ( w), onde o expoente de wandering possui valor critico dado por w, e, quando
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Capitulo V

esse valor é excedido, a desordem deve ser relevante. Dado que verificamos os efeitos de
desordem nos sistemas a partir do modelo SIS, para esse modelo em duas dimensoes temos
que w, ~ 0.318. Pelo decaimento da flutuacao de grau observada no capitulo IV, obtivemos
que a desordem do sistema deveria ser relevante. No entanto, os resultados obtidos para
as simulagoes do modelo SIS nas redes nao apresentaram assinaturas de mudangas na
criticalidade, ou seja, tais redes estao em desacordo para o critério de Harris-Luck.
Devido aos resultados obtidos, temos como perspectiva descobrir qual parametro deveria
ser levado em conta para classificarmos a desordem dessas estruturas e escrever um artigo

cientifico com os resultados obtidos.
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Apéndice A
Definicao das redes de contato

Neste apéndice discutiremos os critérios considerados para a construcao das redes a
partir dos agregados. A fim de obter redes sem nés de grau zero ou elementos da rede

que nao estejam conectados com os demais, Fig.A.1, utilizamos diferentes tolerancias de

e
A 4

separacao para cada modelo e razao.

Figura A.1: Exemplo de rede com elementos desconectados dos demais.

Para o modelo de Eden, a construcao da rede foi feita utilizando uma de separacgao
permitida de Agep = 7min/10, pois, pela forma que o agregado é construido, nao precisamos
de uma tolerancia alta para construir uma rede que satisfaga aos requisitos.

Com o modelo de empacotamento aleatério de discos sem acomodagao foi necessério
realizarmos testes com diferentes separagoes, Agep, = /7, para obtermos a tolerancia para
a separagao que satisfaz aos critérios. Na Fig.A.2 podemos observar que o final da cauda
nao sofre grandes alteragoes para as separacoes analisadas, apresentando, no entanto, um
efeito significativo para os nds de grau baixo, podendo inclusive desaparecer com nés de
grau zero. Deste modo, a fim de impedir que existam nds de grau zero, adotamos s = 1.5

parar =1, s = 1.7 para r = 10 e 100.
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Figura A.2: Distribuicao de grau para diferentes separacoes para as redes extraidas dos
agregados com razoes a) r = 1, b) r =10 e ¢) r = 100.

Na Fig. A.3 mostramos a andlise para empacotamento aleatorio com acomodagao, na
qual podemos observar que valores baixos de s, se comparado com o modelo anterior, ja
produzem uma rede sem nods de grau zero. Entretanto, para evitar o aparecimento de
componentes desconectadas do restante da rede foi necessario aumentar o valor de s os
valores mais baixos de s sao: r=1es=0.9;r=10es=0.7; r =100 e s = 0.7.

Com isso, retornando ao gréafico da Fig.A.3, novamente, o final da cauda nao sofre
grandes alteracoes para as tolerancias analisadas, porém, mesmo com uma mudanca
sutil nas distribuigoes para valores de s abaixo dos escolhidos observamos elementos nao

conectados com os demais e para valores acima o mesmo efeito nao ocorre.
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Figura A.3: Distribuicao de grau para diferentes separacoes para as redes extraidas dos
agregados com razoes a) r =1, b) r =10 e ¢) r = 100.

Além disso, para os dois ultimos modelos estudados, realizamos uma analise de tamanho
finito para a distribuicao de grau. Na Fig.A.4 temos as curvas da distribui¢ao de grau dos
dois modelos para r = 100 com o valor s escolhido para a definicao da rede. Nestes graficos
temos que as curvas apresentam o mesmo comportamento para diferentes tamanhos de
rede, sendo assim o comportamento observado na cauda da distribuicao de grau nao é

devido ao tamanho da rede.
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Figura A.4: Distribuigao de grau para diferentes tamanhos de redes com razao r = 100
para os modelos a) de empacotamento aleatdrio de discos sem acomodagao e s = 1.7 e b)
de empacotamento aleatorio de discos com acomodagao e s = 0.7.

Por fim, também realizamos uma comparacao entre os dois modelos de agregacao
aleatoria considerando o mesmo valor de s, Fig.A.5, no qual podemos observar que o
comportamento da curva para o modelo sem acomodacao nao se assemelha ao do modelo
com acomodacao, mesmo quando consideramos a mesma tolerancia para a construcao das

redes.
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Figura A.5: Distribuicao de grau para os dois modelos considerando os mesmos paramentros,
r=100e s =0.7.
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