
Denis Gouvêa Ladeira

Estudo da Distribui�
~ao de Pequenos Objetos no Sistema Solar

Tese apresentada �a Universidade

Federal de Vi�
osa 
omo parte das exi-

gên
ias do programa de P�os-Gradua�
~ao

em F��si
a Apli
ada para a obten�
~ao do

t��tulo de Magister S
ientiae.

VIC�OSA

MINAS GERAIS - BRASIL

2003



�A minha esposa,

Jandira,

e minha �lha,

Luanna.

ii



Agrade
imentos

- Aos meus pais, Jo~ao e F�atima, pelo apoio e in
entivo que sempre deram aos

meus estudos.

- Ao professor Ri
ardo, pela dedi
a�
~ao que teve 
omigo.

- A todos os professores do departamento de F��si
a.

- Aos 
olegas do 
urso.

- A CAPES, pelo apoio �nan
eiro.

iii



Conte�udo

Lista de Figuras vi

Lista de Tabelas x

Resumo xi

Abstra
t xii

1 Introdu�
~ao 1

2 O Modelo 8

3 Ressonân
ias de Movimento M�edio 15

4 O Estudo da Distribui�
~ao de Pequenos Corpos no Sistema Solar 24

4.1 O Modelo Planar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.1.1 Regi~ao Sol-J�upiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.1.2 Regi~ao entre J�upiter e Saturno . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.1.3 Regi~ao entre Saturno e Urano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.1.4 Regi~ao entre Urano e Netuno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1.5 Regi~ao Transnetuno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2 O Modelo 3-D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2.1 Regi~ao Sol-J�upiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2.2 Regi~ao entre J�upiter e Saturno . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2.3 Regi~ao entre Saturno e Urano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.4 Regi~ao entre Urano e Netuno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2.5 Regi~ao Transnetuno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

iv



4.3 A Robustez do M�etodo da Lei de Potên
ia . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 Con
lus~ao 53

v



Lista de Figuras

2.1 In
uên
ia dos en
ontros pr�oximos: (a) no semi-eixo maior, (b) na ex-


entri
idade e (
) na in
lina�
~ao. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1 A rela�
~ao linear dada pela express~ao 3.1 entre os elementos $m2
e �m2

para as regi~oes de ressonân
ia de movimento m�edio: (a) ressonân
ia 3:2


om J�upiter, (b) 4:3 
om J�upiter, (
) 4:5 
om Saturno e (d) 2:3 
om

Saturno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2 Ressonân
ias 
om J�upiter na regi~ao Sol-J�upiter. . . . . . . . . . . . . . 19

3.3 Ressonân
ias na regi~ao J�upiter-Saturno: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Sa-

turno, (
) 
om Urano e (d) 
om Netuno. . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4 Ressonân
ias na regi~ao Saturno-Urano: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Sat-

urno, (
) 
om Urano e (d) 
om Netuno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.5 Ressonân
ias na regi~ao Urano-Netuno: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Sat-

urno, (
) 
om Urano e (d) 
om Netuno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.6 Ressonân
ias na regi~ao Transnetuno: (a) 
om Saturno, (b) 
om Urano

e (
) 
om Netuno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.1 Para 
ada faixa foi adotada uma distribui�
~ao aleat�oria n~ao uniforme

para a in
lina�
~ao. O valor m�aximo �e 30o e a 
urva normal est�a 
entrada

em 0o. O eixo verti
al do histograma est�a normalizado. . . . . . . . . . 25

vi



4.2 (a) Compara�
~ao do 
oe�
iente de 
orrela�
~ao, R2, para sete leis de de-


aimento. (b) Uma amplia�
~ao no eixo verti
al de (a) permite-nos visu-

alizar os valores de R2 pr�oximos de 1. Como podemos observar a lei de

potên
ia foi a que apresentou o 
oe�
iente de 
orrela�
~ao mais pr�oximo

de 1 para a maioria das faixas. O retângulo transparente 
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ias de movimento m�edio no gr�a�
o do PPL

obtido no estudo da distribui�
~ao de pequenos objetos na regi~ao J�upiter-

Saturno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.18 Regi~ao entre Saturno e Urano: (a) gr�a�
o do tm�ax, (b) do NnTotal e (
)
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Resumo

LADEIRA, Denis Gouvêa, M.S., Universidade Federal de Vi�
osa, Dezembro,

2003. Estudo da Distribui�
~ao de Pequenos Objetos no Sistema

Solar. Orientador: Ri
ardo Reis Cordeiro; Conselheiros: Afrânio Pereira

Rodrigues, Jos�e Arnaldo Redinz e Mar
elo Lobato Martins

No presente trabalho estudamos a distribui�
~ao dos pequenos 
orpos em v�arias

regi~oes do Sistema Solar utilizando o fato de que, para pequenos intervalos de semi-

eixo maior, o n�umero de part��
ulas que sofrem en
ontros pr�oximos no tempo segue

uma lei de potên
ia. O estudo �e realizado utilizando modelos planar e n~ao planar.

Considerando os sete maiores planetas, empregamos as equa�
~oes do movimento do

problema de n-
orpos em um sistema de referên
ia helio
êntri
o para integrar um

total de 10 x 106 
ondi�
~oes ini
iais que foram distribu��das entre 0.52 UA e 52 UA.

Os resultados obtidos s~ao 
omparados 
om a distribui�
~ao de aster�oides e 
ometas

observada e s~ao determinadas as prin
ipais ressonân
ias de movimento m�edio.
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Abstra
t

LADEIRA, Denis Gouvêa, M.S., Universidade Federal de Vi�
osa, De
ember,

2003. Study of the Distribuition of Small Bodies in the Solar

System. Adviser: Ri
ardo Reis Cordeiro; Committee members: Afrânio

Pereira Rodrigues, Jos�e Arnaldo Redinz e Mar
elo Lobato Martins

In the present work we study the distribuition of small bodies in several regions

of the Solar System 
onsidering the fa
t that, for small intervals of semi-major axis,

the parti
les number that su�er 
lose approa
hs in the time ful�lls a power law. The

study is performed by planar and 3-D models. Considering the seven greater planets,

we employ the motion's equations for the n-body problem in a helio
entri
 frame to

integrate the orbits of 10 x 106 initial 
onditions distributed between 0.52 AU e 52 AU.

The results were 
ompared with the distribution of observed asteroids and 
omets,

and we determine the main mean motion resonan
es.
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Cap��tulo 1

Introdu�
~ao

Em muitos problemas da astronomia dinâmi
a as investiga�
~oes via simula�
~oes 
om-

puta
ionais s~ao realizadas integrando sistemas de equa�
~oes que des
revem o movi-

mento de um 
onjunto de 
orpos 
uja 
on�gura�
~ao muda de a
ordo 
om o problema

que est�a sendo estudado. Tais simula�
~oes normalmente envolvem integra�
~oes para

largas es
alas de tempo, �as vezes equivalentes �a idade do Sistema Solar. Estes sis-

temas s~ao normalmente 
omplexos e apresentam dinâmi
as bastante ri
as, revelando

estruturas fra
tais e 
omportamentos de natureza 
a�oti
a (
omo mostrado por Muri-

son (1989) e Cordeiro et al. (1999)). Podemos 
itar tamb�em o trabalho de Sussman

e Wisdom (1988), onde s~ao relatadas evidên
ias num�eri
as de que o movimento de

Plut~ao �e 
a�oti
o, e o trabalho de Laskar (1989, 1990) no qual �e mostrado que o movi-

mento dos planetas internos �e tamb�em 
a�oti
o. A not�avel evolu�
~ao do desempenho e

poten
ialidade dos 
omputadores e o surgimento de uma nova gera�
~ao de arquiteturas


omputa
ionais paralelas est~ao permitindo que novos problemas em astronomia sejam

estudados.

A n~ao uniforme distribui�
~ao dos pequenos objetos no Sistema Solar �e algo que

tem despertado a 
uriosidade de muitos astrônomos. Na regi~ao interna a J�upiter

s~ao 
onhe
idos v�arios ni
hos favor�aveis �a existên
ia de aglomerados de aster�oides.

J�a na regi~ao entre J�upiter e Netuno �e 
onhe
ido um n�umero relativamente pequeno

de objetos. Talvez isto possa ser expli
ado em termos das di�
uldades relativas �a

observa�
~ao. O fato da distân
ia relativa desta regi~ao ao Sol ser grande faz 
om que

1



a intensidade da radia�
~ao solar seja muito reduzida. Como os aster�oides s~ao, em

geral, es
uros (3/4 dos aster�oides 
onhe
idos possuem albedo geom�etri
o em torno

de 3.5 %), ent~ao a observa�
~ao de tais objetos nesta regi~ao �e bastante dif��
il. Existe

tamb�em a possibilidade desta regi~ao ser dinami
amente inst�avel, ainda que para longos

per��odos de tempo. Na fria regi~ao transnetuniana tamb�em �e 
onhe
ido um n�umero

signi�
ativo de objetos que, na grande maioria, s~ao n�u
leos 
omet�arios possuindo, em

sua 
omposi�
~ao, uma boa propor�
~ao de �agua no estado s�olido. Bus
ando uma melhor


ompreens~ao dos aspe
tos rela
ionados �a distribui�
~ao dos pequenos 
orpos do Sistema

Solar v�arios modelos foram propostos e desenvolvidos ao longo dos �ultimos anos.

Le
ar e Franklin (1973) apresentaram os resultados de um estudo para as

regi~oes entre Marte e J�upiter e entre J�upiter e Saturno. A regi~ao entre Marte e

J�upiter foi estudada usando 260 part��
ulas, as quais tiveram valores de semi-eixo

maior uniformemente distribu��dos no intervalo de 2.862 UA a 4.423 UA. As ex
en-

tri
idades foram aleatoriamente es
olhidas entre 0.0 a 0.3. J�a para a regi~ao entre

J�upiter e Saturno eles empregaram 100 part��
ulas 
om semi-eixo maior variando de

5.723 UA a 9.105 UA e ex
entri
idades aleatoriamente es
olhidas no intervalo de 0.0 a

0.1. Al�em disso eles assumiram Saturno 
om uma massa de 30% da massa de J�upiter

e 
om semi-eixo maior igual a 9.521 UA. O planeta Saturno foi 
onsiderado apenas no

estudo da regi~ao situada entre J�upiter e Saturno. Eles observaram que entre Marte

e J�upiter, na regi~ao entre 4.0 UA e 5.2 UA, uma grande quantidade de objetos �e

ejetada at�e 2400 anos. Na ressonân
ia 3:2 
om J�upiter pou
as �orbitas foram ejetadas

em 2400 anos e, no mesmo intervalo de tempo, nenhuma part��
ula deixou a regi~ao da

ressonân
ia 2:1 
om J�upiter. Para a regi~ao entre J�upiter e Saturno eles veri�
aram

que 
er
a de 85% dos objetos abandonam a regi~ao at�e 6000 anos.

No mesmo ano, Everhart (1973), embora preo
upado prin
ipalmente 
om �orbitas

do tipo ferradura e 
om os aster�oides Troianos, apresentou um estudo da regi~ao entre

J�upiter e Saturno no qual �orbitas de baixa ex
entri
idade permane
eram nas inte-

gra�
~oes por um tempo da ordem de 105 anos.

Shoemaker e Wolfe (1984) simularam a evolu�
~ao de 2000 part��
ulas na regi~ao

situada entre Urano e Netuno para um tempo de 4.5 x 109 anos. De a
ordo 
om seus

2



resultados uma grande quantidade de objetos �e eliminada da regi~ao, sobrevivendo por

toda a simula�
~ao apenas 9% das 
ondi�
~oes ini
iais.

Franklin et al. (1989) estenderam o trabalho que haviam realizado em 1973,

estudando a regi~ao situada entre 7.0 UA e 7.5 UA. Eles veri�
aram que �orbitas 
om

valores de ex
entri
idades pr�oximas aos dos planetas vizinhos eram mais est�aveis

que �orbitas menos ex
êntri
as. Eles observaram, tamb�em, que part��
ulas dotadas

de in
lina�
~oes mais elevadas s~ao 
apazes de permane
er em �orbita por tempos mais

longos.

No mesmo ano, Dun
an et al. (1989) usaram um modelo simpli�
ado de dois

planetas que se aproximava bastante do problema restrito de três 
orpos e trataram as

�orbitas das part��
ulas 
omo Keplerianas. As perturba�
~oes provo
adas nas part��
ulas

foram aproximadas por impulsos a 
ada 
onjun�
~ao. Al�em disso, no modelo os planetas

e as part��
ulas teste estavam 
on�nados no plano. Com este m�etodo eles estudaram

as regi~oes situadas entre 
ada par de planetas adja
entes, in
luindo apenas estes dois

planetas 
omo perturbadores. Os planetas tiveram suas �orbitas restritas a movimentos


ir
ulares, e as part��
ulas assumiram �orbitas de baixa ex
entri
idade. Realizando

integra�
~oes para um tempo de 4.5 x 109 anos, eles veri�
aram que muitas part��
ulas


om �orbitas no regime quase 
ir
ular sobreviveram por um tempo da ordem da idade

do Sistema Solar.

Um ano mais tarde Weibel et al. (1990) desenvolveram um experimento no

qual 
onsideraram o Sol, J�upiter e Saturno 
omo mutuamente perturbadores. O

modelo 
onsistiu em integrar o movimento orbital de 125 part��
ulas teste situadas,

ini
ialmente, no intervalo de 5.7 UA e 8.8 UA. A ex
entri
idade das part��
ulas foi

aleatoriamente es
olhida no intervalo de 0.0 a 0.02, e as in
lina�
~oes entre 0:0o e aprox-

imadamente 3:61o. Segundo o modelo proposto, a regi~ao entre J�upiter e Saturno

n~ao forne
e nenhuma 
ondi�
~ao para que eventuais aglomerados de objetos se formem,

ex
eto nas regi~oes pr�oximas aos pontos Lagrangeanos de J�upiter. Estes autores 
on-


luem que uma bus
a realmente minu
iosa por �orbitas est�aveis na regi~ao entre J�upiter

e Saturno exige simula�
~oes 
om maiores intervalos de ex
entri
idade e in
lina�
~ao.

Soper et al. (1990) analizaram a regi~ao entre J�upiter e Saturno e utilizaram

3



este estudo 
omo fundo para 
he
ar de que forma os erros da pre
is~ao do m�etodo

num�eri
o poderiam afetar �orbitas de natureza est�avel. Eles en
ontraram que �orbitas

situadas nas proximidades de 7.2 UA e 7.54 UA s~ao 
apazes de permane
er por 800000

per��odos de J�upiter sem 
ruzar 
om a �orbita dos planetas. O modelo usado por eles

foi o mesmo de Le
ar e Franklin (1973).

Gladman e Dun
an (1990), usando um m�etodo de mapeamento simpl�eti
o de

quarta ordem desenvolvido por Candy e Rozmus (1990), apresentaram resultados que

diferiram bastante de Dun
an et al. (1989). O estudo foi realizado via integra�
~ao

direta das equa�
~oes de movimento tridimensionais para um problema de n - 
orpos.

A regi~ao entre J�upiter e Saturno foi estudada utilizando 900 part��
ulas que foram

distribu��das entre 6.76 UA e 8.06 UA. O Sol, J�upiter e Saturno foram 
onsiderados


omo mutuamente interagentes. O estudo 
onsistiu, tamb�em, em simular 90 part��
ulas

para a regi~ao situada entre Saturno e Urano e mais 90 para a regi~ao entre Urano e

Netuno. Os planetas tiveram liberdade para des
reverem suas trajet�orias no espa�
o

tridimensional e as �orbitas das part��
ulas foram, ini
ialmente, 
oplanares e de baixa

ex
entri
idade. Neste modelo as part��
ulas eram removidas da simula�
~ao por even-

tuais en
ontros pr�oximos que o
orriam 
om planetas ou 
aso elas abandonassem o

Sistema Solar. A integra�
~ao foi pro
essada por um tempo equivalente a 22.5 x 106

anos. Gladman e Dun
an (1990) foram os primeiros a utilizarem o 
on
eito de en-


ontro pr�oximo 
omo 
rit�erio para ex
luir objetos da integra�
~ao, o que 
onstitui uma

aproxima�
~ao mais real��sti
a que os trabalhos men
ionados anteriormente, nos quais

as part��
ulas eram removidas 
aso 
ruzassem �orbitas de planetas. Eles veri�
aram

que a maioria das part��
ulas teste situadas entre os planetas gigantes s~ao eliminadas

da integra�
~ao em uma es
ala de tempo da ordem de 106 anos devido a o
orrên
ia de

en
ontros pr�oximos.

Holman e Wisdom (1993) usaram uma t�e
ni
a de mapeamento simpl�eti
o que

eles j�a haviam desenvolvido anteriormente (Wisdom e Holman (1991)) para integrar

o movimento de part��
ulas e planetas em 
oordenadas de Ja
obi. As simula�
~oes

foram pro
essadas no espa�
o tridimensional sendo as 
ondi�
~oes ini
iais da posi�
~ao

e velo
idade dos planetas extra��das de Cohen et al. (1973). As part��
ulas estavam
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ini
ialmente em �orbitas 
ir
ulares e 
om in
lina�
~oes iguais a zero. O trabalho foi

realizado em duas partes. Na primeira foi apresentado um estudo da estabilidade dos

pontos Lagrangeanos L4 e L5 dos planetas J�upiter, Saturno, Urano e Netuno. Para

isto, os autores integraram as �orbitas de 4000 part��
ulas teste que foram distribu��das

nas proximidades de tais pontos. Os valores ini
iais de semi-eixo foram es
olhidos no

intervalo de 0.96 a 1.04 do semi-eixo do planeta do qual os pontos L4 e L5 estavam

sendo estudados. Os resultados obtidos mostraram que os pontos Lagrangeanos L4

e L5 de J�upiter, Urano e Netuno s~ao est�aveis por 20 x 106 anos. Os pontos L4 e L5

de Saturno mostraram-se inst�aveis, embora que, 
uriosamente, a vizinhan�
a destes

pontos tenham se revelado est�aveis por 20 x 106 anos. Este sesultado foi 
on�rmado

por de la Barre et al. (1996), que realizaram integra�
~oes de 412 x 106 anos. Na

segunda parte do trabalho de Holman e Wisdom foi analisado o 
omportamento de

3000 part��
ulas teste que possu��am semi-eixo maior ini
ial no limite de 5 UA a 50

UA. Para as regi~oes exteriores a Netuno o tempo de integra�
~ao adotado foi de 200 x

106 anos. J�a para as regi~oes interiores o tempo de integra�
~ao foi de 800 x 106 anos.

Eles veri�
aram que numerosas part��
ulas situadas entre os planetas exteriores e al�em

Netuno at�e 43 UA foram removidas da integra�
~ao por en
ontros pr�oximos, ex
eto em

pequenas regi~oes entre Urano e Netuno nas quais pou
as part��
ulas permane
eram

por 800 x 106 anos.

Holman (1997) usou o mesmo esquema simpl�eti
o de Wisdom e Holman para

simular �orbitas de milhares de part��
ulas teste na regi~ao entre Urano e Netuno, situ-

adas entre 24 UA e 27 UA. As part��
ulas tiveram, ini
ialmente, in
lina�
~oes variando

de 0o a 10o e ex
entri
idades inferiores a 0.05. A simula�
~ao foi pro
essada por um

tempo equivalente a 4.5 x 109 anos. Os resultados al
an�
ados revelaram que part��
ulas


om ex
entri
idade ini
ial eo > 0:03 ou in
lina�
~ao ini
ial io > 3o s~ao removidas em 1 x

109 anos, enquanto que part��
ulas 
om ex
entri
idade ini
ial eo > 0:01 ou in
lina�
~ao

ini
ial io > 1o s~ao removidas at�e 4.5 x 109 anos.

Mais re
entemente, Grazier et al. (1999) publi
aram um estudo onde foi uti-

lizado um pro
esso de integra�
~ao otimizado de 13a ordem asso
iado a m�etodos 
apazes

de minimizar os erros, o qual foi derivado do m�etodo de St�ormer (1907). O sistema
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Solar foi modelado no espa�
o tridimensional, in
orporando o efeito gravita
ional de

todos os planetas jovianos. A massa dos planetas terrestres foi adi
ionada �a massa

do Sol e as part��
ulas foram 
onsideradas sem massa. O estudo foi realizado para as

regi~oes entre J�upiter e Saturno, entre Saturno e Urano e entre Urano e Netuno. A

distribui�
~ao dos valores ini
iais do semi-eixo maior das part��
ulas foi uma gaussiana


entrada no valor m�edio de semi-eixo maior do par de planetas que delimitam 
ada

regi~ao de tal forma que a distân
ia entre estes planetas 
orrespondesse a 6�a, onde �a


orresponde ao desvio padr~ao da gaussiana. As in
lina�
~oes ini
iais foram distribu��das

de forma gaussiana 
om m�edia em 0o e desvio padr~ao �i de 10
o. Al�em disso, os valores

ini
iais da ex
entri
idade foram aleatoriamente es
olhidos de 0.0 a 1.0 usando uma

distribui�
~ao exponen
ial que privilegia ex
entri
idades mais baixas. As fases ini
iais,

bem 
omo as longitudes do peri�elio e do nodo as
endente, foram distribu��das uniforme

e randomi
amente de 0o a 360o. As integra�
~oes foram realizadas para um tempo de

1 x 109 anos. No estudo da regi~ao entre J�upiter e Saturno, 100000 
ondi�
~oes ini
iais

foram integradas utilizando, para isto, 10 esta�
~oes de trabalho em paralelo. Para

as regi~oes entre Saturno e Urano e entre Urano e Netuno, eles empregaram 10000

part��
ulas usando 50 esta�
~oes de trabalho simultaneamente, e mesmo assim gastaram

30 vezes mais tempo de CPU 
om rela�
~ao �a regi~ao entre J�upiter e Saturno. Eles veri-

�
aram que pou
os objetos podem permane
er est�aveis sobre uma fra�
~ao signi�
ativa

da idade do Sistema Solar. Na regi~ao entre Saturno e Urano eles observaram que

objetos podem permane
er est�aveis at�e 100 x 106 anos em 12.5 UA, 14.4 UA e 16 UA.

Eles 
onstataram tamb�em a existên
ia de �orbitas est�aveis at�e 5 x 106 anos em 22.4

UA, 23.2 UA, 24.5 UA e 26 UA.

O presente trabalho tamb�em tem 
omo objetivo analizar a distribui�
~ao de pe-

quenos objetos no Sistema Solar. O estudo �e realizado 
onsiderando que a taxa de

en
ontros pr�oximos de part��
ulas que apresentam semi-eixo maior ini
ial dentro de um

pequeno intervalo segue uma lei de potên
ia. No 
ap��tulo 2 apresentamos o modelo

dinâmi
o empregado e uma des
ri�
~ao da t�e
ni
a de integra�
~ao utilizada. No 
ap��tulo

3 apresentamos os resultados obtidos no estudo de identi�
a�
~ao das prin
ipais res-

sonân
ias de movimento m�edio. No 
ap��tulo 4 des
revemos o pro
edimento adotado
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no estudo da distribui�
~ao de pequenos 
orpos no Sistema Solar, apresentamos os re-

sultados obtidos neste estudo, identi�
amos as prin
ipais ressonân
ias de movimento

m�edio asso
iadas a regi~oes de baixa densidade de objetos bem 
omo aquelas que est~ao

asso
iadas a regi~oes que apresentam maior densidade de objetos e ainda dis
utimos


omo a arbitrariedade de 
ertos parâmetros pode afetar os resultados. Por �m, apre-

sentamos as nossas 
on
lus~oes no 
ap��tulo 5.
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Cap��tulo 2

O Modelo

Em nosso trabalho dividimos o Sistema Solar em 
in
o regi~oes 
ara
terizando-as por

intervalos delimitados pelos valores de semi-eixo maior dos quatro planetas gigantes.

Mostramos, na tabela que se segue, o que 
ada uma destas regi~oes abrange:

Regi~ao Abrangên
ia Semi-eixo maior (UA)
Sol - J�upiter Desde as proximidades do Sol De 0.52 a 5.72

at�e pou
o al�em de J�upiter
J�upiter - Saturno Desde J�upiter at�e pou
o De 5.2 a 10.4

al�em de Saturno
Saturno - Urano Aproximadamente entre De 9.36 a 19.25

Saturno e Urano
Urano - Netuno Aproximadamente entre De 19.25 a 30.17

Urano e Netuno
Al�em de Netuno

Transnetuno englobando a regi~ao De 30.17 a 52.0
do 
intur~ao de Kuiper

Tabela 2.1: A divis~ao do Sistema Solar em regi~oes.

Consideramos em nosso estudo os sete maiores planetas do Sistema Solar

(Vênus, Terra, Marte, J�upiter, Saturno, Urano e Netuno), admitindo-os 
omo 
orpos

pontuais e mutuamente perturbadores. Devido ao fato de que, no Sistema Solar real,

os pequenos objetos apresentam massas relativamente pequenas quando 
omparadas

�as massas dos planetas, des
onsideramos, ent~ao, os efeitos gravita
ionais destes sobre

as �orbitas dos planetas. O estudo foi realizado 
onsiderando um sistema de referên
ia
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helio
êntri
o onde a dinâmi
a de 
ada 
orpo �e des
rita pelo sistema de equa�
~oes difer-

en
iais para o problema de n-
orpos abaixo (Danby, 1994, Murray e Dermott, (1999)):

_~ri = ~vi (2.1)

_~vi = �k2
(m0 +mi)

k ~ri k3
~ri + k2

n�1X
j=1; j 6=i

mj

~rj � ~ri

k ~rij k3
� k2

n�1X
j=1; j 6=i

mj

~rj

k ~rj k3
(2.2)

onde m0 �e a massa do Sol, mi �e a massa do i -�esimo 
orpo, ~ri �e o vetor posi�
~ao do

i -�esimo 
orpo 
om rela�
~ao ao Sol, k2 �e a 
onstante da gravita�
~ao universal, ~rij �e o

vetor posi�
~ao do i -�esimo 
orpo 
om rela�
~ao ao 
orpo j. O primeiro termo da segunda

express~ao �e a intera�
~ao gravita
ional entre o Sol e o 
orpo i. O primeiro somat�orio


orresponde aos termos diretos da perturba�
~ao que os outros n�2 
orpos exer
em no

i -�esimo 
orpo. O segundo somat�orio 
orresponde aos termos indiretos, o qual origina-

se ao adotarmos o sistema de referên
ia n~ao iner
ial. Se o 
orpo i for uma part��
ula

teste ent~ao mi = 0.

Existem muitos integradores que podem ser utilizados para determinar a solu�
~ao

num�eri
a do sistema de equa�
~oes diferen
iais a
ima. Tais integradores s~ao 
ara
-

terizados pela 
apa
idade de resolver qualquer sistema de equa�
~oes diferen
iais or-

din�arias. Embora sejam pre
isos, estes integradores demandam um tempo de 
om-

puta�
~ao apre
i�avel. Este �e o pre�
o a ser pago pela generalidade que eles apresentam.

Com a inten�
~ao de implementar algoritmos mais velozes para o estudo de prob-

lemas Hamiltonianos, Neri (1988), Forest e Ruth (1990), Yoshida (1990) propuseram

um algoritmo simpl�eti
o para o estudo de problemas dinâmi
os para os quais a Hamil-

toniana H(~q; ~p) pode ser es
rita 
omo a soma de de duas fun�
~oes, uma das quais

depende apenas do momento ~p e outra que depende apenas da 
oordenada ~q

H(~q; ~p) = T (~p) + V (~q).

Assim, se o sistema evolui de um tempo ini
ial to para um tempo posterior

to + � , onde � �e o passo de tempo, ent~ao o intervalo entre to e to+ � pode ser dividido

em um n�umero inteiro n de subintervalos, onde o valor de n, o qual de�ne a ordem

do mapa proposto, deve ser o maior poss��vel que satisfa�
a a rela�
~ao
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lim L(�) � k 0, 
om k 0 �nito e real,

� ! 0 �n

onde L(�) �e dado por

L(�) = m�ax k ~q(k � �
n
)� ~qk k, k = 1; 2; 3; :::; n.

em que ~q(k � �
n
) �e a solu�
~ao exata e ~qk �e o valor forne
ido pelo mapa. O esquema

simpl�eti
o proposto estabele
e que a evolu�
~ao dos vetores ~q e ~p, em um passo de

tempo, �e dada por:

~q1 = ~q0 + 
1�
�H

�
~
p

�����
(~p0; ~q0)

~p1 = ~p0 � d1�
�H

�
~
q

�����
(~p0; ~q1)

~q2 = ~q1 + 
2�
�H

�
~
p

�����
(~p1; ~q1)

~p2 = ~p1 � d2�
�H

�
~
q

�����
(~p1; ~q2)

~q3 = ~q2 + 
3�
�H

�
~
p

�����
(~p2; ~q2)

~p3 = ~p2 � d3�
�H

�
~
q

�����
(~p2; ~q3)

: :

: :

: :

~qn = ~qn�1 + 
n�
�H

�
~
p

�����
(~pn�1; ~qn�1)

~pn = ~pn�1 � dn�
�H

�
~
q

�����
(~pn�1; ~qn)

onde

~qi = ~q(to + i �
n
)


omo o intervalo de tempo entre to e to + � est�a sendo dividido em n subintervalos

temos que:

nX
i=1

�
i =
nX

i=1

�di = �:

Portanto, os 
oe�
ientes 
i e di obede
em a seguinte propriedade:

nX
i=1


i =
nX

i=1

di = 1;

No 
aso parti
ular em que o mapa utilizado �e de 1a ordem, n = 1, temos que

10




1 = 1

e

d1 = 1.

Se o mapa for de 2a ordem, n = 2,


1 = 
2 =
1
2
;

d1 = 1 e d2 = 0.

E, se for de 4a ordem, n = 4,


1 = 
4 =
1

2(2�21=3)
; 
2 = 
3 =

1�21=3

2(2�21=3)
;

d1 = d3 =
1

2�21=3
; d2 = �

21=3

2�21=3
; e d4 = 0.

Para n = 3 n~ao existe uma forma anal��ti
a para os 
oe�
ientes 
i e di. Normal-

mente a pre
is~ao de um mapa 
res
e quanto maior for a sua ordem. Por outro lado,

podemos observar que a 
omplexidade do mapa tamb�em 
res
e 
om n, o que pode

n~ao ser interessante, em fun�
~ao do tempo de pro
essamento que ser�a 
onsumido na

integra�
~ao.

O m�etodo de integra�
~ao que adotamos �e baseado no mapeamento de 2a ordem

de Wisdon e Holman (1992). Neste mapeamento o intervalo de tempo � (passo do

integrador) �e dividido em duas partes e o pro
esso de integra�
~ao �e 
ara
terizado por

três etapas:

1 - Na primeira etapa, em um intervalo de tempo igual a �
2
, 
ada 
orpo evolui sua

�orbita em torno do Sol independentemente dos demais. Em outras palavras,

o sistema evolui des
onsiderando as intera�
~oes m�utuas entre os planetas bem


omo a in
uên
ia dos planetas nas �orbitas das part��
ulas. O estudo �e, portanto,


onsiderado 
omo n� 1 problemas de dois 
orpos e, utilizando o algoritmo ap-

resentado em Danby (1988), a evolu�
~ao do sistema �e determinada pelas fun�
~oes

f e g de Gauss.

2 - Em seguida as perturba�
~oes m�utuas s~ao introduzidas 
onsiderando que, em um

intervalo de tempo igual a � , s~ao efetuadas as 
orre�
~oes nas velo
idades de
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todos os 
orpos. Estas 
orre�
~oes 
onsistem em somar, �as velo
idades �nais

determinadas no primeiro est�agio, o termo das perturba�
~oes multipli
adas por

� .

3 - Finalmente repete-se a primeira etapa onde novamete as intera�
~oes m�utuas entre

os 
orpos s~ao des
onsideradas e, para um intervalo de tempo igual a �
2
, as fun�
~oes

f e g de Gauss s~ao empregadas determinando, assim, a evolu�
~ao do sistema para

a outra metade do intervalo de tempo.

No modelo 
omputa
ional empregado as integra�
~os s~ao efetuadas de forma

simultânea para o movimento dos planetas e das part��
ulas e, monitorando em 
ada

passo de tempo a distân
ia relativa das part��
ulas aos planetas, somos 
apazes de

dete
tar a o
orrên
ia de en
ontros pr�oximos.

Consideramos, em nosso estudo, o en
ontro pr�oximo 
omo a situa�
~ao onde uma

part��
ula �e en
ontrada dentro da esfera de in
uên
ia de algum planeta. O valor do

raio da esfera de in
uên
ia de um planeta foi 
onsiderado 
omo a distân
ia do \ponto

de equil��brio inst�avel interno", L1, ao respe
tivo planeta. Como o nosso problema �e

el��pti
o ent~ao 
al
ulamos o ponto de equil��brio L1 \instantâneo", o qual �e determinado

em 
ada passo de integra�
~ao supondo, apenas para efeito de 
�al
ulo de L1, que a �orbita

do planeta �e 
ir
ular. Esta de�ni�
~ao apresenta um valor que n~ao difere muito do raio

da esfera de Hill. Com este 
rit�erio a ex
entri
idade do planeta produz um efeito

os
ilante no raio da esfera de in
uên
ia.

Como �e bem 
onhe
ido, quando uma part��
ula penetra na esfera de in
uên
ia

de algum planeta os valores do semi-eixo maior e da ex
entri
idade desta part��
ula,

muitas das vezes, sofrem abruptas mudan�
as, passando a des
rever uma �orbita 
om


ara
ter��sti
a 
ompletamente diferente da que possu��a anteriormente ao en
ontro, po-

dendo 
ulminar em uma 
olis~ao 
om o Sol ou 
om algum planeta, ou at�e mesmo

adquirir uma �orbita hiperb�oli
a (em rela�
~ao ao Sol), fazendo 
om que esta part��
ula

seja ejetada do Sistema Solar. Na �gura 2.1 n�os mostramos os resultados de uma in-

tegra�
~ao onde s~ao ilustrados os efeitos dos en
ontros pr�oximos nos elementos orbitais,

parti
ularmente no semi-eixo maior, na ex
entri
idade e na in
lina�
~ao. Nesta �gura
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as linhas largas mostram em (a) a evolu�
~ao do semi-eixo maior, em (b) da ex
ent-

ri
idade e (
) da in
lina�
~ao de uma �orbita 
om ao = 4:5 UA, eo = 0:05, io = 1:65o,


o = 78:0o, �o = 199:4o e $o = 122:2o. Os en
ontros pr�oximos s~ao mar
ados quando

as linhas �nas se tornam verti
ais. O valor 4 nos gr�a�
os de linha �na indi
a que

a part��
ula penetrou na esfera de in
uên
ia de J�upiter e o valor 5 indi
a que este

fenômeno o
orreu 
om Saturno. Como podemos per
eber, os instantes dos en
ontros

pr�oximos est~ao, na maioria dos 
asos, asso
iados a mudan�
as substan
iais nos valores

dos parâmetros orbitais a, e e i.

Como nosso trabalho 
onsiste em estudar a distribui�
~ao dos pequenos 
orpos

em v�arias regi~oes do Sistema Solar, ent~ao o nosso interesse �e identi�
ar quais �orbitas

s~ao est�aveis, no sentido de n~ao apresentarem en
ontro pr�oximo, uma vez que tais

�orbitas 
ontribuem de modo mais signi�
ativo para a 
ara
teriza�
~ao da popula�
~ao de

objetos em uma subregi~ao do Sistema Solar. Em fun�
~ao deste fato, o que a
onte
e ap�os

o en
ontro pr�oximo n~ao ser�a objeto de estudo neste trabalho. Assim, as integra�
~oes

efetuadas ao longo deste trabalho s~ao interrompidas ap�os o instante em que a part��
ula

penetra na esfera de in
uên
ia de algum planeta.
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Figura 2.1: In
uên
ia dos en
ontros pr�oximos: (a) no semi-eixo maior, (b) na ex
en-
tri
idade e (
) na in
lina�
~ao.

(a)

(b)

(
)
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Cap��tulo 3

Ressonân
ias de Movimento M�edio

Como �e bem 
onhe
ido (ver, por exemplo, Mi
helle Moons (1997)), os fenômenos

de ressonân
ias de movimento m�edio s~ao de grande importân
ia nos estudos da dis-

tribui�
~ao dos pequenos 
orpos no Sistema Solar. O 
rit�erio que adotamos na iden-

ti�
a�
~ao das ressonân
ias de movimento m�edio 
onsiste em determinar se o ângulo

ressonante � libra em torno de 0o ou 180o durante um determinado per��odo de in-

tegra�
~ao. A express~ao do ângulo �, a qual pode ser obtida do estudo da teoria de

perturba�
~ao para o problema de três 
orpos, rela
iona as longitudes m�edias do planeta

e da part��
ula, �m1
e �m2

, e a longitude do peri�elio da part��
ula, $m2
, da seguinte

forma:

� = p�m1
� q�m2

� (p� q)$m2

onde p e q s~ao inteiros tais que

p

q

�
nm2

nm1

;

onde nm1
�e o movimento m�edio do planeta e nm2

o movimento m�edio da part��
ula.

Da express~ao do ângulo ressonante � a
ima temos que:

$m2
= p

p�q
�m1

� q

p�q
�m2

� �

p�q
(3.1)
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Vemos, portanto, que existe uma rela�
~ao linear entre a longitude do peri�elio, $m2
, e

a longitude m�edia, �m2
, da part��
ula. Na �gura 3.1 mostramos o resultado de quatro

simula�
~oes onde as equa�
~oes (2.1) e (2.2) foram integradas no espa�
o tridimensional

por um tempo de, aproximadamente, 47600 anos. As integra�
~oes foram realizadas

empregando, para 
ada gr�a�
o da �gura 3.1, 10000 part��
ulas. As longitudes ini
iais

(do peri�elio, m�edia e do nodo as
edente) das part��
ulas foram es
olhidas uniforme

e aleatoriamente entre 0o e 360o. As ex
entri
idades ini
iais foram distribu��das de

forma uniforme no intervalo entre 0 e 0.4 e as in
lina�
~oes ini
iais foram determinadas

randomi
amente entre 0o e 30o, por�em obede
endo uma distribui�
~ao gaussiana 
om

< i >= 0o e desvio padr~ao �i = 10o. As 
ondi�
~oes ini
iais dos planetas foram

extra��das do The Astronomi
al Almana
 (1996) para a data 07/02/1996. Cada gr�a�
o

mostrado na �gura 3.1 
orresponde a uma ressonân
ia de movimento m�edio: a �gura

3.1-a 
orresponde �a ressonân
ia 3:2 
om J�upiter (grupo de Hilda, pr�oxima de 4 UA),

a �gura 3.1-b 
orresponde �a ressonân
ia 4:3 
om J�upiter (Thule, pr�oxima de 4.3 UA),

a 3.1-
 �a 4:5 
om Saturno (situada perto de 11.2 UA) e a 3.1-d �a 2:3 
om Saturno

(nas proximidades de 12.7 UA). Os pontos pretos 
orrespondem a 
ondi�
~oes ini
iais de

part��
ulas que n~ao sofreram en
ontro pr�oximo durante o tempo de integra�
~ao adotado.

As linhas largas 
orrespondem aos valores de $m2
em fun�
~ao de �m2

dados por 3.1 no


aso em que � = 0o. As linhas estreitas, analogamente �as linhas largas, 
orrespondem

ao 
aso em que � = 180o na express~ao 3.1.
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Figura 3.1: A rela�
~ao linear dada pela express~ao 3.1 entre os elementos $m2
e �m2

para as regi~oes de ressonân
ia de movimento m�edio: (a) ressonân
ia 3:2 
om J�upiter,
(b) 4:3 
om J�upiter, (
) 4:5 
om Saturno e (d) 2:3 
om Saturno.

(a) (b)

(
) (d)

Com o objetivo de identi�
ar as prin
ipais ressonân
ias no Sistema Solar, uti-

lizamos um modelo planar, restrito e el��pti
o, onde os sete maiores planetas e as

part��
ulas evoluem suas �orbitas em torno do Sol, o qual 
onstitui a origem do nosso

sistema de referên
ia. As �orbitas das part��
ulas s~ao perturbadas por todos os planetas,

os quais tamb�em se perturbam mutuamente. O 
onjunto de equa�
~oes diferen
iais que

des
reve a dinâmi
a do sistema �e dado pelas equa�
~oes 2.1 e 2.2, onde os vetores ~r, ~v

e _~v est~ao 
on�nados em um mesmo plano. As 
ondi�
~oes ini
iais dos planetas foram

obtidas, projetando na e
l��pti
a, os valores de posi�
~ao e velo
idade 
al
ulados a partir

dos dados extra��dos do The Astronomi
al Almana
, 1996. Para 
ada regi~ao des
rita

na tabela 2.1, 200 x 200 part��
ulas foram uniformemente distribu��das no espa�
o a-e

(semi-eixo maior x ex
entri
idade). As longitudes ini
iais do peri�elio foram, de forma
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aleat�oria e uniforme, es
olhidas entre 0o e 360o e a integra�
~ao do movimento de todas

part��
ulas ini
iou no perih�elio. Nesta etapa do trabalho adotamos, para a regi~ao inte-

rior a Saturno, o passo de tempo 
omo um 
inquenta avos do per��odo de J�upiter, o que


orresponde a, aproximadamente, 0.2372 anos. Para as regi~oes exteriores a Saturno o

passo foi de um d�e
imo do per��odo de J�upiter (� 1:186 anos). As integra�
~oes foram

pro
essadas para um tempo total 
orrespondente a 1000 passos.

As 
omensurabilidades analisadas no estudo da identi�
a�
~ao das prin
ipais

ressonân
ias de movimento m�edio foram: 1:1, 1:2, 1:3, 1:4, 1:5, 1:6, 1:7, 1:8, 1:9, 2:3,

2:5, 2:7, 2:9, 3:4, 3:5, 3:7, 3:8, 4:5, 4:7, 4:9, 5:6, 5:7, 5:8, 5:9, 6:7, 7:8, 7:9, 8:9 e tamb�em

as raz~oes inversas. O programa desenvolvido �e 
apaz de veri�
ar, para 
ada uma das

40000 
ondi�
~oes ini
iais em uma dada regi~ao, se existe alguma raz~ao de movimento

m�edio entre as men
ionadas a
ima para a qual o ângulo ressonante � libra, durante

o tempo de integra�
~ao, em torno de 0o ou 180o.

Nas �guras que se seguem mostramos os resultados obtidos no estudo da iden-

ti�
a�
~ao de ressonân
ias de movimento m�edio. Para melhorar a vizualiza�
~ao, nestas

�guras est~ao mostradas apenas as ressonân
ias que apresentaram maior n�umero de


ondi�
~oes ini
iais, visto que algumas regi~oes apresentam um n�umero relativamente

grande de ressonân
ias de movimento m�edio. Desta forma as regi~oes bran
as 
or-

respondem a ressonân
ias que apresentam menor n�umero de 
ondi�
~oes ini
iais 
om

o ângulo � librando em torno de 0o ou 180o ou a 
ondi�
~oes ini
iais para as quais o

ângulo � apresenta 
ir
ula�
~ao.

As ressonân
ias 3:1, 5:2 e 2:1 na �gura 3.2 est~ao asso
iadas �as gaps de Kirkwood

no 
intur~ao prin
ipal. Podemos tamb�em veri�
ar ressonân
ias que est~ao asso
iadas

a popula�
~oes 
onhe
idas de objetos, 
omo por exemplo, as ressonân
ias 3:2 e 1:1, as

quais 
orrespondem, respe
tivamente, ao grupo de Hilda e aos aster�oides Troianos.
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Figura 3.2: Ressonân
ias 
om J�upiter na regi~ao Sol-J�upiter.

As 
omensurabilidades 1:1 
om J�upiter/5:2 
om Saturno, nas �guras 3.3-a e 3.3-

b, respe
tivamente, 
orrespondem ao grupo dos aster�oides Troianos. As ressonân
ias

1:1 
om Saturno/2:5 
om J�upiter, nas �guras 3.3-b e 3.3-a, est~ao rela
ionadas aos

pontos Lagrangeanos L4 e L5 de Saturno e, 
onforme nossa abordagem para deter-

minar a distribui�
~ao de pequenos objetos que ser�a apresentada no 
ap��tulo 4, estas

ressonân
ias 
orrespondem a uma 
on
entra�
~ao de part��
ulas teste. Veremos tamb�em

que o espa�
o entre J�upiter e Saturno apresenta um pequeno n�umero de part��
ulas que

n~ao sofrem en
ontro pr�oximo, o que pode ser 
onseq�uên
ia da grande quantidade de

ressonân
ias de movimento m�edio que esta regi~ao apresenta.
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(a) (b)

(
) (d)

Figura 3.3: Ressonân
ias na regi~ao J�upiter-Saturno: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Sa-
turno, (
) 
om Urano e (d) 
om Netuno.

Os resultados obtidos no estudo da regi~ao entre Saturno e Urano s~ao apresen-

tados na �gura 3.4. No 
ap��tulo 4 veremos que algumas destas ressonân
ias est~ao

asso
iadas a 
on
entra�
~oes de part��
ulas teste, 
omo as ressonân
ias 4:7 
om Saturno

e 1:1 
om Urano (2:1 
om Netuno). Veremos tamb�em que existem ressonân
ias para

as quais o
orre o 
ontr�ario. Por exemplo as ressonân
ias 8:7 e 7:6 
om Urano, 9:4 
om

Netuno e 2:5 
om Saturno 
orrespondem, em semi-eixo, a regi~oes onde �e pequeno o

n�umero de 
ondi�
~oes ini
iais que n~ao sofrem en
ontro pr�oximo.
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(a) (b)

(
) (d)

Figura 3.4: Ressonân
ias na regi~ao Saturno-Urano: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Saturno,
(
) 
om Urano e (d) 
om Netuno.

As ressonân
ias 1:1 
om Urano/2:1 
om Netuno nas �guras 3.5-
 e 3.5-d 
on-

stituem, respe
tivamente, a 
ontinua�
~ao das �guras 3.4-
 e 3.4-d e est~ao asso
iadas

aos pontos de equil��brio Lagrangeanos L4 e L5 de Urano. Como podemos observar,

esta regi~ao apresenta um grande n�umero de ressonân
ias de movimento m�edio, pre-

dominantemente 
om os planetas Urano e Netuno.
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(a) (b)

(
) (d)

Figura 3.5: Ressonân
ias na regi~ao Urano-Netuno: (a) 
om J�upiter, (b) 
om Saturno,
(
) 
om Urano e (d) 
om Netuno.

Na �gura 3.6 mostramos as prin
ipais 
omensurabilidades 
om os planetas

Saturno, Urano e Netuno obtidas para a regi~ao Transnetuno. Nenhuma das 
ondi�
~oes

ini
iais apresentou libra�
~ao 
om J�upiter. Como veremos, as ressonân
ias 2:3, 4:7 e

1:2 
om Netuno 
orrespondem, em semi-eixo, a regi~oes que apresentam 
on
entra�
~oes

de part��
ulas teste. Podemos observar que as ressonân
ias 1:2 
om Urano/1:1 
om

Netuno que surgem nas �guras 3.6-b e 3.6-
 se 
ompletam, respe
tivamente, 
om os

resultados apresentados nas �guras 3.5-
 e 3.5-d.
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(a)

(b) (
)

Figura 3.6: Ressonân
ias na regi~ao Transnetuno: (a) 
om Saturno, (b) 
om Urano e
(
) 
om Netuno.
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Cap��tulo 4

O Estudo da Distribui�
~ao de

Pequenos Corpos no Sistema Solar

O m�etodo empregado neste 
ap��tulo 
onsiste em dividir 
ada uma das 
in
o regi~oes

men
ionadas na tabela 2.1 em 
em faixas 
ara
terizadas por pequenos intervalos de

semi-eixo maior. Em 
ada uma destas faixas, onde a ex
entri
idade varia uniforme-

mente de 0.0 a 0.4, adotamos um grid 100 x 100 no espa�
o a-e 
orrespondendo ao

semi-eixo maior e ex
entri
idade ini
iais das �orbitas a serem integradas. Pro
edendo

desta forma, a evolu�
~ao orbital de 1.000.000 de part��
ulas foi determinada para 
ada

regi~ao. As equa�
~oes do movimento dadas por (2.1) e (2.2) s~ao integradas at�e que

a part��
ula penetre na esfera de in
uên
ia de algum planeta ou at�e que um tempo

limite seja atingido. Se dentro do prazo de integra�
~ao a part��
ula penetrar na esfera

de in
uên
ia de qualquer planeta a simula�
~ao identi�
a o instante que isto a
onte
e

e tamb�em 
om qual planeta o en
ontro pr�oximo o
orreu. O valor empregado para

o passo foi PJ
50
, onde PJ � 11:9 anos �e o per��odo de J�upiter, e o tempo m�aximo de

integra�
~ao foi 4000PJ (� 47600 anos).

No estudo via um modelo planar a longitude do peri�elio in
ial foi, para as

part��
ulas, aleatoriamente determinada de 0o a 360o e a longitude m�edia ini
ial foi

0o. As 
ondi�
~oes ini
iais dos planetas foram obtidas a partir dos elementos orbitais

forne
idos pelo The Astronomi
al Almana
 (1996) para a data 07/02/1996, projetando

os vetores posi�
~ao e velo
idade na e
l��pi
a.
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No modelo n~ao planar os valores das in
lina�
~oes das part��
ulas foram intro-

duzidos de forma aleat�oria, por�em seguindo uma distribui�
~ao normal onde adotamos

< i >= 0o e desvio padr~ao �i = 10o. Al�em disso, 
om o intuito de n~ao in
luirmos

�obitas retr�ogradas, n�os 
onsideramos apenas os valores absolutos de i forne
idos pelo

algoritmo desenvolvido 
om base no m�etodo de Von Newman; S�obol, J.M. (1983). A

situa�
~ao des
rita pode ser visualizada na �gura 4.1, onde mostramos a distribui�
~ao

gerada para uma subregi~ao parti
ular, situada na regi~ao J�upiter - Saturno. Os de-

mais elementos 
l�assi
os, longitude do nodo as
endente, longitude m�edia e longitude

do peri�elio foram distribu��dos uniformemente e de forma aleat�oria no intervalo de 0o

a 360o. Neste estudo, os parâmetros orbitais dos planetas foram extra��dos do The

Astronomi
al Almana
 (1996) para a data 07/02/1996.

Figura 4.1: Para 
ada faixa foi adotada uma distribui�
~ao aleat�oria n~ao uniforme para
a in
lina�
~ao. O valor m�aximo �e 30o e a 
urva normal est�a 
entrada em 0o. O eixo
verti
al do histograma est�a normalizado.

Em geral, nos estudos rela
ionados �a distribui�
~ao de pequenos 
orpos no Sis-

tema Solar, o n�umero de 
ondi�
~oes ini
iais e o n�umero de passos a serem utilizados
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na integra�
~ao s~ao dois fatores de grande importân
ia a serem 
onsiderados devido

ao grande tempo de pro
essamento normalmente requerido. Um n�umero su�
ien-

temente grande de part��
ulas teste distribu��das de forma 
onveniente pode ser mais

interessante que um estudo realizado utilizando uma modesta quantidade de 
ondi�
~oes

ini
iais. Por outro lado o tempo de integra�
~ao deve ser longo o su�
iente para que os

v�arios fenômenos investigados tenham 
ondi�
~oes de se manifestar. Muitos estudos em

astronomia s~ao realizados tentando-se maximizar, na medida do poss��vel, estes dois

fatores.

O estudo que aqui propomos se diferen
ia dos trabalhos j�a desenvolvidos ba-

si
amente por levar em 
onta um n�umero 
onsider�avel de 
ondi�
~oes ini
iais que s~ao

integradas por um intervalo de tempo n~ao muito grande. A id�eia fundamental 
on-

siste na tentativa de inferir alguns resultados dinâmi
os para 
onsider�aveis tempos de

evolu�
~ao sem efetuar longas integra�
~oes.

O fato de que no passado os impa
tos entre pequenos e grandes 
orpos eram

mais freq�uentes do que nos dias atuais (ver por exemplo Shoemaker & Shoemaker

(1999)) nos leva a assumir que a taxa de o
orrên
ia de en
ontros pr�oximos �e uma

fun�
~ao de
res
ente do tempo. Dividindo o tempo total de integra�
~ao em k intervalos

de valor �t

�t = tempo total de integra�
~ao

k
(4.1)

e 
onsiderando que Nep(n�t) seja o n�umero de objetos que sofrem en
ontro pr�oximo


om algum planeta no intervalo de tempo entre (n� 1)�t e n�t, onde n �e um inteiro

tal que n = 1; 2; 3; :::; k, ent~ao podemos, a partir dos valores de Nep(n�t) obtidos

da integra�
~ao, determinar a lei de de
aimento representativa de 
ada uma das 
em

faixas de uma dada regi~ao. Uma vez 
onhe
ida a express~ao matem�ati
a que des
reve

a o
orrên
ia dos en
ontros pr�oximos somos ent~ao 
apazes de determinar Nep(n�t)

para valores de n t~ao grandes quanto sejam ne
ess�arios. Seja nm�ax o valor de n a

partir do qual a quantidade de en
ontros pr�oximos possa ser 
onsiderada desprez��vel.

Considerando " > 0 
omo um n�umero despres��vel de en
ontros pr�oximos num intervalo

�t, ent~ao nm�ax pode ser determinado pela express~ao
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Nep(nm�ax�t) < " � Nep

�
(nm�ax � 1)�t

�
: (4.2)

Conhe
endo nm�ax podemos, para 
ada faixa, determinar o tempo m�aximo

tm�ax = nm�ax�t; (4.3)

a partir do qual o pro
esso de en
ontros pr�oximos pode ser des
onsiderado. O n�umero

de �orbitas que n~ao apresentam en
ontros pr�oximos ser�a, ent~ao, dado por

Nrestante = NTotal �
nm�axX
n=1

Nep(n�t)) (4.4)

onde NTotal �e o n�umero ini
ial de part��
ulas em 
ada faixa. Fazendo

NnTotal =
Nrestante

NTotal

(4.5)

temos o n�umero relativo de objetos que n~ao sofrem en
ontro pr�oximo em 
ada faixa.

A maior parte deste estudo foi realizada adotando-se �t = 200 PJ , o que


orresponde aproximadamente a 2380 anos. Mais adiante dis
utiremos 
omo a es
olha

do valor do �t e de outros parâmetros pode afetar os resultados da distribui�
~ao dos

pequenos objetos no Sistema Solar. Como o tempo empregado nas simula�
~oes foi

de 4000PJ e �t = 200 PJ , temos, de 4.1, que k = 20. Deste modo, utilizando os

resultados das integra�
~oes determinamos, para 
ada faixa, os valores de Nep(n�t),

onde 1 � n � k(= 20). Com o objetivo de identi�
ar a express~ao matem�ati
a

que melhor des
reve a taxa temporal Nep(n�t) de en
ontros pr�oximos, ajustes n~ao-

lineares foram feitos 
onsiderando seis leis de de
aimento a três parâmetros (a, b e 
).

As formas de de
aimento utilizadas foram as seguintes:

Nep(n�t) = a log
� b

n�t + 


�
(4.6)
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Nep(n�t) = a log
� b

n�t
+ 


�
(4.7)

Nep(n�t) = a+ be�
n�t (4.8)

Nep(n�t) = ae

�
b

n�t
+

�

(4.9)

Nep(n�t) = ae

 
1

bn�t+


!
(4.10)

Nep(n�t) = a(n�t� b)
 (4.11)

Realizamos, ainda, o ajuste n~ao-linear para uma generaliza�
~ao da lei de de
ai-

mento mista de Sim�o et al. 1995, de�nida a dois parâmetros, a e b, 
omo:

Nep(n�t) = (n�t)a log(n�t)b (4.12)

Os parâmetros das leis de de
aimento a
ima foram determinados, via ajuste n~ao

linear, para 
ada faixa da regi~ao Sol-J�upiter. Comparando o 
oe�
iente de 
orrela�
~ao

R2 forne
ido pelo ajuste para 
ada lei de de
aimento podemos identi�
ar aquela que

melhor se ajusta aos dados obtidos pela integra�
~ao. Os resultados s~ao apresentados

na �gura 4.2. Como podemos veri�
ar a lei de potên
ia apresenta, na maioria dos


asos, o maior valor para R2 e, portanto, o melhor ajuste. Com base neste resultado

es
olhemos a lei de potên
ia para determinar a taxa de en
ontros pr�oximos ao longo
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(a) (b)

Figura 4.2: (a) Compara�
~ao do 
oe�
iente de 
orrela�
~ao, R2, para sete leis de de
ai-
mento. (b) Uma amplia�
~ao no eixo verti
al de (a) permite-nos visualizar os valores
de R2 pr�oximos de 1. Como podemos observar a lei de potên
ia foi a que apresentou
o 
oe�
iente de 
orrela�
~ao mais pr�oximo de 1 para a maioria das faixas. O retângulo
transparente 
orresponde a regi~ao onde o n�umero de en
ontros pr�oximos �e pequeno,
forne
endo baixos valores para R2.

deste trabalho. A regi~ao delimitada pelo retângulo transparente 
orresponde a um


onjunto de faixas onde o m�etodo n~ao �e apli
�avel. O n�umero de en
ontros pr�oximos

nesta regi~ao �e, dentro do prazo de tempo empregado na simula�
~ao, muito pequeno, o

que forne
e baixos valores de R2 para todas as leis de de
aimento analisadas. Como

podemos notar, o intervalo de semi-eixo maior 
ompreendido pelo retângulo transpar-

ente 
orresponde, em boa parte, �a regi~ao do 
intur~ao dos aster�oides.

Nas �guras 4.3-a e 4.3-b mostramos, em gr�a�
os log-log, o ajuste forne
ido pela

lei de potên
ia para duas diferentes faixas. A primeira 
orresponde ao intervalo de

semi-eixo entre 1.40462 UA e 1.45664 UA e a segunda ao intervalo entre 7.69939 UA

e 7.75141 UA. Na �gura 4.3-
 mostramos o ajuste n~ao-linear obtido para para uma

faixa 
ujo intervalo de semi-eixo maior perten
e �a regi~ao de Thule e na �gura 4.3-d
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mostramos o resultado do ajuste para uma faixa lo
alizada na regi~ao do retângulo

transparente da �gura 4.2. Como podemos observar, o 
oe�
iente de 
orrela�
~ao, R2,

obtido no ajuste da �gura 4.3-d apresenta um valor signi�
ativamente mais baixo que

os outros três ajustes.

(
) (d)

(a) (b)

Figura 4.3: O ajuste aos dados da integra�
~ao forne
ido pela lei de potên
ia: (a) para
uma faixa da regi~ao Sol-J�upiter, (b) para uma faixa da regi~ao J�upiter-Saturno, (
)
para uma faixa lo
alizada na regi~ao de Thule e (d) para uma faixa lo
alizada na regi~ao
do retângulo da �gura 4.2, onde o m�etodo n~ao �e apli
�avel.

Com o n�umero de en
ontros pr�oximos, Nep(n�t), forne
ido pela integra�
~ao,

determinamos, via ajuste n~ao-linear, os parâmetros a, b e 
 da lei de potên
ia para


ada faixa de todas as regi~oes do Sistema Solar. Empregando a express~ao 4.11 para

determinar o n�umero de en
ontros pr�oximos e adotando " = 1 obtemos, por meio das

express~oes 4.2 e 4.3, o valor do tempo m�aximo tm�ax a partir do qual a o
orrên
ia de

en
ontros pr�oximos pode ser des
onsiderada e, pela express~ao 4.5, determinamos o

n�umero relativo NnTotal de objetos que permane
em em 
ada faixa.

Na �gura 4.4 mostramos, para a regi~ao Sol-J�upiter, o gr�a�
o de NnTotal x tm�ax.
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Cada ponto desta �gura 
orresponde aos valores de NnTotal e tm�ax obtidos para uma

faixa. Por meio desta �gura podemos 
on
luir que n~ao existe uma 
orrela�
~ao bem

de�nida entre os parâmetros NnTotal e tm�ax (uma 
orrela�
~ao linear, por exemplo, seria

visualizada, na �gura 4.4, 
omo um alinhamento dos pontos em torno de uma reta

m�edia). Desta forma o produto tm�ax � NnTotal pode ser um parâmetro importante na


ara
teriza�
~ao da distribui�
~ao de objetos. De fato, 
omo mostraremos na pr�oxima

se�
~ao, o produto tm�ax � NnTotal se aproxima melhor da distribui�
~ao observada de pe-

quenos objetos e de resultados obtidos em outros trabalhos, que os parâmetros NnTotal

ou tm�ax 
onsiderados separadamente. Em fun�
~ao deste fato o produto tm�ax � NnTotal

ser�a de�nido 
omo parâmetro de popula�
~ao lo
al, PPL:

PPL = tm�axNnTotal: (4.13)

Figura 4.4: A n~ao 
orrela�
~ao entre NnTotal e tm�ax para a regi~ao Sol-J�upiter no modelo
n~ao planar. Para as demais regi~oes, tanto para o modelo planar 
omo para o modelo
n~ao planar, NnTotal e tm�ax s~ao semelhantemente n~ao 
orrela
ionados.

4.1 O Modelo Planar

4.1.1 Regi~ao Sol-J�upiter

Na �gura 4.5 mostramos os gr�a�
os de tm�ax, NnTotal e PPL para a regi~ao Sol-J�upiter.

Como podemos veri�
ar os gr�a�
os de tm�ax e NnTotal possuem signi�
ativas diferen�
as.
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Podemos observar que o gr�a�
o de NnTotal apresenta um pequeno valor em 4.1 UA

enquanto que tm�ax, para o mesmo valor de semi-eixo, apresenta um m�aximo (alto valor

relativo). Pr�oximo a 4.0 UA temos um m�aximo em NnTotal e um m��nimo em tm�ax e

o mesmo a
ontesse para 3.5 UA e 3.7 UA. Entre 3.75 UA e 3.85 UA tm�ax apresenta

valores 
onsider�aveis enquanto NnTotal apresenta baixos valores; e o m�aximo que tm�ax

apresenta nas proximidades de 3.65 UA 
orresponde a um m��nimo em NnTotal. O

mesmo j�a n~ao a
onte
e para o intervalo entre 4.5 UA e 5.0 UA onde tm�ax e NnTotal ap-

resentam valores pequenos, e entre 5.0 UA e 5.5 UA onde ambos apresentam m�aximo.

Per
ebemos tamb�em que os m�aximos e os m��nimos de NnTotal que surgem para os

valores de semi-eixo menores que 1.5 UA est~ao todos semelhantemente asso
iados a

baixos valores de tm�ax. Toda esta 
omplexidade �e, sem d�uvida, proveniente da n~ao

existên
ia de 
orrela�
~ao entre os parâmetros tm�ax e NnTotal, 
onforme dis
utido na

se�
~ao anterior.

Agora, analizando a �gura 4.5-
, veri�
amos que o PPL apresenta m�aximos

para valores de semi-eixo maior 
orrespondentes ao grupo de Apollo (entre 1.2 UA

e 1.5 UA), ao grupo de Hung�aria (em 2.0 UA), ao grupo de Cybele (em 3.5 UA),

ao grupo Hilda (ressonân
ia 3:2, em 4.0 UA), �a Thule (ressonân
ia 4:3, em 4.3 UA)

e aos aster�oides Troianos (ressonân
ia 1:1, em 5.2 UA). O m�aximo em 3.7 UA, res-

sonân
ia 5:3, pare
e n~ao 
onstituir um grupo 
onhe
ido de aster�oides. Os retângulos

de 
or 
inza que s~ao apresentados na �gura 4.5 
orrespondem, em semi-eixo maior,

aos retângulos transparentes da �gura 4.2.

Na �gura 4.6 mostramos a distribui�
~ao observada de objetos. Nesta �gura

foram 
onsiderados apenas os aster�oides numerados 
om exe
entri
idades menores que

0.5 e in
lina�
~oes inferiores a 10o. Nesta �gura as 
olunas do histograma têm largura de

0.052 UA, o que 
orresponde �a largura adotada de 
ada faixa para obten�
~ao da �gura

4.5. A es
ala verti
al foi limitada em 100 para melhor visualiza�
~ao dos lo
ais 
om

menor n�umero de aster�oides. Comparando as �guras 4.5-
 e 4.6 podemos 
on
luir que

que o parâmetro de popula�
~o lo
al, PPL, pare
e 
onstituir uma boa aproxima�
~ao para

o estudo da distribui�
~ao de pequenos objetos, uma vez que a maioria das regi~oes que

apresentam altos valores do PPL 
oin
ide 
om regi~oes de 
on
entra�
~oes de aster�oides.
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Figura 4.5: A regi~ao interna a J�upiter: (a) gr�a�
o do tempo de deple�
~ao, (b) do
n�umero relativo de objetos remane
entes e (
) o produto dos gr�a�
os (a) e (b).

(a)

(b)

(
)

4.1.2 Regi~ao entre J�upiter e Saturno

Na �gura 4.7 apresentamos os resultados obtidos para a regi~ao entre J�upiter e Sat-

urno. Como podemos observar, tm�ax e NnTotal apresentam valores 
onsider�aveis nas

proximidades de 5.2 UA, o que produz um PPL bem alto na regi~ao dos Troianos. O

m�aximo que o gr�a�
o do PPL apresenta em torno de 9.6 UA est�a rela
ionado 
om as

vizinhan�
as dos pontos L4 e L5 de Saturno. Os m�aximos que o PPL apresenta em 7.2

Figura 4.6: A distribui�
~ao dos aster�oides numerados para a regi~ao entre 0.5 UA e 5.5
UA.
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UA e 7.4 UA est~ao em a
ordo 
om os resultados que Grazier et al. (1999) obtiveram

atrav�es de uma integra�
~ao para 109 anos. A linha horizontal mostrada na �gura 4.7-



orresponde ao valor do PPL da regi~ao de Thule, na �gura 4.5-
. Como podemos ob-

servar, o parâmetro de popula�
~ao lo
al que a regi~ao entre J�upiter e Saturno apresenta

�e, ex
eto nas proximidades de J�upiter, menor que o PPL de Thule. De fato, pou
os

objetos s~ao 
onhe
idos nesta regi~ao al�em dos aster�oides Troianos.

Figura 4.7: Os gr�a�
os: (a) do tm�ax, (b) do NnTotal e (
) do PPL para a regi~ao entre
J�upiter e Saturno.

(a)

(b)

(
)

Utilizando o m�etodo des
rito no 
ap��tulo 3 identi�
amos, nos gr�a�
os do PPL,

as prin
ipais ressonân
ias de movimento m�edio. Nas �guras que seguem as 
olunas

retangulares indi
am regi~oes de ressonân
ia m�edia 
om um determinado planeta. A

linha �na 
ont��nua indi
a as ressonân
ias 
om J�upiter e a linha mais larga 
ont��nua

indi
a as ressonân
ias 
om Saturno. As ressonân
ias 
om Urano e Netuno s~ao indi-


adas pelas linhas tra
ejadas, �na e larga, respe
tivamente. O 
entro destas barras


orresponde ao valor m�edio em semi-eixo maior, < a >ress, das ressonân
ias analisadas

e a largura das barras �e 2�ress, sendo �ress o desvio padr~ao, em semi-eixo maior, de


ada ressonân
ia. A altura das barras, dada por Nr, foi de�nida 
omo o n�umero
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de 
ondi�
~oes ini
iais em uma determinada ressonân
ia dividido por 40000, que �e o

n�umero total de 
ondi�
~oes ini
iais em 
ada regi~ao. Desta forma as barras mais largas

indi
am ressonân
ias que 
obrem um maior intervalo de semi-eixo, enquanto que uma

barra mais alta aponta a regi~ao onde foi maior o n�umero de 
ondi�
~oes ini
iais que

apresentaram libra�
~ao do ângulo 
r��ti
o durante o tempo de integra�
~ao adotado.

Figura 4.8: A determina�
~ao dos lo
ais que apresentam ressonân
ias de movimento
m�edio (barras verti
ais) no estudo da distribui�
~ao de objetos (gr�a�
o do PPL) na
regi~ao entre J�upiter e Saturno.

Na �gura 4.8 podemos observar que os m�aximos nas proximidades de 7.2 UA e

7.4 UA n~ao 
orrespondem ao 
entro de nenhuma das ressonân
ias de movimento m�edio

analisadas. Entre estes m�aximos temos as ressonân
ias 3:5 
om J�upiter e 3:8 
om

Saturno. Entre 5.5 UA e 7 UA e entre 7.5 UA e 9 UA observamos um grande n�umero

de ressonân
ias de movimento m�edio, o que pode ter sido respons�avel pelo baixo valor

do PPL para estes intervalos de semi-eixo. Na regi~ao de J�upiter, em aproximadamente

5.2 UA, podemos observar uma ressonân
ia 
om J�upiter (1:1) asso
iada aos Troianos.

Nesta regi~ao observamos tamb�em ressonân
ias 
om dois outros planetas, sendo elas

a 5:2 
om Saturno e 7:1 
om Netuno. O m�aximo em 9.4 UA 
orresponde ao 
entro

da ressonân
ia 3:1 
om Urano. O m�aximo em 9.6 UA 
orresponde ao 
entro das

ressonân
ias 2:5 
om J�upiter e 1:1 
om Saturno.
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4.1.3 Regi~ao entre Saturno e Urano

Os resultados obtidos para a regi~ao Saturno-Urano s~ao mostrados na �gura 4.9. Como

podemos notar, os m�aximos que tm�ax apresenta para 13 UA, 13.8 UA, 14.25 UA e

14.4 UA est~ao asso
iados a baixos valores de NnTotal, o que reduz o PPL para estes

valores de semi-eixo maior. Podemos observar tamb�em que os m�aximos que o PPL

apresenta nas proximidades de 12 UA, 12.5 UA, 13.5 UA e entre 14.7 UA e 16 UA

est~ao asso
iados aos altos valores que NnTotal apresenta para estes valores de semi-

eixo. Os m�aximos que PPL apresenta nas proximidades de 9.6 UA e 19.3 UA est~ao

asso
iados aos hipot�eti
os troianos de Saturno e Urano, respe
tivamente. A linha

horizontal na �gura 4.9-
 mostra o valor do PPL da regi~ao dos Troianos na �gura

4.5-
. Como podemos veri�
ar, em 12.5 UA e 13.5 UA o PPL �e superior ao PPL dos

Troianos. As vizinha�
as destes valores de semi-eixo maior s~ao, portanto, boas 
andi-

Figura 4.9: A regi~ao entre Saturno e Urano: (a) gr�a�
o do tm�ax, (b) do NnTotal e (
)
do PPL.

(a)

(b)

(
)

datas a possu��rem 
on
entra�
~oes de pequenos 
orpos. O m�aximo em 12.5 UA e o

pi
o em 16 UA tamb�em foram en
ontrados por Grazier et al. 1999. Contudo n�os n~ao

obtivemos o pi
o que eles en
ontraram em 14.4 UA.
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Na �gura 4.10 podemos observar que a regi~ao entre Saturno e Urano �e bastante

ri
a em ressonân
ias de movimento m�edio. Em 9.6 UA veri�
amos, novamente, as

ressonân
ias 1:1 
om Saturno e 2:5 
om J�upiter. O m�aximo que o PPL apresenta

em 12.5 UA 
orresponde �a ressonân
ia 2:3 
om Saturno e o m�aximo em 13.5 UA


orresponde ao 
entro da ressonân
ia 3:5 
om Saturno. Os m�aximos do PPL em 14.8

UA e 15.3 UA n~ao 
orrespondem ao 
entro de nenhuma das ressonân
ias analisadas.

Em 15.9 UA o PPL possiu um m�aximo que 
orresponde �a ressonân
ia 4:3 
om Urano

e o pequeno pi
o em 17 UA 
orresponde �a ressonân
ia 7:3 
om Netuno. Em 19.3 UA

temos a ressonân
ia 1:1 
om Urano. O m�aximo que o PPL apresenta em 18.9 UA


orresponde �a ressonân
ia 2:1 
om Netuno e a gap em 19.2 UA �a ressonân
ia 1:7 
om

J�upiter.

Figura 4.10: A determina�
~ao dos lo
ais que apresentam ressonân
ias de movimento
m�edio no estudo da distribui�
~ao de objetos na regi~ao entre Saturno e Urano.

4.1.4 Regi~ao entre Urano e Netuno

Na �gura 4.11 apresentamos os gr�a�
os para a regi~ao entre Urano e Netuno. A es
ala

verti
al da �gura 4.11-a est�a logaritmi
a para uma melhor visualiza�
~ao dos lo
ais onde
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tm�ax apresenta pequenos valores. O m�aximo que o PPL apresenta pr�oximo de 30 UA

est�a asso
iado aos hipot�eti
os troianos de Netuno. Como podemos observar, a �gura

4.11-
 apresenta, em 19.6 UA, 21.9 UA, 22.5 UA, 24 UA e 26 UA, valores que n~ao

diferem muito do PPL de Thule. Portanto n~ao esperamos que sejam en
ontrados

muitos objetos entre 19.5 UA e 29 UA. Holmam 1997 en
ontrou 
on
entra�
~oes de

objetos est�aveis para 4.5 Gyr na regi~ao entre Urano e Netuno. O baixo valor do PPL

que veri�
amos para esta regi~ao �e, 
ontudo, 
onsistente 
om o fato de que apenas

quatro part��
ulas al
an�
aram 100 Myr no trabalho de Grazier et al. 1999.

Figura 4.11: Os resultados obtidos para a regi~ao entre Urano e Netuno: (a) para o
tm�ax, (b) para o NnTotal e (
) para o PPL.

(a)

(b)

(
)

Como podemos veri�
ar, o m�aximo em 19.6 UA nas �guras 4.11 e 4.12 �e a 
on-

tinua�
~ao das �guras 4.9 e 4.10, 
orrespondendo a ressonân
ia 1:1 
om Urano. Podemos

observar tamb�em, na �gura 4.12, que os pi
os em 21.9 UA e 22.5 UA n~ao 
orrespon-

dem ao 
entro de nenhuma ressonân
ia e que entre eles temos três ressonân
ias: em

22 UA temos a 2:7 
om Saturno e a 8:5 
om Netuno e, um pou
o �a direita, em 22.3

UA, temos a 4:5 
om Urano. O m�aximo do parâmetro de popula�
~ao lo
al em 24 UA

n~ao est�a asso
iado a nenhuma das ressonân
ias de movimento m�edio estudadas e o
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m�aximo do PPL em 26 UA 
orresponde �a ressonân
ia 5:4 
om Netuno. O m�aximo

pr�oximo a 30 UA 
orresponde �a ressonân
ia 1:1 
om Netuno.

Figura 4.12: A determina�
~ao dos lo
ais que apresentam ressonân
ias de movimento
m�edio no estudo da distribui�
~ao de objetos na regi~ao entre Urano e Netuno.

4.1.5 Regi~ao Transnetuno

Os resultados obtidos para a regi~ao Transnetuno s~ao mostrados na �gura 4.13. Da

mesma forma que na �gura 4.11-a, a es
ala verti
al da �gura 4.13-a est�a logaritmi
a

para melhor visualiza�
~ao dos valores pequenos de tm�ax. Como podemos observar,

o gr�a�
o do PPL da regi~ao transnetuniana �e mar
ada pela presen�
a de in�umeros

m�aximos, sendo alguns superiores ao PPL dos Troianos. Os pi
os nas proximidades

de 43.7 UA e 47.7 UA 
orrespondem, respe
tivamente, �as ressonân
ias 4:7 e 1:2,

ambas 
om Netuno, onde s~ao observados aglomerados de objetos. O gr�a�
o do PPL

apresenta um pi
o em 39.6 UA, o qual est�a asso
iado �a ressonân
ia 2:3 
om Netuno,

onde tamb�em �e observada uma popula�
~ao de objetos (lembramos, entretanto, que

estes resultados foram obtidos do modelo planar. Como ser�a mostrado na se�
~ao 4.2.5

este m�aximo �e bem mais a
entuado no modelo 3-D). Algumas das faixas situadas no

intervalo de semi-eixo entre 47.6 UA e 52.0 UA apresentaram, dentro do prazo de

integra�
~ao, um n�umero reduzido de en
ontros pr�oximos, o que 
onduziu a 
oe�
ientes
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Figura 4.13: A regi~ao transnetuniana: (a) gr�a�
o do tm�ax, (b) do NnTotal e (
) do PPL.

(a)

(b)

(
)

de 
orrela�
~ao R2 n~ao muito satisfat�orios. Portanto os gr�a�
os de tm�ax, NnTotal e PPL

podem, para alguns valores de semi-eixo deste intervalo, n~ao serem muito 
on��aveis.

Na �gura 4.14 podemos observar que o m�aximo em 30.8 UA n~ao 
orresponde

Figura 4.14: A 
ara
teriza�
~ao de ressonâ
ias de movimento m�edio na distribui�
~ao de
pequenos objetos da regi~ao Transnetuno.

ao 
entro de nenhuma ressonân
ia de movimento m�edio. O m�aximo em 35 UA 
orres-

ponde ao 
entro da ressonân
ia 4:5 
om Netuno e o m�aximo em 36.5 UA �a ressonân
ia
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3:4 
om Netuno. Os m�aximos em 39.6 UA, 41.1 UA e 42.4 UA 
orrespondem, respe
-

tivamente, �as ressonân
ias 2:3, 5:8 e 3:5, todas 
om Netuno. Os m�aximos em 43.7 UA

e em 47.7 UA 
orrespondem �as ressonân
ias 4:7 e 1:2, ambas 
om Netuno. A gap em

40 UA 
orresponde �a ressonân
ia 1:3 
om Urano.

4.2 O Modelo 3-D

4.2.1 Regi~ao Sol-J�upiter

Na �gura 4.15 mostramos os resultados obtidos no estudo do modelo n~ao planar para

a regi~ao Sol-J�upiter. Como podemos notar, a regi~ao onde o ajuste n~ao �e 
on��avel,

mar
ada pela faixa 
inza, aumentou 
om rela�
~ao ao modelo planar. Os pi
os que o

PPL apresenta nas proximidades de 4 UA e 4.3 UA 
orrespondem, respe
tivamente,

ao grupo de Hilda, ressonân
ia 3:2, e Thule, ressonân
ia 4:3. Podemos observar

tamb�em altos valores do PPL para a regi~ao dos Troianos, ressonân
ia 1:1, em 5.2 UA.

Comparando as �guras 4.5-
 e 4.15-
 notamos que o m�aximo em 3.7 UA, ressonân
ia

5:3, desapare
e para o modelo n~ao planar. O alto valor que o PPL apresenta nas

proximidades de 0.52 UA n~ao 
orresponde a nenhum grupo de aster�oides 
onhe
ido.

Entretanto lembramos aqui que no modelo adotado n~ao foi in
lu��do Mer
�urio. Assim

n~ao sabemos o efeito deste planeta no PPL para a regi~ao situada nas proximidades de

0.52 UA.

4.2.2 Regi~ao entre J�upiter e Saturno

Na �gura 4.16 �e mostrado o resultado obtido para a regi~ao entre J�upiter e Saturno.

Comparando as �guras 4.7 e 4.16 podemos observar que, para esta regi~ao, o modelo

planar e o modelo tridimensional n~ao apresentam signi�
ativas diferen�
as. A linha

horizontal mostra o PPL da regi~ao de Thule obtido no modelo n~ao planar (em 4.3 UA

na �gura 4.15-
). O alto valor que o PPL apresenta em 5.2 UA est�a asso
iado aos as-
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(a)

(b)

(
)

Figura 4.15: A regi~ao interna a J�upiter: (a) gr�a�
o do tempo m�aximo de deple�
~ao
de objetos, (b) do n�umero relativo de objetos remane
entes e (
) o parâmetro de
popula�
~ao lo
al.

ter�oides Troianos, e o pi
o em 9.65 UA est�a rela
ionado aos pontos L4 e L5 de Saturno.

Como podemos observar, os pi
os que o PPL apresenta em 7.2 UA e 7.4 UA possuem

valores que n~ao diferem muito do PPL de Thule.

Na �gura 4.17 podemos observar que o m�aximo do PPL nas proximidades de

Saturno, em 9.65 UA, est�a asso
iado a duas ressonân
ias. S~ao elas a 1:1 
om Saturno

e 2:5 
om J�upiter. Da mesma forma que no modelo planar, os pequenos pi
os em

7.2 UA e 7.4 UA n~ao 
orrespondem ao 
entro de nenhuma ressonân
ia de movimento

m�edio. Pr�oximo a J�upiter, em 5.2 UA, temos as ressonân
ias 1:1 
om J�upiter, 5:2


om Saturno e 7:1 
om Netuno, as quais est~ao asso
iadas ao grupo dos aster�oides
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Figura 4.16: Regi~ao entre J�upiter e Saturno: (a) gr�a�
o do tempo de deple�
~ao, (b)
do n�umero relativo de objetos remane
entes e (
) o produto dos gr�a�
os (a) e (b).

(a)

(b)

(
)

Troianos. Como podemos observar a maior parte desta regi~ao �e 
oberta por res-

sonân
ias de movimento m�edio. Possivelmente esta �e raz~ao pela qual o PPL apresenta,

para esta regi~ao, baixos valores.

Figura 4.17: A determina�
~ao de ressonâ
ias de movimento m�edio no gr�a�
o do PPL
obtido no estudo da distribui�
~ao de pequenos objetos na regi~ao J�upiter-Saturno.
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4.2.3 Regi~ao entre Saturno e Urano

Os resultados obtidos no estudo da regi~ao entre Saturno e Urano s~ao mostrados na

�gura 4.18. Comparando as �guras 4.9 e 4.18 notamos que, nesta regi~ao, a in
lina�
~ao

produziu uma grande diferen�
a na distribui�
~ao dos pequenos 
orpos. Podemos ob-

servar na �gura 4.18-
 que o parâmetro de popula�
~ao lo
al apresenta, em 13.9 UA,

um m�aximo relativamente mais alto que o PPL dos Troianos. Notamos tamb�em que

os m�aximos do parâmetro de popula�
~ao lo
al em 11.6 UA, 12.8 UA, 13.1 UA e 13.6

UA apresentam valores pr�oximos ao PPL dos Troianos. Portanto, diferentemente da

regi~ao entre J�upiter e Saturno, a regi~ao entre Saturno e Urano ofere
e 
ondi�
~oes mais

favor�aveis �a existên
ia de regi~oes 
om 
on
entra�
~oes de pequenos 
orpos. O retângulo


inza entre 19.1 UA e 19.3 UA est�a 
obrindo uma regi~ao onde o n�umero de en
ontros

pr�oximos foi, dentro do prazo de integra�
~ao, pequeno, o que n~ao nos permitiu deter-

minar, 
om seguran�
a, os parâmetros da lei de potên
ia. O m�aximo que en
ontramos

Figura 4.18: Regi~ao entre Saturno e Urano: (a) gr�a�
o do tm�ax, (b) do NnTotal e (
)
do parâmetro de popula�
~ao lo
al, PPL.

(a)

(b)

(
)
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em 14.3 UA �e 
onsistente 
om o pi
o que Grazier et al. 1999 obtiveram em 14.4 UA.

Grazier et al. 1999 en
ontram dois outros pi
os, em 12.5 UA e 16 UA, que n�os n~ao

obtemos.

Analisando a �gura 4.19 veri�
amos que o m�aximo do PPL em 9.65 UA 
or-

responde a duas ressonân
ias de movimento m�edio, sendo elas a 2:5 
om J�upiter e

1:1 
om Saturno. Os m�aximos que o PPL apresenta em 11.6 UA e 12.8 UA n~ao 
or-

respondem ao 
entro de nenhuma das ressonân
ias de movimento m�edio analisadas.

O m�aximo em 13.1 UA 
orresponde ao 
entro da ressonân
ia 1:4 
om J�upiter. O

m�aximo em 13.6 UA 
orresponde �a ressonân
ia 5:3 
om Urano e o m�aximo em 13.9

UA n~ao 
orresponde ao 
entro de nenhuma ressonân
ia. A gap em 13 UA 
orresponde

Figura 4.19: A 
ara
teriza�
~ao dos lo
ais que apresentam ressonân
ias de movimento
m�edio no gr�a�
o do PPL obtido no estudo da distribui�
~ao de objetos na regi~ao entre
Saturno e Urano.

�a ressonân
ia 9:5 
om Urano e a gap em 14.15 UA �as ressonân
ias 2:9 
om J�upiter

e 5:9 
om Saturno. O m�aximo que o PPL apresenta em 14.3 UA n~ao 
orresponde

ao 
entro de nenhuma ressonân
ia de movimento m�edio estudada. Como podemos

observar, o gr�a�
o do PPL apresenta, no intervalo de semi-eixo entre 14.5 UA e 18 UA,

valores baixos, o que pode ser uma 
onseq�uên
ia do grande n�umero de ressonân
ias

de movimento m�edio que esta regi~ao possui neste intervalo de semi-eixo. A faixa 
inza

entre 19.1 UA e 19.3 UA 
orresponde �as ressonân
ias 1:7 
om J�upiter, 1:1 
om Urano
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e 2:1 
om Netuno.

4.2.4 Regi~ao entre Urano e Netuno

Na �gura 4.20 mostramos os gr�a�
os do tm�ax, NnTotal e PPL para a regi~ao entre Urano e

Netuno. Como podemos notar os m�aximos que NnTotal apresenta nas proximidades de

22.9 UA, 24.9 UA, 25.15 UA, 25.4 UA e 29.4 UA est~ao todos asso
iados, nestes mesmos

valores de semi-eixo, a m��nimos no gr�a�
o do tm�ax. As faixas 
inza que apare
em

em torno de 19.5 UA e 30 UA est~ao, da mesma forma que nos 
asos anteriores,


obrindo faixas onde o n�umero de en
ontros pr�oximos foi pequeno dentro do tempo de

integra�
~ao e, portanto, n~ao nos permitiu obter um bom ajuste para a lei de potên
ia.

Como podemos observar, o gr�a�
o do parâmetro de popula�
~ao lo
al apresenta, em

22.9 UA, 24.9 UA, 25.15 UA, 25.4 UA e 29.4, valores que n~ao diferem muito do PPL

Figura 4.20: Os resultados obtidos para a regi~ao entre Urano e Netuno. (a) o gr�a�
o
do tm�ax, (b) do NnTotal e (
) do PPL.

(a)

(b)

(
)

dos Troianos. O m�aximo que obtemos em 25.4 UA 
on�rma o resultado de Holmam

1997 no qual objetos nas vizinhan�
as de 25.6 UA permane
eram na integra�
~ao por

4.5 Gyr. No trabalho de Grazier et al. 1999 os objetos neste intervalo de semi-eixo

46



maior permane
eram por menos de 100 Myr. Holmam 1997 veri�
ou que objetos nas

proximidades de 24.6 UA s~ao 
apazes de permane
er na integra�
~ao por 4.5 Gyr. Gra-

zier et al. 1999 observaram que os objetos nas vizinhan�
as de 24.5 UA s~ao eliminados

da integra�
~ao antes de 100 Myr. Como podemos observar, o PPL que obtemos para

este intervalo de semi-eixo foi baixo. Grazier et al. 1999 veri�
aram que, na regi~ao

entre Urano e Netuno, apenas quatro de 10000 
ondi�
~oes ini
iais permane
eram por

100 Myr. De fato, a maior parte desta regi~ao �e 
ara
terizada por baixos valores de

PPL.

Figura 4.21: A determina�
~ao dos lo
ais que apresentam ressonân
ias de movimento
m�edio no estudo da distribui�
~ao de objetos na regi~ao entre Urano e Netuno.

Podemos observar, nas �guras 4.20 e 4.21, que a faixa 
inza entre 19.3 UA e

19.6 UA �e a 
ontinua�
~ao da faixa 
inza das �guras 4.18 e 4.19, 
orrespondendo �as

ressonân
ias 1:7 
om J�upiter, 1:1 
om Urano e 2:1 
om Netuno. O m�aximo que o

PPL apresenta em 22.9 UA n~ao 
orresponde ao 
entro de nenhuma das ressonân
ias

de movimento m�edio estudadas e est�a situada entre as ressonân
ias 7:9 
om Urano (�a

esquerda) e 3:2 
om Netuno (�a direita). O m�aximo que o PPL apresenta em 29.4 UA,


omo podemos veri�
ar, tamb�em n~ao 
orresponde ao 
entro de nenhuma ressonân
ia.

O 
entro da ressonân
ia 2:3 
om Urano 
oin
ide 
om o m�aximo em 25.15 UA e os

m�aximos em 24.9 UA e 25.4 UA n~ao 
orrespondem ao 
entro de nenhuma ressonân
ia.
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Como podemos veri�
ar, as regi~oes entre 20 UA e 22.5 UA e entre 25.6 UA e 29 UA

s~ao 
ara
terizadas por um grande n�umero de ressonân
ias de movimento m�edio, o que

possivelmente expli
a o baixo valor do PPL para estes intervalos de semi-eixo maior.

A faixa 
inza entre 29.8 UA e 30.3 UA 
orresponde �as ressonân
ias 1:2 
om Urano e

1:1 
om Netuno.

4.2.5 Regi~ao Transnetuno

Na �gura 4.22 mostramos os resultados do modelo n~ao planar para a regi~ao transne-

tuniana. Como podemos observar, a grande maioria dos m�aximos que surgem no

gr�a�
o do parâmetro de popula�
~ao lo
al �e maior que o PPL dos Troianos. O m�aximo

que o PPL apresenta nas proximidades de 39.6 UA 
orresponde �a ressonân
ia 2:3 
om

Netuno, onde observa-se um dos pri
ipais grupos de objetos (n�u
leos de 
ometas)

do 
intur~ao de Kuiper. Os m�aximos que o gr�a�
o do PPL apresenta em 43.8 UA e

47.7 UA 
orrespondem, respe
tivamente, �as ressonân
ias 4:7 e 1:2 
om Netuno, onde

tamb�em s~ao observados objetos. O intervalo de semi-eixo maior entre 42 UA e 52

UA apresentou algumas faixas onde o n�umero de en
ontros pr�oximos foi bastante pe-

queno. Portanto os gr�a�
os do tm�ax, NnTotal e PPL podem n~ao serem muito 
on��aveis

para algums valores de semi-eixo deste intervalo. A faixa 
inza em torno de 30.5 UA


orresponde ao intervalo de semi-eixo maior onde o n�umero de en
ontros pr�oximos

n~ao foi su�
iente, ao ajustarmos a lei de potên
ia, para forne
er valores satisfat�orios

ao 
oe�
iente de 
orrela�
~ao R2. Como podemos veri�
ar, esta faixa �e a 
ontinua�
~ao

daquela que surgiu em torno de 30 UA, na �gura 4.20.

Na �gura 4.23 podemos observar que os m�aximos que oPPL apresenta na regi~ao

transnetuniana em 31.3 UA, 32.2 UA e 35 UA n~ao 
orrespondem ao 
entro de nenhuma

das ressonân
ias estudadas. O m�aximo em 33.7 UA 
orresponde �a ressonân
ia 3:7 
om

Urano e o m�aximo em 35.5 UA �a ressonân
ia 7:9 
om Netuno. As gaps em 36.5 UA e

em 38.3 UA 
orrespondem, respe
tivamente, �as ressonân
ias 3:4 
om Netuno e 1:8 
om

Saturno. O m�aximo do PPL em 39.6 UA est�a asso
iado �a ressonân
ia 2:3 
om Netuno

e os m�aximos em 43.8 UA e 47.7 UA 
orrespondem, respe
tivamente, �as ressonân
ias

4:7 e 1:2, ambas 
om Netuno. A ressonân
ia 5:9 
om Netuno 
oin
ide 
om o m�aximo
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Figura 4.22: Os gr�a�
os: (a) do tm�ax, (b) do NnTotal e (
) do PPL para a regi~ao
Transnetuno.

(a)

(b)

(
)

em 44.7 UA e o m�aximo em 45.9 UA n~ao 
orresponde a nenhuma das ressonân
ias

estudadas. A faixa 
inza entre 30.4 UA e 30.7 UA �e a 
ontinua�
~ao da faixa 
inza entre

29.8 UA e 30.3 UA, apresentada nas �guras 4.20 e 4.21, e 
orresponde �as ressonân
ias

1:1 
om Netuno e 1:2 
om Urano.

Figura 4.23: A identi�
a�
~ao dos lo
ais que apresentaram ressonân
ias de movimento
m�edio no gr�a�
o do par~ametro de popula�
~ao lo
al obtido para a regi~ao transnetuniana.
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4.3 A Robustez do M�etodo da Lei de Potên
ia

Esta se�
~ao �e dedi
ada �a dis
urs~ao do 
omportamento de tm�ax, NnTotal e PPL em

rela�
~ao ao valor de alguns parâmetros f��si
os: o intervalo de tempo �t para 
ontagem

do n�umero de en
ontros pr�oximos, n�umero de part��
ulas em 
ada faixa e o intervalo

de ex
entri
idade 
ara
ter��sti
a de 
ada faixa.

Na �gura 4.24 mostramos, para quatro faixas situadas na regi~ao do grupo

Thule, os gr�a�
os do PPL quando o n�umero ini
ial de part��
ulas NTotal em 
ada faixa

assume valores 10000, 5776 e 2500. As ex
entri
idades ini
iais foram uniformemente

distribu��das entre 0.0 e 0.4. Como podemos observar o PPL n~ao apresenta mudan�
as

qualitativas signi�
ativas para estes valores de NTotal.

Figura 4.24: A dependên
ia do PPL em rela�
~ao ao n�umero de 
ondi�
~oes ini
iaisNnTotal.

Para quatro novas faixas que tamb�em perten
em �a regi~ao do grupo de Hilda,

mostramos, na �gura 4.25, 
omo o PPL �e afetado quando o intervalo de ex
entri
idades

ini
iais varia de 0.0 a 0.1, de 0.0 a 0.2, de 0.0 a 0.3 e de 0.0 a 0.4. O n�umero de 
ondi�
~oes

ini
iais empregado em 
ada faixa foi 10000 para as quatro simula�
~oes. Podemos

observar que, para os três �ultimos intervalos de ex
entri
idade, o PPL n~ao apresenta

grandes mudan�
as do ponto de vista qualitativo. Quando apenas pequenos valores de

ex
entri
idade s~ao utilizados no estudo, ent~ao o n�umero de en
ontros pr�oximos torna-

se, no tempo de integra�
~ao, menor, resultando em 
oe�
ientes de 
orrela�
~ao menos

satisfat�orios. Esta pode ter sido a 
ausa da diferen�
a entre o gr�a�
o do PPL para o

intevalo de ex
entri
idades ini
iais entre 0.0 e 0.1 e os gr�a�
os do PPL para os demais

intervalos de ex
entri
iadade.

Na �gura 4.26 mostramos o 
omportamento dos parâmetros tm�ax, NnTotal e
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Figura 4.25: A dependên
ia do PPL em rela�
~ao ao intervalo de exentri
idades ini
iais.

PPL quando difentes valores de �t s~ao empregados no estudo. Utilizando quatro

faixas situadas na regi~ao de Thule integramos, para 
ada uma, o movimento de 10000

part��
ulas 
om ex
entri
idades ini
iais distribu��das uniformemente entre 0.0 e 0.4.

Testamos aqui os 
asos em que �t assume valores 40PJ , 80PJ , 120PJ , 160PJ e 200PJ ,

Figura 4.26: A in
uên
ia do �t nos valores de: (a) tm�ax, (b) NnTotal e (
) PPL.

(a)

(b)

(
)

onde PJ � 11:9 anos �e o per��odo de J�upiter. Como podemos observar, os valores

de tm�ax aumentam quando �t aumenta, enquanto que os valores de NnTotal apre-

sentam uma pequena tendên
ia de diminuir. Analisando a �gura 4.26-
 
on
lu��mos

que o parâmetro de popula�
~ao lo
al apresenta um 
res
imento bem de�nido 
om �t.

Per
ebemos tamb�em que, neste 
aso, as 
ara
ter��sti
as qualitativas do PJ n~ao s~ao

afetadas por estes valores de �t.
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Como foi veri�
ado, uma ligeira altera�
~ao nos valores de 
ertos parâmetros n~ao

afeta de modo signi�
ativo os aspe
tos qualitativos do PPL. Desta forma �e importante

que tais parâmetros sejam �xos ao longo do estudo para que os resultados de uma

determinada regi~ao do Sistema Solar possa ser 
omparada 
om os de outras regi~oes,


omo feito nas se�
~oes anteriores.
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Cap��tulo 5

Con
lus~ao

O presente trabalho pode ser dividido em duas etapas. Na primeira etapa apresenta-

mos um estudo onde as prin
ipais ressonân
ias de movimento m�edio do Sistema Solar

s~ao identi�
adas. Dividimos o Sistema Solar em 
in
o regi~oes e, em 
ada uma delas,

40000 
ondi�
~oes ini
iais foram integradas em um modelo planar. Na segunda estapa

do trabalho �e apresentado um estudo da distribui�
~ao dos pequenos 
orpos no Sistema

Solar. Neste estudo as equa�
~oes do movimento do problema de n�
orpos foram in-

tegradas para um tempo de, aproximadamente, 47600 anos. 5 x 106 part��
ulas teste

foram uniformemente distribu��das entre 0.52 UA e 52 UA, tanto para o modelo pla-

nar quanto para o modelo tridimensional. Empregando o fato de que o n�umero de

en
ontros pr�oximos no tempo segue, para um pequeno intervalo de semi-eixo maior,

uma lei de potên
ia, determinamos o tempo m�aximo de deple�
~ao, tm�ax, a partir do

qual o n�umero de en
ontros pr�oximos torna-se inferior a 0.01% do n�umero ini
ial de

part��
ulas neste pequeno intervalo de semi-eixo. O parâmetro de popula�
~ao lo
al, PPL,

foi de�nido 
omo o produto entre tm�ax e o n�umero de part��
ulas teste que n~ao sofrem

en
ontro pr�oximo. Os resultados deste estudo mostram-se 
oerentes 
om aspe
tos da

distribui�
~ao observada dos pequenos objetos no Sistema Solar. Empregamos, ainda,

os resultados obtidos no estudo da identi�
a�
~ao das prin
ipais ressonân
ias de movi-

mento m�edio para 
ara
terizar os m�aximos do parâmetro de popula�
~ao lo
al bem


omo as regi~oes onde o PPL apresenta pequenos valores.
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