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“E melhor tentar e falhar, que preocupar-se a ver a vida passar.
E melhor tentar, ainda que em vao, que sentir-se fazendo nada
até o final. Fu prefiro na chuva caminhar, que em dias tristes
em casa me esconder. Prefiro ser feliz, embora louco, que em
conformidade viver”.

Martin Luther King.

“A entrada para a mente do homem € o que ele aprende, a saida
€ o que ele realiza. Se sua mente nao for alimentada por um
fornecimento continuo de novas ideias que ele poe a trabalhar
com um proposito e, se nao houver uma saida por uma acado,
sua mente torna-se estagnada. Tal mente € um perigo para o
ndividuo que a possui e initil para a comunidade”.

Jeremias Whipple Jenks.
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Resumo

LIBERATO, Serginei José do Carmo, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2014. Algumas Propriedades Geométricas do Conjunto de Julia . Orientador:
Alexandre Miranda Alves. Coorientadores: Juan Valentin Mendoza Mogollén e Kennedy
Martins Pedroso.

Neste trabalho estudamos algumas propriedades geométricas do Conjunto de Julia e do e
Conjunto de Julia Cheio. Além disso, procuramos uma forma de “mensurar” o conjunto
de Julia, para isso utilizamos a medida de Hausdorff e determinamos uma cota inferior

para a dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia.
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Abstract

LIBERATO, Serginei José do Carmo, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, febru-
ary, 2014. Algumas Propriedades Geométricas do Conjunto de Julia. Adviser:
Alexandre Miranda Alves. Co-Advisers: Juan Valentin Mendoza Mogollén and Kennedy
Martins Pedroso.

In this work we study some geometric properties of Julia sets and filled-in Julia sets of
polynomials. In addition, we seek a form of “measure”the Julia set, for this we use the
Hausdorff measure and determine a lower bound to the Hausdorff dimension of the Julia

set.

vil



Introducao

O campo da dinamica complexa analitica tem sofrido um rapido desenvolvimento
nos ultimos 20 anos. Depois de um periodo de relativa dorméncia, o campo de estudo
resurgiu em 1980 devido a algumas imagens, bastante intrigantes, obtidas com o auxilio
de computadores do conjunto de Mandelbrot ou Connectedness Locus (O Conectedness
Locus M,, da familia de polinomios de grau n consiste de todos os parametros c, tais
que o conjunto de Julia de P.(z) = z" + ¢ é conexo, ou equivalentemente se a drbita
de cada ponto critico de P.(z) é limitada), assim como a novos avangos na mateméatica
preconizados por Douady, Hubbard, Sullivan e outros.

O campo experimentou dois periodos de evolugao de curta duracao, mas com um cresci-
mento vigoroso e proficuo. As suas origens remontam aos finais do século X IX e inicio do
século X X. Nesta altura, mateméaticos como Leau, Schroder, Koenings, Bottcher, entre
outros, interessaram-se pelo comportamento das fungoes complexas quando iteradas.

O trabalho inicialmente focava-se no comportamento das mesmas junto aos pontos
fixos. Nos anos 1918-20, uma draméatica mudanca ocorreu quando, gracas aos esforgos de
dois matematicos franceses, Julia e Fatou, se comecou a estudar nao apenas o comporta-
mento local das fungdes mas também o comportamento global das mesmas, ao estudar a
dinamica das funcoes fora dos pontos fixos. Por vezes, os resultados das itera¢oes eram
quase previsiveis e outras vezes o comportamento assumia-se como altamente instavel, o
que agora conhecemos como comportamento cadtico. Em memoria da contribuicao dada
por estes dois matematicos franceses no estudo da dinamica complexa, designamos o con-
junto estavel no plano complexo de conjunto de Fatou, enquanto que a regiao cadtica é
conhecida por conjunto de Julia.

Numa série de trabalhos, nos anos vinte, Fatou e Julia, descreveram de forma fasci-
nante muitas das propriedades destes conjuntos para transformacoes racionais. Mais
tarde, Baker estendeu o trabalho de Julia e Fatou a outras classes de funcoes, mostrando
durante a sua investigacao que outros tipos de comportamento estavel podem ocorrer
para fungoes inteiras e funcoes holomorfas.

O segundo maior periodo de atividade da dinamica complexa comecou em 1980, neste
ano Mandelbrot usou graficos obtidos por computador para estudar a dinamica complexa.
A sua descoberta do conjunto de Mandelbrot catapultou a drea e promoveu o interesse
de outros matematicos em retomar os estudos neste campo. Numa rapida sucessao de



eventos, verificou-se a introducao de transformagoes quase-conformes, o que permitiu a
Sullivan provar o teorema dos dominios nao errantes, que veio completar a classificagao
de dinamicas estaveis, classificacao essa que foi iniciada por Fatou e Julia. Com o aparec-
imento do espaco dos parametros para polinomios quadraticos, introduzido por Douady,
surge o desenvolvimento de técnicas que permitiram a classificacdo de quase todas as

dinamicas quadraticas, ficando por resolver a questao da conectividade do conjunto de
Mandelbrot.

Logo apés estes trabalhos estendeu-se o estudo de outros tipos de sistemas dinamicos
complexos, incluindo transformagoes racionais e polinomios de grau superior, que surgem
do método de Newton, e as fungoes inteiras e holomorfas.

No nosso trabalho estudamos algumas propriedades geométricas do conjunto de Julia
e do conjunto de Julia Cheio.

No capitulo 1 em um primeiro momento introduzimos os conceitos de Analise Com-
plexa como funcoes holomorfas, condigoes de Cauchy-Riemann, Teorema Integral de
Cauchy, Teorema de Green, Férmula Analitica de Green, entre outros resultados de inte-
gracao Complexa. Em um segundo momento estudamos alguns resultados de Teoria da
Medida, como o conceito de o-algebra e a medida de Hausdorff;

No capitulo 2 apresentamos alguns resultados gerais de dinamica, os conjuntos de
Julia e de Fatou e as propriedades inerente a eles, além disso apresentamos o Teorema de
Bottcher e suas implicagoes para o estudo dos conjuntos de Julia e de Julia Cheio, também
apresentamos uma forma de estimarmos os coeficientes da funcao inversa a funcao dada
pelo Teorema de Bottcher, e finalizamos o capitulo com estudando um pouco da teoria
de polinomios de Faber;

No capitulo 3 tratamos aspectos geométricos do conjunto de Julia e do conjunto de
Julia Cheio, mais especificamente apresentamos condicoes necessarias para que o conjunto
de Julia Cheio de um polindbmio monico e centrado seja conexo. Além disso, estimamos a
dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste primeiro capitulo estamos interessados em apresentar alguns aspectos gerais da
teoria de fungdes complexas, para isto faremos uso das referéncias bibliogréficas [6], [9],
[T1] e [17].

1.1 Topicos em Variaveis Complexas

Definicao 1.1. Seja f uma funcao complexa f : G — C, com G C C aberto, dizemos
que f € derivdvel em zy se o limite

lim f(2) = f(z0)

2—20 Z— 2
eziste, e o denotamos f'(z).

Se f € derivavel em todo z € G dizemos que f € derivdvel em G ou que f € holomorfa
em G.

Exemplo 1.2. :

1. f(2) =a,Vz€ C e a€C ¢é holomorfa. De fato,

fim TR = F () ez g
2—20 zZ— 2 z—20 Z — 2

Dai f € holomorfa e f'(z) = 0,Vz € C.

2. g(z) = z € holomorfa. De fato,

lim M = lim

Z—20 z — ZO zZ—20 2 — ZO

Z—Zo_l
-



Dai f € holomorfa e f'(z) =1,Vz € C.

3. h(z) = Z nao € holomorfa. De fato, ao aproximar-se de zy = xo + iyo pela reta
z = (x + xo) +iyy com x — 0, temos

. L (wHwe) —iyo — (o —iyo) . T
lim = lim : — = lim — = 1.
=20 2 — 29 220 (x 4+ x9) + 1y — (o + 1Y) =0

Z—Z

Por outro lado ao aprozimar-se de zy = xo+iyo pela reta z = xo+i(y—yo) comy — 0,
temos

zZ—Z r—1 —(xg —1 —1
lim 0 — lim ( + o) — (20 — i) = lim -

- - = — = —1.
2220 2 — 2o y—=0xg + Z(Z/ — o) — (w0 + Zyo) y—=0 1y

Portanto h(z) = Z nao € holomorfa.

4. f(z) =2", neN € holomorfa.

De fato,
lim M = lim T %0 — lim (znfl + Zn72 +. “ngl) _ nzg’l
Z=r20 Z— 20 z—=z0 2 — 20 z—20
Observacao 1.3. :
_ ) —
1. O limite lim,_, ., M é equivalente a limy,_,q fzo + l)z / (ZO)_
Z — 20

2. As funcoes polinomiais sao holomorfas.
Definicao 1.4. Um dominio € um subconjunto de C que é aberto e conexo.
Teorema 1.5. Se f for holomorfa em um dominio G entao f é continua em G.

Demonstragao. Seja zg € G, temos que mostrar que lim,_,, f(2) = f(z0), V20 € G. Como
f é holomorfa temos que

o 1) = 1)

im ————~

zZ—20 zZ— 20

existe, assim

. T f(2) = f(20)
lim f(z) = f(z0) = lim p— (z — 20)
= lim (z) = F(z0) lim (z — 29) = f'(20) -0 =0
Z—r20 Z — ZO Z—r20
o que acarreta o resultado. O



Agora veremos que para determinar se uma aplicacao f é derivavel em zy = xg+ iyo, €
suficiente sabermos se a parte real e a parte imaginaria de f admitem derivadas parciais de
primeira ordem em zy = (o, Yo), € se essas derivadas verificam as condigoes de Cauchy-
Riemann que serao apresentadas a seguir. Seja f : G — C sendo G um dominio e
escrevemos

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
sendou:G—R,v:G—R.

Teorema 1.6. Seja f : G — C e 2y = xg + iyp. Uma condig¢ao necessdria e suficiente
para que f seja derivdvel em zy € que u e v possuam derivadas parciais continuas em
(x0,Y0), satisfazendo as condigoes de Cauchy-Riemann dadas abaizro

ou ov ou ov
%(xojyo) = a—y(ﬂﬁo,yo); 8—y($0,y0> = —%(%,yo)

Além disso, se f'(zy) existe entdo

, ou OJv Of
f) = 5%t =3
dv  Ou 10f

_— — 7 —

oy oy iy
Demonstracao. Por definicao

f/(Z()) — lim f(Z) B f(ZO)

2—20 Z— 2
Se z = x + 11y, obtemos

u(z, yo) + 1v(x, yo) — u(xo, Yo) — 10(0, Yo)

f/(Zo) = lim
2—20 T — X
- lim U(ZL', yO) - U,(ZL'(), yﬂ) 4 lim U(J:a ?JO) - U($0a yO)
z2—x0 T — X T—T0 r — Xy
ou Ov
= 5. (@ y0) +iz(z,50) (1.1)

Por outro lado, se z = xy + 1y, obtemos

u(zo,y) + iv(zo,y) — u(zo, Yo) — 10 (70, Yo)

"(%9) = lim /
J'(20) lim —

= Ly M0 y) —ulwogo) o 00, y) = oo, o)
L y—=yo Y — Yo Y=o Y — Yo
1 6u 81}

— 15 ay)+ g lan)
ov ou

9 i 1.
3y<xovy> Zﬁy (z0,Y) (1.2)



Como o limite existe é tnico, de (1.1 e (1.2), tem-se que

f’(z)—%—l—i@—@—z’@
O B or Ody Oy

Dai
ou Ov ou ov

or oy - oy o
E mais, temos que
of _10f
oxr 0y

Agora se supondo que u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann e sao de classe
C', temos que existem fungoes €; e €5 definidas em torno de (0,0) satisfazendo que para
todo (r, s) € R? suficientemente pequeno

o+ 10 +9) = ulago) = 50 g0} + 5 o s + 0 ),
ov ov
v(zo + 1,90 + 5) — v(z0, Y0) = %(%JJO)T + 8_y(x0’y0)s + ea(r, 8),
e
ei(r,s) eo(r, 5)

0

lim 2 i A
(r,s)=(0,0) /72 + 52 (r,9)=(0,0) /72 + 52

Colocando h = r + is e utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann, obtemos

f(z0+h) = f(20) = u(wo + 7,90 + 5) — u(xo, Yo) + i(v(zo + 7,90 + 5) — v(20, Y0))

0 0 0 D |
— a—z(xo, Yo)r + a—Z(xo, Yo)s + za—i(xm Yo)r + za—Z(xo, Yo)s + €1(r, s) + iea(r, 5)
0 0 9 D |
= a—z(m; Yo)r — 8—2@07 Yo)s + 26—;(1’0, Yo)r + za—z(xo, Yo)s + e1(r, 5) + iey(r, )
0 L0 , ,
= a_Z(xm Yo)(r + si) + 18—;(950, Yo)(r + si) + e1(r, s) +iga(r, s)
0 0 ,
= (a—z(xoa Yo) + Za—;(xo, yo)) h+¢ei(r,s) +iex(r, s)
Dai
[+ h) = f(z20)  (Ou Qv o ei(r,s) | es(r,s)]
}Lli% [ h N g(%’ o) + l%(%’yo) N h:}fg—m r+ si T r+si| 0,
pois
S B0 quando (rs) 0. = L2




O que mostra que f ¢é derivavel em 2y e

]

Corolario 1.7. Seja f : G — C holomorfa em um dominio G. Se f'(z) =0 em G, entdo
f € constante.

0 0
Demonstracao. De fato, tem-se f'(z) = —u(m,y) + @—U(x,y) = 0 em G. Pelas equagoes

ox ox
0 0
de Cauchy-Riemann conclui-se que a—v(a:, y) — iﬁ—u(x,y) = 0 em G. Resulta —u(a:, y) =
Y Y

Oz
0 0 0
8—z(x,y) = 8—Z(x,y) = a—Z(Jc,y) = 0 em G, portanto u e v sao constantes, e dai f é

constante. O

Definigao 1.8. Seja G um subconjunto aberto de C, a um elemento de G e f : G\{a} — C
uma aplicagdo holomorfa. Se existir uma aplica¢ao holomorfa g : G — C, g(a) # 0 e

9(2) — para todo z em G \ {a}, entio a ¢é

(2 —a)

um inteiro ndao negativo n tal que f(z) =

denominado um polo de f de ordem m.

Definicao 1.9. Dizemos que uma aplica¢ao f € meromorfa num aberto U C C, se existe
um congunto discreto I' C U tal que f é holomorfa em U\ T' e os pontos de I sao polos
de f.

Definicao 1.10. Uma aplicagcdo meromorfa e um a um € dita aplicacao univalente.

Exemplo 1.11. As sequintes aplicacoes sao univalentes:

1. f(z) = z;
1
2. f(2)=—-
1) = -
Definicao 1.12. Uma funcao f : G — C que tem a propriedade que o angulo € preservado
e também

1)~ f)
sa |2 —al
existe € chamada aplica¢ao conforme. Se f é analitica e f'(z) # 0 para algum z entdo f
¢ conforme.
az+b

Definicao 1.13. A func¢ao racional da forma f(z) = npl com ad —be # 0 € chamada
cz

transformacgao de Mdbius.



dz—b

Se f é uma transformagao de Mobius entao f~1(z) = também é uma trans-

—cz+a
formacao de Mobius, pois ad — be # 0 e além disso
dz—1b b
) (4=t oY adz—ab—bez+ab
A = = _=
—cz+a dz—b cdz — cb — cdz + ad
c—+d
—cz+a
~ (ad—bc)z
az+0b rz+s

Dai temos que f~1(z) é a inversa da aplicagdao f. Sejam f(z) =

9(z) =

cz+d ¢ o tztw
(ar +bt)z + (as + bw)

é uma
(cr +dt)z + (cs + dw)
transformagao de Mobius, pois (ar+0bt)(cs+dw) — (as+bw)(cr+dt) = (ad—be)(wr—st) #
0. Portanto as transformacgoes de Mobius tem estrutura de grupo.

transformagoes de Mobius, entao (f o g)(z) = f(g(2)) =

Exemplo 1.14. A funcao f(z) = : _T_Z ¢ uma transformacao de Mobius.
i

Os resultados apresentados podem ser encontrados em ([6]) e ([9]).

Definicao 1.15. Seja f : [a,b] C R — C dada por f(t) = u(t) + iv(t). Definimos a
integral complexa de f por

vaﬁzlmwﬁﬂlnwﬁ

Propriedades:

i) Re (f7 f(dt) = [ Re(f(t))dt
ﬁ)h(ﬁf@ﬁ):ﬁmmﬂmw

i) [ (f +g)(O)dt = [} f(®)dt + [ g(t)dt
iv) Sece C,c=a+ bi:

c/abf(t)dt = (a + bi) </abu(t)dt + /abv(t)dt) = /ab(au — bu)dt +z’/ab(bu + av)dt

/ab cf(t)dt = /ab(a + bi)(u + iv)dt = /ab(au —bu)dt + i /ab(bu + av)dt

8



Portanto

c/abf(t)dt _ /ab cf (1)t

Definicao 1.16. Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicacao diferencidvel f
de classe C™, e seu trago € o conjunto {f(t) : t € |a,b] C R}.

Defini¢ao 1.17. Uma fungdo 7 : [a,b] C R — C € de variagdo limitada se existe M > 0
tal que para toda particio P = {a =1ty < t; <--- <t, = b} temos que

v(y, P) = maxi<p<n{ |7 (k) — v(te-1)|} < M.

A wvariacao total €
v(y) = suppv(y, P).

Definicao 1.18. Uma curva € retificdvel se ela € de variagao limitada.

Definigao 1.19 (Integral de Riemann-Stieltjes). O nimero

- / = / (8 dv(8)

¢ dito a integral de f sobre 7.

Proposigao 1.20. Se v : [a,b] — C € de classe C' em [a,b] entdo v € retificavel e

Demonstragao. Dada P = {ty =a <t; <ty <--- <t = b} temos
v(y,P) = Z [y (k) — (1)
k=1
n th
= > v
k=1 Ytk-1
n tr b
< > [ Wl [ ol
k=1 tk—1 a

Definida para fungoes continuas sobre v que sao de classe C* em |a, b]. O

Definigao 1.21. Dada f continua em v e 7y de classe C' em [a,b] definimos a integral
de f sob a curva vy por

/Vfdy_/Wf_/yfdz—/abf@(t))v/(t)dt.



1 .
Exemplo 1.22. Se f(z) = — e~(t) = re',t € [0,27] entdo
2

fdz = /27r f(re®)(re™) dt
0
2T

1 ] 27
= / - rie'tdt = / idt = 2im
o re’ 0

Definicao 1.23. Seja f : G — C, com G aberto, e f continua. Dizemos que F : G — C
¢ uma primitiva de f se F é holomorfa e F' = f.

Proposicao 1.24. Seja f : G — C continua em G, onde G é um dominio (aberto e
conexo). Se F' é uma primitiva de f entio F'+ K também o é, mais ainda qualquer outra
primitiva de f € da forma F + K, onde K é uma constante.

Demonstracao. Se H é outra primitiva de f entao H — F' é holomorfa e
(H—F)(2) =H'(z) = F'(2) = f(2) = f(2) = 0
Entao H — F = K, com K constante. O

Definigao 1.25. Uma fun¢ao f : G C C — C € dita analitica se para todo a € G,3r
mdzimo tal que B.(a) C G e

f(z) = Zan(z —a)", Vz € By(a).

Teorema 1.26 (Teorema Integral de Cauchy). Se f : G — C, com G um dominio
simplesmente conezo (ou seja, G € aberto, conezo, e sem buracos, no sentido que qualquer
curva fechada de G delimita uma regiao inteiramente contida em G), e f analitica. Entao
f7 fdz =0 para toda curva v de Jordan, reqular, inteiramente contida em G.

Observagao 1.27. v ser uma curva de Jordan significa que v é uma curva fechada e
simples (ou seja, v € uma aplicagao injetora).

Demonstragao. (Teorema Integral de Cauchy): Ver referéncia [6]. O]

Proposicao 1.28. Se f : G — C € analitica entdo [ possui uma primitiva, mais ainda
se v € um caminho fechado em B(a) C G entao f7 fdz=0.

Demonstragao. Dado a € G,3r > 0 tal que B,(a) C G e

f(z) =) an(z—a)", Vz € B,(a)

n=0
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e considere F': B,(a) — C dada por

F(z) = Z @ (z —a)"™!

n:0n+1
2—a )
Sab de: <1 t
aDEeIos que paran gran (§] n+ 1 ~ n+ 1 ,en ao
_ o ynl _
WO e a2 < Jantz - o)
n-+1 n-+1

Entao F' estd bem definida (raio de convergéncia r) e F' = f.

]

Teorema 1.29. Dada f : G — C continua e G um dominio simplesmente conexo, as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. f possui uma primitiva

2. f7 fdz =0, para todo caminho fechado v C G

3. fg fdz so depende dos extremos z1 e zo de qualquer caminho o contido em G, que
liga z1 a 2.

Demonstragao. (1) 3) : Sejam o(t) = x(t) +iy(t),t € (a,b); f(z) = u+iv, F(z) =
N+ iM e zy = o(a) = x(a) + iy(a), z2 = o(b) = z(b) +iy(b). Sabemos que F' = f ¢

_ON  OM _OM 0N

= T oy oy
Entao
ON _ oM
or Oy
e
_oN oM
8y U Oz
(&
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/
= [ (B -Sryw)ai [ (Bhyi+ Bl a

(1) = (2) : Como em (1) = (3) temos z; = 25 segue o resultado.

(2) = (3) : Sejam z; e z2 em G. Seja v um caminho que liga z; a 29 € ¢ um caminho
que liga 2z, a z; ambos os caminhos definidos em G. Logo v — ¢ é um caminho fechado
em (G, que é simplesmente conexo, assim

dz=0= dz — dz =0,
entao [ fdz= [ fdz.

(3) = (1) : Agora fixe zy € G, e defina

F:G - C
z = F(z2)

por F(z) = fv fdz, onde v é o caminho que liga zy a z. F estd bem definida por hipdtese,
pois a integral estda bem definida.

Afirmagao: F'(z) = f(2),Vz € G

De fato, como G é aberto, existe r > 0 tal que B,(z) C G. Assim para h € C com
|h| < r,z4+ h € B.(z) C G. Mais ainda, temos que o(t) = z + th, com t € [0, 1] estd
contido em B, (z) C G, logo temos

Flz+h) = /%Uf(w)dw: / Flu)du+ [ flu)du
= F(z)+/0f(w)dw
12



Entao

F(z+h /f

1
/dw = / lo'(t)dt =hl =h
o 0

Por outro lado,

¢é dai temos que

F(z—i—h]i—F(Z)_f(Z) _ /f Ydw — f(z Vf )dw — [( )}

/N KT
/(,dew

Como f ¢é continua dado € > 0, existe d > 0 tal que se |w — 2| < § entdo |f(w) — f(2)] < e.
Logo tomando ¢ = min{r,d} e se h <4, temos |f(w) — f(2)| < ¢, assim dado € > 0 existe
0 > 0 tal que

h<éd= Y

- 'F(z—i—h)—F(z)_f(z)

218 qu <

/!f ||dw|

< |dw| =
[l / Al

Entao F'(z) = f(z). O

IN

Nos préximos resultados mostraremos que se G C C é um dominio simplesmente
conexo e f : G — C é holomorfa, entao existe uma representacao de f ao longo de
caminhos fechados contidos em G.

Teorema 1.30 (Férmula Integral de Cauchy). Sejam f : G — C holomorfa no dominio
simplesmente conexo G e v um caminho fechado qualquer contido em G. Para todo z no
interior da regiago delimitada por 7y, tem-se

1
)_QWi[/ E—2z

denominada formula integral de Cauchy.

Demonstracao. De fato, sendo GG aberto, para cada z no interior de v existe um disco

13



fechado de centro z e raio p > 0 contido no interior de ~y. Seja I" a fronteira deste disco e

f€)

suponhamos que v e I" sejam caminhos orientados no mesmo sentido. A funcao & — f—
-z

é holomorfa em G — I(I") (G menos o interior de I' ). Como anteriormente temos

f df F(§)d¢
r 5—2

Uma representacao paramétrica de I' é dada por € = 2 + pe’, com 0 < t < 2. Dai

L[ fQde 1 y
%}Ag—w _ZQA J(&+ pet)at
1 de
i | g6

Sendo f continua em G, por ser holomorfa, segue-se que para cada € > 0, existe 0 = (¢)
tal que |f(z + pe — f(2)] < &, para todo p < §. Resulta que a férmula anterior implica
na férmula integral de Cauchy.

da qual obtem-se

1 2 )
<o |G~ sl

Observemos que a férmula integral de Cauchy, nos diz que se f : G — C for holomorfa
no dominio simplesmente conexo G, entdo o seu valor f(z) em todo z no interior da
regiao delimitada por um caminho fechado v qualquer contido em G, é obtido através do
conhecimento de f sobre 7.

Como f é holomorfa em G e como f : G — C é continua segue que

f(©)

¢ uma funcado continua em (G — 7). O

Teorema 1.31. Seja f : G C C — C uma fun¢ao holomorfa, com g um dominio, entao
[ € analitica, ou seja dado a € G, existe B.(a) C G tal

Zan z—a)", Vz € B.(a).

n=0

Demonstragao. Dado a € G,3R > 0 tal que B(a, R) C G. Considere r tal que 0 < r < R,
dai B(a,r) C B(a, R) e f é holomorfa em B(a,r). Logo pela férmula integral de Cauchy,
temos que

—L/M, onde v =0B(a,r), Vz € B(a,r)
-z

14



Agora note que

z—a
Como (z —a) <re|w—al =r, temos que

< 1, assim

1 1 > /_a\"
w_Z:w—anZ%(w_a> , Vz € B(a,r)
ou seja,
1 > _o\n
E:Z%, Vz € B(a,r)
dai
_ flw -
f(Z) - % y W= 271'@/]0 (nzzo —an+1> w
! %/7<;W>dw 2_ ( w—an-i—l >
_ o0 1 f(w) . )
R ;(ﬁ[ymdw> (2 —a) —;an(z—a)
onde

Portanto f é analitica.

Observacao 1.32. Se f € analitica entao f é holomorfa em G.

Dai segue os dois resultados seguintes, estes podem ser consultados em detalhes em
[6], [9] e [17].
Teorema 1.33. Seja f: (G — ) — C definida por

10 =5 [ 222,

com ¢ : G — C continua e holomorfa em (G — ), entdo a derivada € igual a

iy L p(§)dg

15



Corolario 1.34. Nas condi¢oes do teorema anterior, a funcao f definida por

_ 1 [ 9
=g e

possui dertwadas de todas as ordens, sendo a deriwada de ordem n dada por

fe) = ot / %d@

211

para todo z em (G — 7).

Teorema 1.35 (Teorema de Morera). Seja f : G — C uma func¢ao continua no dominio
simplesmente conexo G. Se
[ 1z =
r

para todo caminho fechado contido em G, seque-se que f € holomorfa em G.

Demonstrag¢ao. Como fr f(2)dz = 0 para todo caminho contido em G, temos que se

29 € G, a integral
JRGLEL

/f )d¢ = 0

estd definida em G e é derivavel, com ¢'(z) = f(z). Portanto, f ¢é igual a derivada de
uma funcao holomorfa, ¢, logo holomorfa, e segue o teorema.

depende somente de z. dai

]

Teorema 1.36 (Teorema de Liouville). Se f: C — C € holomorfa em todo C entao f ¢
constante.

Demonstragao. Seja zp um ponto qualquer de C e D(0, p) um disco aberto com centro na
origem contendo zy em seu interior. Representamos por 7 a fronteira de D(0, p). Sendo

f holomorfa em C, ©
1 IASS
f(z0) = %/vmdf,

pela formula integral de Cauchy. Tem-se também,

_ 1 [
)—%LTds

< Lzoll£ DI
= 2 ), 1€ — zllé]

16
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Como f ¢ limitada em C, existe uma constante K > 0 tal que |f(z)| < K para todo
z € C. Consequentemente,

K|zo| [ |d€]
2 Jy |f_ZO||§|

Temos que & € v, logo |€ — zo| > p — |20/, portanto

£ (20) = f(O)] <

K|z

| f(2z0) — f(0)] < m-

Sendo K, |z| nimeros independentes de p. Fazendo p — oo na expressao anterior temos
que para todo 2o € C, f(z9) = f(0) o que mostra que f é constante em C.

O

Teorema 1.37 (Teorema do Mdédulo Méximo). Seja f : U — C wma fun¢ao holomorfa,
onde U C C € um aberto conexo. Suponhamos que exista zo € U tal que |f(2)| < |f(z0)]
para todo z numa vizinhanca de zy. Entao f € constante em U.

Demonstragdo. Seja zy € U, e suponhamos que f(z) = |f(z0)e’. Consideremos a
fungao g(z2) = e f(z). Temos que |g(z)| = |f(2)| < |f(20)] = g(20) para todo z numa
vizinhanga de zg. Escrevamos g(z) = u(z) + iv(z), onde u = Reg e v = Img. Como
9(20) € R(pois g(z) = e f(z9) = e~™e™| f(2)]), temos que u(z) = g(20) e v(2) = 0.
Agora seja r > 0 tal que D,(20) C U C C e tomemos ~,(f) = 2z + 7e?. Pela férmula

integral de Cauchy podemos escrever

1 1 27 6 )
u(z) = g(z0) = —/ _g(w) dw = _2/ —g(zo—i—re )irewdé’
Ir 0

2mi w — 2 2m ret
1 21 )
= o i g(z0 + re'®)do
L (20 +re)do + ! /27r (20 + 1e)df
= — u(zp + re — v(zg + 1e
2 J, 0 2m Jo 0
Igualando as partes reais, obtemos
1 21 )
u(zo):—/ u(zo + re’)df (1.3)
2 Jo

Afirmacgao: A hipétese do teorema e a igualdade acima implicam que
u(z) = u(zo +re), vo € |0,2x].

De fato, seja h(6) = u(zp) — u(zo + re®). Assim temos

u(z) < lu(2)| < lg(2)] < g(20) = u(z), VzeV

17



Obtemos que h(#) > 0 para todo 6 € [0, 27]. Note que se h(f;) > 0 para algum 0, € [0, 27],
entdo terfamos h(f) > 0 para § em um intervalo contendo 6y, pois h é continua. O que
implica

1 2m 1 2m

0< — h(0)do = (u(z0) — u(zo + re'))dd

2m Jo %0

1 2m )
= u(z) — %/o u(zo + re)df

o que gera uma contradicio com a igualdade[1.3] Concluimos que u(zo+re) = u(zy), V6 €
[0,27] e todo r > 0 tal que D,(z9) C V C C. Dai obtemos que u é uma constante em um
disco aberto D C C, com centro em zy. Por outro lado as relagoes de Cauchy-Riemann

ov ou B ov ou B

o oy oy ox

0.

Portanto v é também constante em D, ou seja, g = u + iv é constante em D. Como
f(z) = eg(z), concluimos que f também é constante em D, logo constante em U, uma
vez que U é conexo e f é analitica.

]

Corolario 1.38 (Principio do Méximol Seja G um dominio limitado de C. Se f : G — C
holomorfa em G e continua no fecho G. O mdzimo de |f| é assumido em um ponto da

fronteira de 0G.

Demonstragao. Suponhamos que |f| assume maximo no interior de GG, digamos em a €
intGG, assim

1 o 0
f(a):% i fla+re?)dd
e assim temos
1 2w ) 1 2
@)l < 5 [ Wasreidn < 5o [ i@l = 1)

1 2m ) 4 4
Portanto Py / |f(a+re®)|do = |f(a)| e como 0 < | f(a+re?)| < |f(a)|, daf flatre?) =
T

0
f(a),¥r € [0,27]. Como |f| é continua, entao temos que f é localmente constante, e do
fato de G ser conexo e f continua segue que f é constante, o que é um absurdo, logo o
méaximo de f nao pode ocorrer no interior de G. [

Agora apresentaremos a formula analitica de Green para area de uma regiao, usaremos
este resultado no capitulo 3. Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [13],

18



onde os itens abaixo sao demonstrados. Seja ¥ como a classe das funcoes do seguinte tipo
o0
g(z) =z + anz_” (2| >1) e b eR
n=0
Definicao 1.39. O indice de uma curva fechada suave por partes C' em relagao a um

ponto w & C' € definido por

1 1
C,w) =— du.
X(Cw) 2m'/cu—wu

Observagao 1.40. O indice € uma constante em cada componente conexa de C\ C. Dai
temos os sequintes resultados:

Teorema 1.41 (Férmula analitica de Green). Seja C' uma curva suave por partes ho-
mologa a zero com respeito a um dominio H C C. Se h(w) é holomorfa em H entdo

o [ A e =~ [ [ xcwipw)Pas

271 C
onde dS) € um elemento de drea.
A curva C ser homologa a 0 significa que o indice da curva satisfaz x(C,w) = 0 para

w ¢ H, assim em alguma vizinhanca de 0H. Com base neste teorema temos o seguinte
corolario

Corolério 1.42. Sejam g € X e H(r) todo o dominio de C : g(re®®), 0<6 < 2m. Se
h(w) € analitica em H(rg) para algum ro > 1 entdo

L R (w)dw = %//H( W@ (<7 <n)

271 C

1.2 Alguns Resultados de Teoria da Medida

Nesta se¢ao usaremos as referéncias [7], [12], [15] e [16], .

Sejam 2 um conjunto qualquer, A C € um subconjunto de Q e AY = Q\ A. Denotemos
por 22 o conjunto das partes de X, onde X é um conjunto qualquer.

Definigao 1.43. Seja Q um conjunto. Uma sigma-dlgebra (o-dlgebra) é uma familia de
subconjuntos de ), denotada por F, que satisfaz as sequintes propriedades:

i) 0,Q € F;
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i) Se A€ F, entio A® € F;
i) Se A, € F para cadan € N, entao |J,— | A, € F.

O par ordenado (2, F) € chamado espago mensurdvel. Cada elemento da o-dlgebra é
chamado conjunto mensurdvel.

Observagao 1.44. Quando (2, F) € um espago topoldgico, a sua o-dlgebra é chamada
o-dlgebra de Borel de €2, e é denotada por B = B(F). Os elementos de B sao denominados
subconjuntos de Borel.

Observacao 1.45. Pelas Leis de De Morgan uma o-dlgebra é fechada em relagao a in-
tersecao.

Exemplo 1.46. Sdo conjuntos de Borel em R

1. Os conjuntos com um unico elemento;
1
De fato, seja a € R entdao {a} = N2, (a — —,a] € B(R), pois cada elemento da
n
intersecao pertence a B(R).

2. Conjuntos Contdveis;
De fato, pois um conjunto contdvel € a uniao contdvel de conjuntos com um unico
elemento.

Definicao 1.47. Chamamos i uma medida em R™ se u € uma fun¢do nao negativa,
possivelmente 0o, tal que para cada subconjunto de R™, i satisfaz:

1) p(@) =0

1) w(A) < u(B) se ACB

1) Se Ay, Ay, -+, € uma sequéncia contdvel de conjuntos disjuntos entao

p (U Ai) = Zﬂ(Ai)

onde os A; sdo conjuntos de Borel. Chamamos pu(A) de medida do conjunto A.

Observagao 1.48. Como consequéncia da definicao anterior, se um conjunto A pode ser
expresso como a unido disjunta A = B U (A \ B) entao

n(A\ B) = u(A) — u(B).

Similarmente, se Ay C Ay C -+ € uma sequéncia de conjuntos de Borel entao

lim pu(A) = p (U Az')
=1
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Dessa forma, note que se (Ur=; Ai) = AilU(A2 \ A1) U(A5 \ A)J -+ com esta unido

disjunta

L (U AZ-) = u(A)+ Z(Ai—i—l —A;)
= p(A)+ lim Y (p(Aiv1) — p(A))

k—o00 <
=1

= lim p(Ay)
k—o0

Mais geralmente, podemos mostrar que se & > 0, Az sao conjuntos de Borel que
crescem quando & decresce, ou seja, Ay C As para 0 < § < ¢, entao

lim y1(A5) = o (U Aa)
- 50

Definicao 1.49. Uma medida de um subconjunto limitado A de R™ tal que 0 < p(A) < oo
serd chamada distribuicao de massa.

Definigao 1.50. Por um espago de medida (2, F, 1) significa um espago (2, F) junto
com uma medida p definida sobre JF.

Definigao 1.51. Se u(2) = 1 dizemos que p é uma probabilidade e o espago (2, F, ) é
chamado espaco de probabilidade.

Observacao 1.52. :

1. Na topologia fraca estrela uma medida p, — p em M(X) se, e somente se, Vf €
C(X) [ fldu, — [ fdu, onde M(X) € a colegio de todas as medidas de probabili-
dade definidas sobre o espago mensurdvel (X, B(X)) e C(X) conjunto de aplica¢oes
continuas de X para X.

2. Se i, p € M(X),n > 1, pode-se provar as sequintes equivaléncias

i) p, — 1 na topologia fraca estrela.

ii) Para cada subconjunto fechado F de X, lim supu,(F) < u(F).
n—oo
iii) Para cada subconjunto aberto U de X, lim infu,(U) > pu(U).
n—oo
iv) Para cada A € B com pu(0A) =0, pn(A) — pu(A).
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1.2.1 Medida e Dimensao de Hausdorff

Em 1918, Hausdorff introduziu a medida ¢t—dimensional m;(F) de um conjunto £ e
definiu a dimensao de Hausdorft de E.

Denotamos por D(w, r) o circulo de centro w e raio r, e para um conjunto A, denotamos
o diametro de A por
|A| = sup{|z —w|: z,w € A.}

Seja E algum subconjunto de C = C U {oo0} (a esfera de Riemann) e ¢ um nimero
positivo. Para cada § > 0, consideremos as possiveis coberturas {A;} de E por conjuntos
de diametro menor do que . Nosso objetivo serd minimizar a soma ; |A;|t, para isso

definamos:
md(E) = inf{z AL 2 |Ay| <6, E C UAj}
J J

Definicao 1.53. Quando  decresce, a classe de tais coberturas de E diminuem e defini-
mos a medida t-dimensional my(E) de E por

m(B) = limm3(E) = sup.gm? (E)

Observe que tal limite sempre existe, e dai my(E) € chamado medida t-dimendional de
Hausdorff

O seguinte resultado nos permitira definir a dimensao de Hausdorff.

Lema 1.54. Se 0 < my(F) < +o00 et < T, entio mr(E) =0

Demonstragdo. Suponha que a famflia {A;} satisfaz E C (J; A; e |A;] < 4, entdo

mip(B) <Y 14T <67 Y 1Al
j

J

Variando {4;} sobre todas tais coberturas de E, obtemos
mip(E) < 6"'mj(E),

e fazendo § — 0, obtemos que my(E) = 0. O

Definicao 1.55. Uma consequéncia imediata do lema anterior € a existéncia de um
nimero nao negativo d(E) tal que

| 4oo se t<d(E)
me(B) = { 0 se t>d(E)

tal nimero d(E) é denominado a dimensao de Hausdorff de E.
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Observagao 1.56. Denotamos a dimensao de Hausdorff d(E) por d(E) = Dimy(FE).

Observagao 1.57. Note que nao fizemos afirmagoes sobre o tamanho de d(E), entdo
d(E) = Dimg(E) pode assumir qualquer valor no intervalo [0, oo].

Observacao 1.58. Note que se trocarmos o conjunto E por bolas a defini¢cdo e o resul-
tados de medida nao sao alterados.
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Capitulo 2

Conjuntos de Julia e de Fatou,
Funcoes de Bottcher e Polinomios de
Faber

Neste capitulo usaremos as seguintes referéncias [2], [B], [8], [10], [I3] e [14] e para
apresentar a teoria de conjuntos de Julia e de Fatou e algumas de suas propriedades, e
também introduziremos o conceito de Connectedness Locus. Por ultimo apresentaremos
o Teorema de Bottcher e a teoria de polinomios de Faber que nos auxiliara a trabalhar
com Conjunto de Julia Cheio no capitulo 3.

2.1 Preliminares de Dinamica Complexa

Primeiramente estamos interessados em apresentar alguns resultados gerais de dinamica,
e na proxima se¢ao comegaremos a trabalhar sobre a esfera de Riemann C = C U {oo}.

Definicao 2.1. Sejan € N e f: S — S uma aplicacao, onde Céa esfera de Riemann.
Definimos a n-ésima iterada de f como a composicao de [ n-vezes consigo mesma

fr=rfofo-of.

Definicao 2.2. Um ponto w é um ponto periédico de uma aplicacdo f se ele é um ponto
fizxo de alguma iterada f™, ou seja, f™(w) = w.

Definicao 2.3. Considere a 6rbita periddica:
fizom 21 o 21— 2 = 20

para uma aplicacao holomorfa f : S — S. Se 0s pontos z1, -+ Zm_1, Zm SaGo todos distintos
entao o inteiro m > 1 € chamado periodo.
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Definicao 2.4. Um ponto zy é pré-periddico, de periodo n, se zy nao € peridodico, mas
existe um n > 0 tal que [ (20) = f'(20), com i > 0, ou seja, f'(29) € periddico para
1> 0, com 1 inteiro positivo.

Definicao 2.5. Suponha zg um ponto periddico de periodo m, de uma fun¢ao holomorfa f,
isto €, f(z0) = 20, para algum m € N. O nimero A = (f™) (z0) = f'(z1)- f'(22) - - ['(2m)
¢ chamado multiplicador de f em 2, onde z; = f*(20). O ponto periddico zy € classificado
da sequinte forma:

e 2 € super-atrator se |\| = 0;

e zy € atrator se 0 < |\ < 1;

2o € repulsor se [N\ > 1;

2o € indiferente se |\| = 1.

Exemplo 2.6. Se f(z) = 2% entdo f tem trés pontos fizos, a saber: zero, a unidade e o
infinito. Assim os multiplicadores sdo:

e A= |f(0)| =2-0=0, portanto 0 € superatrator;
e \=|f'(1)|=2-1=2, portanto 1 € repulsor;

e )\ =|f(c0)] =200 = 00, mas nesse caso especial oo € atrator, e nao repulsor.
De fato, a definicao anterior dever ser wvista com cautela no caso em que o ponto
no infinito € periodico sobre uma aplica¢ao racional, f™(c0) = 0o. Neste caso o
multiplicador A nao é igual ao limite de z — oo da deriwada de f™(z), mas o
inverso deste niumero. Detalhes podem ser vistos na referéncia [2].

Em 1884 G. Koenings provou o seguinte teorema de linearizagdao, que nos da uma
forma de estudar o comportamento de uma funcao f qualquer a partir de uma aplicacao
conforme, ver referéncia [5].

Teorema 2.7. Suponha que f tem wm ponto fixo atrator em zy, com multiplicador \
satisfazendo 0 < X\ < 1. Entao existe uma aplicagao conforme & = ¢(z) de uma vizinhanga
de zy sobre uma vizinhanga de 0 que conjuga f(z) com a fungao linear g(&§) = N. A
conjugacao € unica, a menos de multiplicagao por um fator constante nao nulo.

Demonstragdo. Suponhamos zg = 0. Definamos ¢, (2) = A™"f"(2) = 2z + by 12" -+,
entao , satisfaz

pnof =" = Ao

Assim se @, — @ entdo o f = Ay e temos que @ o fop 1 =\ e p é uma conjugacao.
Mostaremos a convergéncia citada acima, ou seja, que ¢, — . Note que para § > 0
pequeno, temos

1f(2) = Xz| < CJ2*, |2] <6 e C >0 constante.
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Assim |f(2)] < |A||z| + C|z]* < (JA| + Cd)]z|, e por indugao com |\ + C§ < 1,

"< A+ C0)" 2], [z <6,

2
Escolhamos § pequeno de forma que se p = w < 1, obtemos
o (f(2)) = Af(2 C|f(2)|? nC|z|?
enn(2) = en(e)] = |LERZAE < SLEE < 2

para |z| < §. Desta forma ¢,(z) converge uniformemente para |z| < 0, e existe a con-
jugacao.

Para provarmos a unicidade é suficiente mostrarmos que alguma conjugacao de f(z) =
Az sobre si mesma é uma constante multiplicada por z. De fato, suponhamos que ¢(z) =
a1z +asz?+- -+ seja tal conjugagao, entao o(Az) = A\p(z). Fazendo as substitui¢oes temos
que a,\" = Aa,, dai obtemos que a,, = 0 se n > 2, portanto ¢(z) = a;z2. O

Em 1904 Bottcher foi o primeiro a provar a existéncia da conjugac¢ao no caso supera-
trator, ver [5] (os outros casos do Teorema de Bottcher serao discutidos adiante).

Teorema 2.8. Suponha que f tem um ponto fixo superatrator em zy, e que
f(z)=2+ay(z—2)" +---,a,#0,p>2.

Entao existe uma conjugacdo & = ¢(z) de uma vizinhanca de zy sobre uma vizinhanga de
0 que conjuga f(z) para . A funcgdo conjugagdo € inica a menos de multiplica¢do por
uma (p — 1)- ésima raiz da unidade.

Demonstragao. Suponha zg = 0. Para |z| pequeno existe uma constante C' > 1 tal que
|f(2)| < C|z|P. Por indugao, escrevendo f"*1 = f"o f e usando que p > 2, encontramos
que

[P () < (Cll)P, |2 <6

entao f"(z) — 0.

) 1 . :
Fazendo a mudanca de varidvel w = cz onde ¢?~! = — entdo temos a conjugada de f
a
P

da forma f(w) = wP+-- -, assim assumimos a, = 1. Queremos uma conjugacao da forma
0(z) = z+--- tal que (f(2)) = ¢(2)?, que é equivalente a condigao que o fop™' = £P.
Seja

pa(2) = (fM ()" = (7 P = (L P

que esta bem definida em uma vizinhanca da origem, e as ¢,’s satisfazem

Yn-10f = (Jm_lof)p

—n+1
— (AP
_¢n7
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assim se , — ¢ entao @ satisfaz p o f = ¢? e dessa forma é uma solugao. Mostremos
agora que {p,} converge, escrevamos [ = fo ™ e note que

Pntl oo f" p_n_ n\p "
Sl ) B (RN
= 1+ OE O O = 1+ 0

1
Se |z| < Yok Assim o produto

(o)
©n+1
n=1 Pn
. 1 .
converge uniformemente para |z| < ¢ < o O due implica que {p,} converge, o que
garante a existéncia almejada. O]

Os dois resultados anteriores nos dao uma base para enunciarmos o Teorema de
Bottcher na segao 4, este resultado nos dard uma forma mais geral de determinarmos
as fungoes conjugacao.

Definicao 2.9. Um ponto periddico zyg = f"(z9) ¢ chamado parabdlico se o mddulo do
multiplicador X em zy € igual a 1, desde que f™ ndo seja a aplicagao identidade. Mais
geralmente, se X € uma raiz da unidade nenhuma iterada de f € a aplicagao identidade.

Definicao 2.10. Se O ¢ uma orbita periodica atratora de periodo m, definimos a bacia de
atracao dessa orbita como sendo o conjunto aberto A C S consistindo de todos os pontos
z € S para os quais as sucessivas iteradas f™(z2), f*™(z),- -, convergem para algum ponto

de O.

2.2 Conjuntos de Julia e Fatou

Para estudarmos os conjuntos de Julia e de fatou precisamos primeiramente da definicao
de familia normal.

Definicao 2.11. Seja F uma colecao de aplicagoes da esfera de Riemann C=Cu {o0}
para a esfera de Riemann C. F serd chamadanormal se cada sequéncia de aplicagoes de F
contém ou uma subsequéncia que converge localmente uniformemente ou uma subsequéncia
que diverge localmente uniformemente em C.

Teorema 2.12. Uma familia F de funcgoes analiticas uniformemente limitadas em um
dominio G € normal.

Demonstragao. Seja o disco unitdrio D = {z : |z| < 1} e seja f € G satisfazendo |f| < N
para algum N € R. Se |f| < r < 1 usando as desigualdades de Cauchy temos f'(z) <

] . Considerando G coberto por discos segue o resultado. O
—r
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Teorema 2.13 (Teorema de Montel). Seja Fuma familia de aplicagdes analiticas
definidas em dominio S, e f : S — C uma aplicagao que_omite trés diferentes valores.
Isto €, assuma que existem trés pontos distintos a,b,c € C tais que f(S) C C\{a,b,c}
para cada f € F. Entao F é uma familia normal.

Lema 2.14. Se M = (@\{O, 1} € a esfera perfurada trés vezes, entao M (cobertura de
M ) é conformalmente equivalente ao disco unitdrio D.

Demonstragao. J& que D é conformalmente equivalente & parte superior do plano H =
{z € C : Im(z) > 0}, é suficiente encontrar uma aplicagdo cobertura de H sobre M.
Construiremos tal aplicacao, a funcao modular, como segue: Seja

1 1
E = {z :0 < Re(z) < 1, ‘z 3|~ 5} Entao pelo teorema da transformacao de Rie-
mann existe uma aplicacao ¢ de E para H fixando 0,1, 00. Denote E* a reflexao de F

sobre o circulo |z — 3 =35 Pelo principio de reflexao de Schwarz, extendemos ¢ para

uma aplicagdo conforme de E U E* para C\(—o0,0] U [1,00). Continuando a reflexdo
extendemos © a todos {0 < Re(z) < 1,Im(z) > 0} tomando os valores em C\{0,1}. Por
reflexdo das linhas verticais {Re(z) = n} para n inteiro, extendemos ¢ para todo H. Por
construcao temos que ¢ é uma transformacao cobertura de H sobre M. O]

Demonstragao. (do Teorema de Montel)

Assumindo que S é um disco, e por composicao por uma transformacao de Mobius,
assumimos que as fungoes em F nao asssumem os valores 0, 1, e co. Seja M = C\{0, 1}.
Pelo Lema anterior existe uma aplicagao cobertura ¢ : D — M. Seja ]/“\: S —- Do
levantamento de f € F, tal que foi = f. Entao {f : f € F} é uma familia normal, pois
é uma familia normal limitada, portanto F é uma familia normal. O]

Definigao 2.15. Seja Ca esfera de Riemann, que € uma superficie de Riemann compacta,
e f: C — C uma aplicacio holomorfa e f* : C — C a n-ésima iterada. O dominio de
normalidade da colecao de iteradas f™ € chamado Conjunto de Fatou para f. O seu
complementar é chamado de Conjunto de Julia.

Notagao: J = J(f) para conjunto de Julia e C\ J ou F = F(f) para o conjunto de
Fatou.

Exemplo 2.16. Considere f(z) = 22, entio f"(z) = 22". Como f™ converge para 0 em
{lz| < 1} e converge para oo em {|z| > 1} o Conjunto de Julia de f € o circulo unitdrio
{|z] = 1}, e seu complementar F(f) é o conjunto de Fatou.
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Figura 2.1: Conjunto de Julia de f(z) = 22

Agora apresentaremos alguns figuras que representam o conjunto de Julia para algumas
aplicagoes, estas figuras forma obtidas utilizando o sofware fraqtive.

Exemplo 2.17. Considere f(z) = z* + 1, entdo a figura abaizo representa o conjunto de

Julia de f.

Figura 2.2: Conjunto de Julia de f(z) = 2% + 1.

Exemplo 2.18. Agora considere f(z) = 22 —0.55i+ 0.6, entdo a figura abaizo representa
o conjunto de Julia de f .

Figura 2.3: Conjunto de Julia de f(z) = 2% — 0.55: + 0.6.

1
Exemplo 2.19. Considere f(z) = 2° — 2. Se usarmos o homeomorfismo g(z) = z + —
z

emg: D — C\ [—2,2] entdo g(z*) = f(9(2)),Vz, e dai z — 2* € z — 2*> — 2 sdo
topologicamente conjugadas. Portanto o conjunto de pontos que escapam para infinito é
C\ [-2,2], assim o conjunto de Julia € o intervalo do eizo real [—2,2].
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Figura 2.4: Conjunto de Julia de f(z) = 2% — 2.

Definicao 2.20. Seja P : C — C um polinomio complexo monico de grau d > 2. De-
notamos por P"™ a n-ésima iterada de P. O Conjunto de Julia Cheio de P é definido
por

K(P) ={z: P"(z), nao tende para oo}

Observagao 2.21. Com a defini¢cao de conjunto de Julia Cheio e com a defini¢ao do
conjunto de Julia, observamos que o conjunto de Julia é o bordo do conjunto de Julia

Cheio.

Exemplo 2.22. Sejam os polinomios de Tchebychev T}, definidos pela sequinte forma
de recorréncia
Tk+1 = ZTk(Z) — Tk_l(z), k = 1, 2, e

e To(2) =2, T1(2) = z, dai temos

O conjunto de Julia Cheio K(T}) é o intervalo [—2,2]. Desta forma K(T}) = J(Tk), e
dai o conjunto de Julia Cheio tem interior vazio (ver referéncia [2]).

Exemplo 2.23. Para o polinémio Py(z) = 2% o conjunto de Julia Cheio K(Py) € o disco
unitario fechado, e o conjunto de Julia J(Fy) é o circulo unitdrio.
De fato, como Py(z) = 2%, entao PJ(z) = 2%". Assim PJ(z) converge para 0 em {|z| < 1}
e converge para oo em {|z| > 1}, portanto o Conjunto de Julia Cheio é o conjunto
{z : |z| < 1}, e o conjunto de Julia é o circulo unitdrio {|z| = 1}.

Definigao 2.24. O Conectedness Locus M, de uma familia de polinomios de grau n
consiste de todos os parametros ¢, tais que o conjunto de Julia de P.(z) é conexo, ou
equivalentemente se a orbita de cada ponto critico de P.(z) é limitada.

No préximo exemplo apresentamos o Connectedness Locus de algumas familias de
polinémios, novamente utilizamos o sofware fraqtive.
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Exemplo 2.25. Considere P.(z) = 2" + ¢, entdo o Connectedness Locus € o conjunto
representado na figura abaizo:

Figura 2.5: Connectedness Locus para n = 2,n = 3 e n = 4, respectivamente.

2.3 Propriedades dos Conjuntos de Julia e Fatou

Nesta secao apresentaremos uma série de propriedades dos conjuntos de Julia e de
Fatou, o que nos permitira compreender o comportamento dinamico de uma aplicacao
holomorfa. Antes de tratarmos as propriedades do Conjunto de Julia e de Fatou pre-
cisamos da seguinte teorema que pode ser encontrado em [L1]:

Teorema 2.26. Seja uma funcao racional, onde P e () nao possuem raizes comuns.

Coloquemos k = max{grau(P), grau(Q)}. Valem as sequintes propriedades

a) Para todo z € Ca equacao f(z) = zo possui k solugées, contadas com multiplicidade.

b) Existe um subconjunto finito C(f) C C com no mdzimo 2k — 2 elementos, tal que
C—C(f) = {20 : a equacao f(z) = zo possui k solugdes distintas}.

¢) O congunto C(f) € vazio se, e somente se, k = 1.
Assim diremos que k € o grau de f e C(f) € o conjunto de valores criticos de f, além
disso um ponto zg € C — C(f) € chamado valor reqular de f.

Proseguimos agora com as propriedades dos Conjuntos de Julia e Fatou.

Teorema 2.27 (Lema da Invariancia). O Conjunto de Julia J = J(f) de uma aplicagdo
holomorfa f : C — C ¢ totalmente invariante sobre f. Isto é, z pertence a J se, e somente
se, f(z) pertence a J. O mesmo vale para o conjunto de Fatou.

Demonstragdo. Primeiramente note que f~'(F) C F. Agora suponha que 2y € F(f), e
que ftl = fo f converge uniformemente em uma vizinhanca de zy. Como f ¢ analitica
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ela aplica uma vizinhanga de 2y em uma vizinhanga de f(zy), e além disso ™ converge
uniformemente em uma vizinhanga de f(zy), pois 2o € F(f). Segue que f(zy) € F(f), e
dai f(F) C F, e portanto F' é completamente invariante. ]

Teorema 2.28 (Lema da Iteragao). Seja uma aplicacao holomorfa f : C — C. Para
todo k > 0, o Conjunto de Julia J(f*) da k-ésima iterada coincide com o Conjunto de

Julia J(f).

Demonstracdo. O conjunto de Julia de f coincide com o conjunto de Julia de f*, pois
se f* é normal sobre um conjunto aberto U entdo f™ também é normal sobre U. Por
outro lado se f™ ¢ normal sobre U entdo f* também é normal sobre U, e daf segue o
resultado. [

Lema 2.29. Cada orbita periodica atratora estd contida no Conjunto de Fatou de f. De
fato, toda bacia de atracao A para uma orbita periddica atratora estd contida no conjunto
de Fatou. Além disso, cada orbita periodica repulsora estd contida no conjunto de Julia.

Demonstragao. Primeiro considere um ponto fixo zyp = f(z) com multiplicador A. Se
|A| > 1, entdo nenhuma sequéncia de iteradas de f pode convergir uniformemente préximo
de zp, como a primeira derivada de f" em 2, é A", temos que f se aproxima do infinito
quando n — oo.

Se |[A\| < 1 e escolhendo |A| < ¢ < 1 temos pela expansao de Taylor que

|f(2) = f(20)] < |z — 20,

para z suficientemente préximo de zg. Desta forma as sucessivas iteradas de f restritas a
uma vizinhancga de zy convergem uniformemente para a fungao constante z — 2y, como
um ponto periddico de f é um ponto fixo de alguma iteragao f" segue o resultado. O]

Corolario 2.30. As orbitas periodicas repulsoras sao densas no Conjunto de Julia.

Lema 2.31. Cada ponto periédico parabolico pertence ao Conjunto de Julia.

Demonstracao. Seja w um parametro local de uniformizacao com w = 0 correspondedo
ao ponto periédico. Assim alguma iterada f™ corresponde a uma transformacao local do
w-plano com uma série de poténcias da forma w — w + a,w? + a4 1w + -+ | onde
q > 2,a, # 0. Daf a derivada de ordem ¢ de f™* em 0 ¢ igual a ¢'ka, que tende a infinito
a medida que k& — oo. Pelo Teorema da Convergéncia Uniforme de Weierstrass, segue
que nehuma subsequéncia de f™* pode convergir localmente de forma uniforme a medida
que k; — oo. O

Antes de seguirmos para a proximo teorema, precisamos da definicao de grande orbita
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Definicao 2.32. Chamamos grande orbita de um ponto z sobre f : S — S ao conjunto
GO(z, f) consistindo de todos os pontos z' € S cuja orbita eventualmente intercepta a
orbita de z. Assim z e z' tem a mesma grande orbita se, e somente se, f"(z) = f"(2')
para alguma escolha de m > 0 en > 0. Um ponto z € S serd chamado grande orbita
finita ou excepcional sobre [ se sua grande orbita GO(z, f) C S é um conjunto finito.

Similarmente a esta definicao temos:

Definicao 2.33. O conjunto dos pontos de C que tem grande orbita finita serd denotado

pore(f) .

Teorema 2.34 (Transitividade). Seja z; um ponto arbitrdrio do conjunto de Julia J C C
e seja N uma vizinhancga arbitrdria de z; . Entdo a unidgo U de imagens futuras f™(N)
contém todo o conjunto de Julia, e contém todos os pontos de C ;a4 excecao de, no mdrimo
dois pontos

Demonstracao. Primeiramente note que o conjunto complementar C \ U pode conter no
maximo dois pontos, pois se C \ U contém mais de dois pontos, usando que f(U) C U,
obtemos pelo Teorema de Montel que U deve estar contido no conjunto de Fatou,
que é impossivel, ja que z; € U N J. Novamente usando que f(U) C U, temos que
alguma pré-imagem de um ponto z € C \ U deve pertencer ao conjunto finito C \U.
Seguindo com este argumento que alguma pré-imagem de iterada z é periddica, assim z é
ele mesmo periddico e com grande érbita finita. Assim o conjunto £(f) de grande érbita

finita ¢ disjunta de J, segue que J C U. Finalmente, se NV é pequeno o suficiente entao
N C C\ e(f), segue que U = C\ &(f). O

Lema 2.35. Se f ¢ uma aplicagao racional de grau 2 ou mais, entao o Conjunto de Julia
J = J(f) € nao vazio.

Demonstracao. Suponha que J = (), entao f" é uma familia normal sobre toda @, e entao
existe uma subsequéncia {n;} tal que f™(z) — g(2) para alguma funcéo analitica g de C
para C. Se g ¢ constante entao a imagem de f"/ estd contida em uma pequena vizinhanga
de um valor constante, o que é impossivel, pois f" converge em C. Se g é nao constante

entao f™ tem o mesmo nimero de zeros de g, o que é impossivel ja que f™ tem grau
dr. ]

Corolario 2.36. Se o Conjunto de Julia contém um ponto interior, entao ele deve ser
tgual a toda a esfera de Riemann.

Demonstragao. Se J tem um ponto interior 21, entao escolhendo uma vizinhanga N C J
de 21 a uniao U C J de imagens futuras de N é densa, portanto U = C, e como J ¢é
fechado segue que J = C. [
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Corolério 2.37. Se A C C ¢ a bacia de atra¢ao de alguma orbita periodica atratora, entao
0 bordo topolégico 0A = A\ A € igual a todo o Conjunto de Julia. Cada componente
do Conjunto de Fatou F ou coincide com alguma componente conexa da bacia A ou é
disjunta de A.

Demonstragao. Se N é alguma vizinhanga de um ponto do conjunto de Julia, entao f™(IV)
intercepta A, e daf o préprio N intercepta A, e assim temos que J C A. Mas J é disjunto
de A entao J C 0A. Por outro lado, se N é uma vizinhanca de um ponto de 0.A entao
alguma iterada f"|y deve ter uma descontinuidade entre A e A, e assim 0.A C J.

Finalmente, note que alguma componente conexa do conjunto de Fatou intercepta A,
uma vez que nao pode interceptar o bordo de A, deve coincidir com alguma componente
de A. Portanto segue o resultado. ]

Corolario 2.38. Se zy é um algum ponto do conjunto de Julia J = J(f), entao o conjunto
{z € C; f"(2) = 2 para algum n >0}

¢ denso em J(f).

Demonstracao. Primeiramente note que zq ¢ £(f), pois zo € J(f). Pelo teorema
temos que se z; € J(f) entdo ele pode ser aproximado por fechados arbitrarios que
contém z que pertence ao conjunto formado pelas érbitas passadas de z. O

Coroldrio 2.39. Se f é uma aplica¢do racional de grau 2 ou mais, entao J(f) nao tem
pontos isolados.

Demonstracao. Seja zg € J e U uma vizinhanca aberta de zy. Assumiremos que zg nao
é periddico e escolhemos z; com f(z1) = 2o, entao f"(z9) # 21 para algum n € N. Desde
que z; € J, as iteradas passadas de z; sao densas em J, entao existe um £ € U com
f™(€) = z1, assim £ € JNU e € # zy, assim 2y nao é isolado.

Agora suponha f"(zy) = zo para algum n minimal. Se zy é a tinica solucao de f"(zy) = zo
entao zy deveria ser um ponto fixo superatrator de f™ contradizendo que z, € J. Portanto
existe 21 # 2o com f"(z1) = 2, além disso f7(zy) # 21 para 0 < j < n, pois caso contririo
isto asseguraria que 0 < j < n e dal fi(z) = f"(29) = f"(21) = 2 contradizendo a
minimalidade de n. Assim como anteriormente z; deveria ter uma pré-imagem em U N J
que nao pode ser zg. O

Corolario 2.40. Para toda aplicacao racional de grau 2 ou mais, o Conjunto de Julia J
ou € conexo ou tem uma quantidade nao enumeravél de componentes conexas.

Definicao 2.41. Um espago topoldogico X é de Baire se cada intersec¢ao enumerdvel de
abertos densos de X € também densa. Serd conveniente dizer que uma propriedade de
pontos no espago de Baire X é genérica para x, se é valida para todos os pontos de alguma
intersecao enumerdvel de subconjuntos abertos densos de X.
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Teorema 2.42. Para uma escolha genérica de um ponto z € J = J(f), a drbita futura

{z,f(z),f2(z), o }

é densa em J.

Demonstracao. Para cada j > 0 podemos cobrir J por um nimero finito de conjuntos

abertos NNj; de diametro menor do que — usando a métrica esférica. Para cada Nj; seja

Uji a unido das pré-imagens de iteradas de f~"(Njz). Segue do corolario que o
fechado Uj, N J ¢ igual a todo o conjunto de Julia, em outras palavras, Uj, N J é um
subconjunto denso do conjunto de Julia.

Agora se z pertence a intersecao desses conjuntos, entao a érbita de z intercepta cada Ny,
e por isso é denso em J. O

Teorema 2.43. Seja f uma aplicacao racional de graw maior ou igual 2, e seja E um
subcongunto compacto da esfera de Riemann com a propriedade que para todo z € F(f),
a sequéncia {f"(z) : n > 1} ndo acumula em nenhum ponto de E. Entdo dado algum
conjunto U que contém J(f) temos que f~"(E) C U para n suficientemente grande.

Demonstracao. Suponhamos que a conclusao seja falsa, ou seja, existe alguma vizinhanca
aberta de U de J, e para n em alguma sequéncia {ny, ns,-- -} os pontos z, € f~"(F) mas
nao pertence a U. Sem perda de generalidade, supomos que z, — w, como U é aberto e
w ¢ U, temos que w € F pois J C U.

Agora seja € > 0 positivo, existe § > 0 tal que se |z, — w| < ¢ implica que
|f™"(zn) — fM(w)| < € e como f"(z,) € E, assim a mostramos que f"(w) se acumula em E
contradizendo a hipédtese. ]

2.4 As Coordenadas de Bottcher no Infinito

Agora estudaremos uma forma mais facil de trabalharmos com o conjunto de Julia
Cheio, para isso faremos uso do teorema de Bottcher.

Daremos primeiramente a versao geral do Teorema de Bottcher e depois analisaremos
0 caso especial para o conjunto de Julia Cheio.

Teorema 2.44 (Teorema de Bottcher). Suponha f um polinémio moénico, existe uma
mudang¢a de coordenadas holomorfa w = ¢(z), com ¢(0) = 0, que conjuga f com a
aplicacao w — w™ em wuma vizinhanga de zero. Além disso ¢ € unica, a menos de
multiplicagao por uma (n — 1)-raiz da unidade.

Dessa forma f é conjugada a uma aplicacao ¢, na vizinhanga de um ponto fixo, ou
seja:

pofopt:wr w” com n>2.
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Demonstracao. Prova da Existéncia: Primeiramente escolhamos uma solugao ¢ da
equacao ¢! = a,, entdao a aplicacdo conjugacao cf (%) tém coeficiente lider, coeficiente
de maior grau, igual a +1. Assim assumimos, sem perda de generalidade, que tal aplicacao

tem a forma f(z) = 2"(1 + b1z + bpz? 4 b32 - -+ ), ou de forma resumida
f(z) =2"(1+n(2)) com n(z) =biz+ bp2” +bsz” -

Escolhemos um raio 0 < r < 1 que seja pequeno o suficiente tal que n(z) < 35 sobre
o disco D, de raio r. Entao f aplica o disco sobre si mesmo, com |f(z)| < g[z|" <
3|z| e com f(z) # 0 para D, \ {0}. A k-ésima iterada f* também aphca D sobre

si mesmo, e segue indutivamente que ela (f*) tem a forma f*(z) = 2" (1 +nF b +
(termos de grau menor)).
A idéia da prova a seguinte, tome

|°°l\>|>~

1 b
de(2) = "V f*(z) = 2" (1 + n*byz + (termos de grau menor))F = (1 + =+ )

onde a expressao da direita provém de uma escolha explicita da n*-raiz da unidade. Assim
Or(f(2)) = dry1(2)™. Mostraremos que a funcao ¢y, converge uniformemente para a fungao
limite ¢ : D, — D. Para provarmos a convergéncia facamos a substituicdo z = e, onde
7 esta definido em relagao ao semi-plano esquerdo de H, definido pela desigualdade
Re(Z) < logr. Entao a aplicagdo f do disco D, sobre si mesmo corresponde a uma
aplicacao F'(Z) = logf(e?) de H, sobre si mesmo. Tomando n = n(e?) = bye? +bye?+- -,

com |n| < 3 temos que podemos escrever

F(Z) = log(e"?(1+n)) =nZ +log(l+n)

oo

oz (p T )

onde a expressao anterior provém de uma escolha explicita do ramo do logaritmo que
estamos usando.

1
Note que F : H, — H, é uma fun¢ao holomorfa bem definida, assim de |n| < 3 temos
|F(Z) —nZ| = |log(1+n)| <log2 <1 (2.1)

1
para todo Z neste semi-plano. Similarmente a aplicagdo ¢x(z) = f"(2)»F para |z| < r
corresponde a uma aplicacao

F(Z)

®4(Z) = loggr(e?) =

?
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que é definida e holomorfo sobre H,. Por [2.1] temos

41 (2) — dy(2)| = LD D)

nk+1 nk+1 ’

Assim a aplicagao exponencial do semi-plano sobre D reduz distancias, e segue que

1
|Pr1(Z) — on(Z)] < oy

para |z| < r. Portanto, quando r — 0o a sequéncia de aplicagés holomorfas z — ¢y (2),
sobre o disco |z| < r, converge uniformemente para a aplica¢ao holomorfa limite ¢(z), e
satis faz a identidade ¢(f(z)) = (o(2))™.

Prova da Unicidade: Neste caso é suficiente estudar o caso especial f(z) = 2". Se
a aplicacao da forma ¢(z) = c12 + cx2* + (termos de menor grau) conjuga z — 2™ sobre
si mesmo, entao a série
P(2) = c12" + 2™ - -

deve ser igual a
(p(2))" = 2™ + nep teptht o)
n—1

com nk > n + k — 1. Comparando os coeficientes, encontramos c¢f”" = 1 e que os
coeficientes restantes se anulam, o que prova o resultado.

]

Agora apresentaremos a versao do teorema de Bottcher para o conjunto de Julia cheio,
tal resultado serd de fundamental importancia nos resultados sequentes.

Teorema 2.45. Para toda funcgao polinomial P de grau ao menos 2 o conjunto de Julia
Cheio K C C ¢ compacto, com complemento conexo, com bordo topoldgico OK igual ao
conjunto de Julia J = J(P) e com interior igual a unido de todas as componentes limitadas
U do conjunto de Fatou F(P). Assim K € igual a unido de todas as tais U juntamente com
J. Sendo alguma destas componentes conexas U necessariamente simplesmente conexa.

P(z)
d
ag_ 127V 4+ cay + ap). Assumindo convenientemente que a; = 1 podemos escolher uma

constante ry > 2 tal que

Demonstracao. Note que converge para ag quando |z| — oo (P(z) = agz? +

d—1
a; P(2) 1
- = -1l < = >
; g ’ o ' 5 para |z| > ro
e segue que
d
|P(2)] > % > 2|z| para |z| > 7.
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Segue daf que algum z, com |z| > ry pertence a A = A(c0) do ponto no infinito. Assim

podemos identificar K com o complemento C \ A. Assim K é compacto, e segue pelo
corolério que 0K = 0A é igual ao conjunto de Julia de P.

Mostremos que A é conexo. Seja U uma componente conexa limitada do conjunto de
Fatou C\ J, entao |P%(z)| < ry para cada z € U, isto pelo Principio do Médulo Maximo,
desta forma cada componente limitada de C\ J estd contida no conjunto de Julia Cheio
K, e a tnica componente ilimitada pode ser identificada com C\ K = C N A(o0).

Similarmente se I' é uma curva fechada simples situada em uma componente limitada
de U, e se V' é a componente limitada de C\I" entao segue do principio do médulo méximo
que V C K. Em particular, V' nao pode conter algum ponto de J = 0K, pelo Teorema
de Montel, entao segue que V' C U, o que mostra que U é simplesmente conexa. O

Teorema 2.46 (Teorema de Bottcher Conjunto de Julia Cheio). Seja P um polinémio
de grau d > 2. Se o conjunto de Julia Cheio K = K(P) contém todos os pontos criticos
finitos de P entdao ambos K e J = 0K sdo conexos, e além disso o complemento de K €
conformalmente isomorfo ao exterior do disco unitdrio D por um isomorfismo

$:C\K—>C\E

que conjuga P em C\ K com a d-ésima série de poténcias w — w?. Por outro lado, se
ao menos um ponto critico de P pertence a C\ K entdo ambos K e J tem incontdveis
componentes conexas.

Demonstracao. A prova sera baseada no seguinte: para estudar o comportamento de P

préximo do infinito fazemos a substituicao usual £ = — e consideramos a funcao racional
z

F(§) = m

P(2) ~ z% quando z — oo segue que F(§) = &% quando & — 0. Existe uma associacao
com a aplicacao de Bottcher

Novamente consideramos que P é monico. Da igualdade assintotica

6(¢) = lim FH(€)w € D

Assim gb aplica alguma vizinhanga de infinito biholomorficamente sobre o infinito, com
gb ~ z quando |z| — oo, e ng conjuga a aphcacao polinomial de grau d com a d-ésima série

de poténcias, de forma que gzﬁ(f( ) = (b(z)d.

De fato, suponha primeiro que nao existe outro ponto critico além do infinito na bacia
de atragdo A = A(0), entao a aplicagao de Bottcher se estende para um isomorfismo
conforme

C\K=C\D
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Seja @E a inversa de qg Agora cada anel
Ay ={z€Cl<|z|<1+¢}

aplica sobre 1Z (A14.) € C\ K o fecho J(AHE) ¢ compacto conexo que contém o conjunto
de Julia J = 0A, segue que a intersegao

J = m 'Q/D\(AlJra)

e>0

¢ também conexo, e segue do Teorema que K é conexo. Agora suponha que ha
ao menos um ponto critico em C \ K, entao a conclusao do lema anterior se traduz no
seguinte: existe um menor nimero r > 1 tal que a inversa de $ proxima do infinito se
estende a um isomorfismo

»:C\D, 5= UcCC\K

Além disso,0 bordo 90U do conjunto aberto U = {/J\(C \ D,) é um subconjunto conexo em
C\ K que contém ao menos um ponto critico de P.

Mostraremos que o fecho U separa o plano em dois ou mais conjuntos abertos limitados,
com cada contendo incontavéis pontos do conjunto de Julia. Seja ¢ um ponto critico em
OU, entao o valor critico correspondente v = P(c) pertence a U, com |¢(v)] = r? > 7.
Considere o raio infinito R C C\ D, consistindo de os produtos to(v) com t > 1. A
imagem R’ = QAS(R) C U é chamada raio externo do ponto v, associado com o conjunto
compacto K C C.

Agora consideremos todas as imagens P~}(R') C U, a interseciao U N P~'(R’) consiste
de d raios externos distintos, correspondendo a d compontentes distintas do conjunto
VR C C \ D,. Cada um desses d raios externos R} ¢ alguma solugao z da equagao
f(z) = v. Mas esta equagao tem ao menos duas solu¢oes no ponto critico ¢, entdo ao
menos dois destes raios externos R e R} serdo levados em c¢. Como a unido Ry U R, C U
dividimos o plano em dois conjuntos abertos conexos, que chamaremos V e V;.

Note agora que cada uma das imagens P(Vy) e P(V}) contém todos os pontos do plano
complexo, exceto possivelmente os pontos de R'. De fato, cada P(V}) é um conjunto
aberto. Se z € C é um ponto limite de P(V}), entdao podemos escolher uma sequéncia
de pontos z; € Vj, tal que as imagens P(z;) convergem para z. O z; certamente deve
ser limite de uma sequeéencia, entao podemos escolher uma subsegéncia que converge para
algum ponto 2/ € C. Agora 2z’ ¢ Vj desde que P(z') = Z é um ponto limite e P uma
aplicacao aberta, assim segue que 2z’ € 0V, = RjUR, e Z € R'. Se C\ R’ é conexo implica
que

P(Vx)) DC\R' DK

Agora sejam Jy = JNVye J; =J NV, Assim segue que

P(Jo) :P(Jl) =J
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e note que Jy e J; sao conjuntos disjuntos compactos com JyUJ; = J. Similarmente pode-
mos dividir cada Jj, em dois conjuntos disjuntos Jyg = Jy N P~1(Jy) e Jp1 = Jp N P7H(J)
com P(Jy) = Jj, continuando indutivamente, podemos dividir J em 29! conjuntos com-
pactos disjuntos

Jrokg = Iy N P YJ,)N---N PY(Jy,)

com P(Jko..,kq) = Jg,.-k,- Similarmente para alguma sequéncia infinita ko, ky, ko, -+ de
zeros e uns, seja Jyk k,- & intersecao da sequéncia

Jko D) Jk()kl D) Jkok1k2 IDJE

Cada tal intersecao é compacta e nao vazia. Seguindo este caminho obtemos incontavéis
subconjuntos nao vazios que a uniao é o conjunto J. Cada componente conexa de J deve
estar contida exatamente em um desses conjuntos, entao J tem infinitas componentes
conexas. A prova para o conjunto de Julia Cheio é andloga. m

Observagao 2.47. Da proposicao anterior vemos que se o Conjunto de Julia Cheio €
conezo, a inversa de ¢p(z) = ¢,(2) denotada por 1, € uma funcao meromorfa univalente
definida sobre D e tem a forma

bp b1 by

wp(z):z+5+;+§+~~,pam\z|>1.

2.4.1 Coeficientes das Funcoes de Bottcher

O resultado seguinte nos mostra uma forma de relacionar os coeficientes da inversa
da fungao meromorfa obtida pelo teorema de Bottcher, e os coeficientes de um polinomio
que tem conjunto de Julia Cheio conexo.

Teorema 2.48. Seja P um polinomio monico de grau d com conjunto de Julia Cheio
conezo, para |z| > 1 seja

Up(z) =2+ by + Z bz "

n=1
a funcgao de Bottcher de P, e
P(yp(2)) = Z ez "
k=—d
Entao - -
L+ Y ke =) nlb?
k=— n=1

Demonstragao. Seja C,. a imagem de 1,(z) do circulo |z| =7 > 1, e E, o interior de C,.
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Entao

5 [ PErEP e 5 [ P

2t J )=
l// |P'(w)|*dudv
21 B,
TS e Fla
%)y o 2= EE
= —WZk|Ck|2T_2k

k=—d

[0

[[eo

Na expressao acima usamos,

1. a substituicdo w = ¥p(z), dai dw = YP(z)dz
2. o Corolario da Formula Analitica de Green do capitulo 1, e

3. as igualdades

P = PP () = = 3 HalPls s = = 3 Hall]- 2.

k=—d k=—d
Por outro lado,
1
5 |, POrEIP e = g [ e

1 o d td o
I —1 b —nd ztnd .
(e e
(rdeitd _ Z nbnrndeitnd> dt
n=1
= 7 <r2d — Zn!bnl2r2”d) :

n=1

Acima usamos que f7 f(z)dz = 02” f(y(@®)y (t)dt, com v € [0, 2], pois z pode ser escrito
como z = re't com t € [0, 27].

Fazendo r — 1, segue a demonstracao.
O

Exemplo 2.49. Seja P(z) = 2% + ¢, com ¢ € C. Determinemos os coeficientes da
aplicag¢ao de Bdttcher ¥p(z), para isso utilizaremos o teorema assim (Yp(2))* +c =
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Yp(2%), e com isso mostraremos que 0s coeficientes da fun¢ao meromorfa univalente 1p(2)

sao

b0:07 b2n:()7 (n:L 27 37 )

Além disso se supormos que ¢ € M, onde M ¢ o Connectedness Locus de P, temos

De fato, por um lado temos que

Yp(2%) =22 + by + anz_zn,

n=1

por outro lado temos que
o 2
(’QZJP(Z))2+C = <Z+b0—|—2bn2_n) +c
n=1

o0 o0 2
= (z+b)? —|—2(z+b0)Zb"z’” + (Z bnz"> +c
n=1

n=1

o o 2
= 2%+ 2bpz + b3 + 2(z + by) Z bz ™" + (Z bnz_"> +c
n=1

n=1

Iqualando os termos z das expressoes[2.9 e[2.3, respectivamente, temos
0=2by = by=0
Igualando os termos constantes das expressoes[2.9 e respectivamente, temos

b0:b3+C+2b1:>b1:—g

(2.2)

(2.3)

Igualando os termos que tém poténcia z~" das expressoes[2.9 e[2.9, respectivamente, temos

0=2by+2by = by =0

equindo de maneira similar temos que todos os b;, com 1 par se anulam, pois todos as
S do d lar t tod b;, lam, tod
poténcias 27 se anulam na expressao de 1p(2?), e na expressio de (vYp(z))*+c dependem

de bOZO

Igualando os termos que tém poténcia 22 das expressoes|2.4 e[2.3, respectivamente, temos

2
by = 2bz + 2bgby + b] = by = — —%

=0
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Igualando os termos que tém poténcia z—* das expressoes[2.4 e[2.9, respectivamente, temos

2 blbg C2 03
b2:2b5+2b0b4+b2+blb3:>b5:—7:>b5:—§_1_6

e assim por diante.

Exemplo 2.50. Mais geralmente se P(z) = 2% + ¢, com ¢ € C, os coeficientes da funcao
meromorfa univalente Y p(2) sao

b0:b2:"'bd,2:0

bnd = bnat1 =+ bnyyayr =0,(n=1, 2, 3, ---)

Se supormos que ¢ € My, onde My é o Connectedness Locus, temos

c c d—1
bg—1 = —=, b1 = — 2

d B aE

Teorema 2.51. Seja P(2) = 2% + ag_12971 + ag_227"2 + - -+ + ag um polinémio monico
de grau d > 2 com conjunto de Julia Cheio conexo. Seja

¢p(2) =z + bo + Z an_n

n=1

dada sobre A ={z € C: |z| > 1}. Entao

Aq—1 1 d—1 2 ag—2
bOZ—d,eblzﬁ(T)adl—T‘”

Demonstragao. Ver referéncia [19]. O

Observagao 2.52. Se, em particular, P(z) = 2%+ aq 92972+ - -+ag € monico e centrado
entao by = 0.

2.5 Polinomios de Faber e Coeficientes de Garabedian-
Schiffer

Os resultados desta subse¢do podem ser consultados na referéncia [14].

Definigao 2.53. Seja X a familia de funcgoes g(z) = 2z + by + biz7! + bez™2 + -+ que
sao univalentes para |z| > 1. Seja E = E(g) o complemento compacto da imagem de
{g9(2) : |z| > 1}. Os coeficientes de Faber by (l,k =1,2,---) relativos ao polinémio g, sdo
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definidos por

1
og R

9(€) — 9() _

=0 b

k=1 l=1

e satisfazem by, = by, br1 = bx. Os polinémios de Faber ¢p(w)

por

e satisfazem

Z é’k-‘rl

Sr(9(2) =25+ kD buz™ |2 >1
Agora seja
H w—1v,)" (a1 >0, ,a,>0,0;+---
p=1
com v, € E, definimos os polinémios ¥, (w) = w*=! + .. por
9'(5) Z
9(&) - Ek“

de maneira similar aos polinomios de Faber podemos escrever

g€  nlg(z)

9(&) — 9(2) h(g(w))

k=1 1=0

2| > 1,

:wk+...

_ f: f: k:cklz_lf_k_l

€l >1

sao definidos

(2.4)

(2.5)

pois as fungdes sao ambas analiticas quando {1 < |z] < 00,1 < [¢| < 0o} e tem dois zeros
quando & = oo. Dal podemos escrever

Wg(2))W(g(2)) = 2" + k) emz™ |2 > 1

Os ntmeros cg(k =1,2,---
n = 1 encontramos que

O que generaliza os coeficientes de Faber. Escolhendo h(w) = v/(w — u)(w — v),

=12

=0

- ¢k(U1)

w — U1

, Cki = by
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u,v €



E. definamos

Yy(w) = 2log(vVw — u + vVw — v) — log(v — u)

Normalisando por ¥(v) = 0 podemos escrever

E daf integrando [2.5 em relacao a £ obtemos

107 togi(o - wje
— 2log[y/(9(&) —v)(9(2) —u) + v/ (9(2) = v)(9(&) — u)]
- 1 g<z _g(€> _ _ o k-l
BT ) Ta@) T A 2
Agora os numeros ¢ sao definidos para k,I = 0,1,2,--- e que satisfazem ¢y = ¢y sao

chamados coeficientes de Garabedian-Schiffer.
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Capitulo 3

Aspectos Geométricos e a Dimensao
de Hausdorff do Conjunto de Julia

Neste capitulo nosso objeto de estudo serao as propriedades geométricas do conjunto
de Julia Cheio, para isso usaremos principalmente a referéncia [19]. Para termos re-
sultados mais gerais primeiramente definiremos polinomio centrado, e mostraremos que
qualquer polinomio pode ser conjugado a um polinémio centrado. Portanto obteremos
nossos resultados para polinomios centrados e estes serao vélidos para qualquer polinomio
mediante a uma conjugacao.

Definicao 3.1. Um polinomio € dito centrado se a soma de suas raizes se anulam.

Observagao 3.2. Pelas relagoes de Girard temos que o polinémio P(z) = a,2"+a,_ 12" 1+
U222+ -+ a2® + a1z + ay € centrado, se é somente se, o termo a,_, = 0.

De fato, as relagoes de Girard dizem que se ri,re, - ,r, sGo as raizes de P(z) entdo
TLtTy ATy , ;
Ayl = , dai como P(z) € centrado seque que a,_1 = 0.
Qp,
~ , r+reto 4T
Por outro lado, se a, —1 =0, das relagoes de Girard, temos que 0 = Lt "=
an

ri4+ro+ - +1r, =0, ou seja, P(z) € um polinomio centrado.

Lema 3.3. Dado um polinémio complezo f(2) = apmz™+apm_12™ 14+ +a12+ag, ap # 0

existe um polinomio centrado g(z) = by 2™ + by 22™ 2+ -+ -+ b1z + by, by # 0 € uma
m—1

transla¢ao h(z) = z + ¢, com ¢ = de forma que f e g sao conjugados.

My,

Demonstracao. De fato, usando o binémio de Newton para desenvolvermos as poténcias
de (z — ¢), e colocando h™!(z) = z — ¢ temos
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hfh ' (z) = hf(z—-c)
= h(am(z—0)"+am1(z—c)" '+ +a1(z—c) +ap)

m m—1
—1
= am Z (7;;) 2" (=) + ap Z (mk ) R b a(z— ) Fagtc

k=0 k=0

m mlay, . 4 N
= q 2" ———" ml

" (m —1)!
m! m—2 2 m! m—1 m! 0 m
+ am {mz ¢+ mz(—c) -+ WZ (—C) +
(m B 1)' m—1 (m B 1)' m—2 (m — 1)' 0 m

T T T Tt T oo |
+ 4 az+c(l —ay) + ag

2™ + (—MapC + Qpq) 2™+
m! 2 9 m!

m!
T m [2!(m—2)!z Tt oot o]

(m_l)' m—2 (m—l)' 0 m
et {_11(m—2)!" R e TR }+

+ o taz+c(l —ay) + ag

(=)™t +

ZO(—c)m} +

Am—1

1 am-1
, daf temos que g(2) = @, 2™ + -+ —— &
ma,y, ma,,

conjugado a f(z) por h(z). O

Dai basta tomar b,, = a,,, - ,c =

Observacao 3.4. Dado uma aplicagao racional R e uma aplicacao de Mobius h, entao
d(J(hRh™")) = d(h(J(R))) = d(J(R)),

dai a dimensao de Hausdorff de R e h coincidem, portanto a conjugacao preserva resul-
tados referentes a medida de Hausdorff (ver [2] pag. 248).

A observacao anterior é crucial para o desenvolvimento deste capitulo, pois todos os re-
sultados aqui obtidos exigem que os polindmios sejam centrados, mas com esta observacao
temos que os resultados sao vélidos para qualquer polindomio complexo.

3.1 Aspectos Geométricos do Conjunto de Julia Cheio

Dados dois polindmios e seus conjuntos de Julia Cheios surge naturalmente a questao:
se existe uma relacao de inclusao entre seus conjuntos de Julia Cheio, existe alguma
relacao entre tais polinomios? Para responder esta questao temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.5. Suponha que Py e Py sao polinomios monicos com grau di > 2 e dy > 2,
respectivamente, e K(Py) C K(P,) entdo dy < d;.

Demonstracao. Suponha A; = C— K(P) e Ay = C - K (P,) os dominios de ¢p, € pp,
dados pelo teorema de Bottcher, dai:

pr(Pi(2)) = (op ()5 or(Pa(2)) = (9p(2)®

Portanto
_ loglon (Pi(2))| -, _ loglor, (£2(2))]
- dy =
log|ep, (2)] log|ep, (2)]
Por K(P,) C K(P2) e
—SOP;(Z) =1 (2= o0); —%Z(Z) =1 (2= o0),

pois ¢p, () e z tendem a infinito quando z — 0o, 0 mesmo acontece com ¢p,(z) € z.

Conseguimos que:

90P1(Z> p 00
on(z) L ET )

Dai ¢p,(2) ~ ¢p,(2) (pp (z) pode ser aproximado por ¢p,(z)) para z suficientemente
grande.

Agora seja zg € Ay e zp € Ag, assim PJ'(z9) — oo mas Pj'(zg) 4 0o. Dai podemos
encontrar z; suficientemente grande tal que

llogp, (Pa(21))| < [logpp, (Pi(21))]

€ como
wp (21) ~ ©p,(21)
Temos que dy < d;. O

Com o objetivo de estudar algumas propriedades geométricas do conjunto de Julia
Cheio necessitamos da definicao dos polinomios de Faber e dos coeficientes de Garabedian-
Schiffer que foram definidos na secao e também podem ser encontrados em [14].

Até o final desta se¢@o usaremos principalmente a referéncia [19]

Teorema 3.6. Suponha que P(z) = 2%+ ag_227% + -+ + ag € um polinémio centrado e
monico com K(P) conexo, entdo

Qq—2

d

Diam(K (P)) < \/8 (1 +
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onde Diam(K (P)) representa o diametro do conjunto K(P).

Demonstracao. Supondo que

2

0p(2) =2+ by + b1z + by + para |z| > 1

Sejam u,v € K(P) (note que K(P) C E) numeros complexos distintos, colocamos

oo —u . v—u

gz) =/ F—=—— =1+

D Vem v

isto decorre integrando em relagao a &, tomando h(g(ﬁ)) = (g(§) — ) (9(€) — v)z,

com |¢| suficientemente grande e lembrando que ¥ (w) = w*~! + wk + - -+ (isto pode ser
consultado em [14]).

—1
z _|_...’

Para |z| suficientemente grande, temos que os coeficientes de Garabedian-Schiffer
definidos na secao
Crl = ckl(ua U) (kvl = 07 ]-7 27 o )7

que sao obtidos da funcao geradora
1 9(z) —g(§) _ . —k -1
R e Ge) a@)  a

Para |z| e || suficientemente grandes, depois de alguns célculos, obtemos

1
C11 = b1 — —(U — U>2

8

e dai, pelo seguinte lema (que pode ser consultado em [14]), conseguimos

Lema 3.7. Sejam g € ¥ e u,v € E. Sejam g, -+, Ay, numeros complexos nao todos
nulos. Entao )

Zk‘ chl/\l < Z ? )\OZCOZN

k=1 |i=0 k=1 1=0

e a igualdade vale se, e somente se, area(E) =

Escolhendo \; = 0 para j # [ obtemos

= 1
> klewl* < 7 (1=12)
k=1

€ segue que



em particular temos c;; < 1, e assim
lu —v| < /8(1+ |b1])
Temos que o diametro de K (P) é definido por

Diam(K(P)) = sup{|u —v| : u,v € K(P)},

satisfaz
Diam(K(P)) < /8(1 + |b1])
e usando o teorema anterior, sabemos que b; = —% ¢ assim

Diam(K (P)) < \/8 (1 + )“dd*? D
O

Para a demonstragao da proxima proposicao precisaremos de dois resultados prelim-
inares:

Lema 3.8. Seja g € ¥ (conjunto das fungoes do tipo z +by+ Y o b,z™", com |z| > 1)
entao |by| < 1.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema temos

area(K(P)) = (1 — Zn|bn|2> .

n=1
Como .
area(K(P)) > 0= > nlb,[> <1= || <1,
n=1
portanto obtemos |b;| < 1 e daf temos o resultado do lema. O

Lema 3.9. Seja g € ¥ e w € K(P) entdo
1
g7(2) = Vg(z) —w=z+ S(bo —w)zT 4 by (3.1)
¢ uma func¢ao impar em 3.

Demonstragdo. Note que a funcao 272(g(z?) — w) ¢é andlitica e par em seu dominio (que
é conexo). Assim a fun¢ao fmpar

g (z) = z\/z—Q(g(z2)—w):Z[1—|—(bo—w)z_2+---+bnz_2”_2+--~}%
= 2+ (bp—w)z" 4+
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é analitica em 1 < |z| < oo e tem a expansio[3.1] Se g*(22) = g*(21) entdo g(23) = g(z}),
e desde que g(z) é univalente segue que zo = +2z;. E impossivel de acontecer zo = —z1,
pois g*(—z1) = —g(z1) # g*(z1), dai g*(z) é univalente em A = {z € C: |z| > 1}. O

Proposicao 3.10. Suponha P um polinomio monico e centrado de grau d > 2 com
conjunto de Julia Cheio K(P) conezo. Entdo

K(P) C {w: |w|] < 2}.

Demonstragao. Como g € ¥ dos lemas 3.8 e 3.9 temos que [b1| < 1e

bn —
o=l o4 & o —wl <2,

isto para qualquer w € K(P), portanto K(P) C {w : |w — by| < 2} e da observagao [2.52)
temos que by = 0, dai
K(P) c{w : |w| <2},

O

Definicao 3.11. Dizemos que z escapa sob iteragdao por P se P"(z) — oo quando n — 00.
Se existe um R > 0 tal que se |z| > R, entdo z escapa, tal R é chamado raio de escape.
Para P(z) = 24+ aqg_12971 + ag_227"2 + - - - + ag, o0 valor

_ 1+Jag) +--- 4 Jar] + aol

R
|aq)

¢ um raio de escape.

Observacgao 3.12. Nas condicoes da proposicdo temos que 2 ¢ um raio de escape
para todo polinomio monico, centrado e com grau maior ou igual a dois.

3.2 A Dimensao de Hausdorff do Conjunto de Julia

Agora apresentaremos uma estimativa para a dimensao de Hausdorff de um conjunto.
Geralmente nao é dificil estabelecer uma cota superior para um dado conjunto, mas cota
inferior ja se apresenta mais trabalhosa. Assim para determinarmos uma cota inferior
para o conjunto de Julia utilizaremos a medida de Haussdorff, para isso utilizaremos as
referéncias [2] e [16].

Seja f uma aplicacao racional de grau d, onde d > 2, e suponha que oo € F(f). Entao
f nao tem polos em J e |f'(2)| alcan¢a seu maximo em J. Como J contém um ciclo
repulsor {21, 22, , Z;,} € como

[f'(z0) - F' ) | = 1(F™) (20)] > 1,
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temos

Ko = max{|f'(2)|: z € J}.
Antes de demonstrarmos o teorema principal desta secao precisamos do seguinte lema
auxiliar, no qual utilizaremos a definicao de medida de Hausdorff estudada no capitulo 1

Lema 3.13. Suponha que p € uma medida de probabilidade de um subconjunto E de C,
e para constantes positivas c,t e rg

w(D(z,7)) < crt,

onde D(z,r) € o disco de centro z e raio r, sempre que z € E e 0 < r < ry. Entao
Dimy(E) > t, onde Dimg(E) € a dimensdo de Hausdorff do conjunto E.

Demonstracdo. Tome algum numero positivo §, e fazendo § — 0 quando calcularmos

. - . To .
a dimensao de Hausdorff assumimos que § < 5 Consideremos alguma cobertura de

E por discos D(wy,rg),k = 1,2,---, com 1, < d. Para cada disco D(wy,ry) sobre E
selecionamos um ponto &; na interseccao e criamos o disco D(;, p;) onde p; = 2r; < 7.
Dessa forma E esta na uniao dos novos discos criados, e como

1=uE) < ZM(D(fj,pj))
< ek
< e (2r)

k
< cZ[diamD(wk,rk)]t
k
Encontramos que m?(FE) > ¢~!. Fazendo § — 0, obtemos que m;(E) > ¢! e assim

Teorema 3.14. Seja f uma aplicagdo racional de grau d, onde d > 2. Se oo € F(f),
F(f) é o conjunto de Fatou de f, entio a dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia
J(f) satisfaz que

log(d)

10gK0‘

Demonstracao. A idéia para demonstrarmos o teorema [3.14] é encontrar um ponto £ €
F(f) tal que para cada n, a aplicagdo f~"(§) tem precisamente d" elementos, e quando
n — oo temos que f~"(£) acumula em J. Antes de seguirmos com a prova, denotamos
dist[U, V] = {inf{d(u,v),u € U,v € V}} como a distancia euclidiana dos conjuntos U e
V', e card(F) a cardinalidade do conjunto FE.
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Como oo € F(f) podemos selecionar um niimero positivo 0 tal que cada polo de f
estd a uma distancia de pelo menos 2§ de J. Agora temos

J(0) = {z : dist[z, J] < d},

K(0) = sup{|f'(2)] : z € J(d)}
desta forma, 1 < Ky < K(0) < 400 e

K(§) - Ky quando 6 — 0

provaremos que

: log(d)
Dimg(J) > m

e obteremos o resultado desejado fazendo & — 0. Para selecionarmos ¢ adequadamente,
escolhemos um disco compacto E em F(f) de forma que possamos aplicar o teorema|2.43|
capitulo 2.

Agora tomamos £ para algum ponto de E que a érbita nao intercepta a érbita de
nenhum ponto critico. Entao para cada n, f~"(£) tem precisamente d" elementos. Do
teorema[2.43], existe um inteiro m tal que f~"(z) C J(0) sempre que n > m, e substituindo
¢ por algum ponto em f~"(&) e reclassificando, podemos assumir que

U c )

Agora introduziremos varias grandezas que serao necessarias para a prova:

a) f7U(E) ={& () ci=1,---,d"};
b) d, = dist]J, f~"(§)], entao dy = dist[J, ] e;

¢) uma distribuigao de probabilidade uniforme p,, de f~"(&)

Note que p, leva uma massa de d~" sobre cada &,(i), e para algum F,
pn(E) = d "card{i : &, (i) € E}

e dai temos que d,, < 6. Dal pelo Teorema implica que d,, — 0 quando n — oo, e
agora mostraremos que tal convergéncia nao é tao rapida (isto é, os conjunto f~"(£) néo
se aproximam de J tao rapidamente).

Lema 3.15. Na notacao anterior, d, < Kd, 1, € entao

do < 1K < dy K2 < -+,
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Note que K = K(0), ou seja, o K depende de §, mas por uma abuso de nota¢do usaremos
K em vez de K(9).

Demonstragao. Tome algum z € J e algum &,,1(i), entdo ou

i) 6 < |z —= & (i)]; ou

i) |z =&uali)] <0

Se (i) é valida, entao
dy <0 < K6 < K|z = &41(3)]

Se (ii) é valida, entdo o segmento que liga z a &,y estd inteiramente contido em J(J)
e entdo |f'| < K sobre este segmento. Como f(z) e f(&,11(7)) estao em J e f7"(&)
respectivamente, temos

dn < |f(2) = f(&na(0)] < K|z = &g (4)].

Em ambos os casos, temos
dn < K|z — &11(7)]

e fazendo z e §,,1 variarem obtemos d,, < Kd,, 1, O

A prova do teorema é mais facil quando nao ha pontos criticos em J, entao mostramos
o0 teorema sob esta suposi¢do (ndo haver pontos criticos), e subsequentemente consid-
eraremos uma mudanca necessaria nesta demonstracao para obtermos o caso geral. O
importante sera que parte da prova deste caso continuard vélida no caso geral.

A afirmacao anterior diz que para cada z € J, existe um inteiro positivo r, tal que
f é univalente sobre D(z,7,). Agora os discos D(z,r,),z € J, formam uma cobertura
aberta do conjunto compacto J, entao pelo Teorema de Cobertura de Lebesgue, existe
um numero positivo 7 tal que f é univalente para cada disco D(z,7),z € J. fazendo T
decrescer, se necessario, assumimos que 7 < 0, e agora escolhemos um inteiro positivo ¢
tal que
do/K? <1 <0.

O préximo resultado diz que de alguma forma, f~"(£) deve ter uma distribuigao
uniforme préximo de J.

Lema 3.16. Se nao hd pontos criticos em J, para todo z € J, e para todos inteiros n e
m satisfazendo n > 1,m > q hd no mdximo d"T9~™ pontos de f~™(&) em D(z,do/K™),
assim

card(D(z,do/K™) N f~™(&)) < "™ (3.2)
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Demonstracao. Mostraremos que vale para todo z € J e para todo n > 1, por
inducao sobre m para m > q. Agora se a desigualdade anterior é vélida para todo z € J
e todo n > 1 quando m = ¢, neste caso limite superior é d"”. Agora assumimos que a
afirmacao é verdadeira quando ¢ < m < M e provaremos que para todo z € J e todo
n>1,

card(D(z,do/ KM*1) 0 f77(€)) < dram D
Primeiro suponha que n = 1, entao pelo lema anterior (e como K > 1),
do/ KM < do/ K < dy = dist[J, (€],

e entdo neste caso nenhum dos pontos & (i) estdo dentro de uma distancia dy/K™*! de
J, e a desigualdade ¢ valida pois o lado esquerdo da desigualdade ¢é zero.

Agora suponha que n > 2, entao n — 1 > 1. Neste caso,
do/ KMt < dy/ K9 < 7 < 6,

entdo f é univalente no disco D(z,do/KM ™) e |f'| < K. Isto significa que f é uma
aplicagao univalente de D(z,do/KM*1) em D(f(z),dy/K™), e entdao pontos distintos
de f™(¢) em D(z,dy/KM*') sdo aplicados sobre pontos distintos de f~~D(¢) em
D(f(2),do/K). Assim usando a hipdtese de indugao (e n — 1 > 1), temos

card(D(z, do/ K1) 0 f77(€)) < card(D(z,do/ KM) 0 f~7D(€)) <
< d(n—1)+q—M
_ dnJr(I*(MJrl)

Isto prova o lema quandon = 1 e quando n > 2, e entao a prova do lema esta completa. []

Podemos reescrever o lema anterior em termos de medida de probabilidade p,, e obte-
mos
MH(D(Zv dU/KM)) < dq/dm’

d,
Mostraremos que para r < EO’

_ logd
"~ logK’

i (D(2,7)) < (d9dy")r!, onde t (3.3)

0 ~
< r < ——, e entao como

S do ool o . | do
er < e existe algum inteiro positivo m tal que Tomil om
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K' = d, temos

do
in(D(z 1) £ ja(D(z, %))
d?
< —
= gm
d?
<
- Kmt

IN

ISH

=}
7 N
&P
ST
~

o que demonstra [3.3]

Observe que a medida de probabilidade y,, é distribuida uniformemente sobre f~"(¢),
e fazendo n — oo obtemos que alguma subsequéncia de {u,} converge fracamente para
a medida de probabilidade p sobre .J, isto decorre da observagao Assim para todo

d
z€ Jetodore (O,?O), temos

e pelo lema |3.13], temos que

logd
Dimg(J) >
(7)) = logK
o que completa a prova no caso em que f nao tem pontos criticos em J.

Agora discutiremos as mudancas necessarias para provarmos o caso geral. Assumindo
agora que f tem pontos criticos em J entao seja

C=A{c, e}

o conjunto de tais pontos criticos. Assim f, e também f™, tem derivada zero para cada
c¢; e nenhuma iterada f™ fixa algum c¢;. Deduzimos que para cada j, f"(c;) encontra-se
fora de C' sempre que n é suficientemente grande, e entao existe algum inteiro p tal que
fP(C) é disjunto de C.

Escolha algum positivo p satisfazendo as condigoes

a) os discos D(c;,2p) sao dois a dois disjuntos
b) [(f7)'(2)| <1 para cada D(c;, 2p)

c) 4p < dist[fP(C), C]
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e definamos
H=J—-|JD(c;p)

entao H é um subconjunto compacto de J e H N C = (). Segue que existe um nimero
positivo 7 tal que se z € H, entao f é univalente sobre o disco D(z, 7). Finalmente, nossa
escolha do inteiro ¢ é modificada ao levarmos a presenca de C' em conta e aqui escolhemos

q tal que

do :
ﬁ < IIlll'l{T, P, 5}7 q>p.

Com esta modificacao e o lema|3.17, dado a seguir, sendo valido a prova segue exatamente
como a anterior.

]

Mostremos o caso geral do lema que sera dado pelo lema [3.17}

Lema 3.17. Para todo z € J, e para todos inteiros n e m satisfazendo n > 1,m > q hd
no mdzimo d"t7™ pontos de f~"(&) em D(z,do/K™), assim

card(D(z,do/K™) N f~™(&)) < "™ (3.4)

Demonstracao. Provaremos por inducao sobre m para m > ¢ e como antes a desiguadade
é valida quando m = ¢. Asssumimos que a desigualdade é valida para z € J, para todo
n > 1, e para todo m com ¢ < m < M, e procedemos mostrando que

card (D < chnﬂ) Nf- (5)) < grta-(M+1) (3.5)

Primeiro supomos que 1 <n < M + 1. Entao por [3.15
dy dy
KM+1 S Kn S d
Entao

card (D (21 s ) 1 7716)) < cand(DGe, ) 1 £7(6)) =

pela definicao de d,,.

Assim podemos assumir que n > M + 1 entaon > M +1 > ¢ > p. Quando z € H,
segue da hipdtese de inducao, exatamente como antes, entao podemos assumir que
z € UD(cj,p). De (a) z na verdade estd em um dos discos D(c;, p), digamos D(cq, p).
Note que

L<_0<
KM+1 = Kq P
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d, d
e usando (b), encontramos que f? aplica D (z, KTO+1> sobre D (fp(z), KZ\/?+1> . Observe
d
que ao menos dP pontos em D | z, KTOH podem-se aplicar em algum ponto dado em

d
D (fp(z), KTOH) e disto segue que

card (D (z, %) N f_n(g)) < dPcard (D (fp(z), Ki\l/(j)ﬂ) N f_(n_p)(§)>

Agora de (c), fP(z) esta em H, e como ja temos derivado da desigualdade para pontos
z € H, deduzimos que

d -n n— _
card (D (z, KI\;H) N f (5)) < dpdn—pita—(M+1)
0 que completa a prova. =

Usando o teoremal3.14]e sabendo que dada uma aplicagio racional f, podemos escolher
uma aplicacao de Mobius tal que oo € f(gfg™!), pois J e g(J) tem a mesma dimensao,
temos

Corolario 3.18. Se grau de f é maior ou igual a 2, entdo Dimg(J) > 0.

Teorema 3.19. Seja P(z) = 22+ ¢ (d > 2) com K(P) conezo, entdo a dimensio de
Hausdorff do conjunto de Julia satisfaz

log d
< Dz P)).
logd+ (d—1)log2 — im (J(P))

Demonstragio. Primeiro note que P'(z) = dz4~1, daf
log(P'(z)) = logd + (d — 1)log(z)
Como um raio de escape de P(z) é 2 (as—1 = a; = 0), temos
Ky = max, jpylog| P'(z)| < logd + (d — 1)log2.

Portanto

1 1 logd logd
< — = <
logd + (d — 1)log2 = Ky = logd+ (d — 1)log2 — K

< Dimu(J(P)).

]

Exemplo 3.20. Seja P(z) = z?+c¢, onde ¢ é uma constante pertencente ao Connectdness
Locus de P. Uma estimativa da dimensao de Hausdorff de P(z) € %, pois de acordo com
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o teorema anterior, temos

log(2) o log() 1
og(2) T (2 — 1log(@) ~ 2og(2) 3 = Pima(J(P))-

Exemplo 3.21. Seja P(z) = z°+c, onde ¢ é uma constante pertencente ao Connectdness
log(5)
log(5) + 4log(2)

Locus de P, uma estimativa da dimensdo de Hausdorff de P(z) € , pois

de acordo com o teorema anterior, temos

log(5) B log(5) .
log(8) + (5 — Diog(2) _ Tog(3) + dlog() = /(P
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Consideracoes Finais

Neste trabalho investigamos propriedades geométricas do conjunto de Julia e do con-
junto de Julia Cheio, para muitos de nossos resultados precisamos usar como hipotese de
que os polinomios em exame fossem centrados. A limitagao referida foi transpassada com
o argumento que todo polindmio pode ser conjugado a um polinomio com esta especial
caracteristica, ser centrado. Como a conjugacao preserva propriedades geométricas os
resultados obtidos valem para qualquer polinémio, sendo este centrado ou nao. E impor-
tante notar também que a estimativa da dimensao de Hausdorff obtida no desenvolvimento
do trabalho depende apenas do grau do polinomio.
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