NATHANN TEIXEIRA RODRIGUES

UM ESTUDO SOBRE MODELOS PARA A TRANSICAO DE
COLAPSO EM POLIMEROS

Dissertacao apresentada a Universidade Fe-
deral de Vigosa, como parte das exigéncias do
Programa de Pés-graduacgao em Fisica Apli-
cada, para obtencao do titulo de Magister
Scientiae.

VICOSA
MINAS GERAIS — BRASIL
2016



Ficha catalografica preparada pela Biblioteca Central da
Universidade Federal de Vicosa - CAmpus Vicosa

T

Rodrigues, Nathann Teixeira, 1991-
R696e Um estudo sobre modelos para a transi¢cdo de colapso
2016 em polimeros / Nathann Teixeira Rodrigues. - Vicosa, MG,

2016.
vi, 80f. : il. (algumas color.) ; 29 cm.

Inclui apéndices.

Orientador : Tiago José de Oliveira.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de
Vicosa.

Referéncias bibliograficas: £.77-80.

1. Biofisica. 2. Polimeros. 3. Monte Carlo, Método de.
I. Universidade Federal de Vigosa. Departamento de Fisica.
Programa de Pds-graduacdo em Fisica Aplicada. II. Titulo.

CDD 22. ed. 571.4




NATHANN TEIXEIRA RODRIGUES

UM ESTUDO SOBRE MODELOS PARA A TRANSIGCAO DE COLAPSO EM
POLIMEROS

W

Dissertagao apresentada a
Universidade Federal de Vigosa,
como parte das exigéncias do
Programa de Pés-Graduacao em
Fisica Aplicada, para obtencio do
titulo de Magister Scientiae.

APROVADA: 19 de fevereiro de 2016.

o ((,A‘/fcujz al}/{c, |

hanl

) /kﬁro Gutierrez Rizzi Silvio da Costa Ferreira Junior
(

I Iy B
Jalio Cesar Sigueira Rocha

'V\Aa}» :"fm ;'1\.\. \\N\M.{m
Tiago Joseé de Oliveira
(Orientador)



Agradecimentos

Tenho de agradecer primeiramente a minha companheira e esposa Juliana, sem o
seu apoio nada disso seria possivel. Agradeco, também, & minha familia, principalmente
meus pais lone e Juscelino, por sempre apoiarem minhas decisdes e por tudo o que
fizeram por mim. Agradeco aos meus amigos do Departamento de Fisica, pela ajuda
e por todos os momentos de descontracao e ao meu orientador Tiago por todos estes

anos de trabalho e dedicagao. Por ultimo, agradego & FAPEMIG pela bolsa.



Sumario

[Resumoal
[Abstractl
(1 Introducao|
(L1 A Cadeialdeall . . . ... .. ..
(.2 Caminhadas Aleatorias Auto-Fxcludentes|. . . . . . ... .. ... ...
(1.2.1 Calculo de Flory para o expoente v/ . . . . . . . ... ... ...
(1.2.2 Conexao com fenomenos criticos/ . . . . . ... ... ... .. ..
(1.3 A transicao de Colapso| . . . . . . . . ... .. ... .
2 Modelos e Métodos|
2.1 Modelo com interacoes entre primeiros e segundos vizinhos| . . . . . . .
[2.2  Maultiplos monomeros por sitio . . . . . . . ...
I2.;i I&Ig’:tglglg!fi glgz I!I()Ilcg: L:illl()l ..........................
2.4 Pruned-Enriched Rosenbluth Method . . . . .. ... ... ... . ...
[2.4.1 Algoritmo| . . . . . . . ...
[3 ISAW com interacao entre Primeiros e Segundos vizinhos|

[3.1 Rede Quadradal . . . . . . ... ...
5.2 Rede Cuabical. . . . . . ... o

[4.1 Rede Quadradal . . . . . . ... ... ... ...
42 Rede Ciabical. . . . . . . . . ..

ii

iv

10
12
13



SUMARIO

5 Conclusaal 58
A Enumeracao Exatal 62
(B Conexao com fenémenos criticosl 66

[C Mapa de zeros e enumeracao exata para a versao RF na rede qua- |

[_dradal 72

[D O segundo coeficiente de virial| 74

iii



Resumo

RODRIGUES, Nathann Teixeira. M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de
2016. Um estudo sobre modelos para a transicao de colapso em polimeros.
Orientador: Tiago José de Oliveira.

A transi¢ao de colapso (coil-globule) em polimeros tem sido amplamente estu-
dada nas ultimas décadas. Essa transicao ocorre, por exemplo, quando variamos a
temperatura do sistema constituido de um polimero diluido em um solvente pobre,
que passa de uma fase estendida (em T > T.) para uma fase colapsada (em T < T)
em um ponto tricritico, usualmente chamado de ponto ©. Na rede esse problema é,
geralmente, modelado por caminhadas aleatorias auto-excludentes com interagao atra-
tiva entre mondmeros em sitios primeiros vizinhos e nao consecutivos da caminhada
(Interacting self-avoding walks - ISAWSs). Nesta dissertagao investigamos uma generali-
zagao do ISAW onde incluimos também interagao entre mondémeros segundos vizinhos
(nearest- and next nearest-neighbor ISAW - NNN). Além disso, vamos estudar também
um modelo em que sao permitidos mais de um mondémero por sitio e a interacao se
da no sitio (multiple monomer per site ISAW - MMS). Duas versoes deste modelo s@o
consideradas, uma em que a caminhada pode voltar imediatamente para o sitio anterior
(Reversal Allowed-RA) e outra onde este retorno é proibido (Reversal Forbidden-RF).
Todos os modelos foram estudados nas redes quadrada e cibica via simulagoes de
Monte Carlo utilizando o algoritmo Pruned-enriched Rosenbluth method (PERM). No
NNN, em ambas as redes, uma linha de pontos © foi encontrada separando as fases
coil-globule. No modelo MMS, encontramos apenas um crossover na rede quadrada e
a auséncia de uma transicao de colapso foi confirmada para a versao RF com o estudo
dos zeros da funcao de particao obtidos através de enumeragao exata. Na rede cubica,
onde existe um debate sobre a existéncia e a ordem da transi¢ao de colapso no modelo
MMS, nossos resultados mostram que a transi¢ao existe em ambas as versoes deste
modelo e em toda a regiao do diagrama estudado, encontramos uma linha de transi-
¢ao continua separando as fases coil e globule. Em ambos os modelos, encontramos
expoentes proximos aos da classe © ao longo dessa linha, o que mostra que a classe de
universalidade © é muito robusta, sendo encontrada mesmo em regioes repulsivas onde,
devido as interagoes competitivas, poderiamos encontrar mudancas na ordem transicao

na classe de universalidade, ou mesmo o surgimento de novas fases.
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Abstract

RODRIGUES, Nathann Teixeira. M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, february
2016. Study of models for polymer colapse transition. Adviser: Tiago José de
Oliveira.

The coil-globule transition in polymers has been subject of several studies in
the last decades. This transition occurs, for example, when the temperature 7' of a
polymer diluted in a poor solvent, is lowered, leading it to pass from an extended
phase to a collapsed one, at T, a tricritical point, which is usually called the © point.
The collapse transition is generally modeled on the lattice by self-avoiding walks with
attractive interactions between nearest neighbor monomers (ISAW). In this thesis we
study a generalized ISAW model with interactions between nearest and next-nearest
neighbor (NNN) monomers. We also investigate a model where multiple monomers
per site (MMS) are allowed and the interactions are on-site. Two versions of this
model are considered: one where the immediatel reversal of walk is allowed (RA) and
other where such reversal is forbidden (RF). Both models were studied on the square
and cubic lattices via Monte Carlo simulation using the Pruned-enriched Rosenbluth
method (PERM). For the NNN model, in both lattices, a line of © points was found
separating the coil and globule phases. In both versions of the MMS model, only a
crossover was observed, and the absence of colapse trasition was confirmed, in the RF
version, through the study of partition funcion zeros obtained by exact enumeration.
On the cubic lattice, where there is no concense in literatura about the existence and
nature of the collapse transition in the MMS model, we show that transition exists, in
both RA and RF versions, and it is continuous in the whole region of the parameter
space we have analyzed. In both models, the critical exponents along the critical lines
are consistent with the ones for the © class, which shows that the class © is very robust,
being found even for repulsive interactions, where, due to competitive force between
monomers, changes in nature of the coil-globule transition, or even new phases could

be expected.



Capitulo 1

Introducao

Um polimero é constituido por uma longa cadeia de unidades basicas, chamadas
mondmeros, mantidas juntas por ligagoes quimicas. Nas tltimas décadas, muito tem
se aprendido sobre propriedades fisicas e quimicas de polimeros. De um ponto de vista
fundamental, existe um grande interesse em propriedades universais destes polimeros
que, geralmente, dependem apenas de poucos pardmetros, como a temperatura e a
qualidade do solvente em que o polimero se encontra imerso. Para tanto, é natural
usarmos modelos simplificados para estudar tais propriedades.

Na década de 40, Flory propos a utilizacao de caminhadas aleatérias auto-
excludentes (Self-Avoiding Walks - SAWs) |1] para modelar cadeias sem ramificacoes,
chamadas de polimeros lineares (ver figura . Apesar da simplicidade do modelo,
o estudo teodrico de caminhadas aleatorias auto-excludentes se mostrou um grande de-
safio. Um importante resultado nesse estudo foi obtido na década de 70, quando De
Gennes mostrou que o modelo n-vetorial, O(n), pode ser mapeado no problema de
caminhadas aleatorias auto-excludentes no limite de n — 0 |2]. Portanto, uma cami-
nhada aleatéria auto-excludente é um sistema critico, que pode ser estudado utilizando
todo o ferramental desenvolvido na teoria de fendmenos criticos.

Um fendmeno importante na fisica de polimeros é a chamada transicao de co-
lapso ou coil-globule. Quando um polimero esta imerso em um solvente, a altas tem-
peraturas, ele se encontra em uma configuragao esticada (fase coil), mas, quando a

temperatura é reduzida, ocorre uma transicao em um ponto tricritico chamado ponto



LA

58,

Figura 1.1: Na imagem temos um polimero linear (2-vinylpydirine) adsorvido em uma
interface solido-liquido. Imagem feita por microscopio de forga atéomica [11].

© [8-10], para uma fase onde a cadeia assume uma forma compacta (fase globule). Este
fenomeno tem sido estudado utilizando-se caminhadas aleatorias auto-excludentes in-
teragentes (interacting self-avoiding walk - ISAW). Na rede E|, o modelo mais estudado
¢ 0 ISAW com interagdes atrativas entre primeiros vizinhos néo consecutivos |3-6412].

No ISAW estao presentes dois tipos de interagao, uma interacao monomero-
solvente, responsavel pelo efeito de volume excluido, e uma interacao (usualmente
atrativa) monoémero-monomero. A altas temperaturas, o efeito de volume excluido (in-
troduzido pela auto-excludéncia da caminhada) domina a intera¢do entre monémeros,
assim a caminhada se encontra na fase coil. Quando diminuimos a temperatura, a
interacao entre mondmeros se torna mais aparente até que, em uma dada tempera-
tura, no ponto O, estes dois efeitos se cancelam. Abaixo deste ponto a interagao entre
monoémeros domina, fazendo com que a caminhada assuma uma configuracao compacta
caracteristica da fase globule.

Nas ultimas décadas generalizagoes do ISAW usual (interagao entre primeiros
vizinhos) tem sido estudadas. Zhou et al. [16] estudou um modelo em que sao conside-
radas, além das interagoes atrativas entre mondmeros, interagoes repulsivas para dobras
na caminhada. Neste tipo de modelo é encontrado, além da transi¢ao de colapso, uma
transi¢do para uma fase cristalina. Em trabalhos recentes Lee et al. [13,14] estudou uma

generalizacao em que é considerado um maior raio de interagao, englobando também

10 ISAW também pode ser estudado fora da rede. Entretanto, aqui discutiremos apenas modelos
na rede.



interagoes entre segundos vizinhos na rede (nearest- and next nearest-neighbor ISAW-
NNN). O estudo deste modelo ¢ de interesse, pois em polimeros reais a interagdo nao
ocorre somente em distancias tipicas de primeiros vizinhos [7.8]. Lee et al. estudou
este modelo na rede quadrada com a utilizacao dos zeros da fungao de partigao para
caminhadas com até 38 monomeros. No diagrama de fases obtido em [14] para a tran-
sicao coil-globule, foi estudada somente uma regiao onde as interacoes entre primeiros
e segundos vizinhos sao atrativas.

O modelo NNN é uma das classes de modelos, para a transicao de colapso, es-
tudados neste trabalho. Estudamos este modelo na rede quadrada e ciibica. Em nosso
trabalho obtivemos resultados em duas dimensoes, que concordam qualitativamente
com o de Lee. et al. |14]. Entretanto, consideramos a possibilidade das interagoes
serem repulsivas entre primeiros ou segundos vizinhos, o que pode levar a interagoes
competitivas. Sistemas com este tipo de interagao podem apresentar ricas proprieda-
des termodinamicas como, por exemplo, o modelo de Ising com interagao entre spins
primeiros e segundos vizinhos E], na regiao em que existe uma competicao entre as inte-
racoes, uma atrativa e outra repulsiva, o sistema ¢é frustrado. No modelo de Ising isso
leva a uma regiao em que os expoentes criticos variam continuamente.

No NNN a frustragao, assim como o modelo de Ising com interagao entre se-
gundos vizinhos, é devido a interacao. Uma vez que esta é repulsiva, nao é possivel
atender as condigoes de minimizacao da energia, por exemplo, maximizar segundos
vizinhos minimizando primeiros. Assim, uma questao relevante é determinar se nas
regioes repulsivas existe a transicao de colapso, caso a mesma exista verificar se os
expoentes associados sao os mesmos da classe de universalidade ©. Como veremos
adiante, tanto na rede quadrada quanto na ctbica, encontramos a transicao de colapso
na regiao repulsiva com expoentes criticos pertencentes a classe de universalidade ©.
Além disso uma fase cristalina [16|, tipica de polimeros semi-flexiveis, que poderia ser
esperada na regiao de interagao repulsiva entre segundos vizinhos nao foi observada.
Acreditamos que isto esta intimamente relacionado com a frustragao do sistema.

Recentemente, modelos com interagoes competitivas tem sido muito utilizados

2Mais detalhes podem ser encontrados em |[15].



para o estudo transi¢ao de colapso [17,53-55]. Nestes trabalhos sao estudados uma
classe de modelos em que é permitido a existéncia de mais de um monoémero por sitio
e, ao contrario do ISAW, a interagao se da no interior dos sitios. Assim como o NNN,
nestes modelos devido as interacoes competitivas o sistema pode ser frustrado. Nesta
classe se encontram os modelos: vertice interacting self-avoinding walks (VISAW) |49,
50|; interacting self-avoiding trail (ISAT) [51,52] e o multiple monomer per site ISAW
(MMS) [17]. No ISAT e VISAW a restri¢do da caminhada se encontra nas ligagoes de
um sitio e nao no nimero de monoémeros que este possui. A diferenca entre estes dois
modelos é que no ISAT a caminhada pode se cruzar, enquanto que no VISAW nao é
permitido a caminhada passar por "cima'"de um segmento da mesma. Nestes modelos
um ricos diagramas de fases sdo encontrados [53-55]. No modelo MMS néao hé restrigao
nas ligacoes de um sitio, cada sitio neste modelo pode possuir até K monomeros assim,
as configuracoes do modelo MMS englobam as do ISAT e VISAW.

O modelo MMS foi proposto e estudado inicialmente por Krawczyk et al. [17].
Através de simulagoes de Monte Carlo, Krawczyk et al. estudou o caso K = 3 para
caminhadas com até 1024 monomeros e duas versoes do modelo: i) No caso RA (reversal
allowed), a caminhada pode retornar imediatamente para o sitio de onde ela veio; ii)
No caso RF (reversal forbidden), esta volta imediata ndo é permitida. Estes modelos
foram analisados na rede quadrada e ciibica e, em resumo, os resultados encontrados
sugerem nao haver transicao de colapso nos casos RA e RF em duas dimensoes e para
o caso RA em trés dimensoes. Porém, um rico diagrama de fases foi encontrado para o
modelo RF na rede ctbica: na regiao em que sitios com trés monoémeros possuem uma
interacao repulsiva, as fases coil e globule sao separadas por uma linha de pontos O.
Na regiao onde sitios com dois mondémeros possuem interacao repulsiva foi encontrada
uma transicao descontinua entre as duas fases e a linha de coexisténcia associada se
encontra com a linha de pontos ® em um ponto multicritico, localizado na regiao onde
sitios com dois e trés monomeros possuem interagoes atrativas.

Porém, em trabalhos posteriores, Oliveira et al. [18||/19] resolveram exatamente
esse modelo na rede de Bethe (que é uma aproximacgao de campo médio para os mode-

los) e, ao contrario do sugerido pelas simulagoes [17], encontraram diagramas similares



para os modelos RA e RF. Além disso, na regiao onde Krawczyk et al. |[17] sugeriram
existir uma linha de coexisténcia, a solucao de campo médio forneceu uma linha de
pontos criticos terminais (transigao continua) separando as fases coil e globule. Tal
linha se encontra com a linha de pontos ©® em um ponto multicritico. Esta divergéncia
entre os resultados numéricos e as solugoes de campo médio, deixa clara a necessidade
de se realizar estudos mais detalhados desses modelos. Neste trabalho, iremos reali-
zar um estudo mais detalhado sobre o modelo MMS para K = 3 em ambas versoes
(RA e RF). Tentaremos, assim, resolver as divergéncias de resultados encontrados por
Krawczyk et al. [17] e Oliveira et al. [1819].

A utilizagao de métodos numeéricos consiste em uma importante abordagem para
a determinacao das propriedades de equilibrio de polimeros. Em geral, duas linhas de
estudo tem sido empregadas: a enumeragao exata do nimero de caminhadas aleatorias
auto-excludentes [22] e simulagoes envolvendo métodos de Monte Carlo 23]. Na maior
parte deste trabalho empregamos métodos de Monte Carlo. Utilizando o algoritmo
PERM (Pruned-Enrichment Rosenbluth Method) [24] realizamos simulagoes no modelo
NNN com caminhadas de até 5000 monoémeros nas redes quadradas e ctibicas. Para o
modelo MMS utilizamos o PERM com caminhadas de até 10000 monoémeros nas redes
quadrada e cubica. No caso RF em duas dimensoes utilizamos também de enumeragao
exata, utilizando o método descrito no Apéndice [A]

Nas proximas sec¢oes discutiremos sobre a cadeia ideal, a necessidade de se consi-
derar caminhadas aleatérias auto-excludentes e suas propriedades. Discutiremos, tam-
bém, a transi¢ao de colapso e o comportamento do polimero no ponto ©. No capitulo
2, apresentaremos os algoritmos utilizados neste trabalho, bem como uma descri¢ao
detalhada dos modelos estudados. No capitulo 3 e 4 sao apresentados e discutidos os

resultados obtidos. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes no capitulo 5.

1.1 A Cadeia Ideal

Como dito anteriormente, estamos interessados em estudar propriedades univer-

sais de polimeros lineares. Para tanto, temos que primeiramente entender a validade



de se utilizar caminhadas aleatorias auto-excludentes. Se analisarmos as propriedades
de um polimero a nivel microscépio veremos que as ligagoes entre sucessivos mono-
meros possuem um angulo fixo () deixando um grau de liberdade de rotagao, como
mostrado na figura[I.2] A partir de um certo comprimento, denominado comprimento
de persisténcia [, |25, podemos considerar que as ligacoes sao essencialmente descor-

relacionadas, ou seja, os angulos de ligacao podem ser considerados aleatorios.

i+

Figura 1.2: Figura retirada de [26]. Os monomeros (i —1,7,74 1, ..) sdo representados pelos
pontos e as ligagoes quimicas por linhas retas. O angulo « entre as ligagoes é fixo, permitindo
diferentes configuragoes através do grau de liberdade rotacional.

Para escalas menores que [, as propriedades do polimero sao locais, dependem
dos compostos que compoem o polimero e de como estes interagem. Ja para escalas
maiores que [, as propriedades sao globais, dependem do tamanho do polimero, sua
concentragao | e de poucos parametros (Temperatura, Energia interna etc.). E nesta
escala que iremos estudar o polimero.

Uma vez que na escala de interesse as dire¢oes para uma ligacao sao aleato-
rias, o modelo mais simples possivel para estudar o polimero é o de uma caminhada
aleatoria [27] em uma rede periodica (ver figura [1.3). Como néo existem interagdes

nesse modelo dizemos que ele representa uma cadeia ideal. Os mondémeros em uma

3Neste trabalho vamos considerar a concentraco baixa o suficiente para que o polimero possa ser
considerado isolado.



caminhada sao unidades do tamanho do comprimento de persisténcia, ou seja, o que
chamamos de monémero em uma caminhada é na verdade um conjunto de monémeros
reais. Dessa forma, nao ha problema caso ocorra uma superposicao de mondémeros

neste modelo.

Figura 1.3: Caminhada aleatoria em uma rede quadrada. Os mondémeros sao vértices locali-
zados em sitios da rede quadrada. Cada par esta a uma distancia a e é conectado por arestas
(representados por circulos), representando a liga¢ao entre os monémeros.

Definimos assim uma caminhada aleatéria de n passos como um conjunto de
vértices (vg, v, ..., U,) em que cada par (v;_1,v;) estd a uma distancia a E| e é conectado
por uma aresta. Em uma rede hiperciibica d-dimensional, cada passo pode ser dado em
2d diregoes e, entao, o numero de configuragoes distintas de uma caminhada aleatéria

de n passos (n + 1 mondémeros) ¢ dado por:
cn = (2d)™. (1.1)

Esta quantidade ¢, é fundamental, pois as propriedades de equilibrio sao médias
estatisticas sobre este ensemble de configuragoes.
Todas as propriedades das caminhadas aleatérias podem ser facilmente obti-

das [27]. Iremos aqui apresentar apenas aquelas que serao uteis mais adiante. Definimos

44 & o parametro de rede.



a distancia de ponta-a-ponta, R,, como sendo:
Ry = |lvg — vnl], (1.2)

onde vy e v, sa0, respectivamente, os vértices iniciais e finais da caminhada aleatoria.
Uma outra quantidade importante é o raio de giragao, IR,, que mede a distancia média

dos monoémeros ao centro de massa do polimero. I, ¢ dado por:

1 n
By = g X e =il (1.3)

onde v, € a posicao do centro de massa da caminhada e v; é um vértice pertencente a
caminhada aleatoéria. As médias quadraticas destas quantidades possuem um compor-
tamento similar, dado por:

<R721,g> X 1. (1.4)

A distribuicao de probabilidade para um dado tamanho R é gaussiana:

i (). 0

onde B é uma constante que nao depende de R. Assim, a entropia de uma caminhada

com tamanho fixo, S,(R), é dada por:
Sp(R) = —— 4+ C, (1.6)

em que C' é uma constante.

Neste modelo desconsideramos um fato importante: em polimeros reais, quase
sempre imersos em um solvente, nao é razoavel que uma regiao do espaco, representada
aqui pelos vértices da rede, possa conter um ntmero arbitrario de monémeros, devido
as interagdes mondmero-solvente e monémero-mondmero. Assim, devemos utilizar mo-
delos onde sao consideradas tais interagoes. Apesar disso, existem situacgoes na fisica
de polimeros em que as caminhadas aleatérias fornecem uma descricao correta, por

exemplo, polimeros em d > 4 e polimeros no ponto © em d > 3.



1.2 Caminhadas Aleatdérias Auto-Excludentes

Uma caminhada aleatoria auto-excludente (self-avoiding walk-SAW) é um sub-
conjunto de caminhadas aleatorias em que um sitio é visitado apenas uma vez. Assim,
a definimos como um conjunto de vértices distintos em que cada par de vértice é co-
nectado por uma aresta. A restricao sobre o niimero de vezes que um sitio pode ser
ocupado introduz um efeito de volume excluido, ausente em caminhadas aleatoérias,
mas que deve existir em um polimero real. Uma ilustragao do efeito da exclusao de vo-
lume ¢ mostrado na figura[l.4] onde vemos que este torna as caminhadas mais esticadas

(Ly > Ly na figura , como esperado.

L=400 L=4000

Figura 1.4: Caminhada aleatéria e SAW com 100000 monoémeros na rede quadrada. Como
vemos, na figura (b) a caminhada aleatéria auto-excludente possui um efeito de volume ex-
cluido, ausente na caminhada aleatoria simples (figura (a)).

As propriedades de equilibrio de um polimero com efeito de volume excluido
podem, portanto, ser obtidas a partir de médias estatisticas sobre o conjunto de todas
as SAW possiveis para um dado ntimero de mondémeros. Ao contrario das caminha-
das aleatorias, existem poucos resultados matematicos rigorosos sobre o nimero de
configuragoes e outras propriedades, como a distancia de ponta-a-ponta para SAW.

Apenas o comportamento assintotico (n — oo) das propriedades de equilibrio

de SAW sao conhecidos. Por exemplo, o niimero de configuragoes ¢ dado por [8]:

Cp ~ /Lnn'}'*l’ (17)



onde u, conhecido como constante de conectividade, depende de propriedades geométri-
cas da rede considerada. Obviamente para SAW, seu valor é menor que a coordenagao
da rede (2d) para uma cadeia ideal de fato, = 2d. Na rede cibica p = 6 (ideal), en-
quanto para um SAW pu ~ 4.68 [40]. Ja o expoente ~y, denominado expoente entrépico,
possui um carater universal, ou seja, ele depende somente da dimensao do espago em
que a SAW se encontra. No caso de uma cadeia ideal vemos que v = 1 para qualquer
dimensao.

Tanto o raio de giro quanto a distancia de ponta-a-ponta apresentam um com-
portamento de escala que é governado por um expoente universal, denominado expo-

ente métrico v. No limite assintotico é observado que:
(R2) ~ (R ~n® . (18)

Como vimos anteriormente, para uma cadeia ideal a média quadratica da distancia de
ponta-a-ponta é proporcional a n, assim v = 1/2 neste modelo.

A determinacao dos valores de «y e v foi um grande desafio durante muitos anos,
sendo que seu valores exatos s6 sao conhecidos em duas dimensoes. Flory propos
uma teoria [25| que fornece de maneira simples uma férmula para o expoente v. Os
valores obtidos por esta teoria sao muito proximos daqueles encontrados em estimativas

numéricas para trés dimensoes e sao exatos em duas dimensoes e para d > 4.

1.2.1 Calculo de Flory para o expoente v

O objetivo do céalculo de Flory é obter o valor médio da distancia de ponta-a-
ponta (R) para uma SAW. Para isso vamos estimar a energia livre, F,(R), para um

valor fixo de R. Temos que:

A primeira aproximacao que fazemos é considerar a entropia como sendo igual a de

uma caminhada aleatoria (equagao|1.6). Para obter a energia vamos introduzir o efeito
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de volume excluido através de uma interagao repulsiva entre pares de mondmeros.
A densidade de energia, u,, devido a essa interagao é proporcional ao quadrado da
concentracao local de mondémeros. Aqui, fazemos uma aproximacao de campo médio
substituindo a concentracao local pela concentragao total de monomeros ¢ = n/R¢, ou
seja, ignoramos todas as possiveis correlagoes entre monomeros. Assim, integrando a

densidade de energia sobre todo o volume R¢, teremos:

2

Un(R) = A®R® = A%, (1.10)

onde A é uma constante que nao depende de R. Assim, a energia livre F,(R) é dada
por:

Fo(R) = A— + TB— — C. (1.11)
n

Minimizando a energia livre com relacdo a R encontraremos o seu valor médio [}

< R, >%?= A'n? (1.12)
o que leva a férmula para v:
3
= —. 1.13
YT A2 (1.13)

Para d = 2,3 e 4 esta formula fornece os valores v = 3/4,3/5 e 1/2 respectivamente.
Em duas e quatro dimensoes os valores sao exatos. Para trés dimensoes experimentos
feitos com difragao de néutrons encontram v = 0.586(4) [28]. Os melhores resultados
numéricos sugerem v = 0.588(2) [29|, que s@o proximos mas diferentes ao v = 0.6
fornecido pelo calculo de Flory. Em dimensoes superiores a quatro, o termo associ-
ado a exclusao de volume no calculo de Flory se torna irrelevante. Podemos ver isto

substituindo a equagao [1.12| na equacao para a energia [1.10

4—d

U, o navz (1.14)

5A entropia utilizada vem de uma distribuicio gaussiana, portanto o valor mais provével coincide
com o valor médio.
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Quando d = 4, o termo de energia deixa de contribuir para a energia livre. Se d > 4,
a contribui¢ao pode ser desprezada (para n grande). Assim, o expoente v é 1/2 para
d > 4, isso significa que o efeito de exclusao de volume é irrelevante nestas dimensoes,
ou seja, para d > 4 o polimero se comporta como uma cadeia ideal. Portanto, d = 3 ¢é
a dimensao critica superior do sistema.

O fato da teoria de Flory fornecer bons resultados para o expoente v é algo, a
principio, inesperado. Ela funciona devido ao cancelamento de dois erros: i) Quando
desprezamos correlagoes entre monomeros estamos superestimando a energia de re-
pulsdo; ii) O termo de entropia é subestimado ao considerarmos a entropia de uma

caminhada aleatéria.

1.2.2 Conexao com fendémenos criticos

Muitos tentaram realizar um célculo similar ao de Flory para determinar o ex-
poente v, ou mesmo para descrever o comportamento do polimero em outras situagoes,
como no ponto ©. Apesar destes esfor¢os, o avango no entendimento das propriedades
fisicas de um polimero s6 foi possivel devido a um importante resultado obtido por De
Gennes [2].

De Gennes mostrou que existe uma conexao entre SAWs e fenémenos criticos E]
A conexao é feita a partir da expansao de altas temperaturas [34] do modelo n-vetorial,
O(n). Ao considerar o limite n — 0, os grafos que representam a expansao de altas tem-
peraturas sao poligonos auto-excludentes e as caminhadas aleatorias auto-excludentes
estao relacionadas com a correlagdo entre um par de spins na rede. Assim, a grande
funcao de particao de uma SAW ¢ equivalente a susceptibilidade magnética do modelo
O(n) no limite de n — 0.

Como o modelo n-vetorial apresenta um comportamento critico para n — 0,
o mesmo ocorre para SAW, ou seja, caminhadas aleatoérias auto-excludentes sao um
sistema critico. Além disso, a dimensao critica superior do modelo n-vetorial é d = 4.
Isso significa que em dimensoes igual ou superiores a 4 os expoentes do modelo n-

vetorial sao os de campo médio. Levando este resultado para SAW implica que para

6No apéndice B mostramos de maneira breve como a conexao ¢é feita.
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d > 4 as caminhadas aleatorias sao ideais, resultado que era esperado pela teoria de
Flory.

Todos os expoentes de uma caminhada aleatéria auto-excludente estao relacio-
nados, entao, com expoentes do modelo O(n). Assim, os expoentes v e v sao obtidos
resolvendo-se o modelo O(n) no limite de n — 0. Em duas dimensoes, o modelo n-
vetorial pode ser resolvido de maneira exata (utilizando um mapeamento num gés de
Coulomb [35]) e os expoentes obtidos sdo v = 4/7 e v = 43/32. Em trés dimensdes,
existem apenas resultados aproximados, a partir da utilizacao da teoria de grupo de
renormaliza¢do no modelo de Edwards [36] sao obtidos os expoentes v = 0.588(2) e

v = 1.157(3).

1.3 A transicao de Colapso

A transigao de colapso (coil-globule) é um dos fendmenos mais estudados da fisica
de polimeros. Nesta transigdo o polimero passa de uma configuragao estendida (coil),
tipica de um bom solvente, para uma configuracdo colapsada, ou globular (globule),
tipica de um solvente pobre IZ] Quando o polimero esta imerso em um solvente, deno-
minado solvente © [7], é possivel, variando a temperatura, fazer com que o polimero
passe de uma configuracao para a outra.

Vamos considerar um polimero com interagoes atrativas de curto alcance entre
monomeros. Para temperaturas superiores a uma dada temperatura Tg, o efeito de
exclusao de volume domina estas interagoes. Assim, o polimero se encontra na fase coil,
figura Se a temperatura é inferior a Ty, as interagoes atrativas entre mondémeros
dominam e, portanto, o polimero se encontra na fase globule, figura [I.6] Quando a
temperatura é Ty ocorre uma transi¢ao continua entre as fases no ponto ©. Neste
ponto, a exclusao de volume se cancela com a interagao atrativa entre monoémeros.

Para modelarmos a fase globule e assim estudarmos a transicao de colapso,
temos de incluir de alguma forma uma interacgao atrativa entre monémeros no SAW. A

maneira mais comum é atribuir uma energia —e para cada par de mondémeros primeiros

"Em um solvente pobre é energeticamente favoravel os monémeros serem rodeados por outros
mondmeros ao invés de moléculas do solvente.
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Figura 1.5: Simulagdo de uma SAW com
100000 mondmeros na rede quadrada, mo-
delo ISAW com interagdo entre primeiros
vizinhos. Como vemos para T' > Tg a ex-
clusao de volume domina e o polimero se

Figura 1.6: Simulagao de uma SAW com
100000 mondmeros na rede quadrada, mo-
delo ISAW com interagao entre primeiros
vizinhos. Temperatura T° < Tg, intera-
¢ao atrativa entre mondmeros domina, po-

encontra em uma fase estendida. limero se encontra em uma fase globular.

vizinhos e nao consecutivos na caminhada. Se a caminhada com n passos possui um
total de I pares de monomeros, entao atribuimos um peso, dado pelo fator de boltzmann
el (8 =¢/T) [} a cada caminhada do ensemble de SAW. Este ensemble possui uma

funcao de partigao, dada por:

Z(B) =) ca(D)e'”. (1.15)

No limite assintotico (n — oo) esperamos [8] que esta fungao de partigdo tenha um

comportamento similar ao ¢, (Eq. [L.7):

Zu(B) ~ p(B)" . (1.16)

A constante de conectividade deve variar continuamente com [ e esperamos que O
expoente v assuma trés valores distintos. Se € ¢ mantido constante, para temperaturas
superiores a Ty, v deve assumir o valor da fase estendida ysaw, sessdo (1.2.2), quando
T = To o expoente assume um valor vg e para T < Tg um terceiro valor associado a
fase colapsada.

E esperado que a média quadratica da distancia de ponta-a-ponta tenha o se-

83 definido desta forma é uma quantidade adimensional e, portanto, pode ser definido como um
parametro da simulagao.
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guinte comportamento na vizinhanga do ponto © [8/j9]:
(Ry) ~n™e f(n?), (1.17)

em que T é a temperatura reduzida, dada por 7 = |T — Tg|/Te. Aqui temos um novo
expoente universal, denominado expoente de crossover ¢, associado com a “rapidez”
com que a temperatura se aproxima de Tg. Ele também esta relacionado ao expoente

a (que governa a divergéncia do calor especifico no ponto ©) através da relacao: [48|

¢ = : (1.18)

A fungao de escala f(z) na equagao [1.17] tem o seguinte comportamento [30-32]:

$(2VSAW*2V®)/¢’ se T — 00,
f(x) ~ 4§ const., se x =0, (1.19)

|z|(#/d=2ve)/¢  se 1 — —o0.

E importante ressaltar que correcoes de tamanho finito sdao esperadas para a
fungdo de escala f(z). Na fase coil (similarmente para globule), esperamos
gBsaw=200)/9 [1 4 q;27% + ayz2...]. No ponto © o sistema apresenta invariancia
de escala, e portanto, estas corregoes se tornam muito pequenas. Vemos da equagao
que o expoente métrico, assim como o expoente v, assume trés valores distintos:
na fase coil temos vgaw, sessao (1.2.1); no ponto © temos vg; ja na fase globule o
expoente v assume o valor 1/d com d sendo a dimensao da rede. Podemos obter este

valor da fase globule utilizando a relagao massa-raio de um objeto fractal:
M ~ R, (1.20)

onde dy é a dimensao fractal. Quando o polimero esta colapsado ele pode ser aproxi-
mado por uma estrutura densa com a dimensao igual a do espago em que esta imerso,

1/d

ou seja, df = d. Como M ~ n teremos (R) ~ n'/% e assim, v = 1/d na fase globule.

A transigao coil-globule é caracterizada, portanto, por trés expoentes: vg, o €

15



¢. De Gennes identificou o ponto © como sendo um ponto tricritico [8+10], portanto a
dimensao critica superior é d = 3. Isto significa que para dimensoes iguais ou superiores
a trés os valores dos expoentes sao os de campo médio. No problema de caminhadas
aleatorias auto-excludentes estes sdo os valores de uma cadeia ideal | Assim, em trés
dimensdes temos vg = ¢ =1/2 e y9 =1

Os expoentes em duas dimensdes foram obtidos por Duplantier e Saleur [33],
utilizando um mapeamento de um ISAW modificado na rede hexagonal em um pro-
blema de percolagao, sendo vg = 4/7, ¢ = 3/7 e yo = 8/7. Estes valores definem a
classe de universalidade © em duas dimensoes. Na tabela apresentamos os valores

dos expoentes para duas e trés dimensoes no ponto ©.

d=2 d=3
ve 4/7  1/2
Yo 8/7 1
o 3/7  1/2

Tabela 1.1: Expoentes no ponto ©.

9Em trés dimensdes dizemos que a caminhada é quase-ideal, pois sdo esperadas correcdes logarit-
micas [10].
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Capitulo 2

Modelos e Métodos

Estudamos duas classes de modelos nas redes quadrada e ctibica com a utiliza-
¢ao do PERM: um modelo onde sao consideradas interagoes entre segundos vizinhos
(nearest- and next nearest-neighbor ISAW - NNN) e um modelo em que sdo permitidos
até K monomeros por sitio com interagoes internas ao sitio (multiple monomer per site

ISAW - MMS). Iremos discutir separadamente cada uma destas classes.

2.1 Modelo com interacoes entre primeiros e segun-
dos vizinhos

Este modelo é uma generalizacao do ISAW usual utilizado para se estudar a
transicao de colapso. No modelo usual sao consideradas interagoes entre monoémeros
primeiros vizinhos nao consecutivos na caminhada. Assim, para uma dada caminhada

s = {1, vq,...v,} com n mondmeros a energia total é dada por:
E(s) = —e1 My(s), (2.1)

onde €; é a energia associada a cada par de primeiros vizinhos e Mi(s) é o nimero
total de pares de mondémeros primeiros vizinhos nao consecutivos na caminhada s.

No NNN sao também consideradas interagoes entre monomeros segundos vizinhos da
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caminhada. Assim, para a caminhada s a energia total no modelo é dada por:
E(s) = —e1 My (s) — eaMs(s), (2.2)

onde €3 e My(s) sdo, respectivamente, a energia associada aos pares de mondmeros
segundos vizinhos e o ntimero total destes na caminhada s. Nas simulagoes trabalhamos
com os parametros adimensionais 5, = (e, e Py = Pea.

Lee et. al [14], estudaram este modelo na rede quadrada com os parametros € e
€5 sendo positivos, ou seja, considerando somente interagoes atrativas entre monoémeros.
Aqui, vamos permitir que hajam interagbes repulsivas entre primeiros ou segundos
vizinhos. Como discutido anteriormente, nestas regidoes onde um dos parametros é
negativo o sistema é frustrado com relagao as interagoes, sendo assim, é interessante
estudar o seu comportamento nestas regioes.

O NNN apresenta algumas semelhancas com um modelo de polimeros semi-
flexiveis [16]. Neste tipo de modelo é considerada, além de uma energia associada
a interacao entre mondmeros primeiros vizinhos, uma energia associada a dobras na

caminhada. A energia total de uma configuragao s é dada por:
E(s) = —e1Mi(s) + €Ny, (2.3)

onde ¢, > 0 é a energia de dobra (bending energy) e N, é o namero de dobras da
caminhada. Entao, esse modelo se assemelha ao nosso modelo no caso de interagoes
repulsivas entre segundos vizinhos (€3 < 0), porém o nimero de dobras, N, nao é
necessariamente igual ao ntimero de pares de segundos vizinhos, M;, conforme mostrado
na figura 2.1 (a).

Quando ¢, é grande, sendo €; > 0, a configuracao energeticamente mais favoravel
¢ a de cadeias lineares e paralelas (ver figura (b)) chamada de fase cristalina. O
mesmo efeito poderia ser esperado no caso em que as interac¢oes entre segundos vizinhos
sao repulsivas e atrativas para primeiros no NNN, pois, ao dobrar, um par de segundos
vizinhos ¢ criado, figura[2.1](a). No modelo de polimeros semi-flexiveis [16] ¢ encontrada

uma transi¢ao de primeira ordem para a fase cristalina em duas dimensoes, figura 2.2
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Figura 2.1: Na figura (a) temos uma caminhada com n = 7 passos na rede quadrada. As
linhas tracejadas denotam as interacoes de dobra entre segundos vizinhos. O simbolo eg,
indica que a linha representa uma interacao de dobra e também uma interacao entre segundos
vizinhos. Nesta caminhada temos 5 pares de segundos vizinhos e 4 de dobras. Na figura (b)
temos a representagao do estado fundamental da fase cristalina na rede quadrada.
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Figura 2.2: Diagrama de fases encontrado em [16| para duas dimensdes para um modelo de
polimeros semi-flexiveis. A linha cheia denota a transicao continua coil-globule, ja as outras
linhas (pontilhadas) estao associadas a transi¢oes descontinuas de primeira ordem entre as
fases globule-crystal e coil-crystal.

Como sera mostrado adiante, em nosso trabalho nao encontramos evidéncia de que

esta fase exista no NNN.

2.2 Miltiplos monoémeros por sitio

A segunda classe de modelos que estudamos é uma modificacao na condicao
de auto-excludéncia da caminhada. Nos modelos usuais de interacao entre vizinhos
nao é permitido que um sitio seja ocupado mais de uma vez fornecendo o efeito de
volume excluido. Entretanto, como discutimos anteriormente, nao ha problemas em

existir mais de um monoémero por sitio. Assim, uma outra maneira de incluir o efeito
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de volume excluido é considerando que um sitio nao pode ser ocupado por mais que
K monoémeros. Quando K = 1 temos caminhadas aleatorias auto-excludentes, para
K — oo temos caminhadas aleatorias simples.

Para estudarmos a transicao de colapso temos de incluir uma interacao atrativa
contrabalanceando, assim, a exclusao de volume. Nessa classe de modelos essa inte-
racao ¢ interna aos sitios, ou seja, associamos uma energia de interagao apenas entre
mondmeros que ocupam o mesmo sitio. Estudamos o modelo para K = 3, assim temos
duas energias distintas para interagao, uma associada a sitios com dois mondémeros
(dimeros) e outra a sitios com trés mondmeros (trimeros). Definindo €; como a energia
associada a dimeros e €y para trimeros, entdao uma caminhada s = {vy,...,v,} de n

mondmeros possui, neste modelo, uma energia F(s) dada por:
E(s) = —e1 My(s) — eaMy(s), (2.4)

onde My(s) e M,(s) sao, respectivamente, os nimeros de dimeros e trimeros da ca-
minhada s. Estudamos duas versoes deste modelo: na primeira permitimos que a
caminhada retorne imediatamente para o sitio de onde ela veio, chamamos esta versao
de RA (Reversal Allowed); na segunda versao, chamada de RF (Reversal Forbidden),
este retorno imediato ¢ proibido (ver figura [2.3)).

O estudo numérico desta classe de modelos utilizando algoritmos de crescimento
de caminhadas, como o SS, RR e o PERM (se¢ao , tem a vantagem de ser mais
facil de se obter caminhadas longas, pois como cada sitio pode receber K mondmeros,
o nimero de caminhadas presas ao longo da simulagao diminui. Uma desvantagem é
o aumento do numero de configuragoes. Assim, é necessario um conjunto muito maior
de caminhadas para se obter uma boa amostragem.

Como discutido anteriormente, este modelo foi inicialmente proposto e estudado
por Krawczyk et al. [17]. Seu estudo foi realizado na rede quadrada e ctbica com a
utilizacao do flatPERM [41]. Os resultados encontrados mostram que a transicao de
colapso depende dos detalhes do modelo (RA ou RF) e também da dimensao conside-

rada. Os autores encontraram a transicao de colapso somente na rede ciibica para o
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RA RF

Figura 2.3: Exemplo de caminhadas para as versdes RA e RF. O circulo denota sitios
com apenas um monoémero. Tridngulo e quadrado representam, respectivamente, sitios com
dimeros e trimeros. Os niimeros indicam a sequéncia de mondémeros, ou passos da caminhada.

caso RF, para as outras situagdes (RA na rede cubica, RA e RF na rede quadrada) foi
encontrado somente um crossover]l| entre as fases coil e globule.

Na rede cubica, Krawczyk et al. encontraram as fases coil e globule separadas
por uma linha com duas transi¢oes distintas: na regiao em que sitios com trés mono-
meros possuem interacgao repulsiva as fases sao separadas por uma linha de pontos © e
na regiao em que as interagoes sao repulsivas para sitios com dois mondémeros ha uma
linha de coexisténcia. Como mostrado na figura estas duas linhas se conectam em
um ponto multicritico, localizado na regiao onde ambas as interacoes sao atrativas.

Este modelo foi resolvido exatamente por Oliveira et al. [18,19] na rede de Bethe,
que fornece uma aproximacao de campo médio para o sistema. Nestes trabalhos foram
encontrados diagramas similares para os casos RA e RF ao contréario do sugerido por
Krawczyk et al. [17]. Estes diagramas sao anélogos ao da figura porém, ha uma
linha de pontos criticos terminais no lugar da linha de coexisténcia sugerida em [17].

Nesta linha é esperada uma mudanca na classe de universalidade. Assim, devemos ter

10 sistema passa de uma fase para a outra sem passar por uma regido de coexisténcia ou um ponto
critico
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Figura 2.4: Diagrama de fases encontrado por Krawczyk et. al [17] no caso RF para a rede
cibica. A linha azul é formada por pontos © tricriticos, a linha vermelha denota a transicao
descontinua de primeira ordem. Estas linhas entdo se encontram em um ponto multicritico
localizado no primeiro quadrante.

expoentes da classe © na linha de pontos tricriticos (82 < 0) e expoentes distintos na
linha de pontos criticos (£, > 0).

Como mostraremos a seguir, aqui encontramos resultados que concordam com
os de Krawczyk et al. [17] para a rede quadrada, mas na rede cibica encontramos
diagramas similares para os casos RA e RF, como previsto por Oliveira et al. |18
19]. Entretanto, ndo encontramos mudanga na ordem da transi¢do, ou seja, em nosso
trabalho as fases coil e globule sao separadas por uma linha de pontos © em todo o
espaco de parametros analisado.

Como esta classe de modelo s6 foi estudada, até entao, através de métodos
de Monte Carlo ou solugoes de campo médio, neste trabalho utilizamos, também,
enumeragao exata do numero de caminhadas do modelo MMS. A enumeragao exata
para este modelo se mostra um desafio por dois motivos: o niimero de configuragoes
é muito maior que no SAW usual e é necessario enumerar caminhadas maiores neste
modelo, para se obter suas propriedades termodinamicas corretamente. Isto porque o

efeito do volume excluido é pouco aparente para tamanhos menores, de modo que o
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conjunto de caminhadas que atende as condigoes do modelo é praticamento o conjunto
de caminhadas aleatorias (K = o00). Devido a estas dificuldades vamos utilizar a

enumeracao exata, neste trabalho, apenas para o caso RF na rede quadrada.

2.3 Meétodos de Monte Carlo

Uma das maneiras mais eficientes de se estudar propriedades de equilibrio de
modelos para polimeros é utilizando métodos de Monte Carlo. Nestes métodos ob-
jetivamos acessar uma parcela significativa (representativa) do ensemble de um dado
modelo. Como, geralmente, estamos interessados em estudar cadeias longas, necessi-
tamos de algoritmos eficientes para fazer a amostragem. Existem diversos algoritmos
para se gerar SAW, uma boa revisao pode ser encontrada em [23]. Neste trabalho, utili-
zamos o algoritmo Pruned-Enriched Rosenbluth Method (PERM) |24] para gerarmos as
caminhadas. O PERM é uma melhoria do algoritmo classico de Rosenbluth-Rosenbluth
(RR) [39], sendo muito eficiente para gerar cadeias com muitos monémeros. Para en-
tendermos a construgao do PERM vamos iniciar com um algoritmo bem mais simples,
o Simple-Sampling (SS).

Podemos resumir o algoritmo SS nos seguintes passos: a caminhada ¢é iniciada
no vértice inicial vy da rede, o segundo vértice é escolhido dentro os 2d possiveis,
enquanto os seguintes sao aleatoriamente escolhidos dentre os 2d — 1 possiveis E] Se o
vértice escolhido ja estiver ocupado, entao toda a caminhada é descartada e uma nova é
iniciada do vértice vy, caso contrario o novo vértice é aceito, ou seja, ele é ocupado por
um mondmero. Repetimos este procedimento de crescimento até atingirmos o ntamero
desejado de monomeros.

Seguindo este procedimento, podemos produzir um conjunto de N caminhadas
com n passos {s1,...sy}. Estas caminhadas sdo independentes e igualmente provaveis,

assim os observéaveis sao médias simples deste ensemble. Sendo, entdao, O(s;) uma

2Este é um variante do SS original em que nio sorteamos o vértice anterior.
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medida da caminhada s; seu valor médio, (O) , é dado por:

Oy = 5 005, (25)

O Simple-Sampling possui sérias limitagoes. Ao sortearmos um sitio ocupado
temos que descartar toda a caminhada, levando a uma grande dificuldade para se obter
longas caminhadas. Uma maneira 6bvia de contornar este problema é sortearmos o
proximo vértice apenas dentre os vizinhos que estao livres. Essa modificacao leva ao
método de Rosenbluth-Rosenbluth [39].

Porém, ao sortearmos apenas dentre os vizinhos livres, as caminhadas deixam
de ser igualmente provaveis (ver figura[2.5). Assim, a cada caminhada gerada pelo RR
temos de atribuir um peso, W,,(s;) e a probabilidade de obtermos a caminhada s; sera
dada por:

(2.6)

onde A é uma constante de normalizagao. Se um vértice v; tem o; vizinhos livres,

entao o peso da caminhada s de n passos é dado por:

W(s) = ﬂaj. (2.7)

A implementagao do algoritmo de RR pode ser feita da seguinte forma: iniciamos a
caminhada a partir de um vértice vy com peso Wy = 1. O proximo vértice é escolhido
recursivamente entre o conjunto de primeiros vizinhos nao ocupados pela caminhada.
Se nao houver nenhum vizinho livre, entao toda caminhada é descartada e uma nova
caminhada ¢ iniciada a partir de vg. Se o vértice v; é escolhido, entao atualizamos o
namero de passos e o peso da caminhada s; fazendo n — n+1e W,,(s;) — Wy, (s;)*0;_1.
Repetimos este processo até que o tamanho desejado, n, seja atingido. Além disso,
iniciamos novas caminhadas é iniciada até que N caminhadas de n passo sejam geradas.

O método de RR fornece uma estimativa do ntumero total de configuragoes (c;,)
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Figura 2.5: Exemplos de SAWs com n = 4 na rede quadrada. No RR as caminhadas nao
sao igualmente provéveis: a caminhada 1 tem probabilidade proporcional a 1/72, enquanto
que a caminhada 2 tem 1/108.

com n passos. Podemos ver isso através da funcao da particao:
Zy =Y Pu(s)Wo(s), (2.8)
|s|=

onde a soma é feita sobre todo o conjunto de SAW com n passos. Como P,(s) o
1/W,(s), entao Z,, = ¢,. Uma vez que amostramos um conjunto reduzido de caminha-

das, entao a funcao de partigao ¢ estimada como:

(Zady = 5 Do Walsi) 2.9)

Assim, no limite de N — oo, teremos (Z,) — ¢,. O valor estimado de um observavel

O(s;) é dado no RR por:

> iz Walsi)

(O)n
A estimativa do observavel converge para o valor médio real no limite de N — oo.
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Apesar das melhorias feitas no RR, ele ainda apresenta dois problemas. O primeiro é a
dificuldade de se obter caminhadas grandes. Eventualmente a caminhada fica presa, ou
seja, chega em uma situagao em que nao hé sitios livres para crescer, isso torna muito
dificil a obtengao de uma boa amostragem para caminhadas maiores. Como mostrado
na figura [2.6, mesmo para n = 200 a fragdo de caminhadas que “sobrevivem” é muito

pequena.

Fracdo de Caminhadas

|
0 100 200 300 400 500
n

Figura 2.6: Fracao de caminhadas ativas em fun¢do do niimero de passos na rede quadrada.
Poucas caminhadas “sobrevivem” até o tamanho 200.

O segundo problema do RR é a dispersao do peso. Eventualmente uma tnica
caminhada com um peso muito grande aparece no conjunto e assim passa a dominar a
estatistica e reduz o tamanho efetivo da amostragem. Esta reducao causa um aumento
na variancia fazendo com que os resultados obtidos tenham grandes flutuacoes. Pre-
cisamos, entao, de um método que controle o peso das caminhadas e possibilite obter
longas cadeias. Este método ¢ o Pruned-Enriched Rosenbluth Method (PERM) [24],

que discutiremos a seguir.
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2.4 Pruned-Enriched Rosenbluth Method

O PERM ﬂ possibilita a obtencao de longas caminhadas com pouca dispersao
no peso. Para isso temos de adicionar dois processos ao RR: vamos podar (eliminar)
caminhadas com peso baixo e enriquecer caminhadas com peso alto, que sao aquelas
com maior probabilidade de atingir tamanhos grandes, criando copias das mesmas e
ajustando seu peso neste processo.

Para efetuarmos estes processos temos de introduzir dois limites, um superior
(Ts) e um inferior (77) para o peso das caminhadas. Entao, se W,,(s) > Tg(n) criamos
k — 1 copias da caminhada s. Para nao introduzir um bias no sistema tanto a cami-
nhada original s quanto suas copias tem o peso corrigido para W, (s)/k, esta corregao
diminuira a dispersao do peso. Apos este processo de “enriquecimento”, continuamos a
crescer a caminhada s bem como suas copias, de maneira independente.

Para podarmos as caminhadas verificamos se W, (s) < Ty(n) e, caso positivo,
com probabilidade 1/¢q podamos a caminhada s, ou seja, paramos seu crescimento e
fazemos seu peso nulo. Caso a caminhada nao seja podada, entao multiplicamos seu
peso por ¢ e continuamos o seu crescimento. Os parametros k e ¢ sao constantes na
simulagao e vamos adotar k = g = 2.

Os limites superior e inferior devem depender do tamanho da caminhada, sendo
natural que eles se ajustem durante a simulacao. Uma maneira de obtermos os limites

para um dado comprimento n é utilizando a fun¢ao de particao Z,,, de modo que:

Tyn)=ci(Zhy . Ts(n) =cs{Zu)y. (2.11)

onde ¢ e cg sao parametros da simulagao, geralmente escolhidos de modo que cg/cy ~

10 [24]. O algoritmo PERM ¢ definido em mais detalhes a seguir.

3Uma boa revisdo sobre o método PERM e suas aplicacdes pode ser encontrada em [42].
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2.4.1 Algoritmo

Inicialmente escolha valores para os parametros ¢; e ¢; de modo que ¢;/c; ~ 10 e

valores para os parametros ¢ e k de modo que ¢ > 1 e k > 1 (o parametro k deve ser

inteiro). Definimos n,,,; como o tamanho desejado para a caminhada.

(1)

Coloque Wy(s;) = 1. Seja vy o vértice inicial, determine v; pela escolha de um

dos [ primeiros vizinhos livres de vy.

Se o vértice v,_1 tem o,_1 primeiros vizinhos nao ocupados, entao determine v,

escolhendo um dos vértices livres de v,,_1, com probabilidade 1/0,,_;.

Se 0, = 0, entao a caminhada esta presa e a descartamos. Uma nova caminhada

¢ iniciada a partir do passo (1). Caso Contréario:

Mude o valor de W, (s;) para W,(s;) = Wy (s;) * 0,_1, determine os valores de

Ts(n) e T;(n) e incremente n.

Se n = Nz, entdo uma caminhada s; de comprimento n,,,, e de peso W, (s;) foi

gerada.

Se n < Npaz € Wi(s;) < Ti(n), entdo com probabilidade 1/q coloque W, (s;) =0
e inicie uma nova caminhada a partir do passo (1). Com probabilidade 1 — é,
mude o valor de W, (s;) para W,,(s;) = ¢W,(s;) e continue a caminhada a partir

do passo (2).

Se n < Nypaz € Wi(s;) > Ts(n), crie k — 1 copias da caminhada, cada uma com
peso W, (s;)/k. Mude o peso da caminhada original para W, (s;)/k. Cresga cada
coOpia e a caminhada original de forma independente, continuando a partir do

passo (2).

Inicie outra caminhada a partir do passo (1) até que o nimero de caminhadas

desejado N tenha sido produzido.
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O PERM, assim como o RR, gera um conjunto de N caminhadas {s1, s2,...5x5}
com pesos {W,(s1), ..., W,(sn)} fornecendo, assim, uma estimativa para a fungao de
particao dada pela equacao [2.9]

Como vimos, precisamos de uma estimativa prévia da funcao de particao para
obtermos os limites superior T e inferior T para o peso. Alguns autores sugerem que
uma estimativa inicial seja feita com o RR para tamanhos pequenos. Assim, inicial-
mente no PERM nao iremos podar e enriquecer de maneira satisfatoria devido a esta
estimativa. A medida em que vamos obtendo mais caminhadas de tamanho desejado, a
estimativa da funcao de particao melhora automaticamente dentro do algoritmo, bem
como os valores de T e T7. Assim, conseguimos obter longas caminhadas com baixa
dispersao no peso.

Em nosso trabalho escolhemos uma abordagem diferente: nao iniciamos com
uma estimativa para (Z,), feita a partir do RR, simplesmente deixamos o préprio
PERM fazer esta estimativa inicial. Com isso, na primeira caminhada que iniciamos
um grande nimero de copias é feita. Apods todas estas copias terem sido crescidas
teremos uma boa estimativa para a funcao de particao, de modo que nas caminhadas
seguintes podamos e enriquecemos em igual nimero. Podemos ver a eficiéncia do
PERM na figura 2.7, onde iniciamos 5 x 10? caminhadas e contamos o ntmero de
caminhadas ativas nos passos posteriores. Esse ntiimero depende dos parametros cg
e ¢r, na figura [2.7 utilizamos cg = 3 e ¢; = 0.3. Inicialmente um grande ntmero
de caminhadas é enriquecida, posteriormente este ntimero se estabiliza de modo que
obtemos uma grande amostragem para o tamanho desejado.

Como em nosso trabalho iremos estudar modelos com interagoes entre monoéme-
ros das caminhadas, temos de introduzir esta interagao no PERM. Fazemos isto através
do peso de Boltzmann e #£() onde 3 = 1/k,T. Aqui iremos mostrar duas maneiras de
inserirmos a interagao no PERM (o mesmo vale para o RR). Na primeira escolhemos
um dentre os vizinhos livres com probabilidade que depende da energia de cada sitio,

ou seja, se a diferenca de energia entre o vértice v; e v;_; ¢ AE;, entao a probabilidade
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Figura 2.7: Numero de caminhadas sobreviventes em fun¢ao do tamanho, na rede quadrada.
Ao contrario do RR muitas caminhadas chegam até o tamanho méximo.

de ocuparmos o vértice v; serd dada por:

o—BAE;

o1 _ "
2 jmie —

(2.12)

U; =

onde a soma no denominador ¢é realizada sob todos os o;_; vizinhos livres do vértice
vj_1. Com isso, ap6s n passos a probabilidade de obtermos uma caminhada s com

energia F(s) sera dada por:

e_ﬁE(S)

P,(s) = Hu =W (2.13)

onde o peso W,(s) é dado por:
W, (s) = Hwi = H Z e PE (2.14)
i=1 i=1 k'=1

Como vemos, w; é o peso local de cada vértice v;. Com isso a funcao de particao sera

dada por:

Zn = Pu(s)Wy(s) =Y eP/hT, (2.15)

Outra maneira de introduzir a interagao é escolhendo os vértices com igual

probabilidade. Assim, se o vértice v;_; tem o;_; vizinhos livres, a probabilidade de
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escolhermos um destes vizinhos é dada simplesmente por:

1

Oi—1

(2.16)

U; =

Para preservar a fungao de partigao (equagao [2.15) temos de alterar o peso local de

cada vértice. Neste caso ele é dado por:
w; = O'i_16_ﬁAEi, (217)

lembrando que AF; é a diferenca de energia entre os vértices v; e v;_;. Em nosso
trabalho adotamos esta maneira para introduzir a interacao. Em meédia estes dois
métodos levam & mesma estimativa da funcao de particao e, portanto, aos mesmos
resultados.

Como vimos, nas classes de modelos estudados temos dois parametros de in-
teracao. A implementagao destes modelos no PERM é feita alterando o peso local,
equacgao @ A diferenga de energia E; entre os sitios v;_; e v; € dada para o modelo
NNN por:

E;, = —eim; — el (2.18)

onde m; e [; sao, respectivamente, o nimero de primeiros e segundos vizinhos do vértice

v;. Assim, o fator de Boltzmann é dado por:

—BE Bim;+pBal

e PMi=¢ =My, (2.19)
onde definimos ¢; = €. Com isso, o peso local para o modelo NNN é dado por:

Para o modelo MMS temos apenas uma pequena diferenga: para um vértice v; possuir

um trimero um dimero teve de ser eliminado. Assim, na diferenca de energia temos
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que incluir a energia devido a perda do dimero. Com isso, F; para o MMS é dada por:
Ei = —€1d2‘ — (62 — 61)ti, (221)

onde d; e t; sao {d; = 1, t; = 0} ou {d; = 0, t; = 1}, se o vértice v; possui (apos
ser ocupado) um dimero ou um trimero respectivamente. O peso local para o modelo
MMS ¢ dado entao por:

wi = o 1 f (2.22)

onde f; = e P e fo = e (B2=F1) Alteracoes semelhantes podem ser feitas se escolhermos

introduzir a interagao através do peso local dado pela equagao [2.14]
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Capitulo 3

ISAW com interacao entre Primeiros e

Segundos vizinhos

Utilizando o PERM (sessao estudamos as duas classes de modelos apresen-
tados na sessao [2| nas redes quadrada e ciibica. Além disso, utilizamos a enumeracao
exata com o método apresentado no apéndice [A| para estudar o modelo MMS (sessao
2.2) no caso RF na rede quadrada. Em ambas as classes adotamos o mesmo método
para identificar a transicao e obter os expoentes criticos v, v e ¢. A seguir, vamos
apresentar e discutir os resultados obtidos.

No modelo com interacao entre primeiros e segundos vizinhos, utilizamos o
PERM para obter e estudar caminhadas com até 5000 monémeros. As médias foram

obtidas de 10° caminhadas iniciadas (=~ 4 x 10° caminhadas totais).

3.1 Rede Quadrada

Tanto neste modelo quanto no MMS nosso objetivo é determinar suas propri-
edades termodinamicas no espago de parametros (51, f2) e, assim, construir os seus
diagramas de fases. Uma vez encontrado o ponto de transigao calculamos os valores
dos expoentes criticos nestes, a fim de determinar sua classe de universalidade.

Existem diversas maneiras de se determinar o ponto de transicao, uma delas

é através do expoente v em funcao do pardmetro de interagdo. Como discutido na
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sessao se hd um ponto © no sistema, entao, no limite de n — oo o expoente v deve
assumir trés valores: um na fase coil, um na globule e um outro no ponto ©. Assim,
devemos ter uma curva similar a uma fun¢ao degrau (ver figura . Em sistemas
finitos existem corregoes nas escalas (eq. e e, assim, para tamanhos finitos
o “degrau” é arredondado. No ponto © estas corregoes se tornam irrelevantes, pois
f(x) = const em m Portanto, como, de fato, observado na figura , curvas para
diferentes tamanhos devem se cruzar em um ponto comum (o ponto ©). A partir deste

ponto de cruzamento estimamos o ponto de transi¢ao e o expoente v associado.

0,75 —

L — n Infinito I

— n=1000 I
L n=2000 I
— n=3000 |
0,5 n=4000 [
— n=5000

| | | |
0,2 0,4 0,6 0,8

B

Figura 3.1: Expoente v como func¢ao de 8 para o modelo ISAW na rede quadrada. No ponto
de intersecao das curvas temos o ponto © e o expoente vg.

Nas simulagoes obtemos o expoente v através do valor quadréatico médio da

distancia de ponta-a-ponta, (R?). Como esta distancia escala com n?”

, estimamos o
expoente através de ajustes lineares de log (R?) versus logn. Nos modelos estudados,
temos dois pardmetros de interacao, entao nas simulagoes fixamos (3; e variamos (o, ou
vice-versa.

Fixando By = 0, temos o caso com interacao apenas entre primeiros vizinhos,
que é o modelo classico estudado na literatura. Na figura mostramos v(f;) para
diferentes tamanhos. Através do ponto de cruzamento destas curvas encontramos para

o expoente métrico vg = 0.571(6), valor em 6timo acordo com vg = 4/7. No mesmo

ponto de cruzamento encontramos ;¢ = 0.666(3), valor que concorda muito bem com

34



0,62 — _

e—o n=1000
B s—a n=2000 T
n=3000

0,6

0,58

0,56

0,54

0,52 1. | | | | | _
0,655 0,66 0,665 0,67 0,675 0,68

Figura 3.2: Expoente v em funcao de f; para B2 = 0. Vemos que as curvas se cruzam
proximo ao valor vg = 4/7.

aqueles encontrados na literatura (ver Tab.1 em [13]).

Uma outra maneira de estimar o ponto © é através da distancia de ponta-a-ponta
normalizada, (R?) /n**®, em fungao do parametro de interacao. Novamente, devido a
invariancia de escala no ponto O, a razao (R2) /n*® nao deve depender do tamanho n
do polimero. Assim, se o expoente vg for escolhido corretamente também teremos um
ponto comum de cruzamento para curvas com diferentes tamanhos. Podemos, entao,
estimar o ponto de transi¢ao através deste. Como mostrado na figura 3.3 vemos que
o valor estimado para o ponto © é praticamente o mesmo obtido através das curvas do
expoente métrico em fun¢ao do pardmetro de interacao.

A partir do expoente v em funcao do parametro de interacao, estimamos vg no
intervalo: —1.0 < ;1 < 2.0e —0.8 < By < 1.0. Neste, encontramos vg muito proximo
de 4/7, indicio de que neste intervalo a transi¢do de colapso ocorre em pontos O.
Utilizando este valor na distancia de ponta-a-ponta normalizada obtivemos o diagrama
mostrado na figura Na maioria dos casos, (R%) /n?*® fornece, de forma mais clara,
o ponto de cruzamento entre as curvas por este motivo escolhemos a utilizagao deste
método na determinacao do ponto ©.

O diagrama de fases encontrado possui um comportamento aproximadamente

linear, similar ao encontrado por Lee et al. [14]. A linha de pontos © ¢ bem fitada pela
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Figura 3.3: Distancia de ponta-a-ponta normalizada, <Ri> /n?e  em fungao de B; para
P2 = 0 na rede quadrada. O expoente vg = 4/7 faz com que as curvas se cruzem praticamento
no mesmo ponto.

405 Globule

Figura 3.4: Diagrama de fases para a rede quadrada. Uma linha de pontos © separa as fases
coil e globule. A linha azul (tracejada) é o diagrama encontrado por Lee et al. .
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reta:

Ba2,0 > —0.60995 ¢ + 0.4066. (3.1)

Como podemos ver na figura[3.4] os coeficientes da equagao sdo ligeiramente diferentes
dos encontrados por Lee et al. [14]. Utilizando enumeragao exata e a analise dos zeros
da fungao de particao para cadeias com até 38 monomeros, Lee et al. obteve 30 ~
—0.56381,0 + 0.434, o que leva a temperaturas de transi¢ao ligeiramente superiores
as nossas (ver figura . Acreditamos que esta diferenca seja devido ao tamanho
pequeno (n = 38) das caminhadas estudadas em [14].

No diagrama que encontramos, vemos que a transi¢cao de colapso ocorre mesmo
nas regioes repulsivas (; < 0 ou 2 < 0). Nestas regides, poderiamos encontrar
mudancas na ordem da transicao como, por exemplo, a transi¢ao de primeira ordem
encontrada em modelos de polimeros semi-flexiveis |16]. Entretanto, a partir da analise
de histogramas do niimero de primeiros e segundos vizinhos, descartamos tais mudan-
¢as. Mesmo na regiao de 32 < 0, onde a transi¢ao de primeira ordem encontrada
em |16] poderia ser esperada, ndo observamos multiplicidade de picos no histograma,
que indicaria uma coexisténcia de fases.

Para verificarmos o ponto de transicao estimado a partir da distancia de ponta-
a-ponta normalizada, calculamos o calor especifico por monémero para trés casos, sao
eles: By =0, f1 = 0 e p; = Bo. A partir da distancia de ponta-a-ponta obtivemos,
respectivamente, 81 ¢ = 0.667(2), fa0 = 0.411(1) ¢ f1.0 = 0.254(1). O calor especifico

pode ser calculado através da equagao:

s = 2 () — (). (3:2)

Sabemos que em uma transi¢ao continua o calor especifico apresenta uma diver-
géncia para n — oo no ponto critico. Como trabalhamos com sistemas finitos, temos
um ponto de méximo ao invés de uma divergéncia (ver figura (3.5 (a)). Esperamos que

estes picos se aproximem do valor assintotico da seguinte forma:
Bie(n) — Bie(o0) ~n~?. (3.3)
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Figura 3.5: Figura (a): Calor especifico por monémero como fungao de 5 = 1 = 2. Na
figura (b) temos a extrapolagao dos picos para os casos fy = 0 (circulos pretos), S = 0
(triangulos vermelhos) e f1 = B2 (estrelas azuis).

Na ﬁgura (b), mostramos os valores de /3; nos picos de ¢z (f; 0(n)) em fungao
de n=? com ¢ = 3/7 (valor da classe ©) para os trés casos apresentados acima. Com
este expoente os pontos apresentam um bom comportamento linear, o que indica que
este é o valor do expoente ¢ na transicao. Extrapolando estas curvas para n — oo
obtemos f10 = 0.67(1), B20 = 0.39(3) e B1.0 = 0.25(1), valores que concordam muito
bem com as estimativas anteriores, porém com barras de erro maiores. Isto se deve ao
fato de ser necessario um nimero muito maior de amostras para se obter curvas suaves
do calor especifico para longas cadeias.

E interessante notarmos que fazendo €; = k;, para os trés casos descritos acima
obtemos: T cy=0 e e;=k, = 1.90, To ;=0 ¢ ex=ty, = 2.43 € T ¢;=cy=k, ~ 3.94. Estes valores
de temperatura mostram que a introdugao de interagao atrativa entre segundos vizi-
nhos favorece a transicao de colapso, como esperado. Apesar de termos para um sitio
na rede quadrada um ntmero igual de primeiros e segundos vizinhos, a temperatura de
transi¢ao para €; = 0 (somente interac¢ao entre segundos vizinhos) é superior a tempe-
ratura para o caso €5 = 0, 0 que mostra que a introducao de segundos vizinhos facilita
o colapso da caminhada. Obviamente, quando as interacoes atrativas entre primeiros
e segundos cooperam para o colapso, temos Tg ¢, —c, > T =0 > 16 er=0-

Vamos agora determinar os expoentes v, 7y e ¢ nos pontos criticos (51,6, 32,0) do

diagrama. Os valores do expoente vg foram obtidos analisando curvas do expoente em
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Figura 3.6: Figura (a): Expoente v em funcéo da razao r = 2 9/81,0. Os circulos cheios
denotam a regiao repulsiva (81,6 < 0 ou 29 < 0), enquanto que os abertos a regido atrativa.
O sub-grafico mostra o expoente v(f2) para f; = 0. Figura (b): Expoente ¢ em fungao de
r. No sub-grafico temos a extrapolacdo para n — oo do expoente ¢ para o ponto critico
,817@ =0.338 ¢ ,827@ =0.2.

funcao do parametro de interagao na vizinhanga dos pontos de transi¢gao. Na figura|3.6
(a) mostramos estes valores em funcdo da razao r = fye/f10. Vemos que os valores
do expoente sao consistentes, dentro das barras de erro, com o valor da classe ©.
Este resultado sugere que a classe de universalidade © nao é alterada pela introducao
da interagao entre segundos vizinhos. Mesmo nas regioes onde uma das interagoes é
repulsivas (r < 0), em que o modelo apresenta uma frustragao devido a interagao, a
classe © é encontrada.

Para obtermos o expoente ¢ vamos retornar a equagao que fornece o com-
portamento da distancia de ponta-a-aponta na vizinhanca do ponto ©. Tomando a

derivada de (R2) em relagao a © obtemos:

, 1 d(Rr?)

n

n?e dp;

~n?. (3.4)
Bi=Bi,e

n —

Nas simulagoes calculamos R/, como a derivada numérica na vizinhanga do ponto
critico, assim através de curvas de R/, para diferentes tamanhos estimamos ¢(n). Estes
valores foram, entao, extrapolados para n — oo (ver sub-grafico da figura (b)). Na
figura (b) temos o expoente ¢ em funcao de r. Tal como o expoente v, seu valor
fica proximo ao valor da classe ©, o que é uma evidéncia adicional da existéncia de

uma linha de pontos ©. O expoente v foi obtido através da funcao de partigao Z,,.
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Figura 3.7: Na figura (a) temos o expoente v em fun¢do da razao r. No sub-grafico temos o
expoente v em fungao da constante de conectividade p para diferentes tamanhos. Na figura
(b) temos a constante de conectividade p em funcao de 1 . No sub-grafico desta temos p
em funcao de 2.0

Manipulando a equagao obtemos:

=27, (3.5)

Utilizando o valor estimado da fungao de particaio no ponto de transicao,
Zn(P1,0: P20), podemos obter o expoente vy para varios valores da conectividade pu.
Assim como mostrado no sub-gréafico da figura (a), a partir do ponto de cruza-
mento das curvas para diferentes tamanhos estimamos vg € pe.

O expoente 7o em fungao de r é mostrado na figura (a). Vemos que os
valores do expoente ao longo da linha de transigao ficam proximos ao valor da classe
O, o que leva a conclusao que, de fato, a linha que encontramos separando as fases
coil e globule ¢ uma linha de pontos tricriticos com expoentes pertencentes a classe de
universalidade © da transi¢ao de colapso.

Para 5 = 0 encontramos pe = 3.226(1), valor que concorda muito bem ao
encontrado em [30]. Como mostrado na figura (b), a constante de conectividade
varia continuamente com f3; g, decrescendo monotonicamente com 3; g e crescendo com
Ba2,0. Surpreendentemente, na regiao 51 < 0 e 20 2 0.4 encontramos a constante de

conectividade maior que a coordenacao da rede, ou seja, ug > 4.

40



\
\
AN Bz L
N\
\\
o O
°o ° o \\\
° 4 05
o Globule
o \\
o
o 1N
o Y
o \\ Bl
b \\
R o b
\ \ \ o 1
-3 2 -1 o N1 2
o
T O\
Q
\\o
. N O
Coil -+ 05 N
\\ o]
\\ o
4 AR o
\\ o
\
\
—+ -1 AN

Figura 3.8: Diagrama de fases obtido na rede ciibica. A linha vermelha tracejada é o
diagrama obtido para a rede quadrada.

3.2 Rede Cibica

Na rede ctbica a probabilidade de uma caminhada ficar presa é menor, assim
¢ mais facil gerar as caminhadas. Isso possibilitou o estudo de uma regiao maior do
diagrama de fases. Analisamos os intervalos para os parametros de interagao: —3.0 <

Neste intervalo encontramos v em acordo com a classe ©, com isso utilizamos
a distancia de ponta-a-ponta normalizada (com vg = 1/2) e obtivemos o diagrama de
fases mostrado na figura 3.8 Ao contrario da linha de pontos © retilinea obtida na
rede quadrada, aqui esta linha é claramente nao linear, mas é aproximadamente linear
no entorno da regiao atrativa. Comparando as duas linhas na figura 3.8 vemos que na
rede ciibica os pontos de transicao encontrados estao, em geral, abaixo dos pontos da
rede quadrada. Portanto, as temperaturas de transicao para a rede ctbica sao maiores
(para energias fixas). Esta diferenga nas temperaturas de transigao esta relacionada ao
fato de que na rede ctbica temos 6 primeiros vizinhos e 12 segundos vizinhos. Assim,
é esperado que a transicao de colapso ocorra com maior facilidade.

Como discutido anteriormente, em trés dimensoes o polimero tem um compor-
tamento quase-ideal no ponto ©. Assim, uma importante medida para a determinacao

deste ponto é o segundo coeficiente de virial, Ay, (51, B2) [37/43044]. Na expansao de
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virial a pressao osmotica é expressa em poténcias da concentragao:

II
k’b_T =p+ Agnp2 + Agnpg +... . (3.6)

Cada termo da expansao estd associado & interacao entre cadeias. O coeficiente A,,
estd associado & interacao entre duas cadeias. Em trés dimensoes o comportamento
do polimero no ponto © é o de uma cadeia quase ideal. Isto implica que o termo
mais relevante na expansao (no caso, Ay) é nulo no ponto ©. Os outros termos serao
responsaveis pelo surgimento das corregoes logaritmicas. O segundo coeficiente de virial
estéa relacionado com a fungdo de parti¢ao |37 através da equagao:

Z2n _ Z12n
2n2732

AQn(ﬁi) - - (3-7)

onde 71, é a funcao de particao associada a uma caminhada na rede e Z5,, é associada

a duas caminhadas interagindo na rede. De modo geral, temos:
Zpn = ch(s; nN¢" . qg=¢€°, (3.8)
i

onde ¢, (p; I) denota o nimero de maneiras distintas de termos p caminhadas aleatorias
auto-excludentes na rede com I mondémeros interagentes E Assim, obtendo as fungoes
de partigao podemos calcular o segundo coeficiente em funcao do parametro de intera-
¢ao. Quando A,, for nulo, teremos o ponto ©. Para calcularmos o segundo coeficiente
de virial nas simulagoes é conveniente reescrevermos a equacao [3.7, Para isso, vamos
definir m; e k; como sendo o ntimero total de primeiros e segundos vizinhos internos
ao par de caminhadas e m,, k. como sendo o numero de ligacoes externas entre as

caminhadas. Assim a equacao pode ser reescrita como ﬂ

Alqr ) = =50 | D al@imime ki kg™ s (a7 a3 — 1) = > e (Zma ki)a™ a3 |
" Zin Mg, Me ki ke m;,k;

(3.9)

I As interacoes podem ser internas ou externas a caminhada.
2No apéndice |§| explicitamos a obtengao desta expressao.
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onde ¢, (2;m;, me, ki, ke) € o namero de configuragoes do par de caminhadas,
cr(2;my, k;) € o nimero de configuragoes em que hé overlap das caminhadas e 73,

é a funcao de particao de uma tinica caminhada, neste caso, dada por:

Zyn =Y enlmi ki)l gy (3.10)
Para estimarmos A, construimos duas caminhadas independentes utilizando o PERM.
As funcgoes de particao associadas ao par de caminhadas sao obtidas através de um
processo de colagem de uma caminhada sobre a outra. Neste processo deixamos uma
caminhada fixa na rede e, entao, transladamos a outra para posigoes sobre a primeira
e na vinhanca da mesma acessando, assim, diferentes configuragoes para o par.

Devido a este processo de colagem, o calculo do coeficiente de virial ¢ muito
custoso computacionalmente, de modo que calculamos A, na rede cubica para cami-
nhadas com até 45 mondmeros. Apesar das caminhadas serem pequenas, o segundo
coeficiente de virial fornece 6timas estimativas para o ponto de transi¢ao. Utilizando-o
verificamos os pontos de transi¢ao estimados pela distancia de ponta-a-ponta normali-
zada para os casos: 31 =0, S = 0 e 31 = 2. Na figura[3.9temos o segundo coeficiente
de virial para o caso §; = 0. Estimando o ponto em que A,, = 0, para cada tamanho
obtemos os pontos (3 ¢(n). Utilizando ¢ = 1/2 na equagao extrapolamos o ponto
de transicao para n — oo. Obtivemos, assim, para os casos: 5 =0, f1 =0 e [ = Pa,
respectivamente, 310 = 0.268(1), f2e = 0.086(2) e Bro = 0.065(1). Estes valores
concordam muito bem com os estimados a partir da distancia de ponta-a-ponta, sao
eles: 510 = 0.265(3), B0 = 0.082(6) e B1,0 = 0.064(2).

Utilizando os mesmos métodos apresentados na sessao anterior obtivemos os
expoente criticos ao longo da linha de transicao. Analisando os pontos de cruzamento
do expoente métrico em fungao do parametro de interagao encontramos valores de v
no intervalo 0.51 < v < 0.56, que estdo um pouco acima do valor para a classe ©
(ve = 1/2). Entretanto, extrapolando os pontos de cruzamento para pares de curvas
com diferentes tamanhos (sub-grafico figura [3.10] (a)), encontramos, como mostrado

na figura [3.10} valores proximos a vg = 1/2. O motivo de encontrarmos o expoente v
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Figura 3.9: Segundo coeficiente do virial para f; = 0 em fungao de B3. No sub-grafico
temos os pontos B2(n) (circulos abertos), em que Ag, é nulo. O circulo cheio representa o
valor encontrado na extrapolagao para n — oo.

inicialmente com valores um pouco diferentes da classe © esté, provavelmente, associado
as corregoes logaritmicas presentes em trés dimensoes, uma vez que esta é a dimensao
critica superior para a transi¢ao de colapso.

Nas figuras (a) e (b) apresentamos, também, os valores encontrados para os
expoentes ¢ e v ao longo da linha critica. Como vemos, estes ficam muito proximos aos
valores da classe de universalidade ©, o que nos leva a concluir que, assim como na rede
quadrada, na rede ctbica existe uma linha de pontos ©, onde os expoentes assumem
os valores de campo médio esperados em trés dimensoes. Em ambas as dimensoes, as
linhas de pontos © existem mesmo em regides onde uma das interacgoes é repulsiva, o
que mostra a robustez da classe ©.

Nos sub-graficos da figura (b) temos a constante de conectividade em fungao
dos parametros de interagdao. No caso By = 0 obtivemos pug = 5.039(2), valor muito
proximo ao obtido em [31]. Ao contrario do comportamento monotonico encontrado
na rede quadrada, aqui pe apresenta uma inflexao na curva em funcao de ;. Na
regiao de 310 < 0 novamente encontramos p superior a coordenacao da rede ciuibica.

Como mostrado nos diagramas da rede quadrada e cibica, nao encontramos a
fase cristalina esperada para modelos de polimeros semi-flexiveis (sessao . Esta

fase seria esperada na regiao de B < 0, onde a interacao repulsiva entre segundos
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Figura 3.10: Figura (a): Expoentes v (tridngulos azuis) e ¢ (quadrados vermelhos) em
funcao da razao r. No sub-grafico temos a extrapolacdo do expoente vg(n) para o caso
B2 = 0. Figura (b): Expoente v em fungao de r. Nos sub-graficos temos a constante de
conectividade em funcao dos parametros de interacao.

vizinhos "funciona'"também como uma energia de dobra na caminhada. A analise de
histogramas de primeiros e segundos vizinhos na regiao fs < 0 apresentou apenas
um comportamento de uma transi¢ao continua e descarta a ocorréncia de transicoes
de primeira ordem nesta regiao, ja que nao observamos multiplicidades de picos nos
histogramas. Acreditamos que esta fase nao esté presente neste modelo, pois nao conse-
guimos minimizar segundos vizinhos e maximizar primeiros, o que seria necessario para
acessarmos a configuragao tipica de cadeias paralelas da fase cristalina (ver figura
(b)). Em nosso modelo a maximiza¢ao de primeiros vizinhos leva, inevitavelmente, a
maximizacao de segundos, gerando assim uma frustragao na regiao f; > 0 e [y < 0.
Em um trabalho recente, Oliveira [56] resolveu o modelo NNN na rede de Husimi. Os
resultados encontrados mostram que a linha de pontos © deve ser estender por todo
o diagrama (f; € (—00,00)), o que confirma a nao existéncia da fase cristalina neste

modelo.
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Capitulo 4

Mualtiplos monémeros por sitio

No modelo de multiplos monoémeros por sitio a condi¢ao de auto-excludéncia é
relaxada. Portanto, é mais dificil para uma caminhada ficar presa, o que possibilita
o estudo de caminhadas mais longas. Utilizando o PERM conseguimos estudar cami-
nhadas com até 10000 monoémeros nas redes quadrada e ctbica. O estudo foi realizado
seguindo os mesmos métodos descritos no capitulo anterior. Os resultados foram obti-
dos com 10° caminhadas iniciadas (~ 5 x 10 caminhadas totais). Para cada uma das

redes apresentaremos resultados obtidos para as versoes RA e RF do modelo.

4.1 Rede Quadrada

Para as duas versoes do modelo MMS nao encontramos evidéncias da transicao
de colapso na rede quadrada. Na figura mostramos as curvas obtidas para o expo-
ente v([y) para o caso 1 =0 E] na versao RA do modelo. Como vemos, existe um forte
efeito de tamanho finito que dificulta a anélise do expoente v para tamanhos maiores.

Nas versoes RA e RF encontramos, em grande parte do intervalo de interagao
estudado (—1.0 < By < 1.0e —1.0 < By < 1.0), grandes flutuagoes (principalmente na
versao RA) na proximidade de vg = 4/7, o que dificulta a determinagao da existéncia

ou nao de um ponto de cruzamento. Apesar disso, para tamanhos menores que 1000,

Lembrando que neste modelo £; é o parametro de interacio associado a sitios com um dimero e
B2 sitios com trimeros.
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em ambas versoes, nao encontramos um ponto de cruzamento no intervalo estudado
que indicaria a transi¢ao de colapso. Na versao RF, em alguns casos, as flutuagao sao
menores como mostrado nas figuras4.2f(a) e (b), o que possibilita a anélise do expoente
v para maiores tamanhos. Em todo o intervalo estudado observamos o expoente métrico
passar do valor da fase coil para o da fase globule (ver figuras (a) e (b)), o que
indica uma mudanga de fase. Como esta mudanga ocorre sem uma assinatura de
criticalidade, ela indica que temos apenas um crossover entre as fases, como também
sugerido em [17].

Em ambas as versoes (RA e RF) analisamos os histogramas do nimero de tri-
meros para diversos pontos do intervalo de interagao a fim de verificarmos a existéncia
(ou néo) de uma transigao descontinua. Na figura mostramos o histograma do ni-
mero de trimeros para diferentes valores de 5, no caso 1 = 0 para a versao RF. Como
vemos, para valores pequenos de 5 temos poucos trimeros na caminhada, o que indica
que a cadeia estd na fase coil. A medida que aumentamos 5 observamos um aumento
na probabilidade da caminhada ter um maior ntimero de trimeros, o que indica que o
polimero esta indo para a fase globule. Como mostrado na figura [£.3] para todos os

valores de 33 temos apenas um pico no histograma, significando que nao ha coexis-
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Figura 4.2: Na figura (a) temos v em fun¢ao de 3 para o caso 51 = 0, na figura (b) v para
£1 = —0.2. Como vemos, na versao RF néo encontramos ponto de cruzamento mesmo para
tamanhos maiores.

téncia de fases, uma vez que nao temos multiplicidade de picos. Um comportamento
similar foi observado, em ambas versoes, para diversos valores de 3; e (. Este tipo
de comportamento é caracteristico de uma transicao continua. Entretanto, como nao
observamos um ponto comum de cruzamento nas curvas do expoente v, concluimos
que temos apenas um crossover entre as fases coil e globule

Para verificarmos se, de fato, nao ha transicao de colapso na rede quadrada,
utilizamos a enumeracao exata para construirmos o mapa de zeros da funcao de partigao
para a versao RF do modelo. Como mostrado por Yang et al. [45], a divergéncia das
fungoes resposta (calor especifico, susceptibilidade, etc.) em um ponto critico é causada
por um zero da funcdo de parti¢ao (no plano complexo) e que, no limite termodinamico,
toca o eixo real. Como tratamos sistemas finitos estes zeros, chamados primeiros zeros,
ou zeros de Fisher, sao aqueles que estao mais proximos do eixo real para um dado
tamanho.

Para encontrarmos as raizes da funcao de particao é conveniente escrevé-la em

uma forma polinomial. Definindo y = €', reescrevemos a funcao de particdo como:

Zo(Br, ) = Z en(My, Mt)eﬁl(MdJrer) — Z Cn(My, My)yMatr™e (4.1)

Mg, M Mg, M

onde r = (/51 e My, M, sao, respectivamente, o niimero de dimeros e trimeros. Como

os termos da soma da funcao de particao sao positivos, Z,, s6 pode ter raizes no plano
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complexo.

Para encontrar os primeiros zeros, para um dado tamanho, construimos o mapa
de zeros da funcao de particao no plano complexo. As raizes de um polinémio dependem
de todos os coeficientes do mesmo [46]. Assim, precisamos de uma maneira de se obter
precisamente os coeficientes ¢, (My, M;). Fizemos isto utilizando a enumeragao exata
para cadeias com até 24 mondmeros. Dessa forma, as raizes podem ser obtidas com
grande precisao ﬂ A partir da analise do comportamento dos primeiros zeros podemos

determinar o ponto de transi¢ao temos que:
Rely.(n)] — ye(o0) ~n™?, (4.2)

onde y.(n) é o primeiro zero para o tamanho n. Nas figuras (a) e (b) mostramos o
mapa de zeros para os casos r = 1 (f; = 52) e r =0 (2 = 0), respectivamente. Como
vemos, os primeiros zeros se aproximam do eixo real com o aumento do tamanho da
caminhada, o que indica uma transicao continua. Este comportamento foi observado
para todos os valores de r analisados com a enumeragao exata.

Na figura temos a extrapolacao para o caso r = 1. Como vemos, 0s pontos

2No apéndice [C| apresentamos o mapa de zeros para diversos valores de r. Uma tabela com o
ntmero de configuracoes para o caso K = 2 também é apresentada.
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Figura 4.4: Na figura (a) temos o mapa de zeros no caso 1 = (3 para a versao RF do
modelo. Na figura (b) o caso 32 = 0, os primeiros zeros para cada tamanho sao indicados nas
figuras.

tem um comportamento mais linear ao utilizarmos ¢ = 1, o que também ocorre para os
outros valores de r estudados. Isto sugere que ¢ nao assume o valor da classe © nesta
transi¢do. Realizando a extrapola¢do encontramos y.(co) = 0.729(16) para ¢ = 1, o
que leva a 81 = B < 0 (81 = In(y.)). Como visto na figura [4.5] para ¢ = 4/7 a curva
nao apresenta um comportamento linear. Entretanto se realizarmos a extrapolagao com
apenas os ultimos pontos encontramos y.(oco) = 0.876(30), valor que também leva a um
ponto na regiao repulsiva. Realizamos o estudo do mapa de zeros para diversos pontos
do intervalo de interacao, encontrando um valor negativo para o ponto de transi¢ao o
que indica uma transicao na regiao repulsiva onde os dois parametros sao negativos.
Uma transigao de colapso nesta regiao nao é factivel. Uma possibilidade é a existéncia
de uma transicao coil-coil na regiao repulsiva, para a confirmarmos e a entendermos
sao necessarios mais estudos sobre o modelo. Apesar disso, a analise do mapa de zeros
confirma a auséncia da transi¢ao de colapso para a versao RF na rede quadrada.
Apesar de confirmarmos o que foi encontrado por Krawczyk et al. |[17] na rede
quadrada, consideramos necessario o aprimoramento do método de enumeracao exata
para estudarmos também a versao RA e para analisarmos caminhadas maiores no
RF. A utilizagao de outros métodos de Monte Carlo como, por exemplo, o de Wang-

Landau [47], ¢ uma outra possibilidade para a construgdo do mapa de zeros.
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Figura 4.6: Na figura (a) temos v(f1) no caso 2 = 0.8 na versao RA. Na figura (b) temos
v(f1) na versao RF para o caso 53 = —6.

4.2 Rede Cubica

Ao contrario do encontrado na rede quadrada, na rede ctbica encontramos a

transicao de colapso em ambas as versoes do modelo. Na rede cibica estudamos as

propriedades termodindmicas do modelo no intervalo: —1.0 < f; < 1.0 e —7.0 <
B2 < 1.0, na versao RA e —0.7 < 1 <03 e —7.0 < B < 1.0 na RF. Em todo este

intervalo encontramos um ponto de cruzamento nas curvas do expoente v em fungao
do parametro de interacgao (ver figuras (a) e (b)) proximo ao valor do expoente

métrico na classe © para trés dimensoes (vg = 1/2).
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Figura 4.7: Diagrama de fases para as versoes RA (circulos pretos) e RF (tridngulos azuis).
As linhas tracejadas vermelhas denotam a assintota 8o = —oo, ou K = 2, para ambas as
versoes.

Uma vez que encontramos rg em todos os pontos analisados, utilizamos este
valor para a distancia de ponta-a-ponta normalizada. Assim, construimos os diagramas
de fases para as duas versoes (ver figura 4.7). Em ambos vemos que, a medida que
diminuimos S5, os pontos de transicao convergem rapidamente para a assintota 5 =
—oo (linha tracejada vermelha, figura . A transicao de colapso ocorre a maiores
temperaturas (para uma energia fixa) na versao RF. Na versdo RA a caminhada pode
ter um alto ntimero de trimeros e ainda assim ser esticada, para isto basta ela dobrar
sobre si mesma. Na versao RF configuracoes deste tipo sao menos provaveis, assim a
caminhada (a baixas temperaturas) tende a ser mais compacta que na versao RA do
modelo, o que justifica a temperatura mais alta de transi¢ao. Os diagramas encontrados
sdo qualitativamente similares aos encontrados por Oliveira et al [18//19] e Krawczyk et
al. |17]. Entretanto, a obtencao dos pontos de transigao utilizando o expoente vg = 1/2
indica que nao ha mudanga na ordem de transicao.

Utilizamos o segundo coeficiente de virial para verificar os pontos de transicao
encontrados a partir da distancia de ponta-a-ponta em ambas as versoes do modelo.
Calculamos o segundo coeficiente para caminhadas com até 100 mondémeros. Apre-

sentaremos aqui os resultados para os casos: [y = —oo, f1 = 0 e f; = —0.2. Nas
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tabelas [4.1] e [4.2] comparamos os valores estimados para os pontos de transi¢ao através

dos dois métodos.

(RZ) /n¥ Ay, =0
By =—00 Pre=095(2) 0.948(7)
B =0 Bro = 0.64(1)  0.650(5)
Bi=-02 pre=0.69(4) 0.560(10)

Tabela 4.1: Pontos de transigao, versdao RA.

(R3) /n*e Ay =0
By=—00 Pre=0257(9) 0.250(4)
fi=0 Bao = 0.205(5) 0.207(3)
Bi=-02 Pre=0552(2) 0.43(4)

Tabela 4.2: Pontos de transicao, versao RF.

Na figura (a) temos o segundo coeficiente de virial para o caso f; = 0 na
versao RA, na figura (b) o caso /1 = —0.2 no RF. Assim como no modelo NNN;
os pontos de transi¢do em fungdo do tamanho do polimero (sub-gréficos figuras
(a) e (b)) possuem um comportamento linear em funcio de n~/2, o que indica que
o expoente ¢ assume o valor da classe © em trés dimensoes. Como podemos ver
nas tabelas [1.1 e [1.2] os valores do ponto de transi¢do concordam bem para os casos
By = —oo e f; = 0. Entretanto, as estimativas feitas a partir dos dois métodos nao
concordam para 5, = —0.2.

Uma possivel explicacao para esta discrepancia sao as corregoes logaritmicas,
presentes em trés dimensoes. Como discutido anteriormente, o polimero em trés di-
mensoes tem um comportamento quase-ideal no ponto ©, significando que os termos
de ordem superior a p? sao despreziveis. No entanto, estes mesmos termos sao respon-
séveis pelas corre¢oes logaritmicas no ponto ©. Assim, existe a possibilidade de que
estas correcoes sejam mais relevantes para 1 < 0. Portanto, consideramos necessario
um estudo mais detalhado sobre a influéncia destas corregoes nesta regiao.

Apesar da divergéncia de valores para f; = —0.2, encontramos evidéncias de
que nao ha mudancas na ordem da transicao em ambas as versoes do modelo. Nas

figuras e temos os expoentes Vg e ¢ em funcao da razao r. Como vemos, em
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No Sub-gréfico temos a extrapolagao dos
expoentes para o caso $1 = fPs.

grande parte dos pontos ambos os expoentes ficam proximos ao valor esperado para a

classe ©. Para alguns pontos do grafico, o expoente ¢ fica fora do valor esperado.

Como a diferenca de valores no expoente ¢ é pequena, nao acreditamos que isto

seja um sinal de mudanga da classe de universalidade, pois o mesmo nao ¢é observado

para o expoente v e, como veremos a seguir, para o expoente 7y, mostrado nas figu-

ras e[4.12 para ambas as versoes do modelo. Como vemos, os valores obtidos para

o expoente concordam com o valor 79 = 1 da classe ©. Nos sub-gréaficos das figuras

figuras e temos a constante de conectividade p em fungao dos pontos de tran-

sicao. Os valores para o caso RA sao superiores aos do RF. Este resultado é esperado,

ja que na versao RA o volume excluido tem um efeito menor devido a possibilidade da
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caminhada voltar imediatamente para o sitio anterior. Na versao RA encontramos p
superior a coordenacao da rede, o que ja tinhamos observado anteriormente no modelo
NNN. Entretanto, para a versao RF a constante de conectividade é sempre inferior a
coordenacao 6 da rede cibica.

Como ja discutido, Krawczyk et al. |17] sugeriu haver uma mudanga na ordem
da transicao para a versao RF na regiao 7 < 0, onde haveria uma linha de primeira
ordem separando as fases. Apesar de termos encontrado nesta regiao expoentes muito
proximos ao da classe © observamos, analisando histogramas do nimero de trimeros,
uma possivel indicagao de uma transicao descontinua. Na figura temos o histo-
grama do ntmero de trimeros para o caso 3; = —0.2. Como vemos, para (3 ~ 0.580
temos o surgimento de dois picos na densidade, que é um indicio de uma coexisténcia
de duas fases e, portanto, seria uma indicacao de uma transicao de primeira ordem.
Porém, se de fato houvesse uma transicao de primeira ordem no lugar de uma transi-
¢ao continua nao esperarfamos um ponto de cruzamento para diferentes tamanhos de
polimeros nas curvas de v X e v X u, j& que em uma transicao de primeira ordem nao
temos invariancia de escala.

Como mostrado nas figuras [4.14] (a) e (b), tal comportamento nao foi observado.
Nelas temos os expoentes v em fungao de s e v em funcao de p para o caso 8 =
—0.2. Como vemos na figura m (a) para o expoente métrico, curvas para diferentes

tamanhos se cruzam em um ponto proximo a s =~ 0.55 e em ambas o ponto de
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expoente v em fungao de p para f; = —0.2. O ponto de cruzamento é muito préximo a

e = 1.

cruzamento fornece expoentes muito proximos ao da classe ©. Além disso, a existéncia
de um ponto em que o segundo coeficiente é nulo, no caso f; = —0.2 (ver figura ,
também comprova a existéncia do ponto © neste caso. A linha tracejada vermelha
na figura m (a) indica o ponto em que é observado o surgimento de dois picos na
densidade de trimeros. Este ponto se encontra abaixo do ponto de cruzamento das
curvas.

Uma possivel justificativa para os resultados observados é a existéncia de uma
transicao de primeira ordem entre duas fases globule na vizinhanca do ponto ©. Para

2

confirmarmos a existéncia de tal transicao é necessario um estudo mais detalhado
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sobre a fase globule para este modelo realizando uma analise cuidadosa da transigao
para outros valores de 5; < 0.

Concluimos, portanto, que na rede cubica a transi¢ao de colapso é encontrada
nas versoes RA e RF do modelo. Encontramos diagramas similares para estas versoes,
como sugerido por Oliveira et al. [18|19]. Analisando os expoentes criticos nos pontos
de transicao encontramos valores muito proximos aos da classe © em trés dimensoes,
o que mostra que os pontos de transicao sao pontos ©. Realizando uma anélise do
histograma de trimeros para o caso ; = —0.2 encontramos evidéncias de uma transigao

descontinua. Tal transicao, se de fato existir, deve ocorrer entre duas fases globule.
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Capitulo 5

Conclusao

Estudamos duas classes de modelos distintas para a transicao de colapso nas
redes quadrada e cibica. Na primeira temos caminhadas aleatorias auto-excludentes
com um maior raio de interagao, englobando interagoes entre primeiros e segundos
vizinhos (modelo NNN). Na segunda classe estudamos caminhadas aleatorias auto-
excludentes com até trés monomeros por sitio (modelo MMS). Nesta, as interagoes
ocorrem dentro dos sitios com mais de um monomero. Duas versoes distintas foram
estudadas para a segunda classe, uma versao onde é permitido a caminhada retornar
imediatamente para o sitio anterior ( Reversal Allowed-RA) e outra na qual este retorno
imediato é proibido (Reversal Forbidden-RF).

O estudo do modelo NNN foi realizado com a utilizagao do PERM. Estudamos
caminhadas com até 5000 mondmeros em ambas as redes. Analisando uma ampla
gama de valores para os parametros de interagoes, considerando inclusive interagoes
repulsivas, construimos os diagrama de fase da transicao de colapso. Em ambas as
dimensoes estudadas, encontramos uma linha de pontos © separando as fases coil e
globule com expoentes criticos pertencentes a classe de universalidade ©. Mostrando,
assim, que esta classe se mantém também na regiao repulsiva, onde o sistema é frustrado
com relagao as interagoes.

Em um trabalho recente [14] foi estudado o modelo NNN na rede quadrada
considerando apenas a regiao onde as interacoes entre primeiros e segundos vizinhos

sao atrativas. Nesta regiao, foi encontrado um comportamento aproximadamente linear
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para a linha de pontos ©, dado pela equagao: (20 = —0.56358;.6 + 0.434. Em nosso
trabalho, também observamos um comportamento aproximadamente linear, inclusive
nas regioes repulsivas. Encontramos: ¢ ~ —0.60994; ¢ + 0.4066, que é muito similar
a equacao encontrada em [14]. Acreditamos que a diferenca entre as equagoes seja
devido ao tamanho das caminhadas estudadas em [14]. Em um trabalho recente,
Oliveira [56] resolveu o modelo NNN na rede de Husimi. Os diagramas encontrados
também possuiam um comportamento linear proximo a regiao atrativa. Entretanto
a linha de pontos © se torna curva na regiao f; < 0. Assim, é provavel que este
comportamento linear desapareca para (5; < 0 menores que os aqui considerados.

Na rede cubica a linha de pontos © apresenta uma comportamento nao linear.
Observamos que as temperaturas de transigao (para energias fixas e iguais) sdo supe-
riores as encontradas na rede quadrada (na regiao atrativa). Este aumento na tem-
peratura era esperado, uma vez que na rede cibica temos trés vezes mais segundos
vizinhos que na rede quadrada. Este alto nimero de segundos vizinhos favorece dobras
na caminhada e, portanto, facilita o colapso da mesma.

Na regiao em que as interagoes entre segundos vizinhos sdo repulsivas (fs <
0) o modelo NNN possui semelhancas com modelos de polimeros semi-flexiveis [16].
Entretanto, nao observamos nenhuma transicao para uma fase cristalina em ambas
as redes estudadas. Apesar da interagao repulsiva entre segundos vizinhos impedir a
formacao de dobras na caminhada ela nao favorece o surgimento de cadeias lineares,
que caracteriza a fase cristalina. Acreditamos, portanto, que esta fase nao deva ser
observada no modelo de interacao entre primeiros e segundos vizinhos. Esta conclusao
¢ corroborada pela recente solu¢ao do modelo numa rede de Husimi [56], onde apenas
as fases coil e globule foram encontradas para (3, e 35 finitos, sendo separadas por uma
linha de pontos © que se estende por todo o intervalo §; € (—00, ).

Estudamos o modelo MMS com a utilizagaéo do PERM nas versoes RA e RF
para caminhadas com até 10000 mondmeros em ambas as redes. Lembramos que
[17] estudaram este modelo, utilizando o flatPERM para caminhadas com até 1024
monomeros. Utilizamos também a enumeracao exata para estudar a versao RF na rede

quadrada. Enumeramos exatamente caminhadas com até 24 monoémeros e obtivemos
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o mapa de zeros da fungao de particao no plano complexo.

Na rede quadrada, encontramos resultados que concordam com [17]. Observa-
mos apenas uma crossover entre as fases coil e globule nas versoes RA e RF. A anélise
do mapa de zeros para a versao RF confirmou que nao ha transicao de colapso na
rede quadrada, porém sugere a existéncia de uma transicao entre duas fases coil na
regiao repulsiva (8; < 0 e 2 < 0). Na rede cubica, os resultados aqui encontrados nao
concordam com [17]. Na versdo RA a transi¢ao de colapso foi encontrada, Krawczyk
et al. |17] sugeriram apenas um crossover entre as fases, similar ao comportamento na
rede quadrada. Encontramos, tanto na versao RA quanto na RF, uma linha de pontos
O separando as fases coil-globule. A analise dos expoentes criticos ao longo destas li-
nhas mostrou que eles sao os esperados para a classe de universalidade © e que nao ha
mudanca na ordem da transicao ao longo da linha critica, como sugerido por Krawczyk
et al. |[17] no caso RF.

Por outro lado, nossos resultados sao consistentes com as solugoes de campo
médio de Oliveira et al. |18|19] que sugerem diagramas similares para as versoes RA e
RF. Entretanto, sugerem também que ocorre uma mudanca na ordem da transi¢ao: a
linha de transi¢do na regiao de §; < 0 (interagao repulsiva em sitios com dois mono-
meros) seria uma de pontos criticos terminais, ao invés de pontos tricriticos, esta linha
se uniria aquela de pontos © (encontrada na regiao f < 0) em um ponto multicritico.

Uma mudanga na ordem da transicao na mesma regiao também é encontrada
em [17] na versao RF, porém a mudanga é para uma transi¢do de primeira ordem.
Em nosso trabalho nao encontramos tais mudangas. Temos fortes indicios como, por
exemplo, a anulacao do segundo coeficiente da expansao de virial, de que a transicao
é de pontos tricriticos pertencentes a classe de universalidade ©. Porém, na versao
RF, encontramos também indicios de uma transicao de primeira ordem proxima da
linha de pontos © na regiao 1 < 0 . Esta aparente transicao de primeira ordem
possivelmente ocorre entre duas fases globule, porém sua observacao pode ser devido
ao método utilizado, ja que no PERM, bem como no flatPERM, temos nesta regiao um
problema relacionado ao crescimento da caminhada. Para [; < 0, as configuracoes de

equilibrio a baixas temperaturas devem possuir um maior namero de trimeros (e menor
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de dimeros), minimizando, assim, a energia. Entretanto, durante o crescimento da
caminhada, para criarmos um trimero temos de necessariamente passar por um dimero.
Portanto, muitas configuragoes terao um alto niimero de dimeros. Estas configuragoes
possuem um peso pequeno e podem ser eliminadas pelo PERM (ou flatPERM), o que
pode influenciar nos resultados obtidos dentro da fase globule. Portanto, consideramos
necessario um estudo mais detalhado da fase globule, possivelmente utilizando outros
métodos para confirmar a existéncia da transicao descontinua e se ela realmente é

globule-globule.

61



Apéndice A
Enumeracao Exata

A enumeracao exata é, naturalmente, a melhor forma de se estudar o problema
de caminhadas aleatorias auto-excludentes, pois nos permite estimar exatamente os
parametros criticos do sistema. Ao longo dos anos, técnicas cada vez mais sofisticadas
tem sido desenvolvidas para se enumerar caminhadas cada vez maiores [22|, porém o
problema da enumeracao ainda é um desafio em termos computacionais e teéricos. Até
agora se conhece o niimero de configuragoes para caminhadas com até 72 monoémeros
na rede quadrada [20] e 36 mondmeros na rede cubica |21], que sdo muito inferiores
aos tamanhos acessiveis com métodos de Monte Carlo. O método utilizado para a
enumeracao exata neste trabalho esté longe de ser o melhor dos métodos disponiveis.
Entretanto, ele é de facil implementacao e pode ser facilmente paralelizado.

A ideia basica consiste em determinar o numero de configuracoes para uma
caminhada de n passos de maneira recursiva. Inicialmente, temos apenas um monémero
no vértice vy de uma rede hipercibica d-dimensional. O nimero de configuracoes para
n = 1 passos é trivialmente obtido com a adi¢ao de um mondémero em todos os vizinhos
do vértice vy, ou seja, para n = 1 temos 2d configuracoes. Para n = 2 realizamos o
mesmo procedimento: para cada uma das 2d configuragoes de n = 1 adicionamos um
novo mondmero em todos os vizinhos nao ocupados do vértice final.

Assim, o numero de configuracoes, ¢,, de uma caminhada de n passos é obtido,
de maneira recursiva, com a adi¢ao de um monémero em todos os vizinhos livres do

vértice final de cada uma das ¢, ; caminhadas. Em muitos casos, a adicdo de um
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mondmero ao vértice final de uma dada caminhada nao é possivel. Isto indica que a
caminhada em questao esta presa, portanto esta configuragao nao sera contabilizada no
c,. Para realizarmos este procedimento é necessario o armazenamento de todas as ¢,,_;
configuragdes, o que gera uma alta demanda de memoria computacional (virtual ou
fisica) mas, por outro lado, possibilita a facil paralelizagdo do método. Para isto, basta
armazenarmos estas configuracoes em uma lista. Dividindo o ntimero de configuragoes
Cn—1 €m grupos menores podemos realizar o procedimento de crescimento para cada
grupo de maneira independente paralelizando, assim, o método.

Podemos reduzir o ntimero de configuragoes a ser analisado se explorarmos as
simetrias do problema. Na rede quadrada, por exemplo, temos de maneira geral 8
simetrias: 4 associadas a rotagoes por multiplos de 7/2 e 4 associadas a reﬂexéesﬂ (ver
figuras , . Estas simetrias permitem que analisemos apenas configuragoes que
estao contidas na regiao x > 0 e y > 0 da rede quadrada, iniciando a caminhada na

origem (z =0, y = 0).

! -

———

Figura A.2: Se a caminhada nao for li-
near temos, para cada configuragao rota-
cionada, uma configuragao associada a re-
flexao.

Figura A.1: Ascaminhadas em vermelho
sdo rotagoes por multiplos de 7/2 da ca-
minhada de cor preta (linha pontilhada).

Uma medida importante em métodos de enumeracao exata é a chamada com-

plexidade computacional, A\. Como o nimero de configuragoes tem um crescimento

1Para cadeias lineares ndo temos as simetrias de reflexdo, tendo portanto apenas 4 simetrias.
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Figura A.3: Tempo computacional (em segundos) para gerar caminhadas na rede quadrada.
Nos circulos pretos temos o tempo para SAW, nos quadrados vermelhos temos o modelo MMS
para a versao RF e nos simbolos verdes a versao RA do mesmo modelo.

exponencial dado por

Cp ~ 1", (A1)

é esperado que o tempo computacional (f) necessario para enumerar as caminhadas
também cresca de forma similar:

£ A (A.2)

Nos métodos usuais A ~ p. Assim, para caminhadas aleatorias auto-excludentes na
rede quadrada A\ =~ 2.638, enquanto que nos melhores métodos de enumeracao A\ ~
1.334 [20).

Na figura temos o tempo computacional em funcao do tamanho da cami-
nhada para trés situagoes distintas na rede quadrada: SAW (apenas um monoémero por
sitio, K = 1) e as versao RF e RA do modelo MMS (ver sessdo [2.2), em que podemos
ter até trés monomeros por sitio (K = 3). Para as caminhadas aleatorias usuais nosso
método possui uma complexidade proxima a p, A =~ 2.67, valor que é aproximadamente
o dobro dos melhores métodos [20]. J& para o modelo MMS a complexidade é supe-

rior. Isto era esperado uma vez que temos de enumerar E| um conjunto muito maior de

2Além de enumerar necessitamos, também, separar estas configuracoes pelo niimero de dimeros e
trimeros presentes.
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caminhadas neste modelo. Na versao RA, A = 3.93 e na RF A = 2.98. Devido a esta
alta complexidade estudamos somente a versao RF no modelo MMS na rede quadrada.
E necessario optimizar o método para estudarmos o modelo MMS na versdo RA e/ou

em trés dimensoes.
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Apéndice B
Conexao com fendmenos criticos

Para entendermos a conexao entre caminhadas aleatorias auto-excludentes e
fenémenos criticos através do modelo n-vetorial, podemos utilizar a técnica de expansao
em séries de altas temperaturas. Primeiramente, vamos aplicar esta técnica no modelo

de Ising. A hamiltoniana deste modelo, com campo externo nulo, é dada por:

BH =) Ki;S:S, (B.1)

i>j
onde S; é uma variavel de spin, assumindo valores +1 e K;; = K se i e j sao primeiros
vizinhos e K;; = 0, caso contrario. A funcao de parti¢cao do modelo de Ising ¢ dada

entao por:

Z=>> ] (B2)

{S} i>j
Vamos considerar que temos N spins em uma rede regular. Escrevendo a exponencial da
funcao de particao em termos de sua série de poténcia e utilizando o fato de 5;5; = +1,

teremos:

Z = (cosh(K)V > T2 + SiSjv), (B.3)

{S} i>j
onde v = tanh(K) é a variavel natural da expansao de altas temperaturas. Nesta

expansao, vamos abrir o produtério obtendo uma expansao em termos de poténcias de
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Z = (cosh(K)V > <1 +0) S+ 7Y SiSiSS + ) . (B.4)

{S} 1J 17kl
O objetivo agora é determinar a contribui¢ao para a func¢ao de parti¢ao de cada termo
de ordem v"™ até a maior ordem possivel. Esse calculo é facilitado utilizando uma

correspondéncia dos termos da expansao com grafos na rede E] No modelo de Ising os

[] ] ]

|

Figura B.1: Apenas loops fechados contribuem para a funcao de particdo no modelo de
Ising.

tnicos grafos que contribuem para a fungao de parti¢ao sao loops fechados (ver figura
. Isso se deve ao fato de S;&= = 1, pois } /¢ SfiS?ijl ..... = 2V se todo n for par,
caso isso nao ocorra a soma ¢ nula. Com isso podemos escrever a funcao de partigao

para o modelo de Ising como:

Z = (cosh(K))V2V Y " o”, (B.5)
loops
onde a soma é feita sobre todos os loops possiveis com n ligacoes. Em uma rede regular
os loops sao poligonos aleatérios. A questao, portanto, é saber se existe algum modelo
em que a expansao de altas temperaturas leva a poligonos auto-excludentes. De fato,
De Gennes [2] mostrou que o modelo n-vetorial com n — 0 é a resposta para esta
questao.

O modelo O(n) é uma generalizagdo do modelo de Ising. Sua hamiltoniana é

dada por [34]:
BH =-Y K;8.5;, (B.6)

1>7

"Maiores detalhes podem ser encontrados em [34/38].
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onde S; = (Sij, ----Sin). Vamos escolher uma normalizagao tal que:

=) Si=n. (B.7)
a=1

A funcao de particao do modelo n-vetorial é dada por:
Z = H/in [T 5, (B.8)
i i>j

onde a integral em (2; representa a soma sobre todas as orientagoes possiveis para o
spin ¢. Como feito para o modelo de Ising, podemos expandir a exponencial em uma

série de poténcias em Kj;;, sendo:

.. Koo
Z:H/inH {1+Kijsi.5j+ 5 (Si-5;)% + ... | . (B.9)

i>j

Ao contrario do modelo de Ising, aqui nao é possivel encontrar, de maneira simples,
uma forma fechada para a expansao. Assim, vamos definir uma média feita sob todas
as orientagoes, igualmente provaveis, de cada spin. Denotamos esta média por <>.

—

Com isso, sendo uma funcao de spin qualquer G' = G(gl, ...Sp) temos:

L [ duG(Sy, -..S,)

(B.10)

Definimos [], [d€; = © como o volume total do espaco de fase de spins. A média

sobre orientagoes se relaciona com a média usual por:

_ {7a),

G (=),

(B.11)

A funcao de particao é, entao, dada por:

2

Z — = Kl - =

>3 0

Ao abrirmos o produtério acima, encontraremos  médias do  tipo
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< G, _;> ,<( G, 3)(§§k)> , etc. Estas médias podem ser escritas como:
0 0

(8:55), = D (SiaSiady = D (Sial (Siao- (B.13)

a=1 a=1

Assim, teremos que considerar para um spin S médias entre suas componentes (Sa),,
(SaS8)gs (SaSsSy)y, etc. Porém, vamos mostrar que, quando n — 0, apenas uma
média é nao nula:

(SaS5)g = Bap- (B.14)

Ou seja, todas as outras médias como, por exemplo, (S3), se anulam. Para mostrar

este resultado, definimos a funcdo caracteristica f(k) da variavel de spin S:
F(k) = <e’“5> . (B.15)
0

Todas as médias que estamos interessados podem ser extraidas da funcao caracteristica.
Vamos entao tentar encontrar uma forma explicita para f(k). Diferenciando duas vezes

com relagao a k obtemos:

«

V2f(k) = — <Z sgei’?~§> . (B.16)
0
Utilizando a normalizagao, obtemos:
V2f = —nf(k). (B.17)

Como f (E) ¢ uma média sob diregoes, entao f deve depender somente do modulo de

k. Dai, a equacao pode ser escrita como:

0 f n—1Y\ of

— - =0. B.18

8k2+< 2 )ak”‘f (B.18)
Esta equagdo possui as seguintes condigdes de contorno, f(k =0) =1e of (g; 9 =9
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Assim, no caso de n = 0 teremos como solugao:
Lo
f(k)=1- §k : (B.19)

Como podemos ver, ndo existem poténcias maiores que k2, portanto os tinicos mo-
mentos nao nulos sao os que envolvem duas componentes de S. Retornando com este
resultado para a expansao da func¢ao de parti¢ao, teremos que a cada sitio ¢ na rede tem
de estar associado dois componentes de spin S;a. Ou seja, para cada sitio podemos ter
apenas duas arestas, com isso os grafos sao poligonos auto-excludentes.

As caminhadas aleatérias auto-excludentes sao obtidas a partir da correlacao

entre spins distintos. Temos, assim:

<€_BHSiaSja>
(e="),

0
<Siasja> - . (BQO)
Como feito para a func¢ao de particao, podemos expandir a exponencial e dai utilizar
o resultado da funcao caracteristica para n — 0. Nesse caso, os loops nao podem ser
fechados, pois os spins S;, € S}, iriam aparecer com poténcia trés na expansao. Assim,
o que temos é uma caminhada aleatoria auto-excludente que conecta os sitios i e j,

como mostrado na figura [B.2] Se a caminhada tem N passos, entdo uma caminhada

S
Figura B.2: A correlacdo entre os spins é representada, para n — 0, como uma caminhada

aleatoria auto-excludente conectando os spins.

aleatoria que conecta os sitios 7 e j terd uma contribuicao dada por K. Escrevemos
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entao a correlagao entre spins como:
(SiaSia) ZCN i,7)K (B.21)

onde cy(i,j) ¢ o numero de caminhadas aleatérias auto-excludentes com N passos
que conecta os sitios ¢ e j. Vamos fixar ¢ na origem e somar sobre todos os sitios 7,

mantendo N fixo:

Z <S()a jOé = ZZCN 0 ] (B22)

J
O termo da esquerda, a menos da normalizacao, é a susceptibilidade xo do modelo
O(n) com n — 0. A soma em j de cy(0,7) leva a todas as caminhadas aleatorias
possiveis com N passos que se iniciam na origem, ou seja, Zj en(0,7) = cy. Assim,

teremos:

Xo = ZCNKN. (B.23)
N

A soma nada mais é do que a grande funcao de particao, Z, de uma caminhada aleatéria
com fugacidade K, assim, yg = Z. Com isso, finalizamos a conexao mostrando que
a susceptibilidade magnética do modelo n-vetorial (no limite de n — 0) é equivalente
a grande funcao de particao das caminhadas aleatorias auto-excludentes. Ou seja, as

caminhadas aleatérias auto-excludentes sao um sistema critico.
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Apéndice C

Mapa de zeros e enumeracao exata

para a versao RF na rede quadrada

Na tabela apresentamos o nimero de configuragoes para caminhadas de
20 a 24 monoOmeros para o caso [

permitidos por sitio) como fun¢do do ntmero de dimeros, my. Para my = 0 temos

—o0o ( ou seja, apenas dois mondémeros sao

my n =20 n =21 n = 22 n =23 n =24
0 335116620 897697164 2408806028 6444560484 17266613812
1 196987440 555593984 1557335472 4363093904 12166662784
2 290979472 838492224 2415550368 6897538312 19686696088
3 222256352 667896888 1986000048 5874074080 17245216720
4 152892096 479978440 1501120944 4607522736 14089560192
) 73710624 252905784 840876464 2754891192 8853360064
6 29340032 109189832 401298080 1401292400 4839084408
7 6939376 31606880 129036896 515941040 1940901936
8 1226888 6202496 31531744 139447560 609316160
9 69120 678968 3903168 24289072 119982752
10 4072 33800 380216 2448976 17382576
11 109832 834832
12 37096
Total | 1309522092 3840276460 11275839428 33025209588 96835649420

Tabela C.1: Numero de configuracoes para a versao RF no caso K = 2. Na tabela, my
denota o namero total de dimeros da caminhada. Aqui, n designa o nimero de monémeros.

o SAW, cujo nimero de caminhadas é conhecido até 72 [20] monomeros, como ja

discutido. Ao permitir que a caminhada passe duas vezes pelo mesmo sitio, o nimero
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total de configuragoes se torna muito superior ao SAW, o que mostra a dificuldade em
se enumerar as configuragoes para o modelo MMS. Obviamente, isto é muito pior no
caso K = 3.

Na figura [C.I], temos o mapa de zeros para caminhadas com 24 monoémeros e
sao apresentados mapas para diferentes valores de r = 5/3;. Como vemos, para altos
valores de r, situagao em que a interacao associada a sitios com trimeros é muito maior
que dimeros, temos, aproximadamente, duas simetrias angulares para as raizes no plano
complexo. Ao introduzimos a interacdo de dimeros, estas simetrias sao quebradas.
Um comportamento similar a este também é observado para o modelo NNN em duas

dimensoes [14].

. 2 —1— L. 1 —— - . .
. .
. T .

T R R PR . I:' r=5 :
| T | T | I T | T | I | I o I | I |
3 2. - D . 1 | o | |
2 1 1 2

. . o
2 -1 .

Figura C.1: Mapa de zeros da fungéo de parti¢ao no plano complexo para caminhadas com
24 monodmeros.

73



Apéndice D
O segundo coeficiente de virial

Para obtermos a expressao vamos utilizar a expressao do segundo coeficiente
de virial dada pela equagao e a funcao de particao dada pela equacao Por
conveniéncia elas sao reproduzidas abaixo. O segundo coeficiente de virial em termos
da fungao de particao é dado por:

ZQ?’L _ Z12n
2n2732,

A () = — (D.1)

Definimos Z,, como a funcao de particao de s caminhadas de tamanho n interagindo.
Vamos considerar, por simplicidade, um sistema com apenas um parametro de intera-

Gao E] Entao, Z,, é dado por:
Zwlg) =) eals;i g™, q=¢”, (D.2)

onde m é o nimero de interagoes presentes nas s caminhadas. Neste numero, estao
presentes interacoes internas a cada cadeia e entre as cadeias. Assim, é conveniente
€screvermos m como:

m = m; + me, (D.3)

em que m; denota as interacoes internas a uma caminhada e m, as interagoes externas

(entre s caminhadas). Como estamos interessados no segundo coeficiente de virial,

LA generalizacdo que leva a equacdo é trivial de ser obtida.
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consideramos apenas duas caminhadas na rede. Definindo m; e ms, respectivamente,

como o numero de interagoes internas a primeira e a segunda caminhada, temos:

len - Zml,mg C”(m1>cn(m2)qmi

(D.4)
ZZn = thmzn’ne Cn(Qa my, ma, me)qmiqme-
Assim, podemos reescrever a diferenca na equagao como:
Ty — 73 = Z Z cn(2;my, ma, me) g™ — ¢ (ma)cn(ms) | ™. (D.5)

mi,m2 Mme

Somando e subtraindo o termo Zmi,me cn(2;m;, me)@™ e rearranjando a equagao ,

obtemos:

Zon=Z1m = Y, ca(Zimi,me)q™ (g™ =1)= Y [ea(mi)ea(ma) = ca(25m1,ma, me)] g™
m;,Me mi,ma2
(D.6)
O primeiro termo da equagao acima esté relacionado a todas as configuragdes do
par de caminhadas que possui ao menos uma interacao externa. J& o segundo
termo estd relacionado a todas as configuracoes do par de caminhadas que se sobre-
poem em algum ponto na rede E| Por simplicidade, vamos definir ¢ (2;m;) como
c(2;my) = cp(my)cey(me) — ¢, (2;my, mg, me). Assim, o segundo coeficiente de virial é

dado por:

D e@imame)g™ (g™ = 1) = > en(2imi)g™ | (D.7)
mi,Me mg

em que Z, ¢ a funcao de particao usual de uma caminhada. Nesta expressao vemos
claramente que, no ponto em que As, = 0, temos um anulamento do efeito de volume
excluido (segundo termo da equagao com a interacao atrativa entre mondmeros
(primeiro termo da equagao , ou seja, neste ponto o sistema é efetivamente nao in-

teragente. Para chegarmos na equagao basta introduzirmos um segundo parametro

2No modelo MMS com K = 3 estas sdo as configuracdes do par em que um sitio possui mais de
trés mondmeros, ou seja, sao as configuragoes proibidas pelo modelo.
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de interagao. Assim, teremos k como o numero destas interacoes internas e externas.
Os termos ¢™ serao modificados para qimq];", onde cada ¢ esta associado a diferentes

parametros de interagao.
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